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Resumen

En este trabajo presentamos un nuevo algoritmo para simulacién de medios granulares
densos que incluye particulas estaticas en presencia de gravedad.

El modelo consiste en esferas duras inelasticas, para el cual contamos con un algoritmo
de simulacién eficiente. Extendemos la descripcion de las particulas de manera de simular
solo las relevantes a la dindAmica macroscopica del sistema.

Presentamos tres casos de estudio: deposiciones sobre un suelo estatico, avalanchas en un
plano rugoso inclinado y el flujo en un tambor rotante.

Estudiamos como dependen los observables fisicos de los parametros del algoritmo en
tres casos: la fraccion de empaquetamiento de esferas iguales, el angulo de detencion para
avalanchas sobre un suelo rugoso y el perfil de velocidad en un tambor rotante.

Los resultados obtenenidos son prometedores y muestran que el modelo de simulacion
conducida por eventos es ttil para simular flujos densos, siempre y cuando se disipe energia
de forma adecuada. La nueva extensiéon permite simular sistemas de interés en un tiempo
computacional mucho menor que con métodos actuales.

Concluimos mostrando diferentes sistemas que pueden ser simulados con nuestro algorit-
mo y proponemos futuras lineas de investigacion.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo describimos los medios granulares, presentamos un breve resumen de
los métodos tedricos que se usan para su estudio y que tipo de simulaciones se realizan.

Finalmente presentamos los objetivos de la tesis y la estructura del trabajo.

1.1. Medios Granulares

Los medios granulares estan presentes en cada aspecto de nuestras vidas: desde el cemento

que construye las ciudades, hasta las nueces que acompanan nuestros cocteles.

Una definicién mas precisa y menos poética, seria la de un conglomerado de particulas
solidas macroscopicas (cuya energia tipica es E > kgT) caracterizadas por interacciones
de choque y una pérdida de energia cada vez que interactuan. Dependiendo de la energia
promedio de las particulas, los medios granulares pueden presentar comportamientos propios
de las distintas fases de la materia: gas, liquido y s6lido. Incluso se pueden presentar juntas en
un mismo sistema (ver figura 1.1). Algunas de sus caracteristicas se presentan en fenomenos
como la segregacion por tamarno [1], formacion de patrones al ser sometidos a vibraciones [2],

formacion de rollos convectivos [3] y ondas de superficie [4], entre otros.

Los medios granulares son importantes comercialmente en aplicaciones farmacéuticas,
mineras y de la industria alimenticia. Es por esto que desarrollar modelos que permitan

predecir su comportamiento es de una gran importancia tanto practica como teorica.

En el presente trabajo consideraremos medios granulares secos, donde el fluido que los

envuelve (por ejemplo aire) tiene un efecto despreciable sobre la dindmica de los granos.



Zona liquida

Zona gaseosa

Figura 1.1: Medios granulares en sus tres fases posibles: en la izquierda, un sistema bidimen-
sional vibrado donde coexisten las fase gaseosa por debajo y liquida arriba; en la derecha, la
foto de una duna del desierto de Vietnam en que la arena forma un cuerpo con caracteristicas
de solido. Fotos tomadas de [7] y [8].

1.2. Teoria

Hay dos aspectos importante que contribuyen a las propiedades tinicas de los medios gra-
nulares y que hacen dificil su estudio: la temperatura no tienen ningin rol y las interacciones

entre los granos son disipativas debido a la friccién e inelasticidad de las colisiones.

Uno de los roles importantes de la temperatura en sistemas clasicos es permitir explorar
el espacio de fase. En un medio granular, kgT ~ 0 impide esta exploraciéon. Luego, a menos
que existan perturbaciones externas, cada configuraciéon metaestable dura indefinidamente,

y no hay promedios sobre configuraciones cercanas en el espacio de fase.

La teoria cinética de gases granulares (baja densidad y disipasion) esta bien establecida [9].
Partiendo de la ecuacion de Boltzmann y agregando disipacion, se obtienen ecuaciones tipo
hidrodinamicas para gases. Sin embargo, la analogia con los gases no llega muy lejos. Debido
a que los choques entre las particulas presentan disipacion, el tinico estado de equilibrio para

un sistema granular al cual no se le inyecta energia es el reposo.

En sistemas densos, donde los contactos son permanentes y las correlaciones son de largo
alcance, la descripcion es compleja. En [10], se presenta el caso de los flujos densos en planos
inclinados, para los cuales, en el caso de que la friccion sea pequena, la teoria concuerda
relativamente bien con los resultados numéricos y experimentales. Sin embargo, en el caso de
flujos con friccion considerable, todavia no hay un marco teoérico que explique los fené6menos

observados.

Pese a esta falta de un marco teédrico general, se han encontrado leyes fenomenologicas



para los sistemas granulares. Un ejemplo es la ley constitutiva para flujos densos propuesta

por Jop et al. |5] que relaciona el roce efectivo del sistema con la tasa de cizalle.

1.3. Simulaciones

Las simulaciones computacionales de medios granulares son necesarias principalmente por
tres motivos: no contamos con una teoria que prediga su comportamiento general, sino mas
bien muchas teorfas que dependen del régimen en que se encuentre el medio; hacer experi-
mentos puede resultar caro, lento o peligroso; obtener las trayectorias de las particulas en
experimentos tridimensionales es extremadamente complejo, mientras que en las simulaciones
se tiene acceso a todas las variables del sistema para cada instante de tiempo, permitiendo

una descripciéon mucho méas precisa.

A continuacién describimos los tres métodos més usados en la literatura actual para
la simulacion de medios granulares. Por simplicidad nos remitiremos a los casos de esferas

monodisperas o discos polidispersos.

1.3.1. Dinadmica Molecular

Consite en la integraciéon numérica de las ecuaciones de Newton para un conjunto de parti-
culas, en general, 4&tomos o moleculas. Estas particulas interactiian por potenciales continuos.

Una referencia ya clésica para dindmica molecular es el libro de Frenkel y Smit [6].

En el caso de esferas duras, estos potenciales sélo son efectivos cuando las particulas estan
en contacto. Dado que modelar la deformaciéon de las particulas de forma real es extrema-
damente complejo, se supone que la cantidad importante que define la interaccion entre dos
particulas, que llamaremos 1y 2, es la penetracion 6 = %(dl +dy) — () — %) - 11, donde 7} es

la posiciéon de la particula ¢ y d; su didmetro.

A partir de 9 se calculan las fuerzas a las cuales estan sometidas las particulas que estan
traslapadas. Estas fuerzas deben dar cuenta de la inelasticidad de los choques, del volumen
excluido de las particulas y de la friccion entre ellas. Una vez definido el modelo a usar
para las tres fuerzas, se integran las ecuaciones de Newton a intervalos de tiempo dt fijos.
El modelo para esferas elasticas fue derivado por Hertz [11]|, donde la fuerza de restitucion
depende de la deformacion y de las propiedades mecénicas del material, caracterizadas por

el modulo de Young Y y el coeficiente de Poisson v:
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donde R = (d;d;)/2(d; + d;) es el radio efectivo de las particulas que chocan.

F =

Este resultado fue posteriormente generalizado para particulas viscoelésticas [14]:

2Y vV Reft

F=50-m!

55/2 + AV39), (1.2)

con la constante A siendo una funcion de la viscosidad del material.

Para que la simulacion sea estable, es necesario que el intervalo dt sea mucho menor que

la duracién del tiempo tipico de choque entre dos particulas, en general, un décimo de Alste.

La ventaja de este método es su simplicidad: una vez definidas las reglas para las fuerzas,

hay que calcular el traslape entre todas las particulas e integrar.

Sin embargo, debido a la restriccion sobre el tiempo de integracion, se modelan particulas
artificialmente blandas, ya que al durar méas el tiempo de colisiéon, no es necesario un dt tan

pequeno.

Otro de los problemas de dinamica molecular es la complejidad de simulacion del roce
estatico. Dado que éste solo tiene una cota superior, para calcular esta fuerza es necesario
resolver las ecuaciones de Newton para cada particula. El costo computacional para cada

paso dt es de ON, donde N es el nimero de particulas en la simulacion.

1.3.2. Dinamica de Contactos

El método de la dinamica de contactos fue desarrollad por Moreau y Jean [12] durante
los anos 80, con el iNAn de enfrentar el problema de las irregularidades matematicas en-
contradas al modelar sistemas mecéanicos, en los cuales se toma en cuenta la restriccion de
impenetrabilidad de las particulas. Esta restricciéon genera saltos en el valor de la velocidad,
cada vez que ocurren colisiones entre particulas, lo que se traduce en discontinuidades en
las aceleraciones. A diferencia de otros métodos, como de dindmica molecular, que resuelven
este problema regularizando matematicamente el sistema a través de la deinAnicién de una
fuerza de interaccién, la dindmica de contactos trata el sistema a nivel de las velocidades,
evitando de esta forma, la introduccion de una ley de interaccioén. Este método consiste en
determinar, las velocidades y reacciones después de una colision, a partir de las velocidades y

reacciones conocidas, antes de dicha colisién, de manera tal de satisfacer en forma simultanea,

4



la conservacion del momentum total y las leyes de contacto, las que tienen relacién con la
impenetrabilidad de las particulas y la friccion mutua entre ellas [13].

El algoritmo consiste en que para cada paso temporal dt se calculan todos los contactos
(i.e. traslapes) y se escribe una ecuacion para las fuerzas imponiendo que al final del paso de
integracion las particulas no estén traslapadas. Para resolver estas ecuaciones, que no tienen
solucion analitica, se usa un método iterativo. De esta forma es posible encontrar las fuerzas
de restitucion junto con el valor del roce estatico que debe cumplir la condicién de Coulomb

F, < uN [18].

Este método es el que se utiliza mayoritariamente en el estudio de flujos granulares densos

donde la friccion tiene un rol preponderante [19].

La ventaja de este método es que el dt es mucho mayor que en dindmica molecular,
disminuyendo el costo computacional. La desventaja es que el costo computacional escala con
el nimero de contactos del sistema. De esta manera, realizar simulaciones en 3 dimensiones y
con un ntmero considerable de particulas se torna computacionalmente intratable. Al igual

que el método anterior, el costo computacional para cada paso dt es de ON.

1.3.3. Dinamica molecular llevada por eventos

La dinamica molecular llevada por eventos, Event Driven (ED) en inglés, consiste en
integrar la trayectoria del sistema en pasos dados por la dindmica de éste y no a pasos

temporales fijos, disminuyendo drasticamente el costo computacional.

En el caso de esferas duras, donde los potenciales son discontinuos, no es necesario integrar
el sistema a intervalos de tiempo fijo. Debido a que las particulas entre los choques se mueven
balisticamente, es posible avanzar el sistema de choque en choque, o mejor dicho, de evento

en evento [20].

Este método es mucho mas eficiente que los dos anteriores para bajas densidades. Sin
embargo, cuando la densidad aumenta y con ello el nimero de choques en el sistema, el

método se vuelve altamente ineficiente. Este es el problema que avordaremos en este trabajo.

En el proximo capitulo explicaremos en detalle este algoritmo.



1.4. Objetivos de la Tesis

Los objetivos de esta tesis son: presentar una extension al modelo ED [20] para simular
particulas estaticas en presencia de gravedad, aplicar esta extensiéon a tres casos de estudio

validando el modelo y estudiar la eficiencia computacional de la extension.

La idea detras de implementar estas particulas es lograr simular eficientemente flujos
granulares densos donde coexisten regiones solidas con capas fluidizadas, por ejemplo, en el

caso del tambor rotante.

1.5. Estructura del Trabajo

En capitulo 2 presentamos el algoritmo Event Driven original. En el capitulo 3 presenta-
mos la extension con todos los detalles de la implementacion a fin de que pueda ser reprodu-
cida por terceros. En los capitulos 4, 5 y 6 presentamos resultados de los 3 casos estudiados.
En el capitulo 7 presentamos divertimentos que hemos hecho con nuestro algoritmo y que
podrian servir como base para posteriores investigaciones. Finalmente en el capitulo 8 se

presentan las conclusiones.



Capitulo 2

Dinamica Molecular llevada por eventos

En este capitulo presentamos el algoritmo original de ED en detalle. Una vez explicado el
algoritmo, mostramos resultados ejemplares obtenidos con él para luego senalar los problemas

que presenta y que limitan su rango de aplicacion.

2.1. Modelo

El modelo de esferas duras ineldsticas considera particulas que interactian a través de
choques binarios instantidneos, ya sea entre ellas o con paredes. Cuando dos particulas sin
friccion chocan, las velocidades postcolisionales estdn determinadas por las reglas de choque,

que en el caso de masas y radios iguales son:

1+«
2

donde « es el coeficiente de restitucion, n es el vector unitario que apunta del centro de la

v =1 &

(G — ) - A (2.1)

particula 1 a la 2 y 7; es la velocidad precolicional de la particula ¢. De la ecuacion anterior
se puede despejar «, que resulta ser la razon entre las componentes normales de la velocidad

relativa antes y después del choque

o= .' (2.2)

Los choques con las paredes dependen del tipo de pared que se esté simulando, sean estas
moviles o fijas, termales o disipativas. El caso de una pared disipativa se logra escribiendo la

regla de choque con una particula de masa y radio infinitos.



2.2. Algoritmo

El método de ED consiste en predecir, dado el estado de un sistema, el tiempo de la
proxima evento o colision, avanzar el sistema analiticamente hasta ese instante, calcular las
velocidades postcolisionales y repetir. Dado que no hay una discretizacion temporal fija, el
método es mas preciso que dindmica molecular. Con ciertas optimizaciones [22] es posible

reducir el costo computacional de atender cada evento a O(log V).

La version més bésica del algoritmo avanza todo el sistema cuando se produce un cho-
que, haciendo que el costo computacional sea O(N). Dado que los choques son binarios e
instantaneos a lo méas hay solo dos particulas en contacto en cada evento, por esto, no es
necesario evolucionar todo el sistema a un estado en que solo 2 particulas chocan. La solucién
consiste en agregarle a la descripcion de las particulas el dltimo tiempo de choque. De esta
forma, para evolucionar el sistema se avanzan solo las particulas involucradas en el choque
puesto que todas las demas contintian con la misma dindmica que tenian. Esto hace que la
simulacion sea asincrona, y por lo tanto mas compleja para medir observables, pero mucho

maés eficiente.

De esta manera, cada particula estd definida por 3 variables, dos vectoriales y una escalar:
Posicion 7, velocidad ¢y tiempo en que la particula cambi6 de estado por ultima vez t,,,;. Los
valores de 7y v son los que tenia la particula en t,,;. Dadas las posiciones y velocidades en el
tiempo t,,; es posible calcular la posicion y velocidad actual para cualquier tiempo ¢ > t,,;

con las ecuaciones cinemaéticas con o sin gravedad.

Cuando se atiende el choque entre dos particulas hay que modificar las posiciones a las
posiciones actuales y actualizar las velocidades segtin la regla de choque. Una vez hecho eso
se deben calcular todos los posibles choques de las particulas involucradas con el resto del
sistema. Como es poco probable que particulas lejanas choquen, se desarrolla un esquema de
celdas de manera que la prediccion soélo se realiza con las particulas de celdas vecinas como
se ve en la figura 2.1. Debido a esta modificacion, es necesario agregar a la simulacion los
eventos de cambio de celda, eventos en que no se modifica el estado de la particula pero si la

estructura que las mantiene ordenadas en el espacio.

Una vez calculados los tiempos de todos los proximos eventos de las particulas involucra-
das, se agregan en una cola de prioridad, que permite encontrar en orden O(log N) cual es

el tiempo minimo de los préximos eventos en la simulacién.
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Figura 2.1: Divisién esquemética del espacio para una simulaciéon 2D. La particula azul
pertenece a la celda de al medio, que tiene vecinas a todas las celdas amarillas. La particula
azul solo puede a) chocar con una de las particulas en celdas vecinas o b) salir de la celda
que la contiene. Estos son todos los eventos que debemos predecir.
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Detalles de estas optimizaciones se pueden encontrar en las referencias [23] y [22].

2.3. Resultados Anteriores

El algoritmo ED ha sido usado en una gran cantidad de simulaciones, por ejemplo, las de
Cordero y Soto [24] en el problema de la nuez de Brasil, Luding [26] en dindmica de cluster
granulares y enfriamiento, McNamara [27]| en gases granulares y colapso inélastico, Risso en

transiciones de fase en medios granulares fluidizados [28] y Poschel en gases granulares [29].

Debido a sus limitaciones, de las que hablaremos en la seccion 2.4, los sistemas estudiados
con ED han sido principalmente medios vibrados, donde las paredes le inyectan energia al
sistema cada vez que las particulas chocan contra ellas, y gases granulares (en ausencia de

gravedad), dejando de lado toda el 4rea de flujos densos o sistemas estéticos.

Un resultado ejemplar es el de Clerc et al. [28], donde se estudia la transicion de fase de
un medio cuasi-unidimensional vibrado, en forma experimental, teérica y con simulaciones
ED, mostrando como estos tres enfoques pueden complementarse para explicar fendémenos

de la naturaleza.



El sistema estudiado se ve en la figura 2.2 y es un sistema granular vibrado desde abajo

que presenta separacion de fases.

Este sistema es ideal para ser simulado con ED, puesto que las particulas reciben energia
por medio de la vibracion del suelo y la disipan en los choques entre ellas y con las paredes,

encontrandose siempre fuera del equilibrio.
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Figura 2.2: Izquierda arriba: configuracion experimental. Izquierda abajo: (a,b) Iméagenes
promediadas de las estructuras cristalinas encontradas, (¢) Simulacion ED que presenta un
cluster de estructura cuadrada, (d) Procedimiento de coarse-graining, las lineas verticales
definen los elementos tipicos del fluido. Derecha: Comparacion de resultados para el perfil de
densidad (primera columna) y de momentum (segunda columna) para experimentos (a,b),
simulaciones con ED (b,c) y teoria (d,e). Diagramas y fotografias tomados de [28]

2.4. Problemas

Debido a que el modelo ED esta pensado para simular sistemas gaseosos de baja densidad,

donde los tiempos de contactos son pequenos comparados con la dindmica del sistema y los
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choques mayormente binarios, su uso en sistemas que no cumplan lo anterior presenta 3
problemas graves |31]. Estos son: la ausencia de un limite estatico; la imposibilidad para
modelar miltiples contactos y el colapso inélastico. De algiin modo todos los problemas

tienen la misma causa: suponer que los choques tienen una duracion nula.

2.4.1. Limite estatico

La forma de modelar las particulas en ED es considerando que ellas estan siempre en

movimiento entre choques, y si corresponde, sujetas a la acciéon de la gravedad.

Debido a esto, no es posible que una particula tenga velocidad nula por un tiempo ar-
bitrario, haciendo imposible simular, por ejemplo, una particula en reposo contra un suelo.
De esta forma, simular pilas o en general configuraciones estaticas de medios granulares es

imposible: la energia cinética en estos sistemas es siempre distinta de cero.

De esta manera, configuraciones como la de la figura 2.3 no se pueden simular con ED.

2.4.2. Mhultiples contactos

Al considerar que el tiempo de la colision entre las particulas es nulo, no pueden producirse
choques entre més de dos particulas en el mismo instante. Esto que parece razonable en gases
ideales o gases granulares, al ser llevado a flujos densos por ejemplo, deja de tener validez: en
los flujos granulares densos las particulas experimentan contactos persistentes en el tiempo

y se deslizan unas sobre otras.

Debido a esto, tampoco es posible realizar estudios de las cadenas de fuerza en medios
granulares (como el de la figura 2.3), ya que en cada instante de tiempo, a lo més hay solo

dos particulas en contacto.

2.4.3. Colapso Inélastico

Si se supone un coeficiente de restitucion que no depende de la velocidad relativa de las
particulas a = const, puede ocurrir un efecto artificial llamado “colapso inélastico” Considé-
rese tres particulas idénticas que se mueven en una linea. Si el coeficiente de restituciéon es
suficientemente pequeno, existen velocidades iniciales vq,, v2 y v3 para las cuales las particulas

sufren infinitas colisiones en un tiempo fisico finito (Fig. 2.4) [27].

11
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Figura 2.3: Diagrama de las fuerzas en una deposicion 2D. En ancho de la linea indica el
modulo de la fuerza de contacto y la direccion. Este tipo de estado no es posible de alcanzar
con ED. Simulacién realizada con el método de elementos discretos (DEM) [16]. Fotografia
tomada de la referencia [17].

Este artefacto numérico se encontré al estudiar el enfriamiento de sistemas bidimensiona-
les sin gravedad como el de la figura izquierda de 2.5. En esas simulaciones se deja evolucionar
un sistema granular diluido y homogeneo sin gravedad. Dependiendo del coeficiente de res-
titucién de las particulas se observan dos comportamientos cualitativamente diferentes: con
poca disipacion el sistema se enfria homogeneamente, mientras que sobre un valor critico para
la disipacion, el sistema pierde la homogeneidad y desarrolla grumos o “cluster” de particulas
con densidad alta y zonas de poca densidad. En las zonas de alta densidad, las particulas
disipan la energia més rapido debido a que hay més choques derecha de la figura 2.5. De esta
forma, se producen lineas de particulas que se mantienen chocando cada vez a una velocidad
menor haciendo que el numero de eventos que la simulacién debe atender diverja.

Es fécil ver que el colapso inélastico es algo inevitable en cualquier simulacion ED que
considere « constante. Cabe recalcar aqui que mientras que la formacion de “clusters” de
particulas en gases que se enfrian es un fendémeno fisico, el colapso inelastico es un artefacto

del tipo de simulaciéon que se realiza, donde las colisiones se consideran instantaneas.

Suponer el coeficiente de restitucion constante no concuerda con la mecanica del material.
Un modelo més realista considera que a medida que la velocidad relativa v,, del choque tiende
a cero, el coeficiente de restitucion tiende a uno €,, .o = 1. Es interesante notar que no todos

estos modelos escapan del colapso inélastico, por ejemplo, el presentado por Ramirez et al.
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Figura 2.4: Bosquejo de un colapso inelastico. Existen condiciones iniciales para las cuales la
particula de la derecha y de la izquierda chocan alternadamente con la del medio hasta que
la energia es totalmente disipada en un nimero infinito de choques.
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Figura 2.5: Ultimas 200 particulas que colisionaron en negro, para una disipacion menor que
la critica hay enfriamiento homogéneo (derecha) mientras que para disipaciones mayores se
produce clustering y colapso ineléstico (izquierda). Fotografias tomadas de la referencia [27].

[30] propone € =1 — (579)1/5 pero también da lugar a colapso inélastico.
90

Una de las soluciones a este problema consisten en hacer eldstico el choque entre las

particulas una vez que su velocidad relativa sea suficientemente pequena. Si bien se evita que
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el nimero de eventos se vaya a infinito, esto hace que simular sistemas densos sea altamente
ineficiente con ED ya que las particulas permanecen rebotando con una velocidad relativa
pequena que no afecta la dindmica general del sistema. Son estos choques los que consumen la
mayor parte del tiempo computacional. Los otros dos problemas no han podido ser resueltos

hasta el momento.

En el siguiente capitulo presentaremos una extension al modelo ED que permite simular
particulas estaticas. Al agregar una dinamica en que las particulas estan detenidas, por un
lado damos cuenta de que fisicamente estan quietas desde un punto de vista macroscopico,
y por otro, no simulamos eventos en escalas temporales irrelevantes para la evolucion del
sistema que, en caso de hacerlo, como lo hacen los algoritmos actuales, consumirian la mayor

parte del tiempo computacional.
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Capitulo 3

Algoritmo para simulaciéon de fases
densas

En este capitulo presentamos la extension que proponemos realizar al modelo ED para que
este soporte particulas estaticas en presencia de gravedad. A partir de un modelo de juguete
motivamos la necesidad y la ventaja de nuestro enfoque para luego detallar la implementacion

de esta idea.

3.1. Motivacion

Como es sabido, una pelota que choca contra el suelo con velocidad v rebota con velocidad
av, donde « es el coeficiente de restituciéon. A pesar de que sabemos que el coeficiente de
restitucion depende de la velocidad, por consideraciones practicas podemos tomarlo como
una constante para un material dado. Un calculo elemental muestra que si la altura inicial
es hg, la proxima altura maxima serd ahg y la n-ésima a®"hy. Denotemos por 7, el tiempo
que pasa entre h, y h,.1. Es facil mostrar que 7, = 79" y dado que la suma de 7, es finita,
va que 0 < o < 1, se sigue que la particula se detiene al cabo de un tiempo finito pero donde

ha tenido infintas colisiones.

Es por esto, que las simulaciones ED, que siguen la dindmica de la particula de choque
en choque, no pueden simular mas alla que un cierto tiempo t*. Las extensiones actuales a
ED mantienen a la particula dando infinitos botes con una velocidad pequena, para evitar
el colapso inélastico, y con un coeficiente de restitucion o = 1, como se ve en la figura 3.1.
Esto hace que las simulaciones sean altamente ineficientes, ya que continuamente atienden
una dindmica que no afecta al sistema desde un punto de vista macroscopico (la pelota da
botes en el mismo lugar) y mas atin, dejan un remanente de energia que podria afectar el
comportamiento global del sistema. Por ejemplo, en el caso de que el suelo tuviera un pequeno

angulo, la particula comenzaria a deslizar cuando fisicamente deberia estar detenida.
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3.1.1. Solucién eficiente a la pelota saltarina

Lo que nosotros proponemos es detener artificialmente la particula cuando su velocidad
sea menor que una cierta cota. Esta seria ahora una particula en estado “solido”. Con esto
logramos sobrellevar dos de los problemas asociados largamente ED: la energia del sistema
es efectivamente nula y no caemos en el colapso inélastico puesto que la particula es detenida

antes de que este suceda (ver Fig. 3.1).

Notemos que al detener artificialmente a la particula estamos cometiendo dos errores en
la descripciéon. Por un lado, detenemos a la particula antes de que se produzca el colapso
inelastico. Por otro, dejamos a la particula con una pequena separacion con el suelo por
motivos que se explicardn mas adelante. Con las condiciones adecuadas para cambiar de

estado a las particulas se pueden controlar estos errores.
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Figura 3.1: Trayectorias para una pelota saltarina. Tedricamente, la particula se detiene
en t* despues de infinitos choques (linea solida). Si las colisiones se vuelven elésticas para
pequenias velocidades, en tqasic la pelota queda dando infinitos botes (linea segmentada).
Nuestro método duerme a la particula si la velocidad es suficientemente pequena y a partir
de tgeep la particula queda en reposo (linea punteada).

Con este modelo de jugete hemos visto que tanto por razones de eficiencia computacio-
nal como para respetar la fisica de la simulacién, debemos cambiar la dindmica de ciertas
particulas. Llamaremos “dormir” a este cambio en la dindmica de la particula puesto que las

Gy A

particulas en estado “s6lido” dejan de participar activamente en los eventos del sistema. Al

cambio de estado contrario, es decir, cuando la particula recupera la dindmica “normal” lo
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llamaremos “despertar”. De esta forma, lo que sigue del trabajo nos dedicaremos a explicar
como, bajo qué condiciones y de qué manera vamos a dormir y despertar a las particulas en

una simulacién ED. Veamos a continuacion la generalizacion de esta idea.

3.2. Idea general

Lo que buscamos es ser capaces de dormir y despertar a las particulas bajo ciertas con-
diciones para que por un lado no agreguen energia al sistema de forma irreal y por otro no
estén dando botes que hacen ineficiente la simulacion.

En términos mas generales, necesitamos implementar un algoritmo ED con coexistencia
de dinamicas. En este contexto la dindmica de una particula es una etiqueta que determina
el tipo movimiento que obedece y las reglas de choque con otras particulas.

Para permitir distintas dinamicas debemos hacer las siguientes modificaciones al actual

método ED:

= explicar como realizar el cambio de estado de las particulas: puesto que nuestro sistema
avanza por colisiones, el cambio de estado debe ser programado inteligentemente para
que las particulas no queden en contacto, ya que esto haria que tuviéramos que resolver
choques entre multiples particulas, un problema que no esta definido para las esferas

duras.

= explicar la dindmica que siguen las particulas dormidas y encontrar las ecuaciones que
hay que resolver para encontrar el tiempo de choque entre una particula normal y una

solida.

= explicar cuales van a ser las condiciones que se deben cumplir en la trayectoria de la

particula para decidir su cambio de estado.

= explicar como hacer los choques entre particulas de distintos estados. Debido a que las
particulas dormidas forman conglomerados, modelamos el choque como si la particula

dormida tuviera masa infinita y disipara méas energia que los choques normales.

Antes de continuar con la explicacién de como hacer el cambio de dinamicas, debemos
explicitar la clase de particulas con las cuales vamos a trabajar. Esto es porque las condiciones
para dormir o despertar dependerdn de la dimensi6on en que realicemos la simulacion, la

distribucion de radios de las particulas y si tienen o no rotacion.
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Nuestro algoritmo partira considerando particulas esféricas en 3 dimensiones, de igual

radio, igual masa y sin rotacion.

Para simplificar las comparaciones, usaremos unidades donde el médulo de la gravedad
es g = 1, el diametro de las particulas es d = 1 y su masa m = 1. Esto define un tiempo
caracteristico t = \/% = 1, una velocidad caracteristica v/gd = 1 y una energia tipica
E=mgd=1.

3.2.1. Dormir

Consideremos que ya tenemos una capa de particulas que estan dormidas y las cuales no
pueden despertar bajo ninguna circunstancia. Lo que buscamos es si dejamos caer particulas
normales sobre esta capa, al dormir las particulas se encuentren en posiciones estables meca-
nicamente. Esto, en un modelo de dindAmica molecular es trivial: la sumatoria de fuerzas sobre
la particula debe ser nulo y encontrarse en un minimo de la energia potencial. En el modelo
ED, al no trabajar con el concepto de fuerza, debemos buscar condiciones en la evolucién de

la posicién y la velocidad de la particula para dormirla.

Condiciones fisicas

En tres dimensiones una particula necesita de, a lo menos, tres puntos donde apoyarse
para estar en un equilibrio estable. En la medida que disipa energia sus rebotes se hacen cada
vez mMAas pequenos y mas cercanos al punto de equilibrio. En el limite de infinitos choques,
la particula estd en contacto con los puntos de apoyo y su velocidad es nula. Por lo tanto,
debemos definir criterios para dormir que se cumplan un poco antes de que la particula llegue

a este punto, donde el colapso inélastico haria imposible la simulacién.

Como no podemos encontrar el punto de manera exacta, debemos proponer una heuristica:
las condiciones siguientes se evaliian cada vez que una particula normal choca con una sélida
con una velocidad que no es capaz de despertar a la particula dormida: a) que al chocar
la rapidez de la particula sea menor que vgeep, b) que su trayectoria converja a un punto,
¢) que su velocidad este convergiendo a 0 y d) que la velocidad en z en aquel instante sea
negativa. Si se cumplen estas 4 condiciones, la particula que acaba de chocar se duerme. De
las condiciones anteriores a) y b) son obvias, mientras que las otras dos las imponemos a
fin de evitar que una particula que esté “subiendo” sobre otra cambie de estado en el punto

critico donde la velocidad se anula més no las fuerzas actuando sobre ella. En la figura 3.2
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se muestran cuatro configuraciones posibles y se explica si es factible o no dormir.

Figura 3.2: Esquema de las posiciones mecanicamente estable y no estables para dormir a las
particulas en 2D. De izquierda a derecha: la primera particula estd en un punto estable, por
lo que puede dormirse, la segunda esta acelerando hacia abajo, por lo que no puede dormirse.
La tercera estd en una configuracion estable gracias a la particula normal y puede dormirse.
La ultima particula no puede dormirse puesto que no esta en chocando con particulas solidas

Conviene notar aqui que no estamos seguros de que estas condiciones sean necesarias
y suficientes para dormir a las particulas solo en puntos estables. Sin embargo, no hemos
encontrado configuraciones fisicamente imposibles pero no las descartamos. En caso de que
no fueran suficientes, existe la posibilidad de “despertar” a la particula cada cierto tiempo
con una velocidad igual a la que tenia cuando se durmio6 pero en una direccion cualquiera, de
manera que si estd en un punto estable, se quede ahi y si no, salga del punto critico al cabo

de un cierto tiempo.

3.2.2. Despertar

Las particulas pueden despertar en dos circunstancias. Al ser chocadas con suficiente

energia o al perder la estabilidad mecéanica.

En caso de ser chocada, debemos imponer una velocidad critica para la particula incidente
Uwakeup, SObTe la cual se despierte a la particula dormida. Esto es necesario puesto que si
Uwakeup = 0 estariamos durmiendo y despertando a las particulas con cada choque, lo que

haria tan ineficiente nuestra implementacién como las anteriores.
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En caso de perder la estabilidad mecanica, despertar a las particulas es un poco més
complicado. Debido a que la simulacion avanza de evento en evento y las particulas dormidas
no son activas en los eventos que tienen, es decir, s6lo son chocadas, debemos crear un
mecanismo de verificacion de la estabilidad. Llamamos “autodespertar’ a este mecanismo y

lo explicamos en detalle a continuacion.

Autodespertar

Una configuracion interesante para nuestro algoritmo es la estudiada por, Staron [19] en
el colapso o desparramo (spreading en inglés) de columnas de granos. Partiendo del estado
final de una deposiciéon con gravedad, se sacan las paredes laterales y se estudia la geometria

final del sistema con los parametros que se muestran en la figura 3.3.

H,

0= 8¢ ,“7: {

Figura 3.3: a) Preparacion de una columna de granos por una lluvia aleatoria bajo la accion
de la gravedad. b) La columna esta caracterizada por su radio Ry y altura inicial Hy. c)
Después del colapso, el deposito final esta caracterizado por la distancia a la que llega el flujo
R y su altura H,. Figura tomada de [19].

Al realizar una deposicion el estado final del sistema es uno con todas las particulas
dormidas. Al quitar las paredes, las particulas de los bordes pierden sus puntos de apoyo y

por lo tanto deben despertar sin que hayan sido chocadas por otras particulas.
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Para dar cuenta de esto tuvimos que definir los “contactos” de una particula dormida. Es-
tas son las particulas sélidas que se encuentran a una distancia menor que R, o las particulas
normales que estan a una distancia menor que R., se encuentran en el hemisferio superior
(definido este por la direccion de la gravedad) de la particula y que su rapidez sea menor
que Vgeep. Como podemos ver en la figura 3.2 una particula en 2D necesita de a la menos
2 puntos de apoyo. Estos pueden ser particulas dormidas o normales que estén a punto de

dormirse, y por esto es que pedimos que su velocidad sea menor que vgecp.

Gracias a la definicion de contactos, llegamos a un algoritmo para autodespertar que cuen-
ta con dos fases: las particulas estan periodicamente comprobando que todos sus contactos
cumplan atn las condiciones para ser contactos y sean méas que el nimero minimo de apoyos.
Si no se cumple esto, se programa inmediatamente el despetar de la particula. Esto hace que
por un lado, no tengamos configuraciones fisicamente imposibles por mucho tiempo, y por
otro, que en sistemas con disipacién y sin inyeccion de energia el sistema llegue efectivamente
a un estado de energia nula al cabo de cierto tiempo debido a que no hay cambios en la

disposiciéon de los contactos.

El costo computacional de revisar si permanecen los contactos con los cuales se durmié
la particula es O(1): solo necesitamos recorrer las celdas vecinas y calcular la distancia y
el estado de las particulas que se encuentran en ellas y ver que todos los contactos han

permanecido.

3.3. Implementacion

En esta seccidon explicamos como las ideas anteriores se aplican a una simulacién ED.
Para esto, debemos explicitar como se atienden los eventos asociados al cambio de dindmica,

de que manera se encuentran los tiempos de choque y cémo se realizaran estos.

3.3.1. Cambio de Estados

En esta secciéon explicaremos como realizar el cambio de estado de las particulas: puesto
que nuestro sistema avanza por colisiones, el cambio de estado debe ser programado inteli-

gentemente para que las particulas no queden en contacto.
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Evento Dormir

Una vez que se ha decidido que una particula debe dormirse (hecho esto en un evento
de colision contra un solido, es decir, cuando estan en contacto), debemos decidir cuando

cambiar el estado de la particula.

A primera vista, uno diria “cambiemoslo inmediatamente”. En el momento del choque las
particulas se encuentran en contacto. El problema es que si la particula es despertada en una
colision habrian tres particulas en contacto, y este choque para esferas duras no puede ser
resuelto. Para evitar esto, debemos dormir a las particulas con una pequena separacién como
se aprecia en la figura 3.1. Una vez decidido el cambio de estado de la particula, calculamos
los proximos eventos con la dindmica normal y agregamos uno antes que todos ellos: el evento
dormir. Elejimos el tiempo de este evento como el menor entre tye., = 107° (tiempo tipico
entre choques en una zona densa) y la mitad del tiempo para el proximo evento, de manera
que al dormise la particula esté a lo méas “a mitad de camino” entre la particula con la que

acaba de chocar y la del préoximo choque.

La distancia tipica a la que quedan separadas las particulas se puede acotar por dyipico <
Usleeptsieep Y que la velocidad postcolisional de la particula es menor que vg.e, y €l tiempo de

vuelo es menor o igual que tgeep.

Evento Despertar

En caso que haya que autodespertarla una particula, le damos un golpecito, es decir, una
velocidad de direccion aleatoria y con una rapidez igual a vy, y cambiamos su estado a

normal.

Como las particulas se duermen separadas al momento de despertarlas por un choque el
cambio de dindmica es trivial: se atiende el choque como si fueran dos particulas normales,

pero con un extra de energia (si corresponde) y se cambia el estado de la particula a normal.

La dindmica de las particulas dormidas es, por cierto, nula, pero debemos conservar o
mejor dicho, disipar a una tasa adecuada la energia del sistema. Esto se comprende volviendo
a la figura 3.1, al dormirla dntes de ¢* perdemos energia a una tasa mayor que la real. Esto
hace que la densidad local aumente, lo que facilita el colapso inelastico. Por lo tanto, debemos
buscar una forma para despertar a las particulas de manera que en el intervalo At = t* —tgjeep

la energia se conserve.
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La solucién que hemos escojido para sobrellevar esto es guardar la energia cinética que
tenia la particula al dormirse y liberarla en el choque que la despierta. Esto es debido a que
el proceso de dormir a las . De esta manera, hacemos que la tasa de disipacion disminuya y
por ende la densidad quede constante. Al implementar esta recuperacion de energia, hemos

elejido agregar la energia como un extra a la componente normal de la velocidad:

1
d = 5(‘/;,% + v/ Ven + 4E5leep)7 (31)

donde ¢ es la velocidad normal relativa después del choque y Egie.p la energia cinética de la
particula al momento de dormirse. Esta energia la guardamos solo durante un tiempo £ peck

puesto que eventualmente las particulas reales pierden toda la energia.

Antes de comprender el rol que jugaba la tasa de perdida de energia jugamos con otras

formas de despertar/dormir que detallamos a continuacion:

La idea inicial fue dormir a las particulas con una velocidad nula y despertarlas si la
particula incidente tenia una velocidad mayor que cierta cota. El choque lo atendiamos como
un choque normal donde una de las particulas tenia velocidad nula. Para que el sistema no
colapsase debiamos imponer una cota para la velocidad de la particula incidente bastante

grande, del orden de la unidad.

Luego de estudiar muchos casos en los que el colapso se producia, decidimos que al dormir
las particulas solo pueden despertar pasado un cierto tiempo. Esto es porque los colapsos se

producian cuando las particulas estaban en contacto constante, una sobre la otra “resbalando”.

Ninguna de estas soluciones nos permitié alcanzar cotas para despertar muy bajas, ya

que seguiamos perdiendo energia a una tasa muy pequena.

3.3.2. Prediccion de Eventos

La prediccion de eventos consiste en calcular el tiempo en que una particula o bien choca
con otra o choca con una pared. Para calcular el tiempo de choque con paredes quietas las
ecuaciones a resolver son a lo mas cuadréticas (dependiendo si hay o no gravedad en la
direccion de la pared) y estan dadas por la cineméatica de la particula. En caso de paredes

moviles las ecuaciones se complican y no las consideraremos en este trabajo.

En el caso en que las dos particulas sientan la misma gravedad, la ecuacion a resolver

es cuadratica y su implementacion ya ha sido discutida en otras partes [23]. En la figura
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3.4 se ve que la si ambas particulas sienten la misma gravedad, su movimiento se puede ver
como con velocidad constante, de esta manera, dos particulas pueden o bien no chocar nunca,
y la ecuacion tiene cero soluciones reales o intersectarse dos veces, de entrada y de salida.
El tiempo fisico que nosotros buscamos es el en que la velocidad y la normal entre las dos

particulas es negativo, es decir, una particula va “entrando” en la otra.

Conviene notar en este punto que si dos particulas normales acaban de chocar, es imposible
que choquen nuevamente sin que alguna de ellas cambie su estado antes debido a otro choque.
Esto es porque al chocar, ambas particulas se estan alejando y contintian asi a menos que

una choque y modifique su velocidad.

La predicciéon de choques entre particulas con distintas dindmicas es algo que presenta
ciertas dificultades numéricas que debemos sobrellevar. Debido a que ahora hay particulas
que no son afectadas por la gravedad, obtenemos ecuaciones de mayor grado. Los tiempos
de choque se calculan al imponer que el modulo de la diferencia de las posiciones de las

particulas sea igual a la suma de los radiosap:

17 = 75l = Ri + R, (3:2)

Elevando al cuadrado esta ecuacién, se obtiene el polinomio que entrega el tiempo del
proximo choque. Este polinomio puede ser de orden 4,3 6 2, dependiendo del estado de las

particulas involucradas y el momento en que se calcula.

Figura 3.4: Esquema de las dos posibles situaciones al predecir el tiempo de choque entre
particulas normales, la flecha representa la trayectoria de la particula izquierda en el sistema
de referencia de la particula derecha. En el caso superior, las particulas se intersectan dos
veces (estrellas rojas) y en el caso inferior no hay interseccion.
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Los polinomios de orden 4 aparecen si es que una de las particulas siente la gravedad y la
otra no. Este es el caso, por ejemplo, de la predicciéon entre una particula solida y una normal.
En este caso, la particula normal puede pasar 4 veces por la particula dormida, dos veces en
“subida” y dos en “bajada”. En la figura 3.5 se muestra la trayectoria del centro de masa de
una particula y tres maneras de intersectar el volumen excluido de la particula dormida. La

ecuacién a resolver en este caso es:

_;2
T4 4 G- AT + (AR + §- AP +

4
2AT - ATt + AP* — % =0 (3.3)

Hemos definido Av' = ¢} —v3 y Ar = 7} —r5, las diferencias de las velocidades y posiciones

de las particulas entre las cuales se predice el tiempo de choque.

Figura 3.5: Diagrama de los tres posibles casos al predecir los tiempos entre particulas con
distinta gravedad efectiva: la ecuacion puede tener 4, 2 6 0 soluciones reales, que corresponden
a las tres formas posibles de intersectar una parabola con un circulo.

La ecuacién anterior es la mas general que podemos escribir v puede ser simplificada

dependiendo del momento en que se realice la prediccion.

25



(3]
2

in

‘)

"0 05 i 15

Figura 3.6: Distancia entre los centros de masa para una particula sblida y una normal como
funcion del tiempo, que corresponde al primer caso de la figura 3.5. El polinomio entrega 4
soluciones que son los instantes en que entra y sale de la otra particula. Las intersecciones
de la linea solida con la punteada indican las cuatro soluciones a la ecuacion 3.3

Cuando dos particulas acaban de chocar se cumple que A7? = o2, Luego simplificando un
t en la ecuacién 3.3, el tiempo de choque entre esas dos particulas tiene la siguiente ecuacion

de tercer grado.

2
thB F G AT+ (AP 4§ AP+ 20T AF =0 (3.4)

Soluciéon Numerica

La solucién de la la ecuacion 3.4 la encontramos con un método de Dave Eberly [36]. Para
resolver la ecuacion 3.3 debemos encontrar las soluciones de manera iterativa puesto que el

enfoque analitico es inestable y conduce a una mala obtencién de raices.

Método de Derivada y Biseccién

Como el problema numérico que tenemos al resolver la ecuacion 3.3 es que el coeficiente
constante del polinomio es muy pequeno, la solucion que necesitamos no puede depender
de él. Para eso derivamos la ecuacion 3.3 obteniendo una ecuaciéon para los minimos de la
distancia (ecuacion 3.5). De esta manera obtenemos una ecuacion que no depende del término

constante A2 — g2.
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7

4Zt3 + 37 - AT + 2(AT + G- APt + 2A7 - A7 =0 (3.5)

Como se ve en la figura 3.6, la distancia entre las particulas tiene 3 extremos, de los cuales
a nosotros solo nos interesan el primero y el tercero. Si alguno de estos minimos se encuentra
en el futuro, debemos evaluar la distancia entre las particulas en ese instante. En caso de
que estén traslapadas, sabemos que la solucion a la ecuacion 3.3 que nos interesa se debe
encontrar entre el tiempo actual y el tiempo de la minima distancia. De esta forma, gracias
al método de biseccién encontramos numéricamente, a la precisién que nosotros queramos,

el tiempo de choque asegurdndonos de que las particulas no estén traslapadas.

3.3.3. Choques

En esta seccion describimos los cambios que se deben hacer a las reglas de choques debido

al cambio de estado de las particulas. Para esferas duras ineléstica sin rotacion:

T+ 0 = U+ Uy (3.6)
Uy, = —Qlbip (3.7)
Uy = Uy (3.8)

Donde las ecuaciones representan la conservaciéon del momentum, la inelasticidad del

choque (dado por el coeficiente de restitucion «) y la ausencia de roce respectivamente.

Por otra parte, en el caso en que una de las particulas se encuentre en estado solido, el

choque es como contra una pared, es decir:

’l_i)ll = —045’171,7, (39)
Uit — 17115 (310)

la componente normal del choque se invierte y se disipa con un factor ag mientras que la

componente tangencial se mantiene.

3.4. Constantes introducidas

A continuacion presentamos todas las constantes que hemos introducido a fin de imple-

mentar las ideas anteriormente dichas.
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Constante Valor Definicién

Usleep 0,1 —0,01 Rapidez minima para dormir

UWakeUp 0,1 —0,01 Rapidez minima para despertar

tcheck 0,1 — oo | Tiempo caracteristico para revisar los contactos
tsleep 1074 Maéximo tiempo para atender evento dormir
Qg 0,4 coef. rest. con solido

En la medida en que las cotas para dormir y despertar se hacen mas chicas, el nimero de
choques aumenta haciendo que la simulacién sea mas lenta. Recomendamos usar cotas del
orden de 0,05y/gd para realizar mediciones. En caso de hacer videos, conviene poner las cotas
del orden del diez por ciento ya que hacen considerablemente més rapida la simulacion y los

resultados son cualitativamente similares.

En los casos de estudio de los siguientes capitulos mantendremos constante todos los pa-
rametros salvo el tiempo de revisién y las velocidades para dormir y despertar. El tiempo de
revision lo impondremos infinito para la deposicién mientras que para el tambor rotante y la
avalancha usaremos un tyeq = 0,1. Estudiaremos como dependen las propiedades macrosco-
picas de nuestros sistemas al variar estas velocidades y encontraremos cuales son los valores

que, por un lado son eficientes computacionalmente, y por otro dan la fisica adecuada.

3.5. Areas de Aplicacién y Limitaciones

Una pregunta que surge de inmediato es si nuestra extension evita el colapso ineléstico.
No lo hace por completo. Aun mas, no es tutil para la configuracién donde se encontro6 el
colapso inelastico debido a que la hemos asumido la presencia de gravedad para definir los

criterios bajo los cuales dormir a las particulas.

Otra limitacion de nuestra extension es la falta de rotacion y roce de nuestras particulas.
Generalizar los criterios para dormir y despertar sin embargo es directo: basta con agregar a

las condiciones para dormir una cota a la rotacion de la particula.

Nuestro algoritmo esta pensado para utilizarse en sistemas que posean una fase solida o
estancada, ya que es en estos casos donde la eficiencia computacional es considerable y vale

la pena modificar el método ED estandar.

Un ejemplo fécil son estudios de estructuras de empaquetamiento de esferas, donde se

busca precisamente el estado con energia cinética nula. Por ejemplo, nuestro método puede
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ser usado para estudiar compactificaciéon de medios granulares [25].

El caso de enfriamiento de gases en ausencia de gravedad donde se forma conglomerados
[27] no puede ser resuelto por nuestra extension. Aun asi, pensamos que la idea mas general
de usar distintas dinamicas en la misma simulaciéon puede ser aplicado para describir bajo

una misma dinamica a las particulas que pertenezcan a un mismo conglomerado.

En los flujos granulares, area de gran interés teorico y practico |35], nuestro algoritmo es
util en flujos cuyo perfil de velocidad no es lineal, es decir, que presenten una fase atascada,
donde las escalas de tiempo del movimiento son mucho mayores a las del flujo de la superficie.

Este es el caso del tambor rotante y el flujo en pilas de arena por ejemplo.

Figura 3.7: Diferentes configuraciones experimentales de flujos granulares densos. Nuestro
algoritmo es de utilidad en b), c), e) y f) donde los perfiles de velocidad presentan una cola
exponencial. Diagrama tomado de la referencia [35].

En los capitulos siguientes aplicaremos este algoritmo a distintos sistemas nunca antes

accesibles a simulaciones ED.
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Capitulo 4

Deposicion

En este capitulo presentamos los resultados que obtenidos al estudiar la deposiciéon unifor-
me de particulas sobre un suelo estatico. Este caso nos permite estudiar el efecto del cambio
las velocidades para dormir y despertar en la fisica de un sistema y estudiar la eficiencia

computacional de nuestro modelo.

4.1. Introduccion

El empaquetamiento de esferas iguales ha sido estudiado por bidlogos, ingenieros, quimicos
y fisicos para entender la estructura de celulas vivas, liquidos, medios granulares y vidrios,

para mencionar algunos ejemplos [15].

Un empaquetamiento ordenado (FCC o HCP) de esferas en 3D alcanza un fraccion de

volumen maxima de

¢Kepler = 0774048 (41)

Este valor es considerablemente mayor que el de random close packing ¢, = 0,64 en-
contrado por Torquato et al. [33|, que esta definido como la mayor densidad posible en
empequetamientos al azar. Si se quiere comprimir mas el random close packing, necesaria-
mente deben organizarse las particulas en estructuras ordenadas, presentado una transicion

de fase entre los dos estados.

En el otro extremo se encuentra el “random loose packing” ¢, = 0,52 que es la menor
densidad posible que mantiene la rigidez del sistema. Para que esto suceda, cada particula
debe estar en contacto con a lo menos otras cuatro, y los cuatro puntos de contacto no pueden

estar en el mismo hemisferio o en el mismo ecuador.
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Como primer caso de estudio de nuestro algoritmo, estudiaremos la fraccion de empaque-
tamiento como funcion de las cotas para dormir y despertarse. Esperamos dos cosas de este
experimento. Por un lado, que el valor de nuestro ¢ sea cercano a ¢, debido al protocolo
de deposicidén que estamos ocupando: al depositar con una densidad baja y a velocidad pe-
quena damos tiempo a que las particulas encuentren el mejor punto de equilibrio y a la vez
generen reacomodos en la superficie de la deposicion. Por otro, que exista una convergencia
de la fraccion de empaquetamiento a medida que las velocidades para dormir y despertar
se acerquen a cero recuperando la simulaciéon original ED, debido a que al dormir a menor

velocidad las particulas quedan con una separaciéon menor.

4.2. Configuracion

Tenemos una caja con condiciones de borde periodicas de 10d x 10d cuyo suelo es una
configuracion aleatoria de 200 particulas so6lidas que no despiertan, para evitar capas de
ordenamiento cristalino en el principio de la deposicion. En la figura 4.1 se aprecia el sistema

en tres instantes de tiempo.

El tiempo de verificacion lo fijamos ... = 00 dado que en una deposicién una particula

que queda en una posicién estable no pierde sus contactos nunca mas.

El resto de los parametros de la simulacion estan fijos e iguales a los presentados en 3.4

8alvo U = Vgeer = UWake ue variamos entre 0,01 y 0,1.
D Up ) )

4.3. Protocolo

La idea es hacer “llover” particulas sobre el suelo de manera aleatoria y con una velocidad
pequena para que la configuracion final obtenida sea desordenada. En concreto dejamos caer
4800 particulas con una distribucion uniforme de velocidades (v, ~ —1,2, equivalente caer
0,7d bajo la accion de la gravedad) en capas con una fraccion de empaquetamiento inicial
cercana al ¢;,; ~ 0,04. Las particulas se mueven con velocidad constate en z hasta que
choquan por primera vez. Esto emula una configuraciéon experimental en que un reservorio
se levanta con la misma velocidad que la pila crece, de manera que las particulas siempre

lleguen con la misma velocidad a la superficie de la deposicion.

Dejamos evolucionar el sistema por 600 unidades de tiempo, suficiente para que todas

las particulas alcancen su punto de equilibrio. Para obtener la fracciéon de empaquetamiento
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ordenamos las particulas por su altura y calculamos el nimero de particulas en funcion
de la altura en la zona central de la deposicion. Con esto, hacemos una regresiéon lineal
y la pendiente de la recta que las relaciona es directamente proporcional a la fraccion de

empaquetamiento.

Figura 4.1: Foto para los tiempos t = OW; 50\/W; 100\/% (ordenados de izquierda a
derecha) de una de nuestras deposiciones. Las particulas moradas pertenecen al suelo estatico.
Los distintos tonos de azul dependen de la energia cinetica de las particulas mientras que el
azul oscuro indica las dormidas.

4.4. Resultados

Realizamos 100 deposiciones para v entre 0,01 y 0,1. Todas las simulaciones entregaron
una fraccion de empaquetamiento dentro de lo esperado de acuerdo a la literatura, variando

tan solo en un 1%. Con estos valores (figura 4.2) realizamos el siguiente ajuste
¢ = 0,640(%0,0005) — 0,10(%£0,007)v (4.2)

y encontramos que el valor asintotico de ¢y = 0,640 igual al random close packing (¢prcp =

0,640) encontrado en la literatura [33].

Interpretamos esto como que nuestro algoritmo esta durmiendo las particulas en posicio-
nes fisicamente correctas. Si no lo hiciera, el empaquetamiento deberia ser menor, que es lo
que pasa cuando aumentamos las cotas: al aumentar la velocidad en la cual se duermen las

particulas, no disipamos suficiente energia y la densidad disminuye.
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Eficiencia

Se estudio el nimero de eventos totales de la simulacion, lo que da una estimacion del
tiempo computacional usado (figura 4.3). Se encontré que el nimero de eventos diverge a
medida que disminuimos v con el ajuste Neyentos ~ v~ 2. La razon es que cada particula tiene
mas eventos antes de dormirse, y en el limite en que no se duermen, el sistema nunca alcanza

un estado sin energia cinetica, que es el requisito para terminar la simulacion.

Estudiamos el tiempo de CPU necesario para simular un cierto tiempo en la simulacion.
Los resultados se aprecian en la figura 4.5. Como nuestra extension duerme las particulas
simulamos un numero efectivo de ellas mucho menor al del sistema total y que se mantiene
practicamente constante durante la simulacion. En la figura 4.4 se muestra el numero de
particulas en cada estado para una deposicion con v = 0,01y/gd. Nuestro algoritmo simula a
lo mas el 20 % de las particulas del sistema, mientras que si no las durmieramos deberiamos

simularlas todas, lo que haria que el tiempo total de la simulaciéon aumentara con O(N?).

Debido a que s6lo gastamos tiempo computacional en las particulas que estan en la su-
perficie de la deposicién, nuestro algoritmo tiene un costo constante en el tiempo, mientras
que los anteriores, al simular todas las particulas en la deposicion, hace que el costo compu-
tacional crezca a medida que més particulas se van agregando. De esta manera, el costo
computacional como funcién del tiempo fisico de la simulacién es para nuestra extension

O(t) mientras que para una ED convencional, el costo computacional crece como O(t?)

33



¢ . Simulaciones
0.64 «<——— "rcp Ajuste

0.638 I

T
0.636 J

<
0.634 ] 1 -

0.632 l T
0.63} I { I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Figura 4.2: Fraccion de empaquetamiento como funcién de las cotas para dormir y despertar.
El valor del observable fisico varia en un 1% mientras nuestras cotas varian un orden de
magnitud.
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Figura 4.3: Costo computacional para deposiciones. En el eje horizontal las cotas para dormir
y despertar y en el eje vertical el nimero de eventos totales de la simulacion.
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Figura 4.5: En el eje horizontal el tiempo de la simulacién y en el eje vertical el tiempo de
calculo en minutos. Como se aprecia, si no se duermen las particulas, el tiempo aumenta
cuadraticamente.
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4.5. Proyecciones

Como hemos visto, nuestro algoritmo es capaz de simular empaquetamientos de esferas
de una manera eficiente. Estudios futuros podrian incluir diferentes protocolos de deposicion,
a fin de obtener distintas fracciones de empaquetamiento, o estudiar de que manera compac-
tificar un empaquetamiento de esferas: golpenando el suelo o las paredes, cual es la amplitud

o6ptima de los golpes, etc.
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Capitulo 5

Avalancha gruesa

Por avalancha gruesa entendemos los flujos de material granular sobre planos inclinados.

Un ejemplo de esto en la naturaleza son los derrumbes de tierra en las laderas de las montanas.

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos al estudiar el angulo de dentencion
de flujos densos sobre un plano inclinado rugoso. Los resultados muestran un comportamiento

cualitativamente similar a experimentos y simulaciones anteriores.

5.1. Introducciéon

Luego de haber estudiado la fraccién de empaquetamiento para una deposicién queremos
ver de qué manera las propiedades de un sistema dindmico dependen de los parametros de
nuestro algoritmo. Para tal efecto, estudiaremos el angulo de detenciéon para avalanchas de
distintas alturas en planos inclinados rugosos. En la medida que la altura de la avalancha
aumenta, le es més facil fluir y le cuesta més detenerse. La relacion entre el angulo de reposo
y la altura h de una avalancha se conoce en la literatura como la curva Oy, (h) y es de gran

importancia para la reologia de flujos granulares densos.

Las avalanchas en planos inclinados son una de las configuraciones méas estudiadas, tanto
experimental como tedrica y simulacionalmente. Ejemplos de estos flujos en la naturaleza son
las avalanchas de rocas en las montanas y deslizamientos de arena en las dunas. Los flujos
densos de granos macroscopicos presentan fenémenos que son cominmente encontrados en
solidos amorfos o enfriados, como jamming y transicion de vidrio, cristalizacion y transicion
de primer orden de estados desordenados a ordenados [10].

Para flujos estacionarios una de las propiedades méas asombrosas que presentan es que
es posible colapsar la velocidad media del flujo como funcién de la altura para distintas

configuraciones, al ser debidamente escalada la altura por Ao, mostrando un comportamiento
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universal. Pouliquen [35] encontro la siguiente relacion empirica:

<v> h
—— =A+B—— 5.1
V gd hstop ( )

donde A y B son constantes para cada experimento, mostrando que la influencia de la incli-

nacion esta codificada en Ay, (figura 5.1).

<V>

\/g_h 15

1.0 -

0.5 4

stop

Figura 5.1: El nimero de Froude < v > //gd en funciéon de altura escalada por hg,, para
distintas configuraciones experimentales, tomado de [35] .

5.2. Configuracion

Experimentalmente se controla el flujo de particulas para un angulo fijo, hasta que la
altura sea tal que no haya flujo en montajes como el de la figura 5.2. De esta manera para

cada angulo se obtiene la altura a la cual se detiene el flujo, es decir, hgop(6).

En nuestro caso, es méas dificil sacar particulas de la simulacion que mover el angulo de
inclinacion y por esto elegimos la configuraciéon de la derecha en la figura 5.2 obteniendo
Ostop(h). En experimentos anteriores se ha visto que estas curvas son una la inversa de la

otra, por lo que ambas configuraciones son equivalentes.
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Figura 5.2: Izquierda: Configuracion experimental para estudiar hgop. El flujo se regula por
la altura de salida para el contenedor [35]. Derecha: Configuracion de nuestras simulaciones
para estudiar 6y,,. Una vez fijado el nimero de particulas en el sistema, el flujo se regula por
el &ngulo que esta dado por la direcciéon de la gravedad. Hay condiciones de borde periddicas
en x.

Figura 5.3: Foto con el obturador abierto para una avalancha de 10000 partiulas en una cama
de 40 x 10 didmetros.

Usamos los mismos parametros que en las simulaciones de deposicion fijando el valor
de Vieep = Viakeup = 0,05 que basados en los resultados de las deposiciones nos parece un
valor razonable. Sobre un suelo rugoso de 40d x 10d de area hecho con ~ 2000 particulas

que no pueden despertar ordenadas en una grilla cuadrada, hacemos simulaciones con un
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ntmero variable de particulas entre 500 y 10000 y angulos entre 10° y 20°. El sistema tiene

condiciones de borde periddicas en x e y y es la gravedad la encargada de fijar el angulo.

Para obtener un flujo estacionario fijamos 6 y dejamos caer las particulas sobre el suelo
hasta que se desarrolle el estado estacionario. Consideramos que este se alcanza cuando la
energia del sistema alcanza un valor constante en torno al cual fluctta. El tiempo en alcanzar
el estado estacionario depende del niimero de particulas en el sistema y para el caso de 10000

particulas es cercano a los 10000/g/d.

Una vez obtenido el régimen estacionario procedimos a disminuir el dngulo a una tasa
9 = % constante. Como nuestro modelo considera que la gravedad es constante, debemos
cambiar el angulo en pequenios escalones d6. La disminucion del angulo la realizamos en pasos
discretos cada 0t = 0,2\/g/_d. Para modificar 6 cambiamos el 66 en un rango de valores,
siempre teniendo en cuenta de que el cambio de dngulo sea lento comparado a la escala de

tiempo del sistema, representado por el tiempo de relajacion.

5.3. Resultados

Dependencia de 6,,, en 0

Antes de obtener la curva fg.p,(h) debemos buscar cual es la manera correcta de disminuir
el angulo de la rampa. Debido a que el sistema tiene un tiempo de relajaciéon caracteristico, si
la tasa de cambio de dngulo 6 es muy grande obtenemos que la detencion se realiza lejos del
angulo critico. Esta prueba es importante puesto que el fendémeno que estamos estudiando
presenta una region metaestable. Para obtener con certeza este angulo deberiamos disminuir
el angulo de la avalancha adiabaticamente, como la velocidad depende del 4ngulo esto hace

que la simulacién sea extremadamente costosa.

El angulo de detencién es facilmente identificable para 0 pequefio, puesto que la energia
cinética promedio del sistema tiene un salto abrupto como se puede ver en la figura 5.4 para
la curva azul, que es la con menor 6. En la figura 5.5 se puede ver la evoluciéon de la energia
cinética promedio en funcién del tiempo, mostrando el tiempo de simulaciéon necesario para

simular los distintos valores de 6.

Para estudiar esta dependencia, realizamos 5 simulaciones (figura 5.4) con 6 en un rango
de tres 6rdenes de magnitud obteniendo que el angulo de detencion depende de 6: entre menor

es 6 mayor es el angulo de detencion, tendiendo a un valor finito. Usamos los siguientes valores
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Figura 5.4: Evolucién de la energia cinética promedio < L), > = ﬁ >, mu? en funcion del

dngulo para una avalancha de NV = 2000 particulas mientras se disminuye el angulo a distintos
0.

para 0 : (5x 107610755 x 107%,1074,5 x 1074).

Debido a que es necesario terminar las simulaciones de avalanchas en un tiempo razonable,
usamos ) = 1 x 107% que fuera razonable de simular y que el error en la determinacién del
angulo sea comparable a los resultados experimentales (del orden de un grado). Con el valor

elegido, la simulaciéon de un sistema con 10000 particulas toma una semana de calculo.

Determinacién de 6,,, para nuestras simulaciones

Cualitativamente hemos recuperado la forma de la curva 6g,,(h) que se observa tanto
en experimentos como en simulaciones para las avalanchas. Para obtener el valor del angulo
de detencion y la altura de la avalancha procedimos de la siguiente forma: definimos gy,
como el angulo cuando la energia cinética de las particulas era menor que el 1 % de la energia
tipica de una particula, Eiipica = mgd. Luego, tomamos la configuracion final de la avalancha
vy medimos la altura promedio de las particulas en la superficie, para esto, dividimos el plano

en celdas verticales de 1,5d x 1,bd y buscamos la particula a mayor altura en esa celda.
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Figura 5.5: Evolucion de la energia para una avalancha de 2000 particulas mientras se dismi-
nuye el angulo a distintos 6, esta vez graficado en funcién del tiempo de la simulacion.

Promediando estos valores se obtiene una estimacién de la altura de la avalancha.

Nuestra curva (figura 5.6) presenta el mismo tipo de comportamiento que el encontrado
en la literatura (figura 5.7), pero esta notoriamente desplazada hacia angulos menores. Como
nuestras simulaciones no tienen roce, a las particulas les es mas facil fluir, por lo que las

avalanchas se detienen en un angulo mucho menor que en los experimentos.

Una vez obtenido la curva s, (h) para un conjunto de parametros, es importante estudiar

de que manera afecta en el 4ngulo de detenciéon modificar los valores de Viieep ¥ Vivakeup-

Dependencia de 0,,, en los pardmetros Vie. ¥ Viakeup

Se corrieron 8 simulaciones con 2000 particulas normales para un mismo 6 = 1075. Como
se aprecia en la figura 5.8 el angulo de detencion varia menos de un 2% al variar V' un orden
de magnitud y no presenta una correlacion a la variacion de V. Como se observa, algunas
de las simulaciones (e.g. V = 0,101/9d,0,08y/gd) no terminaron debido a que se produjo

colapso inélastico, sin embargo la tendencia del sistema muestra que este efectivamente se
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Figura 5.6: Curva 0s,(h) para nuestro sistema. Encontramos tres regimenes distintos: el
sistema no fluye bajo sop(h), fluye a velocidad constante sobre Ogop(h), y flujos acelerados
para angulos muy grandes. Los errores para la altura son menores que los simbolos, mientras
que para determinar el angulo solo realizamos una simulacion, por lo que es dificil obtener
una estadistica.

iba a detener. Debido a lo dificil que es seguir estas simulaciones no savemos la causa de estos

colapsos y debemos realizar més estudios.

De esta forma podemos considerar que 6g,,(h) es independiente de los parametros de

nuestro algoritmo para cotas suficientemente chicas (V' < 0,1/gd).

5.4. Proyecciones

Debido a la naturaleza del perfil de velocidad para este tipo de flujos, donde la velocidad
es distinta de cero para la capa de particulas en contacto con el suelo, nuestro algoritmo sélo

es eficiente al simular la detencién del flujo.
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Figura 5.7: Curva hg,(0) para diferentes configuraciones experimentales [35].

Por otro lado, estudiar el &ngulo de inicio de la avalancha, partiendo de una configuracién
estatica, es extremadamente eficiente. Puesto que s6lo se simulan las particulas despiertas

estudiar el comienzo de las avalanchas es algo directo de hacer con nuestro algoritmo.
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Figura 5.8: Evolucion de la energia para una avalancha de 2000 particulas mientras se dismi-
nuye el angulo a una tasa constante para diferentes valores de V' = Viieep = Vivakeup-

45



Capitulo 6

Tambor Rotante

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos la estudiar la dindmica del tambor
rotante, en particular, los perfiles de velocidad y como afectan nuestras velocidades para dor-
mir y despertar a la dindmica global del sistema. Debido a las discrepancias con los resultados
experimentales de las simulaciones preliminares que realizamos para este sistema, tomamos
Usleep 7 Uwakeup- LlCONtramos que nuestras simulaciones presentan comporatamientos cua-
litativamente similares a resultados experimentales y simulaciones anteriores s6lo cuando

Uwakeup > Usleep, €S decir, cuando a las particulas les es méas dificil depertarse.

6.1. Introduccion

El tambor rotante es el caso paradigmético con que comenzamos a pensar el trabajo que
concluy6 en esta tesis. En él se presenta una fase estéatica, que se mueve solidaria a las paredes
del tambor mientras las condiciones geométricas lo permitan, y para ciertas velocidades
angulares se presenta una avalancha estacionaria, donde las particulas se comportan como
un fluido granular. Este tipo de dindmica nos obligaba a pensar en que las particulas deben
dormir y despertar ciclicamente, algo que no estd presente en las simulaciones anteriores

donde las particulas despertaban solo por colisiones.

Es importante notar también las implicancias practicas de poder simular un tambor ro-
tante: en la molienda de cobre se utilizan molinos cilindricos como el nuestro (ver figura
6.1) para moler el material. Gran parte de la energia inyectada a estos molinos es disipada
en choques con las paredes, y tener un modelo que prediga el comportamiento del sistema
serfa de gran importancia en la optimizacion de este proceso. En este sentido, poder simular
particulas esféricas eficientemente en el tambor rotante es un paso méas en el camino de lograr

simulaciones realistas de molinos.
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Figura 6.1: Foto para un instante de nuestras simulaciones del tambor rotante con 2000
particulas una vez alcanzado el regimen estacionario. Los colores representan la velocidad de
la particula de azul a rojo en el sistema de referencia rotado, las particulas dormidas estan
en azul oscuro, mientras que las que no pueden despertar y forman el borde en morado. El
tambor gira en sentido horario.

Por ultimo, en sistemas de este tipo la eficiencia computacional de nuestro algoritmo
queda clara, ya que el costo computacional escala como el tamano de la interfaz entre el
solido y el liquido, es decir, como la superficie del sistema, y no segun el volumen del sistema

como lo harian la mayoria de los métodos de simulacién actuales.

6.2. Sistema

Para construir las paredes del tambor utilizamos particulas s6lidas que no se despiertan
separadas entre si por 1,1d en la direccion ¢ y 1,0d de separacion de arco en una grilla
cuadrada. Es posible generar superficies mas complejas que las de un cilindro: como las
particulas que no despiertan nunca tienen eventos, ellas pueden estar traslapadas, lo que

permite hacer paredes més lisas o bien texturadas.

Para lograr la rotaciéon en un principio pensamos en un nuevo tipo de dinamica de las
particulas: la dinamica “tambor”, que considerara un centro de giro y una velocidad angular
constante como nuevas variables de las particulas. Con esto, solo era cuestion de implementar
la rutina que encontrara los tiempos de choque entre las particulas normales y las tipo tambor

para obtener la rotacion. Debido a que las ecuaciones a resolver son complejas preferimos un
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enfoque méas simple.

Girar la gravedad es equivalente a girar las paredes del tambor en sentido contrario, salvo
por el término de la fuerza centrifuga que en nuestro caso es pequeno. Con esto, no debemos
agregar ningin estado extra, sino tan sélo cambiar el dngulo de la gravedad a intervalos

regulares t. En las simulaciones que reportamos aqui elegimos dt == 0,24/d/g.

»
Ll

2R

Figura 6.2: Configuracion experimental y sistema de coordenadas usado experimentalmente.
Imagen tomada de |35].

Para hacer nuestras mediciones usamos un tambor de diametro D = 50d y ancho w = 4d.
Usamos 6000 particulas para obtener aproximadamente la mitad de llenado, suponiendo que

la fraccion de volumen de las particulas es ¢ ~ 0,64.

6.3. Protocolo

Para la condicién inicial distribuimos las particulas de manera uniforme en todo el
tambor con velocidad nula y comenzamos la simulaciéon con una velocidad angular fija
Q = 0,075/+/9/d, 1o que corresponde a un flujo adimensional Q = QD?/(8d\/gd) ~ 23,
durante 100\/% unidades de tiempo, al cabo de las cuales, cada 0,24/d/g, tomamos 40

fotos del tambor en el sistema de referencia rotado. Esto se repitié para distintos valores de

Uwakeup -

Para calcular el perfil de velocidades tomamos una franja de grosor d en torno al centro de
masa, de manera de emular las mediciones experimentales que se realizan en la zona media

del tambor (figura 6.2).
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6.4. Resultados

Perfiles de velocidad

Al realizar las simulaciones como veniamos haciendolo hasta el momento con vgeep =
Uyakeup, Obtuvimos que el perfil de velocidad (curva verde en la figura 6.4) no presenta la cola
exponencial caracteristica encontrada en experimentos y simulaciones anteriores para flujos

equivalentes como los que se aprecian en la figura 6.3.

Figura 6.3: Perfil de velocidades experimentalmente obtenidas en [35]. D/d = 150, w/d =
4,66; del fondo hacia arriba @Q = 5,25;10,5;15,75;21; 30,75;41,25. En el inset, perfiles de ve-
locidad para simulacion de dindmica de contactos 2D [35]: D/d = 150 y @ = 21;30,75; 51,75.

Esta discrepancia nos llevo a ver de qué manera afecta cambiar la velocidad para despertar

a las particulas en la forma del perfil de velocidad. Los resultados se observan en la figura
6.4 donde utilizamos vVyakeup = 0,014/ 9d; 0,05/ gd; 0,25+/gd; 0,504/ gd.

Debido a que nuestras simulaciones no tienen roce, es dificil comparar esta discrepancia
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— Uyakeup= 0.01y/gd
35" | —Vwakeup= 0.05/gd
— yakeup= 0.25/7d

Uwakeup= 0.50v/gd

Figura 6.4: Perfil de velocidad para distintas vwakeup-

con los resultados de otros autores [35]: puede significar que el roce es necesario para obtener
los perfiles experimentales o bien, y esta explicacion es la que nos parece mas razonable,
que nuestro criterio de despertar es muy permisivo y la energia del sistema es mayor que en

sistemas reales.

Esto se explica por lo siguiente: si hay muchas particulas despiertas en el fondo, los
choques entre ellas deben ser eldsticos, puesto que su velocidad relativa es pequena. De esta

manera, el sistema queda con un remanente de energia que hace que sistema fluya mas.

A pesar de esta discrepancia en la zona “solida”, el flujo lineal en la parte superior del
flujo es cualitativamente el mismo para tres de los valores Vyaketp, salvo el caso Vyakevp = 0,5

donde la velocidad para despertar es demasiado grande.

Como nuestros valores para dormir y despertar no estan determinados a priori y repre-
sentan una heuristica, debemos buscar una forma de calibrar estos valores. Hemos visto que
en el caso del tambor rotante las propiedades cualitativas del sistema dependen fuertemente
de las cotas del algoritmo, no como en los casos anteriores. De esta manera, el tambor rotante

puede ser usado para calibrar los pardmetros para otros experimentos.

Debido a que solamente realizamos mediciones para una velocidad angular y con un radio
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del tambor para el cual no existen resultados publicados, no es posible ajustar los parametros
en estos momentos. Como trabajo futuro queda realizar comparaciones con simulaciones de

dindmica de contactos para ajustar los parametros.

6.5. Proyecciones

De la manera que actualmente estd implementada la rotacién del tambor s6lo podemos
estudiar un rango limitado de velocidades angulares. Es necesario implementar la rotacion de
las paredes de verdad. Simular particulas no esfericas es algo que nos encantaria hacer pero
necesita un estudio mucho méas profundo, ya que para hacer aglomerados de particulas la
dindmica de los constituyentes se vuelve compleja al igual que las ecuaciones a resolver para
encontrar los tiempos de choque. En un futuro cercano queremos utilizar este sistema para
calibrar los pardmetros de nuestra extension debido a los cambios cualitativos que se observan
en la dinamica al modificar los parametros, algo que estaba ausente en las configuraciones

anteriores.
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Capitulo 7

Divertimento

En este capitulo mostramos someramente otros sistemas que son posibles estudiar usando
nuestro algoritmo. Primero presentamos el caso del desparrame de particulas en una configu-
racion cuasi-2D y en 2D la qe se compara con simulaciones de dindmica de contactos. Luego
mostramos el reloj de arena, para el cual s6lo se necesitan las condiciones iniciales adecuadas

y nuestro algoritmo se encarga de entregar resultados razonables.

7.1. Spreading

Partiendo de una deposicién como las realizadas en el capitulo 4, salvo que para un sistema
cuasi 2D y méas extendido, sacamos las paredes del sistema y lo dejamos evolucionar. Como
se aprecia en la figura 7.1, el sistema se desarma por los bordes y se desparrama, llegando a

una configuracion final con un angulo de reposo bien definido.

Para comparar con otro método de simulacion trabajamos en conjunto con Lydie Staron,
Institut Jean le Rond dAlembert, CNRS-Université Pierre et Marie Curie Paris VI, quien
realizo 10 simulaciones de desparrame para sistemas como el de la figura 7.2, esta vez en 2
dimensiones y con discos cuyo didmetro estd uniformemente distribuido entre 0,66d y 1d. El
método utilizado por ella fue dindmica de contactos [19] mientras nosotros trabajamos con

nuestra extension al método ED.

Para comprar los resultados, medimos la diferencia entre las posiciones finales de las
particulas con los dos métodos de simulacion. Encontramos que el 78 % de las particulas
difiere en su posicion final en ambas simulaciones menos de 2d y que solo el 4% difiere en
méas de 10d: estas son las particulas de los bordes de la avalancha que siguen trayectorias
caodticas debido al tipo de suelo que estamos usando. La probabilidad de la diferencia de las

posiciones finales sigue una distribuciéon que se presenta en la figura 7.3 donde se ve que la
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Figura 7.1: Foto para tres instantes de un spreading. Arriba se ve el primer desprendimiento
de los bordes; al medio se aprecia la avalancha que se forma; abajo, la configuracion final a
la que llega el sistema, con ambos angulos de reposo iguales. El color representa la energia
cinética, entre mas oscuro, mayor energia

mayor parte de la simulaciéon concuerda.

A fin de disminuir los efectos de los bordes en las comparaciones seria necesario realizar
simulaciones con mas particulas, pero debido a que en dos dimenciones la disipacion es menor
que en tres, las simulaciones que intentamos no terminaban debido al colapso inelastico. Una
solucién puede ser simular particulas mas elasticas o modificar los criterios para dormir en

dos dimensiones.

Figura 7.2: Una de las configuraciones iniciales que se estudiaron con nuestro método y con
dindmica de contactos.

7.2. Reloj de Arena

Sobre un cono de particulas que no pueden despertar, depositamos 6000 particulas norma-

les v dejamos evolucionar hasta que el sistema queda en reposo. Tomamos la configuracion
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Figura 7.3: Probabilidad para la diferencia de las posiciones finales con ambos métodos.

final y se retiran las particulas que estian en el fondo del cono, de manera de dejar una

abertura por donde puedan fluir las particulas.

Al perder sus contactos inferiores, las particulas de nuestras simulaciones (figura 7.4)

comienzan a fluir por la abertura de una manera culitativamente similar a la encontrada en

experimentos como los de la figura 7.5.
Esta simulacién se realizé con los mismos parametros que la de desparramo. La tnica

diferencia es la condicién inicial. Esto nos muestra que nuestro modelo representa la fisica de

sistemas granulares, pues para distintos sistemas, obtenemos el tipo de dinamica esperado

sin modificar el modelo de manera ad-hoc.

Figura 7.4: Fotos para una secciéon del reloj de arena en nuestras simulaciones, de izquierda
a derecha avanza el tiempo. Las particulas estan colorizadas segiin su altura inicial.
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Figura 7.5: Resultados experimentales para flujos a traves de un orificio. Foto tomada de [37]

7.3. Proyecciones

Para el desparrame las proyecciones son a lo menos dos: es posible simular sistemas con
muchas mas particulas que las simulaciones de dindmica de contactos y realizar experimentos

tridimensionales en tiempos mucho menores a los métodos actuales.

En el caso del reloj de arena, y su complemento logico, la pila de arena, se puede estudiar

el comportamiento del flujo, nuevamente, con mas particulas y en tres dimensiones.
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Capitulo 8

Conclusiones

8.1. Algoritmo

En este trabajo hemos presentado un extension al método ED que permite simular par-
ticulas estaticas. Esta simple adicién, junto con los criterios para dormir y despertar a las
particulas, permite simular de manera eficiente flujos granulares densos en diferentes tipos

de superficies.

Gracias a esta extension hemos logrado simular la existencia de un limite estatico en ED.
Debido a esto, las simulaciones de flujos granulares densos con regiones estaticas, como el

caso del tambor rotante, se vuelven mucho maés eficientes.

Al dormir las particulas disminuimos las probabilidades de que ocurra el colapso ineléstico.
Gracias a esto hemos podido simular sistemas en una region de densidad y disipaciéon nunca

antes vista.

Esta extension incorpora 5 parametros que tienen que ser ajustados para recuperar la

fisica de los sistemas reales pero que en ciertos rangos no influyen en la dinamica del sistema.

En definitiva, hemos sido capaces de mostrar como sobrellevar dos de los tres problemas
del modelo ED. Esto lo hemos logrado al extender la descripcion que hacemos de las particulas
asignandoles una etiqueta que de cuenta de su estado macroscopico y que consecuentemente
modifique la dindmica microscopica de las particulas, para por un lado no perder tiempo
computacional en la simulacién de choques irrelevantes, y por otro, lograr estados de energia

cinética nula como sucede en sistemas reales.
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8.2. Deposicion

Hemos recuperado la fisica de las deposiciones, por lo menos en lo que respecta al or-
denamiento de la pila resultante. Esto lo medimos con la fraccion de empaquetamiento del

sistema, donde obtuvimos un resultado acorde con la literatura.

En este experimento nuestro algoritmo es linealmente méas rapido que los anteriores ED.
Debido a que s6lo gastamos tiempo computacional en las particulas que estan en la superficie
de la deposicion, nuestro algoritmo tiene un costo constante en el tiempo, mientras que los
anteriores, al simular todas las particulas en la deposicién, hace que el costo computacional
crezca a medida que més particulas se van agregando. De esta manera, el costo computacional
como funcion del tiempo fisico de la simulacion es para nuestra extension O(t) mientras que

para una ED convencional, el costo computacional crece como O(t?).

8.3. Avalancha Gruesa

Obtuvimos una fenomenologia del angulo de detencion, fg.p,(h), para avalanchas sobre
suelos rugosos, lo que muestra que nuestro modelo simula un material granular efectivamente,
a pesar de la ausencia de friccion.

Al realizar este experimento nos dimos cuenta que si bien el 4ngulo de detenciéon de la
avalancha depende fuertemente de la tasa a la cual se cambiaba el angulo, no hay una corre-
lacion entre nuestro parametro de control, la velocidad para dormir/despertar, y éste. Esto
lo interpretamos como que, en la region de valores que exploramos, la fisica es independiente

de nuestras modificaciones algoritmicas.

8.4. Tambor Rotante

Como se aprecia en la figura 6.4, si despertamos las particulas con la misma velocidad
con que se duermen, el perfil que obtenemos es cualitativamente distinto a los resultados
experimentales y de simulaciones anteriores [35] presentando una zona lineal en el lugar

donde deberia estar la cola exponencial.

Creemos que la razon de esta discrepancia es que al despertar muy facilmente las parti-
culas, y debido a que hay que hacer los choques inélasticos cuando la velocidad es pequena,
el sistema queda con un remanente de energia que lo sobrefluidiza, haciendo que el perfil sea

cualitativamente distinto.
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Esto puede ser comprendido con el siguiente ejemplo: considerense dos particulas dete-
nidas en un plano ligeramente inclinado y rugoso. En un modelo en que no se duerman las
particulas, al poner una tercera sobre ellas el sistema empieza a deslizar. En cambio, si la
particula de arriba se duerme y no despierta a sus apoyos en el proceso, el sistema se podria

mantener estatico.

8.5. Divertimento

Hemos mostrado que nuestro algoritmo es adecuado para la simulacién de otros sistemas
granulares densos. Por primera vez con ED, es posible estudiar la evoluciéon de sistemas
desde y hacia el equilibrio estatico, junto con configuraciones donde las particulas cambian

de estado constantemente, como el caso del desparrame o el reloj de arena.

Hemos visto que el método ED modificado y dindmica de contactos dan resultados es-
tadisticamente similares al simular desparrames. La ventaja de nuestro algoritmo es que el
tiempo de calculo crece como la cantidad de particulas en la interfaz fluida, mientras que
para dindmica de contactos el costo computacional crece con el nimero de contactos, que es

major que el numero de particulas.

8.6. Trabajo futuro

Al terminar esta tesis hemos mostrado como simular particulas estaticas dentro del marco
ED, algo nunca antes hecho. Gracias a que las particulas dormidas no tienen eventos es
posible hacer estructuras de diferente rugosidad con ellas, incluso dejandolas traslapadas, a
fin de modelar distintos tipos de paredes presentes en sistemas reales. Junto con esto, hemos
mostrado criterios para dormir y despertar a las particulas que hacen eficiente la simulacion
de flujos granulares densos con ED. Estudios preliminares muestran que nuestro algoritmo
es a lo menos un orden de magnitud mas rapido que dinamica de contactos, que es uno de

los métodos usados actualmente en este tipo de simulaciones.

Nuestras particulas no tienen rotacion y por lo tanto tampoco tienen roce. La rotacion
de las particulas en principio no representa mayor problema para nuestra extension del al-
goritmo, basta con agregar a las condiciones para dormir que la rotacién de la particula sea

nula.

Para simular esferas polidispersas es necesario revisar la condiciéon para despertar, puesto
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que ahora es el momentum incidente la cantidad importante. Ademaés, debemos modificar la

definicién que tenemos para los contactos usados en la revision de la estabilidad mecanica.

La idea de las distintas dinamicas puede ser extendida en a lo menos dos direcciones. Por
un lado, describir de mejor forma a las particulas dormidas, quizé resolviendo una dinamica
de contacto para ellas o por una integracion de dinamica molecular. Por otro lado, dentro del
mismo esquema, se pueden aumentar los tipos de dinamicas distintas en la simulacién para

simular, por ejemplo, particulas cargadas y neutras en presencia de un campo eléctrico, etc.

Este trabajo comenzé motivado por el caso del tambor rotante y queremos finalizarlo
explicando como vemos la simulacion del tambor rotante en el futuro. Lo primero que debemos
implementar, es el movimiento de las paredes: nuestro enfoque, al cambiar la direccion de
la gravedad, no considera el termino centrifugo, que en los molinos usados en la mineria es
importante. Por otro lado, la diferencia fundamental entre las simulaciénes y el fenémeno
real es la forma de las particulas: cuando las particulas no son esféricas la dindmica cambia
sustantivamente. Nuestra idea es que con el concepto de distintas dinamicas es posible hacer
conglomerados de particulas que se muevan como so6lido rigido y que puedan romperse. Este
enfoque tiene a lo menos dos dificultades técnicas: por un lado, calcular el tiempo de choque
entre dos particulas de distintos conglomerados es dificil debido al movimiento que siguen. Por
otro lado esté el problema de como romper estos conglomerados. Ambos problemas merecen
de un estudio mas detallado pero creemos que se justifica debido a la eficiencia computacional

que nuestro método podria otorgar.
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