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Resumen

En los métodos actuales de SLAM visual, los mapas son representados
mediante landmarks puntuales. Como la observacién de un landmark puntual
entrega solo informacion angular sobre la camara, se debe estimar una matriz de
covarianza que considere todos los puntos para poder converger a una escala
global. Sin embargo, como la complejidad computacional asociada al trabajo con
matrices de covarianza crece de una forma cuadratica respecto al nimero de
landmarks, la cantidad maxima de puntos con los cuales se puede trabajar n
tiempo real esta limitada a unos cientos. En este trabajo se propone un sistema de
SLAM visual basado en el uso de los denominados landmarks cuerpo rigido. Un
landmark cuerpo rigido representa la pose completa 6D (posicion y orientacidn) de
un cuerpo rigido en el espacio, y la observacion de uno de estos landmarks
proporciona informacion completa acerca de la pose de una camara mévil. Cada
landmarks cuerpo rigido es creado a partir de un conjunto de N landmarks
puntuales mediante el colapso de 3N componentes del estado en 7 nuevas
componentes del estado, ademas de un conjunto de pardmetros que describe la
forma del landmark. Los landmark cuerpo rigido son representados y estimados
usando puntocuaterniones, los cuales son introducidos en este trabajo. Mediante
el uso de los landmarks cuerpo rigido, el tiempo de ejecucion del sistema de
SLAM puede reducirse hasta un 5.5% a medida que la cantidad de landmarks
aumenta. El sistema SLAM propuesto es validado y simulado en secuencias de
video reales. El método propuesto puede ser extendido a cualquier sistema de
SLAM que se base en el uso de landmarks puntuales, incluyendo aquellos

generados mediante sensores laser.



Abstract

In current visual SLAM methods, point-like landmarks are used for representation
on maps. As the observation of each point-like landmark gives only angular
information about a bearing camera, a covariance matrix between point-like
landmarks must be estimated in order to converge with a global scale estimation.
However, as the computational complexity of covariance matrices scales in a
quadratic way with the number of landmarks, the maximum number of landmarks
that is possible to use is normally limited to a few hundred. In this paper, a visual
SLAM system based on the use of what are called rigid-body 3D landmarks is
proposed. A rigid-body 3D landmark represents the 6D pose of a rigid body in
space (position and orientation), and its observation gives full-pose information
about a bearing camera. Each rigid-body 3D landmark is created from a set of N
point-like landmarks by collapsing 3N state components into 7 state components
plus a set of parameters that describe the shape of the landmark. Rigid-body 3D
landmarks are represented and estimated using so-called point-quaternions, which
are introduced here. By using rigid-body 3D landmarks, the computational time of
an EKF-SLAM system can be reduced up to 5.5%, as the number of landmarks
increases. The proposed visual SLAM system is validated in simulated and real
video sequences (outdoor). The proposed methodology can be extended to any
SLAM system based on the use of point-like landmarks, including those generated
by laser measurement.
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1 Introduccion

1.1 Breve introduccion al tema

El tema principal de esta tesis es la generacién y posterior reconocimiento
visual de landmarks naturales basados en un modelo de cuerpo rigido usando
secuencias de video monoculares y binoculares. Un landmark' corresponde a un
modelo de una estructura existente en una escena tridimensional, el cual puede
ser usado como punto de referencia para un robot mévil. Una camara mavil, al
moverse entre diferentes posiciones y orientaciones, genera varias imagenes
distintas de la escena en las que aparece el landmark. Cuando las observaciones
que se obtienen de un landmark son obtenidas a partir de imagenes capturadas
por una camara, se dice que el landmark es visual. Por otro lado, cuando el
landmark corresponde a un objeto que no ha sido colocado artificialmente en la
escena, sino que se encuentra naturalmente en ella, se dice que es un landmark
natural.

Una propiedad que se desea para el sistema de generacion vy
reconocimiento de landmarks es que pueda trabajar con escenarios de tipos muy
diversos que no estuvieron disponibles durante el desarrollo del sistema. Es por
esto que el sistema no puede limitarse a reconocer un numero limitado de tipos de
landmarks que sean resultado de un proceso de entrenamiento previo, sino que
los landmarks que se van a reconocer deben ser generados y caracterizados
durante su operacion por el mismo sistema a partir de las imagenes adquiridas, lo
que requiere un alto grado de versatilidad. Para que el sistema sea capaz de

funcionar adecuadamente usando imagenes provenientes de una amplia variedad

' Un landmark es definido en el diccionario Oxford como un objeto, caracteristica geografica o
ciudad que puede ser vista y reconocida facilmente a la distancia, especialmente una que le
permite a una persona establecer su localizacion. Puede ser traducido al espafol de mdltiples
formas tales como marca, poste, hito, etc., aunque ninguna de estas traducciones preserva
fielmente el significado original de la palabra. En este trabajo se utilizara el término landmark

debido a que es el término estandar usado en las publicaciones sobre SLAM.



de escenarios, se eligieron los descriptores locales para ser usados como
caracteristicas basicas, ya que aparecen en cualquier imagen que contenga
informacion de textura visual. Los descriptores locales corresponden a vectores de
caracteristicas, cada uno de los cuales representa el contenido de una pequena
zona rectangular de la imagen. Dichas zonas rectangulares son elegidas mediante
algun algoritmo que no es afectado por algunas familias de transformaciones que
son aplicadas sobre la imagen al cambiar el punto de vista de la camara y la
iluminaciéon ambiental, tales como rotaciones, traslaciones, cambios de escala y
transformaciones lineales en el histograma. Por lo anterior, cada descriptor local
es capaz de describir una pequena zona de algun objeto tridimensional,
manteniéndose solidario al objeto independientemente de la posicién y orientacion
con la cual la camara adquiera la imagen.

Otra propiedad que se desea para el sistema de generacion y
reconocimiento de landmarks es que pueda funcionar adecuadamente en
escenarios amplios, es decir, escenarios de gran tamano y complejidad, los cuales
no pueden ser completamente observados desde una uUnica posicion del robot.
Para lograr este objetivo se deben cumplir dos caracteristicas: que el robot sea
capaz de localizarse observando muy pocos landmarks, y que los landmarks sean
muy distintivos de modo que, cuando se reconozca un landmark, el sistema sepa
sin confusién si corresponde a alguno de los ya generados o0 si €s uno nuevo que
debe agregarse a los ya existentes, a pesar de que puedan existir una gran
cantidad de landmarks almacenados. Cada descriptor local puede considerarse un
landmark poco distintivo en el sentido de que es una zona del espacio que se
proyecta en las distintas vistas de la escena, pero que no puede distinguirse del
resto lo suficientemente bien como para servir de landmark en escenarios amplios.
Es por esto que se desea generar landmarks muy distintivos, en el sentido de que
cada uno de ellos pueda ser reconocido dentro de una gran cantidad de landmarks
existentes. Para lograr el proposito anterior se usaran agrupaciones de
descriptores, los cuales son capaces de representar en conjunto la textura visual

del objeto.



La eleccion de los descriptores locales como caracteristicas elementales se
debe basicamente a dos razones. La primera es que los descriptores locales
aparecen en cualquier imagen que tenga una cantidad aceptable de textura visual,
lo que va a permitir obtener la versatilidad deseada para el sistema. La segunda
es que, al corresponder a la proyeccidon de una zona del espacio, entregan
informacion espacial acerca del landmark que puede ser explotada por el sistema.
La principal limitacion de los sistemas basados en descriptores locales es que las
imagenes que contienen areas grandes de luminosidad uniforme no generan
ningun descriptor local. Cuando la cdmara captura solamente imagenes con una
luminosidad uniforme, como por ejemplo las provenientes de una pared en blanco,
no aparecen descriptores locales y no se puede detectar ningun landmark, razén

por la cual una correcta localizacion de la camara se vuelve imposible.

1.2 Motivacion

La idea que motiva esta tesis es la busqueda de un sistema de SLAM?
(localizacion 'y construccion de mapa simultdneos) que use objetos
tridimensionales para describir el mundo en vez de usar puntos aislados. Los
seres humanos y los demas animales que disponen de sistemas de visién
avanzados usan areas extensas del mundo real para poder localizarse, desde
objetos enormes como edificios hasta algunos objetos pequefios como mesas,
sillas y otros muebles. El hecho anterior les permite tener un excelente nivel de
seguridad al decidir cuales objetos son aquellos que estan mirando, lo cual no es
posible usando puntos aislados. Las areas extensas observadas suelen
corresponder a objetos rigidos que existen en el espacio. La observacion de un
unico objeto (una mesa por ejemplo) le permite a un ser humano localizarse en el
espacio, ya que puede suponer su posicién y orientacion respecto al objeto; lo que
no es posible en el caso en que se observen puntos aislados ya que se requiere
una gran cantidad de puntos para intuir la posicion y orientacién de un robot. Por

otro lado, cuando un ser humano estd perdido y entra a un ambiente conocido

2 SLAM: Simultaneous Localization And Mapping.



puede saber rapidamente en qué lugar esta debido a que los objetos que observa
le permiten suponer una posicién y orientacién relativa a todos ellos, lo cual no es
posible usando puntos aislados, ya que cada punto aislado observado entrega una
informacion muy débil como para poder suponer la localizacion del robot. Estos
hechos motivan el desarrollo de una técnica que le permita a un robot usar
cuerpos rigidos (conjuntos indeformables de puntos) como los elementos basicos
usados en su localizacién y en la construccion del mapa, de modo que al observar
un cuerpo rigido pueda suponer inmediatamente su posicion y orientacion en el
espacio®. En los experimentos realizados, un robot se mantiene bien localizado en
su entorno usando sélo cuatro cuerpos rigidos, lo cual no se puede lograr usando
s6lo cuatro puntos como landmarks. Lo anterior es posible porque la observacién
de un landmark cuerpo rigido entrega una mayor cantidad de informacién al

sistema de localizacién cuando es observado que un landmark puntual.

1.3 Objetivos

Los objetivos de la tesis estan relacionados con la generacién de landmarks
naturales tridimensionales a partir de secuencias de imagenes y con su aplicacion

a la localizacion y construccion de mapas (SLAM) de robots moviles.
Objetivos generales

e Proponer una nueva técnica que permita generar landmarks tridimensionales
naturales, usando descriptores locales a partir de distintas vistas de una
escena tridimensional.

e Implementar la técnica como un sistema automatizado y evaluar su
desempeno de acuerdo a diversos criterios, tales como velocidad, precision y
robustez frente a variaciones en la escena, en la iluminacion y en la pose del

robot; usando bases de datos disponibles publicamente y robots moviles

® Pose estimada de la camara: Me_wurs = Moavpars - B(x) ™ (ver ecuacion 156)



reales, comparandolo ademas con otros sistemas de generacién de landmarks

ya existentes.

Objetivos especificos

1. Disefio de un sistema que permita encontrar transformaciones de una
imagen a otra basado en descriptores locales visuales.

2. Disefio e implementacién de una nueva técnica que permita generar y
reconocer landmarks tridimensionales mediante agrupacién de descriptores
locales visuales.

3. Disefio de una nueva técnica SLAM que utilice landmarks tridimensionales
basados en descriptores locales para representar el mapa.

4. Implementacion del sistema SLAM, el que debe funcionar en tiempo real
respecto a la velocidad de desplazamiento de un robot movil.



1.4

Hipotesis

Las hipotesis del presenta trabajo de tesis son las siguientes:

1.

Es posible agrupar automaticamente y en tiempo real los descriptores
locales de una escena tridimensional en landmarks tridimensionales que
pueden ser reconocidos visualmente de un modo mas robusto que los

descriptores individualmente.

El uso de descriptores locales en imagenes permite la extraccion
automatizada de landmarks naturales, los cuales permiten a un robot

reconocer su entorno y localizarse en él.

Los landmarks tridimensionales permiten al robot obtener una hipétesis de

su posicién y orientacién en el mapa mediante una Unica observacion.

Un sistema de SLAM es capaz de usar adecuadamente la informacién de
pose relativa entregada por los landmarks tridimensionales para poder

mantener localizado al robot y construir el mapa.



1.5 Estructura del documento

En el Capitulo 2 se detallan los aportes hechos durante el desarrollo de esta
tesis, los cuales abarcan areas desde de las matematicas hasta robética moévil. En
el Capitulo 3 se describe el trabajo previo desarrollado en areas relacionadas con
esta tesis, en particular aquellos trabajos significativos relacionados con visién
computacional, con construccion de mapas y localizacion simultaneos (SLAM) y el
estado del arte en SLAM visual. En el Capitulo 4 se explicaran una gran cantidad
de conceptos béasicos, de modo que una persona que posea so6lo conocimientos
matematicos generales pueda comprender los planteamientos hechos en la tesis.
En el Capitulo 5 se explica el sistema de SLAM visual propuesto. Finalmente, en el
Capitulo 6 se mostraran resultados experimentales, los cuales permiten concluir
que un sistema SLAM es capaz de utilizar convenientemente la informacion de
posicion y orientacidén relativas que entrega la observacion de los landmarks

rigidos.



2 Contribuciones

Durante el desarrollo de esta tesis se realizaron contribuciones en varias

areas del conocimiento, las cuales se detallan a continuacion.

2.1 Contribuciones en el ambito de estructuras algebraicas

Se define un nuevo grupo algebraico denominado “grupo de los
puntocuaterniones”, el cual permite representar rotaciones y traslaciones en el
espacio. El grupo estd formado por elementos matematicos de 7 dimensiones,
denominados puntocuaterniones y por una operacion de multiplicacion que
permite realizar composiciones de éstos, ademas de contar con una operacion de
potencia y raiz. Al demostrar que esta estructura matematica es un grupo, se
pueden realizar calculos que involucren multiplicaciones e inversas, cuya
existencia estd asegurada para cualquier puntocuaternion valido. Los
puntocuaterniones permiten representar adecuadamente la pose de un landmark
rigido en el espacio y su incertidumbre mediante una matriz de covarianza, lo cual
es imprescindible para poder utilizar los landmarks rigidos - introducidos en este
trabajo - en un sistema SLAM. Los puntocuaterniones permiten representar la
posicion y orientaciéon de una forma integrada, sin sufrir los problemas asociados a
otras representaciones como la deformacién que pueden producir las matrices
homogéneas, la asimetria y la pérdida de un grado de libertad que pueden
producir los angulos de Euler. En consecuencia, los puntocuaterniones son un
aporte al area del algebra y pueden ser usados en el futuro en otras aplicaciones.
Las contribuciones relacionadas a esta area se encuentran detalladas en la
Seccién 4.3.10 y en el Anexo.



2.2 Contribuciones en el ambito de la representacion de
landmarks

En este trabajo se define el concepto de landmarks rigidos tridimensionales,
los que estan compuestos por un conjunto indeformable de puntos denominados
“puntos del cuerpo del landmark”. La pose del landmark rigido tridimensional se
puede especificar mediante un puntocuaternién. La observacion de un landmark
rigido corresponde a la pose relativa entre dicho landmark y la camara, lo cual
permite generar una hipotesis acerca de la pose del robot y la covarianza
respectiva usando s6lo una observacién, siendo esto un aporte significativo al area
de robdtica mévil. Las contribuciones relacionadas con esta area se encuentran

detalladas en las secciones 5.6, 5.7, 5.11 y 5.12.

2.3 Contribuciones en SLAM visual

Se generé6 una metodologia para integrar los landmarks rigidos
tridimensionales a un sistema de SLAM visual que estima inicialmente landmarks
puntuales y transforma grupos de éstos en landmarks rigidos cuando ciertas
condiciones sobre la covarianza se satisfacen. Las contribuciones relacionadas
con esta area se encuentran detalladas en las secciones 5.6, 5.7, 5.11 y 5.12. La
metodologia disefiada involucra los siguientes aportes:

» El sistema reduce el modelo dinamico del sistema SLAM cada vez que se
genera un landmark rigido, ya que transforma 10 landmarks puntuales (que
usan 30 componentes en el vector de estado) en un Unico landmark rigido (que
usa 7 componentes en el vector de estado). De este modo, la complejidad del
SLAM se reduce de O(n*) a 0.0540(n*), es decir, se puede lograr un ahorro

asintético del 94,5% en el tiempo de coOmputo a medida que el numero de
landmarks crece, lo cual permite el uso de mapas de mayor tamano.

» El sistema de SLAM visual es capaz de realizar reduccion del modelo dinamico
en ambientes no estructurados; esta caracteristica no esta presente en ningun

trabajo previo del area.



El sistema de reduccién del modelo dindmico es independiente del tipo de
sensor, en el sentido de puede ser usado con cualquier tipo de landmark
puntual, por lo cual se puede extender a landmarks obtenidos usando sensores
como laser, sonar o radar.

El sistema de SLAM visual implementado es capaz de usar convenientemente
la informaciéon de pose completa y covarianza de la pose que genera cada
observacién de un landmark rigido. Esto permite que un robot se pueda
mantener localizado en un mapa que esta formado por sélo 4 landmarks
rigidos, algo imposible de realizar usando solo landmarks puntuales. De este
modo, se pueden generar mapas de grandes dimensiones al necesitarse una
densidad baja de landmarks distribuidos en el espacio. Todo lo anterior es
adecuadamente validado en esta tesis.

Se disend una forma de analizar la matriz de covarianza usando imagenes
integrales, una técnica computacionalmente muy eficiente que permite evaluar
rapidamente la conveniencia de transformar los posibles grupos de landmarks
puntuales en landmarks rigidos. La eficiencia de dicho andlisis es una
condicién necesaria para que el uso de los landmarks rigidos no afecte
negativamente la velocidad del sistema. Este enfoque de analisis rapido de la
matriz de covarianza puede ser extendido a otros problemas.

Se disené un procedimiento de agrupacién que permite transformar la
covarianza de los landmarks puntuales que se agrupan en una matriz de
covarianza de la pose del landmark rigido y en matrices de covarianza para
cada uno de los puntos del cuerpo del landmark rigido. El criterio disefiado
permite minimizar la pérdida de informacién que ocurre durante la reduccién
del modelo y fue validado experimentalmente.

El conjunto de descriptores asociado a cada landmark rigido permite su
diferenciacion, respecto de los demas landmarks existentes en el entorno, con
gran certeza. Esta es una de las caracteristicas necesarias para lograr que un
solo landmark rigido sea capaz de generar una hipotesis de pose confiable

para el sistema de SLAM.
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2.4 Publicaciones relacionadas con la tesis

La publicacion principal que incluye los aspectos principales de la tesis es la
siguiente [53]:

= P. Loncomilla and J. Ruiz del Solar, “Visual SLAM based on Rigid-Body 3D
landmarks”, Journal of Intelligent and Robotic Systems, Springer (aceptado)

Existen otras publicaciones anteriores relacionadas con la tesis en los cuales
se define y mejora progresivamente el sistema L&R (Loncomilla & Ruiz del Solar)
de tal forma que sea capaz de resolver distintos tipos de problemas de
reconocimiento de objetos en imagenes [49][50][51][52][53][78][79][80][81]
[82][83]. El sistema L&R se usa en el sistema SLAM visual propuesto para hacer la
asociacion entre descriptores SURF obtenidos de la imagen y los landmarks del
mapa. Los descriptores SURF se pueden calcular con mucha rapidez pero pueden
aparecer sobre lineas, en consecuencia sus posiciones pueden variar mucho entre
una imagen y la siguiente, lo cual produce un impacto negativo en la calidad de las
observaciones. Debido a la dificultad de obtener un sistema de asociacion de
datos rapido y de alta calidad, la gran mayoria de los trabajos relacionados con
SLAM visual usan tracking de puntos y no deteccion en cada imagen. Usando
sOlo tracking, es imposible detectar los landmarks rigidos que aparecen en la
escena, por lo cual las mejoras introducidas al sistema L&R son imprescindibles.

También hay publicaciones anteriores relacionadas con la deteccidn de la pose
de un objeto en el espacio usando angulos de Euler a partir de varias vistas del
objeto [49][82][83]. Sin embargo, estos trabajos previos son incompatibles con un
sistema SLAM, ya que aun no estaba definido el criterio de agrupacion, la
metodologia de agrupacion, ni la forma de generar las observaciones y sus
covarianzas. Esto se debe a que para poder definir claramente estas etapas se
requieren los puntocuaterniones y la base teédrica relacionada, las cuales no
existian en ese momento.
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3 Trabajo relacionado

El objetivo de este capitulo es introducir al lector al desarrollo de los métodos
matematicos y de vision computacional relacionados con la Tesis. Si el lector ya
conoce estos temas, se recomienda el paso directo a la Seccién 3.3 estado del
arte, la cual describe los ultimos métodos de SLAM visual existentes al momento
de la publicacién de este trabajo.

3.1 Descriptores locales en imagenes

Dada una imagen, existen algoritmos que permiten seleccionar un conjunto
de puntos que se repiten en las mismas zonas de ésta, aunque ésta sea sometida
a transformaciones geométricas o a cambios en su histograma. Estos puntos son
llamados “puntos de interés”. En torno a cada uno de estos puntos se puede tomar
una ventana de la imagen y un vector de caracteristicas, el que es denominado
descriptor del punto de interés. Luego, si hay varias imagenes en que aparece un
mismo objeto, pueden generarse correspondencias entre puntos equivalentes de
dichas imagenes al hacer calces entre descriptores parecidos. El uso de
descriptores puede ser omitido cuando se hace tracking siempre que el
desplazamiento entre ambas imagenes sea muy pequefo, ya que se puede
asumir que los puntos mas cercanos geométricamente son los puntos
correspondientes.

El trabajo con puntos de interés tiene sus origenes en los trabajos de
Crowley y Moravec. Crowley, en su Tesis de Doctorado [68], genera puntos de
interés a partir de una estructura piramidal, la que obtiene usando convoluciones
con Gaussianas, restando los pisos consecutivos para obtener una nueva
estructura piramidal llamada SDoG (Sampled Difference of Gaussians) v,
finalmente, buscando maximos locales 3D y bordes curvados en dicha estructura.
Los puntos de interés encontrados son unidos entre si y usados para crear una
malla que represente el objeto y que permita reconocerlo posteriormente.

Moravec, también en su Tesis de Doctorado [68], genera un detector de esquinas,
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el que utiliza pares de imagenes estereogréficas para resolver la estructura de la
escena en la cual esta inmerso el robot mientras éste se mueve con el objetivo de
evadir obstaculos. El detector de Moravec pide que existan variaciones grandes en
la imagen, en cuatro direcciones distintas a la vez, dentro de una vecindad de un
punto. Al usar un numero discreto de direcciones de busqueda, no detecta los
mismos puntos cuando la imagen es rotada. Harris y Stephens [34] mejoran el
detector de Moravec, reformulandolo de tal modo que considere todas las
direcciones posibles, permitiendo que entregue los mismos puntos aunque la
imagen sea rotada. Shi y Tomasi [88] proponen hacer seguimiento a puntos
similares a los detectados por el sistema de Harris y Stephens ya que, como en
es0s puntos la imagen presenta variaciones importantes en todas las direcciones,
son puntos que pueden ser facilmente seguidos en la imagen, aunque la camara
se mueva en cualquier direccién. El sistema de Harris y Stephens no entrega los
mismos puntos cuando la imagen es reescalada. Lindeberg [44] muestra que, para
obtener puntos de interés que sean invariantes ante cambios de escala, se debe
usar una representacion multiresolucién de la imagen. Luego, junto a Garding
[45][46] extiende el método para encontrar puntos que sean invariantes ante
transformaciones afines. Finalmente Lindeberg [47] entrega una forma de
transformar cualquier detector de puntos de interés homogéneo en otro invariante
ante cambios de escala. Mikolajczyk y Schmid se basaron en los trabajos tedricos
de Lindeberg para generar el detector Harris-Laplace [62], que es una version del
detector de Harris invariante a la escala de la imagen y enormemente robusto ante
transformaciones afines que detecta esquinas en el scale space. Tras esto,
generaron el detector Harris-Affine [63][64] que es igual al anterior pero con un
post-procesamiento que corrige la posicidén de los puntos detectados de modo que
su posicion relativa en el scale space no se vea afectada por transformaciones
afines. Existen ademas enfoques completamente distintos; por ejemplo, Matas,
Chum, Urban y Pajdla [58] idearon un generador de puntos de interés (MSER,
regiones extremas de maxima repetibilidad) que busca regiones tales que el
histograma de luminosidad de su zona interior esté separado del histograma de

luminosidad de su zona exterior por un umbral grande. Estas regiones son

13



claramente invariantes ante transformaciones afines, ya que se deforman junto
con la imagen, ademas de ser invariantes ante transformaciones mondétonas
suaves del histograma. Un enfoque similar fue usado previamente por Tuytelaars y
Luc Van Gool [97]. En general, es posible mezclar varios detectores de puntos, ya
que reaccionan frente a caracteristicas distintas en las imagenes, aunque esto
provoca que el sistema de reconocimiento sea mas lento.

Generar correspondencias a partir de dos nubes de puntos de interés,
basandose sélo en la distribucién geométrica de los mismos, es una tarea que
puede tomar mucho tiempo. Zhang, Deriche, Faugeras y Luang [101], ademas de
Torr [94], comenzaron a usar ventanas de correlacién gréfica (los primeros
descriptores usados) en torno a los puntos de interés con el objetivo de facilitar la
generacion de correspondencias, 10 que se realizan pareando cada descriptor de
una primera imagen con el descriptor de la segunda imagen que sea mas parecido
(el de menor distancia coseno), tras lo cual sigue una etapa de descarte de falsas
correspondencias (basandose en restricciones geométricas entre las posiciones
de los puntos en ambas imagenes). Schmid y Mohr [87] aplicaron los puntos de
interés (detector de Harris simple, con posibilidad de ser escalado) junto con
descriptores denominados jet (de 8 componentes, basados en derivadas de
primer, segundo y tercer orden de la imagen previamente suavizada) para poder
identificar varios objetos distintos a la vez en una misma imagen, siendo ésta la
primera vez que se usaban las correspondencias entre puntos de interés con este
propdsito (anteriormente se usaban solamente para calzar pares estereogréficos,
para alineamiento de imagenes y para seguimiento de objetos en videos). Tras la
deteccion de correspondencias se realizaba una verificacion geométrica al pedir
que los “n” puntos de interés mas cercanos al que se esta verificando existan tanto
en la imagen del objeto como en la imagen a reconocer (no es tan estricto, se
permite que falte alguno) y que tengan una disposicion geométrica parecida. Lowe
[55][57] generd una implementacion eficiente llamada SIFT (Scale Invariant
Feature Transform) que esta basada en una versién mejorada del detector SDoG
mencionado anteriormente, que incluye el uso del Hessiano para descartar puntos

de interés en lineas y bordes, y en un nuevo descriptor que consiste en un
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histograma de los gradientes de la imagen en torno al punto de interés
ponderados por una Gaussiana. Los descriptores, de 128 componentes, son
usados en una etapa simultdnea de descarte eficiente de falsas correspondencias
y de reconocimiento de los objetos usando una transformada Hough y una tabla
de Hashing. Lowe mejor6 mucho el descriptor usado anteriormente en el trabajo
de Schmid y Mohr (muchas mas componentes, mas robusto ante
transformaciones afines, muy distintivo) y usd una verificacibn geométrica
muchisimo mas rapida basada en una transformada Hough sobre el espacio de
las transformaciones de semejanza, con lo que mejor6 el desempeno global del
reconocedor y su velocidad. Ademas desarroll6 un método adicional para poder
trabajar con varias vistas de una misma imagen de entrenamiento de un modo
eficiente con el objetivo de poder identificar un objeto aunque aparezca en varias
poses posibles [56]. Loncomilla y Ruiz del Solar [49]-[52] generaron el método
L&R, el cual agrega verificaciones extras para eliminar la gran cantidad de
detecciones falsas que genera el sistema de Lowe y para refinar las
correspondencias obtenidas, lo cual permite obtener un sistema genérico y
robusto de reconocimiento de objetos que se ha usando en variados ambitos de la
visibn computacional como visién roboética [49][50][82][83], reconocimiento de
huellas dactilares [78][79], reconocimiento de firmas [80] y procesamiento de
imagenes estelares [81]. Ke y Sukthankar crearon los descriptores PCA-SIFT, los
cuales consisten en aplicar el método PCA a los descriptores SIFT; las mejoras
obtenidas mediante este método son discutibles [64]. Bay, Tuytelaars y Luc Van
Gool generaron un sistema llamado SURF [4] que consiste en un detector muy
rapido basado en hessianos de Gaussiana. Este detector usa imagenes integrales
[24] para aproximar los célculos hechos con las Gaussianas, con lo que se logra
una velocidad mucho mayor. En general todos los descriptores fueron disefados
para trabajar con imagenes en blanco y negro, pero pueden extenderse facilmente
a imagenes en color al procesar los canales R, G y B por separado, o bien usar
pisos de piramides correspondientes a distintos colores durante el célculo de los

puntos de interés. Este ultimo enfoque es usado por ltti y Koch [37] para calcular la
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saliencia visual de una imagen en un intento de predecir los puntos mas mirados
en las imagenes por los seres humanos.

Tras la aparicién de los primeros descriptores invariantes a cambios de
escala, comenz6 el desarrollo de descriptores invariantes a transformaciones
afines, lo que permite reconocer objetos planos como murallas o cajas desde
distintos puntos de vista a partir de una Unica imagen de entrenamiento. Garding y
Lindeberg [45][46] generaron una forma de calcular descriptores invariantes a
transformaciones afines. EI método consiste en generar una transformacion de
coordenadas afin sobre los puntos de interés encontrados que se puede entender
como una elipse cuya area tiene que ver con la escala que esta siendo procesada,
y cuya relacion de radios se elige de tal modo de que al transformar la elipse en un
circulo, la imagen presente variaciones de igual magnitud en todas las direcciones
(se usa una metodologia relacionada a la del detector de Harris y Stephens) lo que
se logra minimizando una medida de anisotropia [45], luego de lo cual se puede
usar cualquier descriptor en las nuevas coordenadas sin que éste se vea afectado
por transformaciones afines sobre al imagen. Este enfoque fue seguido por
Mikolajczyk y Schmid al crear las regiones Harris-Affine[63][65], los que usan el
detector de puntos de interés Harris-Laplace (detector de esquinas invariante a
escala) y luego, para cada punto de interés encontrado, refinan su posicién y
escala caracteristica y minimizan la anisotropia de la elipse de forma simultanea e
iterativa, lo que da una posicion exacta del punto de interés. Ademas entrega un
sistema de coordenadas local sobre el cual se puede calcular el descriptor (usan
como descriptor un grupo de coeficientes obtenidos convolucionando una ventana
de la imagen con derivadas de Gaussianas, aunque ellos mismos reconocen que
el descriptor SIFT funciona mejor [64]). Este detector corregido permite reconocer
objetos en dos imagenes distintas siempre que éstos estén relacionados entre si
por una transformacion afin sin una distorsion extrema. Recientemente, se
desarroll6 el descriptor ASIFT [69], el cual se genera simulando distintos puntos de
vista de la imagen con lo cual puede manejar cambios de punto de vista de hasta
84 grados; la complejidad computacional obtenida es aproximadamente 12 veces

la del método SIFT. Ferrari, Tuytelaars y Luc Van Gool [21] generaron una forma
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de poder reconocer objetos “doblados”, es decir, proyectados bajo mapeos suaves
por tramos arbitrarios, para lo cual usan un detector basado en luminosidad y
luego usan correspondencias basadas en descriptores SIFT, las que son
generados sobre un sistema local de coordenadas invariante frente a
transformaciones afines en torno al punto de interés. A partir de las
correspondencias, intentan generar pequenas regiones que calzan entre si bajo
alguna transformacion afin y hacen que dichas regiones crezcan, para lo que
buscan nuevas transformaciones afines en los bordes de dichas regiones que
sean parecidas (pero no iguales) a la transformacion afin original. Este enfoque
funciona relativamente bien porque cualquier mapeo suave puede ser aproximado

localmente por una transformacién afin (polinomio de Taylor de primer orden).

3.2 SLAM visual

Cuando un robot se mueve en una escena tridimensional, usualmente
necesita saber su posicion y orientacion dentro de ese espacio. Para lograr esto,
puede usar sensores para ir reconociendo objetos cuya posicidn es conocida,
llamados landmarks, mientras se mueve. Si el robot ya conoce un mapa que
contenga las posiciones de varios landmarks de la escena, el problema es llamado
auto-localizacion del robot. En el caso de que el robot se mueva en un entorno
desconocido, debe ir generando el mapa mientras se mueve pero, al mismo
tiempo, debe localizarse usando el mapa incompleto que posee. Este problema,
denominado SLAM (Simultaneous Localization And Mapping), requiere estimar un
vector de estado del sistema, el que contiene la posicién y orientacion del robot y
de todos los landmarks, a partir de las observaciones de la escena obtenidas
usando los sensores y las 6Ordenes dadas a los actuadores, las que estan
relacionadas por una dinamica no-lineal, donde hay incertidumbre en la medicion y
en la transicion de estado. Dicha incertidumbre puede corresponder a ruidos
aditivos, como el que se produce debido a que los codificadores de posicidon que
miden la odometria son imperfectos, o el ruido de medicion que se produce al

estar la imagen cuantizada; o pueden corresponder a falsas detecciones, que es lo
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que ocurre cuando se reconoce erroneamente un landmark en la imagen que no
existe en la realidad. En consecuencia, para resolver el problema denominado
SLAM es necesario disenar un estimador de estado de alta dimensionalidad para
un sistema no-lineal, que sea robusto ante diversos tipos de ruido y que pueda
funcionar en tiempo real.

Este problema fue abordado inicialmente por Smith, Self y Cheeseman [89].
Ellos analizaron el caso de un robot que puede desplazarse sobre una superficie
horizontal y girar, por lo que posee tres grados de libertad. Este robot se mueve en
un entorno desconocido, en el cual hay varios landmarks que debe poder detectar
mientras avanza. Para resolver este problema usaron un sistema basado en
analisis estadistico de los datos que resulta equivalente a un filtro de Kalman
extendido, el que es usado para estimar la posicion de los landmarks que rodean
al robot, asi como la posicion y orientacién del mismo. Cada vez que se encuentra
un nuevo landmark, la dimensionalidad del estado estimado crece. Se usan tres
matrices de covarianza P, Q y R para representar la incertidumbre en la
estimacion del estado, en la odometria y en las observaciones respectivamente.
Debido a que la matriz de covarianza P crece de forma cuadréatica respecto a la
dimensionalidad del estado, un esquema de este tipo no se puede hacer funcionar
con una gran cantidad de landmarks. Ademas, el ruido de transicién de estado
sigue una distribucion de probabilidad dificilmente modelable, ya que pueden
ocurrir fendmenos tales como resbalamiento en las ruedas y raptos (el robot es
transportado externamente a otra posicién), por lo que su distribucion sélo puede
ser descrita adecuadamente por su media y covarianza cuando se encuentra bien
localizado.

El desarrollo de métodos de estimacidén basados en particulas para resolver
el problema de auto-localizacién robética [16], que presenta problemas de ruido y
no-linealidades similares a los del SLAM, permiti6 generar una nueva familia de
métodos para resolver este problema. Sin embargo, los métodos basados en
particulas para SLAM deben mantener una dimensionalidad reducida, ya que los
métodos basados en particulas requieren una alta densidad de éstas para

funcionar adecuadamente y la cantidad de dichas particulas crece
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exponencialmente con la dimensionalidad del estado. Montemerlo, Thrun, Koller y
Wegbreit generaron un método llamado FastSLAM [66], el cual consiste en
estimar la posicidn y orientacion del robot a través de particulas, cada una de las
cuales tiene su propia estimacion de cada uno de los landmarks. En este trabajo
se asume que los landmarks son observados de forma independiente; asi las
estimaciones que tiene una misma particula respecto de varios landmarks no
estan correlacionadas, por lo que cada landmark puede ser estimado usando un
filtro de Kalman individual. Ademas, cada particula decide si aceptar o no una
observacién con el objetivo de descartar falsas observaciones, por lo que los
mapas que han estimado dos particulas distintas pueden diferir entre si. Un
problema en este método es que la dispersién de las particulas siempre aumenta
con el tiempo, por lo cual en algin momento su densidad va a ser insuficiente para
poder modelar la distribucion real. Posteriormente, desarrollaron un algoritmo
llamado FastSLAM 2.0 [67], el cual representa la distribucion de la posicion y
orientacion del robot usando un conjunto de particulas con covarianza, cada una
de las cuales tiene su propio mapa. Cada particula, ademas de corregir el mapa
con cada observacion, corrige su posicién y covarianza. Por este motivo la
convergencia del mapa y del estado del robot es mas rapida aunque se usen
pocas particulas, aunque se debe usar una ponderacion para los pesos de las
particulas que resulta dificil de evaluar. La correccién agregada en este nuevo
sistema evita el problema mencionado en el método anterior, ya que la correccién
de la posicién de las particulas limita su dispersion.

Todos los modelos anteriores consideran que el robot tiene 3 grados de
libertad. Sin embargo, existen trabajos que estiman un mapa y los 6 grados de
libertad del robot. La pose completa incluye una traslacion en un espacio
tridimensional y una rotacion con tres grados de libertad, la que puede ser
representada usando un eje de rotacidbn con 3 componentes con angulo, un
cuaternién con 4 componentes consistente en un numero que incluye una
componente real y tres imaginarias para representar tres angulos, o una matriz de
rotacion con 9 componentes. Davison [17] generé un sistema de SLAM que

funciona con una camara movida por la mano, y que representa la posicién y
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velocidad de dicha camara usando coordenadas cartesianas, su orientacién
usando cuaterniones, su velocidad angular usando un vector de velocidad angular
y el mapa usando coordenadas rectangulares para cada uno de los landmarks. El
estimador usado es un filtro de Kalman. Para evitar que la dimensionalidad del
estado crezca, se mantienen siempre pocos landmarks en el vector de estado y
los que salen fuera de la camara son eliminados. Al no existir un mapa global de la
escena y al no existir informaciéon sobre el movimiento de la mano que lleva la
camara (es un SLAM visual), este método funciona s6lo en ambientes de pequerfio
tamano y cuando los movimientos de la camara son suaves. Al ser la distribucion
que representa la incertidumbre inicial de la posicion de los puntos muy asimétrica,
se debe usar una representacion especial para dicha incertidumbre basada en una
suma de Gaussianas, la cual colapsa en una Gaussiana cuando la incertidumbre
disminuye. Posteriormente, se desarrollaron otros trabajos basados en este mismo
enfoque, los cuales usan una cadmara gran angular [18]; una inicializacién especial
para los puntos nuevos basada en un modelo que los representa mediante un
punto origen mas una direccion en coordenadas esféricas con radio inverso [12];
usan técnicas de descarte de falsos positivos al actualizar el sistema con cada
medicion por separado y verifican luego la compatibilidad del resultado con el
resto de las mediciones [13], entre otros métodos generados en el ultimo tiempo,
los que permiten manejar mapas de mayor tamafo al podar las covarianzas
cruzadas de los puntos cuando no han sido vistos al mismo tiempo.

Para que el robot pueda moverse a través de ambientes de gran tamano
manteniendo un mapa consistente, es util que la representacion del mapa tenga
una estructura flexible. Bosse, Newman, Leonard, Soika, Feiten y Teller generaron
un sistema de SLAM que se basa en usar un atlas (inspirado en la teoria de
manifolds) compuesto de varias cartas (sistemas de coordenadas) que se
superponen parcialmente para representar el entorno del robot [7]. Las referencias
a las distintas cartas son almacenadas en un grafo. Las varianzas de los errores
de transicion de estado y observacién del sistema se transforman en varianzas de
las transformaciones que permiten pasar de una carta a la otra, las que se

propagan por el grafo. El entorno esta representado por un conjunto de cartas
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relacionadas mediante transformaciones de coordenadas que contienen
incertidumbre. Dado un par de cartas no adyacentes, existen varios caminos en el
grafo que las unen, los que producen distintas transformaciones de coordenadas,
por lo cual se elige el camino de menor varianza para elegir la transformacion
menos contaminada. Se, Lowe y Little [84] usan filtros de Kalman extendidos
independientes para representar los landmarks, los que corresponden a
descriptores SIFT detectados usando un sistema estéreo trinocular, y un método
heuristico basado en transformada Hough [84] para encontrar la posicion y
orientacion del robot cuadro a cuadro. Cuando hay muy pocos landmarks
conocidos detectados en un cuadro, se genera un mapa temporal. Cada 30
cuadros se genera un nuevo mapa temporal, el que se guarda separado de los
anteriores. Cuando se vuelve a encontrar una gran cantidad de landmarks del
mapa principal, se calculan las transformaciones de coordenadas entre los mapas
temporales usando el método de minimos cuadrados, tras lo cual los landmarks
contenidos en éstos son agregados al mapa principal. Si bien este método es
altamente heuristico, muestra una forma simple de mantener un mapa principal
coherente al impedir que el error de transicion de estado integrado en el tiempo

deforme el mapa principal cuando el robot explora zonas no vistas en la escena.

3.3 Estado del arte en SLAM visual

El tema del SLAM basado en vision se ha vuelto un tema de investigacion
importante debido a que los teléfonos mdviles actuales suelen tener una camara
integrada ademas de una buena capacidad de cémputo, lo cual permite su uso
como parte de una plataforma robética de bajo costo. La mayor parte de los
trabajos actuales relacionados con localizacién robética usando una camara como
sensor suelen estar contenidos en una de dos lineas: structure from motion
recovery (recuperaciéon de la estructura a partir del movimiento) y SLAM
monocular.

Los métodos de la familia structure from motion consisten en métodos que

calculan la estructura de la escena y el movimiento de la cdmara usando
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geometria proyectiva, sin considerar modelos dindmicos. Las metodologias
basadas en la odometria visual desarrollada por Nistér [72] usando RANSAC
preemptivo [73] aplicado sobre conjuntos de 3 y 5 puntos (los cuales son extraidos
usando un detector de Harris), permiten obtener correspondencias entre frames
consecutivos, ademas de una estimacién de movimiento relativo. Al procesar
dichas correspondencias posteriormente usando métodos de la familia bundle
adjustment “[20] sobre secuencias de algunos cuadros (frames), se pueden
obtener resultados impresionantemente precisos en tiempo real, aunque el error
respecto a la ruta del robot y las estructuras detectadas en el mapa aumenta
constantemente a medida que pasa el tiempo, lo cual se debe a que solamente se
considera el movimiento relativo de la cdmara.

Los métodos basados en SLAM visual, derivados de la tesis de doctorado
de Davison [17], pueden lograr muy buenos resultados en mapas de tamano
pequefo a mediano, pero el manejo de mapas grandes es un tema dificil debido a
que la matriz de covarianza crece de forma cuadratica respecto al numero de
landmarks, presenta problemas de cierre de bucles® debido a que se hace tracking
de los puntos en vez de detectarlos en cada frame y aparecen fluctuaciones en la
escala del mapa a medida que la camara se mueve debido a que la escala del
mapa no es observable usando una sola cdmara. El mapa se puede reconstruir de
forma densa en tiempo real usando una minimizacién del error de una grilla
moldeable basada en flujo éptico [71]. Una forma de encontrar rapidamente los
landmarks que se dejaron de ver basada en vision activa escalable [32] se ha
desarrollado para manejar mapas mayores que involucran una gran cantidad de

informacion de correlaciones cruzadas, la cual se simplifica usando un enfoque de

* Bundle adjustment es un nombre estandar que se refiere al proceso de encontrar un conjunto de
poses para las cadmaras y posiciones para los puntos que minimizan el error de proyeccion total. La
palabra bundle se usa en inglés para denominar un conjunto de rayos, por lo cual bundle
adjustment se podria traducir como “ajuste de un haz de rayos”.

® Cierre de bucle, o loop closing en inglés, se refiere al fendbmeno que ocurre cuando el robot
reconoce una zona del mapa ya observada tras haber generado una zona nueva del mapa, por lo

cual debe corregirse el error acumulado en la trayectoria.

22



poda de grafos para poder reducir la informacién de covarianza del sistema,
limitando la propagacion de incertidumbre entre puntos muy lejanos. Un SLAM que
maneja explicitamente las fluctuaciones en la escala se logré desarrollar mediante
un modelamiento del sistema dinamico asociado al SLAM usando teoria de grupos
de Lie sobre el espacio de transformaciones de rotacion — traslacién — cambio de
escala para poder usar bundle adjustment para minimizar las fluctuaciones de
escala cuando se detecta un cierre de bucle [92]. El uso de la teoria de grupos de
Lie permite llevar la restriccion del tipo de transformacion que se debe considerar
de un nivel global a un nivel diferencial. El tiempo que requiere RANSAC para
resolver una asociacion de datos aumenta exponencialmente con el nimero de
datos necesarios para generar una hipétesis, por lo cual se desarroll6 un RANSAC
de 1 punto para poder realizar asociacién de datos de forma eficiente, para lo cual
se actualiza la posicién del robot usando una sola medicion y se analiza el
consenso sobre el resto mediante un test chi-cuadrado [13]. Por ultimo, tanto la
apariencia gréafica de un conjunto de puntos como de su distribucién tridimensional
han sido usados para crear clusters de puntos [1]. Este enfoque puede ser usado
en el futuro para poder etiquetar zonas del mapa, dandoles un valor semantico.
Algunos de los problemas actuales del SLAM visual se deben directamente
al uso de los puntos para formar /landmarks, ya que un solo punto da una
informacion débil que es insuficiente para inferir la pose de la camara, lo cual limita
la velocidad de convergencia del sistema. Para poder superar este problema se
han propuesto landmarks de mas alto nivel los cuales estan formados por puntos
que pertenecen a las superficies de objetos reales. En [28] se usan estructuras de
alto nivel, como planos y lineas, que son construidos a partir de landmarks basicos
correspondientes a puntos o edgelets usando RANSAC para formar conjuntos
coherentes para ser reducidos. En [42] se usan landmarks planos formados por
grupos de 4 puntos que se inicializan directamente, codificando su posicion y
orientacion usando inverse-depth points. La evolucion del estado de la camara, del
estado de la normal del plano y de los errores de medicién son representados

usando grupos de Lie, lo cual permite mantener restricciones globales respecto al
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tamano de algunos vectores (las normales que deben ser unitarias) a un nivel

diferencial.
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4 Estimacion robusta de pose en vision
computacional: Definiciones, Representaciones y
Algoritmos

En este capitulo se mostraran diversas técnicas y conceptos que deben ser
conocidos para poder comprender a cabalidad el trabajo desarrollado en esta
tesis. Primero se introduciran diversos conceptos matematicos que se usaran a lo
largo de este texto, luego se introducira el algoritmo de los 3 puntos, el cual es
usado en el sistema disefiado para generar hipétesis acerca de la pose del
landmark rigido. Finalmente se mostraran los métodos basados en SLAM, los

cuales asumen un modelo dindmico probabilistico para el mapa y la camara.

4.1 Distribuciones de probabilidad y representaciones

La distribucion de probabilidad p (x) de una variable aleatoria X en un espacio N-
dimensional puede ser aproximada de diversas formas. Las siguientes son
alternativas comunmente usadas:

¢ Mediante una distribucion Gaussiana (suave y unimodal) en un espacio N-
dimensional, la que requiere especificar una media (vector de N componentes)
y una covarianza (matriz de NxN componentes), la cual especifica
completamente la incertidumbre asociada a la distribucion.

e Mediante una suma ponderada de Gaussianas en un espacio N-dimensional,
siendo la suma de las ponderaciones igual a la unidad. Cada Gaussiana tiene
una media y una matriz de covarianza asociada.

e Mediante un conjunto de particulas ponderadas de N dimensiones que
representan la distribucién de forma aproximada. Cada particula tiene un peso
o factor de importancia asociado que representa su probabilidad relativa. El
conjunto de particulas se puede generar mediante un muestreo de la
distribucion; sin embargo, el numero de muestras necesarias crece
exponencialmente con la dimensionalidad. Esta representacion es muy versatil

y suele ser la mejor eleccién para dimensionalidades bajas.
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e Mediante un conjunto de sigma puntos [39], que son 2N+1 particulas
cuidadosamente elegidas para representar apropiadamente la media y
covarianza de la distribucion.

e Mediante una representacion hibrida. El estado x es dividido en dos partes:
x=(x,,x,). Se usa la descomposicién p(x)= p(x,|x,)p(x,). Usualmente
p(x,) es representado usando particulas al tener menor dimensionalidad,
mientras que p(x,|x,) es representado usando un conjunto de Gaussianas,

una para cada particula.

La transformada unscented [39] permite aproximar una Gaussiana mediante
un conjunto de sigma-puntos y viceversa. La Gaussiana también puede ser
aproximada por un conjunto de particulas si se hace un muestreo. Finalmente, un
conjunto de particulas puede aproximarse por una Gaussiana calculando su media
y covarianza, aunque la aproximacion es deficiente si la distribucion es multimodal.
De este modo, cada una de las representaciones anteriores puede ser
transformada en otra, aunque se pierde informacién al pasar de una distribucién a

otra con menor versatilidad.

Al aplicar una transformacion f(-) a una variable aleatoria X con una
distribucion asociada p(-), se obtiene una nueva variable aleatoria f(X), cuya

distribucién p.(-) debe ser estimada. Hay varios métodos que logran este objetivo:

e Si la distribucién inicial es representada usando un conjunto de particulas

(x,;,®), la nueva distribucion queda representada por el conjunto de particulas
(f(x,), @f(x,)/S), con S=Xw * f(x,) un factor de normalizacion.

e Si la distribucion es original es Gaussiana X ~ N(x,C), y la transformacion es
lineal, de la forma f(x)= Fx, entonces la nueva distribucion es Gaussiana y

toma la forma f(X)~ N(Fx, FCF").
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En el caso en que la distribucion es Gaussiana X ~ N(x,C) y la transformacién

es no-lineal, la distribucion resultante no es Gaussiana. En algunos casos es
deseable aproximar la distribucién final por una Gaussiana, caso en el cual se
debe estimar una media y una covarianza para la distribucién final. Dos
métodos comunmente usados para lograr ese objetivo son los siguientes:

1. La funcién puede ser linealizada en torno a la media de la distribucién,
quedando con la forma f,,, (x) = f(¥)+J(x—X). En este caso, se puede
aproximar la  distribucién  resultante como la  Gaussiana
F(X)~ N(f()_c),JCJT). Este método de aproximar la distribucion

resultante por una Gaussiana es denominado usualmente método de
propagacién de la incertidumbre, o método de propagaciéon del error. El
método es apropiado cuando la verdadera distribucion resultante es
similar a una Gaussiana (unimodal y simétrica elipsoidal). El error que se

produce es igual a los términos del polinomio de Taylor de f () que
fueron omitidos, los cuales son dominados por el término
(1/2)(x-x)"H(x—X), el cual esta asociado al Hessiano de la funcién.

En consecuencia, la curvatura existente en la transformacion genera un
error en la aproximacion.

2. Se puede aplicar la transformada unscented a la distribucién Gaussiana
para obtener sigma puntos, aplicar la transformacién a los sigma-puntos,
calcular la media y covarianza de las particulas resultantes y aproximar
el resultado mediante una Gaussiana, la cual aproxima a la verdadera
distribucion final. Este método permite manejar no-linealidades mas
pronunciadas que el anterior ya que el efecto causado por la curvatura
de la funcién se ve reflejado en las particulas obtenidas, pero de todas
formas requiere que la verdadera distribucién resultante sea similar a
una Gaussiana. Por otro lado, puede fallar cuando la distribucion sufre
de aliasing (distintas posiciones en el espacio de la distribucion inicial
pueden representar el mismo valor en la distribucion final) ya que en

este caso los sigma puntos resultantes no siempre son capaces de
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representar la distribucién final. Un ejemplo intuitivo de este problema es
la aplicacion de la funcion sen(x) a una distribucion, ya que si los sigma
puntos iniciales quedan en los ceros de la funcién seno, la covarianza de

los sigma puntos finales es cero.

4.2 Minimizacion de funciones

Dada una funcion £{-) definida sobre un espacio U, se define su minimo global
del siguiente modo:

min f(x)=M & VxeU,M < f(x) (1)

argmin f(x) =X & VxeU, f(X)< f(x). (2)

Dada una funcién £{-) definida sobre una vecindad de tamano r,..x €n torno a
un punto x,, el minimo local de la funcién £{-) asociado al punto de partida x, dentro

de un radio ry4x se define del siguiente modo:

min f(x desde x, | 7,0 ) = M~ & Vre [0,r,, L Vx, [x—x|<r= M < f(x) (2)

x—x|<r=f(X)< f(x). Q)

argmin f(x desde x, |7, ) = X & Vre [0,r,,, | Vx,

En este trabajo, en los casos es que f{-) sea una funcién formada por una
suma de cuadrados, se usara el método iterativo Levenberg-Marquardt para
encontrar los minimos locales a menos que se especifique lo contrario. La suma
de cuadrados Ze’(x) se genera a partir de un vector de residuales e(x). Este
método usa el vector de residuales y su jacobiano para calcular una aproximacion
del minimo en cada iteracion. Un parametro A determina la importancia relativa
que se le da al jacobiano respecto al vector de residuales en cada iteracion. A
medida que A crece, el algoritmo converge al método del gradiente, y a medida
que A disminuye, el algoritmo converge a un método parabdlico. El valor de A se
va modificando en cada iteracién para lograr una convergencia rapida. EI método
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Levenberg-Marquardt que se programd funciona en cada iteracioén T del siguiente

modo:
=36 () =) e() (@
_ (de(x,)" de(x,) " de(x,)"
SUPr, = Xy ( dx dx + ﬂ’T[] e e(x;) (9)

_ supy,;, E(supr,) < E(x;)
™ Xr,  E(supr,) > E(x;)
_ [ 4710, E(sup;,,) < E(x;)
" A4, %10, E(supyy,) > E(xy).
Al minimizar una funcién usando métodos iterativos se logra llegar a un
minimo local en torno a un punto inicial xy dado. Los minimos locales que se

obtienen mediante un algoritmo iterativo se definen del siguiente modo:

xT+1 :q)(xT)vf(xTﬂ)Sf(xT) (8)
min(f (x) desde x,) = lim £(®" (x,)) ©)
arg min( f'(x) desde X, )= }flil;lo " (xo ). (10)

X

Una eleccién adecuada del punto inicial x, usado en el algoritmo iterativo
puede lograr que se encuentre el minimo global min fix). Para lograr esto, se
requiere que la distancia entre el punto inicial x, y el punto minimo global x* sea

menor que un cierto radio de convergencia &f,xo), el cual suele ser desconocido.

x" =argmin f(x) (11)

X

o =] < £(f,x) = min(£(x), x,) = £ (&) (12)

Otra propiedad interesante es que se puede calcular la derivada de argmin,

es decir, se puede calcular la derivada de una minimizacion. Este célculo requiere
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que la funcion de error tenga segunda derivada continua y es independiente del
método de minimizacidén que se use.

x"(a) = argmin{f (x,a)desde xo} (13)
xe RY,ae R" (14)
(if(x a)j =0 (15)
ox” ) Ix (@) Y
I lx (@).a) (xa(“)’“) =0,y (16)
X
% T
(_af(x;a»a)j 0, (1
X
Fy (X*(a)sa): 0 (18)
d *
_Fx(x (a)’a)ZON*M (19)
da
OF, , dx  OF,
Oy 58X %% _ ¢ 20
ox da " oa A (20)
Fox P iF =0, (1)
da
& __p e, (22)
da
d’f(x,a) d’f(x,a)
N ACL Ay AL L 23
A dx,dx ; XAG)) dx,da; (3)
di (arg min{f (x,a)desde x, }j =-F, Fy, (24)
a X

El problema de la expresion anterior es que los términos F,, y F,,
usualmente tienen una complejidad de calculo significativa, aunque en estos casos
pueden ser evaluados usando diferencias finitas con un nivel de precisién mas que
suficiente. Ademas, se requiere la condicion de que el Hessiano Fyx sea invertible.
Usar esta formula es mejor que repetir la minimizacion iterativa cambiando los

parametros para obtener la variacion del punto de convergencia, ya que esto
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ultimo requiere de una cantidad de tiempo inaceptable para aplicaciones en tiempo

real.

4.3 Representaciéon de posiciones y orientaciones en el
espacio tridimensional
Las definiciones que se realizaran a continuacion se refieren a objetos

matematicos definidos en el contexto de un espacio tridimensional, a menos que

se especifique lo contrario.

4.3.1 Punto tridimensional cartesiano

Es un objeto matemético de 3 componentes que permite especificar una
posicion en el espacio tridimensional respecto a un sistema de referencia

determinado.

a~Tl

Il
N X%

™

o

4.3.2 Matriz de covarianza de un punto tridimensional

Es un objeto matemético de 9 componentes (una matriz de 3x3) que se
puede usar como una medida de dispersion de la distribucién de probabilidad

asociada a un punto tridimensional.
C(X) = E{x - ECO))X - EX)) } C(X)e R, X :Q — R® (26)

La matriz de covarianza de un punto cartesiano permite especificar
completamente la incertidumbre de una posicion en el espacio tridimensional
cuando la distribucion es Gaussiana, caso en el cual la distribucion tiene la
maxima entropia posible para una covarianza dada. Una superficie de nivel de una
distribucién Gaussiana tridimensional corresponde a un elipsoide que indica la
incertidumbre del punto en las distintas direcciones (ver figura 1). Al aumentar los
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valores propios asociados a la matriz de covarianza, aumenta el tamafo del

elipsoide.

Figura 1: Gaussiana bidimensional y un elipsoide asociado a una Gaussiana tridimensional.

4.3.3 Punto tridimensional en coordenadas homogéneas

Es un objeto matematico de 4 componentes (X,Y,Z W) que permite
especificar una posicién en el espacio tridimensional respecto a un sistema de
referencia determinado. Usualmente se suele elegir W=1, aunque W puede tomar
cualquier valor en los numeros reales. Puede representar puntos en el infinito
cuando W=0; en este caso las tres componentes (X,Y,Z) indican la direccién del
punto en el infinito. Un punto en coordenadas homogéneas que no esté en el
infinito puede ser transformado en un Unico punto cartesiano usando la siguiente

transformacion:

X
v X /W
p = punédd p = Y/W | (27)
ZIw
w

Los puntos en coordenadas homogéneas se usan en geometria proyectiva
con un W arbitrario, y también se usan en robdética para representar posiciones en

el espacio usando W=1.
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4.3.4 Punto tridimensional con profundidad inversa

Es un objeto mateméatico de 6 componentes que permite especificar una
posicion en el espacio tridimensional respecto a un sistema de referencia
determinado. Se especifica un origen (x,y,z) y una direccibn en coordenadas
esféricas (p,6,¢), pero usando el inverso del radio en el vector. Es util para
representar puntos en el espacio observados por una cémara. Es posible

transformar entre punto con profundidad inversa y punto de forma inyectiva:

X X

Y Y X cos(@)cos(@)/ p

r= 71, p=punl| " ||=| v |+]| sin(@)cos(s)/ p (28)

P P2 sin(@)/ p

(7] e

¢ KA

—cos(@)cos(@)/ p> —sin(@)cos(@)/ p —cos(B)sin(@)/ p
dpzn(r_)= Iyy —sin(6)cos(9)/p*  cos(B)cos(9)/p  —sin(O)sin(9)/p | (29)
r

—sin(@)/ p* 0 cos(@)/ p

4.3.5 Matriz de covarianza de un punto tridimensional con
profundidad inversa

Es un objeto matematico de 36 componentes (una matriz de 6x6), es una

medida de la incertidumbre de un punto tridimensional con profundidad inversa.
C(X) = E{x - ECO)X —E(X)) } C(X)e R™, X :Q — R

La matriz de covarianza de un punto tridimensional con profundidad inversa
se puede usar para especificar completamente la incertidumbre asociada a una
distribucion Gaussiana en 6 dimensiones. Al ser proyectada la distribucion
gaussiana de 6 dimensiones en el espacio tridimensional, permite representar la
incertidumbre de un punto tridimensional mediante una distribucion que puede

tomar diversas formas entre un elipsoide y un cono, lo cual es Util para representar
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la incertidumbre en el espacio de un punto recién observado por una cadmara, ya

que dicha incertidumbre es altamente asimétrica (ver Figura 2).

Figura 2: Distribucion asimétrica asociada a un punto con profundidad inversa en el espacio

tridimensional. Puede variar entre un elipsoide y un cono.

4.3.6 Matriz de 3x3 (transformacién lineal)

Es un objeto matematico formado por nueve componentes reales que
permite especificar una transformacion lineal entre dos sistemas de referencia La
transformacién de rotacién es un caso particular de la transformacion lineal. Las
transformaciones lineales en su forma mas general pueden tener problemas de
ortogonalidad (transformar un sistema de ejes ortogonales en un sistema de ejes
no ortogonales) o de escala (relacionar dos sistemas de ejes con distinta escala),
lo cual es inconveniente para el modelamiento de sistemas fisicos. Las matrices
de 3x3 se pueden componer mediante una multiplicacion de derecha a izquierda.

Las matrices de 3x3 se pueden descomponer, usando una descomposicion
en valores singulares (SVD) en dos matrices ortonormales y tres cambios de

escala. La descomposicion en valores singulares tiene una complejidad de calculo

considerable.
d 0 0
M, = Upv' = R| 0 d, 0 |R, (30)
0 0 d,
R.,R, € R3X3’ R1R1T =15, RszT =1;, (31)
dy,d,,d; € Ry (32)
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Para estimar la rotacién asociada a una matriz de 3x3, basta eliminar el
efecto de los cambios de escala sobre la matriz [102], proceso que se denominara
reparacion SVD de la matriz (svdRep).

d 0 0

M,.=R|0 d, 0|R, >R= SVdRep(M3x3) =RR, (33)
0 0 d,

RR" = (Rle )(R1R2 )T = R1R2R2TR1T =1 (34)

4.3.7 Matriz homogénea (sin perspectiva)

Es un objeto matematico de 12 dimensiones que permite especificar una
transformacién afin entre dos sistemas de referencia. Una transformacion afin
corresponde a una transformacion lineal mas una traslacion. Si la transformacién
lineal corresponde a una rotacion, se dird que la transformacién es de rotacién-

traslacién.

(35)

My, My My 1y _ M, t
000 1

En el caso mas general, pueden tener problemas de ortogonalidad
(transformar un sistema de ejes ortogonales en un sistema de ejes no ortogonales)
y de escala (relacionar sistemas de ejes con distinta escala), lo cual es
inconveniente para el modelamiento de sistemas fisicos.

Una matriz homogénea puede transformarse en una matriz de rotacion-
traslacion realizando una reparacién SVD sobre la submatriz correspondiente a la
transformacién lineal. A este proceso se le denominarda reparaciéon SVD de la

matriz homogénea:
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M, t R t\ (svdR(M,.) t
H,,=| > "|—>svdRep(H,,,)= = W 36
bt (000 1) vdRep(H.s) (000 1) ( 000 1 0

4.3.8 Matriz de covarianza de una matriz homogénea

Es un objeto de 144 componentes que permite representar la incertidumbre
asociada a una matriz homogénea. Debido a que la matriz homogénea puede
representar transformaciones no ortogonales y cambios de escala, la covarianza
de una matriz homogénea puede representar la incertidumbre de la ortogonalidad
de los ejes o de la escala, lo cual es algo sumamente inconveniente para el
modelamiento de sistemas fisicos. Ademas, el problema de ortogonalidad de las
covarianzas de matrices homogéneas no puede ser resuelto mediante
normalizacién SVD; es decir, no existe forma de resolver este problema
manteniéndose dentro de esta representacion. Esto, sumado a la alta
dimensionalidad de estos objetos, hace que no sean candidatos apropiados para

representar la incertidumbre de una pose en el espacio.

4.3.9  Cuaternion®

Es un objeto matematico de 4 componentes que puede usarse para
representar rotaciones en el espacio. Se define como un tipo de nimero complejo
que corresponde a la suma de una componente real y tres componentes
imaginarias distintas entre si:

g=a+bi+ci+dk, k=ij=—ji, i’ =-1, j°=-1, k> =—1. (37)

También se puede usar una notacidn vectorial para el cuaternion:

® NGimero hipercomplejo introducido por W.R. Hamilton en [31]
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(38)

U o o

Se usara este tipo de notacién en adelante. Se cumplen las siguientes
propiedades:

a, a, aa, —bb,—cc,-dd,
b, b, a,b, +ba, +cd,—dc,

4= | = (39)
c c, a,c,—bd,+ca, +db,

d, d, a,d, +bc,—cb,+da,

a
g = conj(q) == b ||q||2 =q-g=a*+b*+c*+d* ¢ =”12 (40)
. p
—d
¢ q=qq" =1 (41)
q=|qle” = ||q||(cos€ +iTXsin @+ joLsin 6+ kL sin 6’} (42)
|| |7 ||

Todas las operaciones que se pueden realizar con los nUmeros complejos
se pueden realizar también con los cuaterniones. Una caracteristica importante de

los cuaterniones que se debe conocer es que su multiplicacion es asociativa pero
no conmutativa.

Un cuaternién se puede usar para representar una rotacion de angulo 6 en
torno a un eje unitario » si se define como:
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(ej
cos| —
2

. (6
nXsmE

_ j o] =1. (43)

|
{2)

n, si
Los vectores se pueden rotar de forma directa o0 inversa usando un

SRR SRS

cuaternion. Ambas operaciones de rotacion corresponden a una forma cuadratica
que se debe evaluar usando el cuaternién y tienen una complejidad numérica
similar. Para poder especificar rotaciones se definen a continuacion las funciones
rot (rotacion directa) y roti (rotacion inversa), las cuales usan la expresion (0,7, ;)

para indicar que se deben tomar las filas 2, 3 y 4 del cuaternion resultante para
formar un vector:

0 0
XR X
Xg X . 0 4
ve |=rotl 4. v ||, =q-| " |-q7, rot(q,p)=(01,;)q-| |7 | (44)
Vi y p
Zy z
Za z
0 0
x Xp
. X o X _ 4 (0
y |=roti| ¢, v | | =q -q. roti(q,p)=(0.1,,) ¢ +| |-q}|
y y p
z Zg
zZ zZ

Dada la identificacion de la funcion rot con la rotacién del vector p, se
cumplen las siguientes propiedades de composicion de la rotacion (ver
demostracion en el anexo):

rOt(Q1ar0t(Q2ap)):r0t(q1'%ap) (46)

rot(q, roti(q, p)) = rotlg - ™', p) = p (47)

38



roti(q, rot(q, p)) = rot(g™", rot(q, p)) = rotlg™ - g, p)=p (48)

a*+b*-c*-d? 2bc —ad 2bd +2ac
’”Of(q,p):R(CI)P, R(Q)Zﬁ 2bc+2ad a2 —bz +02 —d2 2cd —2ab (49)
+b*+c +
“ ¢ 2bd —2ac 2cd +2ab a’-b*-c*+d?
roti(q, p) = R" (q)p- (50)

Existe un problema denominado aliasing del cuaternion que consiste en que

existen infinitos cuaterniones que representan la misma rotacion. Este problema

se puede resolver parcialmente al normalizarlos, pero aun asi quedan dos

cuaterniones posibles, q y —q, que representan la misma rotacién. Una forma de

saber si q; y q, representan la misma rotacion es definiendo un producto punto de

cuaterniones.
<q1,q2>:a1a2 +bb, +cc, +dd, (51)
Se cumplen las siguientes relaciones.

||q1||||q2|| = igual rotacion, signos iguales
<‘I1s (I2> =9 ||q1||||q2|| = igual rotacion, signos opuestos (52)

otro caso = rotaciones distintas
<q1 , q2> > 0 = signosiguales (apuntan hacia el mismo semiespacio)

<q1, q2> < 0 = signos opuestos

(a.9) = lal

Los cuaterniones siempre representan rotaciones, es decir, nunca

representan transformaciones de un sistema ortogonal a otro no-ortogonal,

mientras que solamente algunas matrices de 3x3 no tienen propiedades

deformantes (las matrices de rotacion). Debido a esto, al usar cuaterniones se
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elimina la posibilidad de que la rotacién pueda distorsionarse al realizar calculos,
posibilidad que esta siempre presente al usar matrices.

4.3.10 Puntocuaternion’

Es un objeto matematico de 7 componentes, compuesto por un punto
de 3 dimensiones y un cuaternién de 4 dimensiones, que permite especificar una
pose de 6 dimensiones en el espacio respecto a un sistema de referencia
determinado. También permite especificar una transformacién de coordenadas
rotacion-traslacion entre dos sistemas; en estos sentidos, cumple una funcion
similar a la de las matrices homogéneas. Es posible transformar desde
puntocuaternion a matriz homogénea de forma inyectiva. Los puntocuaterniones
se pueden componer de forma cerrada mediante una multiplicacion de derecha a
izquierda. Los puntocuaterniones no distorsionan la forma de un conjunto de
puntos al transformarlos. Se usara la letra eta (77) para denotarlos porque es la
versidbn griega de la letra H, la cual es usada para denotar las matrices

homogéneas. De este modo, se hace explicita la relaciéon que existe entre ambas.

77:(x y z a b c d)T:(;j (53)

4.3.10.1 Multiplicacion de dos puntocuaterniones

La multiplicacion entre puntocuaterniones se define del siguiente modo:

’71"72:(ZlJ'(tsz(M[(%IZ)HIJ -
q, q, 9,49,

" Introducido en la presente tesis con el objetivo de poder representar la posicién y orientacién de

los landmarks rigidos en el espacio usando una representacion Unica.
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4.3.10.2 Grupo de los puntocuaterniones

El conjunto de todos los puntocuaterniones validos se denominara w.
W:{(x y z a b c d)TeEK7|a2+b2+cz+d2>O} (55)

Un puntocuaternién se considera valido cuando la traslacién y rotacion que
representa estan determinadas. Los puntocuaterniones no validos tienen la forma
(x,,2,0,0,0,0)".

Los puntocuaterniones W junto con la multiplicacion - forman un grupo, lo que
quiere decir que las reglas matematicas tipicas de la multiplicacién no conmutativa
(cierre, asociatividad, existencia de identidad e inversos) pueden ser usadas en los
célculos que los involucren, ya que siempre entregaran como resultado un

puntocuaternion valido (ver demostracion en el anexo).

También se pueden definir las potencias y raices de un puntocuaternion,

donde la expresidn R(q) representa la matriz de rotacién asociada al cuaternidon

(ver demostracion en el anexo).

el ((1 —R<q>)‘1zJ ( 0 j,((l—R(q»‘l r]l

0 = : ! : (56)
)

% — 771//»» (57)

No se definird una suma especial para los punto-cuaterniones. Se puede
usar la suma vectorial al considerarlos miembros de R’. Sin embargo, la
multiplicacion de puntocuaterniones no tiene propiedad distributiva sobre dicha
suma. Ademas, la suma vectorial de puntocuaterniones puede producir como

resultado un puntocuaternibn no vélido (que represente una rotacion
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indeterminada), por lo cual la suma no es una operacién cerrada en el espacio de
los puntocuaterniones validos. Ademas ocurre un tercer problema, que consiste en
que q y —q representan la misma rotacién, es decir hay aliasing en los valores de
g. Debido a esto, hay que reparar la suma y resta vectorial si los cuaterniones

involucrados tienen signos opuestos.

<771,772> = <Q1a%> =aa,+bb,+cc,+dd,
<771,772> > (0 = signosiguales (58)

<771,772> < 0 = signos opuestos

(h +1, } <771’772> >0

q9, tq,

mtn, = (59)
L+t
, (n,n,)<0
(%_%J <1 2>
t,—t
(ql_;} <771>772>>0
h—m= tl _tz (60)
1 2
, (7,1m,)<0
(ij )

Esto tiene una importancia fundamental en la etapa de correccion del filtro
de Kalman extendido que se explicara posteriormente (ver Capitulo 5).

4.3.10.3 Transformacion de coordenadas de un punto usando un

puntocuaternion

Se puede mover un punto usando el puntocuaternion de forma directa (mov)
o inversa (movi). Se wusa una normalizacion durante la aplicaciéon del
puntocuaternion para evitar que el médulo del cuaternién afecte el punto
resultante, lo cual resulta naturalmente al usar la operacion rot en la definicion. Se

puede apreciar que las férmulas del movimiento directo y el inverso son parecidas,
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y presentan una complejidad de calculo similar. Usando la operacion mov se puede
definir el producto de un puntocuaternion con un punto, de modo que se comporte

de un modo similar a una matriz homogénea:

mov((t} pj =rot(q, p)+1t (61)
q

movi((t} pj =roti(q, p—1t) (62)

q

movg;} pj = (0.1, ){q : (2) -q” } +1 (63)
movi({;} p] =(0,1,,, ){q1 : (po_ J : q} (64)

n-p=mov(1, p) (65)

Se cumplen las siguientes propiedades, las cuales indican que la propiedad
distributiva del producto de los puntocuaterniones se puede extender también a la

multiplicacion de un puntocuaternién y un punto:

n™ - p=mov(n™, p) = movi(1, p) (66)
(771‘772)'}7:771'(772']9) (67)
o m) p=m"-0"p) (68)

Se debe apreciar que la cantidad de operaciones necesarias para calcular
n-py n'-p soniguales, ya que en ambos casos se debe realizar una rotacion

de un vector usando un cuaternién mas una traslacion.

4.3.10.4 Transformacion de puntocuaternion a matriz homogénea

Se realiza la conversién del siguiente modo:
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1 0 0

t
Hn)=H ( ] =|rot| q,| 0 rot| q,| 1 rot| q,| 0 t (69)
1 0 0 1

a*+b*-c*-d? 2bc —2ad 2bd + 2ac
at+b*+ct+d? aP+bP+ct+dt aAP+bP+ct+d?

/ 2bc +2ad a’-b*+c*-d’ 2cd —2ab ;
H(U)ZH((qD: A+ +ct+d? A+ +P+dd A +b +F+d> T |(70)

2bd —2ac 2cd +2ab at-b*-c*+d? ;
A+b+t+d? A+ ++d A+ +lt+d
0 0 0 1

La operacién H() forma un homomorfismo entre los puntocuaterniones y las
matrices homogéneas, lo cual les permite compartir sus propiedades matematicas.
Ademas, la multiplicacion de un puntocuaternién con un punto (de la forma
definida arriba) produce el mismo efecto que la multiplicacién de la matriz
homogénea con el punto en coordenadas homogéneas. En las expresiones que

siguen a continuacion, se usa la expresion (I,, 0) para descartar la ultima

componente del punto resultante en coordenadas homogéneas:

H(771)H(772):H(771'772) (71)
n = o)Hm)(’f j (72
7771 P (13x3 O)H(ﬂ)l(]fj (73)

Se puede analizar el jacobiano de la multiplicacién entre un puntocuaternion

y un punto:

df(p) _(daf df df (74)
dp de dy dz

d

W CHo) (79
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d i\n,
v (77 p) = H3x3T(77) (76)
dp

g _(df d & 4 d d df (77)
dn dx dy dz da db dc dd
"l’"";g”p)=(1m Amp A4Amp AmMp A@p)e My, (78)

"l’"‘”;,(]”’p) = o Bp-1) Bp-1) Bip-1) B.p(p-1))e M, (79)

H((x y z a b c d)T):H((x Yy z ua ub uc ud)T)con u#0 (80)

H(O 0 0 a 0 0 0)=1,, conaz0 (81)

Las expresiones de las matrices de 3x3 4; y B; son muy complicadas y su

célculo es algo lento, pero pueden precalcularse para un 7 dado. En

consecuencia, las derivadas de rot(+) y roti() se pueden precalcular a partir de ¢

usando derivadas obtenidas a partir de la matriz de rotacion.

4.3.11 Matriz de covarianza de un puntocuaternion

Objeto matematico de 7x7 componentes, es una medida de la dispersion de

una distribucion de un puntocuaternién en un espacio de 7 dimensiones. En el

caso de que la distribucibn sea Gaussiana, representa completamente la

incertidumbre de una pose en el espacio (ver Figura 3).

Figura 3: Incertidumbre respecto de una pose, considera tanto incertidumbre respecto a la

posicion como a la orientacion.
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4.3.12 Razones que fundamentan la eleccion de los
puntocuaterniones para representar las poses

Los puntocuaterniones y las matrices homogéneas de rotacion-traslacion tienen
funcionalidades similares y operaciones equivalentes. La matriz homogénea es un
objeto mas versatili que el puntocuaternién, ya que puede representar
transformaciones mas generales que la rotacién y la traslacion. Debido a esto, la
conversiéon de puntocuaternion a matriz homogénea es directa y Unica; sin
embargo, la conversion de matriz homogénea a puntocuaternion no es directa ni
dnica.

Las principales ventajas del uso de los puntocuaterniones son las
siguientes:

e Los puntocuaterniones siempre representan transformaciones de tipo rotacion-
traslacion. En cambio las matrices homogéneas pueden contaminarse con
distorsion afin y cambio de escala.

e Los puntocuaterniones tienen s6lo 7 componentes, mientras que las matrices
homogéneas tienen 12. Al usar puntocuaterniones se logran matrices de
covarianza menores (7x7=49) que con una matriz homogénea (12x12 = 144).

e La propagacion de la incertidumbre de la distribucion es mas simple debido a
que la matriz homogénea debe ser sometida a reparaciones SVD en algunas
ocasiones (para eliminar la distorsién afin) y la propagaciéon de covarianza a
través de la reparacion SVD es un tema muy complicado de abordar (es muy
lento de calcular y genera un jacobiano de 12x12).

e lLa covarianza de una matriz homogénea puede contener covarianzas
relacionadas con la ortogonalidad de los ejes del sistema y con el cambio de
escala del sistema; este problema no puede ocurrir con los puntocuaterniones.

e El resultado de la aplicaciéon de la matriz homogénea sobre un punto se ve
afectado por la magnitud de las componentes de rotacibn de la matriz
homogénea, lo que puede generar efectos no deseados al calcular jacobianos
(amplificacién de las componentes de rotacion). Por otro lado, el resultado de
la aplicacion del puntocuaternion sobre un punto no se ve afectado por la

magnitud de las componentes de rotacion, ya que las operaciones mov y movi
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no se ven afectadas por variaciones en la magnitud del cuaternién. Esto se
puede expresar de un modo mas sencillo en términos matematicos.

4.3.13 Pixel en coordenadas de la imagen

Objeto matematico de 2 dimensiones. Especifica la posicion (a,b) de un
punto sobre una imagen. El significado geométrico de este objeto es dependiente
de los parametros intrinsecos (distancia focal, resolucién y coeficientes de
distorsién radial) de la camara.

4.3.14 Matriz de covarianza de un pixel en coordenadas de la imagen

Objeto matematico de 2x2 dimensiones. Especifica la incertidumbre en la
posicion de un punto en la imagen. El significado geométrico de este objeto es
dependiente de los parametros intrinsecos de la camara. Debido a que el error de
muestreo es independiente en los dos ejes de la imagen, no hay correlacién entre

esos errores y la matriz resulta ser diagonal.

4.3.15 Pixel en coordenadas normalizadas

Objeto matematico de 2 dimensiones. Especifica la orientacion (u,v) de un
rayo en el espacio que pasa por el centro de la camara, donde u representa la
tangente de la proyecciéon del rayo sobre el plano XY, y v tiene un significado
similar sobre el plano XZ. Esto se puede explicar de otro modo definiendo el pixel
en coordenadas normalizadas como el vector pendiente del rayo. En
consecuencia, este objeto tiene un significado geométrico directo. El rayo en
coordenadas normalizadas intersecta a la camara en un pixel en la imagen

proyectada, el cual esta especificado en coordenadas de la imagen, por lo que hay

47



una relacién univoca entre ambos que depende de los parametros intrinsecos de

la camara.

4.3.16 Matriz de covarianza de un pixel en coordenadas
normalizadas
Objeto matematico de 2x2 componentes. Representa la incertidumbre de la
orientacion de un rayo en el espacio que pasa por el centro de la camara. Debido
a que el error de muestreo es independiente en los dos ejes de la imagen, no hay

correlacién entre esos errores y la matriz resulta ser diagonal.

4.4 Geometria proyectiva

En este capitulo se tratardn temas relacionados con transformaciones de

coordenadas que relacionan puntos en el espacio y pixeles en la pantalla.

4.4.1 Sistemas de referencia usados en robotica movil y en vision
computacional
La convencion de ejes usados en robética mévil y en visibn computacional
son distintos (ver figura 4). Este es un hecho que se debe tener en consideracién

al trabajar en enfoques que relacionen ambas disciplinas. A continuacion se

explicaran las convenciones de ejes usadas en ambas.

z (arriba)
y (izquierda)

x (adelante) Z (adelante)

X (derecha)
¥ (abajo)
Figura 4: Convencion de ejes (x,y,z) usada en robdtica movil (figura de la

izquierda) y convencion de ejes (X,y,2) usada en vision computacional (figura de
la derecha)
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La relacion entre ambas convenciones de ejes es la siguiente.

X z X 0 0 1YXx
yi=|-X|ely|=|-1 0 0|y (83)
z -y z 0 -1 O\Z

Al ser éste un trabajo que abarca ambas disciplinas, es necesario el uso de
ambas convenciones de ejes en distintas partes del trabajo. El uso de una u otra
convencion de ejes quedara especificada por la especificacion o no del caracter

tilda (~) sobre las coordenadas.

4.4.2 Proyeccion

Una camara se puede representar basicamente como un paralelepipedo
con un pequefo agujero (un foco) a través del cual pueden entrar pequenos rayos
de luz que proyectan los objetos que estan fuera de la camara sobre la superficie
opuesta al agujero (pantalla). Este modelo de camara es denominado pinhole, y
corresponde al tipo de camara que se usaba para sacar las primeras fotografias.
La distancia entre el agujero y la imagen proyectada es llamada distancia focal, y
es representada usualmente con la letra /. Se puede colocar un sistema de ejes

X,Y,Z usando la convencién de ejes de robdtica movil.

Z
A

/ Y
Pantalla de >>
proyeccion Foco
Objeto que
- J
~ se proyecta

Distancia focal

Figura 5: Proyeccion real en una camara pinhole.
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Para poder simplificar los calculos, se puede colocar la imagen proyectada
delante del foco (a la misma distancia focal f). Esto se hace con el objetivo de
evitar la inversion de la figura. Se debe apreciar que las distancias en la imagen

proyectada son las mismas en ambos casos.

S

Pantalla de

proyeccion Objeto que

h se proyecta
Distancia focal

Figura 6: Proyeccion virtual en una camara pinhole.

Se puede analizar lo que sucede en los ejes X,Y y X,Z cuando se proyecta un

punto del espacio en la pantalla.

/0(x,y)

c
Foco » X

Pantalla

Figura 7: Proceso de proyeccion en el plano XY

En la Figura 7, la distancia focal es f (distancia entre el sensor y la pantalla)
y el punto (x, y) se proyecta en la posicién ¢ de la pantalla. Todas las variables

anteriores se miden en unidades métricas, salvo a que se mide en radianes.
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Se cumplen las siguientes relaciones:

Xziztana:u (84)

x f

u=2 (85)
X

La cantidad u corresponde a la tangente del rayo que sale de la camara
proyectado sobre el plano XY. Dicha cantidad u determina Unicamente al rayo vy,
con ello, al punto proyectado sobre el plano de la pantalla.

Al hacer el mismo analisis sobre el plano XZ se llega a conclusiones

similares:
Z
A /.(x,z)
d
Foco P » X
f
Pantalla
Figura 8: Proceso de proyeccion en el plano XZ
d
— = —=1tan ﬂ (86)
f
z
V=— (87)
X

Las cantidades (u,v) determinan un Unico rayo que sale de la camara, y
también indican el punto donde dicho rayo atraviesa la pantalla; («,v) corresponde
a las coordenadas normalizadas del rayo, se pueden intepretar como las
tangentes de los angulos que forma el rayo respecto a los planos XY y XZ.
También puede ser interpretado como el vector tangente del rayo. Tras haber
explicado las definiciones anteriores se puede dar una definicion de la proyeccidn

de un punto.
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La proyeccidon de un punto se define en este trabajo como un proceso que
permite obtener un pixel de 2 componentes (en coordenadas normalizadas) a
partir de un punto de 3 componentes y una pose para la camara
(puntocuaternién). Si se considera que el sistema de referencia es solidario a una
camara (bajo la convencion de ejes de robotica movil), las ecuaciones que

permiten obtener la proyeccién y sus derivadas son las siguientes:

X

u v/x
(VJ = proy,(p) = proy,| | ¥ || = ( ] (88)

z/x
z

_ 2
dproyl(p):( y/ix® 1/x O] (89)

dp —z/x* 0 1/x

La operacion proyi(+) representa una proyeccion sobre el eje x, y es usada
usualmente en roboética. También se definird proy,(-) como la proyeccion sobre el
eje y, y proys(+) como la proyeccién sobre el eje z, la ultima de las cuales es usada
en vision computacional. Cuando no se especifique cual de las tres se usa (es
decir, se indique sdélo proy), se entendera que se refiere a proy;.

u y/ix »
= proy,(p) = proy,| | ¥ || = (robdtica) (90)
v z/x
X
u x/y
( J = proy,(p) = proy;| | v || = ( J (91)
v zly
z
X
u x/z ., .
( J = proy,(p) = proy;| | y | |= ( / j (vision computacional) (92)
v z ylz
proy(p) = proy,(p) (93)
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Se pueden definir adicionalmente las funciones prmov(:) y prmovi(), las
cuales permiten obtener la proyeccién de un punto cuando la cdmara tiene poses

n‘l y M respectivamente.

prmov(n, p) = proy, (17 p) (94)
prmovi(n, p) = proy,(n”™" - p) (95)

44.3 Pixel en coordenadas homogéneas de la imagen

Objeto matematico de 3 dimensiones. Especifica la posicién (4,B,C) de un
punto sobre una imagen. También puede representar un punto en la imagen al
infinito cuando C=0. Este objeto es dependiente de los pardmetros intrinsecos de
la cdmara. Puede ser transformado a un pixel en coordenadas de la imagen

mediante la siguiente transformacion.

y

a B A/C (96)
= pro =

p) PN v

4.4.4 Pixel en coordenadas homogéneas normalizadas

Objeto matematico de 3 dimensiones. Especifica la orientacién (U,V,W) de
un rayo en el espacio que pasa por el centro de la cdmara. También puede
representar una orientacion paralela al plano de la imagen cuando W=0. Este
objeto es independiente de los parametros intrinsecos de la camara. Puede ser
transformado a un pixel en coordenadas normalizadas mediante la siguiente

transformacién.

U

u ” U/w o
= pro =

y) PN VIW
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445 Recta en coordenadas homogéneas de la imagen

Objeto matematico de 3 dimensiones. Se suele usar en geometria
proyectiva para representar una recta contenida en la pantalla formada por pixeles
en coordenadas homogéneas de la imagen. La recta obtenida a partir de los
parametros (4, Br, Cr) se define del siguiente modo:

Ay 4 A, 4
recta|| B, ||=4| B || | By |®*| B|=0 (98)
Cy C C, C

4.4.6 Recta en coordenadas homogéneas normalizadas

Objeto matematico de 3 dimensiones. Se suele usar en geometria
proyectiva para representar una recta contenida en la pantalla formada por pixeles
en coordenadas homogéneas normalizadas. La recta obtenida a partir de los

parametros (Ug, Vz, Wr) se define del siguiente modo:

U, U U, U
recta| | Vo || =<V || | Vi |®|V |=0 (99)
W, w w.,) \W

4.4.7 Matriz de parametros intrinsecos de una camara pinhole

Es una matriz que contiene de los parametros intrinsecos de una camara
pinhole (las distancias focales en pixeles), los cuales dependen de la resolucion
de la camara y el campo de visién. Permite transformar un pixel en coordenadas

homogéneas normalizadas a coordenadas homogéneas en la imagen y viceversa.

A Ju.pix 0 Aepy (U
B|= 0 S bewy |V (100)
C 0 0 1 w
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fU ,PIX O aC

P= 0 fV,PIX be (101)
0 0 1
res, /2
= UV = 102
S tan(FOV,, /2) 102)
res, 2
fY,P]X = - (103)

tan(FOV, /2)

En las ecuaciones anteriores, fu.rix Y fr.px SON las distancias focales de la
camara en pixeles, resy y resy corresponden a la resolucién de la imagen en el eje
Uy V,y FOVy y FOVy corresponden a la apertura visual de la camara (en
radianes) en los ejes U y V. Los parametros acgy Y bcenv corresponden al punto
central de la imagen, y usualmente son iguales a la mitad de la resolucién en cada

eje de la imagen.

4.4.8 Matriz de parametros extrinsecos de una camara

Es una matriz que indica los parametros extrinsecos de una camara, que
son basicamente orientacién y posicidbn de la camara en el espacio. Permite
transformar las coordenadas homogéneas de un punto en el espacio (convencion
de ejes usada en vision computacional) a coordenadas homogéneas normalizadas
de un pixel. La matriz de parametros extrinsecos se forma simplemente
concatenando la rotacion y traslacién que lleva el sistema de referencia de la
camara al sistema de referencia global. Se debe notar que esta matriz se puede

construir para cualquier modelo de camara.

=1

(104)

— N2

K=(R 1) (105)
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449 Matriz de calibracion de una camara

Es una matriz que se forma al multiplicar las matrices de pardmetros
intrinsecos y extrinsecos de la camara. Permite transformar un punto en el espacio
(en coordenadas homogéneas bajo la convencion de ejes de vision

computacional) a coordenadas normalizadas de un pixel en la imagen.

fU,PIX 0 ac
C=PK=| 0 fr bc|R 1) (106)
0 0 1
X
A -
Bl=c” (107)
z
C
1

4.5 Estimacion robusta de parametros

La estimacién robusta de parametros corresponde a un conjunto de
metodologias que buscan estimar los parametros de una relacidbn o funcion
matematica que representan adecuadamente un conjunto de datos, suponiendo
que esos datos estan contaminados con outliers (datos aleatorios que no
pertenecen a la funcién buscada). Hay varios enfoques que se pueden adoptar
para resolver este problema, siendo los principales la transformada de Hough,
RANSAC y los M-estimadores.

Consideremos una relacién matematica /' que dependa de un vector de
variables xe R* y de un vector de pardmetros #< R" . La relacion matematica f'se

puede escribir del siguiente modo:

f(x,0)=0,, (108)

En consecuencia, para cada par de datos y restricciones (x,6) posibles hay
F restricciones que relacionan ambos datos.

56



Consideremos el caso donde existen los siguientes datos, dados por un
conjunto D:

D={x,e R*,i=1.N} (109)

El conjunto D esta compuesto de datos correctos o inliers (que pueden ser
representados mediante un mismo parametro en comun 6) y datos incorrectos o
outliers (que no pueden ser representados mediante el parametro comdn 6).
Existen varias metodologias que permiten obtener como resultado el parametro u
a pesar de que los datos estan contaminados con outliers. Dichas metodologias
son denominadas técnicas de estimacion robusta de parametros. Dentro de dichas
metodologias existen tres familias de métodos utilizadas en esta tesis, las cuales

detallan a continuacion:

4.5.1 Transformada Hough

La transformada Hough [2] es un método que verifica todos los parametros
posibles para encontrar el éptimo. Se define una funcion C(x), la cual es un

generador del conjunto de parametros compatibles con un dato x.

C(x)={0e R" | f(x,0)=0,,} (110)

Si todos los datos son inliers, el set de parametros comunes puede
obtenerse como la interseccién de los conjuntos compatibles con cada dato. En
otras palabras, la solucion es el conjunto de parametros que es compatible con

todos los datos al mismo tiempo.

C(x,)NC(x,)N...nC(x,) = {6} (111)
En el caso de que existan outliers, se puede generar un sistema basado en
votaciones. Inicialmente se genera con un espacio denominado espacio de Hough,

el cual tiene la misma dimensionalidad que el espacio de los parametros y parte
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inicializado con un valor de cero sobre todo el espacio. Cada dato x genera un
conjunto de parametros compatibles C(x) y se agrega un voto a todos los
parametros compatibles dentro del espacio de Hough. Al repetir el proceso con
todos los datos, los parametros que son compatibles con una gran cantidad de
datos obtienen una votacién alta en el espacio de Hough. En consecuencia,
buscando parametros en el espacio de Hough que tengan una alta votacion se
pueden encontrar los parametros correspondientes a los inliers contenidos en los
datos. Sin embargo, la cantidad de parametros por los cuales se debe votar para
cada dato crece exponencialmente con la dimensionalidad de C(x), que es igual
al numero de parametros U menos el numero de restricciones F. En consecuencia,
este método sélo funciona eficientemente para dimensionalidades bajas del vector
de parametros. El generar restricciones extras a partir de un analisis cuidadoso del
problema favorece la eficiencia de este método [2].

4.5.2 RANSAC

En este método se crean subconjuntos de datos denominados muestras
minimas [23]. Cada muestra minima M; esta compuesta por un conjunto de datos
elegidos al azar, los cuales permiten fijar un Unico parametro u que se denomina la
hipétesis H; obtenida a partir de M;. Como los parametros son de dimensionalidad
U, y existen F ecuaciones disponibles para cada dato, el agregar un dato a la
muestra minima permite especificar F restricciones. Para definir una muestra
minima se deben fijar los U parametros, por lo cual se necesitan L=U/F datos para
poder generar una muestra minima, redondeando dicha cantidad hacia el entero

superior. Una muestra minima tiene la siguiente expresion:

M, ={x,,x,,...,x,} (112)

Donde la dimensionalidad de la muestra minima es:

L=[U/F] (113)
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En el caso de que una muestra minima esté compuesta solamente por
inliers, se dira que esa muestra minima es un inlier. Dada la probabilidad p de que
un elemento de los datos sea un inlier, la probabilidad P de que la muestra sea un
inlier es la siguiente:

P=p" (114)

De la expresion anterior se puede apreciar que la probabilidad P de que la
muestra minima sea un inlier disminuye exponencialmente con la dimensionalidad
L de la muestra minima. A su vez, dicha dimensionalidad L es proporcional a la
dimensionalidad P de los parametros. En consecuencia, para problemas donde los
vectores de parametros tienen dimensionalidad alta, es muy poco probable que
una muestra sea un inlier, por lo cual la efectividad de RANSAC disminuye con la
dimensionalidad del espacio de los parametros.

EL método RANSAC [23] se basa en elegir muestras minimas al azar para
obtener hipétesis H.. Estas hipétesis son verificadas contra todos los datos para
evaluar el consenso de la hipétesis, el cual corresponde a la cantidad de datos
que son compatibles con H,. Si el consenso sobrepasa un umbral, significa que la
hipotesis M; representa adecuadamente los datos, por lo cual se acepta como el
vector de parametros correcto que representa a los inliers. Existen muchas
variantes de RANSAC, las cuales se diferencian por la forma de elegir los datos
para formar las muestras minimas [10], por la forma de evaluar el consenso de la
muestra minima [95] y por el orden en el cual se evaltuan las hipétesis [11][73], ya
que en algunos métodos se generan varias hipotesis de forma paralela y se
descartan progresivamente al ir evaluando si son compatibles con los datos.

4.5.3 M-estimadores

Los M-estimadores corresponden a un enfoque tedrico de la estimacién
robusta mas que a una metodologia debido a que su solucién es un problema de
optimizacion global multimodal [37], aunque pueden ser usados en la practica para

mejorar la estimacion inicial lograda usando la transformada Hough o RANSAC.
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Los M-estimadores estdn basados en la minimizacién de una funcion de error
formada por una suma de errores elementales.

0= arg min(zn:p(xi, 49)] (115)

4 i=1

El error cuadratico aumenta mucho al agregar un outlier, ya que el nuevo
término de error cuadréatico que se genera amplifica mucho el efecto del error total.
La funcién de error p(x;,6) puede ser elegida para atenuar el efecto que provocan
los outliers sobre la solucién final al dar mayor importancia a los errores pequenos
que representan de mejor forma los parametros que se desean estimar. Ejemplos
de funciones de error robustas a outliers son el valor absoluto del error, el error de
Huber (que se comporta como un error cuadratico para errores pequenos y como

un valor absoluto para errores mayores) y el error bicuadratico de Tukey.

El valor absoluto del error (LMS): p(x;,60) = ||f(xl., 6’)” (116)

(117)

2
El error de Huber: p(x,,6) = { |G /2 paray < c}
c

(/o -e/2) paralx > e

2\2

b
El error bicuadratico de Tukey: p(x,,6) = x(l - c_z

0 para |x| >c

para|x| <c (118)

La funcion p(x;,0) puede ser transformada a una forma cuadratica que puede
ser minimizada usando el algoritmo de minimizacidén iterativa Levenberg-

Marquardt, lo cual permite una convergencia rapida.

O-(xne):\/p(xna) (119)

6 =arg min(i o’ (x,, H)J (120)
0

i=1
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4.6 Algoritmo de los 3 puntos

El algoritmo de los tres puntos [33] tiene como objetivo encontrar la pose de
un tridngulo en el espacio a partir de las proyecciones del tridngulo en un plano.
Dados los lados a,b,c de un triangulo A,B,C y los pixeles P,Q,R que corresponden
a las proyecciones del triangulo, encuentra cuatro posibles tridngulos en el espacio
que son compatibles con los datos entregados. A continuacién se define el
procedimiento alg3p v1( ), el cual recibe tres proyecciones y los lados de un
triangulo, y entrega cuatro posibles tripletas de puntos, cada una de las cuales
indica la posicion de los puntos del tridngulo en el espacio:

(A[1...4],B[1...4],C[1...4]) = alg3p vi(a,b,c,P,0,R)
a = |Bli1- C[i]|,b = | 4[i1- C[i]|,c = | 4[i]1- B[] (121)
P = proy(A[i]), Q = proy(B[i]), R = proy(Cl[i]).

:‘v’izl..4,{

El algoritmo de los 3 puntos se basa en aplicar la ley de los cosenos a los
angulos a, B, y que se forman al considerar los triangulos BOC, COA, AOB (con la
letra O representando el origen del sistema de coordenadas). La ley de los
cosenos permite calcular la distancia a los puntos del tridangulo, y las proyecciones
P,Q,R permiten calcular la direccion de los puntos [33]:

5, =|dls, =B, =[] (122)
s, +s," —2s,5, cosa =a’ (123)
s +s,° —2s,5,c08 f=b’ (124)
sl2 + s22 —2s,5,c08 Y =c" (125)
= s/[1..4], s,[1..4], s,[1.4] (126)

= A[l..4]=s,[1..4]1* 4, B[l..4]=s,[1..4]1*B, C[l..4]=s,[1..4]1*C (127)

El algoritmo se puede reescribir del siguiente modo: dadas las proyecciones

P,O,R y puntos iniciales 4,B,C, encontrar la transformacién n que permite que los
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puntos 4,B,C se proyecten en P,Q,R. Para esto se explicarda una forma que permita

encontrar la transformacién entre 3 correspondencias de puntos 4-4’, B-B’, C-C'.

p Py Py A

H,(4,B,C)=
r( )(o 0 0 1

} p=B-4, p,=C—-4, p, :pT_ﬁl(ﬁl .pT)’ Ps =[A71X132(128)

La transformacién Hy corresponde a un sistema de coordenadas solidario a
los puntos (4,B,C), centrado en el punto A, apuntando hacia el eje B y a cuya
izquierda se encuentra el punto C. Al ser solidario a los puntos, se cumple la
siguiente propiedad:

R t\\B-4 C—4 D-A4 4
MH ,(A4,B,C) = (129)
000 1\ 0 0 0 1
_(R(B—4) R(C-4) R(D-A4) RA+t (130)
Lo 0 0 1
RB+t—(RA+t) RC+t—(RA+t) RD+t—(RA+t) RA+t¢
= (131)
0 0 0 1
_(MB-MA MC-MA MD-MA MA 132)
- 0 0 0 1
= H,(MA, MB, MC) (133)
MH ,(A,B,C) = H,.(MA, MB, MC) (134)
M = H,(MA,MB,MC)H,(4,B,C)” (135)

Esta propiedad se puede usar para encontrar la transformacién que lleva
los puntos 4, B’, C’ alos puntos 4, B, C:

(A'[1..4],B'[1...4],C'[1...4]) = alg5p v1(a,b,c,P,0,R) (136)
A=HI[i]A'[il, B=H[iIB'[i]l, C=H[IC'[i],i=1.4 (137)
H,(H[i14'[i], H[{1B'[i], H[{]C'[i1)= H,(4,B,C), i =1..4 (138)
H[iH (A'[i],B'[i1,C'[i])= H,(4,B,C), i=1.4 (139)
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H[.1=H,(4,B,C)H, (4]..]1,B'[..]1,C'[...1) = 5[1...4] (140)

En consecuencia, la segunda version del algoritmo de los 3 puntos se
define del siguiente modo:

alg3p v2(4,B,C,P,0,R): (141)
ea=|B-C|b=|4A-C|,c=|4-B| (142)
°(A'[1..4],B'[1..4],C'[1..4]) = alg3p_v1(a,b,c, P,O,R) (143)
e H[1..41=H,(4,B,C)H (A'[1..4],B'[1..4],C'[1..4])" = 7[1..4] (144)

Se puede apreciar que cada 7 es una transformacion que lleva los puntos
A, B, C a aquellos que generan las proyecciones P, Q, R. Hay cuatro posibles

transformaciones que cumplen esta condicion.

= P = proy(n[1..4]- A), O = proy(y[1...4]- B), R = proy(n[l1..4]-C) (145)

Se puede apreciar que el algoritmo de los 3 puntos versiéon 2 entrega 4
soluciones, de las cuales s6lo una es util. Para resolver al ambigiedad, se puede
usar una cuarta correspondencia D-D’ para encontrar el 77 que genera el menor
error de transformacion. Se usara la notacion alg3p( ), que es la definitiva, para
representar la version del algoritmo que resuelve la ambigliedad usando un cuarto

punto, la cual es denominada algoritmo de 3+1 puntos:

1, =alg3p_v2(4,B,C,P,Q,R)i], i=1,..4 (146)

alg3p(4, B,C, D, P,Q,R,S) = argmin(|proy(y, - D) - 5| (147)
1

1 =alg3p(4,B,C,D,P,Q,R,S) (148)

= P = proy(n- A), O = proy(n- B), R= proy(n-C), S = proy(n-D). (149
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5 SLAM visual basado en landmarks tridimensionales
rigidos

5.1 Descripcion del sistema

El sistema de SLAM visual basado en landmarks tridimensionales rigidos,
esta inspirado en el sistema MonoSLAM [17] de Andrew Davison. En el sistema
MonoSLAM se usa un estimador de estado EKF para poder generar una
estimacion de la posicion y orientacion de una cdmara moévil, ademas de un mapa
formado por landmarks puntuales, los cuales pueden ser representados por

puntos normales o por puntos con profundidad inversa.

5.2 Formulacidén de los pasos del algoritmo

El algoritmo SLAM desarrollado consta de las siguientes etapas: deteccion
de descriptores SURF; generacién de correspondencias entre los descriptores
SURF de la imagen y los landmarks punto, landmarks con profundidad inversa y
landmarks rigidos en la imagen; etapa de prediccion del filtro EKF; etapa de
actualizacién del filtro EKF; normalizacién de los cuaterniones; colapso de
landmarks con profundidad inversa; colapso de los landmarks punto en landmarks
rigidos; generacién de los landmarks con distancia inversa y eliminacion de
landmarks con distancia inversa. A continuacién se describen las etapas

sefnaladas.

1. Deteccion de descriptores SURF: Un conjunto de descriptores SURF es
detectado en la imagen actual y transformado a coordenadas normalizadas
como se indica en la Seccién 4.4.7

2. Generacion de correspondencias entre los descriptores SURF de la imagen

y los landmarks punto, landmarks con profundidad inversa y landmarks

rigidos: Se generan correspondencias entre los descriptores de la imagen
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actual y los elementos del mapa usando el sistema L&R, como se explica

en la Seccion 5.8.

3. Etapa de prediccion EKF: El estado x; y la matriz de covarianza del estado
P, se actualizan usando el procedimiento EKF estandar [99]. La

actualizacién se detalla en la Seccién 5.3.
4. Etapa de actualizacion EKF: El modelo de observacion se usa para corregir
el estado del sistema y su covarianza usando la diferencia entre la

observacién real y la esperada.

Como es usual, la innovacion y;, y su covarianza S; se calculan del siguiente

modo:
Yi=z, —H, -x; (150)
S,=H,-P -H +R,. (151)

Se deben considerar cuatro casos distintos para el célculo de la innovacion:

o En el caso de los landmark punto, z, H; y Rk se calculan segun las
ecuaciones (136) y (137)

o En el caso de los landmarks con profundidad inversa, z,, H; y Rk se
calculan segun las ecuaciones (138) y (139).

o En el caso de los landmarks rigidos, z, H; y Rk se calculan segun las
ecuaciones (144), (148) y (149).

o En el caso de que una observacién virtual no se pueda generar
debido a que no se observan suficientes puntos del cuerpo, las
observaciones individuales de los puntos del cuerpo se pueden usar
en la correccion. En este caso, z, H; y Rk se calculan segun las
ecuaciones (153), (154) y (155).

La correccion se puede realizar de un modo rapido mediante el

procedimiento detallado en la Seccién 5.9.
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Normalizacion de los cuaterniones: Se aplica una funcién de normalizacion
al estado del sistema que deja los cuaterniones con valor absoluto igual a
uno. Al ser una transformacién aplicada a la distribucién de probabilidad
que representa el estado del sistema, se usa el método de propagacion de

la incertidumbre para obtener una matriz de covarianza consistente.

Colapso de los landmarks con profundidad inversa: Los landmarks con
profundidad inversa usan 6 componentes del estado. Pueden ser
transformados en un landmark punto de 3 componentes cuando la
incertidumbre del punto resultante puede ser aproximada apropiadamente

por una Gaussiana. Este proceso se detalla en la Seccién 5.10.

Colapso de los landmarks punto en landmarks rigidos: La matriz de
covarianza es analizada para evaluar si existe un conjunto de landmarks
punto que puedan ser colapsados en un landmark rigido con poca pérdida
de informacién. En este caso, se realiza un cambio de representacion. Este

proceso se detalla en la Seccion 5.11

Generacion de landmarks con distancia inversa: Los descriptores obtenidos
a partir de la imagen actual que no corresponden a ninguno de los
landmarks existentes en el mapa se pueden usar para generar nuevos
landmarks. Este procedimiento se detalla en la Seccién 5.8 y en [12].

Eliminacion de landmarks con distancia inversa: Los landmarks nuevos
deben ser observados durante una cierta cantidad de frames para ser
confirmados. Si el numero de frames que un landmark no es observado en
esta etapa inicial supera un cierto umbral, dicho landmark es eliminado.

Este procedimiento se detalla en la Seccién 5.8.
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5.3 Estimacion del estado del sistema

El estado del sistema contiene:

1. El estado de la cdmara. Estd formado por un puntocuaternidén e aups =
(tcammaras qeammara) QUE representa la pose de la camara, y dos vectores
veammara Y Ocammarsa Que representan la velocidad lineal y angular
respectivamente.

2. El estado de los landmarks, representado cOmo xnparks-

Se usa un filtro EKF con covarianza completa para estimar el estado del

sistema. Las ecuaciones que describen al sistema son las siguientes:

Learvt-mapa Leavt-mapa T (VCAM—MAPA + nV(k)) - At

cav-mara | _ quat((a)CAM—MAPA+”W(k))At)'QCAM—MAPA (152)

Seamara = N
Veam-mara Veav—mara T My k)

W yp1-p1apa Ocapi-mara T My (k)

con

cos||v/ 2||
Ve .

—Xsm"v/ 2||
Iv]
Vy
Iv]
v, .

—Zsm”v/ 2||

[

quat(v) = (153)

sin”v / 2||

Ry ey ~ N(0,F,), My ey ~ N(0, B, ). (154)
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La covarianza completa es necesaria en el caso de una sola camara debido
a que la escala del mapa esta indeterminada. Sin covarianza completa no es
posible la propagacién de informacion necesaria para converger a una escala
global para el mapa, ya que cada observacion de un punto entrega soélo
informacion angular y no de distancia (cada par robot-landmark no tiene
observabilidad completa). Debido a que la escala entre el mapa obtenido y el
mundo real converge a una cantidad arbitraria, se puede llegar a una escala
negativa, la cual produce un mundo reflejado con la camara sin reflejar, lo cual es
un resultado coherente pero poco deseable. Este problema se puede solucionar
en la practica eligiendo condiciones iniciales apropiadas al inicializar un landmark.

El uso de landmarks tridimensionales permite obtener observaciones que
entregan informacién sobre distancias, lo cual podria permitir tratarlos de un modo
distinto (no considerar sus covarianzas cruzadas, ya que tienen observabilidad
completa). Esto permitiria acelerar enormemente el SLAM dar la posibilidad de
usar una mayor cantidad de landmarks, ya que se elimina la restriccion O(N?) que
imponen las covarianzas cruzadas cambiandola por una O(M>?+N), donde M es el
namero de landmarks-punto y N es el numero de landmarks tridimensionales, el

cual puede llegar a ser enorme sin dar problemas de velocidad o almacenamiento.

5.4 Propagacion de la incertidumbre y obtencion de las
matrices de covarianza

Debido a que existen estructuras con limitaciones de rango (angulos,
cuaterniones) se usaran jacobianos para propagar la incertidumbre de la
distribucién y obtener la nueva matriz de covarianza. Se podria probar la
propagacion usando transformada unscented [39], pero queda abierta la
posibilidad de que los sigmapuntos obtenidos sean, en algunos casos, objetos
matematicos no coherentes debido al aliasing que presentan los cuaterniones, y a
la necesidad de mantenerlos normalizados. Se usan calculos parciales de
jacobianos exactos y regla de la cadena (multiplicacién de jacobianos) para todas
las propagaciones de covarianza que se necesitan, excepto aquellas que
involucran calculos iterativos forzosamente.
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X ~ N(m,C) = f(X)~N(f(m), FCF") (155)
o

dx |x:m

(156)

En algunos casos, sélo algunas variables son afectadas por la
transformacién. Si el estado x se divide en variables involucradas A4 y variables no

involucradas B, el procedimiento de propagacion de incertidumbre es el siguiente.

o=l e &) o
B my J\Cpy Cpp

FC, £ F, FC
— f(X) =(fAl(;A)j N N((fAI;MA)}( a A;?TT c ABJJ (158)

o @

(159)
da la= m,

En el caso en que las variables involucradas y no involucradas estén
mezcladas en distintas posiciones en el vector de estado, deben reordenarse de
tal modo que se pueda aplicar el proceso anterior. Una vez obtenidas las nuevas
covarianzas, los elementos de las matrices de covarianza deben devolverse a su

orden original.

5.5 Tipos de landmarks

5.5.1 Landmark punto

Es un landmark que corresponde a una estructura puntual en el mundo real.
Se representa en el sistema mediante un punto (x,y,z), referida al sistema de
referencia global. Se puede aproximar la observacion del landmark real usando la
proyeccién del punto.
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5.5.2 Landmark punto con profundidad inversa

Es un landmark que corresponde a una estructura puntual en el mundo real.
Se representa en el sistema mediante un punto con profundidad inversa
(x,,2,p,0,0) [12], referido al sistema de referencia global. Se puede aproximar la

observacién del landmark real usando la proyeccion del punto equivalente.

5.5.3 Landmark rigido

Es un landmark que corresponde a la pose (posicion y orientacion) de una
estructura tridimensional en el mundo real. Corresponde a un cuerpo rigido (rigid
body landmark) que tiene una cierta posicidn y orientacidén en el espacio. El cuerpo
rigido esta formado por puntos, los cuales se denominaran body points o puntos
del cuerpo del landmark. Se representa en el sistema mediante una pose
codificada usando un puntocuaternion (x,y,z,a,b,c,d)T referido al sistema de
referencia global, y un conjunto de puntos del cuerpo (Il,...,/1y) referidos al
sistema de referencia del landmark rigido. Los puntos del cuerpo, al estar referidos
al sistema del landmark rigido, se mantienen constantes en el tiempo aunque la
pose del landmark rigido se modifique. A partir de las proyecciones de los puntos
del cuerpo sobre la cdmara se puede estimar la pose del landmark tridimensional
relativa a la camara, la cual se usa como una observacion virtual del landmark.

Un conjunto de landmarks-punto se puede colapsar en un landmark
tridimensional. Este proceso produce pérdida de informaciéon (covarianzas
cruzadas) debido a que se pierde la relacion individual de cada landmark punto
con el resto de los landmarks (covarianzas cruzadas), ya que dicho landmark
punto pasa a ser un punto del cuerpo del landmark tridimensional. Como resultado
del proceso, se obtiene un puntocuaternion que representa al landmark
tridimensional y el conjunto de puntos del cuerpo.

Se puede observar que todos los landmarks usados tienen significados
geométricos facilmente comprensibles (posiciones o poses), lo cual es una

caracteristica necesaria para el mapa obtenido.
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5.6 Observacion de landmarks

Los landmarks puntuales corresponden a estructuras puntuales visualmente
salientes en el mundo real. Para detectarlos se usan descriptores SURF, los
cuales estan basados en convoluciones con funciones rectangulares, lo cual
permite una enorme velocidad de calculo usando imagenes integrales. Sin
embargo, al usar rectangulos para detectar los puntos de interés, genera algunos
puntos que corresponden a lineas en la imagen, lo cual no sucederia si se usaran
filtros Gaussianos. Los puntos de interés sobre lineas son poco deseables debido
a que suelen moverse entre frames consecutivos, ya que pueden aparecer en
distintas zonas de una misma linea; es decir, su posicion es poco repetible. Para
eliminar este tipo de puntos se aplica un filtro de Harris localmente en cada punto,
lo cual es mas rapido que aplicar el filtro de Harris sobre toda la imagen. Los pixels
que generan valores negativos al ser filtrados usando Harris suelen corresponder
a puntos ubicados sobre lineas y son eliminados. El test basado en Harris puede
aplicarse después de realizar un descarte de los descriptores mediante asociacién
de datos, lo cual permite que se pueda aplicar de forma muy rapida.

Las observaciones, que corresponden a los puntos de interés detectados,
son comparadas con las observaciones estimadas que son generadas
proyectando puntos tridimensionales /; que corresponden a landmarks punto,
landmarks con profundidad inversa o landmarks rigidos en las coordenadas de los

pixeles®:

N = proslsnn” 1)
v =h, = proyWeprsars 1 (160)

Los pixeles en coordenadas normalizadas son llevados a pixeles en
coordenadas de la imagen con el objetivo de ser procesados por el sistema de
asociacion de datos, el cual trabaja en el dominio de la imagen. Los pixeles en

coordenadas de la imagen se obtienen usando la distancia focal en x e y:
x u-distFoc,
= ' 161
v v-distFoc, (el)

® La funcién de proyeccion proy( ) se define como proy(x,y,z) = (v/x,z/x) en la Seccién 4.4
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En el caso de los landmarks punto, los puntos a proyectar son aquellos que
definen el landmark (p;). En el caso de los landmarks rigidos, los puntos a
proyectar son los puntos del cuerpo del landmark, cuya posicidén esta dada por p; =
m “IL; + t1y, donde 7.y corresponde al puntocuaternién que indica la pose del
landmark rigido.

Finalmente, en el caso de los landmarks con profundidad inversa, las
coordenadas de los puntos a proyectar estan dados por:

X; cos(¢@.)cos(8,)
[,=|y, |+—| cos(¢)sin(b,) (162)
=) Pl singg)

El modelo plano es detectado en el conjunto de descriptores obtenidos de la
imagen mediante la busqueda de una transformacién de semejanza que relacione
ambos conjuntos de descriptores. La transformacion de semejanza es calculada
usando el sistema de deteccidon de imagenes L&R [49][50], el cual usa una
transformada Hough y varias etapas para rechazar transformaciones incorrectas.
Aquellas transformaciones con escala o traslacion excesivas son rechazadas. Un
test chi-cuadrado se realiza para eliminar falsas detecciones que hayan podido
sobrevivir a las etapas de descarte. Para los landmarks rigidos, se usan matrices
de covarianza S de tamafno 7x7, mientras que para los landmarks puntuales se
usan matrices de 2x2. La etapa de busqueda de transformaciones de semejanza
se puede relajar cuando la camara se pierde.

Este sistema no usa tracking de puntos sino deteccién de los landmarks en
cada frame. En consecuencia, el problema del loop closure® se resuelve

naturalmente cuando se encuentran descriptores antiguos.

o Loop closure se refiere al evento que ocurre cuando el robot entra en una zona ya conocida.
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5.7 Funciones de observacion

5.7.1 Funciones de observacion relacionadas con la camara
primaria
Un landmark punto tiene una funcién de observacion'® i p.cavr(*), 1a cual
depende de la pose estimada de la camara Ncuruars Y del punto observado prnp.

map4- SU jacobiano Hpwp.cap(*) €S usado para propagar la incertidumbre de la

observacion.

.
hyanp-cans—p(X) = proy ( CAM ~MAPA 'pLAND—MAPA) (163)
dh, oocan—p(X) dh, on-can—r(X) Al o cang—p (X)
H,ovconrp = LAND=CAM ~P Z{ LAND-CAM —P LAND=CAM ~P _ [ H, HL]
dx AN caps i AN Lanp-riapa
(164)

Un landmark punto con profundidad inversa tiene una funcién de observacién
hranp-cam-pi(*), 12 cual depende de la pose estimada de la camara Ncammaps Y del
punto con profundidad inversa observado p;inp.aaps. SU jacobiano Hynp.capi(*) €S

usado para propagar la incertidumbre de la observacion.

-1
hyanp—cav—p (X) = proy (”CAM—MAPA - pun( P ynp- )) (165)

HLAND—CAM—P[ -
dx

_ A canrpi (%) _ |:dhLAND—CAM—P1 (%) dhpp_canpr (x)} _ [ H. H ]
c L

AN cars-riapa Aap Lanp-vapa
(166)

Se puede generar una observacion virtual de la pose de un landmark

tridimensional mediante un proceso de tres etapas:

"% La funcién de proyeccion proy(+) se define como proy(x,y,z) = (y/x,z/x) en la Seccién 4.4
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Célculo de la observacion virtual z, que corresponde a la pose observada del
landmark tridimensional relativa a la cdmara nzsvp.can- S€ calcula a partir de los

pixeles (u,v) medidos y los puntos del cuerpo II; observados. El punto inicial 7,

necesario para la minimizacion iterativa se obtiene usando el algoritmo de los
tres puntos sobre tripletas elegidas al azar del conjunto de M pixeles existentes
y eligiendo el mejor valor obtenido en esos intentos. Se realizan 10 intentos,

ademas de probar con el valor =171 y con el ultimo valor obtenido en la

deteccion anterior.
2

M
Ep(Mavp-can) = Z (167)

i=1

ui
proy (77LAND—CAM -1, )_ .

i

Do =algap(na,nb,nc,nd{”“}[””}[”Cj,(”dB azbzczdel,.,M}  (168)
v, J\v, J{lv, )J\v,

770 = arg mln(EP (nabcd )) (1 69)
Nabed
z= U(ul,vl S I ES ﬂLAND—CAM* =arg min(EP (MLavp-can ) desde 770) (170)

NLAND-CAM

Célculo de la covarianza de la observacion virtual, que corresponde a la
covarianza de la pose observada del landmark tridimensional R;p, obtenida
mediante el proceso de observacién virtual. Para obtenerla, se propaga la
covarianza de los pixeles observados Rpiy y la covarianza de los puntos del
cuerpo Pr a traves del procedimiento de observacion virtual.

R3D = JP]XRPIXJPIXT +JHPHJHT (a7)

Los jacobianos estan definidos del siguiente modo, y se calculan siguiendo el

procedimiento indicado en (24):

UG, )

J = 172
P Uy, Vyyeoas Uy, V) 172
oU(u,,v,,....I1
I, = (), v, 1) (173)
a(an’HIY’le""’HNX’HNY’HNZ)

R,, diagonal, P, tridiagonal.
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e (Calculo de la funcion de observacion i, que corresponde a un puntocuaternion
que representa la pose estimada del landmark tridimensional relativa a la

camara 1, .o car—rsano - O€ calcula a partir de la pose del landmark Nivp-aapa

y de la pose del robot en el mapa Ncarrrapa-

h(X) =1 anp-canr-stiapo (nCAM—MAPA > T LanD-Mapa ) (174)

h(x) = nCAM—MAPA_l T LaND-MaPA (175)

L dh() _ [ dh(x) dh(x) } 1, H] 176)
dx d Ncari-mara dnLAND—MAPA

También puede ocurrir que se vea una cantidad de puntos del cuerpo de un
landmark tridimensional que sea insuficiente como para calcular una pose
confiable. En este caso, los puntos del cuerpo del landmark tridimensional pueden
generar observaciones individuales que se pueden usar para corregir el mapa.

La funcién de observacion # de un punto del cuerpo IT; de un landmark

rigido con pose Miavpmaps Observado por una camara con pose Mcammara €S la

siguiente'".
ui
h(x) = . = proy (nLAND—CAM—ESTIMADO (UCAM—MAPA > T LanD-MapA ) Hi) (177)
= proy . )
h(x) = proy\Wcissara  * Moasp-sars - 1L (178)
i = dh) _ { dh(x) dh(x) } [, H)] (179)
dx ANcavi-sars DM ianp-siapa

Como cada punto del cuerpo tiene una incertidumbre R;; asociada, existe
un error intrinseco en el proceso de observacién del punto del cuerpo que es
independiente de la incertidumbre R,, asociada a la medicién del pixel. La
incerteza intrinseca del proceso de observacion debe sumarse a la covarianza de
los pixeles observados.

"' La funcién de proyeccion proy( ) se define como proy(x,y,z) = (y/x,z/x) en la Seccién 4.4

75



h(Meps>Mip) = PFOJ/(UCM_I “Nim 'Hi) (180)

dh _ dpmy(ﬂczufl Nim 'Hf)
dll. dIl.

1 1

T
dh dh
R()bs = Rpix + H Rl’Ii (Hj (1 82)

1

(181)

1

Se debe notar que es posible obtener una hipétesis acerca de la pose de la
camara a partir de la observacion de un landmark tridimensional cuya precision
depende tanto de la precisién de la observacion como de aquella de la pose
estimada del landmark.

h(x) = nCAM—MAPA_l T aND-MaPA (183)

Nears-mara = Meanp-mapa h(x)™ (184)

5.8 Asociacion de datos

En el sistema implementado se debe resolver la asociacién entre los
descriptores SURF de la imagen actual y los landmarks existentes en el mapa, ya
que no se hace tracking visual de los puntos de interés. El usar tracking de puntos
tipo esquina, que es la otra alternativa, proporciona un modo simple y muy rapido
de resolver la asociacion de datos, aunque obliga a tratar de un modo distinto a los
landmarks que no estan sujetos al tracking en cada momento, ya que deben ser
buscados en la imagen en cada frame para agregarlos al sistema de tracking. En
este sentido, la asociacion de datos usando tracking es incompleta, a menos que
se use un sistema complementario para permitir la asociacion del resto de los
landmarks.

En este sistema, que no usa tracking, en cada frame se calcula la
proyeccion de los landmarks usando la pose estimada de la camara, lo cual
permite predecir los descriptores que deberian verse en la imagen capturada. El

método implementado para resolver la asociacién de datos funciona encontrando
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una transformacién de coordenadas entre los descriptores que se encontraron en
la imagen actual, y aquellos que fueron predichos usando los landmarks y la pose
estimada de la camara. La transformacioén de coordenadas se realiza mediante el
sistema L&R [50], que es una extensién del sistema de David Lowe que realiza
algunas verificaciones adicionales sobre la transformacién y un refinamiento de
esta. Este sistema tiene la gracia de que puede manejar variaciones mas bruscas
en el movimiento de la camara, ya que un desplazamiento o rotacion de la camara
incompatible con el modelo de movimiento simplemente afecta la traslacion o
rotacion de la transformacion, mientras que en el caso del sistema de tracking éste
podria perderse al salir los descriptores de la zona de la imagen en la cual se
espera encontrarlos. En el caso de que la camara se mueva de un modo
compatible con el modelo de movimiento inercial, la transformacion deberia ser la
identidad, y la variacion de posicién entre los descriptores encontrados y los
predichos deberian ser producidos sélo por el ruido de la camara y del sistema
SUREF.

Un problema que se observa es que hay un compromiso entre la cantidad de
landmarks que se ve y el tamafo del mapa. Suponiendo que la cdmara sélo rota

sin trasladarse, el angulo de vision completo corresponde a una esfera de area
4m*. Si esta esfera se divide por el radio al cuadrado, queda la expresion
4rx[rad’]. Esta medida de area angular se puede transformar a grados para poder

tener mayor intucion sobre las cantidades numéricas, el valor que se obtiene es:

129600
V4

[gr’]=41253[gr’] (185)

47[[rad2]X@[gr/md]xﬁ[gr/md]:
/4 /4

Si se asume que los descriptores en el mapa se distribuyen de tal modo que se
visualizan 7 landmarks en una ventana de 45[gr]x45[gr], la relacion entre la

cantidad de landmarks contenida en la ventana y la cantidad de landmarks total N

es.
— N x 45[gr]x 45[2gr] (186)
129600[ gr" ]
N=Vx 129600 =64V (187)
45x%x 45
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La cantidad de landmarks totales en el mapa es 64 veces la cantidad de
landmarks que se ven en una ventana en un tiempo dado. Para que el sistema
pueda hacer una asociacion de datos aceptable se requiere que existan unos 12
landmarks en el campo visual, ya que los descriptores SURF no son
completamente repetibles (un mismo SURF no aparece en todos los cuadros) v,
por otro lado, algunos landmarks pueden quedar mal asociados, por lo cual son
eliminados antes de ser usados como observaciones. Si se mantiene una cantidad
de 12 landmarks visibles con una densidad constante en el mapa, la cantidad total
de landmarks necesarios es:

N =64x12 =768 (188)

Esa cantidad de landmarks es claramente inmanejable para un sistema
EKF con covarianza completa, sobre todo si cada landmark es representado
usando 6 componentes en el estado (debido a la representacion usando
profundidad inversa). En consecuencia, se propone usar una densidad variable de
landmarks: la idea es mantener muchos landmarks en el espacio visible, y pocos
en el espacio no visible, sélo los necesarios para permitir que el sistema pueda
reconocer las zonas anteriormente exploradas.

Debido a la restriccion anterior, se mantendrd una densidad de 12

descriptores dentro de un area angular de 45x45[gr’] para las areas no visibles y

una densidad de 40 landmarks en la misma area para los landmarks visibles. De
este modo, el exceso de landmarks visibles puede ayudar en el reconocimiento
que se debe realizar frame a frame; en cierto modo cumplen una funcién similar a
los puntos que se usan para tracking, pero son reconocidos frame a frame. La
metodologia que se usara para lograr este proposito consiste en agregar nuevos
landmarks en dos etapas en cada frame:

1. Agregar landmarks manteniendo wuna distancia d,,,,, entre los

descriptores. Los descriptores que se agreguen en esta etapa se marcaran
como temporales.
2. De los descriptores temporales, se eligira un subconjunto que mantenga

una distancia d,,,,,, entre sus elementos en cada frame. Estos descriptores

seran considerados permanentes.
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En cada frame, los descriptores temporales que salen fuera del area visible son
eliminados, mientras que los permanentes se mantienen para permitir el

reconocimiento de areas anteriormente vistas.

5.8.1 Test chi-cuadrado

La asociacion de datos basada en descriptores SURF y transformacién afin
tiene una alta probabilidad de rechazo de asociaciones incorrectas; sin embargo,
siempre existe la posibilidad de que el sistema reciba asociaciones inadecuadas.
Para ayudar a evitar que datos mal asociados saquen al estado del sistema de la
zona de convergencia, se usa un test chi-cuadrado, el cual permite descartar
observaciones extrafias cuya probabilidad de aparicidn es excesivamente baja
dada la distribucién normal actual. De este modo, sacrificando pocos datos
correctos pueden descartarse una gran cantidad de datos incorrectos.

El test chi-cuadrado aplicado evalua una cantidad denominada innovacién,
la cual corresponde al error de prediccion s, =z, —h que ocurre cuando se
compara la observacion de un landmark z; y su valor esperado #;, el cual es
obtenido a partir del estado x mediante la funcion de observacion A(x). El error de
prediccién tiene una covarianza estimada S;;, la cual depende de la covarianza del

estado P, del jacobiano de la funcién de observacion H; y de la covarianza de la

observacion R;. Se calcula un estadistico denominado x? el cual representa la
relacion entre el error de prediccidén obtenido s; y su covarianza estimada S;;. Si el
estadistico %® supera un umbral #uax, significa que el error de prediccién s; es muy
alto y escapa del patron sperado, lo cual se puede atribuir a que la deteccién es
incorrecta.

Para realizar el test chi-cuadrado se realizan los siguientes pasos:

e Se calcula la covarianza estimada de la innovacion para cada landmark
observado, siendo la innovacion (o residual de la observacién) la diferencia

entre la observacion medida y la predicha por el modelo [99].
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S,=H,P;H +R,,i=1,.,n, (189)
e Se evalua el estadistico chi-cuadrado correspondiente
2 =(z—h)'S, " (z,—h) (190)

e Si el valor del estadistico 22 supera un cierto umbral #Puax, la observacion

se califica como extrafia y se elimina.

El umbral del test x* depende de la dimensionalidad de la observacién z;
asociada a cada landmark, y el radio de descarte es equivalente a 3.3 sigmas en
el caso unidimensional. Esta condicion se puede trasladar a un caso de
dimensionalidad arbitrario eligiendo un umbral #*uax correspondiente a un p-valor
de 0.99, lo cual asegura que el test descarta a lo mas el 0.1% de las
observaciones correctas. Para el caso en que la observacion es un pixel
(bidimensional), el umbral es igual a 13.82. Para el caso en que la observacién es

una pose (7 dimensiones), el umbral es igual a 24.32.

5.9 Actualizacion del estado del sistema

Para actualizar el estado del sistema se deben efectuar los siguientes
calculos, los cuales corresponden a la actualizacién tipica de un filtro extendido de

Kalman.
S=HP H" +R, (191)
K, =P H,'S" (192)
X = X + K (Z - h(xk‘kf1 )) (193)
P, =(-K.H)P (194)

Al ser la matriz de covarianza de alta dimensionalidad, los calculos se
pueden dividir en partes para acelerar los céalculos. Para esto, se separan las
componentes de las matrices involucradas en componentes observadas (con

subindice o) y no observadas (con subindice n).

X P P
x:( OJ,P:[ o ””}H:(Ho 0) (195)
X PP
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S=HP H'+R, (196)

0~ 00

K, P H'S™!
K = —| footo (197)
K,) \P,H,S™
x() x() K()
( j = ( j + (K J(Z - h(xk\k—l )) (198)
x" klk x” klk—1 n
P, P,\_(P, B, (KP,HS"
=T e | oo (199)
Pn() R’m Pm) F)nn Kl’l R’IOH() S

Se puede observar que se puede evitar multiplicar por P, , que es la matriz

mas grande involucrada en el sistema. Sin embargo, se deben separar las
componentes observadas de las no observadas, proceso que es rapido pero de
orden O(n?). Por otro lado, al restar una covarianza de otra directamente pueden
producirse errores numéricos que causen una corrupciéon de los valores propios de
la matriz, los cuales pueden volverse negativos.

Frente a esto hay varias soluciones posibles. La primera es hacer los
célculos del modo indicado anteriormente y realizar una descomposicién en
vectores propios para poder reparar los valores propios de la matriz, pero este
proceso es extremadamente lento. La otra opcidon es usar un procedimiento
denominado Cholesky downdating [90], el cual permite restar una covarianza de
rango 1 (de la forma zz") de otra de rango completo.

En las ecuaciones que siguen, L, representa la descomposicion Cholesky
triangular inferior de P, U, representa la descomposicion Cholesky triangular
superior de S;', los términos v, representan las columnas de la matriz

correspondiente 'y las demdas variables tienen un significado similar al

correspondiente en las ecuaciones de actualizacién del sistema EKF.

P =L,L, .S, ' =U,U, (200)
K(H.P)=(HP) S, (HP)=(HPU) (HPUy)

(201)
=y 1y L v, Yo [y LI, )
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b =F -KHF < (LPLPT)k = (LPLPT)IZ - ZU:ViViT (202)

i=1

En este caso, deben realizarse varios downdatings en cada iteracién. Cada
downdating es del orden de n? ya que debe modificar la matriz L completa. En
consecuencia, si hay varios downdating, sus costos temporales deben sumarse.
Se debe notar que crear una descomposicién Cholesky o recomponer una matriz
toma un tiempo de n® que es bastante mayor; sin embargo, realizar una
descomposicién Cholesky es relativamente rapido; al menos es mas rapido que
multiplicar dos matrices, y mucho més rapido que calcular sus vectores propios.

Los cuaterniones contenidos en las matrices 4 y z se calcularon de forma
independiente, por lo cual pueden tener signos distintos a pesar de representar la
misma rotacidén. Para solucionar este inconveniente, se debe evaluar para cada
par correspondiente de cuaterniones si tienen el mismo signo o no. En el caso en
que tengan signos opuestos, se debe reparar el signo del cuaternion en z y reparar
algunos signos en R. El procedimiento utilizado se muestra en la expresién (169),
en la cual ¢, representa el estado del cuaternion, el subindice ¢ indica las
componentes relacionadas con el cuaternién, y el subindice o esta relacionado con

el resto de las componentes.

R R
. (qzj; R= {qu Rqo } h= (%J (203)
Z() oq 00 ha

<Q1a Q2> =a,a, +bb, +c.c, +dd, (204)
q9. =49

<qz, qh> <0 R, =-R, (205)
R, =-R

oq oq
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5.10 Transformacion de landmark con profundidad inversa a
punto

Inicialmente el estado contiene sélo la pose del robot (puntocuaternion) y
puntos con profundidad inversa que representan las posiciones estimadas de los
landmarks.

La incertidumbre de los puntos con profundidad inversa se va reduciendo
con el tiempo, lo cual reduce la no-linealidad involucrada, ya que cada vez la
aproximaciéon de primer orden aplicada sobre la distribucion es mas precisa.
Cuando la distribucién de la nueva representacion se vuelve aproximadamente
Gaussiana, se colapsa el punto con profundidad inversa de 6 dimensiones en un
punto de 3 dimensiones. Este paso reduce la dimensionalidad del vector de estado
de N+6 a N+3.

La incertidumbre conjunta de los puntos se va reduciendo con el tiempo.
Cuando el indice de homogeneidad de un conjunto de puntos (depende de su
covarianza conjunta) es menor a un umbral, se colapsa un conjunto de M puntos
en un puntocuaternién y un conjunto de puntos del cuerpo. Este paso reduce la
dimensionalidad del vector de estado de N+3M a N+7, donde N representa la
cantidad de componentes del estado no involucradas en la reduccion de

dimensionalidad.

5.10.1 Criterio para transformar de landmark punto con profundidad

inversa a landmark punto

Dado un landmark con distancia inversa (5.5.2), se usa el siguiente criterio

para evaluar la conveniencia del cambio de representacién a landmark punto:

cos(@)cos(@)/ p
m =| sin(@)cos(@)/ p (206)
sin(@)/ p
r=p+m (207)
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hy =7 = Fopnrmapa (208)
o, = 0—’2’ (209)
Yo,
a =l @10
T
cosa = M (211)
72|
L, = 4%|cosa| (linealidad) (212)
L,<0.1 (213)

En las expresiones anteriores, r representa la posicion del landmark punto
equivalente, &y representa la distancia entre la posicién del punto equivalente y la
camara, o, representa la desviacion estandar asociada a la profundidad inversa, o
representa el angulo formado por el punto equivalente r, la posicion de la camara
rcammara Y €l punto origen (x,y,z) del landmark con distancia inversa, y L, €s un
indice de linealidad, el cual es la base del criterio para evaluar la conveniencia de

la transformacion.

5.10.2 Colapso de landmark punto con profundidad inversa a
landmark punto
Para colapsar el landmark punto con profundidad inversa a landmark punto
se realiza el siguiente proceso (ver [12]).
e Se separa el estado en las variables involucradas p y las no

involucradas o.

X 1/p
x:(’”}pﬂm: v |+ R, 08, (0) 0 @14
[0}
z 0

e Se calcula el nuevo estado r y se reemplaza en el vector de estado

r T
X=U,r=(x y z p 6 9) (215)

o

e Se transforma la matriz de covarianza.
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oT

J= 30, (216)
F, B,
P= oD (217)
JP,J" JP,
- P= P p (218)

5.11 Generacion de landmarks rigidos tridimensionales

El mérito principal de esta tesis es la creacién de una metodologia para
agrupar landmarks puntuales en landmarks tridimensionales. Se puede apreciar
que si el estado original tiene n, +3n, componentes antes de la agrupacion,
queda con s6lo n, +7 componentes tras esta. Se compararan dos casos opuestos

extremos.
o Caso 1: La matriz de covarianza considera sélo el estado del robot y de N

landmarks tridimensionales. El tamafio de la matriz de covarianza es de
tam,(N)=(13+7N)’

o Caso 2: La matriz de covarianza considera solo el estado del robot y de
N n,landmarks puntuales, donde », es la cantidad de puntos que forman
un landmark tridimensional. El tamano de la matriz de covarianza es de
tam,(N,n,) = (l3+ 3an)2

o A medida que el numero de landmarks aumenta, la diferencia de tamarno
converge a la siguiente cantidad

tam,(N) (13+7N) 49N> +O(N) 54

= = ~ (219)

tamy(N,n,) (13+3Nn,}  9n’N*+O(N) n,

n,=10= _tam(N) 0053 (220)
tam,(N,np)

Esto muestra que si se agrupan los landmarks puntuales de a 10 para
formar landmarks tridimensionales, el tamarno de la matriz de covarianza que se

obtiene tras agruparlos es alrededor de un 5.5% del original cuando el numero de
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landmarks es grande. Ademas, el tiempo que toma la propagacién de covarianza
S=HPH" + R es proporcional al tamafio de la matriz de covarianza, lo que
muestra que el ahorro computacional puede llegar a ser de un 94.5% cuando el
nuamero de landmarks es grande. El tiempo que se necesita para calcular las
observaciones virtuales es proporcional al niumero de landmarks tridimensionales
vistos en cada frame, lo cual muestra que el sistema de landmarks
tridimensionales se va volviendo mas conveniente a medida que el tamano del
mapa crece. Como se mostrara en los resultados experimentales, se necesita una
densidad muy baja de landmarks rigidos en el mapa para permitir una buena
localizacion del robot, por lo cual estos landmarks son apropiados para
representar mapas de gran tamarno.

El proceso de agrupacion puede ser usado para cualquier tipo de landmark
puntual, incluyendo los landmarks obtenidos mediante lectura de laser u otros
procesos, ya que tanto la transformacion de landmarks puntuales a un landmark
rigido como el criterio para elegir cuando realizar dicha transformacion usan sélo

las medias y covarianzas del sistema.

5.11.1 Transformacion de representacion

Para colapsar los landmark punto a landmark tridimensional comprende dos
etapas: la transformacién del estado y la transformacion de la covarianza.

La transformacion del estado se realiza mediante el siguiente proceso.

e Se divide el estado x en los landmarks-punto a transformar pcons y €l resto de

los estados.
‘= (pcozwj (221)
otros
P X;
Pcony =| - p Pi=|Di (222)
pM Zi

e Se calcula la media de los puntos
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1 M
m=— ‘ 223
M;p, (223)

Se calculan los puntos del cuerpo
II,=p,—m (224)
Se define la siguiente funcion que encuentra la transformaciéon Optima que
transforma coordenadas de un sistema A a otro B:
N

T(pr),...,p}vB),pfA),...,p](VA)): arg min[Z”mN p - pi(3>||] (225)

Uy i=1
Se obtiene la transformacién que lleva las coordenadas II; a las coordenadas
pi. Esa transformacién corresponde a una traslacion de magnitud m.

L aND-MAPA m
Nranp-mapa = [ = T(pp---’pN’Hl’"-aHN): (226)
LAND—-MAPA

Se reemplaza el estado de los landmark punto por el del landmark

tridimensional T)LAND-MAPA-

(227)
otros

_ ﬂLAND—MAPA
'xNUEVO -

La transformacion de la covarianza se puede deducir del siguiente andlisis:

La matriz de covarianza original esta formada por cuatro submatrices: P,,
corresponde a la covarianza de los landmark punto involucrados, P,
corresponde a la covarianza de los landmarks no involucrados, y las otras dos
Py, Py, sON las covarianzas cruzadas restantes.

P= LPPP PP"J (228)
R)p 00
(L1 (1,2) (LLN)
F)3x3 B‘ax3 e B‘ax3
p.*" P L
Ppp — 3x3 3x3 (229)
P (N,1) P (N,N)

3x3 3x3

La matriz de covarianza final va a tener la siguiente forma:
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P, P
pP= 77 7o (230)
P07 1)00

Ambas expresiones quedan relacionadas del siguiente modo:

PV
P,=J,P J, +Jy Jh (231)
PV
J = OT(pyyeeor Py 1,0, 1) = OT(Pyseeer P> 11,5, IT ) (232)
I(Pyees D) O(Pyses Py)

Considerando que la posicién de los puntos del cuerpo se eligieron de tal modo
que la pose inicial del landmark tridimensional corresponde a una traslacién

pura, ocurre lo siguiente:

m
T(pl,...,pN,Hl,...,HN)=(1J:>Jp:—JH (233)
P
P,=J,|P, — J, (234)
PV
P,=J,P;P,=P,J, (235)

Figura 9: La covarianza de los puntos originales (P,,) se debe descomponer en la covarianza

de la pose (P;7) mas la covarianza de los puntos del cuerpo (Py).
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Cualquier combinacion de las matrices P,, B,.., B que sean
semidefinidas positivas y que cumplan con la condicién (192) conforman una
descomposicion correcta, ya que la covarianza P, se reparte entre la

covarianza de la nueva pose P,, y las covarianzas de los puntos del cuerpo

PV, ..., B\, Dado que existe esa flexibilidad, se definirdn dos opciones

opuestas para realizar la division de la covarianza.

1. Maximizar la covarianza de la pose: En este caso, se traspasa toda
incerteza p,, de los landmarks punto a la incerteza P;; de la pose. Se asigna
una covarianza residual a los puntos del cuerpo, la cual se obtiene restando

la covarianza original P, y la reconstruida P,.. Esta ultima se obtiene al

intentar reconstruir la covarianza original a partir de P, .

P,=J,PJ," (236)
P,=J,PP,=P J, (237)
Nanp-aea - 1 )

UL, I o1, ivnoniaps) = =| .. (238)
Noanp-mara 1Ly Py
G — aU(Hl""’ HN’”LAND—MAPA) (239)

oI1,,....I1,)
P,. =GP.G" (240)
DEY .. Doy
Prpr =P, — Prge = .. (241)
DY .. DO
P = svdRep(D!™)) (242)

2. Maximizar la covarianza de los puntos del cuerpo: En este caso, se intenta
minimizar el traspaso de incerteza desde los landmarks puntos a la pose.
Para minimizar este traspaso se intenta restar la mayor cantidad de

covarianza posible de la matriz de covarianza original antes de calcular la
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covarianza de la pose. La mayor cantidad de covarianza que se puede
restar a una matriz de covarianza es aquella que deja su menor valor propio
igual a cero, ya que si queda negativo, la matriz resultante no es una matriz
de covarianza. Para lograr esto, se minimiza el cuadrado del menor valor
propio de la matriz de covarianza resultante.

D = diag(P,,) (243)
P (L1)
3x3
. 2
min A | Py — . -a,D 244)
P3x3 ,
()] (L1
PH P3x3
=4 +A4,D (245)
(N) (N,N)
PH P3x3
o
— T
P,=J,|P, - J! (246)
A
— . _ T
P70 - JpPpo’P07 - Pop‘]p (247)

5.11.2 Criterio de transformacion

El criterio de transformacion se basa en calcular una cantidad denominada
indice de variabilidad. Es un criterio rapido para buscar un conjunto de puntos que
tengan covarianzas pequefias y similares entre si, considerando tanto las
covarianzas propias como las cruzadas entre los puntos. El criterio se muestra de
forma grafica en la Figura 10. Las ecuaciones que permiten evaluar el criterio de
agrupacion son las siguientes:

D
X
x:( pj,xp = .. (248)
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P . P (B P,
_ pp po _ _
= (P » J P,=| . . .= (249)
v " Pﬁ’a(:?;l) 1)3(:3:") I)l,n Pn,n
orden:a>b="~, +PF  +P  >b, +F, +F, (250)
u v ) w9
22 Py 22 Py
C, (uy,vy,u,v,) = B - B 251
x (g Vo4, 11) (ul—u0+1)(v1—v0+l) (ul—uo+1)(v1—vo+1) (251)
u v ) LT
22 Py 22 Py
C, (uy,vy,u;,v,) = R - BN 252
y (o Vo ;1) (ul—u0+1)(v1—v0+l) (ul—u0+1)(v1—v0+l) (252)
u v ) L
22 Py 22 Py
C,(uy,v,,u,,v,)= i R - i A 253
(o Vo 14, ) (ul—u0+1)(v1—v0+1) (ul—u0+l)(v1—v0+1) (853)
P =10 (numero de puntos a agrupar, arbitrario) (254)
(u,v) =argminC, (u,v,u+ P,v+P)+C, (u,v,u+P,v+P)+C,(u,v,u+P,v+P) (255)
ivariab =CX(u,v,u+P,v+P)+ Cy(u,v,u+P,v+P)+ Cz(u,v,u+P,v+P) (256)

Px Py Pz

Figura 10: Una ventana dentro de la matriz de covarianza de la componentes X, Y y Z de los
landmarks es usada para evaluar conjuntos de puntos con covarianzas cruzadas similares.
Los calculos se realizan de forma eficiente usando imagenes integrales.
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Se puede notar que el indice de variabilidad de un conjunto de landmarks-
punto es igual a la suma para las tres componentes X, Y, Z de la variacion de las
sub-matrices de covarianza Pyyx, Pyy, Pzz de los puntos. De este modo, cuando un
conjunto de puntos tiene variaciones pequefias en las covarianzas cruzadas por
cada componente X, Y, Z, el indice de variabilidad es bajo (es decir, las distintas
covarianzas cruzadas de los puntos son indistinguibles, lo que muestra que su
incertidumbre comun es representable con pocos numeros).

Ademas se usan las imagenes integrales de varianza Cy, Cy, Cz, lo que hace
que la evaluacion de la variacion de covarianza cruzada en una ventana sea
rapida, lo que permite usarla para la generacion de conjuntos de puntos
candidatos, aunque en las pruebas realizadas el conjunto candidato que resulta
casi siempre contiene los elementos de menor covarianza individual. En las
pruebas hechas se ha apreciado que el indice de homogeneidad de un conjunto
de puntos es decreciente con el tiempo, y disminuye a medida que se van
mostrando distintas vistas del conjunto de landmarks-punto.

El orden mostrado en (250) no siempre asegura que los puntos cuya
agrupaciéon sea deseable queden cercanos entre si en la matriz de covarianza.
Para solucionar en parte este problema, se detectan los puntos que tienen
covarianzas cruzadas incompatibles con los puntos cercanos. Cuando un punto
tiene covarianzas cruzadas negativas con los puntos cercanos, las componentes

de la covarianza asociadas a ese punto son permutadas al final de la matriz.

ZPNXX <0= {Pa,* P, } empujadas al final (257)
i=1

ZI: P,,<0= {Pa,*, P., } empujadas al final (258)
;PN , <0= {Pa)* P, } empujadas al final (259)

5.12 Detalles de implementacion del sistema

El sistema fue implementado en Ansi C++ 98, y no necesita ninguna

biblioteca externa para funcionar ya que todos los célculos que se necesitan
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fueron programados por el autor de la Tesis. Esta opcion fue elegida para permitir
su funcionamiento en cualquier plataforma, aunque forzé la escritura de una gran
cantidad de cddigo ya existente en otras bibliotecas. Sin embargo, el sistema
puede usar ciertas bibliotecas si estan disponibles, lo cual se debe indicar

activando definiciones al momento de compilar el cédigo.

® #ifdef _ COMPAT_EIGEN__ // usar eigen (matrices) para acelerar los

cédlculos

® #ifdef _ COMPAT_ATLIMAGE___ // Usar windows (ATL) para grabar y leer
imégenes

® #ifdef _ COMPAT SVS__ // Lectura de cdmara estéreo Videre,

actualmente no se esta usando

® #ifdef __ COMPAT_UBLAS__ // Usar ublas (matrices) para acelerar los

calculos
® #ifdef _ COMPAT_FLTK__ // Usar FLTK para graficar
® #ifdef _ COMPAT_IPLIMAGE___ // Usar OpenCV para capturar.

Los distintos tipos de landmarks pueden ser manejados de una forma
regular usando herencia: existe una clase abstracta basica 1._randmark de la cual
se  derivan las  clases L_LandmarkPunto, L_LandmarkPuntoInverso,
L_LandmarkSolido Y I_LandmarkLaser (parcialmente implementado en este
momento). Cada una de estas clases derivadas deben implementar un conjunto
de funciones que son necesarias para definir su comportamiento; basicamente
esas funciones permiten el calculo de las matrices 4, H, z y R y del test chi-
cuadrado a partir de los datos sensoriales disponibles. De este modo, el sistema
SLAM implementado puede trabajar con distintos tipos de landmarks de una forma
transparente. Debido a que la cantidad de landmarks que se ven en cada frame
cambia constantemente, la secuencia de landmarks que se usa en cada iteracién
cambia, es decir, las matrices &, H, z y R tienen una estructura variable que es
manejada de forma genérica por el sistema.

La matriz H es rala, razdn por la cual se usan funciones especializadas para

calcular la multiplicacién de H o H' con otra matriz que usan sub-multiplicaciones
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por blogues. De este modo, los calculos se pueden realizar de un modo eficiente
manteniendo la notacién bastante clara.

Para poder controlar la forma en que se realiza la asociacion, se cred una
clase L_creaObservacionAsociaciones_params qué€ contiene todos los parémetros
necesarios para realizar la asociaciébn de datos. Actualmente contiene 42
parametros, los cuales controlan al sistema L&R y a los tests RANSAC que se
ejecutan para limpiar los datos, ademas de los usados para eliminar descriptores
SURF que se encuentran sobre lineas. Obviamente la seleccion de los parametros
de la asociaciéon es un tema que puede mejorarse debido a la gran cantidad de
parametros que es necesario especificar.

Para poder realizar las simulaciones, se credé una clase llamada
L_SLAMEKF_prueba_restricciones_params, la cual contiene varios pardmetros de
ejecucion de las pruebas. Cada prueba esta compuesta de subpruebas, cada una
de las cuales tiene una cantidad de landmarks méaximos de cada tipo, un tamario
del vector de estado maximo, una distancia minima entre los landmarks
permanentes creados en la pantalla y una distancia minima para los landmarks
temporales creados en la pantalla. Especificando varias subpruebas distintas, se
pueden ejecutar simulaciones con condiciones cambiantes, como las que se
detallaran en la parte experimental.

El cédigo depende fuertemente en una funcién de optimizacién numérica
llamada 1_revenbergMarquardt::minimiza_vect() [60]. Al calcular jacobianos
numéricamente se suele obtener un resultado ligeramente distinto al usar +6 0 -9
en la variacion del punto evaluado, lo cual puede causar que el sistema converja a
un punto cercano al valor 6ptimo, pero no exactamente a éste. Una forma de evitar
este problema es restar los valores obtenidos para +6 y —9, pero esta funcién
duplica la cantidad de llamadas a la funcién de error, por lo cual se decidi6 llamar
alternativamente a +8 y —6 cada una de las veces que se calcula una variacion.
Usando esta metodologia, el sistema converge al valor correcto.

El codigo contiene funciones de Linpack y Lapack que fueron traducidas
desde Fortran a C++ usando un software llamado Fable [30]. Esto fue necesario

para poder implementar la actualizacion del EKF usando Cholesky downdating, lo
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cual es necesario cuando la férmula normal para la actualizacién falla debido a
errores NUMEricos.

Lo dltimo que se va a detallar es que las transformaciones de
representacion (colapso de landmarks, normalizacién de los cuaterniones) se
realizan mediante una funcién llamada transformarcovarianza(). Esta funcion
recibe una covarianza inicial, un jacobiano, un arreglo de indices de la covarianza
inicial y un arreglo de indices de la covarianza final, y construye una covarianza
final en el espacio que fue indicado. Esta funcién se implementé de un modo que

es rapido pero no el mas 6ptimo, por lo cual se podria mejorar su desemperio.

5.12.1 Medias y covarianzas iniciales

El sistema SLAM requiere condiciones iniciales adecuadas que permitan
que la estimacion de estados converja a una representacion adecuada del mapa.
Una inicializacién inadecuada del mapa produce errores imposibles de neutralizar
posteriormente. Esto es particularmente importante en el SLAM monocular porque,
al ser la escala relativa entre el mapa y el mundo real no es observable, puede
converger a un namero infinito de soluciones posibles, por lo cual la inicializacion
tiene como objetivo evitar convergencias a escalas muy grandes, negativas o cero.

La inicializacion implementada es la siguiente.

Neass st =0)~ N(0,diag(10° 10 10 10 10 10 10)) (260)
0) (1.0
Vear-mpa(=0)~ NI | 3|, 1.0 (261)
0 1.0
0.1°
Ocypr-paps(t =0) ~ N| 0, 0.1° (262)
0.1°

Al inicializarse el sistema, la cAmara debe dejarse en una posicion fija un
par de segundos, y luego debe ser movida lentamente. Una vez que alcance una
velocidad estable, puede moverse a voluntad de forma arbitraria, manteniendo la

aceleraciéon aplicada dentro de limites que permitan una asociacién de datos
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correcta. El mover la camara de otra forma al inicio puede causar pérdida de la
convergencia del sistema.

Los landmarks punto con profundidad inversa deben ser inicializados con
una cierta media y covarianza que permita su convergencia a la posicion real. Se
inicializan del siguiente modo.

Peanx | {0.012
Deamy 0.01° 0
P eamz 0.01°
0.01 (0.01*5)
0 0 sin®(0.01)
0 sin”(0.01)

(263)

S DDV N x

Se debe apreciar que la desviacion estandar de la profundidad inversa es
igual a 5 veces dicha profundidad. Al ser mayor la desviacidén estandar que el valor
inicial de la variable, se permite que la variable pueda cruzar el valor cero. Esto
permite que la distancia al punto pueda ser infinita (cuando la variable toma el
valor cero), aunque también puede causar que los puntos queden detras de la
camara (si la variable cruza el cero).

Los landmarks punto y landmarks rigidos no deben ser inicializados, ya que
se forman a partir de otros landmarks usando propagacion de covarianzas
mediante jacobianos.

5.12.2 Covarianza de los ruidos

La covarianza de los ruidos se debe elegir de tal modo de que representen
adecuadamente la incertidumbre inherente al movimiento de la camara y a la

limitacién de los sensores.
Las covarianzas asociadas al movimiento de la camara son »y,, la cual

representa la incertidumbre en la velocidad lineal, y ny, la cual representa la

incertidumbre en la velocidad angular:
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n, ~ N(0,diag(4 4 4)) (264)
n, ~ N(0,diag(16 16 16)) (265)

Las covarianzas asociadas a los sensores corresponden a un error

equivalente a una desviacion estandar de 6 pixeles (cov=36).

5.12.3 Escala negativa

Un mapa con escala negativa es valido desde un punto de vista
matematico, ya que las ecuaciones de proyeccion que son validas para puntos
frente a la camara pueden aplicarse también a los puntos que estan detras; luego,
al reflejar todos los puntos respecto a la cdmara, la evolucion del sistema dinamico
es coherente. Esto puede generar en teoria que los landmarks queden ubicados
detras de la camara en el sistema SLAM. Para evitar este problema, se deben
elegir valores apropiados para las medias y covarianzas de los estados de los
landmarks al inicializarlos. Los valores indicados en la seccidon anterior permiten la
convergencia del sistema a una escala positiva, aunque la determinacion de esos
valores adecuados de realizd6 en parte mediante prueba y error, y en parte

mediante consideraciones matematicas.
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6 Experimentos

Para validar el sistema de SLAM propuesto se realizaron dos tipos de
pruebas: simulaciones y pruebas con videos reales. Las simulaciones permiten
obtener datos cuantitativos acerca del funcionamiento del sistema que permiten
generar estadisticas de su funcionamiento, lo cual permite comparar el
desempeno de los landmarks cuerpo rigido frente a los landmarks puntuales. Las
pruebas reales permiten realizar analisis cualitativos solamente, ya que la ruta

exacta que siguié la camara real en el espacio es desconocida.

6.1 Simulaciones

El sistema fue evaluado realizando simulaciones del movimiento de la
camara y de la captura de las imagenes correspondientes usando cuatro tipos de
rutas: rutas con forma de U, rutas con forma de S, rutas con pérdida continua y
rutas al azar. Cada ruta esta formada por un conjunto de posiciones y
orientaciones de la camara en distintos instantes y se especifica mediante la
trayectoria (posiciones) de la cadmara y un punto mirado por ella. Cada una de las
rutas usadas consiste en una trayectoria que esta definida por una funcion
analitica y un punto fijo observado constantemente por la camara, de modo de
poder replicar los experimentos. La eleccion de trayectorias simples tiene como
objetivo el facilitar el andlisis de caracteristicas relevantes del sistema. Para poder
obtener los puntos intermedios de la ruta se realiza un muestreo cada 1[s] para
obtener puntos de control y luego se usa una spline cubica sobre el espacio de los
puntocuaterniones para interpolar los puntos de control. De este modo, se asegura
que las aceleraciones involucradas en el sistema no diverjan aunque la trayectoria
presente discontinuidades ya que la spline cubica tiene tercera derivada nula. A
continuacion se especifican las cuatro trayectorias utilizadas (ver Figura 11 para

una representacion grafica):
e TU: Trayectoria con forma de U
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x =—60sin z sin(Zﬂ' ij (266)
2 8
T . t
=90cos| —sin| 27— 267
g (2 ( 8D een

2=0 (268)
Punto mirado: (0, 0, 0)

TS: Trayectoria con forma de S

x:—40ﬂcos cos l (269)
54 3t
1+¢ . 1
=40——sin| cos| — 270
YTy ( (3:)} (70)
z=0 (271)

Punto observado: (30, 0, 0)

TP: Trayectoria con pérdida continua:

o Ruta con forma de S (80 segundos) seguida por cuatro posiciones
(-90,-40), (-90,40), (-30,40), (-30,-40), las cuales se suceden en
forma periddica. La camara se mantiene en cada una de estas
posiciones un segundo y luego se teleporta al siguiente punto de la
secuencia de forma instantanea. La aceleracion del sistema se
mantiene acotada usando una spline.

o Punto observado: (30, 0, 0)

TA: Trayectoria al azar

o Ruta con forma de S (80 segundos) seguida por una secuencia al
azar cuya aceleracion se mantiene acotada usando una spline. La
secuencia al azar esté especificada del siguiente modo:

= X, =x,tne,y, =y, +tn,z, =z, +n, (272)
= n,,n,,n, = N(0,10%) (273)
» Punto observado: (30, 0, 0)
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Figura 11: Ejemplos de las cuatro rutas posibles




Se realizaron varias pruebas, cada prueba se repiti6 30 veces para poder
obtener datos estadisticamente validos. Las pruebas realizadas tienen una
duracién de 2600 frames, y una restricciéon de méaximo 60 landmarks. En algunas
pruebas los landmarks rigidos se crean usando el criterio de maxima covarianza
de la pose y en otros usando el criterio de maxima covarianza de los puntos del
cuerpo (ver Seccion 5.11.1 para detalles):

* Prueba 1: Sélo se usan landmarks puntuales.

* Prueba 2: Se usan todos los tipos de landmarks, los landmarks rigidos se
crean usando el criterio de maxima covarianza de la pose

* Prueba 3: Se usan todos los tipos de landmarks, los landmarks rigidos se
crean usando el criterio de méaxima covarianza de los puntos del cuerpo.

» Prueba 4: Sélo se usan landmarks puntuales, el maximo nuamero de
landmarks se reduce a 4 puntuales en el frame 1800.

*= Prueba 5: Se usan todos los tipos de landmarks, los landmarks rigidos se
crean usando el criterio de maxima covarianza de la pose, el maximo
numero de landmarks se reduce a 4 rigidos en el frame 1800.

= Prueba 6: Se usan todos los tipos de landmarks, los landmarks rigidos se
crean usando el criterio de maxima covarianza de los puntos del cuerpo, el

maximo numero de landmarks se reduce a 4 rigidos en el frame 1800.

En todos los casos indicados, los landmarks son creados como landmarks
con profundidad inversa, los cuales son transformados a landmarks punto y luego
a landmarks rigidos cuando se cumplen los criterios necesarios.

Debido a que la reconstruccion de un mapa usando una sola camara puede
crear un mapa valido con una escala, posicion y orientacion distintas a la original,
se aplica como postprocesamiento una transformacion 6ptima que lleva la ruta
obtenida mediante el SLAM a la ruta ground-truth. La distancia euclidiana
promedio entre ambas rutas es usada como medida de error.

En la Figura 12 se muestran algunos resultados que muestran la

reconstruccion de los diferentes tipos de trayectoria.



Figura 12: Trayectorias reales (azul) y reconstruidas (verde). Los puntos azules representan
los descriptores creados distribuidos en el espacio que podrian usarse como landmarks, los
puntos verdes representan landmarks puntuales y los puntos rojos representan puntos
pertenecientes a landmarks cuerpo rigido.

A continuacién se muestran los resultados experimentales mediante una
tabla, y en las Figuras 13, 14, 15y 16 usando histogramas de error. Los resultados
con errores mayores a 60 se consideran fallos, ya que dicho error es mayor que
las dimensiones del mapa. Los landmarks de tipo rigido 1 fueron creados usando
el criterio de maxima covarianza de la pose, y los landmarks de tipo rigido 2 fueron

creados usando el criterio de méaxima covarianza de los puntos del cuerpo.
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Ruta Tipo de | Max Error Error Fallos Ruta Tipo de | Max | Error Error Fallos
landmarks | land. (media) | (desv) landmarks | land. | (media) | (desv)
TU Puntuales | 60 1.79 0.69 0% TC Puntuales | 60 11.69 3.18 0%
TU Puntuales | 60 8.02 5.80 0% TC Puntuales | 60 30.07 14.49 70%
+ rigido 1 + rigido 1
TU Puntuales | 60 3.67 0.84 0% TC Puntuales | 60 25.34 10.9 6.67%
+ rigido 2 + rigido 2
TU Puntuales | 4 - - 100% TC Puntuales | 4 - - 100%
TU Rigido 1 4 41.03 16.18 76.7% TC Rigido 1 4 - - 100%
TU Rigido 2 4 4.19 0.93 0% TC Rigido 2 4 25.75 6.25 0%
TS Puntales 60 6.81 3.53 0% TA Puntuales | 60 2.54 1.24 0%
TS Puntuales | 60 26.12 20.78 86.67% TA Puntuales | 60 20.89 13.66 0%
+ rigido 1 + rigido 1
TS Puntuales | 60 10.95 6.64 0% TA Puntuales | 60 3.80 1.10 0%
+ rigido 2 + rigido 2
TS Puntuales | 4 18.34 5.67 90% TA Puntuales | 4 32.97 7.10 0%
TS Rigido 1 4 - - 100% TA Rigido 1 4 29.75 7.87 0%
TS Rigido 2 4 13.22 6.52 0% TA Rigido 2 4 3.57 0.86 0%

Tabla 1: Estadisticas de error de las simulaciones. Se muestra, para cada ruta y tipo de
landmarks, el numero de landmarks permitidos, el error promedio entre la trayectoria
correcta y la estimada, la desviacion estandar del error promedio entre la trayectoria

correcta y la estimada y el porcentaje de fallos existentes en las simulaciones.

De los resultados obtenidos en la Tabla 1 se puede concluir que los
landmarks rigidos producen un mayor error que los landmarks puntuales
(aproximadamente un 50% extra de error). Sin embargo, los landmarks rigidos
tienen la fortaleza de poder mantener localizado al robot usando muy pocos
landmarks (solamente 4), lo cual resulta imposible de lograr usando los landmarks
puntuales. Por otro lado, se puede apreciar que el método #1 de creacion de
landmarks rigidos (maxima covarianza de la pose) es inferior en todas las pruebas
respecto al método 2 (maxima covarianza de los puntos del cuerpo), por lo cual el
método 2 es el que debe ser usado para implementar la generacién de los
landmarks rigidos.

De los histogramas es posible deducir que las distribuciones de probabilidad
de los errores tienen en general formas irregulares que si bien pueden ser

descritas mediante una media y covarianza, contienen mas informacion que la
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aportada por estos dos estadisticos. Para poder mantener una escala regular en
los histogramas, los fallos se dejan en la celda numero 60 de los histogramas, ya
que cualquier error mayor a 60 representa un error en la ruta mayor a la escala del
mapa, por lo que se considera un fallo.
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Figura 13: Histogramas del error para las seis pruebas sobre al ruta con forma de U. El
numero de fallos se indica en azul en cada histograma.
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Figura 14: Histogramas para las 6 pruebas sobre la ruta con forma de S. El numero de fallos
se indica en azul en cada histograma.
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Figura 15: Histogramas para las 6 pruebas sobre la ruta con pérdida continua. El numero de

fallos se indica en azul en cada histograma.

25 30

35

40 45

o
al
@

Figura 16: Histogramas para las 6 pruebas sobre la ruta al azar. El nimero de fallos se indica

en azul en cada histograma.

De los histogramas se puede concluir que el sistema SLAM presenta poca

estabilidad numérica cuando se usan solamente 4 landmarks puntuales, ya que el
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histograma no converge a una distribucion suave. Este resultado es coherente con
el mostrado en la tabla.

De la tabla y de los graficos de los histogramas se puede concluir que los
landmarks rigidos deben ser creados usando la metodologia de maxima
covarianza de los puntos del cuerpo. La razén de esto es que la covarianza
original se descompone en dos partes: la covarianza de la pose del landmark
rigido, la cual se reduce con el tiempo, y la covarianza de los puntos del cuerpo, la
cual se mantiene constante. Si la covarianza es traspasada por completo a la pose
del landmark rigido, con el tiempo la covarianza del landmark completo va a ser
cero, lo cual va a causar una subestimacién grave de la covarianza de las
proyecciones de los puntos del cuerpo en la pantalla. Se debe recordar que la
posicion de los puntos del cuerpo no se actualiza, por lo cual el error que
presentaban en el momento de la agrupacién se va a mantener en el tiempo. Es
por eso que deben tener matrices de covarianza asociadas que representen la
incertidumbre provocada por dicho error.

Un gréfico que muestra el tiempo de ejecucidn requierido por cada iteracién
de prediccidn-actualizacién del EKF en funcion del niumero de caracteristicas
almacenadas en el mapa se muestra a continuacién.
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Figura 17: Tiempo de ejecucion requerido por cada iteracion EKF. El sistema basado en
landmarks-punto se muestra en azul, y el basado en landmarks rigidos en verde.
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De la figura 17 se puede concluir que el sistema basado en landmarks
rigidos es capaz de manejar una gran cantidad de descriptores de forma muy
eficiente, ya que el aumento en el tiempo computacional que se produce al
agregar nuevos descriptores al mapa es mucho menor en el mapa formado por
landmarks rigidos que en el mapa formado por landmarks punto. De este modo, se

pueden lograr mapas densos, que consideran muchos dscriptores, en tiempo real.

6.2 Experimentos usando secuencias de video reales

Para poder evaluar el sistema sobre secuencias de video reales se desarroll
una interfaz de visualizacién grafica simple usando FLTK [26], la cual permite
visualizar el funcionamiento del sistema en tiempo real. La interfaz muestra, entre
otras cosas, la imagen procesada, los descriptores y elipses de error del test chi-
cuadrado, la matriz P, H y el andlisis de covarianza usado para decidir la
transformacién de los conjuntos de landmarks punto a landmarks rigidos (ver
Figura 17). En una de las ventanas se muestra el mapa usando la extension para
OpenGL que incluye FLTK. En dicha ventana se muestra la ruta reconstruida, los
landmarks puntuales existentes como puntos azules, y finalmente los landmarks
rigidos existentes mostrando la pose como un sistema de referencia y los puntos
del cuerpo como puntos blancos. La cadmara se muestra como un cubo de color
amarillo, el cual tiene otro pequefio cubo adherido a una de sus caras que
representa el lente de la camara. La interfaz de visualizacién se activa cuando se
encuentra el flag #ifdef _ compaT FLTK__ Yy €s portable, ya que el sistema FLTK
se puede ejecutar nativamente tanto en Windows como en sistemas Posix (Linux,
Unix y Mac OS). El sistema de visualizacion implementado se muestra en la
Figura 18.

107



Observaciones
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Figura 18: Interfaz de visualizacion del sistema



Se grabaron 7 secuencias de video, en las cuales una camara web realiza
una trayectoria a través de un jardin, llegando a un punto final cercano al punto
inicial de la ruta. La ruta se pudo reconstruir en forma satisfactoria en las 7
secuencias de video capturadas. Algunas imagenes seleccionadas de la primera
secuencia de video se muestran en la Figura 19, y la formacién del mapa se

muestra en la Figura 20.
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