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�������������� �� '����� +���	� �� ��� ��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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!�!�*�0�������� ������ � &1�. �� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !2
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i=1

N∑
j=1

G(yi − yj , 2σ2I)
�����$�

%� &���� ����	�	 
� '�
���� ������	� �� 
������ �����	�	 	� ��
 (������
 )��
���
� *��

G (z, Σ) = 1
(2π)M/2|Σ|1/2 exp

(− 1
2zT Σ−1z

)
�� ������ ���

��� �� �� �
���� +,	���
����# 	��	� Σ

�
 �� ����� 	� ���������# z ∈ �M � *��� yi ∈ �M � yj ∈ �M 	�
 ���
���
 	� 	���
 �� �� �
����#

Σ1� Σ2 ��
 ������
 	� ��������� ���� 	�
 ������ ���

���
 �� �� �
����� *� ���	� 	���
���� -./

0�� 
� ������ �� 
������ ����� ��

ˆ
G (z − yi, Σ1) G (z − yj , Σ2) dz = G ((yi − yj) , (Σ1 + Σ2)) �����1�

%� �(����� � ����� �	� �� ����	�	 	� �(����� � ����� 	�
 �������
 ��������
� %� �(��,

��� � ����� � �� 
��	� 	� �� ����� ���	� 
�� �������	� ���� ��� 	(������ 	� ������!�
 	�

*2����� I (x, y) = H (y) −H (y/x)� %� �
���� � 	� �� �3���
 � I (x, y) # �
 �� ��
� ���������

	� �� 	�������� 	� 4�������,%����� �4%� -56/# �� ���� �
��� �� 	
����� ����� � (������
 	�

	��
	�	 	� �������	�	 f (x) � g (x) ��	�����

K (f, g) =
ˆ

f (x) log
f (x)
g (x)

dx �����6�

���	� �� ������!� 	� *2����� �
 �����	� 	� (���� ���!���� 7� ���� 0�� �� �� ������!�


� ������ �� ������!� 	� "��� 	� ��	�� α# ���� �� �(����� � ����� 
� 	���� �� ��		� 	�

�.



����������	 �� 
���� �� ����� α ���� ��� ��	
��	�� �� ��	����� �� ���������� f (x) � g (x)�

���	��	�����

HRα (f, g) =
1

1− α

ˆ
log
(

f (x)α

g (x)α

)
dx ��������

� �	 �� ������ 
��	�� α → 1� �� ���	� ���	� �� �������	
�� �� � �

ĺım
α→1

HRα (f, g) = K (f, g) ��������

 � ���	
�!	 �� �� �	������ � �� �������	
�� �� "�	��� �#����	 �	� ����� �� ������� ��	��

���������
�� 
��� 	� ���������
���

���� �����	
��� � ���
����� � ��������
��� � ����	����	

$��� �� ��! �	 �� ��

�!	 ��� %����� �� �� &	�����
�!	 ����'� 
�	 �� ()*� � ��� �� ��	�� ��

��+������ 
�	�
���� ���� �� ����
�
�!	� ��� ���� �� ��	����	��� ��	�� ���,	 ������ ���� �������-

	����� )�	��� �� ��� ���	
������ ������� �� ������
�!	 ���������
� �� ��	
��	�� �� ��	����� ��

���������� �� �	
��	���	� �� ������ �� ��� .���	��� � �� ������ �� ./#��� 0������������ �

��	��� �� ��� ������� 	� ���������
�� �� �	
��	��� �� 1�������� �� *��2�	�

������ ����	� 	
 ��� ��
����

 �� ����	��� 3�4 �������	 
���
����2�� �	� ��	
�!	 �� �����������  ���� �� ��� ��������

���������� �����	 ��� ������ ����	���� �� 
�	
���� +�� ��
5�� �������� ���	�	 � �����	 �� �����

��	
�!	 �� ��	����� �� ����������� *�� �� ��	�� �� ����� ������� ���� ������� ��� �����
�����

���/������ +�� ��6	�	 ��� ��	
��	���

1� ������ 
�	����� �	 ������� ��� ����	��� ���������� �� �� �������
�!	 �� �	� ����
�!	 
�	

��� 
�������	���	��� ����	��� ����������� ���� ������� �	 ���/����� ���
�	�
��� �� �� �������-


�!	�

�7



������ ������ �	 �
��� �	����������

�� ������ �� �	�
���
� ��� ��� ���
�� ����	
�
�
���� 	�����
��� ���� �	�
����� � ����� �����

��� ��������� ��� �
���� �� ����
���� �� ���
�
��� �� ����� �� �� ������
�
��� �� �� ���	���

�������
� ��	������� �	 ���
�� �� ������ ���	
	�� �� ��������� �� ����� ��� ��������� ��� ���
�
��

�� ����
� �� ����	
�
�
����

����� 	� �� �� ����!

"�� X1, X2, ..., XN ��� ���	��� ��������� �� ��� �
	��
���
� �� ���	
��� �� ������
�
���

f (x, θ) # L (x1, x2, . . . , xN ) �� ����	
�
�
��� �� �� ���	��� �� ����
�� �� θ� "
 t = u (x1, x2, . . . , xN )�	

�� ����� �� ���� �� ���� �� ����� �� �� ����
� �� ����	
�
�
��� �	 ���
��� �������	 T = u (X, X2, . . . , XN )

�	 �� �	�
����� �� ���
�� ����	
�
�
��� �� # t �

��	 ������	 ����
�����	 	� ��	�� �� �� �����
�
���� ����
� �� �� $%& ��� 	� ��
��� �����
���

��� �� ������	 ��	�	 �� �	 ��	
��� ������� ��� �������
�� '� ������ ��� ����
�� ������� ��

����
���	 �� ������
�
��� ���
���� �� �	�
���
� �� ��������
�� �����	����� �� �	�
����� ��

&������

������ �������� �	 ����	�

�� �	�
����� �� &����� �	�� ������ �� �� ��� 	� �����
�� �	�
���
� �� ���	
��� �� (�����

)*%�� *����� %��	
�# �	�
���
��+� �� �	�� ������ �� $%& �	 �	�
���� ���
���� �� 	��� ��

����
���	 �� (������ ��	 �����	 �,�
������� 	�� ����
���	 ���		
���	 ��� 	� ���������� ��������	

	���� ��	 �����	 ��� 	� ��
��� ������
��� 	� $%&� �	 ����	��
� �� �
� �� ���-� �� ����� �	��
���

� �� ����
� �� (����� ���� ����.�� �� 	���
��� �� �� �	�
���
��

�	�� ������ ���� �� �	�
���
� �� $%& �	 	�������� /�
� ���� ���
����� ��	 ����
���	 ���0

	������	 ��� 12�� 	� ����� ��	����� ��� �� ��
�
��� �� ��
���
� �� �� ������,� �� 3��#
 �� ����� � ��

�	�
���
� �� &����� 	� 
������ ���
������ ����
�
���� �� ��.�� �����.� �������
��� �� ��
�
��� ��

����
���� ����

�� �	�
����� �� &����� �45� 	� �� ��!

"
 X1, X2, ..., XN 	�� ���
����	 ���������	 
�������
����	 � 
����
������� �
	��
��
��	 )11%+�

�������	 �� ���	
��� �� (����� �� �� $%& �	�� ���� ���!

f̂k(x) =
1

Nh

N∑
i=1

K

(
x− xi

h

)
)��6�4+
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����� K �� ���	� 
����� � h �� �� ���� �� ����� � ������� ������ ��� �� ���������

���������� ��� 
����� �� �������� �� ������ ��������� �� ����� ��� � �������� ���������

K (x) =
1√
2π

exp
(
−1

2
x2

)
�������

������ ������� ��� ����  �� ������  ��� �� ��������� �� �������� �� 
����� �� ����� �!������

"���� ��� ��������� ������� #�� �� ��� �� ����� �� �������� �� ��������� ������ �� ��� 
$������

�%� ������ � ��� ������� �� �� ������������ �% ��� �� �������  ��� �� ��������� �� �� ��������

�� ������� �� ������

&����������� ������� ��� �� '����������� �� (���� � ���� �����	
�� ����
 �)**� ���

 �� �������� ��� ����������� �%� �!�����  ��� �� ��������� �� �� )+, ��������� �� �������

�� %����� -./ �01�

"�  �������� ��� �� ��������� �� ,����� �� ���� �� ���� �� 2 ���������� �� ������ �������

��� �� '����������� &% ��� �� (���� �)('� � �� '����������� &% ��� �� (���� *�3�����

�4)('� #�� ������ �� %���� �� �� ����� 5�2*� � �� ����� 5�26*�/ �� ����� 2 ����� ����

� �� ������� �� ��������� ���������� � * ����� ���� � �� ������� �� ������ ����� �� ��������

�� )+,� 7��� ������� #�� ��� ������� ������� �� ������ �� '����� ��� �� ��� �� ���� �����

������
�� �)('� � �� 4)('/  ����� ��� ����� ���������  ��� ����� �� ������ h ��������

���� �����	
����� � �����

8� ������������ �� (����  ���� ��� ��������� ������� � ��  ���������  �� �� ��������� ��

,����� � �� ��!�� ��� �����9

Gδf(y) =
ˆ

Γ

exp

(
−‖y − xi‖2

h2

)
f (x) dx (h > 0) ���:�.�

����� �� ������ �� ��!�� �� Γ ⊂ �d� ,���  �� ������ �������� �� ������� �� ������� �������

�� �� ������������ �� (����� +��� ��� ������� �� f ��� �� ��3���� �� N  ����� xi ∈ �d/ ��

 ���� �; ����� �� �� ����� #�� �����9

G(y) =
N∑

i=1

qi exp

(
−‖y − xi‖2

h2

)
���:���

�0



����� ��� �����	��
�� qi ��� ������	��
�� �� ��� ������ �� f (xi)� �� ����� � ������	��

�
��	�� ����� M ���
�� (y1, y2, . . . , yM ) � ������	�� �����

G(yj) =
N∑

i=1

qi exp

(
−‖yj − xi‖2

h2

)
�������

�� ������� � ����	�� ����� �� �� ��� �� ��
���� ��� M G (yi) �� ������	� ���	�� MN �����

�	�����

������ ����	
����� ����� � ���		 �����

�  ���!��"� #$�	� �� %��� �&�
 %���  ���!��"�' �� �� ��	�
� �� &�
 (��
	����

(�
)�� �&((� *��+' �� ��� !�� ���������� �� ���	�� ��"� �$�	�� �� �"��� ��
���	���

,������� ��� �� ,�� ��
	�� �� ��
-����' �� ����� �� ������
�� ����� ��
���	��� �����


���
$
	��� � ,��	
�	����� �� � � � �	"���	�����

.� ��	"�� ��� �� � &% �� � ����	�	�	�� ����	� �� �� )	������� ��	
�	� ���
�� �� Nd
side

/�0�1 �� ���
√

2rh' �� ����� r ��������
 �� ��,� �� � /�01 2 h �� ��)� �� ��� � ��	���

3� ��,	��� ����,�� �� r ≤ 0,5 
� ��� Nside = 1√
2rh
�� �� ��
���� ��� ���0��
�� �� �
�� {xi} � {yj}

��� �	,����  /�0�1 �	!����
��' ���� �� ���0��
� �� �
�� {xi} �� �� /�01 2 ��� ������ ��
{yj} �� �� /�01 ���	�' �� �$����� �� ���	��� ����� ��� �� ��� �	,�	��
�� "4
���� ������	����
��� �5"��� �� {xi} � {yj} ������
�� �� �� /�0�1�

� &% ������
 �� ����� O((N + M)pd) ����� 6 2 ( ������������  � ��
	�� �� �
��

{xi}� {yj}������
	�"��
� 2 p 	��	� )�
 ��� 
4�"	�� �� � �����	�� �� 7��"	
� �� ����	����$

�� �� �$�����' d �����������  � �	"���	���	�� �� ��� �
��� � &% *��+ ���	� � �����	����

�	!����
�� �� � ,���	�' �� �� ��� � ���	� �� 7��"	
� � ��� ��
��, �� ����	"�	��

�� �"�� ��0�� 2 �
� ��� ��
$ ��� ��� � ���	� ��  2���' � ��� �����
 �� 	�
���"�	�

{xi} � {yj} �� � �����	�� �� 7��"	
�' � ��� �� ���	� �� �� �"�� ������� 3� ������ ���
� �"��
� � �	"���	���	�� d' �� ����� ��� ������" �"��
 ��
���	�"��
� �� ��� �� )��

���
��� ��"��
�	���"��
� �� �	"���	���� �
��

8� 	�������	��
� ��� ������
 � &% ' �� �� ��� �� �� ��
���
�� �� �
�� �� !��" �� /�0�1'

�� ���	�' � &% ����	�	�� �� ����	� �� ��� �
�� �
	�	���� �� ,�	��' �� ��� �� �
� �	"���	����

����� ��� �� ������"' �� ��
	���� �	 ��� �
�� 
	���� �,�� 
	�� ���
��-�
	� �� ��"5� !��"���

�5"�����

�9



������ �����	
����� ����� �� ����� ���
���� ������

�� ����� �	��� 
� �����	 ��� 
������� �	������� �� �� ���� ��� ������ ���
�� ��	 ��	��
��

��	 �� �������� 
� ���� 
�
� ��� ��� ��� 
���		����
� ��	� �������� ���������� ������	���

��� ��	� �������� ��������� ����� ����� 
� ��	 ������	�� � �� ��	�� 
� 
�
	 �� ������ �� ������ �

�� ��� ��	� ����� 
�������� �� �������! ����� ��	� ����	 �� 
����������� 	���"�
� �� �� ����

�� ���� 	���"� ��� �#������ 
�����!

�� ���� ���"� �� ��	� 
� �����	 ��	� 
���������	 ��� $�	���� ��������� �	�������� ����%

��
� ��� �� ������ N ��������� {xi}����	�
�� �� x∗ � ��� ����
�
 
� M ������ {yi}� �� �&	���

�#�������� '!(!)� ���
� ��	 ���	�� ����

exp

(
−‖yj − xi‖2

h2

)
= exp

(
−‖yj − x∗‖2

h2

)
exp

(
−‖xi − x∗‖2

h2

)
exp

(
−2 (xi − x∗) (yj − x∗)

h2

)
*'!(!(+

,� �� �#�	���� '!(!( �� ����	�� ��� �� �� ��	��	 �&	��� 
� �� 
�	��-� -�� �&	���� 
� �����

��������� 
� 
���� {xi}� {yi}! �� 
�� �	����� 
�� ����	��� �� 	������"�	 �� �#�	���� ����

�&	��� �� ��� �#������ �� .�	� 
� �����	 ���
��
� �� �#�	���� ���� ����/

exp
(
−2 (xi − x∗) (yj − x∗)

h2

)
=

p−1∑
n=0

2n

n!

[(
xi − x∗

h

)(
yj − x∗

h

)]n

+ errorp *'!(!0+

���"��
� �� ������� ����%1�
��� �� �#������ �� ��	� 
� �����	 ���
� ��	 	����	�� ����

����/

exp
(
−2 (xi − x∗) (yj − x∗)

h2

)
=

∑
|α|≤p−1

2α

α!

(
xi − x∗

h

)α(
yj − x∗

h

)α

+ errorp *'!(!2+

����	��
� �� error �	�
���� 
� �� ��	�#����� 
� �����	� �� �#�	���� '!(!) ���
� ��	 ��	�#%

��
� ���� ����/

Ĝ (yj) =
N∑

i=1

qi exp

(
−‖yj − x∗‖2

h2

)
exp

(
−‖xi − x∗‖2

h2

)⎡
⎣ ∑
|α|≤p−1

2α

α!

(
xi − x∗

h

)α(
yj − x∗

h

)α
⎤
⎦

*'!(!3+

'4



����������� ��	 
�����	 �� �� �����	�� ����� 	� ��
����

Ĝ (yj) =
∑

|α|≤p−1

[
2α

α!

N∑
i=1
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