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Resumen 
 
 
Los acumuladores de Ion-Litio han adquirido un importante rol en el sector industrial durante los 
últimos años. Lo anterior, principalmente debido a que su carácter de dispositivos de respaldo 
energético los transforma en elementos clave dentro del diseño de sistemas autónomos. 
Particularmente en estos casos, se hace crítico el poder contar con sistemas de supervisión de 
baterías que incorporen elementos de incertidumbre y sean capaces de estimar de manera certera 
y precisa tanto el estado-de-carga (SOC, por sus siglas en inglés) como el tiempo de descarga 
(EOD, del inglés End-of-Discharge) de las mismas. Es por este motivo que el presente trabajo de 
Tesis se focaliza en establecer las bases para el diseño e implementación de un sistema de 
estimación y pronóstico basado en métodos secuenciales de Monte Carlo (también conocidos 
como filtros de partículas) para la estimación del SOC y predicción del EOD de dispositivos de 
almacenamiento de energía de Ion-Litio. 
 
En la actualidad, hay múltiples productos desarrollados que son capaces de estimar el SOC de 
una batería de Ion-Litio; sin embargo, estos no son capaces de estimar dichos parámetros en 
línea. Incluso en el caso que este último objetivo se cumpla, se considera sólo un perfil de 
utilización promedio para el equipo, lo que en la práctica implica un enorme sesgo de estimación. 
En este contexto, el esquema propuesto considera dos etapas: (i) La primera corresponde a la 
estimación en línea del SOC, para lo cual se utilizan métodos de estimación Bayesiana sub-
óptimos (filtros de partículas) dada su capacidad para incorporar información en modelos 
dinámicos no-lineales, con problemas de observabilidad, y fuentes de incertidumbre 
no-Gaussiana; mejorando significativamente la precisión y exactitud de los algoritmos de 
predicción del EOD; (ii) la segunda etapa consiste en la caracterización de la incertidumbre en el 
pronóstico del tiempo de uso remanente del acumulador a través del algoritmo de regularización, 
basado en las distribuciones de Epanechnikov y en un filtro de partículas. Sumado a lo anterior, 
también se considera la caracterización estadística (condicional a los datos medidos) del perfil de 
uso futuro de la batería mediante una cadena de Markov de primer orden, con lo cual se incorpora 
información acerca del uso que se le otorgó a la batería hasta en el instante inicial de predicción. 
 
Con el objeto de analizar los aspectos principales a considerar en el diseño del esquema 
propuesto, se realiza una comparación entre la solución óptima (en el sentido de media 
cuadrática, mediante filtro de Kalman) obtenida a priori y la solución sub-óptima entregada por 
el método propuesto. Esta comparación se realiza con el objetivo de determinar el número de 
partículas, de iteraciones del filtro y de realizaciones de la cadena de Markov adecuadas para el 
buen funcionamiento del algoritmo. 
 
Finalmente, la validación del módulo de pronóstico propuesto se realiza (mediante medidas de 
desempeño ad-hoc) con datos experimentales de pruebas de descarga de baterías de Ion-Litio 
proporcionados por Impact Technologies, LLC. Como conclusión de los resultados expuestos en 
este trabajo, se puede afirmar que la implementación del método propuesto permite: (i) obtener 
un filtrado altamente exacto y preciso del proceso de descarga; y (ii) mejorar el pronóstico del 
tiempo de uso remanente del acumulador en términos de exactitud y precisión, destacando la 
tendencia a sub-estimar el EOD respecto a la sobre-estimación encontrada en los métodos 
presentes en la literatura.  
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Abstract 
 
 
Li-ion batteries had acquired an important role in the industrial sector in recent years. Mainly 
because its function as energetic support devices transforms them into key elements in the design 
of autonomous systems. Particularly in these cases, it is critical to have battery monitoring 
systems that incorporate elements of uncertainty and are capable of estimating the state-of-charge 
(SOC) and the discharge time (EOD, End-of-discharge) in an accurate and precise manner. It is 
for this reason that this thesis work is focused on establishing the foundations for the design and 
implementation of an estimation and prognosis system based on sequential Monte Carlo methods 
(also called particle filters) for the SOC estimation and EOD prediction in Li-ion energy storage 
devices. 
 
Nowadays, there are many developed products which are capable of estimating the SOC of a Li-
ion battery; however, these are not capable of performing online estimation. Even if this is 
achieved, it considers only an average usage profile for the team, which in reality means a huge 
estimation bias. In this context, the proposed scheme considers two phases: (i) The first phase 
concerns the online estimation of the SOC. For this purpose, Bayesian suboptimal estimation 
methods (particle filters) are used, given its demonstrated capacity to incorporate information 
from nonlinear dynamic models with observability problems, and non-Gaussian uncertainty 
sources; significantly improving the precision and accuracy of prediction algorithms of the EOD, 
(ii) the second phase consists of the characterization of the uncertainty in the remaining use time 
prognosis of the battery through the regularization algorithm, based on Epanechnikov 
distributions and a particulate filter. In addition, is also considered the statistical characterization 
(conditional to the measured data) of future usage profile of the battery using a first order Markov 
chain, thus incorporates information about the use given to the battery until the initial instant of 
prediction. 
 
With the purpose of analyzing the main aspects to consider in the proposed scheme design, a 
comparison is made between the analytical solution (in the mean-square error sense) obtained a 
priori and the sub-optimal solution supplied by the proposed method. This comparison is 
performed with the purpose of determine the number of particles, the filter iterations and the 
Markov chain realizations needed for the proper functioning of the algorithm. 
 
Finally, the proposed prognosis module is validated (using a set of ad-hoc performance 
measures) through experimental data from discharge test performed on Li-ion batteries provided 
by Impact Technologies, LLC. In conclusion of the results presented in this thesis work, it can be 
said that the implementation of the proposed method allows: (i) obtaining a highly accurate and 
precise filtering of the discharge process, and (ii) improving the battery remaining usage time 
prognosis in terms of accuracy and precision, giving priority to the tendency to underestimate the 
EOD about the overestimation found in the literature methods.  
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Capítulo I 

Introducción 
 

En la actualidad, los Dispositivos Almacenadores de Energía (ESD, por sus siglas en inglés) 
cumplen un rol fundamental  tanto en el ámbito civil como en el médico y militar. Considérese, 
por ejemplo, los productos electrónicos asociados comúnmente al diario vivir (computadores 
portátiles, equipos de comunicación, GPS, robots domésticos), así como equipos y maquinarias 
más sofisticadas tales como marcapasos, satélites, vehículos militares terrestres, marinos y aéreos 
(operados de forma manual/telecomandada o autónomamente). Los ESDs permiten ser utilizados 
como fuentes principales de energía, o bien como respaldo, permitiendo alimentar distintos 
dispositivos y sistemas frente a diversos perfiles de demanda, asegurando de este modo un mayor 
nivel de autonomía a cada uno de ellos. Es así como durante los últimos años, los ESDs han 
adquirido un rol imprescindible en el sector industrial ya que, además de ser utilizados como 
sistema de respaldo de suministro energético, son parte fundamental en el diseño de equipos y 
sistemas de alta especialización y automatización como en el caso de vehículos aéreos no 
tripulados (UAV, por sus siglas en inglés) y los robots destinados a la realización de tareas 
rutinarias en zonas de peligro; estos últimos altamente utilizados en las industrias mineras, 
forestales y pesqueras. Los ESDs más comúnmente empleados, y los que ciertamente se 
continuarán utilizando dentro de un futuro cercano, son aquellos construidos en base a 
compuestos de Litio debido a que presentan diversas ventajas sobre otros ESDs tales como los de 
Ni-MH, Ni-Cd y plomo. Algunas de estas ventajas se deben a que los ESDs de Ion-Litio 
acumulan mayor carga por unidad de peso y volumen, permitiendo diseñar baterías de poco 
espesor lo que facilita su integración a pequeños dispositivos electrónicos, además de ofrecer una 
baja tasa de auto-descarga y una larga vida útil [1]–[2].  
 
En este sentido, Chile se encuentra actualmente en una posición estratégica inmejorable para 
aprovechar los efectos de generación de valor agregado en la industria de extracción de Litio, ya 
que Chile cuenta con una de las mayores reservas de Litio a nivel mundial y actualmente lidera la 
producción de carbonato Litio. Teniendo esto en consideración, el país debe aprovechar esto para  
convertirse en pionero en el desarrollo e innovación dentro de esta industria, potenciando a 
nuestro país como proveedor de desarrollos de ingeniería avanzada a nivel global, capaz de 
despertar el interés de inversionistas, y agregar valor a través de procesos de innovación, evitando 
así, que Chile nuevamente pierda una oportunidad histórica en términos de formación de capital 
humano calificado y desarrollo tecnológico, tal como ocurrió con la industria del cobre.  
 
Considerando lo anterior, el estudio de baterías de Ion-Litio cobra especial relevancia al analizar 
la expansión del mercado de equipos alimentados por estos ESDs, debido en gran parte a la 
escasez de recursos petrolíferos, a la alta volatilidad de los precios del petróleo y a dificultades en 
su  predicción, e inseguridad mundial debido a que las reservas están ligadas típicamente a países 
geopolíticamente inestables. Por este motivo, y otros asociados como la contaminación ambiental 
y el efecto invernadero, la industria automotriz mundial está empezando a moverse desde los 
vehículos de combustión interna hacia los Grid-Enable-Electric-Vehicle (GEV), sigla en inglés 
que hace referencia a los vehículos eléctricos habilitados para conectarse a la red por medio de un 
simple enchufe. En efecto, algunas empresas extranjeras ya están comenzando a abordar 
parcialmente el estudio de baterías de Ion-Litio, sin que se detecte en Chile ninguna iniciativa 
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concreta al respecto. Particularmente, es pertinente mencionar ejemplos tales como “Global 
Technology Connection” (www.globaltechinc.com) e “Impact Technologies, LLC.” 
(www.impact-tek.com, ahora parte de “Sirkorsky Aircraft Corporation”) en E.E.U.U. (ambas con 
una marcada orientación hacia aplicaciones en ámbito militar), y “Argus Analyzers” 
(www.argusanalyzers.com) que se ha enfocado en desarrollar productos de calidad relacionados 
con el diagnostico, monitoreo y sistemas de administración de baterías (BMS, por sus siglas en 
inglés) [3] tanto en el área automotriz como industrial. 
 
Debido al incremento exponencial en la utilización de ESDs de Ion-Litio, particularmente en la 
industria automotriz, es absolutamente necesario contar con BMS, los cuales tienen como 
objetivo: (i) proporcionar y maximizar un tiempo de uso (autonomía) razonable por ciclo de 
descarga al sistema, (ii) asegurar que en un breve tiempo de carga, el ESD sea capaz de acumular 
la energía necesaria para garantizar la autonomía del sistema, (iii) maximizar el número de ciclos 
de operación en los que la batería puede ser utilizada, (iv) trabajar en tiempo real y con rápidas 
variaciones en las condiciones de carga y descarga. Para lograr lo anterior, un BMS debe contar 
con distintas funciones específicas tales como: el monitoreo individual de las celdas que 
conforman la batería, mantener todas las celdas dentro de sus límites de operación y, 
particularmente, proveer información acerca del “Estado-de-Carga” (SOC, del inglés “State-of-
Charge”)[3], “Estado-de-Salud”(SOH, del inglés “State-of-Health”)[3] y “Vida útil Remanente” 
(RUL, del inglés “Remaining Useful Life”)[3]. El conocimiento de estas tres últimas 
características de los ESDs le permiten al usuario tomar decisiones futuras respecto a la 
utilización de estos, como por ejemplo: cuando y cuanto cargarlos, cuando reemplazarlos o 
cuando reciclarlos. 
 

1.2 Objetivo General del Trabajo de Tesis 

 
 
Uno de los temas más importantes a considerar en el manejo de ESDs es cómo asegurar la 
información respecto a la cantidad máxima de energía que se puede almacenar en el acumulador 
y qué cantidad se tiene almacenada en un instante de tiempo particular. Este trabajo tiene por 
objetivo general diseñar un módulo de estimación y pronóstico en línea, del SOC de un ESD de 
Ion-Litio, utilizando métodos secuenciales de Monte Carlo, enfocándose particularmente a la 
caracterización estadística del perfil de uso futuro del acumulador. El SOC corresponde a la 
cantidad (%) de energía aZ que permanece almacenada en el ESD durante un ciclo de descarga 
en observación, respecto al máximo de energía que se puede almacenar en el mismo [4]-[5]. Los 
principales factores que afectan el SOC son: las tasas de carga/descarga, histéresis, temperatura, 
tiempo de uso y auto-descarga (debido a la resistencia interna de la batería). En la actualidad, el 
estudio del SOC presenta tres grandes problemáticas: (i) cómo modelar la batería, (ii) cómo 
estimar el SOC y (iii) cómo predecir el SOC. En los dos primeros puntos existen diversos 
trabajos que abordan de diferentes maneras ambos temas, en donde se utilizan modelos 
empíricos, químicos, físicos, eléctricos y distintas técnicas de estimación tales como la lógica 
difusa, redes neuronales o filtro extendido de Kalman (EKF, por sus siglas en inglés) [1], [3] y 
[4]. Sin embargo, el problema principal radica en la tercera problemática, que corresponde a la 
etapa de predicción del SOC. Esto se debe a que no se conoce el perfil de uso futuro al que será 
sometido el ESD, por lo que es necesario caracterizarlo, con el fin de incorporar dicha 
información en los módulos de predicción del nivel autonomía del ESD.   
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1.3 Objetivos Específicos del Trabajo de Tesis 

 
 
En este sentido, se consideran como objetivos específicos del trabajo, los siguientes aspectos: (i) 
generar un modelo empírico-fenomenológico de la descarga de un ESD mediante un enfoque 
Bayesiano para el estudio en línea del SOC, el cual permita la adaptación de los estados del 
modelo a la batería en estudio mediante un método de aprendizaje (aplicado durante la etapa de 
estimación) y que a la vez tenga una rápida convergencia en sus resultados, facilitando el estudio 
en línea del SOC; (ii) considerar la caracterización futura de los perfiles de uso del ESD, 
mediante el uso de cadenas de Markov, cuantificando su efecto en las estimaciones del SOC y 
predicciones del tiempo remanente hasta la descarga del acumulador en el módulo de pronóstico 
basado en una variante específica de algoritmos Bayesianos denominada Filtro de Partículas 
(FP); (iii) presentar las directrices para definir el número de partículas, de iteraciones del 
algoritmo del pronóstico (FP) y del número realizaciones de la CM necesarias para caracterizar 
adecuadamente la función de densidad de probabilidad (PDF, del inglés Probability Density 
Function) del tiempo remanente hasta la descarga del ESD en base a resultados analíticos para un 
modelo de descarga simplificado. 
 
La estructura del artículo es como sigue. El Capítulo II presenta un marco teórico del problema 
de estimación y pronóstico de fallas basados en filtro de partículas del estado-de-carga (SOC) en 
ESDs. El Capítulo III se enfoca en los aspectos de modelación que son requeridos para incorporar 
la caracterización del perfil de uso futuro en el marco de pronóstico. El Capítulo IV muestra la 
implementación de una aproximación propuesta para un sistema hipotético y simplificado de 
descarga donde la solución óptima (en el sentido  mínimo error cuadrático medio) puede ser 
encontrada analíticamente, con el propósito de comparar y analizar el desempeño de la 
aproximación propuesta en un escenario controlado. El Capítulo V muestra los resultados 
obtenidos del módulo de pronóstico propuesto para el SOC cuando es usado para estimar el 
tiempo remanente hasta la descarga de acumuladores de Ion-Litio; posteriormente se exhibe el 
análisis de los resultados obtenidos, basado en medidas ad-hoc  de evaluación de desempeño, 
generando una retroalimentación constructiva respecto a las aproximaciones propuestas. 
Finalmente, en el Capítulo VI se presentan las principales conclusiones de esta investigación. 
 

Capítulo II  

Descripción del Problema  
 
 

2.1 Estimación y Predicción del Estado de Carga en Dispositivos de 

Almacenamiento de Energía 
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Contar con información acerca del SOC de la batería, es crítico para la implementación de 
estrategias de control óptimo para el proceso de carga / descarga del ESD [3]. Es por esta razón 
que hoy en día es de suma importancia contar con un método capaz de estimar y,  según el perfil 
de uso futuro, predecir en línea el SOC de un ESD, que entregue resultados con apropiada 
exactitud y precisión. Es necesario mencionar, en este sentido, que la exactitud está definida 
como “la proximidad en la concordancia entre un resultado y el valor de referencia aceptado” [6]; 
luego, en este caso en particular la exactitud está directamente relacionada con el sesgo 
(diferencia entre la estimación y el dato medido). Por otra parte, la precisión es definida como “el 
grado de concordancia entre ensayos independientes obtenidos bajo unas condiciones 
estipuladas” [7] [8]-[9], la cual queda representada por la varianza obtenida de los resultados del 
algoritmo. 
 
En este sentido, una de las principales dificultades que se tiene al estimar el SOC es que este no 
se puede medir directamente, por lo tanto, hay que estimar su valor utilizando métodos 
indirectos, midiendo otros parámetros de los acumuladores de energía como la corriente, el 
voltaje en bornes o la temperatura [3], [10]-[12]. Por otra parte, al estimar el SOC también se 
deben considerar los principales factores que lo afectan tales como la temperatura, las tasas de 
carga/descarga, la histéresis, la edad del ESD y la auto-descarga [3]. 
 
Actualmente existen diversos métodos para estimar el SOC. Una de las maneras más directas de 
hacerlo es trabajar con las propiedades químicas de las baterías, esto implica modelar la batería 
químicamente. Este tipo de modelos requiere mediciones extremadamente precisas además de un 
gran número de variables en el modelo [3]-[4], lo que implica un alto costo computacional y 
limita a un estudio fuera de línea de la batería. Es por esto que se ha tendido a recurrir a métodos 
que realizan el estudio del SOC considerando parámetros eléctricos y ambientales de la batería 
como son la corriente, el voltaje en bornes y la temperatura. 
 
De esta manera, los métodos más populares para la estimación del SOC corresponden al contador 
de Ampère-hora, a la medición de la resistencia interna y a la medición del voltaje en circuito 
abierto (OCV, por sus siglas en inglés) [3]-[5], [10], [12]-[14]. El contador de Ampère-hora 
pretende estimar la capacidad del acumulador a través de la integración de la corriente durante el 
ciclo de carga/descarga. Este método tiene la ventaja de poder implementarse en línea, sin 
embargo tiene la desventaja de necesitar mediciones muy precisas, ser susceptible a  “error de 
arrastre” en sus mediciones, es sensible a corrientes parásitas, no considera la pérdida de 
corriente interna, necesita un SOC de referencia con el cual realizar la comparación de sus 
resultados (típicamente su capacidad máxima nominal), entre otras [3], [4], [11], [12], [14]. El 
método de la medición de la resistencia interna tiene la ventaja de aportar con información 
valiosa para la estimación del SOH, sin embargo cuenta con la desventaja de obtener buenos 
resultados sólo por pequeños intervalos de tiempo, lo que lleva a que generalmente no entregue 
resultados aceptables [2]-[3]. Por otra parte, el método OCV cuenta con la ventaja de no necesitar 
información previa al momento de la medida y tener una relación directa con el SOC (a mayor 
SOC mayor OCV [14]). Lamentablemente, para realizar esta medición el ESD debe contar con 
un prolongado tiempo de descanso (no debe circular corriente) lo que obstaculiza su uso en 
sistemas donde los acumuladores no tienen el tiempo de descanso suficiente, y además 
imposibilita al método para ser utilizado en línea [3], [4], [12], [14]. Otro método bastante 
utilizado es la “Electrochemical Impedance Spectroscopy” (EIS). Las ventajas que presentan este 
método es que aporta con información para el estudio del SOH y que es un método no invasivo y 
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con buenos resultados. Sin embargo, la gran desventaja es que se necesitan equipos extras y 
costosos para realizar las mediciones; equipos que por lo general sólo se encuentran en 
laboratorios de pruebas y que por lo tanto, en la práctica, imposibilitan la utilización de este 
método masivamente [1], [3]–[5] y [15].  
 
Considerando otro enfoque para la estimación del SOC, también se cuenta con métodos capaces 
de trabajar con modelos empíricos y/o sólo con información de los parámetros de la batería. En la 
actualidad, los métodos más utilizados en este enfoque son lógica difusa, redes neuronales, filtro 
extendido de Kalman, entre otros. En algunas investigaciones se ha utilizado la lógica difusa para 
modelar la relación entre el SOC del ESD y sus parámetros medidos a través de la Impedancia 
Espectroscópica [4], esta técnica también se ha utilizado en trabajos que cuentan con información 
escasa y contradictoria [9], [12].  Por otra parte, esta metodología también se ha utilizado para 
estimar directamente el SOC y el SOH de acumuladores de energía [16]. Otro método bastante 
utilizado son las redes neuronales, este método permite modelar empíricamente el ESD, sin 
embargo para generar el modelo y ajustar sus parámetros se  necesita información de 
entrenamiento o prueba con la cual se puedan generar modelos no-lineales lo que otorga una 
ventaja sobre otros métodos. Luego, con el modelo generado es posible realizar tanto 
estimaciones como predicciones del SOC; sin embargo, sus desventajas están relacionadas con el 
sobre-ajuste del modelo a la información de entrenamiento y a otorgar resultados en óptimos 
locales [1], [3], [4], [10] y [12]. En este sentido, una buena solución es modelar los ESD a través 
de sus circuitos eléctricos equivalentes, con los que se busca representar los principios físico-
químicos de los acumuladores. Algunos de estos circuitos se encuentran explicados en detalle en 
[1]-[3], [5], [12]-[15], en particular el modelo presentado en [1] e ilustrado en la Figura 2.1, 
busca representar: (i) las pérdidas de energía al interior de la batería, debidas a la resistencia 
interna (RE) [1]; (ii) la polarización de activación, que se refiere a los diferentes factores de 
retardo inherentes a la cinética de una reacción electroquímica, como la función de trabajo que 
los iones debe superar en la unión entre los electrodos y el electrolito, este efecto está 
representado por la resistencia de transferencia de carga (RCT) [1] en paralelo con la capacitancia 
de doble capa (CDL) [1]; (iii) la polarización por concentración, este factor tiene en cuenta la 
resistencia que se enfrenta la transferencia de masa (por ejemplo, la difusión) proceso mediante el 
cual los iones son transportados a través del electrolito desde un electrodo al otro, cuyo efecto 
queda representado por la impedancia de Warburg (RW) [1]. Al considerar todos estos efectos en 
la representación de los ESD es posible modelar el voltaje y el SOC del ESD a través de sistemas 
no-lineales y sujetos a incertidumbre [1], los que a su vez nos permiten trabajar en línea (sólo 
necesita de mediciones de voltaje y corriente) y además entregan buenos resultados en cuanto a 
estimación se refiere. 
 
 

 
 

Figura 2.1: Modelo de una batería de Ion-Litio mediante su circuito eléctrico equivalente [1]. 
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Debido a la no-linealidad de estos modelos, es que uno de los métodos más utilizados en este 
enfoque corresponde a una técnica de estimación sub-óptima Bayesiana llamada filtro extendido 
de Kalman; el cual se basa en un modelo no-lineal de la batería e intenta aproximar la matriz de 
error de covarianza asociada a la estimación de estado, usando una versión linealizada de los 
sistemas dinámicos que representan la descarga del ESD. Este procedimiento permite que el EKF 
adapte los valores de los parámetros y estados del modelo durante toda la etapa de estimación 
incorporando así toda la información disponible hasta el instante de predicción. Sin embargo, la 
desventaja de este método surge al momento de realizar la estimación a n-pasos (predicción) ya 
que los errores de aproximación debidos a la linealización son demasiado importantes para no ser 
considerados [3], [4], [15], [17] y [18]. 
 
En este sentido, los métodos secuenciales de Monte Carlo (filtro de partículas) han demostrado 
un buen desempeño al trabajar en procesos de estimación y predicción con modelos no lineales 
[8]. En particular, hay investigaciones en estimación y predicción del SOC y SOH de ESD [1], 
[9], [13], [15] y [19]. Este método es capaz de trabajar tanto en estimación como en predicción 
basado en modelo no-lineales, y al igual que el EKF es capaz de adaptar los valores de los 
parámetros y estados del modelo durante la etapa de estimación con lo cual logra incorporar al 
modelo toda la información disponible hasta el instante inicial de predicción. Este método 
también tiene la ventaja de poder realizar una estimación del ruido del sistema y caracterizar una 
solución sub-óptima del problema (en este caso del proceso de descarga) en función de una 
densidad de probabilidad (PDF, por sus siglas en inglés). Este enfoque se analizará en detalle en 
la próxima sección. 
 
 

2.2 Inferencia Bayesiana e Integración de Monte Carlo 

 
 
Distintas disciplinas científicas hacen uso de un conjunto de observaciones para estimar 
cantidades desconocidas. En el caso particular de este trabajo de investigación,  las observaciones 
corresponden al voltaje y corriente durante el proceso de descarga de un ESD, y la variable que 
se pretende estimar es el estado-de-carga (SOC) del acumulador. Desde el punto de vista 
Bayesiano, el conocimiento disponible del sistema en estudio se puede utilizar para formular 
distribuciones a priori de la evolución de las cantidades desconocidas, y funciones de 
verosimilitud para relacionar éstas con las observaciones. En este contexto, la inferencia sobre las 
variables latentes del sistema se basa en la distribución a posteriori obtenida mediante el 
Teorema de Bayes. Adicionalmente, para realizar estimaciones en línea es necesario actualizar 
esta distribución a posteriori en forma secuencial cada vez que se reciben nuevas observaciones.  
Si las relaciones que definen los procesos de observación y transición de estado están dadas por 
un modelo de espacio-estado lineal y Gaussiano, es posible derivar una expresión analítica 
óptima para la evolución de las distribuciones a posteriori; esta expresión es el bien conocido 
Filtro de Kalman (FK) [20]. Sin embargo, en general, los procesos reales son bastante complejos 
como para ser descritos por este tipo de relaciones, puesto que generalmente involucran no-
linealidades, ruidos multiplicativos, no-Gaussianos, y alta dimensionalidad; en donde 
consecuentemente la sucesión de densidades a posteriori a estimar son integrales 
multidimensionales con argumentos no-lineales que no tienen forma explícita para el caso 
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general. Este problema es conocido por distintos nombres dependiendo del área en que se 
presente, entre los que se encuentran filtrado Bayesiano, filtrado óptimo no-lineal, filtrado 
estocástico, e inferencia en línea [21]-[24]. 
 
Entre las técnicas utilizadas para resolver el problema del filtrado Bayesiano, una que ha captado 
la atención de la comunidad científica por su facilidad de implementación, y su amplio campo de 
aplicación es el filtro de partículas. Estos métodos son capaces de aproximar una secuencia de 
medidas de probabilidad de dimensión creciente mediante un conjunto de muestras ponderadas 
del espacio de estado, las que evolucionan en base al conocimiento previo del sistema y a las 
observaciones obtenidas del proceso. FP ha mostrado ser una alternativa superior al filtro 
extendido de Kalman y al filtro unscented de Kalman (UKF, del inglés Unscented Kalman Filter) 
para sistemas no-lineales y no-Gaussianos, ya que con suficientes muestras, aproximan la 
estimación óptima del problema Bayesiano, de forma más exacta [8], [24]-[25]. Una ventaja de 
FP es que sus propiedades de convergencia no dependen de la naturaleza del modelo subyacente 
del esquema de estimación, pudiendo incorporar no-linealidades y procesos de innovación de 
diversas distribuciones. Las aplicaciones de FP están presentes en múltiples disciplinas, como 
seguimiento de trayectorias [25], detección de fallas [8], pronóstico de eventos catastróficos [26], 
econometría [27], y en particular, en el desarrollo de esta investigación para la determinación del 
estado-de-carga de los ESDs.  
 
En lo que sigue de este capítulo se presenta el problema de estimación de estado desde el punto 
de vista Bayesiano y su solución óptima, para luego presentar una estructura basada en FP que 
aproxima dicha solución.  Los fundamentos teóricos entregados en esta etapa, permiten la 
implementación de un algoritmo de filtrado que tiene como finalidad entregar las condiciones 
iniciales al módulo de pronóstico del SOC.   

 
 

2.2.1  Inferencia Bayesiana  

 
 
El filtrado Bayesiano está definido como el proceso de usar observaciones ruidosas para estimar 
la densidad de probabilidad a posteriori del estado de un sistema dinámico no-lineal y no 
necesariamente Gaussiano [24], [28]. Además, dependiendo del conjunto de observaciones que se 
utilicen para la estimación, surgen también los conceptos de predicción y suavizado [29]. Dado 
que la gran mayoría de los sistemas de interés considera observaciones secuenciales, en lo que 
sigue de este trabajo se pondrá énfasis en los sistemas de tiempo discreto. 

 
El enfoque Bayesiano asume que la evolución de los estados del sistema en el tiempo puede ser 
descrita por un proceso de Markov, es decir: 
  

 
00 ( )xx p x∼  (2.1) 

  

 
11 || ( | )

k kk k x x kx x p x x
++ ∼  (2.2) 

 || ( | )
k kk k y x ky x p y x∼  (2.3) 
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donde al instante k, 

kx ∈X es el estado del sistema, e 
ky ∈Y es el proceso observado. 

 
Un caso particular de esta estructura son los sistemas factibles de ser representados a través de un 
conjunto de ecuaciones de diferencia no-lineales de evolución de estado y observación, 
respectivamente: 
 

 1 ,( )k k k kx f x ω+ =  (2.4) 

 ( , ),k k k ky h x v=  (2.5) 

donde 

 
( ) :

( ) :

x w x

yx v

n n n

k

nn n

k

f

h

⋅ × →

⋅ × →

ℝ ℝ ℝ

ℝ ℝ ℝ
 

 
son funciones no-lineales, {ωk}kϵℕ y {vk}kϵℕ son secuencias de variables aleatorias (VA) 
independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d), llamadas ruido de proceso y ruido de 
observación respectivamente, nx, ny, nw, y nv son respectivamente las dimensiones de xk, yk, ωk, y 
vk. 
  

Además de la distribución a posteriori 0: 1:( | )k kp x y , es de interés estimar recursivamente 

cantidades relacionadas a ésta, tales como la densidad de filtrado 1:( | ),k kp x y  la densidad de 

predicción 1:( | ), ,kp x y kτ τ > y las esperanzas: 

 

 
( 1)0: 1:( | ) 0: 0: 0: 1: 0:( ) [ ( )] ( ) ( | ) ,
kk kp x y k k k k kI x x p x y dx

χ
φ φ φ

+
Ε = ∫≜  (2.6) 

 
para alguna función de interés ( 1): nk φφ χ + → ℝ , integrable c.r.a 0: 1:( | )k kp x y . Estas esperanzas 

permiten representar –al menos– todos los momentos del proceso { }k kx ∈ℕmediante el uso de 

determinadas funciones ( )φ ⋅ . 
  
Con el fin de resolver el problema de estimación de estas cantidades, considérese que la ecuación 
de transición de estado (2.2) define la densidad a priori del proceso { }k kx ∈ℕ , mientras que la 

ecuación de observación (2.3) define la función de verosimilitud, esto es:  

 

 1: 1 1
1

( ) ( ) ( | ),
k

k k k

j

p x p x p x x −
=

= ∏  (2.7) 

y 
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 1: 1:
1

( | ) ( | ).
k

k k k k

j

p y x p y x
=

=∏  (2.8) 

 
En el contexto Bayesiano, la inferencia { }k kx ∈ℕ dado un conjunto de observaciones { }k ky ∈ℕ , se 

puede expresar mediante la distribución a posteriori 

 

 1: 1: 1:
1: 1:

1:

( | ) ( )
( | ) ,

( )
k k k

k k

k

p y x p x
p x y

p y
=  (2.9) 

 
donde: 

 1: 1: 1: 1:( ) ( , ) .
kk k k kp y p x y dx
χ

= ∫  (2.10) 

 
En aplicaciones que consideran la disponibilidad  de observaciones en forma secuencial, es de 
interés  contar  con una  relación recursiva  para  la densidad  a  posteriori  (2.9), esta  relación 
puede ser obtenida  mediante  el Teorema de Bayes de la forma: 
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 (2.11) 

 
donde:  
 

 
21: 1 1 1 1: 1 1:( | ) ( | ) ( | ) ( | ) .k k k k k k k k k kp y y p y x p x x p x y dx
χ− − − − −= ∫  (2.12) 

 
Otro resultado importante es la forma recursiva para la densidad marginal 1:( | )k kp x y , pues en 

general interesa estimar el estado actual y no todo el camino recorrido por éste. Esta relación es 
derivada mediante dos etapas, predicción y actualización. La primera de éstas consiste en estimar 

0: 1: 1( | )k kp x y −  suponiendo 0: 1 1: 1( | )k kp x y− − conocida, lo cual es posible considerando la densidad de 

evolución de estado 1( | )t tp x x − dada por (2.4), y la relación de Chapman-Kolmogorov. De esta 

forma es posible expresar 1: 1( | )k kp x y −  como: 
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 1: 1 1 1 1: 1 1( | ) ( | ) ( | ) .k k k k k k kp x y p x x p x y dx
χ− − − − −= ∫  (2.13) 

 
 
Notar que en (2.13) se asumió que 0: 1 1: 1 1( | , ) ( | )k k k k kp x x y p x x− − −= , ya que (2.4) y las estadísticas 

de { }k kω ∈ℕ definen en forma única a { }k kx ∈ℕ como un proceso de Markov de primer orden.  

 
Por otro lado, la etapa de actualización consiste en incorporar la información recibida para 
mejorar la estimación de 

kx  realizada en la etapa de predicción. En este sentido, evaluando la 

densidad de observación ( | )kp y x  –obtenida de (2.4)– en la muestra ,ky  y utilizando el Teorema 

de Bayes, se tiene: 
 

 

1: 1:
1:

1: 1
1: 1 1: 1

1: 1

1: 1

( )
( | ) ( | )

( )

( )
                 = ( | ) ( | )

( | ) ( )

( | )
                 = ( | ) .

( | )

k
k k k k

k

k
k k k k

k k k

k k
k k

k k

p x
p x y p y x

p y

p x
p y x p y x

p y y p y

p x y
p y x

p y y

−
− −

−

−

=

 (2.14) 

 
Las relaciones (2.11) y (2.12) representan la base para la solución óptima de estimación 
Bayesiana. Sin embargo, debido a la complejidad de la constante de normalización 1: 1( | )k kp y y − , 

las densidades 1: 1:( | )k kp y x y 1:( )kp x , e ( )I φ , la propagación recursiva de la densidad a  

posteriori, es en general sólo una solución conceptual y muchas veces no puede ser calculada en 
forma explícita. Soluciones analíticas como el filtro de Kalman existirán en casos restringidos, 
básicamente imponiendo Gaussianidad y linealidad, mientras que en los casos en que la solución 
óptima no es deducible, es posible implementar métodos aproximados como el filtro extendido de 
Kalman, el filtro unscented de Kalman, métodos basados en grilla, y los métodos secuenciales de 
Monte Carlo. En lo que sigue de este Capítulo se revisa el filtro de Kalman y la obtención de la 
solución óptima (en el sentido del mínimo error cuadrático medio); y los conceptos del filtro de 
partículas en la estimación de parámetros y su aplicabilidad en métodos de pronóstico. 
 
 

2.2.2  Filtro de Kalman  

 
 
El filtro de Kalman (KF) es un enfoque recursivo para estimar el estado de un sistema, utilizando 
observaciones en línea y un modelo dinámico de este. Para sistemas lineales y Gaussianos, el 
filtro de Kalman es óptimo; i.e., ningún otro filtro entrega mejores estimaciones (de la esperanza 
condicional del vector de estados) en el sentido del mínimo error cuadrático medio [20]. 
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KF asume que la densidad a  posteriori del estado es Gaussiana en todo instante. Suponiendo que 

1 1: 1( | )k kp x y− −  es Gaussiana, es posible probar que 1:( | )k kp x y también lo es si el sistema en (2.4) 

cumple con [24]-[25]: 

• 1kω −  y kv  son extraídos de una densidad Gaussiana de parámetros conocidos. 

• 1 1 1( , )k k kf x ω− − −  es una función lineal conocida de 1kx −  y de 1kω − . 

• ( , )k k kh y v  es una función lineal conocida de 
ky  y de 

kv . 

Por lo que (2.4) se puede escribir de la forma: 
  

 1 1 1k k k kx F x ω− − −= +  (2.15) 

 
k k k ky H x v= +  (2.16) 

 
donde  k∀ , m

kx ∈ℝ e n

ky ∈ℝ  son respectivamente el estado y las mediciones del sistema, 
m m

kF
×∈ℝ y n m

kH
×∈ℝ  son matrices variantes en el tiempo, y las perturbaciones (0, )k kN Qω ∼  y 

(0, )k kv N R∼ son secuencias i.i.d. 

 
En el contexto Bayesiano, el modelo (2.15)-(2.16) puede expresarse de la forma: 
 

 1 1 1( , )k k k kx N F x Q− − −∼  (2.17) 

 ( , )k k k ky N H x R∼ . (2.18) 

 
Utilizando las densidades en (2.17)-(2.18) y las relaciones (2.13)-(2.14), el algoritmo del KF 
puede ser visto de la siguiente forma: 

 

 1: 1 1 1| 1 | 1ˆ( | ) ( , )k k k k k k kp x y N F x P− − − − −=  (2.19) 

 1: | |ˆ( | ) ( , )k k k k k k kp x y N H x P= ,  (2.20) 

 
donde las medias y covarianzas apropiadas son calculadas en forma recursiva como en (2.21) y 
(2.24) [30]. 

 | 1 1 1| 1ˆ ˆ
k k k k kx F x− − − −=  (2.21) 

 | 1 1 1 1| 1 1
T

k k k k k k k
P Q F P F− − − − − −= +  (2.22) 

 | | 1 | 1ˆ ˆ ˆ( )k k k k k k k k kx x G y H x− −= + −  (2.23) 

 | | 1
T

k k k k k k k
P P G S G−= − ,  (2.24) 
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donde  

 | 1
T

k k k k k kS H P H R−= +    (2.25) 

es la covarianza de la innovación | 1ˆ
k k k k kv y H x −= − , y  

 

 1
| 1

T

k k k k k
G P H S−−=  (2.26) 

es la ganancia de Kalman. 
 
El filtro de Kalman calcula recursivamente la media y covarianza de la distribución 1:( | )k kp x y , 

lo cual bajo los supuestos de Gaussianidad en las fuentes de incertidumbre es suficiente para 
conocer completamente esta distribución. Si los restrictivos supuestos anteriores se cumplen, el 
filtro de Kalman entrega la solución óptima para el problema de estimación de estado; sin 
embargo, en general la densidad a posteriori no es necesariamente Gaussiana por lo que sólo se 
obtiene una solución sub-óptima. En los casos en que los sistemas en estudio involucran no-
linealidades, una alternativa para resolver el problema de estimación de estado es el filtro 
extendido de Kalman (EKF) y filtro unscented de Kalman (UKF). A pesar de que EKF y UKF 
han mostrado un desempeño adecuado para sistemas no-lineales, aún siguen considerando que 
los ruidos de evolución de estado y observación son aditivos y Gaussianos, por lo que en el 
contexto de estimación de estado en sistemas que involucran distribuciones asimétricas, se debe 
recurrir a técnicas alternativas, como filtro de partículas, que ha mostrado tener mejores 
resultados respecto a los métodos antes mencionado [8], [24]. 
 
 

2.2.3  Métodos Secuenciales de Monte Carlo: Filtros de 

Partículas 

 
 
Métodos  convencionales  de  Monte  Carlo  como Markov Chain  Monte  Carlo  (MCMC) 
han sido extensamente usados para  aproximar  integrales  y densidades  de probabilidad.  Sin 
embargo, su uso en el problema de inferencia Bayesiana  no es directo, ya que éste involucra 
una  secuencia de densidades  de probabilidad variantes  en el tiempo,  mientras  que MCMC 
asume  que la densidad  objetivo  es invariante. Por  esta  razón, es necesario contar  con una 
versión secuencial de los métodos de Monte Carlo que permita  incorporar  las observaciones 
para  mejorar las estimaciones realizadas en forma recursiva. 
 
Una  herramienta que enfrenta  este  problema  es filtro de partículas (FP),  una técnica 
numérica para  aproximar  integrales  multidimensionales  c.r.a  una  secuencia de medidas  de 
probabilidad [31]. Suponiendo  que  la  secuencia  de densidades  que  se desea aproximar es 

( ){ }0: 1k k k
xπ

≥
 , donde ( )0: 

k k
k xπ∀  está definida en un espacio medible ( )1

1,k

kχ +
+∑  y puede ser 

evaluada punto a punto salvo una constante de normalización, la implementación del filtro de 
partículas consiste en generar una colección de N >> 1 muestras aleatorias ponderadas 
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( ) ( ){ } ( )
0:

1,...,
,  , 0,  ,  ;i i i

k k k
i N

w x w i k
=

≥ ∀ que permitan aproximar ( )0: ,   
k k
x kπ ∀ por la distribución 

empírica: 
 

 ( ) ( )
( ) ( )
0:

0: 0:
1

i

k

N
iN

k k k kx
i

x w xπ δ
=

=∑ , (2.27) 

 

donde ( )αδ ⋅  es el delta de Dirac centrada en α . 

 
Para  resolver el problema  de aproximación  de esperanzas  en el contexto  de inferencia 

Bayesiana,  se debe  considerar  que la distribución  objetivo ( ) ( )0: 0: 1:|
t k k k
x p x yπ =  es la PDF 

a  posteriori de 0:kx  y reemplazar la distribución empírica (2.27) en (2.6). Con esta sustitución, 

las esperanzas pueden ser aproximadas mediante [32]: 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )( )

1 1

1
0:

0: 0: 0: 0: 0: 0:

0: 0: 0:
1

0:
1

  

                                        

                                       

k k

k i

k

N

k k k k k k k k k k

N
i i

k k k kx
i

N
i i

k k k

i

x x dx x x dx

x w x dx

w x

χ χ

χ

φ π φ π

φ δ

φ

+ +

+

=

=

=

=

∫ ∫

∑∫

∑

≃

 (2.28) 

 
Con  estas  relaciones,  el problema  de inferencia  Bayesiana  se reduce  a la selección 
secuencial de las muestras  y sus respectivos  pesos tal  que la sumatoria  en (2.28) converja  
a la integral  en (2.6). El algoritmo  basado en FP  más básico que resuelve este problema  es 
el Remuestreo  Secuencial de Importancia  (SIR, del inglés Sequential Importance 
Resampling).  
 
Además,  una ventaja  importante de los enfoques basados  en FP,  es su alta  flexibilidad de 
implementación permitiendo  la incorporación  de diversas técnicas para  mejorar  su 
funcionamiento en problemas específicos, e.g. lazos de corrección externa  [8], [26]. 

 
 
 
 

2.2.3.1 Muestreo de Importancia (IS) 
 
 
El problema de aproximar la integral (2.6) puede ser resuelto mediante algoritmos de Monte 

Carlo, es decir, generando N caminos ( )
0: ,  1,...,i

tx i N=  y ajustando sus pesos tal que su 

promedio tienda a la integral para N →∞ . Una forma directa de resolver este problema es 
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extraer las N muestras según ( )0: 1:|
k k

p x y y realizar una estimación de Monte Carlo de ( )I φ  con 

pesos uniformes de la forma:                                                                                                                        
 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )0: 0: 0: 1:
1

1
,  |

N
i i

k k k k

i

I x x p x y
N

φ φ
=

= ∑
⌢

∼ . (2.29) 

Sin embargo, existe una gran cantidad de casos en que la distribución ( )0: 1:|
k k

p x y  no es 

conocida, o bien no es posible extraer muestras de ella [32]. 
 

Para  evitar  la extracción de muestras  directamente de ( )0: 1:|
k k

p x y , es posible suponer que 

existe una densidad ( )0: 1:|
k k

q x y  llamada  densidad  o función de importancia, de la cual es 

posible muestrear  y evaluar puntualmente salvo una constante  de normalización. 

Considerando esta nueva densidad,  ( )I φ  se puede escribir como [33]: 

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

1

0: 0: 1: 0:

0: 0: 0: 1: 0:

0: 0: 1: 0:

 |

|
       

|

k

k

k

k k k k

k k k k k

k k k k

I x p x y dx

x w x q x y dx

w x q x y dx

χ

χ

χ

φ φ

φ

+

+

+

=

=

∫
∫
∫

 (2.30) 

 
donde los pesos de importancia w(x0:k) están dados por la razón (derivada de Radon-Nikodym): 

 ( ) ( )
( )

0: 1:
0:

0: 1:

|

|
k k

k

k k

p x y
w x

q x y
= . (2.31) 

Claramente,  para  que estos pesos estén bien definidos es necesario que p(·|y1:k) sea 
absolutamente continua respecto a q(·|y1:k). Notar  además  que el denominador  de (2.30)  
permite  que q(x0:k | y1:k) no sea necesariamente una PDF. 
 
Consecuentemente, mediante  la obtención  de N  muestras  extraídas según q(x0:k | y1:k) es 
posible construir una aproximación de Monte Carlo de I(ϕ) basado en (2.30), es decir: 

 

( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

0: 0:
1

0:
1

0: 0:
1

         = ,

N
i i

k k

i

N
i

k

i

N
i i

k k

i

x w x

I

w x

x w x

φ
φ

φ

=

=

=

=
∑

∑

∑

⌢

 (2.32) 

 
donde los pesos de importancia  normalizados están dados por: 
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 ( )( )
( )( )
( )( )

0:

0:

0:
1

i

ki

k N
j

k

j

w x
w x

w x
=

=

∑
. (2.33) 

 

Notar  que para  N  finito, el estimador ( )0:kI xφ  
⌢

 es sesgado, pues es una  razón  de dos 

estimadores.  Por otro lado, bajo ciertos supuestos la ley de los grandes números garantiza  la 

consistencia de ( )0:kI xφ  
⌢

, es decir, 

 

 ( ) ( ).
0: 0: .c s

k kIx xI φ φ→      
⌢

 (2.34) 

 
Además, el teorema  central  del l ímite garantiza  convergencia independiente  de la  
dimensión del integrando.  Para  una explicación detallada  referirse a [33]. 
 
El método  de muestreo  de importancia  es ampliamente  usado  en los métodos  de Monte 
Carlo para  reducir  la varianza  de estimación.  La idea detrás  de esta  aplicación  es 
aprovechar  el hecho que ciertos valores tienen  un mayor  impacto  en la estimación  que 
otros.  En este caso, IS enfatiza  la utilización  de estos valores, lo cual –debido al uso de 
distribuciones  no representativas del proceso– puede llevar a estimaciones  sesgadas a no ser 
que se ponderen correctamente las estimaciones obtenidas según sus pesos de importancia.  
Si bien el método de muestreo  de importancia  representa  un enfoque simple para  aproximar  
integrales  definidas,   no es adecuado  dentro  del contexto  de estimación recursiva,  ya que 

cada  vez que se desee estimar ( )0: 1:|
k k

x yπ  se necesita de todo el conjunto de valores 
1:ky , 

haciendo  el procedimiento  computacionalmente ineficiente debido  a la alta 
dimensionalidad  de la densidad  objetivo. Además, el uso de IS en el contexto  de estimación 
recursiva ha dejado de manifiesto que la varianza  de los pesos de las estimaciones explotan 
si no se incluyen rutinas  de remuestreo  [34]. En resumen, cada vez que una observación 1:ky  

es recibida, interesa  simplemente recalcular los pesos y las muestras  representativas  de la 
densidad  de filtrado de forma secuencial y sin degeneración de los pesos. En la siguiente 
subsección se presenta  una alternativa de estimación recursiva basada  en IS. 
 

2.2.3.2 Muestreo y Remuestreo Secuencial de Importancia  
 
 
 
Para  evitar la necesidad de una gran cantidad de recursos computacionales  en la estimación de 

la densidad a posteriori ( )0: 1:|
k k

p x y ,  es posible derivar  una relación  recursiva,  en  la que en 

el instante k se conservan  las muestras  anteriores  del estado ( ){ }0: 1; 1,...,i

k
x i N− = , y sólo se 

extraen las muestras ( ){ }; 1,...,i

k
x i N=  en base a la observación recibida yk, y a la estimación 

anterior de la densidad de filtrado ( )0: 1 1: 1|
k k

p x y− −
. Adicionalmente, para solucionar el 
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problema de la degeneración de pesos, es posible introducir un paso de remuestreo de la 
población de partículas, el que asegura una varianza mínima de los pesos, permitiendo 
que la densidad empírica ( )( )iN

xπ  sea representativa de ( )0: 1:|t kp x y .  

 

Para asegurar que las muestras ( ){ }0: 1; 1,...,i

kx i N− =  pueden ser conservadas para la estimación de 

( ){ }0: ; 1,...,i

kx i N= , se debe disponer de una función de importancia
 ( )0: 1:|

k k
q x y  que admita a la 

función de importancia en el instante anterior ( )0: 1 1: 1|
k k

q x y− −  como distribución marginal, es 

decir:  

 ( ) ( ) ( )0: 1: 0: 1 1: 1 0: 1 1:| | | , ,
k k k k k k k

q x y q x y q x x y− − −=  (2.35) 

 

donde, el muestreo de 0: 1kx −  desde ( )0: 1 1:| ,
k k k

q x x y−  no depende de 
ky , lo cual es bastante 

sencillo de obtener. 
 

Con este supuesto para la función de importancia, es posible obtener una muestra ( )
0:
i

kx  sin 

alterar la muestra anterior correspondiente ( )
0: 1
i

kx − , esto es:  

 

 ( ) ( ) ( )
0: 0: 1, ,i i i

k k kx x x−
 =    (2.36) 

con 

 ( ) ( )( )0: 1| .i i

k k kx q x x −∼  (2.37) 

 
También se necesita una relación recursiva para  los pesos de importancia, la cual 
considerando (2.35), está dada por: 
 

 ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
0: 1

0: 0: 1

0: 1 1:

| |
  

| ,

i i i

k k k ki i

k k i i

k k k

p y x p x x
w x w x

q x x y

−

−

−

∝  (2.38) 

La Expresión (2.38) es de gran importancia en la aplicación de los métodos secuenciales de 
Monte Carlo. Ya que no sólo proporciona un marco teórico para encontrar una función óptima de 
importancia de acuerdo con un criterio de minimización predefinido, sino que también sienta las 
bases para la implementación del SMC más básico, el muestreo secuencial de importancia 
secuencial (SIS, del inglés Sequential Importance Sampling). 

 
La elección de la función de importancia es crítica para el desempeño del esquema de filtro de 
partículas y por lo tanto, debe ser considerado como un parámetro de diseño del filtro. Un caso 
importante es cuando se considera la densidad a priori  del estado como la función de 
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importancia, es decir, ( ) ( )0: 1: 1| |
k k k k

q x y p x x −= . Con esta relación, la recursión para  los 

pesos de importancia  se puede expresar como: 
 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )0: 0: 1 0:  | ,i i i

k k k kw x w x p y x−∝  (2.39) 

 
lo que implica  que los pesos pueden  ser ajustados  en forma  recursiva  directamente de la 
obtención de nuevas mediciones evaluadas  en la función de verosimilitud. 
 
Este enfoque, conocido como muestreo secuencial de importancia (SIS, del inglés Sequential 
Importance Sampling), resuelve el problema de estimación  recursiva de manera  mucho más 
eficiente que IS. Sin embargo, es bien sabido [34] que la distribución  de los pesos de 
importancia  en SIS se vuelve cada vez más disímil hasta  el punto en que sólo una partícula 
tiene peso no nulo, lo cual no permite  una representación acabada  de la distribución  a 
posteriori. 
 
Para  resolver este problema,  el enfoque SIR considera la estructura anterior para generar 
muestras recursivamente  y ponderarlas de acuerdo a su verosimilitud, incorporando además 
un paso de remuestreo. En este paso se remueven las partículas con bajo peso –y por ende 
baja verosimilitud– para (i) generar nuevas partículas en una región donde la densidad  
objetivo es alta,  y (ii) evitar  el esfuerzo computacional perdido en la actualización  de 
partículas que no son significativas para  el esquema de estimación. 
 
La pregunta  de cuándo es el mejor instante para ejecutar el remuestreo puede ser abordada 
considerando el criterio del tamaño efectivo de muestras  (ESS) introducido  por [35] y 
definido por [36] como: 
 

 
( ) ( )

( ) ( )
1

1

:

:

2

0

|

:

0:

|

1 var

       .

k

k
kp

kp

y

y

N
ESS

w

w

x

N

x
N

⋅

⋅

 


=
+  

=





≤
E

 (2.40) 

 

ESS no puede ser calculado, sin embargo, una estimación �ESS  dada por [37] es:  
 

 �

( )( )
( )( )( )

2

0:
1

2

0:
1

N
i

k

i

N
j

k

j

w x

ESS

w x

=

=

 
 
 =
∑

∑
 (2.41) 
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Básicamente,  cuando  �ESS  cae bajo cierto umbral,  la rutina  de remuestreo es ejecutada 
[38]. Uno de los métodos más usados es el enfoque multinomial  [31], El cual consiste en 

extraer muestras (con reemplazo) del conjunto ( ){ }0:
1,...,

i

k
i N

x
=

, en donde cada muestra es elegida con 

probabilidad proporcional a su peso. 
 

Una forma de obtener las nuevas muestras ( ){ }0:
1,...,

i

k
i N

x
=

⌢
del conjunto de partículas ( ){ }0:

1,...,

i

k
i N

x
=

 

acorde a sus pesos es mediante:  
 

 ( ) ( )0: ,  1,...,i

k ix Inv u i N= =
⌢

 (2.42) 

 

donde las muestras { } 1,...,i i N
u

=
 son uniformemente distribuidas [0, 1], e ( )Inv u x= es la inversa de 

la distribución empírica acumulada de 
kx , 

 

 ( )
( ) ( )
0:1

,i

k

NN iN

k x
i

w x dxδ
−∞

=

Π = ∑∫  (2.43) 

es decir,  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

0: 0: 0:
1 1

 ,  .
i i

i j j

k k k

j j

Inv u x u w x w x
−

= =

 
⇔ ∈ 

 
∑ ∑≜  (2.44) 

 
Cabe destacar  que en este esquema de remuestreo,  los nuevos pesos serán uniformes, ya 
que las muestras  fueron extraídas según la estimación de la propia estimación de la densidad 
a posteriori del estado. 
 
Si bien el remuestreo  es una herramienta fundamental  para  evitar  la degeneración de las 
partículas,  la aplicación  de SIR implica consecuencias teóricas  y prácticas  [37]. 
Teóricamente,  esta rutina  de remuestreo  remueve la independencia  estadística de las 
muestras,  por  lo que  importantes resultados  de  los algoritmos  de  Monte  Carlo  ya  no se 

cumplen. Sin embargo, [39] establece el teorema central del límite para  ( )I φ
⌢

 cuando SIR es 

aplicado en cada iteración.  Por otro lado, desde el punto  de vista práctico, el remuestreo –
además de demandar  recursos computacionales  adicionales– no permite la propagación de las 
partículas en paralelo, pues al ocupar SIR, todas las partículas deben ser combinadas. 
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2.2.3.3 Esquema de Pronóstico basado en Filtro de Partículas 

para Sistemas Dinámicos No-lineales  

 
 
Los esquemas de pronóstico de fallas pueden ser entendidos como el resultado del procedimiento 
donde se generan predicciones a largo plazo -describiendo la evolución en el tiempo de un 
indicador de falla o evento crítico- que se generan con el propósito de estimar el tiempo de uso 
remanente de un componente o sistema, a partir de las condiciones iniciales entregadas en la 
etapa de estimación. 
 
La predicción de eventos críticos requiere de la existencia de al menos una característica que 
proporcione la medida de severidad de la condición estudiada. Si existen muchas características, 
siempre es posible combinarlas para generar una señal única. De esta manera se puede describir 
la evolución en el tiempo de la dimensión de falla, la cual se asocia a la variable de descarga 
observada del componente analizado, a través de ecuaciones de estado no-lineales. 
 
Para ilustrar lo anterior, se considera la predicción condicional de la PDF de los estados 

( ) ( )
1ˆ ˆ( | )i i

k kp x xτ τ+ + −
, la que describe la distribución de los estados en los instantes futuros 

, ( 1,..., )k mτ τ+ =  cuando la partícula ( )
1ˆ i

kx τ+ −  es usada como condición inicial. Asumiendo que los 

pesos actuales {wk
(i)}i=1…N  son una buena representación de la PDF de los estados en el instante k, 

entonces es posible aproximar la predicción de la PDF en el tiempo k τ+ , usando la ley de 
probabilidades totales y el peso de las partículas en el instante 1k τ+ − , como se muestra en la 
ecuación (2.45): 
 

 ( ) ( ) ( )
1: 1 1 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ( | ) ( | ) ; 1, ,
N

i i i

k k k k k

i

p x x w p x x mτ τ τ τ τ τ+ + − + − + + −
=

≈ ⋅ =∑ ⋯  (2.45) 

 
En forma similar a lo ocurrido en la etapa de estimación, la no-linealidad y el ruido del proceso 
pueden provocar errores en la predicción de estados y afectar la forma de la PDF. Para 
contrarrestar dichos errores, en la etapa de estimación se ajustan los pesos de las partículas según 
su verosimilitud con los datos estimados. Sin embargo, en la etapa de predicción no se tienen 
mediciones con las cuales se pueda realizar la comparación con los datos predichos, por lo que es 
necesario buscar otras aproximaciones confiables en los esquemas de pronóstico, que puedan 
compensar estos errores y que además no dependan de nuevas mediciones. 
 
Para superar la mayor parte de estas dificultades, esta subsección presenta dos aproximaciones 
que han sido desarrolladas y probadas posteriormente [8], para abordar el problema de pronóstico 
de fallas. La primera aproximación está relacionada con la generación de predicciones a m-pasos 
del valor esperado de la PDF de los estados, ocupando como condiciones iniciales la información 
de cada partícula en el instante k previo a la etapa de predicción. Por otro lado, una segunda 
aproximación es usada en la generación de predicciones a m-pasos, y en la definición de 
umbrales críticos para la estimación de la PDF del EOD, implementando una corrección de la 
aproximación anterior, incluyendo en el procedimiento de propagación de partículas la existencia 
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de fuentes de incertidumbre. Una descripción en detalle de ambas aproximaciones es presentada a 
continuación. 
 

A. Generación de Predicciones a Largo Plazo: Primera Aproximación 
 
 
Los algoritmos basados en FP usados en los esquemas de pronóstico deben considerar un 
procedimiento que sea capaz de proyectar la población de partículas en el tiempo (a m-pasos) 
ante la ausencia de nuevas observaciones. Una primera aproximación para representar la 
evolución en el tiempo de las partículas es actualizar sucesivamente el valor esperado de los 
estados a través del modelo (2.4)  para cada instante futuro, considerando como condición inicial 
de cada partícula la estimación de los estados en el instante k. 
 

 ɵ ɵ( )( ) ( )

1,
i i

k m k mk m k mx E f x w+ + −+ +
 =   

  (2.46) 

 
En este sentido, esta aproximación es bastante simple en términos de esfuerzo computacional 
para reconstruir la PDF de los estados en predicciones a largo plazo. El problema se encuentra en 
los supuestos de este enfoque, donde (2.46) es considerado suficiente para extender las 

trayectorias ɵ
( )i

k mx + , mientras el peso de las partículas propagadas no sufran cambios, además de no 
considerar la existencia de otras fuentes de incertidumbre que puedan aparecer en las aplicaciones 
prácticas, tales como imprecisiones del modelo o incluso en las hipótesis mal formuladas para el 
proceso.  
 

B. Generación de Predicciones a Largo Plazo: Segunda Aproximación 
 
 
Considerando lo mencionado en el punto anterior, se presenta un segundo enfoque de pronóstico 
basado en el algoritmo de filtro de partículas regularizado [8], que en lugar de recalcular los 
pesos de las partículas, propone una representación de la incertidumbre en los instantes futuros 
mediante una aproximación discreta (2.47) que pueda representar la evolución de la distribución 
de los estados en el tiempo, analizando el comportamiento de la dimensión de falla del 
componente analizado, lo cual es especialmente útil si el horizonte de tiempo de predicción es 
amplio. 

 

 ( )( ) ( ) ( )
1: 1 1 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( | ) | ,
N

i i i

k k k h k k k

i

p x x w K x E x xτ τ τ τ τ τ+ + − + − + + + −
=

 ≈ −  ∑  (2.47) 

con 

 ( )
1 1
4 1 41

( ),   h ,   A= 8c ( 4) (2 )x x x

xx

n n n
h opt n xn

x
K K A N n

h h
π

−
+ − += = ⋅ ⋅ + ⋅  (2.48) 
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(1 || || ) si ||x||<1
2( )  

0                         
x

x

n

n
x

cK x

+ −
= 

 ∼

 (2.49) 

 
donde ( )K ⋅  es una función de distribución, que corresponde a la PDF de una fuente de 
incertidumbre, como una distribución Gaussiana o una versión de la distribución de 
Epanechnikov [8]; y 

xn
c es el volumen de una esfera unitaria en xnℝ .  

 
En este sentido, este método propone una solución asequible computacionalmente para 
representar la incertidumbre en la reconstrucción de la PDF de los estados. El procedimiento para 
lograr esta tarea consiste en generar una nueva población de partículas (de igual ponderación) en 
el instante de tiempo , ( 1,..., )k mτ τ+ = . Así, la información acerca de la distribución del estado 
para los instantes futuros está dada sólo por la posición de las partículas, independientemente del 
valor de los pesos. La aplicación de esta metodología, basada en el supuesto que los ruidos del 
proceso no estén correlacionados (matriz de covarianza ˆ

kS τ+  diagonal para los ruidos del proceso 

( )kω ), asegura que la población remuestreada sea representativa de (2.45), evitando la pérdida 
de la diversidad entre las partículas.  
 

En consecuencia, el algoritmo de regularización [8] cuando es aplicado para generar predicciones 
a largo plazo es como sigue:   

 

• Aplicar  el procedimiento de Remuestreo de la transformada inversa modificado 
1, ,i N= ⋯ , ( ) 1i

kw Nτ
−

+ =  

• Calcular ˆ
kS τ+ , matriz de covarianza empírica de { }( ) ( ) ( )

1
1

ˆ| ,
N

i i i

k k k
i

E x x wτ τ τ+ + − +
=

    

• Calcular ˆ
kD τ+  tal que ˆˆ ˆ T

k k kD D Sτ τ τ+ + +=  

• Para 1, ,i N= ⋯ , obtener i Kε ∼ , de la distribución de  Epanechnikov y asignar 
( )* ( ) ˆˆ ˆi i opt i

k k k kx x h Dτ τ τ τε+ + + += + , donde opt

kh τ+  es calculado en (2.48) 

 
Es importante notar que la suposición de que los ruidos del proceso no estén correlacionados sólo 
se incluye por el bien de reducir el esfuerzo computacional del procedimiento de remuestreo. De 
hecho, no hay restricciones teóricas para la aplicación de esta metodología en la presencia de 
ruido de proceso correlacionado. 
 
El pronóstico de falla en ESDs, en este caso caracterizado por la PDF del fin de la descarga 
(EOD, del inglés End-Of-Discharge) depende tanto de las predicciones a largo plazo como del 
conocimiento empírico acerca de las condiciones críticas del sistema. Este conocimiento crítico, 
es usualmente incorporado en la forma de umbrales para indicadores de falla. Por lo tanto, la 
probabilidad de falla en cualquier instante futuro k=eod está dado por: 
  

 { } ( )( ) ( )

1

ˆPr Pr | .
N

i i

eod eod

i

EOD eod Failure X x w
=

= = = ⋅∑  (2.50) 
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La probabilidad condicional de evento crítico en (2.50) puede ser definida vía la determinación 
de la zona de riesgo [8], o usando la data histórica o el conocimiento del proceso de los 
operadores. El caso más simple es donde el concepto de “falla” implica el momento cuando la 
característica de falla cruza un umbral dado. Y en particular,  para efectos de este estudio, se 
considera el fin de la descarga del acumulador cuando ha sufrido la pérdida del 100% de su 
capacidad nominal [A-hr].  

 
Hasta aquí, se ha mencionado la importancia de incorporar incertidumbre en la etapa de 
predicción de la condición de falla del acumulador, donde también se hace alusión a posibles 
eventos que aumentan el error en las predicciones al no ser considerados en la modelación. Al no 
tener conocimiento fenomenológico de estos procesos, es posible tratarlos como un proceso 
estocástico, considerando para este fin herramientas como las cadenas de Markov, ya  que dicho 
esquema es lo suficientemente general para permitir representar numerosas situaciones, además 
de permitir estudiarlas en detalle. 
 
 

2.3  Modelación de Eventos Aleatorios mediante el uso de 
Cadenas de Markov  

 
 
En este capítulo se desarrollan los fundamentos teóricos para la estimación y predicción de 
variables de estado en base a FP, considerando necesario para esto tener un modelo 
representativo del sistema, en el cual, ya que el proceso de descarga de los ESDs presenta no-
linealidades y fuentes de incertidumbre no-Gaussianas, se privilegia el uso de modelos de 
espacio-estado estocásticos para la caracterización de este proceso antes. La ventaja de estos 
modelos es que posibilitan asociar un estado al SOC y así poder caracterizar su evolución 
mediante la combinación de inferencia Bayesiana y cadenas de Markov. 

 
Las cadenas de Markov, son los modelos matemáticos más simples para representar los 
fenómenos aleatorios que evolucionan en el tiempo. Su estructura básica, y a la vez completa, 
hace que sea posible describir el comportamiento de estos fenómenos en muchas aplicaciones. 
Esto hace que las cadenas de Markov sean las primeras –y más importantes- herramientas de 
modelación para procesos aleatorios. En efecto, la totalidad del estudio matemático de los 
procesos aleatorios puede considerarse como una generalización, de una u otra manera, de la 
teoría de las cadenas de Markov [40].  

 
En esta parte se presentan las propiedades de las cadenas de Markov en tiempo discreto, que son 
necesarias en el desarrollo del trabajo de esta tesis, para la caracterización de los diversos perfiles 
de uso que se pueden presentar durante el proceso de descarga de los ESDs.  
 
La propiedad característica de las cadenas de Markov es que no tienen memoria de donde se ha 
estado en el pasado. Esto significa que sólo el estado actual del proceso estocástico  0( )k kX ≥  
determina el estado siguiente (primer orden):  
 

 1 1 0 0 1 1 1 1Pr{ | , ,..., } Pr{ | },k k k k k k k kX s X s X s X s X s X s+ + + += = = = = = =  (2.51) 
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con {0,1, 2,...}k +∈ =ℤ  y ks S∈  estados de un conjunto finito y numerable.   

 
En este sentido, las probabilidades de transición ( , )i jP

 
entre los estados de una cadena de Markov 

pueden ser representadas por una matriz estocástica ( , )( : , )i jP P i j S= ∈
 
donde la suma de cada 

fila ( , )( : )i jP j S∈ resulta 1.  

 
Otra propiedad interesante de las cadenas de Markov, se centra en el caso en que la probabilidad 
de evolucionar del estado i en el instante k  al estado j en el instante k m+  es independiente de 
k  (propiedad de homogeneidad). Esta condición equivale a imponer que la matriz de 
probabilidad de estado es constante e independiente de k . 

 

 1    k

kP P k+ = ∀  (2.52) 

 
La evolución del sistema queda ahora definida solamente por 0 0Pr{ }X s= , probabilidad inicial 

del sistema, y por la matriz de probabilidades de transición P .  
 

En este caso, las leyes de probabilidades a priori del estado del sistema en el período k  se 
determinan en función de las potencias de P según: 
 

 0 0Pr{ } Pr{ }( )   k

k kX s X s P k= = = ∀  (2.53) 

 
A partir de (2.53), el estudio de evolución del sistema se limita a las potencias sucesivas de P y el 
comportamiento de largo plazo del sistema queda definido por lim k

k P→∞ . Por lo que es de 

interés analizar en qué situación existe un comportamiento estacionario de largo plazo, en la 
evolución de un sistema modelado como una cadena de Markov finita y homogénea.  

 
Se entiende como comportamiento estacionario de largo plazo la existencia del 
lim Pr{ }.k k kX s→∞ =  Si independiente de 0 0Pr{ }X s=  se cumple que: 

 

 lim Pr{ }k k kX s π→∞ = =  (2.54) 

 
donde π  es un vector de probabilidades estacionarias para una cadena de Markov finita y 
homogénea con matriz de transición P .  
 
Las probabilidades estacionarias representan el comportamiento de largo plazo del sistema, en el 
sentido que después de “mucho” tiempo de evolución la probabilidad de encontrar el sistema en 
algún estado particular j  tiende a ser independiente del número de transiciones que se han 

producido y del estado inicial, y converge a un valor constante 
jπ .  
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Capítulo III  

Modelo en Ecuaciones de Estado para la 
Estimación del SOC de un ESD con 
Caracterización Estadística de su Perfil de Uso 
Futuro 
 
 

3.1  Estimación de Estados  
 
 
El objetivo de este trabajo es desarrollar un módulo de estimación y pronóstico en línea, de la 
descarga de un ESD de Ion-Litio, mediante la caracterización de su perfil de utilización. Para 
esto, es necesario contar con un modelo de la descarga del ESD que permita trabajar en línea, es 
decir, que las entradas del modelo sean mediciones de variables que se puedan obtener durante el 
proceso de descarga del ESD, sin intervenir en la operación de éste, y que el modelo tenga un 
número aceptable de variables que permita trabajar en línea con un bajo costo computacional, y 
entregando buenos resultados en términos de precisión y exactitud.  
 
Debido a lo anterior, los modelos que representan la descarga de un acumulador a través de un 
modelo físico-químico no fueron considerados en este trabajo, ya que, como son altamente 
complejos, necesitan mediciones sumamente precisas (las cuales no se pueden realizar en línea) e 
implican un alto costo computacional. Por otra parte, los modelos compuestos por el equivalente 
eléctrico de los acumuladores tienen la desventaja de necesitar medir y/o estimar los valores de 
sus componentes, para lo cual se han obtenido los mejores resultados utilizando EIS. Sin 
embargo, esta técnica requiere equipos de laboratorio avanzados para llevarse a cabo, lo que 
dificulta su masificación. En este sentido, en el presente trabajo se ha decido trabajar solo con 
datos de voltaje y corriente del acumulador, ya que las mediciones de ambos parámetros se 
pueden realizar durante el proceso de descarga del ESD, lo que permite trabajar en línea. En 
particular, los datos utilizados para desarrollar esta investigación consisten en 3 conjuntos de 
datos proporcionados por Impact Technologies, LLC. (ver Figura 3.1), en donde cada conjunto 
está compuesto por mediciones simultáneas de voltaje, corriente y tiempo. Los conjuntos 1 y 2 
corresponden a un ESD de Ion-Litio de 2.4[A-hr], 12.8 [V] nominales, mientras que el tercer 
conjunto corresponde a un acumulador de 6.6[A-hr], 12.8[V] nominales. Los conjuntos de datos 
corresponden al desplazamiento de un robot al interior de una sala, el cual fue sometido a las 
siguientes pruebas respectivamente: (i) operación sin carga (ruedas del robot sin contacto con la 
superficie) y velocidad aleatoria (conjuntos 1 y 2); (ii) operación con carga (ruedas del robot en 
contacto con la superficie de la sala) y velocidad aleatoria.  
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Figura 3.1: Conjuntos de datos de voltaje y corriente correspondientes a una prueba experimental de descarga de un ESD 

de Ion-Litio (Impact Technologies, LLC). 

 
Considerando la información disponible, se ha propuesto un modelo empírico-fenomenológico de 
la descarga de un acumulador (3.1)-(3.2), con el que se busca explicar la caída de tensión en 
bornes del ESD durante el proceso de descarga, para lo cual el modelo considera el voltaje en 
bornes (medido en [V]) como variable observada y el perfil de utilización (corriente eléctrica, 
medida en [A]) con sus respectivos tiempos de muestreo como variables de entrada. Además, se 
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incorporan aspectos fenomenológicos como la ley de conservación de energía y la resistencia 
interna. La ley de conservación de energía está representada a través del estado 2x  (3.1), el cual 

representa el SOC del ESD (energía almacenada en el acumulador) y disminuye su valor acorde 
avanza el proceso de descarga. En este modelo, el estado x1 representa a la resistencia interna de 
la batería. 
 
Por lo tanto, el modelo propuesto sólo requiere mediciones que se pueden realizar en línea 
(voltaje y corriente), lo que permite el trabajo en tiempo real. El modelo utilizado se presenta a 
continuación: 
 
Modelo de Transición de Estados 
 

 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

5
2 2 2

1 ( ) ( )

1 10

x k x k k

x k x k v k i k t k

ω

ω−





+ = +

+ = + ⋅ ⋅∆ ⋅ +
 (3.1)  

 
Ecuación de Observación 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 1
C x k

v k v x k i k e kη⋅ = − ⋅ − +   (3.2) 

[ ] ( ) ( )0 1 2 013 ;   5.5687;   0 0.0897;   0v V C x x E= = = = −  

 
donde, k es el índice del tiempo, x1 es un estado asociado a la resistencia interna del ESD, x2 es el 
estado que representa el SOC del ESD (medido en [VA·seg·10-5]), E0 es el SOC inicial del ESD, 
v(k) es el voltaje medido, i(k) es una entrada externa asociada a la corriente, ∆t representa el 
tiempo entre las mediciones, ω1, ω2 y η son ruidos no-Gaussianos independiente e idénticamente 
distribuidos.  
 
El cálculo de la varianza 2

ησ  asociada al ruido de observación de v(k) se determinó mediante un 

procesamiento estadístico que consiste en filtrar la señal del voltaje medido utilizando un filtro 
Haar ( filtro wavelet de primer orden con el que se obtiene la tendencia de la señal medida, ver 
Figura 3.2) [41] y posteriormente obtener la varianza del error (entiéndase por error al valor 
absoluto entre la diferencia de la señal medida y la filtrada; diferencia que, idealmente, 
corresponde completamente al ruido de observación). Por otra parte, es importante destacar que 
el ruido de proceso en este caso está correlacionado con el ruido de observación, dado que la 
incertidumbre en la estimación del SOC depende implícitamente de las mediciones de voltaje. 
Luego, la varianza 

2

2
ωσ  se calculó considerando información fenomenológica y empírica, en 

donde se incorpora el ruido de observación del voltaje y ajustes empíricos asociados a la 
adaptabilidad del FP. En cuanto a la varianza 

1

2
ωσ  se ajustó empírica y netamente según la 

adaptabilidad del filtro de partículas, lo cual se refiere a la rapidez y desempeño de convergencia 
de los datos filtrados a los datos reales (medidos), durante la etapa de estimación. 
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Figura 3.2: Acercamiento progresivo del filtrado de la señal observada (voltaje) mediante un filtro Haar. Señal observada 

(línea negra), señal filtrada (línea roja). 

 
 
Por otro lado, tanto el valor de la constante C como la condición inicial del estado x1, fueron 
calculados mediante un algoritmo programado en ambiente MATLAB®, cuyo objetivo es 
disminuir empíricamente el error cuadrático medio (“non-linear least squares”) del sesgo de una 
predicción simplificada del modelo; en donde, para todo instante de tiempo, se asumió conocida 
la corriente del ESD (mediciones) y el valor del estado x2 (SOC) se calculó con los datos reales 
de voltaje y corriente. En la Figura 3.3 se aprecia la mejora en la predicción de la curva de voltaje 
al utilizar los valores de C y x1 determinados por el algoritmo. 
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Figura 3.3: Mejora en la predicción simplificada de la variable observada del sistema al utilizar la técnica de estimación 

“non-linear least squares” para el cálculo del parámetro C y la condición inicial del estado x1. Señal observada (línea 
negra), señal pronosticada (línea roja). 

 
 
Dada la no-linealidad y que no es posible asumir ruidos Gaussianos independientes en el modelo 
propuesto, el filtro de Kalman no puede asegurar optimalidad del estimador. Por esta razón, se 
considera en este trabajo la implementación de una variante específica de algoritmos Bayesianos 
denominada filtro de partículas. La metodología seleccionada cuenta con una gran habilidad para 
adaptarse a distintos tipos de modelos dinámicos, en particular sistemas no-lineales (que incluso 
pueden considerar modelos difusos y redes neuronales), y sistemas no-Gaussianos (esto descarta 
una gran cantidad de métodos sub-óptimos alternativos para estimación de estados en sistemas 
dinámicos) lo que permite usar la estructura del modelo empírico-fenomenológico de la batería e 
internalizar la evolución empírica de sus parámetros, capturando características propias de cada 
batería en estudio. Esto se logra gracias a la capacidad de estimación en línea del FP, lo que 
permite una corrección (ajuste) y actualización constante de los parámetros del modelo (en donde 
progresivamente se incorporan las características propias de cada batería), lo que a su vez se ve 
reflejado en un aumento en la exactitud y  precisión de las estimaciones, obteniendo así un 
aprendizaje del sistema.  
 
En este sentido, cabe destacar que el estado x1 corresponde a un parámetro asociado a la 
resistencia interna de la batería, el cual toma distintos valores para cada ESD e incluso para cada 
ciclo de descarga (dentro de rangos aceptables). Sin embargo, teóricamente es esperable que para 
cada ciclo de descarga la resistencia interna de la batería mantenga un valor constante, es por esto 
que es considerado un estado del modelo durante la etapa de estimación ya que así, es posible 
ajustar su valor a cada proceso de descarga en particular. Luego en la etapa de predicción es 
considerado un parámetro constante del modelo, asociado particularmente al ciclo de descarga  
en estudio, dejando como único estado del modelo a x2. 
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3.2  Predicción de Estados  
 
 
El paso siguiente a la estimación de estados corresponde a utilizar dicha información para efectos 
de predicción (o pronóstico) del proceso de descarga de baterías de Ion-Litio. Para ello, se 
implementó un marco de pronóstico de eventos basado en filtro de partículas, en el cuál se 
considera la distribución de probabilidad del estado (condicional a los datos medidos) como 
condición inicial y una caracterización estadística de perfiles de uso de baterías de Ion-Litio, con 
el propósito de estimar la distribución de probabilidad del tiempo de operación remanente de la 
batería. Una de las principales ventajas de los métodos de predicción en base a filtro de 
partículas, es que la etapa de predicción puede realizarse en tiempo real; mediante la 
caracterización de una serie de posibles trayectorias ( )ˆ i

kx

 

(dependientes de realizaciones de 

perfiles de operación futura para el dispositivo) y un conjunto de pesos ( )i
kw  que representan la 

probabilidad de seguir efectivamente dicha trayectoria (2.46). Más aún, una vez definida una 
"zona de peligro" asociada a una condición de riesgo en la batería (por ejemplo un SOC cercano 
al 0%), es factible calcular la distribución de probabilidad del tiempo remanente hasta la descarga 
usando la ley de probabilidades totales (2.49), lo que a su vez no sólo permite entregar 
información respecto al valor esperado de la predicción, sino que además entrega estadísticos que 
describen de manera apropiada la distribución de probabilidad del riesgo asociado al momento en 
que el evento de interés (descarga de la batería) ocurre como: intervalos de confianza, varianza 
del EOD, Just-in-Time Point (JITPγ%, [42]), entre otros. 
 
Como se mencionó anteriormente, para determinar el nivel de autonomía de un equipo 
alimentado por un ESD no basta con sólo conocer el SOC de dicho ESD, sino que además se 
debe contar con información acerca de los posibles perfiles de uso futuros del equipo. En efecto, 
la mayoría de los algoritmos de predicción actualmente disponibles asumen consumos de 
corriente constantes en el tiempo (supuesto absolutamente falso y descartable para equipos que 
requieren una potencia constante para su funcionamiento, dado que el voltaje en bornes de la 
batería siempre decae a medida que se usa), lo que se traduce en baja exactitud de los 
pronósticos. Los perfiles de uso de un ESD pueden variar ampliamente dependiendo del 
dispositivo o sistema en que estén siendo utilizados, o bien, verse afectados por diversos factores 
propios de cada sistema (por ejemplo, si se desea mantener una velocidad constante de un 
automóvil eléctrico, la corriente necesaria para lograrlo depende directamente de las condiciones 
del terreno; a mayor pendiente se necesita mayor energía), por lo tanto es de suma importancia 
caracterizarlo durante la etapa de filtrado (en donde la corriente i(k) es una entrada del sistema y 
por lo tanto es conocida), ya que en el etapa de predicción no se conoce el perfil de uso al cual 
será sometido el ESD y es necesario contar con una caracterización de este, para así poder 
predecir tanto el SOC como el EOD del ESD, los cuales dependen directamente de la corriente 
futura. 
 
En este sentido, un punto importantísimo a destacar es que, para efectos de predicción del SOC 
de la batería, se caracterizará estadísticamente la corriente demandada por el sistema utilizando 
cadenas de Markov con un número finito de estados, lo que permite no sólo representar en 
paralelo múltiples opciones de perfiles de uso de la batería, sino también tasas de transición entre 
dichos perfiles, de acuerdo a la observación prolongada del sistema durante la etapa de 
estimación.  
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En este contexto, se propuso caracterizar estadísticamente los posibles perfiles de uso futuro del 
acumulador mediante una CM de primer orden y de 2 estados, cuyos valores y probabilidades de 
transición están asociados directamente al uso que se le ha dado al ESD hasta el instante inicial 
de predicción, incorporando así toda la información disponible acerca de la utilización que se le 
ha dado al acumulador. Considerando lo anterior, para la determinación de los parámetros de la 
CM se siguió el siguiente procedimiento:  
 

(i) segmentar los datos del perfil de uso conocido (corriente medida) en intervalos de tiempo 
idénticos, tal como se aprecia en la Figura 3.4a). 

(ii) determinar los valores de los estados (alto y bajo) de cada intervalo, para lo cual se utilizó 
un filtro pasa bajos con el objetivo de eliminar los peaks de corriente (ver Figura 3.4b)), 
los cuales no son valores representativos del perfil de uso del acumulador. 

(iii) discretizar los datos de la corriente medida de cada intervalo en sus dos estados: alto y 
bajo, tal como se aprecia en la Figura 3.4c). 

(iv) calcular las probabilidades de transición entre los dos estados para cada intervalo, según 
(3.3): 
 

 ( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )2

/ 1
            ,   ;  , ( , )

1

m
N

m m mk
ij baja altam

i k j i k i

p i j i j i i
N

=

= − =  
= ∀ ∈

−

∑
 (3.3) 

   

donde ( )m
ijp  es la probabilidad de pasar del estado i al estado j en el intervalo m; N(m) es el 

número de datos del intervalo m; ( ) ( ),m m

baja altai i  corresponden al estado bajo y alto de la 

corriente en el intervalo m. 
 

(v) finalmente, con el objetivo de incorporar la información de los intervalos previos, y 
otorgarle mayor importancia a los datos correspondientes a los últimos intervalos y así, 
obtener los valores definitivos tanto de los estados como de las probabilidades de 
transición de la CM con la que se caracterizará el perfil de uso futuro, se realiza una 
ponderación exponencial (EWMA) [43] de los resultados obtenidos (valores de estados y 
probabilidades) para cada intervalo, obteniendo así nuevos valores de los estados y 
probabilidades de transición para cada intervalo (ver Figura 3.4d)), los cuales tienen 
incorporada la información del perfil de uso de los intervalos anteriores según (3.4)-(3.6): 
 

 
( )

( ) ( ) ( 1)
1    

m mm
baja bajabajai i i mα α

−
= − ⋅ + ⋅ ∀  (3.4) 

 
( )

( ) ( ) ( 1)
1    

m mm
alta altaaltai i i mα α

−
= − ⋅ + ⋅ ∀  (3.5) 

 ( ) ( ) ( ) ( 1)1    , ,m m m

ij ij ijp p p i j mα α −= − ⋅ + ⋅ ∀  (3.6) 
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donde 
( ) ( )

,  
m m

baja altai i  corresponden respectivamente a los valores ponderados del estado bajo y 

alto de la corriente en el intervalo m; ( )m
ijp  es la probabilidad ponderada de pasar del 

estado i al estado j en el intervalo m; y α corresponde al factor de olvido, el que fue 
considerado como 0.65α = . 
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Figura 3.4: Obtención de los parámetros de la CM (estados y probabilidades de transición) para la caracterización 
estadística de la corriente futura del ESD. 

 
 
Una vez determinados todos los parámetros de la cadena de Markov, la caracterización 
estadística del perfil de uso futuro queda ilustrada en: 
 

 
 
Figura 3.5: Caracterización estadística del perfil de uso del acumulador mediante una CM de primer orden y dos estados. 

 
 
Este modelo no-lineal propuesto para la descarga de los ESD representado en (3.1)-(3.2), permite 
la implementación de técnicas Bayesianas sub-óptimas (FP) dentro de módulos de pronósticos en 
tiempo real y a la vez permite la caracterización estadística del perfil de uso futuro del 

bajai altai

11p

12p

21p

22p
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acumulador. En este sentido, los algoritmos de pronósticos basados en filtro de partículas son 
especialmente adecuados para afrontar esta tarea, ya que  permite trabajar tanto con perfiles 
determinísticos como probabilísticos en la etapa de predicción [44]. Sin embargo, es fundamental 
determinar cuántas iteraciones del FP, cuántas realizaciones de la CM  y cuántas partículas son 
necesarias para lograr un nivel de desempeño determinado según cada aplicación de pronóstico 
específica. En este sentido, el siguiente capítulo del trabajo corresponde a un estudio simplificado 
e hipotético de una descarga de un acumulador, donde la solución óptima puede ser obtenida 
analíticamente, para luego compararla con la solución sub-óptima entregada por el FP, y así 
determinar lo planteado anteriormente. 
 
 

Capítulo IV 

Pronóstico para la descarga de un ESD basado en 
FP y Caracterización Estadística del Perfil de 
Uso: Aspectos Teóricos 
 
 
Este capítulo presenta un estudio simplificado de un ciclo de descarga de un ESD con el objetivo 
de realizar un análisis de los aspectos principales que se deben considerar en la implementación 
de un esquema de pronóstico basado en FP para el SOC de un acumulador considerando la 
caracterización estadística de su perfil de uso futuro. En particular, lo que se busca es comparar la 
solución óptima (en el sentido de media cuadrática, calculada mediante FK) obtenida a priori con 
la solución sub-óptima entregada por el FP del problema de predicción para un ciclo de descarga 
hipotético de un ESD representada por un sistema dinámico lineal en el tiempo. La comparación 
se realiza en términos de exactitud del valor esperado del EOD y del valor JITPγ% con el fin de 
fijar ciertos criterios para el correcto uso del FP (número de iteraciones y de partículas del FP)  y 
validar su utilización en el estudio del caso real. 
 
 

4.1 Modelo Simplificado para la Descarga de un ESD: Solución 
Analítica del problema de Pronóstico del SOC  

 
 
Como se mostró anteriormente el modelo propuesto (3.1)-(3.2) para un ciclo descarga de un ESD 
es no-lineal y no-Gaussiano por lo que resolver de manera analítica el problema de la descarga 
del SOC puede ser complejo y no factible. Es por esto, que en este capítulo se propone un sistema 
lineal y Gaussiano para la representación de la caída del voltaje en un ciclo de descarga de un 
ESD, para así poder resolver analíticamente el problema y comparar el desempeño de algoritmos 
que entregan soluciones sub-óptimas con la solución óptima obtenida analíticamente, y así 
determinar los valores más apropiados para los parámetros del algoritmo sub-óptimo. 
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El modelo simplificado propuesto es el siguiente: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )5
1 1 11 10x k x k i k t kα β ω−+ = ⋅ + ⋅ ⋅∆ ⋅ +  (4.1) 

  
 
 

 ( ) ( ) ( )1v k x k kη= − +  (4.2) 

       
 

( ) [ ] [ ]1 0 0 ;   1.0019785;   0.1125;   1 secx V tα β= = = ∆ =
 

 
donde, k es el índice del tiempo, x1 es un estado asociado al voltaje del ESD, v(k) es el voltaje 
medido, i(k) es una entrada externa asociada a la corriente, ∆t representa al tiempo entre las 
mediciones, ω1 y η corresponden a ruidos Gaussianos independientes con media cero. 
 
La caracterización estadística del perfil de uso futuro (i(k), k = tpred+1,.., tEOD) es implementada 
por una CM de primer orden y de dos estados (ver Figura 4.1) [45], donde las probabilidades de 
transición y los estados de la cadena fueron estimados mediante el análisis de los datos de 
descarga considerados en el estudio. 
 
La corriente ( )i k  viene dada por la siguiente Cadena de Markov:  

 
 

12 0.45p =

11 0.55p = 22 0.4p =

21 0.6p =

bajai altai

  
Figura 4.1: Cadena de Markov de primer orden y de dos estados utilizada para la caracterización futura del perfil de uso 

de un ESD. 

 

[ ] [ ]1.3 ;   7.2783baja altai A i A= =  

 
La Figura 4.2 muestra una realización del modelo simplificado de la descarga de un ESD 
definido en (4.1)-(4.2). Como se observa, la condición inicial del voltaje comienza en cero y 
luego comienza a decaer. Esto se debe únicamente por la simplificación del modelo, con esto el 
voltaje inicial v0 pasa de 13[V] (voltaje inicial de los conjuntos de datos, Figura 3.1) medidos en 
el caso real a 0[V] en el simplificado. En este caso, el umbral considerado como falla es -1.5[V] 
(esto se debe a que en el caso real se considera que la batería está prácticamente descargada 
cuando el voltaje inicial cae en 1.5[V] ). 
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Figura 4.2: Datos de voltaje generados por un modelo simplificado de descarga de un ESD. 

 
 
Los datos expuestos en la Figura 4.2 consideran un horizonte de predicción de 5000 [seg] y serán 
utilizados para realizar la comparación de desempeño en el esquema de pronóstico del EOD 
propuesto basado en FP para ESDs y la  solución óptima del problema, considerando condiciones 
iniciales idénticas para ambos enfoques, y así definir el número de partículas, de iteraciones del 
FP y realizaciones de la CM necesarios para obtener resultados similares en cuanto a exactitud y 
precisión en ambos casos. La solución óptima puede ser obtenida analíticamente a través de la 
técnica de predicción basada en filtro de Kalman.  
 
A continuación, se presentan las ecuaciones que definen el FK: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 k kx k A x k B u k kω+ = + +  (4.3) 

     
 

 ( ) ( ) ( )ky k C x k v k= + , (4.4) 

      
 

donde, x(k) representa al estado del sistema; y(k) corresponde a la salida u observación del 
sistema; A , B y C son matrices que definen las ecuaciones de estado de un sistema lineal; ω(k) y 
v(k) son ruido blanco con media cero asociados al sistema y a la observación respectivamente. De 
acuerdo al modelo simplificado descrito anteriormente se tiene que: 
 

5;   10 ;   1  A B t C kα β −= = ⋅∆ ⋅ = − ∀ . 
 
Las ecuaciones de FK que enuncian la predicción óptima a un paso para un estado de un sistema 
dinámico lineal y Gaussiano son las siguientes: 
 

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ1x k Ax k Bu k+ = +  (4.5) 
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 ( ) ( ) ( )1 ' wwP k AP k A R k+ = + , (4.6) 

       
donde x̂ (k) representa el valor esperado del estado, P(k) el estado de la matriz de covarianza en 
el segundo k  y Rww corresponde al ruido del proceso de la matriz de covarianza. 
 
Considerando el caso particular del modelo (4.1)-(4.2), la iteración de las ecuaciones (4.5)-(4.6) y 
dadas las condiciones iniciales del sistema es posible obtener una expresión cerrada para las 
predicciones del estado en un segundo k de la descarga. Teniendo esta información, es posible 
calcular el EOD de la PDF para el sistema simulado. 
 
Para realizar las predicciones del estado del sistema es necesario considerar la caracterización de 
la corriente (perfil de uso) futura en la línea del tiempo, esta caracterización viene dada por la 
CM presentada en la Figura 4.1, la que a través de sus probabilidades estacionarias representa la 
transición entre dos estados de la corriente (entrada del sistema) del ESD, los cuales 
corresponden a corriente baja y alta respectivamente. Por lo tanto, en cada instante de predicción 
existen dos escenarios posibles, por lo que la evolución futura de la corriente puede ser descrita 
con un árbol de decisión binario, el cual está representado por la Figura 4.3. 
 

 
 

Figura 4.3: Árbol binario representando los distintos perfiles de uso futuro de un ESD. 

 
 
Donde “0” representa un nivel de utilización del ESD (corriente) bajo, y “1” un nivel de 
utilización alto. 
 
Considerando lo anterior, la distribución de la predicción del estado x1 queda definida por una 
mezcla de distribuciones Gaussianas (4.7):  
 

 ( ) ( )
1 1

2
( ) 2

1 ,
1

( ), ( )
k

j

j k x x

j

x k N k kω µ σ
=
∑∼  (4.7) 

donde k es el instante de predicción, mientras que los pesos ωj,k quedan definidos recursivamente 
por: 
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j k
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ω π

ω π
−

+ −





⋅

⋅
 

(4.8) 

     

 
 
En (4.8), π0 y π1 representan las probabilidades estacionarias para los estados de la CM; las que se 
asocian a niveles de corriente baja y alta respectivamente, las cuales fueron calculadas 
empíricamente a partir de los conjuntos de datos presentados en la Figura 3.1; la condición inicial 
de los pesos viene dada por ω1,0 =1. 
 
Los valores esperados y las varianzas correspondientes a la predicción del estado quedan 
determinados por: 
 

 2

1

2

( ) 5

( )

( 1) 5

( 1) 10     si  ( ) 0
( )

( 1) 10   si  ( ) 1

j

x bajaj

x j

x alta

k i t i k
k

k i t i k

µ α β
µ

µ α β

−

+ −

 − ⋅ + ⋅ ⋅∆ ⋅ =


− ⋅ + ⋅ ⋅∆ ⋅ =
≜  (4.9) 

  

 

 ( ) ( )
1 1

2 2 2 1x x wwk k Rσ α σ= − +  (4.10) 

     
  

 ( ) ( )
1 1

1
2 2 2 2

0

0
k

k l

x x ww

l

k Rσ α σ α
−

=

 
= ⋅ +  

 
∑ , (4.11) 

    
  

 
donde la condición inicial del estado es una distribución Gaussiana con valor esperado µx1(0) = µ0 
y varianza ( )

1

2 2
00xσ σ= . 

 
Con esto, la variable de salida del sistema y(k) también distribuye como una suma ponderada de 
Gaussianas definida por: 

 ( ) ( ) ( )( )
2

( ) 2
,

1

,
k

j

j k y y

j

y k N k kω µ σ
=
∑∼  (4.12) 

     
 
 

 ( ) ( )
1

( ) ( )j j

y xk kµ µ= −  (4.13) 

      
 
 

 ( ) ( )
1

2 2
y xk kσ σ=  (4.14) 
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En este punto es importante notar que el cálculo de los dos primeros momentos de la mezcla de 
Gaussianas (4.12) se pueden aproximar respectivamente por [46]: 

 

 ( ) ( )
2

( )
,

1

k

eq j

y j k y

j

k kµ ω µ
=

=∑  (4.15)
 

 

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
2 2 22 2

,
1

k

eq j eq

y j k y y y

j

k k k kσ ω σ µ µ
=

= + −∑  (4.16) 

   
 

Considerando la distribución Gaussiana caracterizada por (4.15)-(4.16), las condiciones iniciales 
del sistema y fijando un umbral de falla en un valor constante (en particular, cuando el voltaje 
tiene una caída de 1.5[V] desde su condición inicial), es posible caracterizar completamente la 
PDF del EOD a través de la densidad de probabilidad acumulada diferencial (4.17): 
 

 { } ( )
Umbral del Voltaje

( )Pr ( ( )) ( )Y eodEOD eod f y eod d y eod
−∞

= = ∫  (4.17) 

 
La Figura 4.4 ilustra el resultado de la PDF del EOD dadas las condiciones iniciales en k=0. 
 
 

 
 

Figura 4.4: Función de densidad de probabilidad del EOD (modelo de descarga simplificado). 
 

  
 

A partir de la PDF del EOD presentada en la Figura 4.4 es posible calcular diversas medidas de 
desempeño de los algoritmos de pronóstico, siendo una de las más comunes el valor esperado del 
EOD presentado por (4.18) la cual se utiliza para evaluar la exactitud y precisión del mismo [9]. 
Sin embargo tomar una decisión basada en esta medida considera y/o acepta que la probabilidad 
de fallar antes del segundo k esperado para el EOD es del 50%. En este sentido, en este trabajo se 
incluyó el valor JITPγ%, el que corresponde a una medida de desempeño que incorpora el 
concepto de “riesgo” (4.19), el cual especifica el segundo de la descarga en que la probabilidad 
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de falla alcanza un umbral pre-establecido, dado un modelo probabilístico para el proceso de 
descarga. La Figura 4.5 muestra una distribución de probabilidad de falla, en la cual se calcula el 
JITPγ% cuando ha pasado el 5% en el tiempo, del área de la PDF. Notar que el 95% de los 
instantes de EOD no han ocurrido. 
 
 

 � ( ){ }{ }|   EOD E k E y k V threshold=≜  (4.18) 

    

 { }( )% argmin Pr %
k

JIT EOD eodγ γ= ≤ ≥  (4.19) 

    
 

 
 

Figura 4.5: Just-in-Time Point (JITP) del 5% de una distribución de probabilidad de falla. 
 

 
Ambas medidas serán usadas para comparar el desempeño de la aproximación propuesta basada 
en FP para el pronóstico del SOC con respecto a la distribución óptima calculada de (4.17), como 
sigue en el siguiente capítulo. 
 
 

4.2 Aspectos claves a considerar en el Esquema de Pronóstico del 
Tiempo de descarga de un ESD basado en FP: Implementación 
y Análisis de Desempeño 

 
 
Tal como se mencionó anteriormente, en la actualidad existen diversos trabajos que han 
formulado algoritmos de pronóstico basados en FP ([1], [8], [9], [13], [15], [47], [48]). Sin 
embargo, los parámetros del algoritmo deben ser fijados dependiendo de las características de 
cada problema, los cuales dependen especialmente del grado de no-linealidad y del número de 
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estados del sistema dinámico en estudio. Específicamente, para el pronóstico del tiempo de 
descarga y posterior estudio del SOC asociado a un ciclo de descarga de un ESD es 
imprescindible determinar los parámetros que serán utilizados en el algoritmo de pronóstico. En 
particular, los parámetros a determinar en este caso son: (i) el número de partículas a utilizar en el 
FP que son necesarias para representar el estado de la PDF en cada realización del modelo 
predictivo estocástico, (ii) el número de iteraciones del algoritmo de pronóstico necesarias para 
asegurar estándares dados en términos de exactitud de la predicción del EOD de la PDF, (iii) el 
número de realizaciones de la cadena de Markov necesarias para caracterizar  correctamente los 
distintos perfiles de uso futuros a los cuales puede ser sometido el ESD, en donde cada 
realización de la CM representa un probable uso futuro del ESD a través de una secuencia entre 
los estados de la corriente. 
 
En este sentido, y considerando el modelo simplificado del voltaje de descarga de un ESD (4.1)-
(4.2), se realizaron dos experimentos con el fin de fijar tanto el número de partículas como el 
número de iteraciones del FP y de realizaciones de la CM. Los experimentos realizados son:  
 

(i) predecir el tiempo de descarga del ESD con FK y FP considerando las mismas 
condiciones iniciales, un horizonte de predicciones de 5000 [seg] y una única e 
idéntica realización de la CM (perfil de uso) descrita en la Figura 4.1. En estas 
condiciones, se realizaron diversas pruebas variando el número de partículas y el 
número de iteraciones utilizadas en el algoritmo de pronósticos basado en FP. 
 

(ii) predecir el tiempo de descarga del ESD con FK y FP considerando las mismas 
condiciones iniciales, un horizonte de predicciones de 5000 [seg] y los distintos 
perfiles de uso futuro del ESD.  

La solución del FK para esta prueba se obtiene mediante la solución analítica revisada en el 
capítulo anterior. Por otra parte, para determinar el número de realizaciones de la CM necesarias 
para obtener resultados consistentes en comparación con la solución analítica, se realizaron 
diversas pruebas basadas en el algoritmo de pronóstico basado en FP modificando el número de 
realizaciones de la CM consideradas. 
 
En términos de la comparación de resultados obtenidos a través de la implementación FK y FP se 
consideraron dos medidas de desempeño de los algoritmos de pronóstico: (i) valor del JITPγ%, 
esta medida es crítica para determinar el número de partículas necesarias para representar la 
incertidumbre del sistema, ya que con esta medida se obtiene información adicional asociada a 
las colas de las distribuciones. (ii) exactitud del valor esperado del EOD (JITP50%). Esta medida 
depende tanto del número de iteraciones del modelo predictivo estocástico (FP) como del número 
de realizaciones de la CM, las cuales corresponden a la caracterización estadística de los perfiles 
de uso futuro del ESD. Los resultados obtenidos para ambas pruebas se presentan a continuación. 
Un análisis de la diferencia entre los resultados de la primera prueba, expresados en segundos, en 
que se utilizaron 40 y 50 partículas, muestra que el impacto en cuanto a caracterización del 
JITPγ% es mínima (Tabla 4.1). Por lo tanto, considerando el costo computacional, se determinó 
que el número de partículas adecuado para tratar este problema de pronóstico es 40. Respecto al 
número de iteraciones del FP los resultados obtenidos para 25, 40  y 100 iteraciones son muy 
similares, las diferencias se deben a la naturaleza estocástica del estimador basado en FP y para 
efectos de este problema en particular son despreciables, por lo que se determinó que el número 
de iteraciones adecuado para tratar este problema es 25. Cabe mencionar que la desviación 
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estándar para el JITP50% es bastante más baja que la obtenida por el FK, este problema se ve 
solucionado al aumentar los posibles perfiles de uso futuro, tal como se aprecia en la Tabla 4.2. 
 
Cabe destacar que debido al alto costo computacional de realizar distintas iteraciones del FP y 
realizaciones de la CM, al realizar el segundo experimento se consideró una simplificación en el 
algoritmo de pronóstico, la que consiste en considerar una sola iteración del FP para cada 
realización de la CM. Esta simplificación se considera válida ya que en cada instante de 
predicción se consideraron distintos perfiles de uso (realizaciones de la CM), los que a su vez 
tienen asociada su respectiva iteración del FP. Con esto, en cada instante de predicción se deben 
considerar al menos 25 realizaciones de la CM para así mantener las 25 iteraciones del FP 
determinadas en la primera prueba.   
 
Considerando un número fijo de 40 partículas se realizó el segundo experimento cuyos resultados 
son presentados en la Tabla 4.2, se aprecia que los resultados obtenidos al realizar 50 o más 
realizaciones de la CM muestran una mejoría (en comparación a la solución analítica) respecto a 
los obtenidos al realizar sólo 25 realizaciones. Sin embargo, considerando el alto costo 
computacional que significa aumentar de 25 a 50 realizaciones, que la desviación estándar del 
valor JITP50% es prácticamente la misma en todos los casos y que en un horizonte de predicción 
de 5000 [seg] la exactitud de los resultados mejora sólo en torno a los 30 [seg], se ha determinado 
que el número de realizaciones de la CM adecuado para tratar este problema es 25, manteniendo 
así el número de iteraciones del FP. 

 
Tabla 4.1: Efecto del número de partículas e iteraciones del FP en el valor del JITPγ% 

 
Filtro de Kalman (Valores del JITP en segundos) 

JITP5% JITP10% JITP50% Std – JITP50% 

2894 2957 3276 1.0309 
Filtro de Partículas (Valores del JITP en segundos) 

N° 
part. 

N° iter. 
FP 

JITP5% JITP10% JITP50% Std–JITP50% 

40 1 3247 3254 3281 0.0635 
40 10 3241.7 3249.1 3276.9 0.0661 
40 25 3240.6 3248.2 3276 0.0665 
40 40 3239.8 3247.4 3275.6 0.0671 
40 100 3241.0 3248.6 3276.4 0.0664 
50 1 3242 3249 3274 0.0596 
50 10 3238.6 3246.5 3275 0.0683 
50 25 3241.6 3249.1 3276.5 0.0653 
50 40 3240.2 3247.9 3275.8 0.0665 
50 100 3241.4 3248.9 3276.3 0.0656 
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Tabla 4.2: Efecto del número de realizaciones de la CM en el valor del JITPγ% 

 
Filtro de Kalman (Valores del JITP en segundos) 

JITP5% JITP10% JITP50% Std – JITP50% 

2897 2960 3282 1.0432 
Filtro de Partículas (Valores del JITP en segundos) 

N° real. 
CM 

JITP5% JITP10% JITP50% Std–JITP50% 

25 2891.7 2952.6 3257.5 0.9772 
50 2900.3 2963.2 3282.6 1.0422 
100 2901.9 2965.3 3289.0 1.0599 

 
 
Con los resultados de las Tablas 4.1 y 4.2 se han determinado los parámetros del algoritmo de 
pronóstico basado en FP, los cuales, considerando un modelo simplificado, han probado 
empíricamente ser adecuados en términos de exactitud y precisión para la implementación del 
módulo de pronóstico del EOD de un ESD. Considerando que en el caso real no es factible 
realizar un estudio analítico similar debido a la no-linealidad del sistema de descarga de un ESD 
y, que por lo tanto, el modelo simplificado del tiempo de descarga se creó en base a los datos 
reales (Figura 3.1), se tiene un importante punto de referencia para la implementación de un 
módulo de pronóstico para el SOC en un ciclo de descarga real de un ESD. 
 

Capítulo V 
 

Validación del módulo de pronóstico basado en 
FP con datos experimentales de descarga de un 
ESD 
 
 
En este capítulo se presenta la utilización de las ecuaciones de estado dinámicas del modelo de 
descarga de un ESD, propuesto en (3.1)-(3.2), en la implementación de un algoritmo de 
estimación y pronóstico del SOC basado en FP. Se cuantifica el efecto –y mejoras en los 
resultados- de la caracterización estadística del perfil de uso futuro del ESD, respecto al método 
típico disponible en la literatura (consideración de un perfil de uso conocido y constante). 
 
La configuración del algoritmo de estimación y pronóstico del SOC basado en FP se determina 
de acuerdo a lo presentado en el Capítulo IV, donde se determinó que el número apropiado de 
partículas es 40 y que el número de realizaciones de la CM adecuado a utilizar en el diseño del 
filtro es 25 y que, por lo tanto, el número de iteraciones del filtro no-lineal también corresponde a 
25 (recordar la simplificación respecto a la relación existente entre el número de realizaciones de 
la CM y del número de iteraciones del FP explicada en el Capítulo IV). Los datos considerados 
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para la validación del módulo propuesto son el resultado de pruebas experimentales de descarga 
de baterías de Ion-Li proporcionadas por Impact Technologies, LLC. En este análisis se utiliza un 
conjunto de datos para la determinación del conocimiento a priori (conjunto 3) y dos conjuntos 
de datos para los propósitos de validación (conjuntos 1 y 2). Cada registro de datos contiene 
mediciones simultáneas de voltaje, corriente y tiempo de muestreo durante la descarga, la cual 
fue realizada a temperatura ambiente. Los conjuntos 1 y 2 corresponden a un ESD de Ion-Litio de 
2.4[A-hr], 12.8 [V] nominales, mientras que el tercer conjunto corresponde a un acumulador de 
6.6[A-hr], 12.8[V] nominales. Los datos corresponden al desplazamiento de un robot al interior 
de una sala, el cual fue sometido a las siguientes pruebas respectivamente: (i) operación sin carga 
(ruedas del robot sin contacto con la superficie) y velocidad aleatoria (conjuntos 1 y 2); (ii) 
operación con carga (ruedas del robot en contacto con la superficie de la sala) y velocidad 
aleatoria. Por otra parte, el criterio considerado en este caso para el EOD es definido como el 
momento en el cual la capacidad de la batería es 0%  respecto a su capacidad nominal. 
 
Luego, con los parámetros del algoritmo de pronóstico basado en FP (número de partículas, 
iteraciones del FP y realizaciones de la CM) determinados de acuerdo a los resultados obtenidos 
en el Capítulo IV, es posible implementar el módulo de pronóstico del SOC de un ESD para un 
ciclo de descarga, considerando una caracterización estadística de su perfil de uso futuro. Sin 
embargo, previo a utilizar y analizar el módulo de pronóstico propuesto, es fundamental 
asegurarse del buen funcionamiento de la etapa de estimación, ya que si esta tiene malos 
resultados, no se puede esperar un buen desempeño de la etapa de pronóstico. A continuación se 
presentan 3 figuras representativas del buen desempeño de la etapa de estimación, las que 
corresponden a la curva del voltaje de descarga y a los comportamientos de los estados x1 y x2 
respectivamente. 
 

 
 

Figura 5.1: Estimación del voltaje en bornes del ESD durante la descarga. Datos medidos (línea negra), datos estimados 
(línea roja). 
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Figura 5.2: Comportamiento del estado x1 durante la etapa de estimación. 

 
 

 
 

Figura 5.3: Estimación del SOC durante la etapa de estimación. SOC calculado con datos medidos (línea negra), SOC 
calculado con datos estimados (línea roja). 

 
 
Como se observa en las figuras anteriores, existen 3 intervalos de interés. El primer intervalo a 
destacar va desde el inicio de la estimación hasta los 500 [seg] y corresponde a la etapa de 
aprendizaje, en donde el FP adapta (ajusta) sus estados con el fin de incorporar características 
propias de la batería en estudio y así mejorar el desempeño de la etapa de estimación. Al finalizar 
esta etapa de aprendizaje, se puede apreciar que tanto la estimación del voltaje como la del SOC 
del acumulador tienen prácticamente el mismo valor que las mediciones, comprobando la gran 
habilidad que tiene el FP para adaptar sus estados según sea el caso de estudio, lo que queda 
demostrado por el comportamiento del estado x1, el cual estabiliza su valor en un rango de valores 
acotados en esta etapa. Por el contrario, durante la etapa de aprendizaje se observa una oscilación 

0 500 1000 1500 2000
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

Tiempo [seg]

V
a
lo

r 
d
e
l 
E

s
ta

d
o
 x

1

0 500 1000 1500 2000
-20

0

20

40

60

80

100

120

S
O

C
 [

%
]

Tiempo [seg]



46 
 

mayor en su valor hasta lograr su estabilización a partir de los 500 [seg]. Por último, desde los 
1800 [seg] en adelante se observa que la diferencia entre el valor medido y el estimado tanto en el 
caso del voltaje como del SOC aumenta en relación al intervalo anterior, esto se explica a la 
violenta caída de tensión que se produce cuando el ESD está cerca de descargarse 
completamente. El efecto de esta caída de tensión también se observa en el comportamiento del 
estado x1, el cual intentar adaptar su valor a los nuevos datos observados y que por lo tanto, 
vuelve a tomar un rango de valores más amplios respecto a los que tenía en el intervalo anterior.  
 
Considerando esta tres etapas, en que la primera etapa corresponde a la etapa de aprendizaje con 
un porcentaje de carga alto y que en la tercera etapa el ESD está prácticamente descargado,  es 
durante la segunda etapa cuando los resultados del módulo de pronóstico tle son más útiles al 
usuario, para efectos de la toma de decisiones futuras de cuánto y cuándo cargar la batería. Es 
también durante esta etapa cuando se tienen las mejores condiciones iniciales para el módulo de 
pronóstico, ya que los estados del modelo se encuentran con los valores estabilizados y ajustados 
y, con los cuales se puede comenzar sin dificultades la etapa de predicción. 
 
 
Con el objetivo de validar el módulo de pronóstico, se utilizaron los datos presentados en el 
Capítulo III para realizar distintos experimentos, los que consideraron el enfoque propuesto en 
este trabajo (incluyendo la caracterización del perfil de uso futuro) y el propuesto en trabajos 
anteriores, como por ejemplo, el método propuesto en [1] donde realizan el pronóstico del EOD 
considerando una corriente conocida y constante. En particular, se realizaron los experimentos 
considerando una corriente constante (calculada como la corriente promedio desde el inicio de la 
prueba hasta el instante de predicción) y la caracterización estadística de esta para la predicción 
del SOC y del EOD de un ESD durante un ciclo de descarga, tal como se aprecia en las Figuras 
5.4 y 5.6 respectivamente. En donde las Figuras 5.4a) y 5.6a) representan, simultáneamente, las 
medidas de los datos del voltaje (línea fina continua) para la prueba de descarga actual, la 
estimación basada en FP (línea gruesa continua) y la predicción basada en FP comenzando en los 
920 [seg] del ciclo de descarga (línea gruesa discontinua); Por otra parte, las Figuras 5.4b) y 
5.6b) representan, simultáneamente, el SOC calculado con los datos medidos para la prueba de 
descarga actual (línea fina continua), el SOC estimado (calculado con los datos estimados de 
voltaje) basado en FP (línea gruesa continua) y la predicción del SOC basada en FP comenzando 
en el mismo instante que en las figuras anteriores (línea gruesa discontinua). 
 
Al implementar el experimento con el método propuesto (FP, ver Capítulo III), se debe calcular 
el instante donde cada una de las  trayectorias (asociadas a cada partícula) alcanza el umbral del 
evento crítico (representado en este caso por la descarga del ESD). Esto permite generar una 
distribución del tiempo de falla condicional a los datos observados en la etapa de filtrado, y así 
representar el EOD como una PDF; logrando así la caracterización probabilística del EOD del 
ciclo de descarga en estudio. Este hecho es ilustrado en las Figuras 5.5b) y 5.7b), el cual 
representa los resultados obtenidos para un esquema de pronóstico del SOC basado en FP, 
utilizando la corriente futura como promedio y caracterizada estadísticamente. Estas figuras, 
además de mostrar la PDF del EOD, muestran el intervalo de confianza del 95% (líneas verticales 
gruesas discontinuas) para la predicción del EOD, el valor esperado de la PDF del EOD (línea 
vertical delgada sin extremos) y el valor real del EOD (calculado a posteriori) (línea vertical 
delgada con marca circular). 
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Como se observa en la Figura 5.7b), la diferencia entre el EOD real y el pronosticado es 
despreciable (menor a 3 [seg]), mientras que en los resultados expuestos en la Figura 5.5b), el 
EOD pronosticado se encuentra alejado y a la derecha del EOD real lo que, considerando un 
enfoque de pronóstico, es un resultado no deseado ya que la predicción nos sugiere que el ESD 
durará más de lo que realmente lo hará (sobre-estimación del EOD), lo que puede llevar a tomar 
decisiones futuras erradas y con esto producir problemas en los sistemas en los que se cuente con 
ESDs. Además, en el caso en que se utiliza la corriente promedio, se observa que el intervalo de 
confianza es más acotado en relación al resultado obtenido al utilizar la caracterización 
estadística de la corriente, lo que sugiere que el resultado de la predicción utilizando corriente 
promedio y constante tiene menor dispersión y varianza que el obtenido al utilizar una 
caracterización estadística de la corriente futura. Sin embargo, concluir solo en base a una 
realización de cada experimento es apresurado, por lo que en este trabajo se procedió a realizar 
ambos experimentos a partir de distintos tiempos iniciales de  predicción, para así realizar una 
comparación consistente entre ambos métodos. 
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Figura 5.4: Predicción del SOC utilizando una corriente futura constante. Datos medidos (línea fina continua), estimación 
del FP (línea gruesa continua), y predicción basado en FP (línea gruesa discontinua). 
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Figura 5.5: PDF de la predicción del EOD utilizando una corriente futura constante. Intervalo de confianza del 95% (líneas verticales 
gruesas discontinuas), valor esperado de la PDF del EOD (línea vertical delgada sin extremos), y valor real del EOD (línea vertical 

delgada con extremos circulares). 
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Figura 5.6: Predicción del SOC utilizando una corriente futura caracterizada por una CM. Datos medidos (línea fina continua), 
estimación del FP (línea gruesa continua), y predicción basado en FP (línea gruesa discontinua). 
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Figura 5.7: PDF de la predicción del EOD utilizando una corriente futura caracterizada por una CM. Intervalo de confianza del 95% 
(líneas verticales gruesas discontinuas), valor esperado de la PDF del EOD (línea vertical delgada sin extremos), y valor real del EOD 

(línea vertical delgada con extremos circulares). 

 
 
En este sentido, se realizaron 280 pruebas para cada método considerando distintos tiempos 
iniciales de predicción (entre los 307 y 2027 [seg]) y  un horizonte de predicción hasta los 
2280 [seg], en donde cada prueba considera 40 partículas del FP y 25 realizaciones de la CM (lo 
que implica 25 iteraciones del FP) para cada instante de predicción. Los objetivos de realizar esta 
serie de pruebas para ambos métodos son: (i) analizar en términos de exactitud y precisión cómo 
evolucionan individualmente los resultados de pronóstico de ambos métodos al considerar más o 
menos información en la etapa de filtrado, (ii) comparar en términos de exactitud y precisión 
ambos métodos, (iii) analizar cómo evolucionan los estados y las probabilidades de transición de 
la CM en función del tiempo (cantidad de información considerada). 
 
En este contexto, la Figura 5.8 muestra como varía la diferencia del EOD pronosticado con el 
EOD real en función del tiempo inicial de predicción, lo que tiene relación directa con la 
exactitud del módulo de pronóstico utilizado. El desempeño, al considerar una caracterización 
estadística de la corriente futura, está representado por la línea negra; mientras que el del método 
que utiliza la corriente promedio, se representa por la línea azul. En el caso en que se considera 
una caracterización estadística del perfil de uso (mediante una CM), se observa una disminución 
progresiva de la diferencia entre el EOD real y el pronosticado, la cual disminuye desde los 
300 [seg] hasta unos 150 [seg] aproximadamente. Esto se debe sólo al instante inicial de 
predicción, ya que al retrasar este, se le otorga más tiempo a la etapa de estimación del módulo de 
pronóstico propuesto, permitiendo que el FP cuente con mayor tiempo para adaptar los estados 
del sistema, adquiriendo de mejor manera características propias de la batería y ciclo de descarga 
en estudio, lo que permite un sistema más representativo del ESD en estudio, información 
sumamente valiosa para lograr un buen desempeño en la etapa de predicción. Por otra parte, al 
contar con más tiempo en la etapa de estimación, además de adaptar de buena manera los estados 
del sistema, se tiene más información respecto al perfil de utilización al que se está sometiendo la 
batería, lo que permite mejorar la caracterización estadística de este, lo que a su vez ayuda a 
obtener un mejor desempeño en la etapa de predicción.  
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Por el contrario, al caracterizar el perfil de utilización futuro por una corriente promedio y 
constante en la etapa de predicción, se tiene la ventaja de ver acotada la diferencia entre el EOD 
real y el pronosticado por 150 [seg], independientemente del instante inicial de predicción. Sin 
embargo, este método cuenta con dos importantes desventajas: 
 

(i) existen pruebas donde las predicciones nunca alcanzan el umbral de falla dentro del 
horizonte de predicción luego, no existe el instante EOD. Por lo tanto, estas pruebas 
tienen asociadas una diferencia entre el EOD real y el pronosticado bastante mayor que en 
el caso en que se considera una caracterización estadística del perfil de utilización futuro. 
En la Figura 5.8 las pruebas en que no se alcanza el EOD están representadas por un 
símbolo “○” rojo. 

(ii) otro aspecto importante a considerar respecto a la exactitud del módulo de pronóstico 
tiene que ver con la sobre-estimación del EOD, lo que es absolutamente indeseable en 
cualquier módulo de pronóstico, ya que implica que el ESD puede descargarse antes de lo 
esperado, lo que en aplicaciones industriales o en sistemas complejos y peligrosos podría 
desencadenar consecuencias catastróficas. En este sentido, el caso en el cual se considera 
la caracterización de la corriente futura exhibe mejor rendimiento que el caso en que se 
considera una corriente promedio ya que tiende a sub-estimar el EOD, mientras que en el 
caso de la corriente promedio el EOD pronosticado siempre es sobre-estimado (ver 
Figura 5.8). 

 
Considerando lo anterior, la única desventaja que tiene el método que implementa la 
caracterización estadística del perfil de utilización futuro, es que en las pruebas en que se inicia la 
predicción antes de los 1200 [seg] se tiene una diferencia entre el EOD real y pronosticado de 
aproximadamente 150 [seg] mayor  respecto al resultado entregado por el método que utiliza una 
corriente promedio y constante. Sin embargo, dado que: (i) las desventajas del método en que se 
utiliza el perfil de uso constante, (ii) la diferencia entre el EOD real y el pronosticado al 
implementar la caracterización estadística del perfil de uso va disminuyendo progresivamente 
hasta alcanzar la misma diferencia que se obtiene al considerar la corriente promedio y, (iii) dicha 
diferencia, dentro de un horizonte de predicción de aproximadamente 2300 [seg], tiene su 
máximo alrededor de los 300 [seg] (lo cual es bueno); se considera que el método que utiliza la 
caracterización estadística del perfil de utilización futuro mediante una CM, tiene una importante 
mejora en su desempeño respecto al método comúnmente utilizado en la literatura, destacando 
que en sus resultados tienden a sub-estimar el EOD (ver Figura 5.8). 



51 
 

 
 
Figura 5.8: Diferencia entre el EOD real y el pronosticado: Diferencia considerando una corriente futura promedio y constante (línea 
azul), en donde los “o” rojos representan los instantes en que no se logró obtener el EOD dentro del horizonte de predicción; diferencia 

considerando una caracterización estadística de la corriente futura (línea negra). 

 
 
A continuación, la Figura 5.9 muestra los valores de los estados, en la línea de tiempo, de la CM 
con la que se caracteriza el perfil de uso futuro en cada uno de los tiempos iniciales de 
predicción, en donde la línea gruesa representa el estado “alto” y la fina al estado “bajo”. Por otra 
parte, la Figura 5.10 presenta la variación de las probabilidades de transición de estado de la CM 
en función del tiempo inicial de predicción en donde, la línea fina corresponde a la probabilidad 
p11 (probabilidad de permanecer en el estado#1, corriente baja) y la línea gruesa a la probabilidad  
p21 (probabilidad de pasar al estado#1 dado que se está en el estado#2). 
 
 

 
 

Figura 5.9: Estados “alto” (línea gruesa) y “bajo” (línea fina) de la CM con la que se caracteriza el perfil de uso futuro del ESD en cada 
uno de los instantes iniciales de predicción. 
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Figura 5.10: Variación de las probabilidades de transición de estado de la CM en función del tiempo inicial de predicción en donde, la 
línea gruesa corresponde a la probabilidad p11 y la línea fina a la probabilidad p21. 

 
En cuanto a la precisión que se exhibe en el caso del enfoque de predicción propuesto, la 
Figura 5.11 muestra como varía el tamaño del intervalo de confianza en función del tiempo 
inicial de predicción, lo cual tiene relación directa con la precisión del módulo de pronóstico 
utilizado. Esta figura representa, simultáneamente, el tamaño del intervalo de confianza al utilizar 
una corriente promedio para la predicción (línea azul) y el tamaño del intervalo de confianza al 
considerar la caracterización de la corriente futura (línea negra). Además, se observa que a hasta 
los 700 [seg] el caso en que se considera la caracterización del perfil de uso tiene un mayor 
intervalo de confianza, esto se debe al enfoque probabilístico del perfil de uso futuro, y que no se 
ha tenido una etapa de filtrado (o estimación) prolongada por lo que existen estados del sistema 
que no se lograron adaptar al ESD en estudio. Luego, a partir de los 700 [seg] en adelante se 
aprecia que ambos métodos cuentan con un intervalo de confianza de rangos similares y que a su 
vez disminuye en el tiempo, esto significa que a medida que se cuenta con más información 
respecto al uso del ESD la precisión de los resultados aumenta. 
 
 

 
 

Figura 5.11: Variación del tamaño del intervalo de confianza de la predicción del EOD en función del instante inicial de predicción en 
donde, la línea azul corresponde a las pruebas realizadas considerando corriente futura promedio y constante y la línea negra a las 

pruebas en que se utilizó la caracterización estadística de la corriente. 
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A pesar que las medidas de desempeño anteriores son un buen indicador del rendimiento y de las 
mejoras del uso del modelo propuesto dentro del módulo de pronóstico del SOC basado en FP, es 
pertinente utilizar una métrica de desempeño para cuantificar y evaluar las mejoras de una 
manera más rigurosa. La métrica “α-λ accuracy” [49] (ver Figura 5.12) determina si las 
predicciones de un algoritmo están dentro del margen definido por ± α% respecto del tiempo 
remanente hasta la descarga real (en el que se asume que el sistema es invariante en el tiempo) en 
un instante de tiempo determinado, especificado por el parámetro λ. Por ejemplo un λ = 0.5 
especificaría la mitad del horizonte de predicción, el cual comienza en el instante inicial de 
predicción y finaliza en el EOD real. Para el caso particular en estudio, se consideraron los 
siguientes parámetros: α=15%; λ=0.5. Tal como se aprecia en la Figura 5.12, a medida que el 
instante inicial de predicción se encuentra más alejado del EOD real, el módulo de pronóstico es 
más permisivo en cuanto a la exactitud de sus resultados, lo cual concuerda con la teoría del 
modelo de pronóstico basado en FP propuesto, debido a que  mientras más prontamente se inicie 
la predicción, menos tiempo se tiene para la etapa de estimación (filtrado) lo que implica que: (i) 
se cuenta con menos tiempo para la adaptación de los estados del modelo al ESD en estudio; (ii) 
se tiene menos información acerca del perfil de utilización del ESD en estudio, lo que dificulta 
obtener una adecuada caracterización estadística del perfil de uso futuro. Ambos factores influyen 
tanto en la precisión como en la exactitud de los resultados, por lo que es razonable que al contar 
con más tiempo para la etapa de estimación mejoren los resultados, otorgándole consistencia al 
módulo de pronostico propuesto, tal como se aprecia en la Figura 5.12, en donde el error en 
cuanto a la exactitud de los resultados disminuye considerablemente al retrasar el tiempo inicial 
de predicción, el cual se debe mayoritariamente a que el sistema en estudio es variante en el 
tiempo. 
 
 

 
 
Figura 5.12: Evaluación del módulo de pronostico basado en FP utilizando la métrica de desempeño “α-λ accuracy”; α=15%, y λ=0.5. 
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Capítulo VI 

Conclusiones 
 
 
Este trabajo presenta, evalúa y valida un novedoso modelo de descarga del ESD, que permite la 
implementación de un esquema de pronóstico basado en filtro de partículas, para la estimación 
del estado-de-carga (SOC) y el pronóstico del tiempo de descarga (EOD) en dispositivos de 
almacenamiento de energía. Este modelo incluye la caracterización estadística en línea del perfil 
de utilización,  a través de una cadena de Markov; en este sentido, el uso de CM donde cada 
estado tiene asociado un nivel de consumo de corriente y donde las probabilidades de transición 
permiten caracterizar el modo de uso de cualquier equipo, se justifica plenamente como una 
mejora directa al estado del arte. Al ser las CM  un modelo de tipo Bayesiano, se provee un 
enfoque genérico que permite combinar eficientemente conocimiento a priori e información en 
tiempo real; ayudando a modelar y reducir fuentes de incertidumbre en los perfiles de uso futuro 
e impactando positivamente en el rendimiento de algoritmos de predicción de niveles de 
autonomía. 
 
La eficacia del enfoque de pronóstico propuesto ha sido probada usando un escenario 
simplificado de descarga, donde la solución analítica óptima del problema de predicción (en el 
sentido de la media cuadrática) puede ser computada utilizando FK. Como consecuencia, se 
encontraron los parámetros óptimos para la implementación del enfoque propuesto (número de 
partículas, de iteraciones del FP y de realizaciones de la CM), maximizando la exactitud y 
precisión de las predicciones a largo plazo y la capacidad de representar la cola de la PDF del 
EOD, lo que más tarde fue representado por el valor JITPγ% de la distribución antes mencionada. 
El módulo de pronóstico basado en FP no sólo presenta sus resultados en base al valor esperado 
del EOD y su varianza sino que además, es capaz de presentar otras medidas de desempeño como 
el intervalo de confianza y el valor JITPγ% antes mencionado. Con la información obtenida de 
las distintas medidas de desempeño, es posible realizar una comparación más completa entre la 
solución óptima del problema y la propuesta, y además, una vez implementado el módulo de 
pronóstico para el caso real, permiten entregar al usuario del ESD mayor información útil para la 
toma de decisiones futuras, siendo una de las más relevantes el valor JITPγ% gracias a la 
incorporación del concepto de “riesgo”. 
 
Una vez definidos los parámetros del módulo de pronóstico propuesto, este ha sido validado 
usando datos experimentales de descarga, dos medidas de desempeño y una métrica de 
desempeño ad-hoc para cuantificar la precisión y exactitud de las estimaciones. En primera 
instancia, durante la etapa de estimación, es posible observar la gran habilidad que tiene el FP 
para adaptar (ajustar) los estados del sistema incorporando información propia y característica de 
cada batería y ciclo de descarga en estudio, mejorando la condición inicial y el rendimiento de la 
etapa de predicción. Por otro lado, es también durante esta etapa en la cual se caracteriza el perfil 
de uso futuro del ESD, en donde se definen los valores de los estados y de las probabilidades de 
transición de la CM de primer orden.  
 
Luego, los resultados de la etapa de predicción muestran que la capacidad de caracterizar los 
perfiles de uso futuros que es provista por el modelo propuesto, es el elemento clave dentro de las 
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aproximaciones de pronóstico, ya que esto permite mejorar la exactitud de las predicciones a 
largo plazo y minimizar el efecto de la incertidumbre en la varianza de la predicción de la PDF 
del EOD. Esto se ve reflejado al comparar los resultados obtenidos por el módulo de predicción 
propuesto con el módulo típicamente presentado en la literatura, ya que a pesar de obtener 
resultados con menor exactitud y precisión al iniciar tempranamente la predicción con el módulo 
de predicción propuesto, estos mejoran progresivamente hasta obtener diferencias entre el EOD 
real y el pronosticado, del mismo rango que en el caso en el cual se utiliza el método típico de la 
literatura. Sin embargo, la diferencia fundamental que existe entre estos métodos es que el 
método propuesto tiende a sub-estimar el EOD de la batería en estudio, mientras que el método 
en que se considera una corriente promedio y constante siempre sobre-estima este instante, lo que 
podría desencadenar consecuencias catastróficas en aplicaciones industriales o en sistemas que 
tengan un grado considerable de peligro (por ejemplo, en aplicaciones bélicas, mineras, 
forestales, entre otras.). 
 
En cuanto al impacto del algoritmo propuesto en los sistemas de administración de baterías, se 
debe notar que el desempeño del BMS mejora considerablemente ya que, por el contrario del 
modelo típico, el sistema propuesto es capaz de adaptarse a cambios bruscos y repentinos en el 
perfil de utilización del ESD, además de entregar información certera y útil en cuanto a exactitud 
y precisión del EOD (sub-estima el EOD y aporta con diversas medidas de desempeño), la cual 
permite tomar decisiones futuras (cuándo y cuánto cargar la batería) en función del perfil de 
utilización que se le esté dando al ESD y al nivel de riesgo aceptado por el usuario. 
 
Con el trabajo realizado se dan por cumplido cada uno de los objetivos específicos planteados en 
el trabajo de tesis, ya que se logró generar un modelo empírico-fenomenológico de la descarga de 
un ESD de Ion-Litio mediante un enfoque Bayesiano (FP) para el estudio en línea del SOC, el 
que en su etapa de estimación es capaz de adaptar sus estados según las características propias de 
cada batería y ciclo de descarga en estudio, además de lograr caracterizar estadísticamente el 
perfil de uso futuro (al que el ESD analizado podría ser sometido) mediante una CM de primer 
orden y de dos estados, condicional a la información obtenida hasta el instante inicial de 
predicción. Por otra parte, los parámetros del módulo de pronóstico fueron determinados 
mediante una comparación analítica de un proceso de descarga simplificado, para luego validar y 
comparar el desempeño del módulo de pronóstico propuesto con el método típico presentado en 
la literatura, utilizando datos reales. Con los objetivos específicos cumplidos, es posible afirmar 
que el objetivo general del trabajo de tesis fue llevado a cabo exitosamente, ya que se logró la 
estimación en línea del tiempo de descarga de baterías de Ion-Litio utilizando caracterización del 
perfil de utilización y métodos secuenciales de Monte Carlo. 
 
Como trabajo futuro se considerara incluir aspectos más específicos de la fenomenología dentro 
de la modelación de los procesos de descarga del ESD, tal como el efecto de la temperatura, el 
perfil de uso en la estructura físico-química de los ESDs, considerar la tasa de auto-descarga de la 
batería, incluir pruebas en que se carga parcialmente la batería antes de finalizar la descarga y 
caracterizar el perfil de uso futuro con una CM de más de dos estados otorgándole mayor 
diversidad y precisión a la caracterización de las corrientes futuras. 
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