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RESUMEN DE LA TESIS

PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL INDUSTRIAL
POR: MARCELO JARAMILLO
FECHA: OCTUBRE DE 2012
PROF. FERNANDO ORDONEZ

NETWORK REVENUE MANAGEMENT EN AEROLINEAS RESUELTO A TRAVES DE
PROGRAMACION DINAMICA ROBUSTA

En el presente trabajo se considera el problema de asignacion de asientos para diversas clases de
clientes en una red de Aerolineas, més conocido en inglés como Network Revenue Management.
Usando la metodologia de programacion dinamica, se busca maximizar el beneficio esperado
sujeto a restricciones de tiempo y capacidad de los aviones en la red.

Uno de los problemas que enfrentan las aerolineas al momento de vender vuelos interconectados
en una red es qué precio fijar para cada clase de cliente de tal forma de no dejar potenciales
compradores fuera al fijar precios altos, ni perder potenciales ingresos con precios bajos. Para
gestionar la demanda a través del tiempo, las aerolineas utilizan politicas de control de asientos
como Booking Limits, Protection Levels o Bid Prices, cuya solucion se obtiene de resolver
problemas de optimizacion dindmicos o estaticos.

Esta tesis aborda este problema cuando la demanda estd sujeta a incertidumbre. Bajo este
escenario el problema es altamente riesgoso, pues los costos de operacion son elevados y el
producto que se ofrece es perecible, es decir, los asientos libres no se pueden inventariar lo que
genera pérdidas. Para enfrentar esto se propone resolver usando optimizacion aversa al riesgo
mas conocida como optimizacidn robusta.

El enfoque de optimizacion robusta es optimizar contra el peor de los casos que pudiera surgir
debido a la incertidumbre en la demanda, encontrando politicas de control en la capacidad de los
aviones relativamente insensibles a variaciones en la estimacion de demanda.

La formulacion robusta intenta mitigar el impacto de los errores en la estimacion de
probabilidades de transicion mediante la eleccién de una politica Optima maximin, donde la
minimizacion es sobre un conjunto de probabilidades de transicion y el objetivo es escoger una
politica que maximice los beneficios esperados sobre este conjunto.

Los experimentos que se realizaron muestran que cuando el riesgo supera cierto umbral, el
modelo robusto captura de forma mas eficiente el riesgo y obtiene resultados esperados mejores

que los modelos tradicionales.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Cada vendedor de un producto o servicio se enfrenta a un nimero de decisiones
fundamentales. Por ejemplo, las Aerolineas tienen que decidir qué precio fijar, cuantos asientos

reservar para clase turista y primera clase, cuando hacer ofertas, etc.

Cualquiera que se haya enfrentado a ese tipo de decisiones, sabe la incertidumbre que hay
envuelta. A la Aerolinea le gustaria vender cuando las condiciones del mercado sean las mas
favorables, fijando el precio 6ptimo, no tan alto para no dejar potenciales compradores fuera y no

tan bajo para no perder potenciales ingresos.

En la industria de servicios tales como Aerolineas, Transporte y Hoteles, cuya capacidad
es limitada, se enfrentan a diario con el problema de asignar en forma eficiente el inventario

disponible a diferentes segmentos de la demanda.

Como el producto que se ofrece es perecible, es necesario el uso de herramientas tales
como Revenue Management que permiten gestionar la demanda mediante distintas técnicas, por
ejemplo: Decisiones sobre el precio (coémo establecer el precio publicado, cuando hacer ofertas),
Decisiones estructurales (qué tipo de venta usar, que segmentacion o mecanismos de
diferenciacion utilizar) y Decisiones basadas en capacidad (si aceptar o rechazar una oferta de
compra, como asignar la capacidad a distintos segmentos), es en esta tltima categoria en la cual

se enfocara la investigacion.
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El uso de distintas técnicas de optimizacion han sido esenciales en el desarrollo de
herramientas de Revenue Management, por ejemplo, en la industria de las Aerolineas se utilizan
modelos de asignacién de asientos para diversas clases de clientes, mas conocido como 7he
passenger-mix problem o mas bien Network Revenue Management, en inglés, que permiten
maximizar el beneficio esperado, sujeto a restricciones de tiempo y capacidad de los aviones en

la red.

Este trabajo de tesis tiene como objetivo estudiar la metodologia del calculo de precios
optimos (bid prices) para una red de vuelos interconectados, considerando multiples clases de
clientes e incertidumbre en la estimaciéon de demanda, con el fin de proponer un modelo de
programacion dinamica basado en las capacidades de la red, tomando en cuenta un enfoque
robusto, es decir, encontrar una politica de control en las capacidades de los aviones que sea

relativamente insensible a variaciones en la estimacion de demanda.

La propuesta de este trabajo es el uso de programacion dindmica robusta en tiempo
discreto para el problema de revenue management en aerolineas en presencia de incertidumbre en
la demanda. El objetivo de la formulaciéon robusta es capturar la ambigiiedad de las
probabilidades de transicién subyacentes al buscar la politica de control Optima tratando de
generar mejores valores futuros en comparacion con un modelo no robusto. (Siguiendo la
nomenclatura en [28], diremos que existe incertidumbre cuando se conoce la distribucion de la

variable aleatoria y ambigiiedad cuando el modelo de incertidumbre no es preciso).

La ambigiiedad es modelada asociando un conjunto de medidas condicionales' a cada par
estado-accion. Por lo tanto, en la formulacién robusta, cada politica de control tiene un set de

medidas condicionales asociadas a esta.

Se trataran técnicas de Nilim y El Ghaoui [31] e Iyengar [28] para la construccion de
conjuntos adecuados de medidas condicionales que permitan resolver de manera eficiente la

politica 6ptima robusta. Estos conjuntos se construyen a partir de intervalos de confianza

! Estos conjuntos se explicaran con mas detalle en el capitulo 4 de esta tesis.
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asociados a la distribucion de probabilidad estimada, por lo tanto puede ser elegido para

garantizar distintos niveles de confianza en la politica 6ptima robusta.

1.1 Planteamiento del problema

El problema principal al que se enfrentan las aerolineas al momento de vender pasajes de
vuelos interconectados en una red, es si aceptar o rechazar? a un cliente de clase j en el tiempo ¢
cuando existen n = n(1),..., n(k) asientos disponibles en la red, donde n(k) representa la capacidad
disponible del avion k. Para ello en revenue management se ha desarrollado una variedad de
modelos que permiten tomar la decision correcta, estos distintos modelos tiene sus ventajas y

desventajas que se analizaran en el capitulo 3 de esta tesis.

Al tomador de decisiones le gustaria saber como se comportara la demanda futura para asi
generar una politica 6ptima que maximice los ingresos de la red, se llamara ‘Politica’ al conjunto
de decisiones que se utilice al momento de aceptar o rechazar clientes para el horizonte finito que
se considere, en cada estado posible de la red. Sin embargo, la realidad es distinta, ya que la
presencia de incertidumbre en la naturaleza de la demanda puede hacer que politicas

deterministas resulten poco eficientes frente a la demanda real.

Por lo tanto, lo complejo del problema es debido a la demanda incierta y la presencia de
multiples clases de clientes con distinta disposicion a pagar por el mismo asiento. El desafio de
esta situacion es tener las herramientas para separar o segmentar los clientes y cobrarles de
acuerdo a lo que estan dispuestos a pagar. Ademas la metodologia para encontrar una politica de
control optima se complica ain mas por la estructura de la red que incluye vuelos paralelos e

interconectados.

La mayoria de los modelos en Revenue Management asumen que el tomador de

decisiones conoce la distribucion probabilistica del proceso de demanda para cada clase, de

2 En la realidad las compaifiias no rechazan a los clientes, si no que suben o bajan el precio de sus productos para
lograr este efecto. Por lo tanto cuando se mencione esta palabra, significa que nos referimos a este hecho.
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hecho las compafiias cuentan con avanzados modelos de prediccion de demanda. Estas
estimaciones, que se basan en datos historicos, son dificiles de analizar sin un sistema de apoyo
en las decisiones. Estos sistemas dependen, y pueden ser muy sensibles, de los supuestos de

distribucion de la demanda, cuya estimacion sélo se conoce estadisticamente.

1.2 Solucion propuesta y resultados esperados

En lugar de tratar de calibrar la incertidumbre en la demanda utilizando modelos de
pronosticos, la solucidon que se propone en este trabajo es utilizar un modelo robusto. Es decir, el
objetivo principal es encontrar una politica de control de asientos que sea relativamente
insensible ante variaciones en la demanda. Como resultado se espera que los ingresos esperados,
generados por una solucién robusta, sean menos variables que los generados por los modelos

tradicionales de Revenue Management.

La ventaja de usar este nuevo modelo es que en presencia del peor caso, o demandas muy
distintas a la esperada, se espera que el modelo robusto genere mejores ingresos promedio. Sin
embargo, la desventaja de un modelo robusto es que las soluciones tienden a ser mas

conservadoras y generan menores ingresos promedio comparado con modelos tradicionales.

1.3 Objetivos Generales

I.  Estudiar en detalle el calculo de precios Optimos de pasajes aéreos que se realizan en el
area de Revenue Management, para una red de vuelos interconectados con multiples

clases de clientes.

II. Generar un modelo matematico robusto para este problema tomando en cuenta la

incertidumbre en los supuestos de demanda.

II. Calcular politicas 6ptimas del modelo tradicional y robusto.
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1.4 Objetivos Especificos

I.  Construir un modelo de Programacion Dindmica que genere una politica de control
optima, es decir, que indique cuando aceptar o rechazar un cliente, dependiendo de las

capacidades de la red y el tiempo.

II. Encontrar una politica de control de asientos que sea relativamente insensible ante
variaciones en la estimacion de demanda, mediante un modelo de programacién dinamica

robusta.

III. Estudiar y comparar los valores a los cuales una aerolinea esta dispuesta a vender un
asiento (bid prices) generados por los modelos de programacion dindmica y dindmica

robusta.

IV. Construir un simulador que permita validar ambos modelos bajo distintos niveles de

riesgo en la demanda.

1.5 Organizacion de la tesis

En el siguiente capitulo se presenta una vision general de la literatura que describe la
metodologia Revenue Management y optimizacion robusta, ademas de investigaciones que se han
realizado en estas areas. En el capitulo 3 se describen varios modelos (estaticos y dindmicos)
agrupados en dos categorias, cuando solo hay disponible un recurso y el caso general de una red.
En el capitulo 4 se presenta el modelo con enfoque robusto y tres conjuntos de medidas
condicionales, de los cuales dos son usados para encontrar la politica 6ptima. Finalmente, en el
capitulo 5 se presentan resultados computacionales de la simulacion, donde se comparan los
modelos tradicionales explicados en el capitulo 3 con el modelo robusto. La ultima seccion

explica las conclusiones a las que se llegaron con este trabajo.



CAPITULO 2

CONCEPTOS BASICOS DE REVENUE MANAGEMENT

Este capitulo introduce conceptos fundamentales sobre Revenue Management (RM),
incluye un marco conceptual para entender sus objetivos, en qué condiciones se puede aplicar y
una vision general de como funciona un sistema de RM. Ademads ofrece una descripcion breve de
optimizacion robusta e investigaciones que se han realizado tanto en el 4rea de RM como en el
area de optimizacion robusta. Estos conceptos estan basados en la descripcion dada por el libro

“The Theory and Practice of Revenue Management” escrito por Talluri y Van Ryzing [36].

2.1 Qué significa Revenue Management

La definicion clasica de RM sostiene que es el arte de vender el producto correcto, al
cliente correcto, en el momento correcto. También se puede entender como el proceso de
entender, anticiparse e influenciar el comportamiento del consumidor con el fin de maximizar los

ingresos esperados [19].

Cualquier comerciante de un producto o servicio se enfrenta a decisiones relacionadas con
el proceso de venta, entre ellas: cudndo vender, a qué precio, y por cuanto tiempo. En cada una de
estas decisiones juega un rol importante la incertidumbre en la demanda. Por ejemplo, si se
rechaza vender a un cliente ahora, ;existe la seguridad que en el futuro préximo vendran mas

clientes con mejor o igual disposicion a pagar?
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Las empresas por lo general deben tomar decisiones sobre como tratar la demanda. Por
ejemplo, ;como puede una compafia segmentar a sus clientes ofreciéndoles diferentes términos
contractuales y condiciones que exploten los diferentes comportamientos o disponibilidades al
comprar sus productos? Una vez segmentados los clientes, ;qué precio se debe cobrar a cada

segmento?

La disciplina conocida como Revenue Management se encarga de este tipo de decisiones
relacionadas con la demanda, ademas de la metodologia y sistemas requeridos para

implementarla.

RM es una idea muy antigua. Todo comerciante en la historia de la humanidad se ha
enfrentado a decisiones de tipo RM. Sin embargo, la novedad del RM no son las decisiones por si
solas, sino mas bien como se toman las decisiones. La verdadera innovacion del RM, se

encuentra en el método de toma de decisiones.

El nuevo enfoque es impulsado por dos fuerzas. Primero, avances cientificos en
economia, estadistica e investigacion operativa permiten formular modelos de demanda y
condiciones econdmicas que cuantifican el grado de incertidumbre y restricciones que enfrenta el
tomador de decisiones. Segundo, avances en tecnologias de informacidon permiten manejar gran
cantidad de datos, resolver algoritmos complejos en poco tiempo y automatizar las decisiones de
demanda resultantes. Estas dos fuerzas combinadas hacen posible un enfoque totalmente nuevo

para la toma de decisiones.

2.2 Marco conceptual del RM

(En qué situaciones es posible aplicar RM? Una posible respuesta es: en cualquier
negocio donde las decisiones tacticas sobre la demanda son importantes, y existe una cultura
relacionada con la tecnologia y el management que permiten implementarlo. Pero esto a su vez

lleva a la pregunta: ;cudndo surgen estas condiciones? Es lo que se explicard a continuacion.
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4+ La naturaleza multidimensional de la demanda

La demanda de una empresa tiene multiples dimensiones, incluyendo (1) los diferentes
productos que vende, (2) los tipos de cliente que atiende, sus preferencias por productos y
comportamientos de compra, y (3) el tiempo. Si bien es posible agregar otras dimensiones (tales

como, ubicacidn o canal de venta), estas tres sirven como ejemplo para ilustrar la idea.

4+ Vinculos entre decision y gestion de la demanda

Si la gestion de demanda y el entorno fuesen completamente independientes, el problema
de la toma de decision seria considerablemente mas simple. Pero tipicamente uno o mas de los

siguientes tres factores relaciona la demanda a través de las dimensiones.

Primero, multiples productos pueden compartir capacidad de produccion o tener costos de
produccion conjunta. En estos casos, las decisiones de gestion de demanda para distintos
productos estan relacionadas. Por ejemplo, aceptar demanda para el producto i en tiempo ¢, puede

significar rechazar demanda para producto & en tiempo ¢ + 1.

Segundo, aun cuando las restricciones de produccion no relacionen las decisiones de
demanda, el comportamiento del cliente a menudo lo hace. Estos pueden elegir entre productos

sustitutos o crear estrategias sobre como compra un producto determinado en el tiempo.

Finalmente, las decisiones de demanda para diferentes productos, clientes y periodos de
tiempo pueden estar relacionadas en términos de cuanta informacion haya obtenido la compania

hasta ese tiempo.

4+ Condiciones de mercado que conducen al RM

Teniendo esta conceptualizacion del problema, podemos obtener una mirada mas

profunda sobre las condiciones que deben darse para que RM sea beneficioso. Estas son algunas:

9
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I. Heterogeneidad de los clientes. Mientras mas heterogéneos son los clientes, mayor es el
potencial de utilizar este factor para incrementar los ingresos. Los hoteles y aerolineas

proveen un buen ejemplo de esta caracteristica.

Il. Variabilidad de la demanda. Mientras mas varie la demanda a través del tiempo (debido a
estacionalidades o shocks) y mientras mas incertidumbre haya sobre la demanda futura,

mas complicado sera tomar decisiones, aumentando las posibilidades de cometer un error.

1. El precio como senal de calidad. A veces el precio no es simbolo de status ni tampoco
sefial de calidad. En aerolineas, generalmente los clientes no asocian la tarifa de un ticket
con la calidad del vuelo, pagar US$300 extras por un pasaje comprado a Gltimo minuto no

significa tener un mejor vuelo.

4+ Descripcidn general de un sistema de RM

En la practica un sistema de RM consta de cuatro pasos:

I.  Recopilacion de datos: Recolectar y almacenar datos historicos (precios, demandas,
cancelaciones, etc.)

II. Estimacion y prediccion: Estimar pardmetros del modelo de demanda con los datos
recopilados.

III. Optimizacion: Encontrar politicas dptimas de control (Bid Price, Booking limits, precios,
descuentos, etc.)

IV. Control: Controlar la venta de inventario cuya politica 6ptima fue encontrada en III.

2.3 Marco conceptual de Optimizacién Robusta

La investigacion actual sobre optimizacion robusta estd estrechamente relacionado con la
teoria de control robusto; véase por ejemplo Zhou et al. [45]. Estas ideas sirvieron de contexto

para desarrollar diversos programas matemadticos, por ejemplo, en el trabajo de Ben-Tal y

10
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Nemirovski [7] los autores formulan problemas de optimizacion robusta en programacion lineal,
programacion cuadratica y problemas de programacion convexos en general. Independientemente
El-Ghaoui et al. [21] estudiaron la misma formulacion de optimizacidon robusta para problemas de
programacion semidefinida. Mas recientemente, este enfoque se ha extendido a problemas de

programacion entera (Bertsimas y Sim [14]).

La ventaja de contar con soluciones robustas es que tienen el potencial de ser soluciones
viables en la practica, ya que tienden a no estar muy lejos de la solucion Optima y superan
significativamente a la solucién optima en el peor de los casos (Goldfarb y Iyengar [26];

Bertsimas y Sim [15]).

El enfoque general de la optimizacion robusta es optimizar contra el peor de los casos que
pudiera surgir debido a la incertidumbre de los datos, mediante el uso de min-max en la funciéon
objetivo. La solucidn resultante del problema robusto es insensible a variaciones de los datos, ya
que minimiza el peor de los casos y por lo tanto es inmune a esta incertidumbre. La metodologia
de optimizacién robusta asume que los parametros inciertos pertenecen a un conjunto de
incertidumbre limitado. Para los conjuntos de incertidumbre bastante generales, la contraparte
que resulta del problema robusto puede ser similar al problema original, y por lo tanto puede
tener una complejidad comparable. Por ejemplo, un problema lineal con parametros inciertos
perteneciente a un conjunto de incertidumbre poliédrica, tiene un problema robusto asociado que
es LP, cuyo tamafio es polinomial en comparaciéon con el problema original (Ben-Tal y
Nemirovski [8]). Por lo tanto, surge una pregunta importante: ;CoOmo formular un problema

robusto que no sea mas dificil de resolver que su homoélogo determinista?.

2.4 Investigaciones realizadas

El problema ante el control de capacidad con un solo recurso fue introducido por
Littlewood [30] con dos clases de clientes que llegan de forma secuencial, y fue posteriormente
extendido a multiples clases de clientes. Con llegadas consecutivas, la politica de reserva optima

se encuentra mediante fijar niveles de proteccion (Talluri y van Ryzin [36]). Estos niveles de

11
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proteccion (Nested booking limits en inglés) se pueden calcular en forma exacta (programacion
dinamica) o mediante heuristicas (Expected marginal seat revenue: EMSR-a y EMSR-b.

Belobaba [3], [4]).

Network RM es significativamente mas complejo de resolver y encontrar la politica de
control optima. En consecuencia, network RM es comunmente resuelto mediante heuristicas, ya
sea por medio de aproximaciones en la funciéon de beneficio esperada de la programacion
dinamica (Bertsimas y Popescu [13], Adelman [1]) o restringiendo el conjunto de politicas
factibles. Las politicas de control més conocidas son partitioned booking limits, nested booking
limits 'y bid price, en inglés. Aunque estos controles han sido tradicionalmente obtenidos con
formulaciones de programacion matematica (Talluri y van Ryzin [36]), Gltimamente se le ha dado
mayor atencion a programacion dindmica y formulaciones Optimas de control (Adelman [1],
Topaloglu [38], Talluri [35], Akan y Ata [2]). Los controles, ademas pueden ser ajustados con un
algoritmo de gradiente estocastico basado en muestras de demanda (Bertsimas y de Boer [16],

van Ryzin y Vulcano [39]).

Los modelos tradicionales de RM, que asumen informacion de demanda probabilistica,
son muy sensibles a errores en el método de prediccion (Weatherford y Belobaba [41]). En lugar
de estimar una distribucion de probabilidad de la demanda a partir de datos historicos, los
métodos de optimizacion utilizan directamente datos histéricos de ventas para optimizar los
controles de reserva con un algoritmo de gradiente estocéstico (van Ryzin y McGill [40],
Bertsimas y de Boer [16], van Ryzin y Vulcano [39]). Métodos no paramétricos de optimizacion
también se han aplicado ampliamente en la gestion del inventario y pricing (Godfrey y Powell
[25], Levi et al. [29], Erken y Maglaras [22], Rusmevichientong et al. [33], Huh y

Rusmevichientong [27], Besbes y Zeevi [17]).

En entornos empresariales nuevos o no estacionarios, los datos historicos no estan
disponibles o son de poco valor. De hecho, la inica informacién de demanda que estd disponible
a menudo proviene de expertos de la industria, basados en su juicios y experiencia. Por lo tanto,

las decisiones deben tomarse bajo limitada informacion de la demanda, mediante optimizacion
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robusta. Métodos de optimizacion robusta han sido ampliamente utilizados en el control de
inventario con el criterio maximin (Perakis y Roels [32], Scarf [34], Gallego y Moon [23],
Gallego et al. [24], Bertsimas y Thiele [12], Ben-Tal et al. [10]) y el criterio de minimax regret
(Yue et al. [44], Perakis y Roels [32]).

En el trabajo de Perakis y Roels [32], se describen modelos robustos para distribuir la
capacidad en el avion (mediante partitioned booking limits, nested booking limits y bid price,
estos conceptos se explicaran en el capitulo 3), asumen limitada informacion sobre la demanda y
que pertenece a ciertos conjuntos de incertidumbre poliedricos, no realizan ninglin supuesto sobre
la secuencia de llegada sobre la demanda. Consideran dos enfoques robustos: maximin y minimax
regret. El criterio maximin garantiza un nivel de beneficio esperado, este es mas apropiado para
tomadores de decisiones adversos al riesgo, por el contrario, el criterio minimax regret minimiza
el costo de oportunidad de no saber la demanda y genera recomendaciones o politicas menos

conservadoras.

Por otro lado, Nilim y El Ghaoui [31] e Iyengar [28], han desarrollado técnicas de
programacion dindmica robusta que se pueden aplicar al problema de RM. Ellos asumen que las
probabilidades de transicion en la cadena de markov, correspondientes a cada par estado-accion,
no se conocen con exactitud. Esta ambigiliedad en las probabilidades de transicion son modeladas
mediante conjuntos de medidas condicionales. Estos conjuntos estan basados en distancias de
entropia relativa (Kullback-Leibler y aproximaciones en norma Lz y L1) que conducen tanto a una
representacion estadisticamente precisa de la incertidumbre, y una complejidad de la recursion
robusta que es casi la misma que la recursion clasica. Lo que se busca con lo anterior, es una
politica de control tal que sea la minima esperada sobre el conjunto de medidas asociadas, y el
objetivo del tomador de decisiones es escoger una politica con maximo valor, es decir, se adopta
un enfoque maximin. El nombre de esta formulacion es conocida como Robust Dynamic

Programming, estos modelos se describen en detalle en el capitulo 4.
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CAPITULO 3

MODELOS Y TIPOS DE CONTROL EN REVENUE

MANAGEMENT

En este capitulo se describiran los modelos tradicionales de RM, basados en capacidad, es
decir, como asignar Optimamente la capacidad de uno o multiples recursos a diferentes clases de
clientes. Primero se explicard el caso de un solo vuelo y luego cuando existen varios aviones

interconectados en una red, mas conocido como network RM.
3.1 Control por capacidad para un recurso

En la realidad, la mayoria de estos problemas son network RM, pero en la practica son
resueltos como una coleccion de problemas de recursos individuales (tratando a cada recurso en

forma independiente).

El modelo asume que la compaiia vende la capacidad del avion a m distintas clases de
clientes que requieren el mismo recurso. Estas clases representan distintas categorias de precio
diferenciadas mediante restricciones y condiciones de venta. Los clientes de cada segmento

pueden comprar so6lo el pasaje perteneciente a su categoria.
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Todos los asientos del avion son iguales y los clientes pueden comprar solo un asiento.

Por lo tanto, el problema central de la Aerolinea es como asignar 6ptimamente los recursos de su

avion a las distintas clases de clientes. Esta asignacion debe hacerse en forma dindmica mientras

se observa la demanda y tomando en cuenta la incertidumbre de la demanda que atn no ha

llegado.

3.1.1 Tipos de control

En la industria aérea, los sistemas de reservas proporcionan diferentes mecanismos para el

control de la disponibilidad. Estas politicas de control son las que deciden como manejar la

demanda a través del tiempo. A continuacion se explican las mas conocidas:

II.

I1I.

Booking Limits: Este tipo de control limita la cantidad de capacidad que se puede vender
a una determinada clase en un punto dado del tiempo. Existen dos tipos, estos pueden ser
partitioned o nested. El primero divide la capacidad disponible en bloques fijos, una para
cada clase, mientras que el segundo se superpone en forma jerarquica, es decir, las clases
de mayor rango tienen acceso a toda la capacidad, incluso la que esta reservada para

clases de menor rango.

Protection Levels: Este control reserva (protect) una cantidad especifica de capacidad
para una clase o conjunto de clases en particular. Esta politica puede ser partitioned o
nested, al igual que el caso anterior. Por ejemplo, y; se define como la cantidad a reservar
para las clases j, j—1,...,1 en conjunto para el caso nested. La figura 3.1 muestra la relacion

entre protection levels y booking limits.

Bid Price: Lo que distingue a esta politica de las otras dos es que ésta se calcula mediante
ingresos (revenue), no mediante clases. Esta politica establece un precio umbral (que
dependera de variables como capacidad restante o tiempo) tal que la demanda por algun
producto es aceptada si su tarifa o precio es mayor que este precio umbral y rechazada en

caso contrario. La figura 3.1 muestra como los Bid Prices n(x) pueden ser usados.
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Cuando hay 12 o menos unidades disponibles, el precio umbral es de $75 por lo que solo

la clase 1 es aceptada, cuando quedan menos de 22 asientos y mas de 12, el Bid Price es

de $50, por lo tanto, las clases 1 y 2 son aceptadas. Y asi sucesivamente.

Clase 1 Clase 2 Clase 3
$100 $75 $50
12 10 8
’ b1=30 R
=12 e br=18 R
< y2=22 , b3=8 R
. y3=30 R
T(x)
A
$100 .
$50 =
LS X
0 12 22

Figura 3.1. Relacion entre booking limits b;, protection levels y;, y bid price m(X).

3.1.2 Modelos estaticos

Estos modelos hacen las siguientes suposiciones: las distintas clases de clientes llegan en

intervalos no superpuestos y de forma ordenada, las demandas de cada clase son variables

aleatorias independientes y no dependen de la politica de control, en particular, no dependen de la

capacidad disponible para otras clases y finalmente, no se permiten llegadas grupales. Se

explicara primero el caso con dos clases y luego el caso general para n—clases.

16



Capitulo 3. Modelos y tipos de control en Revenue Management

I. El modelo de Littlewood

La primera solucion al problema de un recurso la propuso Littlewood en 1972 [30], con
dos clases de productos, cuyos precios son p; > p2 y donde ademas, la demanda de la clase 2 llega

antes que la de la clase 1.

Dada una demanda para la clase j, D;, la capacidad disponible N y distribucion de
probabilidad Fj(-), el problema es decidir cuanta demanda de clase 2 aceptar antes de ver la

realizacion de la demanda de clase 1.

La solucion optima se puede derivar mediante un analisis de ingreso/pérdida marginal:
Suponer que quedan n unidades de capacidad disponible y llega el cliente de clase 2. Si
aceptamos la llegada, se recibirdn ingresos de p2. Si no se acepta, se venderan n (unidad
marginal) unidades al precio py, siy solo si la demanda de clase 1 es n 0o mayor. Es decir, si y solo
si D; > n. En consecuencia, el beneficio esperado de reservar la n—ésima unidad para la clase 1
(beneficio marginal esperado) es p;P(D; > n). Por lo tanto, tiene sentido aceptar llegadas de

clientes 2 siempre que su precio supere este valor marginal, o equivalentemente
p2 > p1P(D1 > n) (3.1)

Si para modelar la demanda se usa una distribucion continua F;(x), entonces el nivel de

proteccion optimo y;* se encuentra por medio de la siguiente expresion
p2=pP(Dy > yf) = yi = F'(1-22) (3:2)

Lo anterior es conocido como la regla de Littlewood.
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II. Modelo para n—clases

Ahora se considerara el caso general para m > 2 clases. Nuevamente se asume que la
demanda llega de forma ordenada, de menor a mayor, de acuerdo a su disposicion a pagar,

es decir, p;1> p2> > pm.

Este problema se puede resolver a través de programacion dindmica, donde el estado n es
la capacidad restante del avion. Al comienzo de cada etapa j, no se conoce la demanda D;, Dj.j,...,

D; y cuando el modelo esta en la etapa j ocurre lo siguiente:

1. Llega la demanda D,y se observa su valor.

2. Se decide la cantidad # de demanda a aceptar. La cantidad aceptada debe ser menor que la
capacidad restante, es decir, u < n. Por lo tanto, el control 6ptimo u* es una funcién del
estado j, capacidad n, y demanda D;, u"= u*(j, n, D)).

3. Se recibe un ingreso de pju, y se pasa a la siguiente etapa j — / con capacidad restante

n—u.

Sea Vj(n) la funcidon de beneficio esperada al comienzo de la etapa j. Por consiguiente, la

ecuacion de Bellman es

Vi(n)=FE max }{pju +Vi_i(n—u)} (3.3)

0<u<min{D;,n

cuya condicion de borde es

Los valores u* que maximizan la funcion objetivo Vj(n) para cada etapa j y estado n,

forman la politica de control 6ptima para este modelo.
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III. Heuristicas

En la practica es muy comun el uso de heuristicas, ya que son mas simples de programar,
se ejecutan mas rapido y generan ingresos que, en muchos casos, estan cerca del optimo. Las
heuristicas mas conocidas para responder a este problema son EMSR—-a y EMSR-b (Expected
Marginal Seat Revenue, versiones a y b), ambas se atribuyen a Belobaba [3]. La que se expondra

a continuacion es EMSR-b, ya que es la més usada.

EMSR-b estd basada en aproximaciones que reducen el problema en cada etapa a dos
clases, esta aproximacion consta de agregar demanda de futuras clases y tratarlas como si fueran

una sola con beneficio igual al promedio ponderado de los ingresos.

Se define la demanda agregada futura para las clases j, j—1,...,1 como

J
S;=>_ Dy

k=1

y el promedio ponderado de los ingresos para las clases 1,..., j denotado como ]_?j

X pkE[Dy]
pj - j

k=1 E[Dx] G4

Entonces, el protection level para la clase j se encuentra por medio de la regla de Littlewood (3.2)

P(S; > y;) = P2 3.5)
J

Es decir, se estd reduciendo el problema anterior a un problema de dos clases, ya que se
aceptard alguien de la clase j+1 (que es mas barata), si y solo si supera lo que se espera percibir

en promedio con las clases siguientes.
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3.1.3 Modelos dinamicos

Los modelos dindmicos relajan la condicion que la demanda llega de forma ordenada y
permiten llegadas aleatorias (por ejemplo, asumen que las llegadas se distribuyen de acuerdo a un
proceso de Poisson). Sin embargo, los otros supuestos se mantienen, es decir, la demanda es

independiente entre las clases y tiempo, y también son independientes de la politica de control.

En el modelo dindmico, existen m clases (indexadas por j) cuyos precios son p; >p>>...>
pm. Hay en total T periodos de tiempo, indexados por ¢ (¢ = 1 es el primer periodo y ¢ = T es el
ultimo periodo, cuando el avion despega). En cada periodo se asume que el tiempo es
suficientemente discreto tal que llega un solo cliente. La probabilidad que llegue la clase j en el

tiempo ¢ es Ai(?). El supuesto que llega un cliente por periodo implica lo siguiente

Sea n la capacidad restante, V(n) la funcion de beneficio en periodo ¢ y R(f) una variable
aleatoria tal que, R(f) = p; si la demanda de clase j llega en ¢ y R(¢) = 0 en caso contrario. Notar
que P(R(?) = pj) = M(¢). Sea u,= 1 si se acepta la llegada y u,= 0 en caso contrario. El objetivo es

maximizar la suma de ingresos en ¢y en ¢ +1, por lo tanto la ecuacion de Bellman es

Viin) = E ng{aoﬁ}{}z(t)ut + Vi (n — ut)}]

(3.6)

= Viqi(n) +FE Ltfélﬁfl}{(R(t) — AViqa(n)) ut}}

donde AVi+1 (n) = Vier (n) — Vie1 (n — 1) es el valor esperado marginal de la capacidad en el

periodo ¢+ 1.
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Las condiciones de borde son

VT+1(H) = 0, n:O,l,...7N
V,(0) = 0, t=1,...,T

Una consecuencia inmediata de (3.6) es que si llega la clase j, es decir, R(¢) = p;, entonces es

Optimo aceptar si y solo si
pj = AVia(n)

Asi, la politica 6ptima puede ser implementada usando el tipo de control Bid Price, que en este
caso es igual al valor marginal,

w(n) = AVi(n) (3.7)

Precios que superen este umbral son aceptados; aquellos que no, son rechazados.

3.2 Control por capacidad para una red

En el caso de una red, los clientes tienen acceso a productos que hacen uso de varios
recursos combinados, lo que crea interdependencia, ya que la falta de disponibilidad en un solo
recurso puede limitar la venta, por lo tanto, para maximizar el beneficio esperado, es necesario

coordinar en conjunto la politica de control en toda la red.

Considerar un modelo en redes puede generar beneficios significativos en RM. En efecto,
varios estudios de simulacion en aerolineas han demostrado que el modelo en redes se comporta
mejor que el modelo de un solo recurso [9, 10, 15, 16]. En la practica, estas potenciales mejoras
han sido suficientes para justificar inversiones significativas en sistemas network RM tanto en las

industrias de aerolineas como en la de hoteles.

Si bien los posibles beneficios pueden ser altos, la metodologia de network RM plantea un
gran desafio en la implementacion, ya que aumenta considerablemente el volumen de datos que

se debe reunir, almacenar y gestionar, ademas del impacto que puede generar en la organizacion.
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3.2.1 Control 6ptimo para una red mediante programacion dindmica

El principal problema que se abordara en este trabajo es el de una red compuesta por / legs
o arcos (pares consecutivos de aviones en aerolineas o dias en el caso de hoteles) que se utilizan
para servir un total de m clases de demanda. El inventario inicial estd dado por un vector
N = (MNVy,...,Ni) de capacidades en los arcos. La red esta descrita por una matriz A = [a;] de [ x m
filas y columnas, y un vector R = (Ry,..., Rx»): R; es la tarifa de la clase j, que utiliza a; unidades
del recurso (/eg) i. De este modo, una demanda de la clase j se define por su itinerario A/ (una
columna de la matriz A, que es el conjunto de recursos que usa la clase j) y por su categoria de
precio R;. En una red de lineas aéreas, A es una matriz de 0 — 1 que puede contener columnas
repetidas para cada clase de tarifa en un itinerario determinado. Por lo tanto, a;;= 1 si el recurso i

es usado por producto j, y a;;= 0 en caso contrario.

La Figura 3.2 muestra un pequefio ejemplo correspondiente a cinco nodos conectados en
red. Los nodos son aeropuertos en distintas ciudades, mientras que los nimeros entre paréntesis
indican la capacidad disponible de cada avion (legs = 4), con capacidad total N = (450, 300, 275,
200).

Figura 3.2: Ejemplo pequeno de una red de vuelos interconectados.
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Los productos que la aerolinea ofrece pueden ser distintas combinaciones origen-destino,
en este caso, el producto puede ser un viaje del aeropuerto SCL hasta JFK a través de MIA
(producto 5 cuya tarifa es Rs). Cada itinerario, por ejemplo, se pueden dividir en clase economica
(low) o Business (high). Para que quede mas claro, la siguiente matriz de incidencia, muestra qué

legs ocupa cada producto

R R' Ry, Ry Ry Rs R, R' R; Rs
1 1 0 0 0 1 1 1 0 0
R
[)-:
13

1
0
4 1

o O O+

0
0
0

O ==

1 0o 0 0 0 0
o 1 o0 1 0 0
0O 0 1 0 1 1

Para resolver el problema se asume un horizonte finito de tiempo 7, con ¢ suficientemente
pequeiio tal que llega un solo cliente por periodo. El tiempo se cuenta hacia atras, es decir, 1 = T

es el comienzo del horizonte de reserva y el tiempo ¢ = 0 es el final del periodo de reserva.

. . -t
La demanda (por venir) en el tiempo ¢ se denota porD’, y D representa el vector

. .t . .
aleatorio de demandas acumuladas. Es decir, D es una variable aleatoria que representa el
numero de solicitudes de la clase j desde el tiempo ¢ hasta que despega el avion (el orden no

importa). Por lo general, existe poca informacion sobre el proceso de la demanda, que podria

consistir en la demanda esperada por venir D'= E [D ], y, posiblemente, otro tipo de informacion
disponible de herramientas de prediccion, tales como cancelaciones o probabilidades de no

llegada de un cliente.

El estado del sistema S esta dado por el tiempo ¢ (¢ periodos de la salida) y la capacidad
restante de los arcos (legs) n = (ny,...,n;). Por lo tanto, si se vende el producto j, el estado de la red

cambia a (n — A/, 7).

Luego, el problema general de control de inventario estocastico para network RM puede
enunciarse como sigue: En el momento 7, y dado que el estado de la red es S, ;se debe aceptar o

rechazar una nueva solicitud de la clase j? Tomando en cuenta que el objetivo general es el de
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maximizar los ingresos totales esperados.

La decision de aceptar o rechazar, determina una politica de control de admision, que en
general estd en funcion de la configuracion de red actual n, el tiempo ¢ y la tarifa R;. Se utilizara
la notacidon u(¢) como vector de decisiones, donde u;(¢f) = 1 si se acepta la solicitud de demanda
para el producto j en el periodo ¢, y ui(t) = 0 en el caso contrario. Dado que a lo més se puede
aceptar una solicitud en cada periodo, las decisiones u(f) estan restringidas al conjunto

Un)={ueE {0,1}": Au<n}.

En la realidad, la politica de control tiene un impacto en el proceso de la demanda, porque
la eleccion del cliente puede depender del conjunto de productos disponibles. La captura y
cuantificacion de este tipo de fenomeno es una tarea delicada que va mas alla del alcance de este
trabajo. Por lo tanto se hace la suposicion de que el proceso de la demanda es independiente de la

politica de control.

3.2.1.1 Estructura de control 6ptimo

El modelo de programacion dindmica estocastica proporciona la politica 6ptima para el
problema de network RM, mediante la evaluacion de todo el arbol de posibilidades que permitira

tomar decisiones en cada periodo para generar los mayores ingresos futuros esperados.

Los estados S = (m, #) se definen por el vector de capacidad disponible actual n cuando el

tiempo restante es ¢. Ademas, la probabilidad de que llegue demanda de clase j en tiempo 7 es pj'.

Por lo tanto, para encontrar la decision optima u"(n, 7, R) se define DP(n, t) como el
beneficio maximo esperado a reunir desde el estado (n, ). Asumiendo demandas independientes,

esto puede ser calculado mediante la siguiente ecuacion de Bellman?:

3 Se usara el operador (x)* = max(x, 0) parax € R.
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DP(n,t)=F [meail( {RTu(n, t,R) + DP(n — A/u,t — 1)} (3.8)

I
NE

pl max {DP(n,t — 1), R; + DP(n — A7, ¢t — 1)} + pj DP(n, ¢ — 1)
1

oL
Il

DP(n,t—1)+» p}(R; —DP(n,t— 1)+ DP(n— A7,t —1))*
j=1

paratodon <N, 1 <T, con las condiciones de borde

DP(n,t) = —oo si n; < 0 para algin i, y
DP(n,0) = 0, para n > 0.

El precio umbral o Bid Price BP;(n, f) se define como
BP;(n,t) = DP(n,t — 1) — DP(n — A7, ¢t — 1)

Por consiguiente, el valor de la funcidon de beneficio puede ser expresada como sigue

DP(n,t) = DP(n,t— 1) + Y _p (R; — BP;(n,t))". (3.9)

Jj=1

Uno puede facilmente demostrar que la funcion de valor es no decreciente en n y ¢. Por
otra parte, en el caso de un solo recurso, sin llegadas grupales, la funciéon de valor es concava y
los bid price son decrecientes en ¢y n (K. T. Talluri and G. J. Van Ryzin [36], Diamond y Stone
[20]). Tomando en cuenta estas propiedades, se puede demostrar que la politica Optima u*(-)
acepta una solicitud de la clase j, si y solo si su precio R; es superior a al precio umbral BP; (n, ¢)

y queda capacidad suficiente, esto quiere decir que u*(+) satisface lo siguiente:

. 1 si R >DP(n,t —1) —DP(n—AJ,t—1)y A’ <n
uj(m,t, R) = { 0  sino.
(3.10)
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Esto refleja la nocion intuitiva de que se acepta una solicitud de reserva para un producto j
solo si su precio es superior al costo de oportunidad de reducir la capacidad de los recursos

necesarios para satisfacer la solicitud.

3.2.1.2 Control mediante Bid Price

Existen varias formas de calcular los bid price, estos se pueden obtener a través de
programacion dindmica, precios duales de la programacion lineal determinista (Williamson [43])
o aproximaciones de estos métodos, por ejemplo, suponiendo que la funcion de beneficio

DP(n, ¢ — 1) se puede derivar y tiene gradiente VDP(n, ¢ — 1), entonces la condicion para aceptar

el producto j puede ser aproximada por:

R; >DP(n,t —1) — DP(n— A7t — 1)

= > mi(n,1),
i€ AJ
0
donde 7(n,t) = DP(n,t —1)

8ni

En otras palabras, este tipo de control define un conjunto de bid prices para cada recurso,
en cada periodo de tiempo y cada nivel de capacidad disponible, tal que acepta la solicitud por
cualquier tipo de producto si y s6lo si queda suficiente capacidad y su precio excede la suma de
los bid prices para todos los recursos usados por ese producto. Esta politica de control puede ser
implementada mediante una tabla de bid prices para cada recurso. La tabla 3.1 ejemplifica lo

anterior.

Una observacion interesante acerca de los bid prices es que no todos los métodos generan
los mismos precios umbrales, por ejemplo, el método con gradiente no genera los mismos valores
que BP; (n, #). Esto significa que se pueden generar instancias de bid prices que den una politica
optima de decision pero que al mismo tiempo sean muy malas aproximaciones del valor esperado

marginal de la capacidad de un recurso.
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Capacidad t t+1 t+2
N 147.3 146.5 145.5
N-1 149.5 148.6 147.7
N-2 151.8 150.7 150.3

Tabla 3.1. Ejemplo de como implementar bid price para un unico recurso, en funcion de
capacidad restante y el tiempo.

Esto se puede ver en el siguiente ejemplo, se considera un problema de un solo recurso, en
el cual los clientes con alta disposicion a pagar llegan estrictamente antes que los de poca
disposicion a pagar. En este caso, es claro que la politica 6ptima es aceptar a los clientes que
primero llegan (First-come, first-served, FCFS) hasta agotar la capacidad. Por lo tanto, la
solucion Optima es un bid price con valor constante e igual a cero. Por otro lado, el costo de
oportunidad BP; (n, 1) = BP; (n, t) — BP;(n — 1, f) en cada periodo de tiempo ¢ serd, en general,

distinto de cero.

Algunos podrian argumentar que no vale la pena preocuparse por esta diferencia, siempre
que existe un bid price que sea Optimo para tomar decisiones. Sin embargo, en la practica se
necesita una buena estimacion del costo de oportunidad, ya que estos valores a menudo son
usados por otros sistemas de RM, tales como fijacion de precios (pricing) o planificacion de la
capacidad. Por lo tanto, bid prices que aproximan de forma mas precisa el costo de oportunidad
de usar la capacidad, son mas valiosos que aquellos que no lo hacen, incluso si ambos se

desempefian de forma parecida en un sistema de RM.

3.2.2 Aproximaciones basados en modelos de redes

Calcular la funcion de beneficio esperada DP(n, t) en (3.9) de forma exacta es muy
costoso en términos computacionales, debido a la gran dimensionalidad del espacio de estados

(por ejemplo, una red con m = 20 recursos cuyas capacidades son N = 100 en cada avion, tiene
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100%° estados totales). Debido a esto surgen distintos métodos que se aproximan al 6ptimo
encontrado mediante DP(n, t). Una estrategia posible es plantear el problema como un modelo de
programacion estatico. Estos son analogos deterministas del problema dindmico estocastico, que

utilizan sélo la informacion esperada de la demanda, y suelen ser mucho mas simples de resolver.

El resultado mas 1util de un método aproximado, son las estimaciones de los costos de
oportunidad — o bid prices. Estos son usados directamente en la politica de control o en otros
sistemas, como booking limits o virtual nesting. Entones, dado un método aproximado M que
estima el valor de la funciéon DP(n, t) mediante V™(n, t), se puede aproximar el costo de

oportunidad de aceptar el producto j por:

VM t) - VM(n - Al t) =~ (VVM™(n,t))T A7,

donde VI™(n, f) es el gradiente del método aproximado V™(n, t), asumiendo que este gradiente
existe. Si el gradiente no existe o la aproximacion es discreta, entonces se usa la diferencia
VM(n, t) - VM(n — A/, t). De esta forma se encuentran buenas aproximaciones de bid prices 'y que
ademads, pueden ser mas rapidos de obtener en comparacion con DP(n, t). A continuacion se

explica uno de los métodos aproximados que se usa en la practica.

3.2.2.1 Modelo de programacion lineal determinista

Se define D; como la demanda agregada por venir en el tiempo ¢ (demanda para los
periodos ¢, t — 1, ... ,0) para cada producto j con media y. Sea D = (Dx,..., Dn) y u = E[D] el
vector de demandas y demandas medias, respectivamente. El modelo de programacion lineal

determinista (DLP) usa la siguiente aproximacion

VIP(nt) = max R'y
saa. Ay <n (3.12)
0<y<m
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Las variables de decision y = (y1,...,ym) representan la asignacion Optima de capacidad
para cada uno de los m productos. Esta aproximacion trata a la demanda como si fuera
determinista e igual a su valor esperado # y hace una particion 6ptima de acuerdo a esto. Usando
la desigualdad de Jensen, se puede demostrar que F2%(n, f) es una cota superior de la funcion

optima DP(n, t) [18].

Ocasionalmente, la solucion y* 6ptima de (3.12) se usa directamente para generar una
politica de control del tipo partitioned booking limits, sin embargo, a menudo esta solucion es
descartada y so6lo se usan las variables Optimas duales, denominadas wt/” (BPC), asociadas a las
restricciones Ay < n, como bid prices. Si la solucion es no degenerada, es decir, si las
restricciones activas son linealmente independientes en la solucion optima, entonces VVZ? (n, f)
existe y consiste en un vector unico de precios optimo duales w'*; si la solucion optima es
degenerada, entonces existen multiples vectores de precios dptimos duales, por lo que hay que

usar otro método para estimarlos.

La gran ventaja del modelo DLP es que es muy eficiente de resolver en términos
computacionales. Debido a su simplicidad y rapidez, es muy popular en la practica. Por otro lado,
la desventaja de esta aproximacion es que s6lo considera la demanda promedio, ignorando toda la
incertidumbre de la prediccion. Una consecuencia de esto es que las variables duales seran cero
en cualquier recurso que tiene demanda promedio menor a la capacidad, este comportamiento

puede provocar problemas en la practica.

Una variacion en el uso de DLP, propuesto por Bertsimas y Popescu [13], es no usar los
precios duales de este modelo y en vez de esto calcular diferencias discretas como estimacion del

valor marginal de la capacidad. Especificamente, para cada producto j, se calcula lo siguiente

VEP(m, £) — VEP(n - A/, 1)

y luego usar este valor como bid price para el producto o clase j. La motivacion de esta
propuesta, denominada Certainty equivalent control (CEC), es eliminar el problema de

degeneracion y ademas, para reflejar de una mejor manera los cambios discretos en la capacidad,
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que ocurren al aceptar un cliente. En experimentos numéricos, esta modificaciéon obtiene
significativas mejoras sobre los precios duales w/” (la figura 3.5 ilustra este hecho), sin embargo,
la desventaja es que para determinar una politica de control para los m productos, se deben
resolver distintos problemas lineales para cada producto j, lo cual aumenta considerablemente el

esfuerzo computacional en relacion al DLP con precios duales.

Las figuras 3.4 y 3.5 comparan los distintos modelos analizados en este capitulo. Las
lineas representan la funciéon de beneficio esperado acumulado (Revenues) en un determinado
tiempo. La instancia fue tomada del trabajo de Bertsimas y Popescu [13], para una red con dos

recursos, N = (50, 50), y tres productos (AB, AC y BC), como se ilustra en la figura 3.3.

(50) (50)
O—E—©

Figura 3.3. Red con tres nodos y dos recursos.

La primera figura 3.4 considera 200 periodos de tiempo, mientras que la segunda figura
3.5 es una ampliacion de la primera, desde el tiempo 80 en adelante, debido a que hasta este ¢

todos los modelos se comportan de forma similar.

Como se puede observar, no existe una diferencia tan grande entre los modelos, hasta el
tiempo T = 150 los modelos aproximados (DLP, CEC, BPC) se acercan bastante al optimo
encontrado mediante programacion dinamica (DP). Sin embargo, la aproximacion mds cercana es
mediante el modelo determinista (3.12) usando la politica de control de asientos denominada
Certainty equivalent control, mientras que la politica menos eficiente es BPC (Bid price control

usando variables optimas duales).
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Figura 3.4 Funcion de beneficio esperado DP, DLP, CEC y BPC. N = (50, 50); R = (25, 20, 35);

p=1(0.4,0.3,0.1); T=0-200.
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Figura 3.5 Funcion de beneficio esperado DP, DLP, CEC y BPC. N = (50, 50); R = (25, 20, 35);

p=1(0.4,0.3,0.1); T= 80— 200.
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CAPITULO 4

MODELO DE PROGRAMACION DINAMICA MEDIANTE
OPTIMIZACION ROBUSTA

En los modelos matematicos de optimizacién, comunmente se asume que las entradas de
datos se conocen con precision y pasan por alto la influencia de la incertidumbre de los
parametros de la optimizacién y viabilidad de los modelos. Por lo tanto, es esperable que si los
datos difieren de los supuestos valores nominales, la solucién dptima puede violar restricciones
criticas y tener un mal desempefio desde el punto de vista de la funcion objetivo. Estas
observaciones motivan el desarrollo de nuevos modelos de optimizacion que sean ‘inmunes’ a la

incertidumbre de los datos.

La optimizacion robusta aborda el tema de la incertidumbre de los datos desde la
perspectiva del esfuerzo computacional. En la tltima década, hubo un considerable desarrollo en
la teoria de optimizacidon convexa robusta. Sin embargo, en el marco robusto de la literatura,
estos modelos en general conducen a un aumento en la complejidad computacional en
comparacion con el problema original, lo cual significa un gran desafio cuando se quiere resolver

problemas grandes.
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4.1 Motivacion

La incertidumbre de los datos esta presente en muchos problemas de optimizacion del
mundo real. Por ejemplo, en aerolineas, hoteles o cadenas de suministro, la demanda real de
productos, rendimientos financieros, las necesidades reales de materiales y otros recursos no se
conocen con precision cuando las decisiones importantes deben tomarse. En la ingenieria y la
ciencia, los datos estan sometidos a errores de medicion, que también constituyen fuentes de

incertidumbre en el modelo de optimizacion.

En la optimizacién matematica, por lo general se asume que los datos se conocen con
precision. A continuacion, se minimiza (0 maximiza) una funcion objetivo sobre un conjunto de

variables de decision de la siguiente manera:

min  fo(x,Dyg)
S.a. fi(X, Dz) 2 0 Vie I,

(4.1)
donde x es el vector de las variables de decision y D, i € [ son los datos que son parte de las

entradas del problema de optimizacion.

Cuando los parametros en la funcidon objetivo son inciertos, es poco probable alcanzar el
valor 6ptimo. Es por eso que el grado de variacion en la funcion objetivo es a menudo un motivo
de preocupacion. Algunos tomadores de decisiones estan dispuestos a sacrificar una solucion

cercana al Optimo nominal por otra solucién que garantice un valor objetivo deseado.

Un método clésico para hacer frente a la incertidumbre de los parametros, es el analisis de
sensibilidad. Aqui, el tomador de decisiones ignora la influencia de la incertidumbre de los datos
en sus modelos, y posteriormente, realiza andlisis de sensibilidad para justificar sus soluciones.
Sin embargo, el analisis de sensibilidad es s6lo una herramienta para el analisis de la calidad de
una solucion. No es particularmente util para generar soluciones que sean robustas frente a

variaciones de los datos. Ademads, no es una herramienta practica cuando se necesitan analizar
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modelos con gran nimero de parametros inciertos, como es el caso de programacion dindmica,

donde en cada estado y etapa se resuelve un problema de optimizacion.

En vista de estas dificultades, es necesario un buen manejo de la incertidumbre en los
parametros, con el fin de obtener soluciones robustas éptimas que no signifiquen un gran costo en

términos de esfuerzo computacional.

A continuacion se explicara en detalle la teoria que hay detras de programacion dindmica
robusta para un horizonte finito y coémo plantear la ecuacion de Bellman cuando se considera el
enfoque maximin, luego de esto se explicaran algunos conjuntos que modelan la ambigiiedad de
las probabilidades estimadas, basadas en entropia relativa, y en el siguiente capitulo se realizaran

simulaciones tomando en cuenta este modelo.

4.2 Programacion dindmica robusta para un horizonte finito

La programacion dindmica (DP) esta relacionada con la toma secuencial de decisiones en
entornos inciertos. Estas decisiones se toman en etapas y cada decision, ademas de ofrecer un
beneficio inmediato, cambia el contexto de las decisiones futuras, en consecuencia, esto afecta

también los beneficios futuros.

Debido a la naturaleza incierta del entorno, existe escasa informacion acerca del beneficio
inmediato y el estado en el que se encontrara el sistema después de haber tomado una decision.
Por lo tanto, para lograr un buen desempefio en todas las etapas de la toma de decisiones, se tiene

que evaluar si es preferible recibir el beneficio de forma inmediata o esperar los pagos futuros.

La incertidumbre del entorno es modelada por un proceso de Markov, cuyas
probabilidades de transicion dependen tanto del la informacion del estado como de la decision
escogida. Estas probabilidades de transicion que corresponden a cada par estado-accion, se
asumen conocidas para el tomador de decisiones, y el objetivo de este es elegir una politica

(conjunto de decisiones) que maximice la funcion de beneficio esperada.
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Tipicamente, las probabilidades de transicion del proceso de Markov se estiman a partir
de datos historicos, por consiguiente, estan sujetas a errores estadisticos. La mayoria de las veces,
estos errores son ignorados y la politica dptima se calcula suponiendo que la estimacion es, de
hecho, la probabilidad de transicion verdadera. Sin embargo, la politica 6ptima del DP es bastante
sensible a perturbaciones en la probabilidad de transicion y el ignorar estos errores, puede llevar a
resultados incorrectos (Nilim y El Ghaoui [31]). Debido a estos problemas, surge la necesidad de

contar con modelos robustos que se hagan cargo de estas probabilidades de transicion.

Con el fin de mitigar los errores de estimacion, se asume que las probabilidades de cada
par estado-accidn no se conocen con exactitud, es decir, el modelo de incertidumbre es ‘incierto’.
Esta ambigiiedad es modelada asociando un conjunto P(s, @) de medidas condicionales a cada par
estado-accion (s, a). En consecuencia, cada politica tiene un conjunto de medidas asociadas a

ella.

El valor de una politica es el beneficio minimo esperado sobre el conjunto de medidas
asociadas, y el objetivo del tomador de decisiones es elegir una politica con un valor méaximo, es
decir, se adopta el enfoque maximin, mas conocido como robust DP (RDP). A continuacién se

describe matematicamente el modelo. Como referencia se puede ver el trabajo de Iyengar [28].

4.2.1 Descripcion del modelo

Las decisiones se toman de forma discreta en el tiempo t € 7= {0,1,...} que corresponden
a etapas de decision. Se asume que 7 es finito, es decir, 7 = {0,..., N — 1} para algiin N > 1. En
cada etapa ¢t € T, el sistema ocupa un estado s € S;, donde S; se asume que es discreto. En un

estado S; se escoge una accion a € A«s), donde As) se asume que es discreto.
Para cualquier conjunto discreto B, se define el conjunto de medidas de probabilidad en B

como M(B). Los tomadores de decisiones pueden elegir acciones de forma aleatoria o

determinista. Una accion aleatoria en el estado s € S;, es un elemento g; del conjunto M(A(s)), lo
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que significa que la accion a € A(s) es seleccionada con probabilidad gs(a). En el caso

determinista, se asigna toda la masa de probabilidad a una sola accion.

Se define el conjunto de medidas condicionales como P; (s, a) & M(S~+1) asociado a cada
etapa ¢t € Ty par estado-accion (s, a), a € 4s, s € S, con la siguiente interpretacion: si en la etapa

t se escogid la accidon a en el estado s, el siguiente estado s + 1 en la etapa ¢ + 1 estara
determinado por alguna medida condicional ps« € Pd(s, a). De esta forma, la transicion de estado

es ambigua.

Se recibe el beneficio (s, a;, s+1) cuando la accidon a; € A(s;) es elegida en el estado s, €
S, etapa t y el estado en la siguiente etapa es s+1 € S. Como el estado s+ es ambiguo, se permite

que la funcidn de beneficio en ¢ dependa de ss+1.

Una regla de decision d; es el método para seleccionar acciones en cada estado y en una

etapa determinada ¢ € T. Se define la regla de decision histdrica dependiente, si depende de toda

la historia pasada del sistema representado por la secuencia de estados y acciones pasadas, es

decir, d; es una funcion de la historia 4:= (so, ao,...,Sr1, ar1, s¢). Se define H; como el conjunto de

todas las historias 4. La regla de decision d: es determinista si asigna toda la masa de
probabilidad en una solo accidon a € A(s), y es markoviana si s6lo esta en funcion del estado

actual s;.

El conjunto de todas las medidas condicionales consistentes con una regla de decision

determinista y markoviana viene dada por:

Tdt = {p : St — M(St+1) 1 Vs € St7 Ps € Pt(S,dt(S))} (43)

es decir, para cada estado s € S, el siguiente estado puede ser determinado por cualquier

p € Pds, dqs)).
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El conjunto de todas las medidas condicionales consistentes con una regla de decision
histérica dependiente, viene dada por:

4.4)

Vh € H;, ph(a,s) =44, (h (a)ps a(3)7
dt _ . . t t( ) t
T4 = {p cHy — M(A(st) X Sy1) : Ps,a € P(s¢,a),a € A(sy),s € Spy1

Una politica determina una regla de decision a ser usada en todo el periodo de decisiones.

De esta forma, una politica 7 es una secuencia de reglas de decision, es decir, 7 = (d: t € 7).

Dada la ambigiiedad de las medidas condicionales, una politica 7z induce una coleccion de

medidas en el espacio histérico .. Se asume que el conjunto 7" de medidas consistente con la

politica x tiene la siguiente estructura:

Supuesto 1 (Ortogonalidad) E! conjunto T™ de medidas consistente con una politica m estd

dado por

TTF = {P : VhN < HN, P(]’LN) = H pht(at75t+1)7 Ph, S Tdt, t e T} s

teT

:Tdelex...deNfl’ (4.5)

donde la notacion en (4.5) indica que cada p € T™ es el producto de p, € T .

El supuesto de ortogonalidad tiene que ver con que las medidas condicionales son
independientes entre si cuando se toma una decision, es decir, la eleccion particular de

p € P(s;, a;) en el par estado-accion (s;, as) en ¢, no limita las acciones en el futuro.

El beneficio V" (s) generado por la politica 7 a partir del estado inicial sg = s, se define

como sigue

Vg (s) = min EP Zrt(stadt(ht)75t+1) +rn(sn)| (4.6)

teT
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donde EP denota la esperanza con respecto a la medida P € 7”. La ecuacion (4.6) define el
beneficio de una politica # como el minimo beneficio esperado sobre el conjunto de medidas
condicionales 7™, es decir, se adopta un enfoque del peor caso. En la literatura de optimizacion

este problema es conocido como el enfoque robusto (Ben-Tal y Nemirovski [7]).

Sea IT el conjunto historico de todas las politicas dependientes, entonces el objetivo del

robust DP es encontrar el valor de la siguiente funcion

(4.7)

Vo _ V. _ : EP
o) =g ) m{me

Zrt(st,dt(ht),stﬂ) + 7”N(SN)] } )

teT
la politica optima es 7" si se alcanza el maximo.

Con el fin de apreciar las implicaciones del supuesto 1 sobre ortogonalidad, la funcion
objetivo (4.7) se puede interpretar desde el punto de vista de teoria de juegos: existen dos
jugadores, el jugador (1) escoge una politica 7 tal que maximiza su beneficio, mientras que el
jugador (2) observa la jugada de (1) y escoge una medida P € 7™ que minimiza el beneficio de
(1). En este contexto, la ortogonalidad implica que la eleccion particular de p € P(sy, a:) en el par
estado-accion (s, a/) en ¢, no limita las acciones del adversario en el futuro. Esto, a su vez,
conduce a una propiedad de separabilidad que es crucial para poder plantear la ecuacion de

Bellman del problema robusto.

Sea VT (hy) el beneficio obtenido por usar la politica 7 en los periodos n, n + 1,..., N — 1,

a partir de la historia /45, es decir,

N-1
744 hn — : EP ,d h , , 4.8
w (hn) e t:Zn?“t(St t(he), se41) + 7 (sn) (4.8)

donde la ortogonalidad implica que el conjunto de medidas condicionales 7, consistentes con la

politica z y la historia /4, estad dado por
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N—-1 N—1
- VYheH,, P ; Yo , ,(ag,
7o ={ P — [] (A x Si1) t Pr,(an; Ss41,-. ., an-1,51) tl_[n Ph, (s, St41),
t=n Ph, ert,t:n,...,N—l
:Tdn XTd71'+1 X_..XTdel’
4.9
= T « n+1 ( )

Sea V) (hy) el beneficio 6ptimo a partir de la historia /4, en la etapa n, es decir,

N-1
Z re(se,de(he), Se41) + TN(SN)] } )

V¥ (hp) = v = in EF
n () = max (V7 (hn)} = Q%X{Prg%

(4.10)

donde I1, es el conjunto de todas las politicas para las etapas ¢ > n.

Teorema 1 (Ecuacién de Bellman) E! conjunto de funciones {V,; :n =0,1,..., N}satisfacen

la siguiente ecuacion de Bellman:

Vi (hn) =rNn(sN)

Vi (hy) = aerri‘&(mil) {peggi,a) E? [r,(sn, a,s) + Vi (hn, a, 3)]} n=0,...,N—1
(4.11)

Demostracion: de (4.9) se deduce que

N-1
Z (5S¢, de(he), Se41) + TN(SN)] } )

t=n

V.*(h,) = max { min EF
P=(p,P

mell P)eTdn XToha

Dado que las medidas condicionales P no afectan al primer término 7n(Sn,dn(hn);Snt1) ,

entonces se cumple que:

N-1
V() = max ' min EP | (sn, dn(hn)s $ns1) { > ri(se,de(he), ser1) +7"N(SN)] )
m€ll, | P=(p,P)eTdn XTm t=n+1
_ N-1
B . P . P X
= 71;1’613,1_[}5 {pl’GH%IdlnE rn(snydn(hn)78n+l) +ﬁén7£n£l+1E |:t=;~_1rt(8t’dt(ht)78t+1) +TN(SN):|:| } )
p— ] P
= max {p?%lfiu E® [ry(sns dn(hn), $nt1) + Vi1 (B dn (B, 5n41) ] } ; (4.12)
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donde la Gltima igualdad se deduce de la definicion V,\ i (hn+1) en (4.8).

Sea (dy, (hy)(w), sn4+1(w))el par accion-estado correspondiente a una regla de decision d

aleatoria. Por lo tanto, el beneficio generado por esta regla decision partiendo del estado s,+1

cumple la siguiente desigualdad

g1 (B A (B ) (W), S0 41 (w)) < Vg (b, di (B ) (W), S (w)

Tomando en cuenta lo anterior, la ecuacion (4.12) conlleva a lo siguiente

Vi (hn) < max { min E¥ [ry(sn, dn(hn), sn41) + Vg1 (has di () $ng1)] },

peTn
= max { min EF [rn(sn,dn(hn),sn+1)—|—V+1(hn,d (hn),8n+1)}},

(4.13)

donde D, es el conjunto de todas las decisiones histdricas hasta el tiempo n. La ultima igualdad

de (4.13) es debido a que la esperanza depende de la regla de decision d, y no de la politica «

Por otra parte, de (4.10) se sabe que V', | (hpy1) = maxyem,,, {V " ( n+1)} luego

para todo & > 0 existe una politica 77, , ; € Iln+1 tal que

Vnﬁfl(hnﬂ) > Vi1 (hng1) =€, Vhnyr € Hpa

luego para todo d» € Dy, (dn, 7}, 1) € [, se cumple lo siguiente

V¥ (hy) = max { min EF [rn(sn,dn(hn),an) + Vi1 (b, dy (hn),anrl)} } ,

mell, pETdn
: P i1
Z dineagn {pgl%gn E |:rn<5n7 dn(hn)7 Sn—i—l) + Vn_|_1 (hna dn(hn)7 Sn+1)i| } )

> i EP n nadn hn ’on V. hn7d hn ) on - c.
= 4D, {pfé%n [ ($ny A () $041) + Vit (s i (), 5 m}} e
(4.14)
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dado que € > 0 es arbitrario, se puede hacer tender a cero y por teorema del sdndwich, (4.13) y

(4.14) implican lo siguiente

* : P *
Vn (hn) = dI,}lEagn {plén%%n E [Tn(8n7 dn(hn)7 5n+1) + Vn_l,_l(hn; dn(hn)v Sn—l—l)} }

La definicién de 7% en (4.4) implica que V7 (h») se puede escribir de la siguiente forma

V. (h,) = max min q(a psna[rn Sny @, 8) + Vo (hn,a, s } ,
( ) qu(A(S'n,))psnaepn(snza) aeg(;s ) ( ) _SEZS ( ) +1( ) ]
= max a min s, {rn Sny @, S) + Vo (hn,a, s } ,
e M aten)) Z q( )psnaePn(sn,a) ZP ( ) +1( )

a€A(sn) LseS

= max min S {Tn Sn, @, S —{—V: hn,a,s} ,
a€A(sn) {pEPn(sn,a) sezsp( ) [n( ) 1 ( ) ]}

= max { min EP [rn(sn, a,s)+ Vy i(hn,a, 8)} } , (4.15)

aeA(Sn) pEPn(Sn,a)

Proposicion 1 (Adaptacion de la cadena de Markov) Si se considera un conjunto de acciones
contable y una distribucion del estado inicial que toma valores en un conjunto numerable,
entonces la distribucion de probabilidad de cada par (si, ar) y el beneficio esperado
correspondiente a una politica aleatoria historica dependiente, también pueden ser obtenidos

mediante una politica de Markov aleatoria.

Demostracion: Sea = = {do, d1, . . .} una politica histérica dependiente y ademas & (sk), (i(Sk, ax)

las distribuciones de sk y (si, ax), respectivamente. Sea 7™ = {do,d1, ...} la politica de Markov
aleatoria, donde la regla de decision dj, estd definida para todo estado si, con & (sx) > 0 por

i - Sl

Sea & (sk) y Cr(sksax) las distribuciones de si y (Sk ax), respectivamente. Se demostrara por

induccidn que para todo £, sk, y ax, se cumple que
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Ei(sk) = Eu(sk),  Culsksar) = Cplsk, ar). (4.16)

Para k = 0, las distribuciones &o(s0) y €o(S0) son iguales en el estado inicial, ademas se

cumple lo siguiente

= - Ck (80, a0)

Co(s0,a0) = &o(s0)do(aols0) = €y (s0) €o(s0)

= (k(s0,a0).

Para aplicar el principio de induccion, se asume que la ecuacion (4.16) es valida para

algin k. Luego para k + 1 se tiene que

Ek—i—l(sk-l-l) = Z Ci(5 ar)Psyan (5)

= Z gk(Sk)ak(ak|sk)p8kak (S)
= Cr (S, ak)

— Z Eu(58) 5 Paran (9

= Z Ck(Sk» Ok )Psyax (8)

= &pr1(Su41)

donde Psrax () son las probabilidades de transicion del sistema, y la suma es sobre todos los

pares (sk, ax) tales que Ck (S, ax) > 0. Ademas,

Crp1 (k15 ak11) = Epior (k1) dn(arp1 |Sk41)
Cit1(Sk+1, Qkt1)
Er1(Sk+1)

= Cot1(Sk+1, Ak41),

= Ek+1 (3k+l)

completando asi la induccion. De esta forma, my 7 generan la misma distribucion estado-accion.
De esto se deduce, ademas, que los correspondientes beneficios esperados de cada etapa son

iguales.
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La proposicion anterior muestra que el costo esperado de cualquier politica aleatoria
histérica dependiente sobre un horizonte finito puede ser replicada por una politica de Markov
aleatoria. Esto implica que para un problema de horizonte finito, con seguridad se puede
restringir la atencion a politicas de Markov, y no es necesario considerar politicas que dependen

de la historia.

Luego de haber considerado lo anterior, surge una pregunta interesante, ;Es posible
prescindir de las politicas aleatorias y restringirse solo a politicas de Markov deterministas? Esto
es cierto con mucha frecuencia, es decir, para varios problemas se puede demostrar que el
beneficio Optimo al usar politicas aleatorias es el mismo que el beneficio 6ptimo cuando se usan
politicas deterministas, ademds se puede demostrar que si existe una politica Optima
(posiblemente aleatoria), entonces existe una politica determinista 60ptima. Como ejemplo, estan
los problemas con horizonte finito, el problema de costo actualizado con costo limitado por etapa,
y los modelos con espacios finitos de estados y acciones. Todos estos problemas, incluso se
pueden resolver mediante politicas deterministas de Markov estacionarias. Estos ejemplos y

demostraciones se pueden ver con mas detalle en el libro del autor Bertsekas, D. [11].

Por consiguiente, sea Ilp el conjunto de todas las politicas de Markov deterministas,

luego, la funcion V,," en (4.11) puede ser caracterizada mediante I1p como sigue

Vi (sn) = max {V,7(sn)}, n=0,...,N—1 (4.17)

ﬂ'EHD

Tomando en cuenta lo anterior, la ecuaciéon de Bellman propuesta en (4.11) se puede

plantear de acuerdo al siguiente teorema.

Teorema 2 (Ecuacion de Bellman Markoviana) Para todon =0, ..., N, el valor de la funcion

robusta V,*(h») depende solo del estado s, actual, por lo tanto, la ecuacion de Bellman robusta

(4.11) se reduce a

V> (sp) = ag,}x%fn) {pelgl(ii,a) E? |r,(sn,a,s) + V;H(s)} } , neT. (4.18)
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Demostracion: Este resultado se concluye a partir de la proposicion 1. Los detalles se dejan al

lector. [ |

La ecuacion recursiva (4.18) constituye la base de la programacion dindmica robusta, esta
relacion establece que, dado V “,+:(s’) para todo s’ € S, calcular V,"(s) se reduce a una coleccion
de problemas de optimizacion. Por ejemplo, sea A(s) un conjunto finito, luego la regla de

decision 6ptima d,,”* en la etapa n se encuentra mediante

d’(s) = arg max{ min  E”|r,(s,,a,s) + ,,’L"Jrl(s’)] } :
a€A(sy) \PEPn(sn,a)

Cada etapa de la programacion dindmica implica resolver el problema de optimizacion
minge p(s,a) EY[V] donde p corresponde a un elemento del conjunto P(s, a) de medidas
condicionales. La forma del conjunto P(s, @) es una componente clave de la complejidad
computacional del algoritmo de programacion dindmica robusta. Sin embargo, mas alla de la
complejidad numérica, un criterio adicional para la eleccion de un modelo de incertidumbre, es
que los conjuntos P(s, a) deben representar descripciones precisas de la variabilidad estadistica

sobre las matrices de transicion. Estos conjuntos son los que se analizaran en la siguiente seccion.

4.3 Conjuntos manejables de medidas condicionales

En esta seccion se analizardn qué conjuntos se pueden considerar para resolver el
problema interior de la ecuacién (4.18), tomando en cuenta un espacio de estados y acciones

finito.

En ausencia de cualquier ambigiiedad, el valor de una accion a € A(s) en el estado s € §

esta dado por E?[v] = pTv, donde p es la medida condicional y v una variable aleatoria que toma
valores en v(s’) = (s, a, s’) + V(s’) en el estado s’ € S. En consecuencia, la complejidad de

calcular el valor de un par estado-accion es O(| S |).
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Cuando la medida condicional es ambigua, el valor del par estado-accion (s, a) esta dado
por
min v'p (4.19)
PEP(s,a) '
Para resolver el problema anterior, se presentardn cuatro familias de conjuntos de medidas

condicionales P(s, a), que involucran regiones de verosimilitud y entropia relativa.
4.3.1 Modelo de Verosimilitud

El primer modelo se basa en restricciones de verosimilitud para describir la incertidumbre
de cada matriz de transicion. Se denota ' como la matriz de frecuencias empiricas de transicion,

cuya i-¢ésima fila es f.. Se tiene que />0y F1 =1, donde 1 representa el vector de unos.

Al modelo se le entrega como dato la estimacion deP=F que es la solucion al problema

de maxima-verosimilitud

max L(P) = ;F(i,j)logP(i,j) :P>0,P1=1 (4.20)

donde el log-likelihood 6ptimo es
Bmaz = Y F(i, j)logF (i, )
1,J

Una descripcion clasica de la incertidumbre en un entorno de méxima verosimilitud es a

través de la region de verosimilitud (Lehmann y Casella 1998, Malo 1988)
PeR™":P>0,P1=1,Y F(ij)logP(i,j) > 8 (4.21)
i,

donde S < Buax €s un valor arbitrario, que representa el nivel de incertidumbre. En la practica, el

tomador de decisiones puede elegir un nivel de incertidumbre y f puede ser estimado mediante
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métodos de muestreo, o una muestra grande de aproximaciones gaussiana, con el fin de que el

conjunto (4.21) tenga un nivel deseado de confianza.

La descripcion anterior es clasica en el sentido que las regiones de méaxima verosimilitud
son el punto de partida para el desarrollo de modelos elipsoidales o de intervalos de confianza,
por lo tanto, son estadisticamente mas precisos (Lehmann y Casella, 1998). El conjunto anterior
es estadisticamente significativo, ya que describe cuan informativa es la data. Este conjunto tiene
algunas caracteristicas interesantes. En primer lugar, no es el resultado de una aproximacion
cuadratica, sino que es una descripcion valida de la incertidumbre, incluso para valores f que
estan muy alejados de fmax. En segundo lugar, este conjunto no es simétrico en torno al punto de
maxima verosimilitud, lo cual implica que la incertidumbre estadistica depende de una direccion.
Por ultimo, por como esta construido el conjunto, excluye aquellas matrices que no son las

matrices de transicion, lo mismo no puede decirse para aproximaciones elipsoidales.

Para aplicar la recursion robusta, el conjunto P en (4.21) debe cumplir con la propiedad de
ortogonalidad. Sin embargo, este conjunto no tiene esta caracteristica, pero se puede aproximar
por un conjunto que si la tiene, mediante la proyeccion de esta regiébn en n-subespacios

correspondientes a las filas de la matriz de transicion.

Debido a la naturaleza separable de la funcion logaritmica de verosimilitud, la proyeccion

del conjunto sobre p; (es decir, la fila /) de la matriz P esta dado por

Pi(Bi) =S peRL,p 1=1:> fi(i)logpi(j) > Bi
J

donde

ki j

representa el nivel de incertidumbre para la fila i de la matriz de transicion P,
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Tomando en cuenta lo anterior, el problema planteado en (4.19), es resolver un problema

de optimizacion que tiene la siguiente forma

min 5, () (0)
sa. D ieg filf)logpi(j) > B Vie S (4.22)

> p(i) =

En esta seccion, fmax representa el maximo valor de la funcion verosimilitud que aparece
. . . 7 — .
en el conjunto anterior, es decir, Brnaz = des fi(j)log fi(4) . Se asume que fi < flmax que,

junto con f* > 0, asegura que el conjunto anterior tenga interior no vacio.
El problema Dual
El Lagrangiano L asociado al problema (4.22) se puede escribir de la siguiente forma

L(v, p, A Zp —A <Z f(i)log p(i) — ﬁ) —p (Zp(i) - 1)

donde A >0 y u € R, tomando la derivada con respecto a p(i) e igualando a cero se obtiene

, ! B ;
() = (1) —)\f(z)m —pn=0, €S
RVA Q)
T

Luego la funcién dual del lagrangiano es la siguiente

— MG > Af (i)
et = [0 - (S o ) -0 (£ %5 )|
Af ()
v(i) — p

=max |u+ (1+B)A = AD_ f(i)log ] A>0,v—pl>0

(4.23)
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Debido a que el problema anterior es concavo, y tiene un conjunto factible no vacio, no hay una
brecha dual (duality gap) o en otras palabras, existe dualidad perfecta, es decir, los problemas

(4.22) y (4.23) generan la misma solucion.

Por lo tanto, la ecuacion de Bellman robusta en (4.18) se ha simplificado al siguiente

problema

Af(7)
Tn(sm a, 5) + V;_H(S) — K

Vilsn) =, max fu+(1+BHr=A Z f(i)log

A>0, g < Upmin = mino(i) (4.24)

4.3.2 Modelo de Entropia Relativa

La entropia es una medida de la incertidumbre de una variable aleatoria; o también se

puede entender como la informacion requerida en promedio para describir la variable aleatoria.

La entropia relativa es una medida de la distancia entre dos distribuciones. En estadistica,
se define como el valor esperado del logaritmo de la razén de verosimilitud. La entropia relativa
D(pl|q) es una medida de la ineficiencia de asumir que la distribucion es g cuando la verdadera
distribucion es p. La distancia D(p||g) més conocida como Kullback-Leibler divergence se define

como

_ Vog PU)
D(p| q) = ;p(ﬁl B o)

por lo tanto, el problema (4.19) se puede describir mediante el siguiente conjunto
P={peR},p'1=1:D(p|q) <8}

donde > 0 es un valor arbitrario y g > 0 es una distribucion dada.
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Ahora se abordara el problema interior (4.19) con el conjunto descrito anteriormente, es

decir, se resolvera el siguiente problema de optimizacion

min 3, p(i)o(i)

sa. . .cqp(i)log ’LZ:; <p (4.25)

El problema Dual

El Lagrangiano L asociado al problema (4.25) se puede escribir de la siguiente forma

L(v, 1, A Zp ( Zp )log z> (Zp )

donde A >0 y u € R, tomando la derivada con respecto a p(i) e igualando a cero se obtiene

v(i)+>\(log@+1)—u:0, 1e s

i) q(i)

./ . p—o(t
5 (i) = gli)exp (T“ - 1)
luego, resolver el problema primal (4.25) es equivalente a resolver su dual:

v(9)
A 1
i, 0= A=A et (A7 -1)

si se toma la derivada con respecto a u igual a cero, se obtiene la siguiente condicion de

optimalidad

Y gli)exp (“_T”(Z) - 1) ~1

i
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por consiguiente, se deriva que

4= —Xlog [Z g(i)exp (ﬂ;(i))] + A

i

entonces, el problema (4.25) se redujo a un problema concavo de una sola variable, es decir

max -\ log [Z q(i)exp (_7;\(@))] — B (4.26)

i

Luego, el problema de programacion dindmica robusta planteado en (4.18) se puede

resolver mediante la siguiente recursion

. i’ﬂ(snaaa S) [;+1(S)
V * = -2l E — —

7

(4.27)

4.3.3 Modelo Elipsoidal

Estos modelos surgen de aproximaciones de segundo orden de la funcidon verosimilitud
L(P) definida en (4.20). Se desarrolla una serie de Taylor de segundo orden en torno a la

estimacion de probabilidad F' de méaxima verosimilitud de la siguiente forma

Y(P)=L<F>+L’<F><P—F>+§L”< )(P — F)?
—§sz] log F(i, j) +§j J J) - Fd) - 23 20D iy - pi gy
2 17] F(Zh])
_ 1§ :(P(Zaj)_F(a]))z
—/Bmaac_i

F(i,j)

7:7-]‘

por lo tanto, se considerara esta aproximacion para definir un nuevo conjunto dado por

P={PeR"Y™:P>0,P1L=1Y(P) >}
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El conjunto anterior es un elipsoide interceptado por el politopo de matrices de transicion. Este
conjunto no cumple con la propiedad de ortogonalidad, sin embargo se puede proyectar esta
region a las filas de la matriz de transicion, como se hizo en el caso del primer conjunto,

especificamente:

P = {p ER},p'1=1:) —(p(i);(ij)c(iw < kz}
1€S

donde* &% =2 (Bmax — ). Por lo tanto, el problema interior (4.19) tiene la siguiente forma
min ) . p(i)v(i)
p
sa. > (zu(i)f—(i”)(i))2 < k2
i€S (4.28)

Zi p(i) =1

p>0

que es equivalente al dual

max Y f(i)(v(i) — p(@) = [K2Y f()(0(i) = A = u(0))? (4.29)

A >0
H="ies ics

Demostracion: Si consideramos el siguiente cambio de variable y = p — f el problema (4.28) se

transforma en

y(i)? 2
s 2y SF
Zi:‘/l)zl
y>—f

4 Se ha eliminado el indice i correspondiente a la fila i de la matriz de transicion.
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Este, a su vez, tiene asociado el siguiente dual:

D= f(i)u(i) + max  min [Z y(i)o(i) — Azy(i) - Zu(i)(y(i) + f(i))]

, A (4)2
i 1 Zl yf(zi) §k2

= a3 A0~ k) + L [Z y(i) (0(i) — A — u(i))]

= max > f(i)(v(i) — p(i) —  [K2 Y f(i)(v(i) — XA — p(i))?

- eSS i€S

donde la ultima igualdad se obtiene resolviendo el problema de minimizacidén. Aplicando las

condiciones de Karush—Kuhn—Tucker (KKT) se obtiene que

iy = - D=2 )

(2N = 15 Y a0 (w() — A = u(i))?

reemplazando estos valores en la funcion objetivo de minimizacion, se obtiene el resultado

deseado.
4.3.4 Modelo de Entropia Relativa mediante norma L

El ultimo conjunto que se analizard es una aproximacion o cota inferior de la entropia

relativa, utilizando la norma o distancia L.

La distancia L entre dos distribuciones cualquiera se define como

| Py =Py [h=)_ |Pi(a) — Px(a)] (4.30)

aceX
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Utilizando esta distancia, se puede demostrar lo siguiente:

1

D(Py || P2) > CYD)

| P =P ||} (4.31)

Demostracion: Considerar la siguiente propiedad, sea A el conjunto que cumple lo siguiente,

P1(x) > Pa(x), luego

| Pr=Py =) |[Pi(z) — Pa(x)

= Z(P1($)—P2(f”))+ Z (P2(x) — Pi(x))
€A r€A° (4.32)
= P1(A) — P2(A) + P (A°) — P1(A°)
= Pi(A) — P(A) +1 - P(A) — 1+ P (A)
=2(P1(A) — P»(A))

Primero se demostrara para el caso binario. Sean dos distribuciones binarias con parametros p y

g, tal que p > g, se mostrara que

p 1-
log= + (1 —p)1
pcgq+( M<%1_q 503

La diferencia g(p, ¢) entre ambos lados de la desigualdad es

p 1 -
= plog= + (1 —p)l — -
9(p,q) 1H%q+( p)logr— = 57— (0~ )
luego
dg(p, q) p 1—p 4
- _ — 2(q —
dq qln2+(1—q)ln2 2In2 (4=)
H e
g(1—¢g)ln2 In2

<0
yaque g(1 —q)<1/4y g <p.Paraq = p, g(p, q) =0, entonces g(p, g) > 0 para g <p, en el caso
de dos distribuciones binarias.
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Para el caso general, considerar dos distribuciones P; y P> cualquiera, sea
A={x: P1(x) > P2(x)}

Se define una nueva variable aleatoria binaria ¥ = ®(X) que es el indicador del conjunto
A,y sea Py y P, las distribuciones de Y. Tanto P como P» corresponden a la version cuantificada

de P1y P>. Luego se cumple que

D(Py || P,) > D(P, || Py)

4
> % B 2
> 21n2(P1(A) Py(A))
1 2
= 515 | PL— P ||y

la Gltima igualdad se debe a la propiedad (4.32), por lo tanto (4.31) queda demostrado.

[ |
Por consiguiente, se utilizara esta aproximacion para definir el siguiente conjunto
P={peRipT1=1:p—f|r<2(2)5}
Entonces, el problema (4.19) se plantea como sigue
min Y, p(i)v(i)
P
sa. :|p—f|i<+/2In(2)8
| 1 (2) 4.33)
>oip(i) =1
p=0
que es equivalente a resolver
max {Z F@OG) = pli) = 5 v/20@)B (ma{o(i) = (i)} — min{o(i) - (i)} }
(4.34)
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Los detalles de la demostracion se dejan al lector, ya que se usa la misma estrategia que
los conjuntos anteriores. Como indicacion, se puede usar un cambio de variable y(i) = p(i) — f(i),

y luego plantear el lagrangiano que conduce al dual.

En el siguiente capitulo se analizard un ejemplo donde se puede aplicar la metodologia de

programacion dinamica robusta bajo estos conjuntos de incertidumbre.
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CAPITULO 5

RESULTADOS COMPUTACIONALES

En este capitulo se presentan resultados computacionales que ilustran el comportamiento
de las distintas politicas encontradas con los modelos descritos en las secciones anteriores. El
objetivo principal es comparar como se comporta el modelo robusto con los modelos
tradicionales descritos en el capitulo tres y ademas como puede afectar la variabilidad de la
demanda en los beneficios esperados, especialmente se busca la peor demanda esperada bajo un
nivel de riesgo dado. En particular se analizara lo siguiente: Control Optimo para una red
mediante programaciéon dindmica cuyos resultados se comparardn con el modelo de
programacion dindmica mediante optimizacion robusta utilizando el conjunto de entropia relativa

mediante norma L.

Las simulaciones se realizaron en Matlab R2010a mediante un procesador 2.3 GHz Intel
15 (4GB RAM, OS X 10.8.1). Debido a la gran dimension del problema, se resolvié una instancia

pequeiia tomada del trabajo de Bertsimas y Popescu [13].
5.1 Definicion del problema

El experimento que se realizd consiste en tres nodos y dos arcos, los nodos representas los
destinos o aeropuertos mientras que los arcos representan la capacidad en asientos de cada avion.

La figura 5.1 describe esta red de forma mas clara.
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(50) (50)
O—E—©

Figura 5.1. Red con tres nodos y dos recursos.

Los nodos estan representados por A, B y C, los tramos son (1) AB y (2) BC, la capacidad
de la red es N = (50, 50). Los destinos que ofrece la aerolinea son (1) AB, (2) AC y (3) BC, sélo

existe una clase por producto o destino. El vector de precios o tarifas es R = (25, 20, 35).

La matriz de incidencia junto el vector de tarifas es la siguiente:

R Ry Ry R3
4)= 1 0 1
0 1 1

Por lo tanto, existen dos legs y tres productos o destinos, lo que implica una matriz de
incidencia de 2 x 3, las filas representan cada recurso o avion, mientras que las columnas
representan los productos. Esta matriz debe interpretarse como sigue: El producto 1 ocupa un
asiento del recurso o avion 1 y su tarifa corresponde a Ri, mientras que el producto 3 utiliza un

asiento del avion 1, un asiento del avion 2 y su tarifa corresponde a R».

En estos experimentos no se aceptan ventas grupales, ni tampoco se consideraran
cancelaciones u overbooking (vender o reservar mas asientos de los que dispone un determinado

recurso).

Para modelar o simular el proceso de venta de pasajes aéreos, se asume que el cliente
accede a algliin punto de venta (tienda fisica o sitio web en internet), este observa los productos
disponibles y compra el pasaje correspondiente a su clase, que en este caso son R;, R2 0 R3. Este
proceso de llegada de clientes se modela mediante un proceso de Poisson Homogéneo con un
vector de tasa de llegada constante p, para el caso en que solo se considera la demanda esperada

(como se analiz6 en el capitulo 3, seccion 3.2.1). Sin embargo, para observar o mas bien, estudiar
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el comportamiento del modelo robusto descrito en el capitulo 4, es necesario considerar un
proceso de Poisson No-Homogéneo, con tasas de llegadas variables a través del tiempo y el
estado en particular en que se encuentre el sistema. La justificacion del uso de este proceso no-
homogéneo es debido a que el modelo robusto se deberia comportar mejor en presencia de una
demanda que esta por debajo de la demanda esperada, es decir, el peor caso de demanda
esperada, por lo que hay que simular con esta demanda en cada etapa. Las tasas de llegada se
obtienen a partir de cada iteracion en la programacion dinamica, resolviendo el problema de
optimizacion descrito en la seccion 4.18, para algiin conjunto de incertidumbre deseado. Para esta
simulacion se escogio el ultimo conjunto descrito en 4.3.4 correspondiente al modelo de entropia

relativa mediante norma L.

5.2 Desempeiio computacional

Resolver en forma exacta el problema Network Revenue Management es muy costoso en
términos computacionales, aun cuando la tecnologia que existe en este tiempo es bastante
avanzada, esto es debido a que en programacion dinamica hay que calcular la funcion de
beneficio para cada estado posible en que se pueda encontrar el sistema, por lo tanto, si existen
dos recursos esto implica 51 x 51 = 2601 estados posibles (considerando el estado en que no
quedan asientos disponibles, es decir, el estado (0, 0)). Si se quisiera resolver en forma exacta una
red real mediante programacion dinamica, se requeriria un considerable esfuerzo en términos de
hardware y tiempo para obtener la solucion. Debido a esto se considerd una instancia pequeia
para ver cuales son los efectos de usar un modelo robusto en vez del modelo tradicional que no

considera riesgo.

El tiempo que tarda el modelo tradicional en entregar una solucion es de 40 segundos
aproximadamente (para la instancia descrita anteriormente) mientras que el modelo robusto tarda
180 segundos aproximadamente (utilizando el conjunto aproximado de entropia relativa). La

figura 5.2 ilustra el costo de agregar un recurso a la red.
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Figura 5.2. Grafico de Tiempo vs Numero de recursos

Como se puede apreciar en la ilustracion anterior, agregar un quinto avion a la red con
capacidad constante igual a 50 numero de asientos en cada recurso, equivale a calcular
51° = 345.025.251 estados posibles en la red. Ademas hay que considerar otra variable
importante en el modelo, el horizonte de tiempo del problema. Para la instancia que se resolvio,
se consider6 un horizonte igual a doscientos periodos de tiempo, estos pueden ser dias en un
comienzo, pero cada vez que nos acercamos al tiempo en que partira el avion, estos periodos de
tiempo pueden llegar a ser segundos. Por lo tanto, para estimar el tiempo que tarda el modelo en
resolver el problema hay que considerar el nimero de estados y horizonte de tiempo, es decir,
51° x 200 = 69.005.050.200 estados, que en tiempo computacional equivale a dos meses,

utilizando el hardware descrito en el comienzo de este capitulo.

Debido a la gran dimension de este problema, es que se usan otros métodos aproximados,
como por ejemplo el que se describid en la seccion 3.2.2.1 (Modelo de programacion lineal
determinista), estos modelos estaticos son muy eficientes y se acercan con bastante precision al

optimo encontrado mediante programacion dinamica.
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5.3 Calculo del valor esperado y Bid Prices

El objetivo de resolver los problemas de optimizacion descritos en 3.9 para el modelo
tradicional o sin riesgo y 4.18 para el modelo robusto, es obtener una politica de control de
asientos, en el capitulo tres se describieron algunas de las politicas mas usadas en la industria de
las aerolineas, la que se usaré en este trabajo es la politica mediante bid prices, la diferencia con
respecto a los otros tipos de control (Booking limits o Protection levels) es que ésta se calcula

mediante ingresos (revenues) y no mediante clases.

Los resultados de los valores esperados se muestran en la siguiente tabla 5.1

T DP RDP L1 RDP L2
10 195 80.931 120.1

20 390 161.86 240.19
30 585 242.79 360.29
40 780 323.72 480.38
50 975 404.65 600.48
60 1,170 485.58 720.58
70 1,365 566.51 840.67
80 1,559.5 647.45 960.77
90 1,745.7 728.38 1,080.9
100 1,897.5 809.31 1,200.9
110 1,998.9 890.22 1,309.9
120 2,064.6 970.96 1,325

130 2,110.6 1,050.3 1331.4
140 2,145.5 1,122.8 1,337.9
150 2,175.7 1,169.8 1,344.4
160 2,202.4 1,191.4 1,350.8
170 2,222.8 1,205.9 1,357.3
180 2,236.2 1,218.8 1,363.7
190 2,243.8 1,231.4 1,370.2
200 2,247.5 1,242.7 1,376.7

Tabla 5.1. Beneficios esperados de los modelos DP y robusto (L1 y L2)
B=0.5
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La tabla anterior muestra los resultados de tres modelos distintos, el primero corresponde
a la programacion dinamica sin considerar riesgo (DP) explicada en la seccion 3.9, mientras que
las otras dos columnas representan los resultados de dos modelos robustos, el primero
corresponde al modelo de entropia relativa mediante norma L1 (RDP L1) explicado en seccion
4.3.4, y el segundo corresponde al modelo elipsoidal (RDP L2) explicado en seccion 4.3.3. La

figura 5.3 ilustra de mejor manera la tabla anterior.

Cabe destacar que las ltimas dos columnas son el resultado de haber considerado un
riesgo equivalente a 0.5 en el valor de beta, este riesgo representa un radio o distancia de la
probabilidad esperada. Mientras mas grande sea este valor, mas riesgo se espera que exista, por lo
tanto es esperable que la demanda en el peor de los casos cada vez sea mas pesimista, y esto se ve
reflejado en los valores esperados obtenidos para los modelos robustos. En la siguiente seccion
5.4 se realizardn distintas simulaciones aumentando el nivel de riesgo hasta un punto critico

donde los valores esperados de los modelos robusto y tradicional llegan a ser iguales.

Beneficios Esperados: Tradicional vs Robusto (beta = —1.53)
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Figura 5.3. Beneficios esperados de los modelos DP y robusto (L1 y L2).
B=0.5
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Una vez calculado los valores esperados de los modelos mencionados anteriormente, es
posible encontrar la politica de control de asientos, es decir, los bid prices. La forma de obtener
este tipo de control fue descrito en la seccion 3.2.1.1 y 3.2.1.2. A modo de recordatorio, la nocion
intuitiva de esta politica es aceptar una solicitud de reserva para un producto j s6lo si su precio es
superior al costo de oportunidad de reducir la capacidad de los recursos necesarios para satisfacer
dicha solicitud. La figura 5.4 muestra la evolucion de los bid prices a medida que van quedando
menos asientos.

Bid Price vs Numero de asientos disponibles (DP)

45 Robust Bid Price vs Numero de asientos disponibles (RDP L1)

35 T T

Clase 1
Clase 2
Clase 3 H
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Robust Bid Price RDP L1

0 i i i
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Numero de asientos Numero de asientos

Figura 5.4. Bid prices vs Numero de asientos disponibles.

El grafico de la izquierda representa los bid prices del modelo DP mientras que el de la
derecha el modelo RDP L1. Era de esperar que los bid prices obtenidos mediante el modelo
robusto fueran mas conservadores que el modelo original y esto se ve reflejado en que las curvas
cortan el eje y en valores mas bajos, comparados con el modelo DP. Ademés se observa en el
modelo robusto que mientras exista capacidad mayor a la mitad disponible, los bid prices se

mantiene casi en cero.

Como se explico en la seccion 3.1.1 los bid prices representan un precio umbral, que
depende de variables como capacidad restante en el avion o tiempo, tal que la demanda por algun
producto es aceptada si su tarifa o precio es mayor que este precio umbral y rechazada en caso

contrario.
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5.4 Simulacion y comparacion del modelo robusto vs tradicional

Los resultados de la simulacion para la red con tres nodos y dos recursos descrita en la
seccion 5.1 se muestran en la siguiente tabla 5.2. La primera columna representa el nivel de
riesgo, mientras que las otras dos columnas representan el beneficio esperado junto con la

desviacion estandar (o).

B DP (5) RDPLI (o)
0.1 3,0604  (230.5) 1,891.9 (91.4)
0.2 2,729.3  (175.9) 1,592.3  (69.0)
0.3 2,068.0 (138.9) 1,402.5 (37.3)
0.4 1,0044  (85.0) 13062 (24.1)
0.5 1,007.3  (163.1) 12443  (47.3)
0.6 802.8 (82.0) 1,128.6  (44.1)
0.7 7448 (77.4) 1,019.0 (29.1)
0.8 796.0 (103.1) 981.6  (49.5)
0.9 8572 (96.0) 930.7 (78.2)
1.0 8229 (96.2) 843.8 (108.0)
1.25 566.1  (99.9) 566.1  (99.9)
1.5 3163 (70.1) 3163 (70.1)

Tabla 5.2. Beneficios esperados de la simulacion para distintos niveles de riesgo (B) y un

horizonte de T = 200.

La simulacion se realiz6 mediante un proceso de poisson no-homogéneo, es decir, con
tasa de llegada variable a través del horizonte de tiempo y los estados del sistema. Esta

simulacion se realiz6 considerando la peor demanda.

Debido a que la dimension del problema es considerablemente grande, como se explico en
la seccidon 5.2, no se resolvieron instancias mas grandes, sin embargo los resultados confirman
que a determinado nivel de riesgo el modelo robusto captura de forma mas eficiente el riesgo que

el modelo DP. La figura 5.5 muestra de forma grafica los resultados de la tabla anterior.
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Figura 5.5. Beneficios esperados de la simulacion para distintos niveles de riesgo () y un

horizonte de T = 200.

Para la simulacion anterior se consideraron NE = 300 niimeros de ensayos para cada nivel
de incertidumbre, en la figura se observa el promedio junto con la desviacion estdndar de cada

nivel de riesgo.

Por lo tanto, para un nivel de incertidumbre pequeiio, el conjunto de medidas
condicionales estara en torno a las probabilidades estimadas y en consecuencia el modelo DP se
comporta mejor que el robusto, mientras que si el nivel de incertidumbre es mds grande, el
conjunto de medidas condicionales va a ser mas grande por lo que el peor de los casos va a estar
mas alejado del punto estimado. Es en estos casos donde el modelo robusto es mas eficiente, pero

llega un punto en que el nivel de riesgo es tan alto, que ambos modelos se comportan igual.

Otro punto a considerar es que el modelo robusto también se puede equivocar, en el
sentido que si el tomador de decisiones considera que el riesgo esperado va a ser 0.6 pero en
realidad el riesgo fue 0.7, ;coémo se comportan los modelos? la siguiente figura 5.6 ilustra este

hecho.
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Figura 5.6. Beneficios esperados de la simulacion con nivel de riesgo esperado = 0.6 y

riesgo real = 0.7

Los dos graficos que aparecen al principio representan el promedio junto con la

desviacion estandar para un horizonte de tiempo T = 200. Y el tercer grafico es una comparacion

de ambos modelos considerando s6lo los promedios. Se observa que aun cuando el riesgo real fue

mayor que el considerado, el modelo robusto se comporta mejor.
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CONCLUSIONES

En esta tesis se estudié como resolver el problema Network Revenue Management para
tiempo discreto mediante programacion dindmica y su version robusta, ademas de mostrar otras
técnicas usadas mediante modelos estaticos. La formulacion robusta intenta mitigar el impacto de
los errores en la estimacion de las probabilidades de transicion mediante la eleccion de una
politica Optima maximin, donde la minimizacién es sobre un conjunto de probabilidades de
transicion y el objetivo es escoger una politica que maximice los beneficios esperados sobre este
conjunto. Este conjunto de medidas condicionales intenta modelar el conocimiento limitado o
ambigiiedad que el tomador de decisiones tiene en torno a las probabilidades de transicion de la
cadena de markov subyacente. Para ello en el cuarto capitulo se mostraron cuatro conjuntos que

capturan de forma eficiente el riesgo.

Los resultados del experimento muestran que cuando hay poco riesgo, es decir, el
conjunto de medidas condicionales es pequefio, la probabilidad en el peor caso para cada estado
va a estar a poca distancia de la probabilidad estimada, por lo que el modelo original DP se
comporta mejor que el modelo robusto, alrededor de 35 puntos porcentuales por sobre el modelo
robusto cuando el riesgo es menor que 0.3, sin embargo cuando el riesgo es mayor que 0.3 el
modelo robusto captura de forma mas eficiente el riesgo y obtiene resultados esperados que son
mejores que el modelo original, entre 25 y 40 puntos porcentuales mejor que DP cuando el riesgo

esta entre 0.4 — 0.8. Ahora si la demanda es muy variable (riesgo muy alto) ambos modelos se
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comportan de forma similar, es decir, estdn llegando tan pocos clientes a comprar pasajes, que el
tomador de decisiones acepta cualquier solicitud de compra para asi ocupar los asientos
disponibles de los recursos en la red. El andlisis anterior también se puede ver desde los bid
prices, mientras mayor sea el riesgo, el modelo robusto va a poner mayor peso a la probabilidad
de que no lleguen clientes por lo que los bid prices seran cada vez mas bajos, de esa forma no se

rechazan ventas.

Debido a la configuracién del problema, obtener una solucion para una red con varios
destinos y recursos resulta practicamente imposible, ya que la metodologia de programacion
dindmica implica resolver un problema de optimizacion para cada estado y tiempo en el sistema.
Ademas si se agregan mas variables como es el caso del modelo robusto, el tiempo para obtener
una solucién por cada iteracion se vera incrementado. Debido a este problema, a la “maldicion de
la dimensionalidad” como le llama Bellman, es que las aerolineas consideran modelos estaticos,
como el que se analizd en la seccion 3.2.2.1 (Modelo de programacion lineal determinista) y
variaciones de este modelo, también es comun el uso de heuristicas como por ejemplo EMSR-a y
EMSR-b, entre otras. En el caso del modelo determinista mediante programacion lineal, se
analiz6 una aproximacion que resulta muy eficiente para calcular los bid prices, esta propuesta
llamada CEC (Certainty equivalent control) es la que estd mas cerca del 6ptimo calculado
mediante el modelo de programacion dindmica (DP). Estas aproximaciones y el uso de modelos
estaticos son mas rapidos de resolver que el modelo dindmico, ya que no es necesario calcular los
bid prices para cada estado posible de la red. A estos modelos también se les puede agregar la
componente robusta, pero de forma distinta a la que se analizd en esta tesis, en el trabajo de
Perakis y Roels [32] se explica como construir conjuntos de incertidumbre de la demanda que

dependen del criterio del tomador de decisiones.

Si se desea aplicar la metodologia robusta mediante programacion dindmica a otro
problema distinto al de las aerolineas, el capitulo cuatro explica como hacerlo, ya que la solucion
no esté restringida al problema de las aerolineas, basta definir cudl es la funcioén de beneficio, las
variables de decision, los pardmetros con incertidumbre, las etapas y condiciones de borde para

aplicarlo a un problema distinto.
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Existen varios problemas que se pueden resolver mediante programacion dindmica
robusta®, uno de ellos es el problema de venta de piezas en los hoteles para una fecha dada, un
nimero determinado de reservas en dias y diferentes clases de tarifas. En este caso, el problema
es gestionar la capacidad de piezas del hotel en dias consecutivos cuando los clientes se quedan

por varias noches. Este problema es conocido en la literatura como length of stay control.

Dado que esta tesis pretende ser una primera aproximacion al problema de Network
Revenue Management mediante programacioén dindmica robusta, hay diversos aspectos que se
deben abordar para lograr mejores resultados: Por ejemplo, considerar data historica del problema
real y estimar las probabilidades de transicion mediante méxima verosimilitud. Considerar
restricciones adicionales, en el caso de aerolineas estas pueden ser cancelaciones, overbooking,
llegadas grupales, entre otras, de esta forma el modelo es més completo y se acerca a la realidad.
Dado que obtener soluciones mediante la metodologia de programacion dindmica es costoso en
términos computacionales, es recomendable contar con hardware que sea rapido y solvers (como
los que incluye Matlab) que sean eficientes al resolver problemas de optimizacion lineales y no
lineales. También se pueden agregar condiciones de mercado a las variables aleatorias, de esta

forma se estaria abarcando un problema mas realista.

3 Industria de trenes, venta de carga en aerolineas, turismo en cruceros, entre otros.
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