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MODELOS DE CRIMINALIDAD BASADOS EN ECUACIONES DIFERENCIALES

La presente memoria busca ser un aporte en el estudio matematico de las ecuaciones de Pitcher,
cuya finalidad es predecir la dindmica delictual asociada a robos residenciales. Los supuestos
involucrados en su formulacion muestran que este modelo constituye una aproximacion en el
andlisis de esta realidad, lejos ain de reflejar a cabalidad su naturaleza.

En el modelo estdan involucradas dos variables. La primera hace referencia a la atractividad
de la region, mientras la segunda es la densidad de poblacion criminal presente en el medio. La
interaccion entre ambas es gobernada por un sistema de ecuaciones diferenciales parabdlicas del
tipo reaccidn-difusion, que incluyen términos no lineales. Pitcher también propone incluir como
una tercera variable al efecto disuasivo que produce la presencia de una fuerza policial en el medio,
pero tal situacion no se considerard debido a los alcances de este trabajo.

Entender como se comportan las soluciones asociadas a las ecuaciones de Pitcher es
fundamental por varios motivos, entre los cuales esta situar los focos delictivos (hot spots) dentro de
una region. Por ello, dotando al problema de condiciones de borde Neumann, la motivacion central
de esta memoria es contribuir a un estudio riguroso de la existencia de soluciones no constantes en
el caso estacionario.

El primer capitulo consta de una revision y andlisis de los modelos de Short et al. [11], Pitcher,
y Jones, Brantingham y Chayes [5], donde se establecen sus principales similitudes y diferencias.
A continuacion, en el segundo capitulo se presentan y demuestran los dos resultados centrales
obtenidos en este trabajo: la existencia de ramas de bifurcacién, que dependen tanto de los valores
propios simples y positivos del operador —/A como de los pardmetros del problema; y la estabilidad
de tales ramas. Ambos resultados se derivan del uso de la teoria de bifurcaciones desarrollada
por Shi y Wang [10] y los teoremas clasicos de estabilidad de Crandall y Rabinowitz [2], y en
conjunto proveen mayor informacion respecto al uso de inestabilidades de Turing en el caso no
estacionario. Finalmente, se incluyen algunas simulaciones numéricas que, usando el método de
elementos finitos y un algoritmo de punto fijo alternante, permiten visualizar el origen de tales
ramas.
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Nunca el hombre estd vencido, su derrota es siempre breve.
Inti-Illimani, “Vuelvo™.
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Introduccion

La presencia del crimen es un tema de larga data, en el cual el uso de las matemadticas en
su estudio no es reciente. Por ejemplo, Poisson estudié en “Recherches sur la probabilité des
jugements en matieres criminelles et matiére civile” (1837) la probabilidad de cometer un error
al momento de entablar una accién en el sistema judicial, para asi garantizar juicios justos. Un
fruto importante de tal trabajo es la distribucién que lleva su nombre, la cual juega un rol esencial
en diversos procesos, entre ellos la formulacién de modelos estadisticos en ciencias sociales.

La situacién adecuada para modelar matemdticamente el crimen es a nivel colectivo, ya que
este es un buen escenario para estudiar y comprender las interacciones entre individuos, con tal
de predecir la dindmica criminal y mitigar futuros sucesos, prevenir situaciones de riesgo para la
ciudadania y distribuir recursos adecuadamente. Esto pues a nivel individual el fenbmeno resulta
impredecible, debido a que las motivaciones de cada individuo son propias de su voluntad, e intentar
modelar la conducta humana se enfrenta a ello.

Es un hecho que dentro de la ciudad existen dreas mds seguras que otras, lo cual da pie a la
creencia de que el crimen no se distribuye de forma uniforme, tanto a nivel espacial como temporal.
No obstante, al momento de ocurrir un delito hay una afinidad entre estas variables, ya que es
frecuente que las victimas de un robo sean atacadas en forma reiterada durante un corto tiempo.
A las regiones donde se da esta fuerte correlacion se les denomina hot spots y desde un punto de
vista matemaético, para modelar la dindmica criminal basta entender como surgen tales zonas, algo
esencial puesto que representan los focos delictivos dentro de un territorio. Este problema es de
gran magnitud ya que en €l intervienen diversos factores relacionados con el entorno y 16gicamente
la naturaleza del crimen.

La publicacion de Short et al. [11] es pionera en la comprension de los robos residenciales,
debido a que logra formalizar en términos matematicos conceptos socioldgicos subyacentes a esta
clase de delitos; e innovadora pues plantea estudiar la formacion de hot spots en forma determinista,
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales parabdlicas y no lineales del tipo reaccion-
difusién. A partir de esto, Pitcher [8] extiende esta idea considerando supuestos mds cercanos a
la realidad, lo cual da pie a una nueva formulacién que ha sido escasamente investigada.

El presente trabajo estudia la formacién de patrones en este ultimo problema. Es en el capitulo
1 donde se discuten similitudes y diferencias entre las hipétesis de los modelos de Short et al.,
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Pitcher, y Jones, Brantingham y Chayes, junto con la expresion de éstos supuestos en un modelo
basado en agentes y la posterior derivacién de cada modelo en el continuo; ademads de revisar como
incorporar la presencia policial en todos ellos.

A continuacién, en el capitulo 2 se estudia la formacién de patrones en las ecuaciones de
Pitcher. El proceder usual, abordado en la seccidn 2.2, consta del uso de inestabilidades de Turing;
pero en busca de una caracterizacion mads rigurosa de estos patrones, se estudia el problema
estacionario mediante teoria de bifurcaciones. De este ultimo andlisis surgen los dos resultados
centrales de esta memoria, que se establecen en la seccién 2.3: el primero es la existencia de
una rama de bifurcacién, que explica la presencia de patrones espacialmente heterogéneos en
el problema; mientras el segundo corresponde a la estabilidad de tales patrones, vistos como
un equilibrio del problema no estacionario. Finalmente, en la seccién 2.4 se realizan algunas
simulaciones que buscan visualizar como se origina la rama de bifurcacion.



Capitulo 1

Modelos de Criminalidad

El siguiente capitulo tiene por finalidad explicar los conceptos y motivaciones presentes en el
trabajo desarrollado por Short et al. [11], cuyos principios basicos se extienden naturalmente a todos
los modelos que han surgido a partir de él. Esto permite entender lo planteado por Pitcher [8] y el
porqué detrds de su formulacion, la cual incorpora a la dindmica delictual ciertos fendmenos que las
ecuaciones de Short et al. no pueden describir, y lo realizado por Jones, Brantingham y Chayes [5],
quienes buscan incluir la presencia policial como un factor disuasivo mediante distintas estrategias.
En este trabajo, llamaremos por modelos de criminalidad a todos los modelos que se basan en el
trabajo de Short et al.

1.1. Short et al. (2008)

La actividad criminal es amplia, en el sentido de que existen distintas clases de delitos
que poseen caracteristicas, motivaciones y objetivos propios. Bajo este contexto, los autores
de [11] optan por precisar la dindmica asociada a robos residenciales, pues afirman que existe
documentacion suficiente que evidencia su forma de operar.

A partir de esto, el objetivo de los modelos de criminalidad es, dada una region, determinar
como evolucionan a lo largo del tiempo los patrones de actividad criminal. Para ello se estudia la
relacion entre dos variables relevantes: densidad de poblacion criminal presente y atractividad del
medio, que corresponde a una valorizacién del entorno desde la perspectiva criminal.

Para explicar la dindmica asociada a esta clase de delitos, Short et al. [11] sefialan dos
situaciones a considerar. El primero estd vinculado al medio y se conoce como riesgo heterogéneo,
el cual plantea que es posible diferenciar entre vecindarios debido a caracteristicas propias de su
entorno y hogares que lo conforman. Esto trae por consecuencia que aquellos sectores propensos al
crimen terminen bajo el estigma de ser tolerantes y amparen el surgimiento de nuevas actividades
de esta indole. El segundo otorga al delincuente y su aprendizaje un rol central, que se manifiesta
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1.1. SHORT ET AL. (2008) CAPITULO 1

al cometer un crimen: si el primer robo fue facil y atractivo, el riesgo de que tanto la casa
asaltada como sus vecinas sean atacadas nuevamente se incrementa, pues comparten caracteristicas
similares (riqueza, arquitectura, vias de escape, entre otros). Hablaremos de revictimizacion para
referirnos al riesgo sobre la casa asaltada, y de victimizacion cercana cuando se trata de sus vecinos.

Un primer paso para concretar este modelo consiste en estudiar el caso discreto. Escogiendo
un dominio Q C R?, se usa una grilla rectangular 2-dimensional sobre la cual las casas estdn
distribuidas de forma uniforme, emplazadas en el centro de un terreno de tamafio [ y separadas
entre si por un espaciado de largo /. La posicion de cada vivienda es descrita por un nodo s = (i, j),
que tiene asociado un variable aleatoria AL correspondiente a su atractividad en un tiempo ¢,
discretizado en intervalos de largo At¢. Esta variable, cuya esperanza tomard valores estrictamente
positivos, es la suma de dos términos

AL =A+ B,
donde A, corresponde a la componente estitica de la atractividad, una medida del riesgo
heterogéneo; y B’ representa la componente dindmica, asociada a revictimizacién y victimizacién
cercana.

La atractividad sesga el actuar criminal, pues un sujeto situado en la posicion s presenta dos
posibles comportamientos durante el intervalo (¢, t + Az]: cometer un robo segtin la probabilidad
pg —1_ eflE(AQ)At’
y luego ser removido de la grilla, o bien moverse a uno de los nodos adyacentes. Esta probabilidad
corresponde a un proceso de Poisson estidndar, e indica que el criminal s6lo puede atacar un lugar

en (¢,t + Ar]. Para simular su retorno a un estado activo, los ladrones son generados en todo el
dominio a una tasa constante diaria I'.

Al ocurrir un crimen en un nodo s y tiempo ¢, su atractividad dindmica se ve afectada. En
efecto, la revictimizacién indica que aquel lugar serd vulnerable en (¢,7 + At] producto del nimero
de robos que ocurren en tal intervalo, denotado por S%. Por otro lado, la victimizacién cercana
permite afirmar que los nodos adyacentes, denotados por s’ o s y cuyo nimero es z = 4, también
corren riesgo de ser asaltados. Reciprocamente, lo que ocurre sobre ellos también afecta a s.
Suponiendo que M € [0, 1] es una medida de la extension espacial de la atractividad dindmica, y
que se distribuye uniformemente entre sus vecinos, tiene sentido modelar esta variable mediante la
expresion

BA = [ (1—m)B. + 1 Y B, | (1—mAr)+ ﬂsg
- At
donde m; corresponde al decaimiento caracteristico de la atractividad, que se justifica pues el
peligro a ser asaltado nuevamente es algo transitorio; 0 es una constante que muestra el impacto

sobre una casa cuando es robada, mientras el factor ﬁ indica la relevancia de este hecho en



1.1. SHORT ET AL. (2008) CAPITULO 1

funcién del tiempo. Utilizando la notacién del Laplaciano Discreto! AB' = ZB —zBl)
. . . s'os
ultima ecuacion se reescribe como

g — (g g ) (1 —gan 1 2 1.1
z s 1 )+Al‘ s (L.1)

Sea X; ~ Bernoulli(pl) la variable que indica cuando el i-ésimo criminal presente en s cometié
un robo exitosamente, y N’ el niimero de delincuentes en tal posicién y tiempo ¢. Entonces S
corresponde a

Ny
= in
i=1

que es una suma de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Por el Teorema
de Wald [13], su esperanza es

E(S5) = E(N;) - B(X;) = n} - pl

con 11, el niimero esperado de delincuentes en la posicién s y tiempo z. Entonces la ecuacién (1.1)
se escribe en términos de su valor esperado por

2
BITA = <B§+MAB§) (1 —(J)lAt)—i—Engpg. (1.2)
Z At
El abuso de notacién serd frecuente al deducir este tipo de ecuaciones. Al momento de plantear
los supuestos del modelo, A%, B. son variables aleatorias, pero al obtener las ecuaciones discretas
en términos de sus valores esperados, estas variables pasan a representar atractividad esperada y
atractividad dindmica esperada, respectivamente.

La dindmica asociada a n, tiene directa relacién con las reglas que rigen el desplazamiento de
los delincuentes en (7,7 + At]. Dado un nodo s, en tal intervalo de tiempo los criminales sélo tienen la
opcién de moverse a los nodos vecinos o cometer un crimen, con la consecuencia de ser removidos
de la grilla, por lo que en el instante ¢ + Af ninguno de los delincuentes que estaba originalmente se
mantiene alli. Luego el niimero esperado de delincuentes presentes en aquel instante estd compuesto
exclusivamente de quienes retornan al estado activo -a una tasa I'/>Az- y aquellos que provienen de
los nodos adyacentes s’.

Para explicar este dltimo punto, el nimero esperado de delincuentes que no comete un delito
en s’ estd dado por nl,(1 — pl,), pero no es claro que proporcién de ellos llega a s. Al considerar

t
= Z Al la atractividad esperada de todos sus nodos adyacentes, —+ es la probabilidad de

s"os’ K

La motivacién para emplearla viene de la aproximacién del Laplaciano continuo en una grilla uniforme.



1.1. SHORT ET AL. (2008) CAPITULO 1

desplazarse a s y por consiguiente, el nimero esperado de delincuentes que llegan a tal nodo es

AL, t
—-ny(l—py

'1';2‘/ S ( S )
por lo tanto, observando a todos los vecinos de s se obtiene

l, 1_ l,
A :A@Z—”S( - ) | rpa (1.3)
S/

s'os
Se concluye entonces que la dindmica discreta del modelo de Short et al. estd dada por (1.2) y (1.3).

A continuacion, un paso crucial es encontrar una forma andloga para estas ecuaciones en el
continuo, pues mediante ello se explica el fenémeno a nivel macroscépico. Al restar B en (1.2) y
dividir por At resulta

B§+At —B§ n 12 0 pt
=528 = 2 AB(1—mAt) — Bloy + —nl 2.
At z At o 141) = By 1+AtnSAt
2
SeaD = lim — constante de difusion. Del hecho que
12, At—0
) p_g — 1_€—A§,Al
PAa—0At P2 a0 Af
y definiendo
t
lim A'=A, lim B,=B, lim "$=N
12,At—0 12,At—0 2,A—0 [
queda la expresion
oB D
S = % AB— B +6DNA. (1.4)
z

En este contexto, A y B son las versiones continuas de la atractividad esperada y la atractividad
dindmica esperada, mientras N representa la densidad de criminales presentes en Q.

Para la ecuacién en n!, dados At, [ suficientemente pequefios, se consideran las relaciones

1-pl=1-AAr4C- (ALAr)? (1.5)

1 1 IPAAL
7= ar (1= )+ G (Poayy (16)
sl

s s

con C,C constantes. La primera se deriva del desarrollo de Taylor en torno a 0 de exp (—x),



1.1. SHORT ET AL. (2008) CAPITULO 1

evaluado en ALAr; mientras que la segunda surge de expandir en torno a xp > 0 la funcién

I 1 1 ~ , 1 X—X0, ~ 2
L (x— C-(x— - (1— C.(x—
x " n 2 (x—x0) +C - (x—xo) o ( o )+C-(x—xo)

evaluar en x = T y considerar xo = zA',, notando ademds que T}, — zA!, = [>AA!,. Al reemplazar
estos términos en (1.3) se obtiene

1 PAAL
WA = ALY <ZAZ (1-—5)+C- (leA’S,)2> (1 —ALAt+C- (ALAr)?) +TPAr
s'os s

l leAt
2
—A’ZZAt (1— AT Y1 — AL A +TI2Ar +R

s'os

t I’lt, IZAAt
= Al 1—ALAr) — AL
‘Lo Lo,

s'os

(1 —ALAL) +T12At + R

donde R = R(A!,n’,I?, At) corresponde a una suma de términos proveniente de las aproximaciones.
Luego de restar n} y dividir por Az se obtiene

M 1, t A PAA, ) R
= = A 1—ALA: 1—ALAN)+ T+ —
At At szo’szAt ( ) - SZO;zAf zA’ ~ )+ +A
12 1 i, JAV: (¥ R
= —Al. s —AY A 1—ALA) TP+ =
AP <S,ZosAf A’) Z A SZOSAQ ER ZARLI
:ﬁA’A LA Z 1—A’/At Afz +F12+£ (1.7)
zZAt S Al zAt At zAt oz At

R
y ya que explicitamente AL tiene la forma

12 A+
[=At < yos s/ s'os

R Al PAAL . n, 12
_C< Yy le (11— A u )> Ar+C (Agzl_;(l—Ag,At)(AAg,)z) E’lz

+cC (Agz 3 L(AAL)(AL) >.Z4At,

s'os

al tomar /%, At — 0 del mismo modo que antes, el limite de cada uno de los términos que acompaiia
a las potencias de estas variables estd bien definido, y en consecuencia

12, At—50 I2At



1.1. SHORT ET AL. (2008) CAPITULO 1

Por lo tanto, de dividir (1.7) por {? y tomar limite resulta
ON D N N
—=—[AA|— | ——AA| —NA+T
o  z [ (A) A } +
y la identidad

AN N =AN-—-2VA.-V N —]XAA
A A A

permite reescribir la expresion como

a_N:PAN_@v.(ﬁ’vA> _NALT. (1.8)
ot Z Z A

Considerando A constante, las ecuaciones (1.4) y (1.8) quedan

0A D ~

DY AA—o(A—A)+6DNA

ot Z (1.9)
IN_D nv_2Py (Nya) _nasr

ot Z Z A

y corresponden al modelo de Short et al. en el continuo, las cuales requieren condiciones iniciales
y de borde. Estas ultimas buscan recrear un dominio largo (periddicas) o ausencia de flujo
(Neumann).

Para finalizar, el término n—AA de la primera ecuacién muestra que la atractividad se difunde

a las areas vecinas luego de ocurrir un crimen, y la efectividad de esto depende principalmente
de m. La expresion —®;(A — A) indica que la parte dindmica de esta variable decae a una tasa
constante M, lo cual da relevancia a los crimenes mas recientes en desmedro de los ocurridos
con anterioridad, mientras OIDNA refleja que un alza temporal de la atractividad esta sujeta tanto al
éxito de los crimenes previos (fenémeno que se refleja en el valor tal variable) como por la densidad
criminal. Una consecuencia de esto es el surgimiento de nuevos crimenes.

La ecuacion en N sefiala que los delincuentes que no cometen crimenes se mueven de forma

aleatoria hacia las regiones aledafas, lo cual estd dado por —AN. A su vez, el término advectivo
z

2D N
——V. (ZVA) caracteriza el movimiento de esta poblacion, cuya velocidad es VIogA y en
Z

consecuencia, las regiones que poseen una alta atractividad presentan baja movilidad hacia las 4reas
adyacentes, es decir, quienes ingresan a ellas permanecen por mas tiempo. I' cumple el mismo rol
de fuente que en el modelo discreto y —NA reduce la densidad criminal de forma proporcional a la
atractividad, por lo que valores altos de esta ultima variable aumentan las posibilidades de cometer
un crimen en vez de moverse a otras areas.
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1.1. SHORT ET AL. (2008) CAPITULO 1

Adimensionalizacion Consideramos los cambios de variables

con x una variable espacial cualquiera. Usando la regla de la cadena, se obtiene

0A" 1 A ON' 6D oN
o o or a @ o
A4 1 [D oA ON' oD [D oN
o o Vzor ax o Vo ox
’A’ D d*A d’N' _ eD? 9N
a2 zo? ox? a2z ox

Una consuecuencia de esto es

oD?
AvA = —QAA AX,N_—zAN (1.10)
Z(D z(x)

donde A\, se refiere al laplaciano especto a las nuevas variables espaciales.

Al dividir por (o% la ecuacion en A, y usando (1.10) resulta

0A’ / Y, 1Al
P =nNAyA — (A=A +N'A". (1.1D)
Para la ecuacion en N, mediante la identidad
D N ]D 1 N
—V.|—-VA VN —-—VA | .-VA+NAA (1.12)
Z A ZA A

el término advectivo se puede reescribir en términos de A’ y N’ de la forma

D N 1 1[/6D N 1
—V.[—=vAa —V ———VA -VA+N'-NA

21 [ D
— ,/ _ Dvasn. L aa
G]DA’ ( zoal A’ o V zop ) 0 + 0%
2
o] 1
= oD KV N — 7 V /A> -VX/A’+N’-AX/A]
2 /
®] N /
o' (zvx’f‘ >
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1.2. PITCHER (2010) CAPITULO 1

0
luego, al multiplicar por —- la ecuacion (1.8), reemplazar la ltima expresion, usar (1.10) y la
(Q))

definicion de las derivadas respecto a las nuevas variables, se obtiene

2
e]DaN—eEAN—e—]DEV‘CXVA) oD 1 +9]DF

ol o e AT e e e
oN’ N’ =
=7 =DuN' =2V, (?VXIA’) —N'A"+B (1.13)
6Dr
conB:=—-.
07

Borrando primas en (1.11) y (1.13), resulta

%—? =NAA—(A—A)+NA
N _AN—2v. <]XVA) —~NA+B
ot A

1.2. Pitcher (2010)

Una inquietud natural es saber como se comporta el modelo anterior cuando la atractividad
alcanza valores extremos: si es suficientemente pequefia, el nimero esperado de delitos disminuye
dada la probabilidad de cometer un crimen, y es de esperar que los delincuentes abandonen el area
en cuestion por otras de mayor interés. Sin embargo, la ecuacién (1.3) no es capaz de predecir lo
ultimo, pues el nimero esperado de criminales presentes en la grilla se incrementa al no existir
oportunidades atractivas y por ende no ser removidos, ademds de considerar a quienes retornan al
estado activo. Por lo tanto, en esta situacion el medio se satura de criminales, lo cual no se condice
con la realidad.

Para revertir esta situacién, Pitcher propone en [8] cambiar el término (1 — p!,) en (1.3) por
(1 — myAr), con tal de incorporar fatiga en los delincuentes a una tasa m; constante. Esto significa
que quienes cometieron un crimen ya no son removidos inmediatamente de la grilla, sino que siguen
en busqueda de nuevas oportunidades moviéndose a alguno de los nodos adyacentes, es decir, todos
los delincuentes estdn buscando oportunidades favorables hasta que deciden retirarse. Con esto, la
ecuacion que explica el nimero esperado de delincuentes queda de la forma

t
n (1 — At )
t+At __ gt ! 2
n' —ASZST—H“Z At. (1.14)
s'os s
Por otro lado, un sector que posee valores altos en su atractividad tendrd en consecuencia un mayor
nimero de delitos, que deben decaer en algin momento pues tal situacion es insostenible en el

12



1.2. PITCHER (2010) CAPITULO 1

tiempo. La ecuacién (1 2) no es capaz de recrear bien este escenario ya que el nimero esperado de

crimenes, dado por rp’, aumenta con la atractividad, lo cual se corrige cambiando dicho término
At
por uno de naturaleza logistica como 7’ p’, (1 — ? , donde K es una constante que indica el valor

méximo que puede tomar AL antes de decaer. Esto da por resultado la ecuacién

2 At
B (BH%ABg) (1~ 0i0) 4 i (1—¥> (1.15)

y en caso que BiFA < 0, se fija ALTA = 0.

La manera de encontrar las ecuaciones en el continuo es similar a lo hecho en el modelo
anterior. En efecto, al restar B en (1.15), dividir por Az y proceder en forma anéloga, resulta

0B n]D

O AB— @ B+6DNA (1 _ é)
oz K

La deduccién de la segunda ecuacion amerita mayor detalle. Al reemplazar (1.6) en (1.14) se
obtiene

t+At t t 1 ZZAAZ’ ~ 2 t\2 2
ntY =AY | (1= —5)+C- (PAAL) | (1 — enAr) + TP A

s'os s/ 4

t/ ZZAAI t/
=AYy ”st (1— ) (1 — @aAr) +T12Ar + (CA’ ) n—st(AA;,)z(l — szt)) A
s'os s/ S/ R s'os s |
R
n', PAA, PAA! 5
=Al Z — L) — @ ArA! Z — Y+ TPPA +R
s'os ZAt ZAQ’ s'os ZAt Z'Afv/

siendo el orden de los términos algo util para deducir la expresion en el continuo. Luego de restar
n. y dividir por At

n§+A’—n§:i AZZ n', o At n, ZZAA’S/
At Ar \" a4 Al mzAf Al

', I2NA!, R

— Al S (1 — S+ TP+ —

2 SS/ZO‘; g/( A, )+~ + >
G an, n ’Z LAAL
S A P\ A AL AL zAt ‘Al ZAL

nt, ZZAAt, R

— Al S (1 SYFTI2+ —

? S?’os ZAtY’( ZAtv’ ) " At



1.2. PITCHER (2010)

CAPITULO 1

n§+AI_n§:£A5,A n_g Z ’AA’
At At ° At zAt Al ZAY

s ’oy

NAY R’
2 2
—mAL) t(l—l ,)—I—Fl ™

s'os s

y notando que

R/ nt (Mz/)z 12
I = I CA! S (1 —A) | — - 12=0
Parso PAL - P ( Z 2o (™ by ’

12,At—0 s'os s

se tiene que al dividir por /2 y tomar /2, Ar — 0 en la tltima ecuacién, se obtiene

D 2D
N _D nv-Pv (Nya) —ewir
ot Z Z A

En resumen, este proceder entrega el sistema

oA_mD ®1(A —A) +6DNA (1—/1)
o Z K
IN_D N PG (Noa) _enir
ot z Z A

(1.16)

(1.17)

A
Se observa que difiere de las ecuaciones de Short et al. pues el término 6DNA (1 — E) reemplaza

a ODNA, explicitando que el alza temporal en la atractividad tiene una cota superior dada por K; y
—m N aparece en vez de —NA, refiriéndose a que en este modelo los criminales son removidos del

sistema a tasa constante producto de su fatiga, no de forma proporcional a la atractividad.

Adimensionalizacion Con el objeto de disminuir el nimero de pardmetros involucrados y

facilitar futuros analisis, se adimensionaliza (1.17) mediante

donde x representa una variable espacial cualquiera. También se definen los nuevos parametros

eDr ()3
= , @Wi= —.
(OJEO)) (O]
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1.2. PITCHER (2010) CAPITULO 1

Usando la regla de la cadena, se obtiene

A" 1 oA ON'  ® ON
o Ko o o'  To, o
A 1 [D oA N' @ [D oN
o kVzo; ox o T Vzo ox
’A’ 1 D oA N @ D 93N
o EZ(DI o2 ox'? - ?EW

y en términos de las nuevas variables

1 D o D
AA = =—NA, AuN' = —=2—_AN.
K 701 I' zo;

Al dividir por k®; la ecuacién en A y usar lo anterior, resulta

/
‘Z% —AGA — (A — &)+ yN'A (1 —A'). (1.18)

Para la ecuacién en N, de la identidad (1.12) y procediendo en forma similar a lo hecho en las
ecuaciones de Short, el término advectivo se reescribe en funcién de A’ y N’ por

D r !
il v EVA = ﬂvx,. ]iVx/A' ,
Z A [y A’

()
luego, al multiplicar (1.16) por % y usar lo anterior, se obtiene
1

D D
®moN_ oD . ,mDy (EVA) _ @,y

To; ot T zoy Fo; z A o I o
oN’ N
== AyN' =2V - (ZVx/A’) —oN 4+ (1.19)

Finalmente, borrando primas en (1.18) y (1.19) surge el sistema

%—I;‘ =NAA— (A—A)+WNA(1 —A)
a—N =AN-2V. (ZXVA) —ON+®
ot A

que dotado de condiciones de borde Neumann, se estudiard en el proximo capitulo.

15



1.3. JONES, BRANTINGHAM Y CHAYES (2010) CAPITULO 1

1.3. Jones, Brantingham y Chayes (2010)

A diferencia del modelo de Pitcher, los autores de [5] incorporan a la dindmica fenénemos
cotidianos que las ecuaciones de Short et al. no pueden explicar apropiadamente. El primer foco de
atencion corresponde a ver que tan eficaz es la atractividad al sesgar el actuar criminal, para lo cual
se propone cambiar la probabilidad de cometer un crimen a

. elE(A))Ar
Ps = T eE@AD A

donde € > 0 es un coeficiente que cuantifica tal eficiencia.

La hipétesis de que los criminales no reinciden inmediatamente se mantiene, pero se aborda
su remocion al no haber cometido delito alguno, introduciendo una tasa A para este fin. Este efecto
se ve reflejado al modificar (1.3) por

Py

t/ 1_
R = (1 AAnAL Y BB (

T T TI2At (1.20)
sl

s'os

mientras que la ecuacion (1.2) mantiene su estructura. En la formulacién del modelo discreto los
autores consideran /2 = Ar = 1, lo cual no se ha hecho en esta seccién para asi establecer una
comparacion directa con los modelos anteriores.

Cambiar la probabilidad p’ no altera la derivacién de las ecuaciones en el continuo. En efecto,
debido a que

t t
z pS z N

—= lim ——=
2A—0Ar 2 a0 1 +EALAL
la deduccion de una expresion en el continuo para (1.2) es semejante a lo hecho en el modelo de
Short et al., obteniéndose

oB D
== N2 AB— B+ €0DNA.
Z

Respecto a (1.20), la dificultad entre este caso y el modelo citado radica en dos cosas: la relacién
(1.6) no es vilida en este contexto y el factor (1 — AA¢) afecta la forma de tomar limite, pues deja
de ser andloga a lo hecho en el modelo de Short et al. Lo primero se resuelve mediante

1—p.=1—¢€A'At+C - (eA Ar)? (1.21)

x 1
con C constante, relacion que proviene del desarrollo de Taylor en torno a 0 de la funcién I y
X
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1.3. JONES, BRANTINGHAM Y CHAYES (2010) CAPITULO 1

es similar a (1.6); mientras que para lo segundo se estudia

1 PPAAL z
WY = (1= AANALY i, | — (1= —5) +C- (IPLAL)? (1 —eAl, At +C- (eAg,At)2>
=T ZAL ZA!,
+ rler
LPAAL
— Al Z (1 —eAlAr) — Al Z (1 — €Ay AY)
s'os ZAt s'os ZAt Z'At ’

t

l/ AA
—AAALY Z%(1 _pEy A ) (1 — €Al Ar) + T2Ar + (1 — AAT)R

s'os

donde R = R(AL, 1,1 At) se explicita mas adelante. De restar r’, y dividir por At resulta

t+Ar ot 1 nl‘/ At I’lt/ IZAAI/
Bs M (Agz =5 (1—gALAr) —ng) oY (-

At A\ T A At S~ AL, ZA
—A.A;SIZO‘,SZ; (1—12§2t )(1 —eAL Ar) + T + 1_A/;AtR
“aen (L —)mz— L s
—A- A’Z - fjj )(1—eAf,Ar)+r12+1_AA’R
2 t Soslz AL
:ZZEAQA(%S)—ZN fZAt zA’ (1 — €Al Ar) eAfSZOS7
—A.AQZ”—%(l —12&}’)(1 —eA At + T + I-AA
s'os s/ s/

Al igual que en el modelo de Short et al., se tiene

( ZH/A’ lziAt ))-(At)2+é(AéZn@(l—eAQAt)(AAg,)Z)-14

s'os s s'os

+CCe (A@an,(AAg,)z(A;/f) 14(Ar)?,

s'os

y debido a que el limite de cada uno de los términos que acompaiia a las potencias de [* y At estd
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1.4. PRESENCIA POLICIAL CAPITULO 1

2
bien definido, sumado al hecho que D = 1im —, se obtiene
12,At—0 At
1 — AAt

m —F-
2A—0  [2At

Se concluye que en términos de A, el modelo de Jones, Brantingham y Chayes es descrito por
el sistema

oA D

92 NP AA—@i(A—A) +e6DNA

o  z (1.22)
N _D oy Py (Nya) _eNA—AN+T

ot Z z A

en el cual la constante € acentda o atenda la influencia de NA en ambas ecuaciones, pues valores
altos de ella indican que la probabilidad de cometer un crimen es mds alta y por consiguiente,
aumenta la atractividad de los lugares robados y disminuye la poblacién criminal; en cambio el
término —AN representa a los delincuentes que se retiran después de un tiempo sin incurrir en
delito alguno.

1.4. Presencia policial

1.4.1. Disuasion dinamica en las ecuaciones de Pitcher

En cada uno de los modelos ha surgido la pregunta de como incorporar la dindmica policial
al sistema. Pitcher fija en [8] un precedente para el desarrollo de estrategias en este sentido, pues
incluye una nueva variable aleatoria denominada disuasion dindmica esperada, denotada por D',
que explicita el porcentaje en que disminuye la atractividad cuando la fuerza policial estd en el
sistema. Esto afecta directamente la probabilidad de cometer un crimen, la cual cambia por

Pl 1 — e BB A

donde la parte positiva se agrega para considerar valores de la disuasién no més grandes que 1.

Bajo este contexto, las ecuaciones (1.15) y (1.14) se reescriben como

BLTA — (B’ nl2ABf)(1—m1At) —nSAS(l—D’) (1—A—§)

K

0)2At )

ntA = AL(1 - D)t Z +T12Ar

s'os
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1.4. PRESENCIA POLICIAL CAPITULO 1

conTy = Y AL(1-Di)*.

S//
s"os’

La fuerza policial participa indirectamente en el modelo discreto, al afiadirse una nueva
variable que representa el niimero esperado de policias en la regién, denotada por k.. Esta fuerza
policial se caracteriza por ser constante en tiempo, al asumir que existe un nimero de oficiales
disponibles que no entran ni salen del sistema, mediante la restriccion

(Vt > 0) P:llzzkﬁ

donde P es una constante. Consideramos también como supuesto que un delincuente no comete
robos residenciales en presencia de policias, por lo que el actuar de éstos ultimos se entiende como
un factor disuasivo en el comportamiento criminal, es decir, no aprehenden criminales in situ. Dado
un nodo s, el rol disuasivo de la policia tiene un impacto directo sobre €l y sus vecinos, siendo
ademds transitorio, por lo que el planteamiento de la ecuacion discreta asociada es similar a la
deduccién de (1.15) y resulta

DL = ((1 —z;>D;+§ZD§/> (1 — w3A1) + &K,

s'os

con { medida de tal impacto, @3 su tasa natural de decaimiento y & un factor que representa un
efecto inmediato producto de la presencia policial. Se observa que en este modelo, la variable &’
participa como una restriccién del problema, a diferencia de la disuacién, que cumple un rol central
pues se plantea como una variable dotada de dindmica propia.

La forma de encontrar las ecuaciones en el continuo es andlogo a lo hecho en la seccién 1.2,y
resulta finalmente

(dA D AA — 0 (A—A)+6NAD(1-D)" (1 _‘_‘)
ot Z ”
aajj_ AN_—Z V- (NVIn(A(1-D)")) —@N+T (1.23)
4 4
oD (D

— =>-AD—-w3D+EDK
\ or Z
donde K es la funcién que define la densidad de policias presentes en la region. Por ello, la dltima

ecuacion estd sujeta a la restriccion

(Vi>0) P= /Q Kdx. (1.24)
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1.4.2. Nuevas estrategias

Jones, Brantingham y Chayes proponen en [5] estudiar como influye la presencia policial en
el entorno, en vez del efecto disuasivo que ellos generan. Para ello plantean varias estrategias sobre
el modelo (1.22), que estdn centradas en la distribucion de la dotacion policial y se agrupan en dos
clases, dependiendo de si la asignacion de efectivos es conocida o si ésta es una nueva variable del
sistema y posee dindmica propia.

Lo que viene a continuacion es una revision de tales tentativas, que se aplican de forma andloga
al modelo de Short et al.

Cambios en el actuar del delincuente

En primera instancia, los autores plantean formas de disuadir la actividad delictual de modo
tal que las ecuaciones de (1.22) se vean levemente modificadas, sin incluir una nueva ecuacion a
dicho sistema, pero considerando k§ como dato conocido en el modelo discreto (e igualmente a K
en el mmodelo continuo). Con este fin elaboran dos estrategias, que estdn centradas en el criminal
y en la forma que su interaccion con el medio altera sus acciones.

Modificacion de la percepcion Debido a que la atractividad corresponde a una valorizacion del
entorno desde la perspectiva criminal, es de esperar que la presencia policial la afecte. Con este fin,
se define la atractividad esperada en presencia policial por

t
A =exp(—033) AL
donde ¥ es una constante positiva que representa el impacto de la dotacién policial k%. Cuando
ki = 0, esta nocién de coincide con la usual. Jones, Brantingham y Chayes sefialan que tal cambio
se justifica pues la atractividad juega un rol esencial en el actuar criminal, al estar involucrada
tanto en la probabilidad p% de cometer un delito como en la ecuacién discreta asociada al nimero
esperado de delincuentes presentes en la region.

La forma en que se construyen las ecuaciones discretas de la seccion 1.3 no varia, ya que los
supuestos involucrados no cambian. Luego, las ecuaciones en el continuo corresponden a

JA D . ;g :
gzn_AA_(ol(A—A)—keGIDNA

<
N D 2D A A
_N:_AN——V-(EAVA)—ENA—AN—H“
a  z F4 A

las cuales son formalmente similares a (1.22) salvo por la modificacién de la atractividad, razén
por la que ambos sistemas no exhiben la misma conducta.
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1.4. PRESENCIA POLICIAL CAPITULO 1

Modificacion del comportamiento Otro modo de alterar las acciones de un criminal consiste
en desalentarlo directamente, mediante su encuentro con policias en una posicién s y tiempo ¢.
Cuando esta situacion ocurre, los autores de [5] plantean que el delincuente permanece en estado

activo segun la probabilidad
1

L+ JA- (K J2)

con J una constante positiva.

Si s’ es un nodo adyacente a s, el nimero esperado de delincuentes que se desplazan a s en
t + At luego de no cometer delitos en s” y tiempo ¢ cambia por
1 AL
(1 —=AAr
1+JAs- (K. /1?) ( ) Tf

(1—p§/),

pues algunos son removidos por el efecto disuasivo de la policia y otros al no cometer delito alguno.
Por consiguiente, (1.20) incorpora un nuevo factor

1 n,(1—p')
t+At t s s 2
=(1—-AAr)A E +T'l"At
s ( s 1+JAt- (ké/lz) Tst, ’

s'os

y se descompone en la forma

I’lt/ 1_ t/
A = (1 - AAr)A] Z myl=py) 7 LANBVN

s'os s

| (1= pl) (1.25)

Z1+JAr-(K/2) 1,

N

— JA1(1— AAr) A’Z

que a excepcidn del ultimo término, coincide con (1.20). Esto es titil pues al derivar su expresion
en el continuo, s6lo es necesario estudiar como se comporta el nuevo término involucrado.

Por medio de la aproximacioén (1.6) se tiene

AAL

kﬁ,/ 1 n?(l — pg ) . kl;/ 1 ng/ 1
Z ZAt

,21_21+Jm-(kg/12) T 21+ JA - (k)2 T+eAL A ZAT,

S O§ S S oS
1 n

S .C(PAAL)?
+2121+JAt (P T e €AY

s'os

(1-12—*

”)

y en consecuencia

 (1=pY)

22— JKN
Ty

1 l
lfm J(1— AA?)-A! ty
Pl I Z 21 IA (K1) 12
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Por lo tanto, al restar 7/, en (1.25), dividir por At, 2, y tomar limite resulta

D 2D
N _D oy PG (Nya) _eNA— AN —JKN 4T
ot z Z A

y —JKN indica que la densidad criminal se reduce en forma proporcional a la densidad de policias.

Influencia del actuar policial en el entorno

Pitcher sienta un precedente incluyendo la disuasion dindmica en [8], al tratar de cuantificar
la incidencia del nimero esperado de policias en el crecimiento de la poblacién criminal. Sin
embargo, una forma directa de hacer esto es dotar a la fuerza policial k. de una dindmica propia,
cuya estructura dependa de la forma en que se custodia la grilla. Jones, Brantingham y Chayes
distinguen tres estrategias, que buscan complementar al sistema (1.22).

Paseo aleatorio Consta de patrullar la grilla sin vigilar lugares particulares. Esto implica que
dado un nodo s y tiempo ¢, los policias presentes en €l se distribuyen entre los vecinos de forma
equitativa, por lo que la ecuacién discreta asociada es

+At 1 t 12 t
kg :EZkS,:k;+;Aks

s'os
y su expresion en el continuo corresponde a

oK D
— = —AK.
a z
La consecuencia de no vincularse de modo efectivo con las otras variables es que la fuerza policial

se reparte uniformemente, siendo una politica de nulo impacto en la disminucién del crimen.

Cops on the dots Notando que la accién criminal tiene por objetivo dirigirse a las regiones
de mayor atractividad, Jones, Brantingham y Chayes proponen situar la vigilancia policial sobre
aquellos sectores.

La forma en que la fuerza policial se desplaza a medida que avanza el tiempo es similar a lo

hecho en (1.3). En efecto, dado un nodo s, la probabilidad de que la poblacion k!, se desplace a él
t
es — y entonces
T
+Ar
e W

s/os
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Luego de usar la aproximacion (1.6), restar k%, dividir por Az y efectuar algunos cdlculos resulta

kt—i—At_kt 12 . k . tl 12 . . . 5
2 S = ALLA A —-CA AV. W I
At At (Af) At SZ AL C Zk !

s'os
Dividiendo por /2, y al tomar 12, At — 0 se obtiene

oK D 2D K
E_ZA —7V <XVA) (1.26)

que expresa la naturaleza difusiva y advectiva del fenémeno.

En esta estrategia no estd claro si la dotacién policial es limitada. Integrando sobre Q2 y usando
el Teorema de la Divergencia resulta

d/Kd _]D/aKd 2D KaAd
dt \Jo x_z agans 7 Joo A on 5

por lo tanto, al imponer por condicién de borde

oK K oA
E—ZZ%—O ena.Q

se tiene que / K dx es constante respecto al tiempo, y esto es consistente con la restriccion (1.24)

propuesta por Pitcher.

Prohibicion periférica El término advectivo de (1.26) muestra que la fuerza policial tiende a
concentrarse en las regiones de mayor atractividad a una velocidad V log A, por lo que su movilidad
es menor. Si se cuenta con un contingente limitado, los autores de [5] afirman que distribuirlos
alrededor de las regiones de mayor atractividad es mds eficiente que hacerlo sobre toda la grilla,
puesto que el drea crece cuadraticamente y el perimetro a ritmo lineal. Sin embargo, sefialan
también que esta estrategia es dificil de plantear pues ya que se desconoce donde estaran ubicadas
tales regiones, por lo que establecer reglas en el modelo discreto se torna complejo, y en el continuo
aun mas.

1.5. Comentarios y aplicaciones

El presente capitulo pretende ser util como insumo en la discusién de los modelos de
criminalidad, puesto que reune y analiza gran parte de las tentativas desarrolladas con respecto
al tema; ademds de uniformizar su deduccidn, pues cada autor procede en forma diferente.
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1.5. COMENTARIOS Y APLICACIONES CAPITULO 1

Los modelos expuestos en esta seccion tienen en comuin que que los criminales no cometen
dos crimenes a la vez ni presentan asociacion entre si. La atractividad es determinante en su actuar,
pues se refleja en la probabilidad de cometer un crimen y la forma en que los delincuentes recorren
la regién, ya que buscan siempre las oportunidades mds atractivas. En cuanto a esta variable,
su comportamiento tiene que ver totalmente con los asaltos reiterados, salvo para Pitcher, quién
ademds la limita con tal de evitar que el sistema se sature de criminales.

La principal diferencia entre cada uno de ellos tienen que ver con como se comportan los
delincuentes a medida que avanza el tiempo. Short et al. postulan que todo criminal abandona el
sistema luego de delinquir, deambulando por él en caso contrario; Pitcher sostiene que cometer un
crimen no es motivo suficiente para retirarse o permanecer en el sistema, proponiendo su abandono
a una tasa constante; mientras Jones, Brantingham y Chayes complementan lo planteado por Short
et al., al proponer una tasa de remocion para quienes no han cometido delito. Ademads, estos
autores cambian la probabilidad asociada a cometer un delito, para manipular la relevancia de
la atractividad en el actuar criminal.

Finalmente, tanto Pitcher como Jones et al. buscan incorporar la presencia policial al sistema,
pero difieren en sus mecanismos. Pitcher lo hace en forma indirecta, al estudiar una variable que
mide el impacto generado la fuerza policial en el entorno, mientras Jones se orienta a dotar de
dindmica propia a la fuerza policial y abordar diversas estrategias al momento de patrullar la regién.
Se observa que cops in the dots presenta multiples ventajas respecto a las otras estrategias, siempre
que se consideren condiciones de borde Neumann. Esto debido a que se vincula efectivamente con
la dindmica por medio de la atractividad, no depende de observaciones explicitas en cierto tiempo
ni de informacién sobre la dotacién policial en cada instante, como es el caso de prohibicion
periférica y las estrategias basadas en cambios en el actuar del delincuente, respectivamente; y
tampoco presenta posibles indeterminaciones, a diferencia de lo planteado por Pitcher.
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Capitulo 2

Formacion de patrones en las ecuaciones de
Pitcher

2.1. Preliminares

La formacién de patrones es un fendmeno que aparece frecuentemente en biologia, en
situaciones tan disimiles como el estudio de la distribucion de bacterias en una placa de Petri o
la forma que adoptan las manchas de un tigre. A menudo las causas subyacentes a cada situacion
son desconocidas, siendo un desafio explicar las circunstancias que las desencadenan.

Un ejemplo emblematico es el proceso de la morfogénesis [7], etapa en que se realiza la
formacion de 6rganos en el embrion. Wolpert sugiere un concepto llamado informacion posicional,
en el cual cada célula se diferencia segtin la concentraciéon de quimicos presentes (morfogenos)
en su entorno, siendo un problema relevante la forma en que se distribuyen espacialmente tales
concentraciones, pues determina por completo el proceso. Las reacciones involucradas se rigen por
un sistema de reaccion-difusion, cuya forma general es

aa—A =dsANA+F(A,N)
azif (2.1)

donde d4,dy son los coeficientes de difusiéon y F, G corresponden a las cinéticas de reaccion, que
generalmente son no lineales.

En este contexto Turing [12] plantea una idea que va en contra de toda intuicidn, y es que en
presencia de un término difusivo, pequeiias perturbaciones sobre el equilibrio del sistema pueden
dar origen a patrones espaciales heterogéneos, mecanismo que se conoce como inestabilidades de
Turing o inestabilidades por difusion. Formalmente,
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2.1. PRELIMINARES CAPITULO 2

Teorema 2.1. [3, pp.172] El sistema (2.1) presenta inestabilidades de Turing si el equilibrio es

(i) estable bajo pequerias perturbaciones en ausencia de difusion,

(ii) e inestable bajo pequefias perturbaciones cuando la difusion estd presente.

Esta herramienta es imprescindible al momento de estudiar sistemas de reaccién-difusién, y con
ella Short et al. y Pitcher probaron que sus respectivos modelos son susceptibles a la formacién
de patrones bajo ciertas condiciones, algo central para la validacion de modelos de criminalidad
pues sefiala la posible presencia de hot spots, lugares donde se da una fuerte correlacion espacial
y temporal en la ocurrencia de delitos. Sin embargo, el uso de inestabilidades de Turing tiene una
limitacidn, y es que s6lo indica que la manifestacion de estos patrones es admisible.

En busca de una caracterizacion mas rigurosa, Cantrell, Cosner y Mandasevich [1] demostraron
mediante el uso de teoria de bifurcaciones que el caso estacionario de las ecuaciones de Short et al.
exhibe formacidn de patrones. El presente trabajo busca extender sus resultados al caso estacionario
de las ecuaciones de Pitcher con condiciones de borde Neumann, siguiendo un procedimiento
similar que se explicard a continuacion.

En términos generales, dados 9, Z espacios de Banach, 4/ abierto no vacio en R x 9,
F : vV — Zfuncién dos veces diferenciable y A un pardmetro, la teoria de bifurcaciones tiene por
finalidad estudiar las soluciones del problema

FA.y) =0, (2.2)

es decir, ver como es ' ({0}). Suponemos que existe D = {(A,y(X)) : F(A,y(X)) = 0} y que
(A0,y0) = (Ao, ¥(Xo)) es un punto interior tal que cada vecindad de él contiene ceros de F que no
pertenecen a D. Entonces (Ag,yo) es llamado un punto de bifurcacion, y los ceros mencionados
que sean cercanos al punto y no estén en D se conocen como soluciones de bifurcacion o conjunto
de bifurcacion.

Para problemas del tipo
y=KM),

donde X es un operador continuo y compacto, Crandall y Rabinowitz [2] probaron que parte del
conjunto de bifurcacién es una curva localmente continua y diferenciable, denominada rama de
bifurcacion. Luego, una forma comun de abordar el estudio de (2.2) es escribirla en forma integral,
como una perturbacién compacta de la identidad.

Sin embargo, la estrategia anterior se torna compleja cuando # es un operador eliptico tal que
su parte principal es no lineal. Para operadores elipticos cuasi-lineales, Shi y Wang [10] proponen
una extension del clasico resultado de Crandall y Rabinowitz que permite estudiar el problema
(2.2) directamente, ademds de obtener la globalidad de la rama de bifurcacién mediante teoria de
operadores de Fredholm. El resultado citado corresponde al siguiente teorema:
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2.1. PRELIMINARES CAPITULO 2

Teorema 2.2. [10, Teorema 4.3] Sean ', Z espacios de Banach y V abierto en R X 9 tal que
(Ao, y0) € V. Sea
F.vV—2Z

funcion dos veces diferenciable que satisface

(a) para cualquier (A,yo) € V se cumple F (A, yo) =0,
(b) la derivadas parciales DFy(A,y), DFy(N,y) y DFypy(A,y) existen y son continuas,

(c) para algiin (Ao, y0) € V, R(DFy(ho,¥0)) es cerrado, dim ker(D F,(Ao,y0)) =1y
codimR(DF,(Ao,¥0)) = 1,

(d) dadoy generador de ker(DF,(Ao,y0)), se tiene D Fy,,(ho,y0)y ¢ R(DFy(Xo,y0)).

Sea W C Y un complemento cerrado de ker(DF,(ho,yo)). Entonces existe un intervalo
abierto Iy = (—8,8) y funciones de derivada continua A : Iy — R, & : Iy — R, que satisfacen
AM0) =X, E(0) =0, & € W, tales que

F(Ms),yo+s7+5E(s) =0 Vs e Iy.

Ademds, para cualquier vecindad suficientemente pequeiia de (Mo,yo) € V, el conjunto solucion
de F (N, y) =0 es la linea (A,yo) y la curva (A(s), yo + sy + sE(s)). Mds ain, si

(e) DFy(A,y) es un operador de Fredholm para cualquier (A,y) € V,
entonces la rama de bifurcacion es global.

De este modo, al reescribir (2.1) de la forma

dy
= =F\y) (2.3)
ot

y estudiar el caso estacionario, bajo las hipétesis del teorema anterior se tiene que las ramas de
bifurcacién describen la formacién de patrones en el problema (2.2), para valores suficientemente
cercanos a Ag.

Finalmente, el presente capitulo se divide en tres secciones: la primera tiene un caracter
introductorio, al exponer y profundizar el uso de inestabilidades de Turing (Teorema 2.3) realizado
en [8].

A continuacién, es en la segunda donde se estudia la formacién de patrones en el caso
estacionario de las ecuaciones de Pitcher con condiciones de borde Neumann. Se formulan y
demuestran los dos resultados cruciales de esta memoria, que corresponden a la existencia global
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2.2. INESTABILIDADES DE TURING CAPITULO 2

(Teorema 2.4) y estabilidad local (Teorema 2.5) de una rama de bifurcacién en torno al punto de
bifurcacion del sistema. La tdltima seccidn tiene for finalidad mostrar como se origina la rama.

Dado Q C R dominio acotado, la familia de valores y funciones propias del problema
AdO+ud=0 enQ
90 (LN)

$:O en 0Q

es fundamental en la obtencién de nuestros resultados, pues destacan las siguientes propiedades [4]:

(i) los valores propios {u }rew+ son reales, siendo cero o positivos, ademads de aislados,
(ii) la sucesion {uy }ren+ es creciente y diverge a +oo,

(iii) la familia de funciones propias {0 }xciv+ forma una base de Hilbert en L?(Q).

2.2. Inestabilidades de Turing

La version adimensional de las ecuaciones de Pitcher, dotada de condiciones de borde
Neumann, corresponde a

%—?:nAA—(A—AH—\uNA(I—A) en Q x (0,7},
aa—]j:AN—ZV-(§VA>—O)N+OJ en Q x (0,7], (2.4)
0A oN

\E_O’E_O en dQ x (0,T].

donde Q y (0,T] hacen referencia al dominio espacial y temporal, respectivamente. Ya que A es
constante, se obtienen los equilibrios (o soluciones constantes)

_ 12 44
(A% N = (w li\/(;fw 1) +4A\|I,1>,

y debido a que A y y son positivos, sélo es admisible escoger la raiz positiva de A*_, denotada por
A%,

De acuerdo al Teorema 2.1, el sistema (2.4) podria presentar formacion de patrones. El
préximo resultado explicita cuando ocurre esta situacion.
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Teorema 2.3. Sean 1, w,A y \ tales que satisfacen la condicion
Mo(1 —y+2yA*) < (1 =3y +4yA* +no)?, (2.5)
Y U—_,u4 raices reales y distintas de

e + (1 =3y +4yA* +no)u+ o(1 —y+2yA*) = 0. (2.6)

Si u es un valor propio de (LN) tal que estd en (u_,u; ), entonces el sistema (2.4) presenta
formacion de patrones en una vecindad de (A*,N*).

Demostracion. Para que (2.4) admita inestabilidades de Turing, requiere cumplir las condiciones
del Teorema 2.1. Escrita matricialmente, la linealizacién del problema en torno a (A*,N*) es

Jd (A—A*\ [ n 0]/QA y—1-2yA* yA*(1—-A%)| [A—A*
E(N—1>_[—/% 1} (AN)JF[ 0 —o N-1) @D

En ausencia del término difusivo, se obtiene el sistema de EDOs

d (A—A*) _ P;—1—2WA* wA*(l—A*)] (A—A*)

o \N—1 0 - N—1

y denotamos por M a la matriz del lado derecho. Notando que

—1 —1)2+4A -
W—1—2\VA*=\I’—1—2W'<W +\/(;I\|, = w):—\/(‘l’—l)zﬂmv

resulta que el equilibrio (A*,N*) es estable pues

tr (M) = =/ (Y= 1) +4Ay -0 < 0

det(M) = w\/(\p— 1)2 444y >0
es decir, los valores propios de M son siempre negativos.

Cuando la difusion esté involucrada, el método de separacion de variables [3, pp.167] permite
resolver (2.7) pues las condiciones de borde son Neumann y el problema es lineal. La solucién
propuesta es

A% o0
(ﬁ‘v _Al) = ¥ o) 2.8)
k=1

donde ¢y (x) es la funcién propia de (LN) asociada al valor propio y y ¢j constantes, que se
determinan al reemplazar la serie en el sistema y expandir las condiciones iniciales en términos
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de las funciones propias. Esta solucién serd inestable si
(Fk € IN*) Re(M) >0 (2.9)

pues asi al menos un término de (2.8) crecerd exponencialmente en tiempo.

Del hecho que las funciones propias son ortogonales, a partir de (2.8) se obtiene para cada k
la relacion
A¢ = (M —uD)¢,

donde los sub-indices han sido omitidos para evitar recargar la notacién. Ya que se busca una
solucién no trivial, la constante ¢ debe ser no nula. Luego se requiere estudiar la ecuacién
caracteristica en A

A+ (@+u(14n)+1—y429A" A+ h(u) =0 (2.10)

con
h(u) =M+ (1 = 3y +4yA* +No)u+ o1 — y+2yA*).

Debido a que

O+pu(l4+n)+1-y+2yA" =pu(14m) — (y— 1-2yA" — ) >0,
tr (M)

la dinica posibilidad de que se cumpla (2.9) es h(u) < 0, y esto se tiene cuando el minimo de &

(1 =3y +4yA* +nw)?
4n

hmin = 0)(1 _W+2WA*) -

Y

es negativo, y si ademas u € (u—,u+ ), con u_, uy raices de h(u). En consecuencia, el sistema (2.4)
presenta formacion de patrones en una vecindad de (A*,N*). ]

La formacién de patrones ocurrird si los pardmetros 1, ®,A y W cumplen (2.5) y si ademés
existe u valor propio de (LN) tal que u € (u—_,u; ). La figura 2.1 muestra que esto efectivamente
ocurre, pues la superficie presente en la figura 2.1a corresponde a la solucion positiva de (2.6),
mientras que la figura 2.1b muestra la existencia de una regién donde M, ®, A y  satisfacen (2.5).

De la demostracion, se aprecia que es posible caracterizar a las soluciones inestables de (2.4)
en torno a (A*,N*), lo cual se establece en el préximo corolario.

Corolario 2.1. Sea
= ) + E c e:“"’(b (x) (2.11)

solucion del problema (2.4) en una vecindad de (A*,N*), donde Oy(x) es funcion propia del
problema (LN) asociada al valor propio py, ¢y una familia de constantes y Ay es raiz de (2.10).
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Sean k_,k, tales que los valores propios yy_,uy, cumplen

= min DUk > U
pe = min {pg: e > p-}

Mi, = kfg]l;\?*{#k D < g}

con u_,u, dados por

) —(1 =3y +4yA* + M) £ /(1 =3y +4yA* + )2 —4no(l — y+2yA*)
+ = .
2n

Entonces, la solucion (2.11) serd inestable si (3k € {k_,... ky}) ¢k #0.

Este resultado induce a pensar que la solucién (2.11) crece cuando ¢ — 4o, lo cual no tiene
relacion con la existencia de patrones espacialmente heterogéneos. Tal razonamiento es erréneo
pues el corolario se deriva del estudio de la linealizacion del sistema en presencia de difusion,
siendo valido s6lo en una vecindad pequefia del equilibrio. Ademds no es posible determinar a
cabalidad la forma de tales patrones.

2.3. Soluciones no constantes en el caso estacionario

El sistema parabdlico (2.4) es el punto de partida de este trabajo, que tiene por objetivo obtener
una caracterizacion rigurosa de la formacion de patrones en el sistema

NAA—(A—A)+yYNA(1-A)=0 enQ
N
AN_ZV.(ZVA)—O)N—F(D:O en Q (2.12)

aA:O oN

% ,E:O enaQ

donde Q es un dominio acotado de R” tal que dQ € C>*%, y (A*,N*) equilibrio de este problema.

Encontrar una rama de bifurcacién permite hallar una familia de soluciones no constantes en
funcién de un pardmetro del problema 2.12. El siguiente resultado da cuenta de esto.

Teorema 2.4. Sea Yy solucion de
N+ u+ (44" = 3) + o(Mu+ 1 —y(1 —24%)) =0,

u valor propio simple del problema (LN) y 1, ®,A pardmetros tales que se satisfacen las siguientes
condiciones
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@ (1-n(0+u)) + (0+2u)°
2(0+2u)

(Cl) A<

(020224 1) 2@+~ 1)

(0+1)2(0+3u)(1+ 1) (0+ 3u—np(0+ 1))

(C2) 1<

(C3) ﬂg(l —Yo(1 —2A()) no es un valor propio de (LN)
u

con Ajy := A" ().

Entonces existe una rama de bifurcacion global del problema (2.12), cuyo origen es el punto de
bifurcacion (Wo,Ay, N*). Dada § funcion propia normalizada asociada a y, la rama de bifurcacion
se puede parametrizar en una vecindad de (Yo, Ay, N*) de la forma

AN = (W), Aj (0400 551 (9) N+ 0t 38as) ) Woelo=(-38) 213
0

con U,&1,Ey : Iy — R funciones de derivada continua que satisfacen y(0) = o, £1(0) =0 y

&2(0) =

La figura 2.2 muestra que para distintos valores de u,1,®,A y \ existe una regién factible
donde las condiciones (C1) y (C2) se cumplen. Fijando 1 y ®, en cada uno de los casos expuestos
las curvas presentes corresponden a curvas de nivel de la regién factible, sobre las cuales u se
escoge como un valor propio simple de (LN). Como se vera en la demostracion, estas condiciones
son necesarias pero no suficientes para la existencia del punto de bifurcacién (o, 0,0), por lo que
resta ver cuando se satisface también (C3). En las figuras 2.3 y 2.4 se estudian dos de los casos
presentes en la figura 2.2: las curvas en azul corresponden a algunas curvas de nivel proyectadas

sobre el plano  — A, mientras el color rojo indica donde ﬂg(l —Yo(1 —24;)) es un valor propio
u
de (LN).

Mediante el cambio de variables A = A —A*, N = N — N*, y luego de reemplazar A por A y N
por N, de (2.12) se obtiene

NAA—A+YNA*(1—A") +y(N+1)A(1—A—24%) =0 enQ

N+1
an :0 an —O en 0Q

que tiene por equilibrio a (A,N) = (0,0).
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En lo que sigue, escogemos p > n. Siguiendo lo hecho en [1], se consideran los espacios

— =0enoQ

Z.B_A_aN }
"on om ’

v={@une(w@)

Z= <LP(Q))2,
V= {(w,A,N) ERYXY: y>e A> A" fe N> —1}.

Para € > 0 pequefio, V es abierto en R x Y; y se tiene que en Y las derivadas normales se entienden
en el sentido usual, pues W2(Q) se inyecta en C! T*(Q).

Definimos la funcién F' : V — Z por

NAA —A+WYNA*(1 —A*) + (N 4+ 1)A(1 — A — 24%)

F(y,A,N) := (2.15)
Y N+1 ’
AN —2V.- VA | — oN
(F77)
entonces (2.14) toma la forma
F(y,A,N)=0 enQ, (2.16)

y esto motiva a considerar ¢ € R™ como pardmetro de bifurcacion, pues para cualquier valor de
éste se cumple que (y,0,0) es solucién.

Se tiene que las soluciones de (2.16) cumplen lo siguiente.

Lema 2.1. Sea (A,N) solucion de (2.16). Entonces A,N € C**%(Q).

Demostracion. Ya que W2P(Q) se inyecta en C!%(Q), si (A,N) es solucién de (2.16), entonces
A,N € C'T*(Q). Luego, el lado derecho de la ecuacién

NAA =A—YNA*(1 —A*) —y(N+ 1A(1 —A —24%)

estd en C17%(Q). Debido a esto, a que la _condicién de borde es Neumann y 0Q € C*+%, por el
Teorema 3.2 de [6] se tiene que A € C2+°‘(Q). Para la ecuacién en N, el lado derecho de

AN —

2VN-VA N+1 VA2
Sy S <AA [vA

= — N
A+ A* A+ A* A+A*> +

estd en C%(Q), mientras que el operador del lado izquierdo tiene coeficientes al menos en C roQ).
Nuevamente por el Teorema 3.2 de [6], resulta que N € C>T*(Q).

Se concluye entonces que A,N € C>T*(Q).
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2.3.1. Lemas importantes y demostracion

La presente subseccion consta de la demostracion del Teorema 2.4, siendo central el uso del
Teorema 2.2. Se probardn una serie lemas que indican cuando las condiciones de dicho teorema se
cumplen en el problema (2.16).

De (2.15) se puede demostrar que F es Fréchet-diferenciable, por lo que su derivada parcial
estd dada por

[ MAu—u+W(N+1)(1—24 24" )u

+YA* (1 —A")u+yA(l —A—24%)vy

DF 4 n)(W,A,N)[u,v] = (e Vu uVA (2.17)
A+A*  (A+A*)?
1%
_97V. _
i +Av—2 <A+A* v _

y es continua respecto a , Ay N en V. Ademds, las derivadas DFy(y,A,N) y DFys n)(W,A,N)
existen y son continuas, por lo que la condicién (b) se tiene.

Para abordar las condiciones restantes, es menester estudiar
NAu—u+y(1—24")u+yA*(1 —A*)v
DF, 0,0 = 2 .
(A,N)(\lfa ) )[M,V] —Z Au+Av—ov
A*
En busca del punto de bifurcacion

Para encontrar bifurcaciones (en un valor particular de y, denotado por yp) es necesario que
falle el Teorema de la Funcion Implicita, es decir, que ker (DF( AN) (vo,0, 0)) sea no trivial. Con el
objeto de determinar Yo, sea (u,v) € Y tal que

NAu—u+y(1-24"u+yA*(1-A")y=0 enQ
2 (2.18)
—EAM—FAV—O)V:O en Q

Se sabe que u y v se puedan escribir en términos de las funciones propias del problema (LN),
ponderados por ciertas constantes. En base a ello, ker (DF( AN) (y,0, 0)) serd no trivial si al menos

una de esas constantes es no nula: basta suponer que ¢ es la funcién propia acompafada de dicho
término, normalizada por
/&mzl
Q

y u es su valor propio -simple y positivo- asociado.
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d
Definimos U = / updxyV = / vodx. Integrando por partes dos veces, usando que Mo

Q on
y que ¢ es funcion propia de (LN),

/ Audpdx = —y/ udpdx = —uU
Q Q
y esto es andlogo para v.
Al multiplicar ambas ecuaciones de (2.18) por ¢ e integrar sobre £, se obtiene el sistema lineal

[—(nu+1)+w(1—2A*) YA*(1-A") <U)—o
o) =

2u
— — ®
ye (u+ o)

que se puede reescribir en la forma

(M — uD) (g) —0 (2.19)

donde M y D son las matrices de la seccion 2.2. Las soluciones (U, V) no triviales de este problema
surgen de imponer det(M — uD) = 0, obteniéndose la ecuacién

N+ u+py(4A* = 3) + oMu+ 1 —y(1 —24%)) = 0. (2.20)

Usando la definicion de A* en (2.20) se tiene

Wl —24%) = 1 = \/(y— 1)2 +4dy
W(AA" ~3) =21/ (Y~ 1) +4dy — (y+2)

y reemplazando estos términos en (2.20) para eliminar A*, queda la siguiente ecuacién para

p(W) =’ +pu+p (2\/(w— 1)?+4Ay — (\v+2>) +omu+l)-o (1 - \/w— 1>2+4Aw) :

que se simplifica a

p(V) Znu(ﬂ+w)—u+(w+2#)\/(\lf—1)2+451|f—u\|f- (2.:21)

Por lo tanto, para encontrar (U,V) no trivial en (2.19) nos basta determinar Y, positivo tal que
p(yo) = 0. Esto es encontrar y tal que

nu(u+ o) —u+(0>+2u)\/(w— 1)2+4Ay — py = 0,
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que escribimos como

(4 0) — 1) =y = —(@+ 24/ (y— 1% + 44y (2.22)
Elevando al cuadrado, se tiene
2 =2 (M4 0) - Dy + M+ o) = 1)° = (0+2u)* (V¥ +2024 - )y + 1),

y reagrupando términos segtn las potencias de y, se llega a la expresion

(04207 —12)w? +2((0+20)2 A~ 1) + (M(0+1) ~ 1) ) ¥

+ (0420 - M+ 0) - 1)?) =0,
Notando que el término libre y el que acompaiia a y? son sumas por diferencia
(©+2p)° — i = (0 +p) (@ +3p)
(@+20) 2 ((u+0) =1)” = ((©+240) —p((u+0) = 1)) - (©+20) +u((u+0) - 1))
= (@+3u—p(M(u+w)) - (©+ (1 +nu)

se obtiene la ecuacion cuadratica

(0+)(@+ 30> +2((0+ 20 CA~ 1) +2M(@+1) — 1) )y

(2.23)
+ (0 +p)(1+nu) ((’3+3/1—T]l1<03+.u)> =0,

que admite al menos una solucién positiva Yy si el término que acompafia a ¥ sea negativo y si
el discriminante de la ecuacidn es positivo o cero. Algebraicamente, las condiciones mencionadas
corresponden a

2 (1=n(0+u) +(0+24)
A<

2(0+2u) ’
~ 2
(042024~ 1) +(M(0+1) - 1))

(0+)2(©+3)(1+ 1) (@ -+ 3u—nu(@+1))

1<

Se concluye que bajo estas condiciones, al existir Yy el problema (2.19) tiene solucién no nula y
en consecuencia ker (DF(4 y)(Wo,0,0)) serd no trivial.
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Por otro lado, ya que Yy es raiz de p(y), por (2.22) se tiene

p(Wo+1-—m(0+u))
(@ +2u)

\/(\lfo— 1) +4Ayo =

y usando esto se calcula

_ (0)—|—2‘u) (Wo—l)+2A _u
o vV (Wo— 1)2+ 44y

dp > (yo—1)+24
—|= (042

dy \.,0( ) p(Wo+1—m(0+u))

. (2.24)

Mis adelante se verd que esta derivada sea distinta de cero cumple un rol relevante en que (o, 0,0)
sea un punto de bifurcacion del sistema (2.14). Veamos cuando es no nula.

d
Si EI; =0, de (2.24) podemos despejar Y, obteniendo
Yo

(@+2u)?(2A— 1)+ 2 (n(0+u) — 1)
(0 +p)(0+3p)

Vo= —

Observamos que esta expresion corresponde a la solucién de (2.23) cuando el discriminante es
nulo. Luego, al imponer

((0+ 2024~ 1)+ (@ +4) - 1))

(0+2(@-+3u) (1 +g) (+ 3u—nu(@+ 1))

1<

Y

£0.

Yo

. ) . dp
la ecuacidn (2.23) tendré dos soluciones y en consecuencia ——

A modo de resumen, se tiene: Sea u valor propio del problema (LN) y 1,®,A pardmetros
tales que se cumplen las siguientes condiciones

(1 =n(o+u) + (0 +2u)°
2(w+2u)?

(042024 - 1)+ (M(0+1) - 1))

(©+12(@+3)(1+ 1) (@ -+ 3u—nu(@-+ 1))

(cl) A<

2

(C2) 1<

Entonces (Yy,0,0) es un candidato a punto de bifurcacion del problema (2.14), y o ademds

37



2.3. SOLUCIONES NO CONSTANTES EN EL CASO ESTACIONARIO CAPITULO 2

satisface

dp
—0, “Ll+o.
(Vo) d"’\zi

Estudio de DF4 y)(W0,0,0)
Definicion 2.1. Sean E,F espacios de Banach. Un operador T € L(E,F) se dird Fredholm si
n=dimker(7) < oo, r=codimR(T) < e

y su indice se define por ind(T) =n—r.

En lo que sigue, sea y = o y Aj) := A*(Yo). Los préximos dos lemas mostrardn en conjunto
que el operador eliptico T = DF4 )(¥o,0,0) satisface la condicién (c) del Teorema 2.2, siendo
Fredholm de indice 0.

Lema 2.2. Si nﬁ(l —o(1—245)) > 0 no es valor propio de (LN), dim (ker DF{4 x(¥0,0,0)) = 1.
u

Demostracion. Al premultiplicar (2.18) por D~! resulta

Au 1 u\
(AV) +D"'M (v) =0. (2.25)

Los valores propios de A := D~ M estdn dados por
det(A —oI) = det(D™!) - det(M — 6D) =0
y de (2.19), se deduce que 61 = u es uno de ellos. Para encontrar el otro, se estudia

Wo(l—245) -1 WoAg (1 —Ap)

trA=tr | — | 2 . «
! t n E(WO(I_on)_l) 2yo(1 —Ap) —mo
0
1 * *
= ﬁ(wu ~2A3) — 1+ 2y0(1 — Af) ~no)

_ _n_lu (n,ﬁ + (1= yo(3 —445) +no)u+ o1 —yo(1 — 2A8>)>J+nLu (nuz +o(1—yo(1 —ZAS))>

P(“IL))
()
— (

=+ — (1 —yo(1 — 24}
o Wo( 0))

W
y entonces 62 = — (1 —yo(1 —2A()) es el valor propio buscado. Cabe mencionar que este valor
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también es positivo, pues

o
nu

Ya que 6> no es valor propio de (LN), A posee dos valores propios reales y distintos, siendo
diagonalizable. Esto ultimo permite desacoplar (2.25) usando el cambio de variable

(=)

donde K es la matriz cuyas columnas son los vectores propios asociados a G| y G2, y se obtiene

(2) 15 o) (0)=

La ecuacién en r tiene por solucién a r = C¢, con C constante, mientras que s es trivial. Esto

significa que
uy C1
(1) - (@)e

con C; y C; constantes, por lo tanto dim (kerDF(AvN) (0,0, O)) =1 O

Q) ~
(1 —wyo(1—-24p)) = n_u\/(%_ 1)2 +4Ay, > 0.

Lema 2.3. Bajo las condiciones del lema 2.2, se cumple que R(DF4 n)(¥0,0,0)) es cerrado y
codim (R(DF(4 n(¥0,0,0))) = 1.

Demostracion. Dado (f1, f2) € R(DFa n(0,0,0)), existe (u,v) tal que

DFa n) (90,0,0)[u,v] = (2) .

Al considerar los supuestos del lema 2.2, este sistema se puede desacoplar de la forma

Ar L |o 0| (r\_ (aufitanfs
As 0 oz \s azifi+anfs
con ayy, az, az1, ayy constantes. Mds atn, la ecuacion en s tiene solucién dnica, mientras que en
virtud de la Alternativa de Fredholm [3, pp.725], r serd no trivial si y s6lo (f}, f2) satisface
anfi+anf € (ker(A+o1))t <= <anfi+anf,0>=0

<— all/gfl(])dx—f—alz/gfz(bdxz().

luego (f1, f2)" estd sometido a una tnica restriccién lineal, por lo que R(DF(4 y)(Wo,0,0)) tiene
codimension 1 y ademds R(DFy n(Wo,0,0)) es cerrado. O
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Condicion de transversalidad

2
Seay = ((0+4), 2=
0

ecuacion (2.19). La condicién (d) del Teorema 2.2

)¢ generador de ker(DF(AJV) (WO,O,O)) , el cual se obtiene a partir de la

DFy(4 n)(0,0,0)¥ & R(DF(4 ) (0,0,0)) 2.27)

se conoce como condicion de transversalidad. La probaremos por contradiccién, suponiendo que
existe (u, v) tal que
DF\V(A,N) (\lf(), 0, O)y = DF(A’N) (W(), 0, O) [u, V]. (2.28)

De (2.15) es posible calcular

[ dA* dA*| [ 1 ]
o 1—-2A;—2yy +u | (3—4A5) +2yo (—*—3)
< 0 dy W) (( 0) dy |, \ A
DFy(a.n)(W0,0,0)y = ¢
2 dA* (0+ )
- (o +
L (AO)2 d Yo .

y por ende (2.28) es equivalente a

dA*
d\lf Wo) q)

NAu—u+Wo(l —240)u+YoAg(1 —Ag)v =0 <1 — 240~ 2¥o

dA* 1
(-4 + 200 (—*—3>)¢
< dy Vo Ap
2 2 dA*
——Au+Av—v=——5— | u(0+u)o.
Ap (Ap)? dy Vo
Usar U y V como antes entrega el sistema
[ dA*| (1 dA*| ]
U WV lyo\ 4o Vo
2 dA* (0+ 1)
- p(0+u
L ( 0)2 d Yo i

40



2.3. SOLUCIONES NO CONSTANTES EN EL CASO ESTACIONARIO CAPITULO 2

que tendré solucion si y sélo si se satisface la condicién

*

2(1—Ap) dA*
Ap dy

Yo

Yo dy

o)

dA dA*
/J=03<1—2A6—2\|lo >+,u<(3—4A(’§)+2\|fod—
Yo

puesto que M — uD no es invertible. Luego de algunos célculos, la expresion se reduce a

dA* dA*
u| (445 —3)+4y —o| 1-245—2yp =0
dy Yo dy Yo
dp|_
dy Yo

lo cual representa una contradiccion. En consecuencia,

2u

Lema 2.4. Seay = ((,u—I— o), E)d) generador de ker(DF, y) (W0,0,0)). Entonces se cumple la
0

condicion de transversalidad

DFy(a n)(W0,0,0)y & R(DF4 v)(¥0,0,0)).

Estudio de DF{4 x)(W,A,N)

De (2.17), DF(4 n)(¥,A,N) se puede descomponer como

n 0

A
DEawwA Nl = | | Q) ewamiol 229
_2A+A* 1

Al (W:A7N)

donde A (y,A,N) se denomina la parte principal del operador, y g(y,A, N) representa los términos
con derivadas de orden menor en (u,v), es decir

—uA+ YN +1)(1 =24 —24%)u+yA* (1 — A*)v+YA(1 — A — 2A%)y

g(W,A,N)[u,v] = 1 1 AA
v (MY vaiov (wva ML Y v (Y — v
A+A* (A+A*)? A+A*

En virtud del Teorema 3.3 y el remark 2.5 (caso 3) de [10],sicestalque 6 =00
argo € [—n/2,m/2], basta que A; (y,A, N) satisfaga la condicién

V(y,A,N) €V det(A;(y,A,N)+o0I)#0 (2.30)
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para que DF4 y)(¥,A,N) sea un operador Fredholm de indice O en V.

En efecto, la condicion (2.30) se cumple pues
det(A(y,A,N)+ol)=(n+0)(1+0)

es no nulo para cualquier 6 € {C: c =0Aargo6 € [-n/2,n/2]} y (y,A,N) € V. Por lo tanto, se
tiene el siguiente lema.

Lema 2.5. DF, y)(y,A,N) es un operador Fredholm de indice O para todo (y,A,N) € V.

En este punto estamos en condiciones de probar el Teorema 2.4.

Demostracion del Teorema 2.4. Para F definida por (2.15), el problema (2.14) se puede reescribir
en la forma
F(y,A,N)=0 enQ.

Se tiene también que F' es Frechét-diferenciable, y sus derivadas DF(, ) (y,A,N), DFy(y,A,N) y
DFy(an)(W,A,N) existen y son continuas respecto a y, Ay Nen V.

Para u valor propio del problema (LN) y 1, ®,A pardmetros que cumplen las condiciones
(C1)y (C2), existe (Wo,0,0) tal que ker(DF4 x)(W0,0,0)) es no trivial. Si suponemos ademds que
)
nw . o
es unidimensional, que R(DFiy n)(Wo,0,0)) es cerrado y tiene codimension 1. Ademds, el lema 2.4
indica que el operador DF4 y) (Wo,0,0) satisface la condicion de transversalidad (2.27).

(1 —wyo(1—245)) > 0no es valor propio de (LN), de los lemas 2.2 y 2.3 se tiene que este kernel

Por lo tanto, F satisface las condiciones del Teorema 2.2, y en consecuencia existen una rama
de bifurcacion para el sistema (2.14), cuyo origen es (Y,0,0), y se puede parametrizar en una
vecindad del punto de bifurcaciéon mediante

(W, ALN) = (w<s>, (@ -+ )0+ 5E1 (s), fT%’¢+s&z<s>) Vs € lo = (~8,)

donde ¢ es la funcién propia normalizada asociada a u, y V,&1,&, : [y — R son funciones de
derivada continua que satisfacen y(0) = o, &;(0) =0y &(0) = 0. Esta rama es global pues por
el lema 2.5, DF4 y) (y,A,N) es un operador de Fredholm de indice O en V.

Al trasladar el sistema (2.14) en (Aj, N*), se concluye el teorema 2.4. ]
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2.3.2. [Estabilidad de ramas de bifurcacion

La nocién de estabilidad a la cual nos referiremos en esta subseccion corresponde a que los
patrones espacialmente heterogéneos provistos por la rama de bifurcacion (2.13) sean equilibrios
del problema (2.4).

Para estudiar la estabilidad de una rama de bifurcacion, usaremos los clasicos resultados de
estabilidad de Crandall y Rabinowitz [2] en conjunto con un andlisis del espectro del operador
DF4 n) (W0,0,0). A partir de esto, probaremos que en cierta vecindad de 0, la rama es estable para
valores de s a un lado de 0.

El siguiente teorema indica bajo que condiciones ocurre esto.

Teorema 2.5. Sea u valor propio de (LN) que cumple las condiciones del Teorema 2.4, y ¢ su
*

Ap®
1 —2A3

®
ningiin otro valor propio de (LN) se encuentra entre uy — (1 —o(1 —2A;)), entonces la rama de
u

funcion propia asociada. Bajo las condiciones / ¢3 dx#0, u— =% 0, y suponiendo que
Q

bifurcacion (2.13) es estable en el intervalo comprendido entre 0y §, siendo § positivo o negativo y
suficientemente pequeiio.

Para probarlo, el proximo lema cumple un rol esencial.

*

An®
Lema 2.6. Suponiendo que / OPCdx£0yu— I 02A — # 0, se tiene entonces que ' (0) # 0.
Q — <40

Demostracion. Al derivar dos veces respecto a s la primera ecuacion de (2.14), efectuar algunos
calculos y evaluar en s = 0, se obtiene

NAA"(0) + (wo(1 —245) — 1)A”(0) +woA§(1 — AHN"(0) = s (2.31)

con

*

(1- ZAE'S)]

dA
st = —2y'(0)N'(0) [Aé(l —Ap) +Wo
Yo

dy

A(0) (A’(O) 4 2‘5‘*

+2yo

W’(0)> ] —2(¥'(0) +woN'(0))A"(0)(1 — 24).

Yo
En forma andloga, de la segunda ecuacién de (2.14) resulta

2
L 0A"(0) = 5. (2.32)

AN"(0) —oN"(0) —
dA*

donde s, = A—V-

W’(0)> VA'(0)

Yo
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Al multiplicar (2.31) y (2.32) por ¢ e integrar sobre 2, se llega a la expresion

—(ut 1)+ wo(1=245) WoAG(1=A5)] 7 1 47(0)o dx Jasi9dx\ _
% ~(u+ o) (sz"(0)¢dX)+<fst¢dx>_O'

La matriz presente corresponde a M — uD, luego por (2.20) sigue que (,u-l— 0, YoAj (1 —AE‘;)) es
vector propio por la izquierda de esta matriz, asociado al valor propio 0. Al premultiplicar la dltima
expresion por este vector resulta

(0. woni1—47) (J22194) —o

que explicitamente corresponde a

*

. . dA
Ap(1—Ap) +wo

v (1 —2Ap)

Yo

o dAY
(1-245) — 27

(u+ o)

+(u+ o)

Yo
+(u+0)wo /Q [(1—2A45)N'(0)A’(0) —A'(0)*]¢dx

_2\p0(1 —A}) / v.
Aé Q

dA*
dy

(AE'SN'(O) —A'(0)

Yo

2
De (2.13), se tiene A’(0) = (u+ ®)0, N'(0) = A—ffq). Reemplazando esto, y usando el hecho que
0

/ ¢2dx =1,sellegaa
Q

*

dA
An(l — A}
( ol 0) +Wo vy

V' (0)

2u dA*
(1 _2A;;)> =4 ((1 —2A%) -2
Yo A dy

Wo) (u+ )
Yo
o [(1 242 (o) (u+0))2] [oar e

Ap
dA*
w’(O)/QA(b-q)dx) 0.
Yo

dy

_2wo(1-4p)
Ao

(u— o) ( IREGOIZS

La identidad

2 _1 ) 2 __1 2 _HM 3
/quq)y dx—z/QV(b V(0%)dx — 2/Q¢ Aq)dx—z/gq) dx
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y el problema (LLN) permiten simplificar el trabajo con las integrales, pues surgen las igualdades

/Qv-(q)vq))q)dx:/Q¢2A¢dx+/g¢\v¢yzdx:—g/Qqux
[ 20 0dx =

que al reemplazarlas en (2.33), y luego de algunos célculos resulta

A A*
d > —o (1 Az — 2y )]\p’(O)
v Yo d\|l Yo

—|:‘u <4A8—3-|—4\|!0 7
1-24
= [\lfo ((H+C°)2— i 02u(u+60)) (0 1)vo-

]/q)dx

, que es no nulo. Imponiendo que
Yo

d
El término que acompafia a ' (0) corresponde a _or

/ ¢3 dx # 0y desarrollando la expresion que lo acompaia
Q

*

{\lfo ((u+®)2— 1 AEA 2u(u+03)) +(03—u)\|101;;8u}

— oG+ 0 + 2 (=50 - 21-2i)(u+ )]

Xf (12645 —3) + (545 — o+ 0?47 )
_ 3yo(245—1) <,u+9> (,U— Ajo )
A 3 124}
se tiene ! i i is — 0%
que y'(0) serd no nulo si ademas u YT # 0. H
<40

La condicién dim (ker DF{4 x)(W0,0,0)) = 1 parece algo técnico al momento de probar la
existencia de una rama de bifurcacién, pero es sumamente relevante en lo que respecta a estudiar
su estabilidad. Esto debido a que Crandall y Rabinowitz probaron en [2] que si O es un valor
propio simple de DF4 y) (V0,0,0), entonces existe en una vecindad de s = 0 un valor propio de
DF 4 n)(W(s),A(s),N(s)), denotado por 6(s). Mds atin, es posible extraer informacién sobre su
comportamiento, siendo esto clave a la hora de establecer donde la rama de bifurcacién es estable.
Teniendo esto en mente, se procede a demostrar el Teorema 2.5.

Demostracion del Teorema 2.5. Bajo las hipétesis del Teorema 2.4 se tiene que O es un valor
propio simple de DF4 y)(¥o,0, 0). En virtud del Corolario 1.13 de [2, pp.165], existen vecindades
A, X de yy y O respectivamente, y funciones de derivada continua y: A — R, 6 : X — R,
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u:AN—Y yw: X —Y tales que satisfacen

DFa n)(9,0,0)u(y) =y(y)u(y) YyeA
DFy ) (W(s),A(s),N(s))w(s) = o(s)w(s) VseX
y ademds se cumple Y(yo) = c(0) =0, u(yp) = w(0) =¥. Es decir, 6(s) es un valor propio que

se manifiesta sobre la rama de bifurcacién. Bajo las mismas hipétesis es posible deducir cual es su
signo cerca de 0, pues el Teorema 1.16 de [2, pp.165] establece que las funciones Y(y) y 6(s) se

relacionan mediante ,
m SV ()Y (wo)

5s—0,6(s)#0 G(S)

=1

con Y (o) # 0.

Un corolario de esto es que las funciones 6(s) y —sW'(s)Y (W) poseen los mismos ceros, y el
mismo signo cuando G(s) # 0. Bajo los supuestos del lema 2.6 se tiene Y/ (0) # 0 y puesto que ¢
es una funcién de derivada continua, existe una vecindad de O que se caracteriza por

U={s € (=susu) ST sgn(y'(s)) = sgn(y'(0))}.
Por lo tanto —s\y’(s)Y (Wo) cambia de signo en 0, y en consecuencia (s) también.

Es en este punto donde se pueden vislumbrar condiciones respecto a la estabilidad de parte de
la rama de bifurcacién. Si 6(0) domina a todos los valores propios de DFy y)(Wo,0,0), entonces
por continuidad existe una vecindad de 0, que denotamos por ¥, en la cual o(s) domina a los
valores propios de DFy y)(W(s),A(s),N(s)). Luego, si 6(s) es negativo en un intervalo de UN ¥V
(sea (—5,0) 0 (0,5)), entonces la rama es estable en esa regién. Queda probar que esto efectivamente
pasa, viendo como se comportan los valores propios de DF{, y) (y0,0,0), dados por el problema

Go- (z) = DF4 x)(¥0,0,0)[u,v].

Al descomponer u, v en términos de las funciones propias de (LN), resulta
~+oo ~+oo
Ue) o _ Uk
Gokzl (Vk) O = kZ](M kD) <Vk> O

luego, si 6 es un valor propio del operador, al menos la i-esima constante de tal descomposicion
es no nula. Por ortogonalidad, se tiene

Go (l‘ij) = (M —u;D) (%)

y en consecuencia, G es un valor propio de la matriz M — y;D. De igual manera, cada valor propio
de (LN) genera a lo mas dos valores propios del operador.
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Sea G valor propio cualquiera asociado a u. Usando U y V como en la subseccion anterior, se
obtiene el sistema lineal

e —(u+ o) 1% 1%
AO
y entonces la ecuacion
0%+ ((mia+ 1) = o (1= 245) + (@+1) )09 +C(1) = 0 (234

permite determinar los dos valores propios del operador DF4 y) (y0,0,0) asociados a u, donde

Clu) =i + (1 o (3 —4AY) +nw>y+m(1 ~yo(1—24%)).

Si u; es tal que cumple las condiciones del Teorema 2.4, entonces necesariamente C(u;) = 0, pues
6(0) = 0 es un valor propio de DF4 y)(Wo,0,0). Pensando en C(u) como un polinomio y u; como
una raiz de él, su factorizacion es

() Zn(u—uj)(u+%(1—‘lfo(3—4AE§))+(03+uj))-
1 ®
y por (2.21), ﬁ(l —yo(3 —4A5)) + (0 +pu;) = _T(

reescribe en la forma

1 —yo(1 —24;)). Finalmente (2.34) se
Hj

63+ ( (1)~ Wo(1 —~245) + (0-+1) )00+ 11— ) (1 — ~-(1 i1~ 24))) = 0.
N

Debido a que el término que acompaia a G es positivo, se concluye que si ¢ es un valor propio

. . . . ®
cualquiera de (LN) tal que no estd en el intervalo comprendido entre u; y Tl_(l —Yo(l —24Ap)),
Mj
entonces los valores propios G asociados a él son estrictamente negativos. Por lo tanto, 6(0) =0

es el valor propio més grande del operador DF 4 y) (¥0,0,0), ademds del dnico positivo. [

2.3.3. Discusion

Entender como se comportan las soluciones de (2.4) sigue siendo un problema abierto. No
obstante, cuando las hipétesis de los teoremas 2.4 y 2.5 se cumplen, podemos afirmar que para
valores de y suficientemente cercanos a Y se manifiestan patrones en el caso no estacionario, y
mads aun, es posible caracterizarlos.
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Ya sea en el estudio del caso estacionario o de inestabilidades de Turing, la ecuacion
N+ u+py(4A* = 3) + oMu+ 1 —y(1—24%)) =0

resulta relevante. En nuestros resultados da origen al polinomio p(y), cuyas raices son los
candidatos a puntos de bifurcacidn; pero vista como una ecuacién cuadrética en u, los valores
propios de (LN) comprendidos entre sus raices y_ y uy son los que generan inestabilidades de
Turing en el problema (2.4). Esto ultimo pues dado u € (u_,u4 ), la ecuacién

A+ (@+u(14n) 4+ 1 —y429A" A+ h(u) =0

permite determinar A tal que vuelve inestable a la solucién (2.8) propuesta para la linealizacién
de (2.4) en presencia de difusion. Sin embargo, esta ultima expresion también surge al estudiar la
estabilidad de la rama de bifurcacién, s6lo que toma la forma

03+ ((nu+1) = yo(1 =245) + (0+4) )50 +C() = 0

y de ella se obtienen los dos valores propios 6o del operador DF{ ) (W0,0,0) asociados a .

Una pregunta importante en este trabajo es si la ecuacion posee al menos una raiz positiva.
Para el caso Q = [0, 7] se tiene que esto efectivamente ocurre pues la figura 2.2 da cuenta de esta
situacion. Considerando N y o fijos, las curvas de nivel son con respecto a cada u valor propio
simple de (LN). Fijando A, los valores de y sobre cada curva corresponden a raices de p(V), que
llamamos Y. Notamos también que el nimero de curvas de nivel se incrementa a medida que 1 es
mas pequefio.

No obstante, que las condiciones (C1) y (C2) se cumplan es insuficiente para la existencia de

. . . ., @ .
una rama de bifurcacion, pues se requiere también que — (1 — (1 —2A()) no sea un valor propio

de (LN). Las figuras 2.3 y 2.4 muestran en azul algunas curvas de nivel proyectadas sobre el plano
v — A, y las curvas en rojo sefialan cuando no se cumple (C3).

Cuando se satisfacen las tres condiciones, en virtud del Teorema 2.4 existen soluciones no
constantes de (2.12) en una vecindad de (\po,Ag,N*), dadas por la rama de bifurcacion (2.13).
Se infiere que para valores muy cercanos al punto de bifurcacion, el patron estd dominado por
la funcién propia ¢ asociada al valor propio simple y positivo u del problema (LN) que satisface
las condiciones del teorema. Sin embargo, esto no es claro a medida que se avanza en la rama de
bifurcacion, pues los términos &;(s) y &(s) inducen una deformacién de esta funcién, y la dnica
informacién sobre ellos es que (§;,&2) € W, con W complemento cerrado de ker(DFyy v (Wo,0,0))
enY.

Como se afirmé anteriormente, la estabilidad de una rama de bifurcacién es crucial para
relacionarla con la formacién de patrones espacialmente heterégeneos en el caso no estacionario.
Un detalle importante es que los valores y funciones propias de (LN) dependen de €2, luego no es
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claro que la condicién / (1)3 dx # 0 se satisfaga siempre. Por ejemplo, al considerar Q = [0,L]? y

usar variables separables en (LN) se obtienen los valores y funciones propias

T2

_ 2, 12
Hjk = ﬁ(l +k7)
2 j k
Ojk(x,y) = ZCOS <%x) cos (%Ey)

y en este caso / (I)if dx =0, por lo que el resultado de estabilidad no es aplicable, excepto si el
Q )

(J,keN, j=k)

primer valor propio (cuya funcién propia es estrictamente positiva en € [4]) tiene asociada una
rama de bifurcacién. Esto también sucede en el caso Q = B(0,R), R > 0, pues mediante el mismo
proceder resulta
Bjky2

R )

0ix(r,0)=1J; (%r) cos(j0)

con J; funcién de Bessel de primera especie y {B;  }x>1 es la familia de raices (ordenadas) de J;.

Mik=(
(j,ke N, k> j)

2000 4
1500 4
= 1000 {~

500

(==}

02
A 04 3 Y 0

(a) Solucidn positiva de (2.6) (b) Regién donde se cumple la condicion (2.5)

Figura 2.1: Valores de A, y y u donde se cumple el Teorema 2.1, paran = 0.001, ® = 1.
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2000

1500

200

150

= 1000 = 100
P i ——
0
0.1 1
2
i 02 ; "
(a)n =0.001, ® =1 b)n=0.01,0=1
2000 200 .
R
1500 150
= 1000 = 100
500 50
0 04 »
0 0
0.1 1 0.1 1
2 2
i 3 W i % 3 W
(©)m=0.001, =10 (dn=001,0=10
2000 100+
=D
1500 g0
60
= 1000 =1
~ 404
500 — E\ 2 =
0 0
0 0
01 2 ! 0.005 2 !
A 02 3 U] A 001 3 U]

(&) =0.001, ® = 100

#n=0.01, =100

CAPITULO 2

Figura 2.2: Valores admisibles de W, A y u para las hipétesis (C1) y (C2) del Teorema 2.4 en [0, ],
con respecto a distintos valores de n y .
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0 3
0 3
(c) u= 1242
0 0.5 1 1.5 2 25 3
v
(e) =882

respectoan =0.001 y = 1.

0.3

0.25

0.2

T 0.15

0.1

0.05

0.3

0.25

0.2

< 0.15

0.1

0.05

[9)

0.3

0.25

0.2

<% 0.15

0.1

0.05

dyu="72

0

0.5

1 15 2

P
d)u=512

25

(f) u = 1458

CAPITULO 2




2.3. SOLUCIONES NO CONSTANTES EN EL CASO ESTACIONARIO

CAPITULO 2
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Figura 2.4: Valores admisibles de \y,A y u para la hipétesis (C3) del Teorema 2.4 en [0,7], con
respecto an =0.01 y ® = 10.
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2.4. Algunas simulaciones numéricas

La presencia de simulaciones en este trabajo busca mostrar como se originan las ramas de
bifurcacion provistas por el Teorema 2.4 en el caso 2-dimensional. Dado u valor propio simple
de (LN) que cumple las condiciones de dicho teorema, mediante el uso del método de elementos
finitos y un algoritmo de punto fijo alternante se desarrollé un programa capaz de resolver el caso
estacionario (2.12) partiendo de un punto préximo a la rama de bifurcacién (2.13), siempre que s
sea proximo a 0. La razén porque abordamos sélo esta situacion es debido a lo complejo que resulta
estudiar el problema numérico en su totalidad.

Sabemos que Yy depende continuamente de s para valores suficientemente cercanos a y, pero
esta relacion no es explicita. Debido a que el programa requiere conocerla, se propone usar un
desarrollo de Taylor en torno a s = 0 y despreciar los términos de orden superior para obtener

¥(s) = yo + sy (0)

Tal estimacion es valida bajo las condiciones del lema 2.6, que no se cumple en dominios
simétricos como rectdngulos o circunferencias. Por ello, se opt6 por realizar las simulaciones en
una perturbacién de Q = [0, 7], que denotaremos por ', cuya forma es

T

y consideramos los pardmetros
N =0.001,0=284,4A=0.1,

que coinciden con los escogidos por Pitcher en [8].

Mediante el uso del software FreeFem++ se escogieron dos valores propios simples de (LN) en
Q’, tales que satisfacen las condiciones del Teorema 2.4 y del lema 2.6. Por ejemplo, u = 32.0506,
u=392.332 y sus respectivas funciones propias. Se opt6 por estos valores pues en el caso de Q, 32
y 392 son valores propios simples que cumplen el Teorema 2.4.
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Para ambos valores propios, se tiene que W(s) vale

s | wis) | | s | w(s) |
—5-1077 ] 0.863805 —1.15-1073 | 1.09479
—4-1073 | 0.864346 —1073 1.10894
—2-1073 | 0.865428 —5-107% | 1.12308

0 0.86651 —107% 1.13439

1073 0.866515 0 1.13722

104 0.866564 104 1.14005

1073 0.867051 5-1074 1.15136
1.25-1073 | 0.867186 103 1.16550
1.28-1073 | 0.867282 1.15-1073 | 1.17966
1.29-1073 | 0.869215

(a) u=32.0506 (b) u=392.332

Tabla 2.1: Valores de y(s) cercanos a Y

Respecto a las simulaciones en la variable atractividad (cuyo comportamiento es andlogo para
la densidad de criminales), se observa que para valores cercanos a 0, la forma del patrén es similar
a la funcidn propia ¢ asociada a u. A medida que s se distancia, los valores maximos y minimos
de la funcién sufren un leve incremento, pero también surgen nuevas protuberancias en torno a las
regiones donde ¢ alcanza su maximo. Sin embargo, a partir de cierto valor esta situacién cambia
abruptamente, formdndose un nuevo patrén cuya forma difiere de ¢. La figura 2.5 muestra esta
situacion para u = 32.0506 y s positivo, que ocurre de igual modo cuando s es negativo.

No obstante, luego de formarse el nuevo patréon y a medida que s se sigue alejando de 0, su
forma depende del signo de s, pues en el caso positivo se mantiene invariante, mientras que en
el caso negativo los peaks se redistribuyen, tal como se aprecia en la figura 2.6. En cambio, para
u=392.332, 1a figura 2.7 indica un reordenamiento de los peaks que varia segtn el signo de s.

Finalmente, las simulaciones muestran que seria interesante saber determinar el valor de s
donde el patrén cambia, y también establecer su forma a medida que se sigue la parametrizacion.

54



2.4. ALGUNAS SIMULACIONES NUMERICAS

CAPITULO 2

(aQ)s=1-107°

(d)s=1.25-103

(e)s=1.28-10"3

(c)s=103
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Figura 2.5: Surgimiento de la rama de bifurcacion asociada a Wy = 0.86651

?

©00 45090 Vo o0 e q®q ©00°60 ¢
e@e © 0o e ©e0 o o ©©©@ @.
©p0%0 g0 b©©©©©©©G ° ©©©©©<
©® 00 06( ©00 00, ©00 00,
000 50% 0 1900%°00 0 CNONS @@@
e@®@® @@ @ )b © e @9 @ ¢ ® 0 @9 o ¢
©p0®000! 000 ,%0, ©©@©©©©
P P 4 P P f.\f-\f
(@)s=-2-10"3 (b)s=—4-1073 (c)s=-5-10"3

Figura 2.6: Formacion de patrones asociada a Yo = 0.86651, para valores de s negativos

Las subfiguras de 2.6 y (2.5f) tienen valores minimos (amarillo) y maximos (violeta) cercanos a 0.15y 0.7
respectivamente. El resto de ellas toman valores en [0.265,0.275], bajo la misma escala de colores.
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Figura 2.7: Formacion de patrones asociada a Yo = 1.13722

La atractividad toma valores minimos (amarillo) y maximos (violeta) cercanos a 0.2 y 0.7 respectivamente.
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Conclusion

En el presente trabajo se determind que el caso estacionario de las ecuaciones de Pitcher
exhibe formacién de patrones. Bajo ciertas condiciones, el Teorema 2.4 establece que tal sistema
posee soluciones no constantes, que se manifiestan como parte de una rama de bifurcacién que
surge desde el equilibrio, de la cual se conoce una parametrizacién en una vecindad del punto
de bifurcacién y cuyo cardcter es global. Se infiere que muy cerca del punto de bifurcacién es la
funcidén propia asociada a tal teorema quién dicta la forma de tales patrones, pero a medida que se
recorre la parametrizacion esto deja de ser claro. En efecto, las simulaciones realizadas sugieren
un cambio abrupto en los patrones formados a partir de cierto punto. Del Teorema 2.5 se advierte
que la geometria de la region es relevante al momento de estudiar cuando parte de la rama de
bifurcacion es estable.

Este problema presenta posibles extensiones. La primera es ver como cambian estos resultados
en la medida que se incorpora la dindmica policial al sistema, por ejemplo mediante la estrategia
cops in the dots. Otro problema abierto es ver que ocurre con las ecuaciones de Pitcher al agregar
nuevos supuestos, tales como los propuestos por Jones et. sobre remover criminales que no han
cometido delito alguno, en vez de considerar una tasa de deserciéon general. Una tercera seria
estudiar la resolucion numérica del sistema (2.12), problema que debido a su dificultad no hubo
tiempo para considerarlo en este trabajo.
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