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Resumen

En este trabajo se define un concepto de equilibrio en juegos, bajo cierto tipo de racio-
nalidad limitada (se hablara de k-racionalidad), definida por las creencias que los jugadores
tienen respecto de la racionalidad de los demas. La evidencia experimental estudiada por los
modelos de nivel k (Stahl & Wilson, 1994; Nagel, 1995) y de jerarquias cognitivas (Camerer,
Ho, Chong, 2004) indica que, en general, los jugadores no asumen conocimiento comun de
la racionalidad, sino que eligen sus estrategias éptimas de acuerdo a la prediccién que hacen
del comportamiento de los demas.

Este trabajo parte de estos supuestos, a través de un modelo de k-racionalidad que reem-
plaza el conocimiento comun de la racionalidad por una regla de decision que indica cémo
eligen sus estrategias los jugadores a partir de las predicciones que hacen. Se propone un
equilibrio k-autoconfirmante para juegos estaticos y dindmicos (tomando el concepto de Fu-
denberg & Levine (1993)) en este modelo, correspondiente a un perfil de estrategias y niveles
de racionalidad tales, que una vez realizado el juego, los jugadores no pueden rechazar sus
creencias dado que sus predicciones son correctas y que no hay incentivos a desviarse de este
perfil. A lo largo de este trabajo se considerara que las creencias son un tipo que viene dado
para los jugadores, sin capacidad de modificarlo; esto evita preocuparse por la formacion de
creencias y centra la discusion en las situaciones de equilibrio.

Un primer resultado para juegos estaticos es que un perfil de estrategias en equilibrio
k-autoconfirmante también corresponde a un equilibrio de Nash para el mismo juego sin
considerar creencias, esto permitiria usar el modelo para seleccionar equilibrios. Ademas, se
muestra que uno de los ejemplos paradigmaticos en la literatura experimental - el juego del
Beauty Contest - no tiene equilibrio k-autoconfirmante, lo que podria explicar el sesgo por
estudiar situaciones fuera de equilibrio.

La verdadera riqueza del modelo, sin embargo, estd en juegos dinamicos; al aplicar esta
definicion de equilibrio a juegos de negociacion secuencial, el modelo entrega un contexto
explicativo a situaciones en las que existe delay. Mas importante, si la negociacién secuencial
es suficientemente larga, se prueba la existencia de multiples equilibrios k-autoconfirmantes
que tienen como resultado una negociacién que se acaba en el primer periodo (es decir, sin
delay) y que no corresponden al equilibrio perfecto en subjuegos. Esto entregaria nuevas
perspectivas a la discusion respecto de la pertinencia de incorporar a la teoria supuestos
traidos de la economia del comportamiento.
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Introduccion

Ezplanations of human behavior are always groun-
ded in the belief of the person we are trying to
understand -Roger Schanck]]

Once you become predictable, no one’s interested
anymore. -Chet Atkins

Motivacion

Uno de los supuestos mas importante en la teoria microeconémica es el de racionalidad de
los agentes. Sin embargo, lejos de ser una descripcion del mundo, lo que esta simplificacion
busca es formalizar modelos matematicos que permitan entender ciertos fenémenos econémi-
cos. Los problemas de interaccion estratégica, por ejemplo, se estudian en teoria de juegos
utilizando diversos conceptos de equilibrio, tales como el equilibrio de Nash (y posteriores
refinamientos), concepto que estos conceptos se basan en la racionalidad de los agentes y
en el conocimiento comin de esta racionalidad (vale decir, cada jugador sabe que los demas
jugadores son racionales, ademas sabe que ellos saben que él es racional, ademés sabe que
ellos saben que el sabe que ellos son racionales, y asi ad infinitum).

En muchos casos, los equilibrios que resultan como solucién a un problema entregan in-
sights interesantes y aproximaciones al comportamiento observado, aunque en tantos otros,
en determinados experimientos de laboratorio, por ejemplo, el comportamiento de los indi-
viduos se aleja de lo que predice la teorfa. Ante esto, o ante la necesidad de una teoria de
juegos predictiva, Fudenberg (2010) ha senalado que una agenda de investigacién en esta
direccion deberia combinar la comprension que se tiene de la economia del comportamiento
y la psicologia con herramientas formales de modelamiento de la economia y la computacion.

En particular, los distintos conceptos de equilibrio en teoria de juegos parecen exigir dema-
siado de las habilidades humanas. En este sentido, algunos modelos de racionalidad limitada
ofrecen una explicacién alternativa al comportamiento «fuera de equilibrio» de los agentes.
Por ejemplo, los modelos de nivel k (Nagel (1995), Stahl & Wilson (1995)), Costa-Gomes,
Crawford & Broseta (2001)) o jerarquias cognitivas (Camerer, Ho & Chong (2004)) tienen

'Dynamic Memory Revisited. Cambridge University Press, 1999. Print.



por objetivo determinar como se desvian los jugadores del equilibrio de Nash al suponer que
éstos no poseen conocimiento comun de racionalidad, aplicando, en cambio, una regla de
eliminaciéon de un numero finito de estrategias estrictamente dominadas, bajo el supuesto
de que los jugadores creen que los demas eliminan un ntimero menor de estrategias estric-
tamente dominadas. Como se observa, no se trata de un concepto de equilibrio, sino de una
caracterizacion que busca explicar por qué los jugadores se alejan de éste.

Tanto al considerar supuestos de racionalidad como de racionalidad limitada, existe cierto
acuerdo respecto del significado de equilibrio como el resultado de una historia de aprendizaje.
. Ocurre lo mismo en los modelos de k-level? Es decir, ;es cierto que, luego de alguna historia
de aprendizaje, los jugadores eligen estrategias como las prescribe el equilibrio de Nash,
también en este contexto? Ho & Su (2013) sugieren una respuesta afirmativa para juegos
secuenciales con un nivel de racionalidad k dindmico, que se modifica a través del aprendizaje.
En particular, el modelo siempre converge a la soluciéon de induccion reversa y con él explican
las violaciones sistematicas a la induccion reversa en juegos de negociacién secuencial.

Aunque sin alejarse del marco tedrico de jugadores racionales, en Fudenberg & Levine
(1993), se busca capturar las implicancias del aprendizaje cuando los jugadores no experi-
mentan demasiado en juegos consecutivos, es decir, investigar qué tipo de equilibrios resultan
cuando las creencias de los jugadores se ven confirmadas a través de la repitacion. Esta aproxi-
macién seria reveladora en el caso de los modelos de nivel k, pues suponiendo que la capacidad
para jugar estratégicamente depende de una cierta capacidad cognitiva limitada, es coherente
que los jugadores no modifiquen sus creencias una vez que estas no se contradicen mientras
juegan 6ptimamente de acuerdo a ellas.

Este trabajo parte de los supuestos encontrados experimentalmente, reemplazando el co-
nocimiento comun de la racionalidad por la k-racionalidad, una regla de decision racional
que define el comportamiento de los jugadores. Esta regla asigna a los jugadores un conjunto
de estrategias 6ptimas, dada la predicciéon que hacen del comportamiento de los demés. Una
vez realizado el juego, si las predicciones son correctas y los jugadores no pueden rechazar
sus creencias, se podria sugerir que los jugadores se encuentran en un equilibrio tal que no
tienen incentivos a modificar su estrategia ni a rechazar las creencias que indujeron aquel
comportamiento. Tomando la idea de Fudeberg & Levine para el modelo de k-racionalidad,
se propone un equilibrio k-autoconfirmante. A lo largo de este trabajo se considera que las
creencias son exogenas; esto, pues el objetivo es observar lo que ocurre en este equilibrio y
sus diferencias con los conceptos tradicionales de equilibrio, sin preocuparse de la formacion
de estas creencias.

En el capitulo 1 se define el modelo de k-racionalidad para juegos estaticos, usando al-
gunos ejemplos ilustrativos. Un primer resultado evidente es que un perfil de estrategias en
equilibrio k-autoconfirmante también corresponde a un equilibrio de Nash para el mismo
juego sin creencias, lo que permitiria seleccionar equilibrios, en caso de que existan. Ademas,
se observa que el ejemplo paradigmatico de la literatura experimental, el juego del Beauty
Contest, no tiene equilibrio k-autoconfirmante, lo que podria sugerir, errbneamente, que el
contexto k-racional no tiene efectos significativos en el comportamiento de equilibrio. En el
capitulo 2 se define el modelo de k-racionalidad para juegos dindmicos, donde se encuentra
la verdadera riqueza de este modelo, pues bajo ciertas creencias, aun si son erréneas, el con-



junto de estrategias 6ptimas podria inducir caminos de equilibrio tales que los conjuntos de
informacion alcanzados no rechacen estas creencias. En el capitulo 3 se aborda el modelo
de negociacién secuencial en tiempo discreto (Stahl, (1967, 1972, 1988), Rubinstein, 1982),
como ejemplo aplicado de k-racionalidad en juegos dinamicos; la eleccion de este modelo no
es trivial, pues responde a la busqueda de modelos alternativos que expliquen los resulta-
dos experimentales en los que los individuos se comportan fuera del equilibrio perfecto en
subjuegos, tales como el delay en las negociaciones y divisiones distintas a las que predice
el equilibrio. Por tltimo, en este mismo capitulo se entregan los resultados més importantes
del modelo de k-racionalidad aplicado a negociaciéon secuencial: se demuestra la existencia de
multiples equilibrios k-autoconfirmantes distintos al equilibrio perfecto en subjuegos, entre
ellos, equilibrios que tienen como resultado que la negociacion se termina en la primera etapa
(incluyéndose entre estos al equilibrio perfecto en subjuegos). Esto resultados entregarian
nuevas perspectivas a la discusion respecto de la pertinencia de incorporar a la teoria supues-
tos traidos de la economia del comportamiento en la bisqueda de una teoria de juegos mas
predictiva.

Revision bibliografica

Racionalidad limitada

The natural way of looking at game situations (...) is not based on circular con-
cepts but rather on a step by step reasoning procedure (Selten, 1998)

El concepto de «racionalidad limitada» fue acunado y propuesto por Herbert A. Simon
(1957) como una manera de complementar los supuestos de racionalidad econémica, enten-
dida como la racionalidad efectivamente exhibida por los individuos en situaciones reales o
de laboratorio. De acuerdo a Selten (1998), habria al menos tres tipos diferentes de procesos
mentales interactuando en las bases del comportamiento econémico:

1. Motivacion (i.e. fuerzas relacionadas con los objetivos de los individuos)

2. Adaptacion (i.e. el aprendizaje de ciertas rutinas de comportamiento, sin razonamiento
ulterior)

3. Cognicién (i.e., razonamiento, independiente de si es conciente o no)

A partir de esta clasificacion, se debe mencionar que los supuestos utilizados en este
trabajo se relacionan con los procesos mentales de cognicion, por lo que se deja de lado una
revisién bibliografica que atienda a los otros dos. Lo que interesa es entender ciertos procesos
cognitivos en situaciones de interaccién estratégica.

El diseno de varios juegos permite observar experimentalmente cémo los individuos con-
vergen a los equilibrios predichos por la teoria, lo que sugiere dos cosas, que lo relevante en
estos casos seria el largo plazo y que no habria necesidad de entender los procesos mentales
del pensamiento estratégico de los jugadores. Sin embargo, se ha demostrado que bajo ciertos
disenios, la seleccion de equilibrios es sensible a la historia de aprendizaje de los jugadores, por



ejemplo, en el juego de coordinacién Continental Divide (Van Huyck, Battalio & Cook, 1997)
siete jugadores eligen simultaneamente un nimero entero entre 1 y 14, los pagos dependen
del nimero elegido y de la media resultante de la eleccion de todos los jugadores de acuerdo
a la siguiente matriz de la figura [I]

Continental divide game payoffs

Median Choice

your 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11 12 13 14

choice
1 A5 40: hi BE 5 50 46 -59 BB -105 -117 -127 -135 -142
2 48 53 5H8 62 65 66 61 -27 -52 -67 77 -86 -92 98
3 48 54 60 66 70 T4 72 1 -20 32 41 -48 -33 -58
4 43 51 58 65 71 77 80 26 8 2 -9 -14 -19 22
5 35 44 52 60 69 F7 83 46 32 25 19 15 12 10
6 23 33 42 52 2 72 B2 62 53 47 43 41 39 38
7 7 18 28 40 51 64 T8 T5 69 66 64 63 62 G2
8 13 -1 11 23 37 hH1 469 83 81 8 80 80 81 82
9 L A i | 3 18 35 57 88 8 91 92 94 95 98
10 65 b1 37 21 4 5 40 89 94 98 101 104 107 110
11 97 82 66 49 31 -9 20 85 904 100 105 110 114 119

12 133 -117 100 82 61 37 3 78 91 99 106112 118 123
13 -173 -156 -137 -118 -96 -69 -33 67 83 94 103 110 117 123
14 217 -198 -179 -158 -134 -105 -65 52 72 85 95 104 112 120

Figura 1: Matriz de pagos del continental divide

Es facil ver que existen solo dos equilibrios de Nash en estrategias puras, en uno de ellos,
todos los jugadores eligen n = 3, en el otro todos eligen n = 12. En el diseno experimental de
este juego, luego de realizados los pagos el juego se repite diez veces, los individuos eligen una
estrategia, luego se anuncia publicamente el resultado de la media, se realizan los pagos y
vuelven a escoger. Ademas, a los individuos se les separé en dos grupos, aquellos que eligieron
en la primera etapa un promedio mayor o igual a 8, y a aquellos que eligieron en la primera
etapa un promedio menor o igual a 7. Lo que se observo es que el primer grupo convergio al
equilibrio n; = 12 y el segundo al equilibrio n; = 3. Este ejemplo sencillo da cuenta de la
existencia de un proceso mediante el cual los jugadores eligen estratégicamente de acuerdo a
creencias dadas por lo observado.

Junto con el ejemplo anterior, la economia del comportamiento ha entregado evidencia
importante mostrando cémo el comportamiento de los individuos se aleja de los supuestos
racionalidad usados en la teoria econémica, justificando las teorias de racionalidad limitada.
Parte importante de esta literatura se ha dedicado a investigar qué rol juegan estas limitacio-
nes en situaciones de interaccion estratégica, la pregunta tiene sentido y la utilizacién estos
conceptos «es plausible porque el cerebro tiene limites (como la memoria de trabajo en el
razonamiento en juegos complejos)» (Camerer, Ho, Chong, 2004).

Un ejemplo paradigmético, largamente utilizado en la investigacion de racionalidad limi-

4



tada en contextos de interaccién estratégica, corresponde al juego del concurso de belleza
(Beauty Contest). El juego esta inspirado en una cita de Keynes (1936) en la que describe
cudl seria el proceso mental de cierto niimero de jugadores que deben elegir, simultdneamente,
las seis caras mas lindas de un grupo de cien fotografias, si quieren ganar un premio entrega-
do a aquel que se acerque al promedio de las preferencias de todos los competidores. En ese
caso, cada jugador deberia elegir no las caras que él encontrara mas lindas, sino aquellas que
probablemente los demas encontrarian mas lindas, quienes también podrian estar pensando
de la misma manera. El concepto clave en este caso es la anticipacion de las estrategias de los
demas. La adaptacion de este ejemplo considera que un numero finito de jugadores n debe
elegir de manera simultdnea un nimero en el intervalo [0, 100], ganando una utilidad mayor
que cero aquel que escoja el nimero mas cercano al promedio multiplicado por un parametro

Pp-

La estructura del juego del concurso de belleza (Beauty Contest) repetido permite inves-
tigar si, y coémo, los procesos mentales de los jugadores incorporan el comportamiento de
los demés a través de un razonamiento conciente (Nagel, 1995). En Nagel (1995), el juego
se repite cuatro veces. En el primer periodo, los jugadores no tienen informacién del com-
portamiento de los demas, sino que deben formarse creencias al respecto. En los periodos
siguientes, los jugadores obtienen informacién acerca del verdadero comportamiento de los
demas y de su éxito en los periodos anteriores. Los resultados muestran que en el primer perio-
do, el comportamiento se desvia fuertemente del equilibrio de Nash, mas atun la distribucién
de los niimeros elegidos en el intervalo [0, 100] depende significativamente del parametro p.
En particular, en las iteraciones 1 y 2, la mayoria de las observaciones son cercanas a 50p y
50p?%, independiente del pardmetro p, es decir los comportamiento correspondientes a niveles
de racionalidad 1 y 2.

Los resultados de Stahl & Wilson (1995), Bosch-Domenech et al. (2002), Camerer et al.
(2004), Costa-Gomes & Crawford (2006) para el juego del concurso de belleza confirman la
idea de los jugadores se comportan eligiendo mejores respuestas de manera iterada, usando
la estrategia n = 50 como punto de partida para su razonamiento, en el proceso los jugadores
no habrian eliminado estrategias dominadas, sino que habrian jugado, efectivamente, mejores
respuestas relativas a sus predicciones.

Coricelli y Nagel (2009) muestran ademés, usando imagenes de resonancia magnética fun-
cional (fMRI) en participantes del juego del concurso de belleza, que la tendencia a usar
estrategias racionalmente limitadas tiene una correlacion con la actividad neuronal en sus-
tratos neuronales especializados, como el cortex prefrontal medio. La hipdtesis que buscan
comprobar es que tal pensamiento estratégico dependeria de un mecanismo de la Teoria de
la Mentd?| de cada persona.

2Por Teoria de la Mente se conoce la habilidad cognitiva de las personas de atribuir a otros ciertos
estados mentales, tales como creencias o intenciones. Se le denomina «teoria» porque tales estados no serian
directamente observables, sirviendo sin embargo para hacer predicciones respecto del comportamiento de los
demas



Equilibrios autoconfirmantes

La idea de equilibrios autoconfirmantes es original de Fudenberg & Levine (1993) (Self-
confirming equilibrium). En su trabajo, los autores se preocupan por los equilibrios existentes
en juegos dinamicos como producto de algin proceso de aprendizaje subyacente. La nocion
de equilibrio (o sus refinamientos) para juegos extensivos requiere que las creencias de los
jugadores sean correctas, tanto fuera como en el camino de equilibrio. El concepto de equilibrio
autoconfirmante exige un poco menos, bastan con que las creencias sean correctas en el
camino de equilibrio.

Este equilibrio estd motivado por la idea de que cuando un juego se repite, los jugadores
observan las acciones de los demés, pero no las acciones que habrian elegido en conjuntos de
informacién no alcanzados. El equilibrio es autoconfirmante en el sentido de que es consis-
tente con la evidencia recolectada por los jugadores cuando no «experimentan» al eligir sus
estrategias (esto no maximizaria necesariamente la utilidad esperada en un periodo dado),
Fudenberg & Kreps (1988) proveen un ejemplo en el que esto ocurre, bajo un proceso de
aprendizaje que converge a un resultado que no es un equilibrio de Nash. Fudenberg & Le-
vine formalizan esta nocién de equilibrio autoconfirmante y estudian sus caracteristicas mas
importantes.

El ejemplo de la figura 2| (Fudenberg & Kreps (1988), Fudenberg & Levine (1993)) es
ilustrativo. En este juego, el jugador 1 juega primero, si juega A;, a continuacién elige el
jugador 2, si juega D, entonces a continuacion elige el jugador 3. Cuando le toca elegir al
jugador 2, puede jugar As, finalizando el juego, o jugar D, en cuyo caso elige a continuacion
el jugador 3. Notar que cuando elige el jugar 3, no sabe si anteriormente jugé el jugador 1
o el 2, pero ademés se encuentra indiferente entre sus acciones. Supongamos ahora que el
jugador 1 cree que el jugador 3 escogeria R y el jugador 2 cree que el jugador 3 escogeria
L, dadas estas creencias, es 6ptimo para el jugador 1 jugar A; y para el jugador 2 jugar As,
resultando los pagos (1,1,1). (A, A2) es un equilibrio autoconfirmante, nétese ademds que
no es un equilibrio de Nash, para esto se requiere que los jugadores 1 y 2 tengan las mismas
creencias respecto de lo que jugaria el jugador 3 y ademaés ser correctas, por lo tanto en un
equilibrio de Nash, al menos uno de los jugadores tendria que elegir D;.

Ao

113:1)

(3,000 (03,00 (0,3,0) (3,0,0)

Figura 2: Ejemplo de self-confirming equilibrium

La diferencia fundamental del equilibrio autonconfirmante de Fudenberg & Levine con el



equilibrio que se propone en el desarrollo del presente trabajo se encuentra en el reemplazo de
un contexto tradicional de conocimiento comun de racionalidad por un modelo en el que los
jugadores tienen limitaciones en su racionalidad. Asi, mientras que en el modelo de Fudenberg
& Levine las creencias de los jugadores son importantes cuando un jugador esté indiferente
entre varias acciones, en el modelo k-racional, las creencias van a inducir un comportamiento
no necesariamente racional bajo supuestos de conocimiento comtn de la racionalidad. Para
diferenciar ambos equilibrios, a este se le llamara equilibrio k-autoconfirmante, denotando su
validez exclusivamente en un contexto k-racional.



Capitulo 1

k-racionalidad en juegos estaticos

1.1. Modelo basico

Sea el juego estatico en forma normal G =< I, (.S;), (u;) >, con I el conjunto de jugadores,
S; el espacio de estrategias del jugador ¢ y w; su funcién de utilidad para cada perfil de
estrategias s = (s1,...,s7) € S = x95;. Una estrategia mixta o; es una distribucién de

probabilidad sobre las estrategias puras s; € S;. Los pagos para el jugador ¢ bajo el perfil de
estrategias mixtas o = (0y,...,07) son

i) = 2, (fiosto.)) ity

Un equilibrio de Nash es un perfil de estrategias tal que la estrategia de cada jugador es
una mejor respuesta a las estrategias de los demas.

Definicién 1.1 Un perfil de estrategias mixtas o* es un equilibrio de Nash ssi para todo
jugador i
Ui(O';k,O'*_i) > uz’(si,aii) i S; € SZ

Definicion 1.2 Un perfil de estrategias s* es un equilibrio de Nash en estrategias puras ssi
para todo jugador i
ui(sy,s%;) > ui(s;,87;) ¥V s; €5

1.2. Modelo k-racional

El modelo que se propone a continuacién parte del modelo basico para juegos estaticos,
anadiendo un vector de tipos k = (ki,...,kr) que representa el nivel de racionalidad de
los jugadores, a la vez que una creencia sobre el nivel de racionalidad de los demas. Este



vector reemplaza el conocimiento comtn de la racionalidad. El objetivo de esto es dotar de
estructura suficiente a los supuestos de racionalidad limitada estudiados principalmente en
los modelos de Stahl & Wilson (1994, 1995) y Nagel (1995), para asi definir un equilibrio
k-autoconfirmante en funcién de las estrategias elegidas por los jugadores y los tipos dados.

Sea el juego estatico en forma normal G' =< I,(5;), (u;), (k;) >, es decir, se trata de una
extension del juego G, que resulta de agregar un tipo k; € N, privado para cada jugador,
este tipo (diremos que i es k;-racional) correspondera a la creencia del jugador ¢ sobre el
valor k_; (es decir, del tipo de los demds) y va a determinar una regla de decisién racional
indicandi a cada jugador un conjunto de estrategias 6ptimas. Hay que destacar que el tipo
k; de cada jugador quedard determinado exdégenamente, este valor debe interpretarse en sus
dos sentidos: como un creencia respecto del tipo de los demas jugadores y como una regla de
decisiéon a partir de esas creencias. Si los jugadores son k-racionales, van a jugar éptimamente
de acuerdo a esto.

Notacién: A lo largo de este trabajo se usara la notacién k = (kq, ..., k;) para designar al
vector de niveles de racionalidad de cada jugador. Sea una constante ¢ € N, se dird que k > ¢
si para todo 7 se tiene k; > c. Se dira que k > c¢ si para todo ¢ se tiene que k; > ¢ y ademas
existe algin j tal que k; > c.

Definiciéon 1.3 Definimos la funcion de prediccion p; ; de la siguiente forma:

pij s N\ {1} —5;
k— pij(k) = s C5;

pij(k) =argmax u; (- ,p_j(k —1))
p—j(k) = (pja(k), - pjj—1(k), pjj1(k), ..., pj1(k))

pii(1) € A(S))
pij(1) ~ U(S;)

La funcién p; j(k) corresponde a la prediccién que hace el jugador ¢ respecto de j, dado
que la regla de decisién racional del jugador i es k (es decir, estd en la creencia del jugador
i, k-racional, que el jugador j eligird alguna estrategia en p; ;(k)). Notemos a continuacién
que p_;(k) indica la prediccién que j haria de los demés jugadores si efectivamente fuese
k-racional. La definiciéon es recursiva, vale decir, cuando el jugador i se encuentra bajo una
regla de decision k, su prediccion respecto al jugador j es que éste ultimo escogerda una
estrategia que maximice su utilidad dando por supuesto que el jugador j es (k — 1)-racional.
En este sentido, no es una regla sofisticada, pues los jugadores «asumen» que un jugador k-
racional cree que todos los demas son (k — 1)-racionales. Luego, este regla (o k-racionalidad)
no permite heterogeneidad en las creencias aunque exista heterogeneidad en k.

Ejemplo Consideremos el siguiente juego estatico en forma normal:



A B C
5,4 7,0
1,—1 5,—2
1,2 6,1

Qe
DO | o0
bo | oo

Supongamos que el nivel de racionalidad de los jugadores estd dado por k = (ky, ko) =
(2,2). Podemos calcular la prediccién que hace cada jugador:

p172(2) = argmax us (- ,pi(1))
p2’1(2) =argmax uy (-, p2(1))

Como se trata de sélo dos jugadores, p1(1) = p12(1) = {A, B,C} y también py(1) =
p21(1) = {A, B,C} (ademés, A, B, C son elegidas con la misma probabilidad). Entonces

p12(2) = argmax Elug (- ,p12(1))]
p2.1(2) = argmdx Efuy (-, p21(1))]

Es decir,

p12(2) =B
p21(2) =A

Esto se lee de la siguiente manera: dado que el jugador 1 es 2-racional, su prediccién (y
creencia) es que el jugador 2 escogerd la estrategia B, pues asi maximizaria el jugador 2 su
pago esperado de ser 1-racional (pues creeria que el jugador 1 elige aleatoriamente). De la
misma forma, como el jugador 2 es 2-racional, su prediccion es que el jugador 1 escogera la
estrategia A.

Por lo tanto, si los jugadores son racionales en este sentido (con k = (2,2)), usaran la es-
trategia que les entregue una mayor utilidad. El perfil de mejor respuesta a estas predicciones
es (B, A). Paraddjicamente, eligen el perfil de estrategias con el menor beneficio social. Sin
embargo, lo interesante es notar que luego de observado este resultado, los jugadores pueden
rechazar las creencias que tenian y, seguramente, jugarian de otra forma si repitieran el juego.
En caso contrario, es decir, si los jugadores no tuvieran forma de contradecir sus creencias,
se esperaria que no modificaran su estrategia si repitieran el juego, este es el sentido de la
siguiente definicién.

Definiciéon 1.4 Sea el juego G'. Decimos que (s*,k*) es un equilibrio k-autoconfirmante ssi
dado el vector k* = (k§,... ki, ..., k}), V i se cumple que:

s; € argmax u; (- ,p—i(k;))
s; €pji(k;) V j#i
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La primera condiciéon equivale a que los jugadores eligen su estrategia entre aquellas pres-
critas por su regla de decision racional. La segunda condicion indica que la estrategia de cada
jugador debe estar en el conjunto que resulta de la intersecciéon de la prediccion de todos los
demaés. Es decir, los jugadores eligen una estrategia de mejor respuesta dadas sus creencias,
sin que éstas puedan rechazarse a posteriori.

Proposicion 1.5 Si un juego estitico G =< I, (S;), (u;) > tiene un inico equilibrio de Nash
en estrategias puras, s*, entonces (s*, k*) es un equilibrio k-autoconfirmante para algin k* > 1

del juego G' =< I, (S;), (w;), (ki) >.

Sin embargo, cuando existen multiples equilibrios de Nash, no se puede asegurar que todos
sean k-autoconfirmantes del juego G’. En el siguiente ejemplo se muestra esta situacién.

Ejemplo Consideremos el siguiente juego estatico en forma normal:

A B
Al2,270,0
B[0,0]3,3

Sabemos, por definicién, que un jugador O-racional elige aleatoriamiente entre A y B,
luego la predicciéon de jugadores que son 1-racionales es:

= (3.1

53

p21(1)

y por construccion,

P-1(2) = p12(1)
p—2(2) = p2,1(1)

Asi p15(2) = argmaxus( - ,p_2(1)) = B. Es decir que si el jugador 1 es 2-racional, su
prediccién es que el jugador 2 jugard B (pues estd en la creencia de 1 que el jugador 2 elige
como 1-racional y, por lo tanto, creeria que 1 escoge aleatoriamente). De la misma manera,
p2.1(2) = B. Dadas estas predicciones, jugadores que son 1y 2-racionales eligen B, mds aun,
si los jugadores 1 y 2 son kij-racional y ko-racional, respectivamente, siempre escogen B para
todo ki, ks > 1. Es decir, (B, B) es un equilibrio k-autoconfirmante para todo & > 1. Por
otro lado, sabemos que NE = {(A, A), (B, B), (%, %) } Esto sugiere la posibilidad de que la
nociéon de equilibrio k-autoconfirmante sirva para seleccionar equilibrios del conjunto NFE.

Sin embargo, al modificar el juego de la siguiente manera

11



Al227]0,0
B 2,2

resulta que (A, A), (A, B),(B,A),(B, B) son todos equilibrios k-autoconfirmantes para
todo k > 1, pues bajo cualquier nivel k& de racionalidad, a ambos jugadores les conviene
randomizar igualmente entre A y B, luego tampoco se pueden contradecir las creencias de
los jugadores. Notemos que esto significa que los equilibrios k-autoconfirmantes no son un
subconjunto de los equilibrios de Nash. Como en la Proposiciéon 1, es necesaria una condicién
adicional.

Definicién 1.6 Definimos las creencias k-racionales por:

pij: NxS; —0,1]
(Ki, s5) — pij(ki, s5) € [0,1]

i (ki, s;) es la probabilidad con la que i cree que j jugard s;, dado que i es k;-racional.

Definicién 1.7 Sea el juego G. Decimos que (s*, k*) es un equilibrio k-autoconfirmante fuerte
(de aqui en adelante, k-ACF) ssi dado el vector k* = (ky,...,ki,... k1), ¥V i se cumple que:

T eargmax w; (- ,p_i(ks))
i €Epjilky) ¥V j#i
)=1Vj#i

st
S
K, %(k s;

Observacién Se puede rescribir la definicién de la siguiente manera: (s*, k*) es un equilibrio
k-ACF ssi (s*, k*) es un equilibrio k-autoconfirmante y V i se cumple que 1, (k;j, s7) =1V j #
1.

La siguiente proposicién muestra que un conjunto de equilibrios k-ACF es subconjunto del
que contiene a todos los equilibrios de Nash.

Proposicion 1.8 Si (s*, k*) es un equilibrio k-ACF del juego G', entonces s* es un equilibrio
de Nash del juego G.

DEMOSTRACION. ea (s*, k*) un equilibrio k-ACF. Sabemos que para cualquier j se cumple que

pij(ki,s3) = 1V i # j, entonces p; j(k;) = s} (pues i s6lo le asigna probabilidad positiva a

J). Luego, la prediccion que hace 7 respecto de los demas jugadores es

p—i(ki) = (pi,l(ki)a e ’pi,i—l(ki)upi,i+1(ki)7 e upi,I(ki))

Pero como p; (ki) = s}, p—i(ki) = (s1,...,8] 1,841, ,57) = 87;. Y dado que s* es k-ACF,

Vi: si€argmax u; (- ,p_i(k;))

12



. * ’ *
Vi: s € argmax ui(-,s )

Es decir, s* es equilibrio de Nash (k-ACF C EN). O

Esto quiere decir que si las creencias p se modifican luego de alguna historia de aprendizaje
(sea cual sea el modelo que esté detrds de este proceso), la convergencia a un equilibrio k-
ACF, implicaria la convergencia a un equilibrio de Nash. En otras palabras, la definicién
de equilibrio k-ACF en juegos estaticos permitiria seleccionar equilibrios, asi como se han
utilizado para esto los conceptos de risk dominance, payoff dominance y puntos focales, entre
otros. Hay juegos, sin embargo, que no tendrian equilibrio k-ACF, es decir que no son capaces
de sostener ninguna creencia, en el sentido k-racional, como es el caso del juego del «concurso
de belleza» (Beauty Contest)

1.3. Juego del Concurso de belleza

El juego del «concurso de belleza» es relevante pues es un ejemplo paradigmatico de la
literatura experimental de racionalidad de nivel k y jerarquias cognitivas. El juego se define de
la siguiente forma: n jugadores deben elegir un nimero s; en el intervalo [0, 100]. El ganador
es aquel que escoja el niimero més cercano a la media multiplicada por un parametro p € [0, 1]
que es de conocimiento comun. El pago se divide equitativamente en caso de empate. Los
demas jugadores obtienen pagos 0.

Se sabe que cuando p < 1 el juego tiene un unico equilibrio de Nash, el que corresponde a
jugar s; = 0, se procede eliminando estrategias estrictamente dominadas, en efecto, se sabe
que s; > 100p es una estrategia estrictamente dominada (el maximo promedio posible es 100),
luego, dado que los jugadores son racionales y saben que los demas lo son, eliminan todas las
estrategias s; > 100, acotando el espacio de estrategias, con esto se tiene que las estrategias
s; > 100p? son estrictamente dominadas. Bajo conocimiento comtn de la racionalidad, se
puede llevar este procedimiento al infinito, la tinica estrategia que sobrevive es s; = 0, pues
0 < 100p™ para todo n. Ahora, si todos juegan s; = 0, ningin jugador tiene incentivos a
modificar su estrategia. Si p = 1, el juego es un juego de coordinaciéon con infinitos equilibrios
de Nash en estrategias puras en los que todos los jugadores eligen el mismo niimero.

Por otro lado, un jugador 1-racional siempre juega s; = pb0, pues al creer que los demas
juegan aleatoriamente segin una distribucién uniforme entre 0 y 100, su mejor respuesta es
jugar s; = p50, de la misma forma, un jugador k-racional juega s;(k) = p*50.

Proposiciéon 1.9 El juego del «concurso de belleza» con n jugadores no tiene equilibrio k-

ACF para ningin valor de p < 1. St p = 1, hay maltiples equilibrios k-ACF de la forma
(s*,k*), donde s* es el perfil de estrategias con s; =50 Y i y para todo valor de k > 1.

DEMOSTRACION. Notar que en el juego del concurso de belleza un jugador ¢ que es k-racional
juega como mejor respuesta a sus creencias, s;(k) = p*50 > 0, V k > 1. Es facil ver que
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si p = 1, entonces s;(k) = 50 para todo valor de k, lo que muestra la segunda parte de la
proposicion.

Si p < 1, se argumenta por contradiccién, supongamos que (s*,k*) es un equilibrio k-
ACF, luego, de la proposiciéon [1.8] s* debe ser un equilibrio de Nash, pero el tnico equilibrio
de Nash es s; = 0, V i, entonces el equilibrio (s*,k*) exige que s; = 0, lo que implica una
contradiccion. Es decir que no existe un valor para k € N que pueda inducir un equilibrio
k-ACF en este juego. O

La discusién respecto de este juego y la (no) existencia de equilibrios es relevante, pues
corresponde a uno de los ejemplos paradigmaticos en la literatura de racionalidad limitida.
Lo que se observa en situaciones de laboratorio es que los sujetos, efectivamente, se desvian
considerablemente del equilibrio de Nash (replicando niveles de racionalidad més bien bajos),
pero a medida que se repite el juego, tienden a elegir nimeros mas cercanos a cero. Como
consecuencia, el ejemplo induce a pensar que esta clase de limitaciones a la racionalidad sélo
tendria como efecto demorar la convergencia al equilibrio, sin que éste se vea afectado. Lo
que se propone en capitulos siguientes es que, para juegos dinamicos, la k-racionalidad podria
originar equilibrios distintos a los usuales, como el equilibrio perfecto en subjuegos.
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Capitulo 2

k-racionalidad en juegos dinamicos

2.1. Modelo k-racional

En juegos dinamicos emerge el concepto de credibilidad de las estrategias, pues, en general,
los multiples equilibrios de Nash no resultan intuitivos y coherentes con el comportamiento
racional de los individuos. Es decir, un perfil de estrategias podria constituir un equilibrio de
Nash pero, al mismo tiempo, no ser creible. Como solucién, Selten (1965) propuso el equilibrio
perfecto en subjuegos (EPS), basado en el principio de racionalidad secuencial, esto es, que
cada jugador tendria un comportamiento racional (o maximizador) en cada nodo de decisién.

Para definir el equilibrio k-autoconfirmante en juegos dinamicos, se debe notar que los
jugadores observan las estrategias de comportamiento y no necesariamente la estrategia con-
tigente, pues si no se alcanzan todos los nodos de decisién (es decir, los conjuntos de infor-
macion), esta estrategia nunca es revelada. Asi, la prediccién que un jugador hace sobre las
acciones de otro debe estar definida para cada nodo. Para adaptar las definiciones anteriores
a juegos dinamicos se debe recurrir a la induccién inversa, es decir que en cada subjuego, el
jugador ¢ debe ser k;-racional. Esto permite conservar el concepto de racionalidad limitada de
los jugadores y dar una interpretacion de k como una medida de cuanto puede «adelantarse»
un jugador a subjuegos mas lejanos. Como en el capitulo anterior, las definiciones siguientes
corresponden a una extension de los modelos tradicionales; nuevamente se incorpora el vector
k = (ki,...,kr) para representar la racionalidad de los jugadores como un tipo privado que,
a su vez, indica las creencias que tienen un jugador con respecto al tipo de los demas.

Sea el juego dinamico GG con [ jugadores en forma extensiva con memoria perfecta. El
juego queda descrito por el arbol X con nodos z € X. Los nodos terminales z € Z C X
determinan los pagos de los jugadores. La funcién de pagos del jugador ¢ se describe por
u; : Z — R. Los conjuntos de informacién h € H son una particién de X \ Z. Los conjuntos
de informacién donde el jugador i elige una accién son H; C H (H_; = H \ H; son los
conjuntos de informacién para los deméas jugadores). A(h;) representa las acciones factibles
para un conjunto de informaciéon h; € H dado.

Una estrategia pura para el jugador ¢, s;, es una estrategia contigente que en cada conjunto
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de informacion del jugador i prescribe una accién factible para él, es decir, s;(h;) € A(h;).

Definicién 2.1 Definimos las estrategias de comportamiento k-racional por m;(h;, k;) €
A(A(h;)) para el jugador i que es ki-racional que elige una accion a; en el conjunto de
informacion h;.

Definicién 2.2 Definimos las funciones de prediccion para cada conjunto de informacion
por

pij(hy) : N — A(A(hy))
k> pij(k, h;) = 1;(k, h;) C A(A(hy))

pij(k, hy) = fggl(% Efu; (-, p—j(k — 1)) | Ryl
(k) = ( (k) I (R), gy (), - 10 1 (R))
donde H] (k) = (k: h;)
) =

Pij (1, hy ( ) U(Aj(hy)) Vj#iy hj e H

La funcién p; ;j(k, h;) corresponde a la prediccién que hace el jugador ¢ respecto de j,
en el conjunto de informacién h;, dado que i es k-racional (es decir, cudl es la estrategia
de comportamiento que usara j cuando se encuentre en hj, de acuerdo a las creencias de
i). Se sabe, ademas, que un jugador l-racional cree que los demds eligen aleatoriamente
entre sus acciones factibles, A;(h;),de acuerdo a una distribucién uniforme, cualquiera sea
el conjunto h;. Sea H(o) el conjunto de todos los conjuntos de informacién alcanzables con
alguna probabilidad si se juega la estrategia mixta o.

Definiciéon 2.3 Decimos que (0*,k*) es un equilibrio k-autoconfirmante ssi dado el vector
k* = (k},....k} ..., k}), H(c*) los conjuntos de informacion alcanzables bajo o* y 7} (h;)
las estrategias de comportamiento inducidas por o*, ¥V i se cumple que:

o € argmax u; (- ,p_i(k}))
72 () € pyalls he) ¥ £ y by € (")

Bajo esta definicion, se considerara equilibrio cualquier perfil que maximice la utilidad
de los jugadores dada las creencias respecto de la racionalidad de los demas, estas creencias
induciran predicciones, las cuales sélo requieren ser ciertas en los conjuntos de informacién que
podrian alcanzarse en equilibrio. Es decir, basta con que las creencias no puedan rechazarse
en los conjuntos de informacion alcanzables. Sera importante, entonces, determinar si un
jugador revela o no su racionalidad en cada conjunto de informacién en el que debe jugar.

Ejemplo Consideremos el juego del ciempiés (Rosenthal, 1981) siguiente, con jugadores 1y 2

con niveles de racionalidad k; y ks, respectivamente, quienes en cada conjunto de informacién
pueden elegir, de manera alternada, tomar lo que hay (T") o pasar (P):
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32
128

P P /—\P P /—\P P 256
64
T T K‘:r/ T \‘:r/ T
4 2 16 8 64
1 8 4 32 16
Figura 2.1: Juego del ciempiés

Supongamos que k; = 1. Para resolver este juego mediante k-racionalidad, se procede
desde el final. En la quinta etapa, el jugador 1 cree que el jugador 2 elige uniformemente
entre P y T en la ultima etapa, por lo tanto, su pago esperado por «pasar» en la etapa 5 es
u3(P) = 144, su pago por «tomar» es u3(T) = 64. Luego, su mejor respuesta en la etapa 5,
dada la prediccién que hace, serd P, es decir, 77 = P. Hacia atrés, en la etapa 4, el jugador
1 espera que el jugador 2 también elija uniformemente, como en la etapa 3 el jugador 1 se
adelanta a su propia jugada 77 = P y conoce el pago esperado de esta accién, sabe que el
pago esperado por «pasar» en la etapa 3 es u(P) = 76, el pago por «tomar» es u3(T) = 16,
luego 3 = P. Repitiendo esto para el primer periodo, ui(P) = 39, ul(T) = 4y n} = P.
Esto significa que la estrategia de un jugador 1, 1-racional, es «pasar» cada vez que tiene la
oportunidad, pues espera mejores pagos al hacerlo.

Si el juego se realiza una sola vez, cualquiera sea la estrategia del jugador 2, el jugador
1 no observard jugadas que contradigan sus creencias (salvo en el largo plazo). Lo mismo
sucedera con el jugador 2 si es 1-racional.

Proposicion 2.4 Si (s*, k*) es un equilibrio k-autoconfirmante, o bien el juego se detiene en
la primera etapa (el jugador 1 juega T) o bien k* = (1,1).

DEMOSTRACION. En general, el caso k* = (1,1) no es interesante, pues, al menos en el corto
plazo, ningtn jugador puede rechazar estas creencias. Sea k* > 1 y supongamos que el juego
se detiene en la etapa t posterior a la primera. Como ambos jugadores estan maximizando
su pago en funcion de sus creencias, esto solo puede ocurrir porque el jugador que elige T" o
P en (t—1) cree que el jugador de la etapa t escogerda P (independiente de sus creencias con
respecto a lo que pase después), pero lo que en realidad ocurre es que el jugador en ¢ elige T,
con lo que las creencias del jugador en (¢ —1) se ven rechazadas, cualquiera sean. Por lo tanto,
si el juego se detiene en la etapa t las creencias de al menos un jugador no se confirman, lo
que significa que un equilibrio k-autoconfirmante no puede terminar después de la primera
etapa. Supongamos ahora que bajo el perfil (s*,k*) el juego se detiene en la primera etapa,
luego, cualquiera sea la creencias del jugador 1, ésta no podra ser rechazada pues el jugador
2 no alcanzara a revelar su nivel ky (dado que no elige), ademaés esto lo hard inducido por su
nivel de racionaliad k;; si con esto el jugador 1 revela su racionalidad, entonces ky = k; + 1
confirma creencias para el jugador 2 y el equilibrio k-autoconfirmante existe; si en cambio no
se revela la racionalidad del jugador 1 cualquiera sea ks, no puede rechazar su creencia. [J

Esto tdltimo es coherente con la idea de que los jugadores convergen a un equilibrio de Nash
en el largo plazo, al jugar repetidas veces, ajustandose a los resultados de Ho & Su (2013), en
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particular al principio que denominan repetition unraveling, bajo el cual se observan menos
violaciones a la induccién inversa a medida que el juego se repite en multiples rondas. Sin
embargo, este constituirfa un caso particular del equilibrio k-autoconfirmante valido en el
juego del ciempiés, aunque no necesariamente en toda clase de juegos secuenciales.

18



Capitulo 3

Negociacién secuencial

En este capitulo se aborda el modelo de negociacion secuencial en tiempo discreto (Stahl,
(1967, 1972, 1988), Rubinstein, 1982), para ser estudiado posteriormente en el contexto de
k-racionalidad. Este modelo tiene la ventaja de constituir un clasico de la teoria y poseer
resultados conocidos, a la vez que sigue abriendo la discusién a nuevas preguntas, por ejemplo,
se ha discutido la necesidad de modelos alternativos que expliquen el comportamiento real
de las personas en situaciones de negociacién (o en contextos de laboratorio), pues muchas
veces los individuos se comportan fuera del equilibrio perfecto en subjuegos, con divisiones
distintas a las predichas tedricamente, o con delay en las negociaciones.

En este mismo capitulo se entregan los resultados méas importantes del modelo de k-
racionalidad aplicado a un juego de negociacion secuencial. Principalmente se demuestra la
existencia de un conjunto de multiples equilibrios k-autoconfirmantes, estos equilibrios tienen
como resultado que el juego se acaba necesariamente en el primer periodo de la negociacién (se
incluye en este conjunto al equilibrio perfecto en subjuegos). Estos equilibrios corresponden
a tres categorias determinados por el nivel de racionalidad del jugador 1, k;, y por el ntimero
n de etapas de la negociacién: (a) equilibrios con k; par, (b) equilibrios con k; = n, (c)
equilibrios con k; > n (equivalente al equilibrio perfecto es subjuegos). Los equilibrios de
tipo (a) son beneficiosos para el jugador 2, los de tipo (b) lo son ligeramente mas para el
jugador 1, pero tienden a ser equitativos si los jugadores son pacientes, y los de tipo (c), ya
conocidos, son mucho mas beneficiosos para el jugador 1 que el 2. Lo més importante es que
esta diversidad de equilibrios ocurre en horizonte finito e infinito, en particular, el resultado
de Rubinstein (1982) con d; = Jy = ¢ que resuelve una division ((1/(1+46),9/(1 +9))) se
recupera para el horizonte finito en la clase de equilibrios del tipo (b).

Estos resultados entregarian nuevas perspectivas a la discusion respecto de la pertinencia
de incorporar a la teoria supuestos traidos de la economia del comportamiento, en la busqueda
de una teoria de juegos mas predictiva.
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3.1. Modelos de negociaciéon secuencial

La formulacion mas sencilla del problema de negociacién consiste en la division de una
renta entre dos jugadores (dividing the dollar), pero es adaptable a una gran cantidad de
situaciones. El acuerdo entre ambos jugadores es problematico pues éstos tienen preferencias
opuestas respecto de la division final. Un modelo de negociacién secuencial intenta resolver
esto proponiendo una secuencia de ofertas y contraofertas.

Las primeras investigaciones del procedimiento de ofertas alternadas las hizo Stahl (1967,
1972, 1988), estudiando los equilibrios perfectos en subjuegos, usando induccién inversa en
modelos con horizonte finito. Para el horizonte infinito Rubinstein (1982) modeld el problema
como un juego extensivo con informaciéon completa, usando ciertas hipotesis demostré la
existencia de un tnico equilibrio perfecto en subjuegos.

El modelo basico que se extendera para el contexto k-racional corresponde a los modelos
de Stahl (1972) y Rubinstein (1981) y se formaliza de la siguiente manera: Dos jugadores
deben llegar a un acuerdo respecto de la division de una torta de tamano 1, para esto hacen
ofertas alternadas en periodos discretos (¢t = 1,2,...). En el primer periodo, el jugador 1
hace una oferta x; € [0, 1], correspondiente a una division (x1,1 —z1) que el jugador 2 puede
aceptar, en cuyo caso el juego termina y ambos consumen la torta de acuerdo a la division
propuesta, o rechazar, en cuyo caso el juego continua en el periodo ¢t = 2, en este periodo,
ahora es el jugador 2 quien hace una oferta z5 € [0,1] y es el jugador 1 quién debe aceptar
o rechazar. Esta alternancia se repite hasta el periodo t = n, en este periodo si el jugador
que debe aceptar o rechazar la oferta elige rechazar, ambos terminan con nada, es decir con
pagos (0,0). Ademés, se debe asumir que ambos jugadores prefieren una mayor cantidad de
la torta que una menor, y que para una misma division final, prefieren demorarse menos que
més tiempo, es decir, si el acuerdo se logra en el periodo ¢, los pagos finales son u; = 6 'z,
para el jugador 1y uy = 65 (1 — 2,) para el jugador 2. La siguiente proposicién es conocida:

Proposiciéon 3.1 Si n = 2, el unico equilibrio perfecto en subjuegos se alcanza con una
division (1 — dg,02)

DeMoSTRACION. Dado que en el periodo 2, el jugador 2 anticipa que el jugador 1 prefiere
debilmente cualquier oferta o (en cualquier caso, salvo en zo = 0 su pago final es d;xz5),
su mejor respuesta en este subjuego es 5 = 0 ( que lo dejaria con un pago ds). Pero en el
periodo 1 el jugador 1 anticipa xy, por lo tanto hace una oferta z; que deje indiferente al
jugador 2, dejando para si un pago u; > 0, es decir 1 = 1 — 9, generando una divisién
(1 —d2,0) O

Este ejemplo muestra cémo los jugadores anticipan las jugadas del otro jugador en cada
subjuego. Estas predicciones del comportamiento de los deméas serdn atiin mas relevantes en
el modelo de k-racionalidad, pues la capacidad de anticiparse con precisiéon al comporta-
miento futuro estard determinado por su nivel k£ de racionalidad. El resultado anterior puede
extenderse para un ntimero arbitrario de periodos.

Proposiciéon 3.2 Sea el juego de negociacion secuencial con n periodos. St 01 = do = 0, la
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oferta que hace el jugador 1 en el periodo t (con t impar) es

(25)1
T, = Z (52j_52j+1)_|_6n—t:1_5_‘_52_“._6n—t—1_|_5n—t

=0

Corolario 3.3 Si en el juego de negociacion secuencial n — o0 y 01 = 09 = 0, la oferta que
hace el jugador 1 en el periodo 1 es

1
Ty = ——
I

R
1+6"14+6

Este resultado es equivalente al del modelo de Rubinstein (1982) con horizonte infinito,
en cuyo caso el jugador 1 hace una oferta en el primer periodo que el jugador 2 no rechaza,

con pagos finales
1 =362 01(1—9y)
1—0102" 1—0109

3.2. Ejemplo de negociaciéon con k-racionalidad

Los pagos finales son, por lo tanto

Even von Neumann and Morgenstern (1944) suggested that the bargaining outco-
me would necessarily be determined by unmodeled psychological properties of the
players. Nash (1950, 1953) broke away from this tradition. His agents are fully
rational. (Binmore, Osborne & Rubinstein, (1992))

Aunque este modelo no considera la psicologia de los jugadores en el sentido sugerido por
von Neumann y Morgenstern, al introducir k-racionalidad en juegos de negociacion secuen-
cial se recupera, en algiin sentido, la idea de que los jugadores tienen creencias respecto de
la habilidad para negociar de los demas. Si estas creencias son consistentes, es decir, si los
jugadores no pueden rechazarlas (atin si son erréneas) el resultado de la interaccién corres-
ponderia a un equilibrio k-autoconfirmante, pero no necesariamente a un equilibrio perfecto
en subjuegos. Esto podria entregar una justificacién teérica al comportamiento observado
por los individuos en experimentos de laboratorio, en los cuales se desvian consistemente del
equilibrio perfecto en subjuegos.

En lo que sigue se supondra que los valores de k; y ko vienen dados para los jugadores
y no se pueden modificar a lo largo de un mismo juego. Lo que se busca responder es si
un determinado perfil (s*, k*) corresponde o no a un equilibrio k-autoconfirmante. Como los
jugadores no aprenden la racionalidad de su rival durante un mismo juego, tiene sentido
suponer que no modifican su comportamiento a lo largo del juego, es decir, atn si un jugador
que es k;-racional observa un comportamiento que rechaza su creencia, se mantendra jugando
hasta el final del juego como si fuera k;-racional.
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Ejemplo Consideremos el juego de negociacion secuencial con tres periodos y con un factor
de descuento § para ambos jugadores. Sea k = (2,2).

Lo ﬁ
o120 &

A R

5 0
5%(1 fgx3) [o]

Figura 3.1: Juego de negociaciéon secuencial con tres periodos

Los resultadosE] para ambos jugadores en el primer periodo son:

A sizg <1-60+6%/2
TVR sizg >1-6+62/2
o i‘lz]_—(s Siflzéz
= 1> I Si.l_71<52

La razén de esto es que dado que ambos jugadores son 2-racionales. En la primera etapa,

] jugador 2 sab la siguient i — 9 i da serd § — &
el Jugador 2 sabe que en la sigulente va a jugar ro = 5 y su ganancla esperada sera 0 — 5.

Sin embargo, el jugador 1 cree que el jugador 2 es 1-racional (esto es, el jugador 2 creeria

lyer el Anexo A para la resolucién del ejemplo.
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que el jugador 1 es O-racional). Esto induce al jugador 1 a estimar erréneamente lo que debe
ofrecer al jugador 2.

Dada la estrategia del jugador 1 en la primera etapa (z; = Z; si ; > §2), se tiene que
r1 =11 8810 < @ ~ 0,618. Por otro lado, el jugador 2 acepta en la primera etapa cualquier
oferta r;1 <1—46 + %. Comozr;=1—-0<1—-6+ %, si el jugador 1 hace la oferta xy = 7y,
el jugador 2 acepta. De este analisis, se desprenden tres casos posibles:

1. 6 < @: El jugador 1 elige x1 = 1 = 1 — § y el jugador 2 acepta la oferta.
V5-1.
2. 0> Y=
5.

(a) El jugador 1 elige x; > 71, con 1 € (Z1, 71 + €], donde € = %: El jugador 1 hace
una oferta, esperando que el jugador 2 la rechace, pero éste acepta.

(b) El jugador 1 elige 1 > =y, con x; > &1 + ¢, donde € = %: El jugador hace una
oferta que el jugador 2 rechaza, en la siguiente etapa el jugador 2 hace una oferta
xe = /2, el jugador 1 la rechaza y finalmente, en la tercera etapa, el jugador 1
hace una oferta 3 = 1 que el jugador 2 acepta, resultando los pagos (62,0).

A partir de ejemplo se pueden desprender algunas ideas:

1. Aunque en el primer caso el jugador 2 habria aceptado todavia si z; > z; (mientras
1 <1—0+ 52—2), el jugador 1 no puede rechazar la creencia de que el jugador 2 es 1-
racional cuando acepta pues, de hecho, cree que z; es la oferta que lo deja indiferente.
Es decir, las creencias erréneas pueden inducir a los jugadores a estimar mal cuanto
deben ofrecer en cada etapa. Hay que notar que al jugador 1 le convendria conocer ky,
no hacerlo le cuesta §2/2.

2. En general se asume que ¢ es grande, por lo que es mas apropiado pensar en los casos

con § > */52’1. Aln en estos casos, el resultado es sensible a . Si x; es suficientemente

grande (r1 > 1—0+ %), habra delay en la negociacion, un resultado que no es deseable
para ninguno de los jugadores.

3.3. Resultados: k-racionalidad en el modelo de nego-
ciacion secuencial

En esta seccién se muestran los resultados de aplicar el modelo de k-racionalidad al juego
de negociacién secuencial definido al comienzo del capitulo. El objetivo de estos resulta-
dos es entender la dindmica del juego y caracterizar los equilibrios k-autoconfirmantes para
asi observar las diferencias de este equilibrio con el equilibrio perfecto en subjuegos tradicio-
nalmente utilizado. El analisis se hace tanto para el juego de horizonte finito como infinito.
En el caso finito se considera que la negociacién secuencial se realiza en n periodos, con n
impar (es decir, el jugador 1 hace la primera y la dltima oferta). Debe entenderse que este
es sOlo un requisito técnico para resolver el juego y que los resultados generales no sufren
modificaciones importantes al considerar n par.

23



Los resultados muestran la existencia de miltiples equilibrios k-autoconfirmantes, entre
los que se incluye al equilibrio perfecto en subjuegos. Todos estos equilibrios tienen como
consecuencia que la negociacién se realiza en el primer periodo. Serd interesante notar que
lo equilibrios k-autoconfirmantes se puede clasificar en distintas familias dependiendo de la
paridad de los niveles de racionalidad k. Una de estas clases de equilibrio entrega una division
del total de la torta cercana a la equitativa a medida que ¢ se acerca a 1, a diferencia del
modelo de Rubinstein, esto también ocurrira considerando un horizonte finito.

Al final de esta seccion se extiende el modelo de k-racionalidad al juego de negociacion
secuencial repetido con un proceso de aprendizaje sencillo aplicable a este juego y en es-
te contexto. Este proceso actualiza el tipo k£ de los jugadores a partir del comportamiento
observado, la actualizacion es automéatica y no responde a una eleccién 6ptima de los jugado-
res. Lo que se observa es una convergencia a los equilibrios k-autoconfirmantes encontrados
tedricamente. Es interesante notar el equilibrio al que convergen los jugadores depende de
la paridad de sus niveles de racionalidad. En particular, si el juego es de horizonte finito, la
convergencia al equilibrio esta asegurada en un tiempo finito; en horizonte infinito, se pue-
de observar una tendencia hacia un equilibrio k-autoconfirmante que entrega pagos que se
acercan a la division equitativa a medida que 0 se acerca a 1.

Definicién 3.4 Definimos las estrategias de comportamiento k-racional por wt(k;) € [0,1]
cuando el jugador i que es k;-racional deba hacer una oferta x; en el periodo t y wi(k;) €
{Aceptar, Rechazar} cuando el jugador i que es k;-racional deba aceptar o rechazar la oferta
realizada por el otro jugador en el periodo t.

Para la resolucién de este juego bajo las reglas de decisién k-racional, sélo se pondra aten-
cién a las estrategias de comportamiento del tipo wf(k;) € [0, 1]. Como se vera més adelante,
bajo ciertas condiciones, aceptar o rechazar una oferta dependeré del valor que tome 7t (k;)

Definicién 3.5 Sea el periodo t en que el jugador i debe hacer una oferta x; € [0,1]. Defi-
nimos la utilidad esperada del jugador i cuando es k;-racional en el periodo t por
Ui (ki) = Eqfui(20)|ki]

donde x; es la estrategia de comportamiento elegida por el jugador que hace la oferta en el
periodo t. Para el jugador que hace la oferta, esta utilidad corresponde al valor esperado de
utilidades futuras dado que se comporta «optimamente» de acuerdo a sus creencias.

Observaciéon Un jugador 1-racional hace una oferta en la que se lleva todo el pago disponible
para ese periodo, pues al creer que el otro jugador acepta o rechaza la oferta aleatoriamente,

sin consideraciones estratégicas, su mejor respuesta es siempre z; = 1, si se trata del jugador
1 (z; = 0, si se trata del jugador 2). Es decir:

7 (1) =2, = 1V ¢ (t impar)
(1) =2, =0V t (t par)

Considerando la observacion, y dado que un jugador 1-racional cree que el otro elige
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aleatoriamente aceptar o rechazar,

U1) = 50+ e [mdx {3, 07}

2

donde v! = Uf(1), v} = 26" y vj~" = 16772+ L§"~1 El valor de v} proviene de la tltima
etapa, donde la utilidad esperada por el jugador 1-racional es E[u;(z,, = 1)] = % o % -0.
Para el jugador 2, la utilidad esperada en el perfodo (n — 1) es Efui(z,—1 = 0)] = 3 - 6" 2 +
%E[wnén_l] = %(5“_2 + %5”_1, pues el jugador 2 que es 1-racional cree que el jugador 1 toma
z, de una distribucién uniforme en [0, 1]. Es importante notar que v! representa un pago
esperado de continuacion para un jugador 1 que es 1-racional. Ademas, el jugador 2 siempre
acepta la ultima oferta cuando su racionalidad es ks > 1, por lo tanto el jugador 1 siempre
hace una oferta x,, = 1 en la dltima etapa, cualquiera sea su nivel de racionalidad k;.

Observaciéon Notemos que Uf(1) = v} puede escribirse

2
o (a
+ 5t
En efecto, dado que en el periodo (n — 2), el argumento al interior de la esperanza es
max {6" %z, _1,v]}, y como v} es una constante conocida, se puede usar

v§:f5t T4 5t

Eméx{z,c}|=E[z|lx > c] - Plx > c]+c- Pz <

Donde x es una variable aleatoria y ¢ es una constante conocida. A partir de v" conocido
se puede calcular v" 2. Retrocediendo en ¢, se puede escribir en general:

E, [max {5txt+1, t+2 H

:]Et [(S l‘t+1|5 Ti41 Z 'Ui+2:| . |:(S T41 > Ut+2:| + Ut+2 . (5 T41 < Ut+2:|
F o (5 (8
T ( 5 ) M
1 (575) ( t+2)2
2 ot
1, v’i“
S (O B R (et
5 [ (%

El valor v%t que aparece en la formula para calcular v es el pago esperado en dos periodos

mas como si se descontara un sélo periodo.

Proposicién 3.6 Sean hi(t,0) = hg(t J) = ;f entonces Vt <mn — 2

(St )
ha(t —2,6) > hy(t,9)
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hQ(t - 27 6) > hQ(ta 5)
Oh(t —2,0) _ Ohu(t,0)

00 - 0
Oho(t — 2,0) S Oha(t, 9)
00 )
DEMOSTRACION. ver el apéndice ]

Dado que el jugador 1 (1-racional) hace una oferta z; = 1 y cree que el jugador 2 acepta
o rechaza aleatoriamente, el pago de continuacién esperado sin descontar cuando el jugador
2 rechaza la oferta es decreciente, pues la probabilidad de que el jugador 2 acepte en alguna
ronda futura es cada vez menor, a medida que se acerca el final del juego.

Proposiciéon 3.7 Para todo t <n — 2 se cumple que

5 oit?
PR

DEMOSTRACION. ver el apéndice O

De las proposiciones y se puede obtener una cota méaximas para las derivadas
de hy y ho, respecto de ¢ (ndtese que esta cota es la misma para ambas funciones, aunque
t es necesariamente distinto). Este es un aspecto técnico que serd ttil en demostraciones
siguientes:

Corolario 3.8 Parai=1,2
Oh;(t,0) < 1420

a5 T 2—42

DEMOSTRACION. ver el apéndice O

La figura 3.2 permite entender graficamente los resultados anteriores.

Proposiciéon 3.9 Los pagos de continuacién para jugadores 1-racionales, vt = vi(t,n,d) y
vh = vk(t,n, J), son crecientes enn y en 0 y decrecientes en t.

DEMOSTRACION. ver el apéndice O

La relacién entre n y t es esta: una mayor diferencia (n —t) sélo puede incrementar el pago
esperado v} por un jugador 1-racional, pues en un horizonte de tiempo més largo aumenta
la probabilidad de que un jugador O-racional acepte la oferta m; = 1. Esto quiere decir que
un jugador 2-racional tendra que hacer una oferta muy agresiva (es decir, dejarse poco para
si mismo en la divisién) si falta mucho para finalizar el juego.

A partir de vl y v} es posible calcular las estrategias de comportamiento para todo perfodo
t v para cualquier nivel de racionalidad de los jugadores. Es facil ver que un jugador 2 que es
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Pagos h(t)
T

h(7)

h(9)

h(11)

1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
delta

0 I I I I

Figura 3.2: Funcion h(t, ) para distintos periodos, con n = 13

2-racional hard una oferta vi*!/§'~! (condicién de indiferencia del jugador 1) en la etapa t,
pues de otra forma el jugador 1 rechazaria, previendo que cualquier oferta futura del jugador
1 serd x; = 1. Sin embargo, para k > 2, los jugadores no siempre querran dejar indiferente al
adversario (esto dependera de los valores que tomen (0, ¢, n), pues los pagos que deberd ofrecer
un jugador k;-racional para dejar indiferente a un jugador (k; —1)-racional podrian dejar peor
al jugador que hace la oferta que su pago esperado por esperar).

Definicién 3.10 Definimos la oferta de indiferencia por xi(k;,d), valor que corresponde a
la oferta que debe hacer el jugador i que es k;-racional en el periodo t para dejar indiferente

a un jugador (k; — 1)-racional.

Se debe advertir que este valor no existe para z4(1,4) o z5(1,d) (no hay condicién de indi-
ferencia para un jugador O-racional). Los valores para Z%(k;, d) se construyen recursivamente.

Proposicién 3.11 Sik >n —t+ 1, entonces, cuando t es impar,

(%4)-1
T (k) =zi(k,0) = > (6% — ¥t gt =1 =462 — .. =
5=0
DEMOSTRACION. ver el apéndice O]

Este tltimo valor corresponde a la estategia de comportamiento habitual para el equilibrio
perfecto en subjuegos bajo conocimiento comin de racionalidad como en la proposicion [3.2

Lema 3.12 Sea 1 <t+k—1<n.
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Sik es pary (1 — hy(t +k —3,8)) > 6" 1F2 entonces:
Pl

k8 =1—-6+0 -8+ .+ 2~ o

Si k es impar, entonces:

—t 2 3 T L
21(k,0)=1—=04+0"=6+ -+ =5"""+ 5
DEMOSTRACION. ver el apéndice O

Aunque no es importante para el resto del analisis, las ofertas de indiferencia para el
jugador 2 son complementarias a las del jugador 1. En general, si k es par:

Ullf—i-k—l

5t71

(k) =0—02+.. . +6"3 -2 4

Lo que esta detras de las ofertas de indiferencia es como elige un jugador 1 que es k-racional
en el periodo ¢ una mejor respuesta ante lo que pueda hacer un jugador 2 (k—1)-racional en el
periodo (t+1). Este jugador 2 (k —1)-racional es un jugador ﬁcticidﬂ que en el periodo (t+1)
juega contra un jugador 1 ficticio que es (k — 2)-racional, y asi sucesivamente hasta llegar
a un jugador 2-racional que elige una mejor respuesta antes un jugador l-racional (ambos
ficticios).

Como existe alternancia en las ofertas, si el jugador 1 es k-racional y k es par, este proceso
de instrospecciéon en el que los jugadores responden iterativamente a jugadores ficticios debe
concluir con un jugador 1 2-racional que elige una mejor respuesta ante un jugador 2 1-
racional, sin embargo es 6ptimo para el jugador 1-racional hacer una oferta en la que se
queda con toda la torta esperando que sea aceptada en algin momento futuro (pues asume
que la aceptacion es aleatoria). Este jugador 1 (ficticio) tendra dos opciones, o bien hacer una
oferta que deje indiferente al jugador 2, o bien hacer una oferta que el jugador 2 rechace con
tal de esperar hasta el final del juego donde espera un pago esperado de §". Aqui es donde
tiene sentido la condicién (1 — ho(t+k—3,9)) > " =%2; para que el jugador 1 quiera dejar
indiferente al jugador 2 en este periodo, su pago esperado debe ser mayor al pago por esperar
hasta el final, es decir, se exige que la «distancia» entre el periodo ¢ y el final del juego, n,
sea lo suficientemente grande. En particular, en un horizonte infinito, lim,,_, 6" %2 = 0,
la condicién se cumple trivialmente pues, (1 — hy(t + &k — 3,0)) > 0.

Ademas, usando el mismo argumento de alternancia en las ofertas, si el jugador 1 es
k-racional y k es impar, este proceso de instrospeccién en el que los jugadores responden
iterativamente a jugadores ficticios debe concluir con un jugador 2 2-racional que elige una
mejor respuestas ante un jugador 1 1-racional, sin embargo es 6ptimo para el jugador 1-
racional hacer una oferta en la que se queda con toda la torta, esperando que sea aceptada
en algiin momento futuro (pues asume que la aceptacién es aleatoria). Este jugador 2 (ficticio)

2Se le llama asi para denotar el proceso instrospectivo que hace un jugador al calcular su mejor respuesta
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tendra que hacer una oferta que serd més o menos agresiva (es decir, dejandose una menor o
una mayor parte de la divisién, respectivamente), dependiendo del valor de ¢; en efecto, si ¢
es grande, entonces el jugador 1 1-racional es paciente y la oferta que debe hacer el jugador
2 es agresiva, si § es pequeno, el jugador 1 1-racional es impaciente y la oferta que debe
hacer el jugador 2 es menos agresiva (ndtese que el jugador 2 no tiene ningin incentivo a
hacer ofertas que el jugador 1 pueda rechazar, pues su pago esperado en el ltimo periodo es
0). Esto es importante, pues tiene consecuencias en el proceso instrospectivo (hacia periodos
anteriores), es decir, la oferta que haga el jugador 1 k-racional, en el periodo t, dependera de
la oferta que haria un jugador 2 2-racional en el periodo (¢ + k — 2). Una intuicién de lo que
deberia suceder es que si § es suficienteme grande, las ofertas son crecientes en los niveles
de racionalidad, amplificando el efecto de la oferta agresiva del jugador 2, a esto se le puede
llamar «efecto paciencia»; por el contrario, si d es pequeno, las ofertas son decrecientes en
los niveles de racionaliad, amplicando el efecto contrario («efecto impaciencia»). La intuicién
tiene sentido, pues si un jugador 2 2-racional hace una oferta agresiva, la oferta que debe
hacer un jugador 1 3-racional y que deja indiferente al jugador 2, deja con una mayor parte
de la division al jugador 1, y asi hacia atras hasta el periodo t, el efecto es amplificador a
medida que el descuento es menor al acercarse a t.

El siguiente lema muestra que para el horizonte infinito, existe un valor para ¢ tal que
los efectos «paciencia» e «impaciencia» se anulan, es decir que las ofertas de indiferencia son
iguales para cualquier nivel de racionalidad.

Lema 3.13 Sin — oo, entonces 3! § tal que x4 = x}, V k, para algun x;. Mas ain, o

1(k,0)
es la solucion real a la ecuacion 26° + 46> +§ —2 =10

_ [4+\/80 30v/6 + /80 + 30v/6 }~053697

DEMOSTRACION. Sea k impar, entonces

Tk, 0) =1—6+0> =8+ .. +0"3 -2+

Sea k* = k + 2, entonces

) bkl
) =2,00(k+2) =1— 6+ 02— 6%+ ... 463 — k2 gkl gk 4 5“
! Witk
Luego z}(k,d) = @4 (k*,8) ssi 5= = 0""1(1 — 6) + “5—. Es decir,
pith=l _ptrkrl — sitk=2(1 _ ) (3.1)

Si definimos ¢' = v{**~! podemos rescribir (3.1)) como ¢' — ¢'*t? = §FE2(1 — §). De
aqui resulta que

gbt — ¢t+2 + 5t+k—2(1 o 5)
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Como n — 0o, ¢! estd definido para todo t. La recurrencia anterior tiene como resultado

(bt — (1 o 6)5t+k—2 i(62)1

i=0
1
t_ 1—-4 6t+k—2
¢ L ko
Esto significa que Z}(k,8) = 4 (k*, 8) ssi of"* ™! = 156"%72. Pero

1 1
thh—1 _ L st+k—2 | © st+k-1
U 2 *1

U?i—kk—&-l 2
reemplazando [3.2) en 3.3] se tiene que
_ 2
Stth—2 _ 15t+k72 ) 15t+k71 . it
149 2 4 otthk—1
5 \2
A
* (1 n 5) ]

I 2(140)*46(140)*+0°
1+ 4(1+ )2

1 1 1

15274

4446 = 2(1 4+ 26 +0%) + 0(1 + 26 + 0%) + o°

20° +46% +5—-2=0 (3.4)

Pero [3.4] tiene una tinica solucién real,

5

1
- [—4 1+ /80 — 30v/6 + /80 + 30%6)} ~ 0,53697

Luego zt(k,0) = z!(k*,0) ssi 6 = 0. Como la solucién es tnica y k es cualquier impar,
zi (k) = 74 (k + 2) = z* para algin z*

Para k, par, el procedimiento es analogo. Sea k par, entonces
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U§+k—1

ot—1

Tk 0)=1—-0+8 =8+, .+ =53 552 -

Sea k* = k + 2, entonces

t+k+1
Bk, 0) = B (k+2) = 1= 048 =5 .. 407 =g gt -
Luego 7} (k,0) = zt(k*, ) ssi
iR kel gtrk=2(1 )
Como antes, esto es cierto ssi vi™ 1 = ﬁé”kﬁ. Como v} se define igual que v! (el pago

esperado de un jugador 1-racional en el periodo ¢ no depende de si se trata del jugador 1 o el
2, porque n — 00). Es decir, que z¢(k,d) = z{(k*,d) ssi § = §. Como este valor no depende
de k par o impar, queda demostrado el lema. O

No sélo se ha demostrado la existencia de un ¢ que anula los efectos paciencia e impa-
ciencia, ademas su valor es § ~ 0,53697. Con este valor, se pueden calcular los pagos para
cada jugador. Para el periodo 1, y para un juego de negocacién secuencial de 9 periodos,
por ejemplo, z7 = z} ~ 0,6506 (nétese que a partir del lema, este valor se puede calcular
utilizando cualquier k& en Z1(k, §), y los pagos aproximados son (0,6506; 0,3494). Esto ocurre
en el horizonte infinito, pero en el horizonte finito ocurre algo similar. En el siguiente teore-
ma se demuestra que las ofertas de indiferencia son single crossing para distintos niveles de
racionalidad y se prueba la intucion respecto de los efectos paciencia e impaciencia.

Teorema 3.14 V k > 1, 3! 6* tal que Ti(k,0*) = i (k + 2,0%). Ademds, si k es impar,
Tt (k,0) >zt (k+2,0) ssid > 6. Si k es par, T\ (k,0) < Zi(k +2,0) ssi d > 0*.

DEMOSTRACION. Se demuestra para el caso k impar y luego para k par, aunque el procedimiento
es analogo.

Sea k impar, entonces

t+k—1

jti(kﬂs):1—(5—0—52—534_.__4_51673_516,2_’_U:St_l

Sea k* = k + 2, entonces

Ui-{—k—l

TR0 =2 (k+2,0)=1—0+62—0+.. . +0F3 b2 4 g1 _ ok 4 o=

t+k—1

Luego z}(k,8) = z4(k*,0) ssi 5= = 0""1(1 —0) + Ui;#. Es decir,
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U§+k—1 _ itk

—(1-4) (3.5)

Sttk—2

Usando la definicién de v} en se tiene que

1 1 k-2 L ctrr—1
Stt+k—2 (25 + 15

U§+k+1 2
()
t+k+3\ 2
Uy
() -

1 1 A
_5t+k—2 (25 + 15

Es decir,

1 1
)
271

PR+l 2 1, 1 PR3 2

Notese que esta ultima expresion se puede escribir de manera mas sencilla usando la

definicién de h(t,0) = UE;Q:

;h(t+k—3,5>—5h(t+k—1,5):1—5 (3.6)

Pero -
AR |

5+ i52 1+ (h(t+ k= 1,0))*]

Llamando X a h(t+k —3,0) e Y a h(t+k —1,0),

1
X =

1 2 2
= S0+ 51+ Y?) (3.7)

Reemplazando [3.7] en |3.6

Ll s 2)_ o
5<26+45(1+Y) Y =1-¢
1. 1.,

§+15+15Y —0Y —146=0

(Y2 —4Y +5)6 —2=0
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Como Y =Y (), zi(k,d) = 2% (k*,0) ssi 3 un punto fijo &* tal que

5 = 2
CY2(6%) —4Y (%) + 5

(3.8)

Observaciéon Notemos que la funcién de la derecha, dado que g <Y < 1, es creciente en
los Y permitidos. Pero ademés, Y es creciente en n y decreciente en ¢ (con ¢ fijo). Por lo
tanto, el valor maximo para esta funcion se encuentra con n — oo. Como el lema anterior
demuestra la existencia de un valor § para el que 7% (k,§) = z(k+1,6) para todo k, se puede
asegurar que en la ecuacion si existe algin punto fijo 0%, éste debe estar acotado por 6,
es decir §* < 4.

Ahora, definiendo f(0) = 4§ y g(§) = 2/(Y?(6*) — 4Y(6*) + 5), basta demostrar que estas
funciones cumplen la condicion de Single Crossing. Para esto, supongamos que existe 6* tal
que f(0*) = g(0*) y demostremos que ¢'(0*) < f'(0%), es decir, ¢'(6*) < 1.

2

90) = (Y2 —4Y +5)2 (=

2YY' — 4Y"))

22 4Y'" = 2YY'
(Y2 —4Y +5)2 2

g'(6) =

g0 =g"0)Y'(2-Y)
Como Y =h(t+k+1,0) > /2, se tiene que (2 —-Y) < (4 —9)/2, entonces

9(0) < (55 V" (39

Luego, para probar single crossing, es suficiente mostrar que
45 4— 6
(155 ) sy = (155 e <1

1426
2-462>

Pero como Y'(9) <

lo que se debe demostrar es que

(6)? (4 _25*> (;_Jr(if; + 1) <1

Es decir,

—2(6") + 7(6%)3 + 4(6%)?

i (o) <!
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Equivalentemente,

—2(8) 4+ 7(6)} +5(6")2 -4 <0

Ahora bien, la ecuacién cuadratica tiene dos soluciones, una de ellas es ¢’ ~ 0,6739 y
negativa para todo § < ¢, como 6* < 6 ~ 0,537, la inecuacién se cumple. Con esto se
demuestra que ¢'(6*) < f'(6*), por lo que se puede afirmar que § = g(d) tiene un tinico punto
fijo §*; mds atn, para 6 > 6%, 1 > ¢’(6). En otras palabras, existe §* tal que z}(k,d*) =
i (k*,6%) y 24 (k,0%) > 2t (k*, 6*) para todo § > §*.

O

A partir del teorema|3.14 no sélo se encuentra que para cada par de ofertas de indiferencia
par-consecutivas o impar-consecutivas existe un ¢ en el que se anulan los efectos paciencia e
impaciencia, también se ha encontrado un intervalo cercano a 6 = 0,5 en el que esto ocurre.
Lo més relevante, sin embargo, es que estas ofertas son single crossing y que a partir de § > ¢
es posible ordenarlas y se diferencian claramente. Asi, si un jugador pudiera observar ofertas,
podria inferir el nivel de racionalidad de quién las hace.

Ejemplo En el siguiente grafico se pueden observar las ofertas de indiferencia (cuando las
hay) del jugador 1 en el primer periodo, para distintos niveles de racionalidad k;, en funcién
de ¢ para un juego de negociacion secuencial de 9 periodos. Notese que aunque cada par de
ofertas se cruzan en un tnico §*, no necesariamente es el mismo para todos ellos (aunque
graficamente sean puntos cercanos). Se muestran las ofertas de indiferencia para el primer
periodo, pues son las que realmente importan. Como se vera en los siguientes resultados, en
equilibrio k-autoconfirmante sélo puede ocurrir que el jugador 2 acepte la oferta del jugador
1, si no lo hiciera, no se confirmarian las creencias del jugador 1. Por lo tanto, las ofertas en

el primer periodo representan también un conjunto de posibles pagos para ambos jugadores
en equilibrio, es decir, (z1(k,9),1 — zi(k,9))
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Ofertas de indiferencia (k)
1 T T T

k=3
09 k=5
0.8 k=7
0.7F 4
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e 06 4
<
o
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£ 051 k=9
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°
o
b=
L 04r q
[e]
0.3 b
k=8
0.2 q
k=6
0.1 .
k=4
0 1 1 1 1 1 1 1 k=2
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

delta

Figura 3.3: Ofertas de indiferencia, x;(k), en el periodo 1

El lema [3.13] y el teorema explican lo que se observa en la figura Es decir, en
§ se anulan los efectos paciencia e impaciencia cuando n — o0; como vf no puede ser mas
grande (y esto es para cualquier periodo T', pues vi es creciente en n), para todo § > § gana
el efecto paciencia. El grafico muestra ademas como los efectos paciencia e impaciencia son
distintos para k par e impar.

Corolario 3.15 Sea § > 6.

Si k es impar, entonces:
zh(k, ) > Ty (k +2,0)

Si k es par, entonces:
7t (k, ) < 7 (k +2,0)

Si ademds § > 2

5, st k™ es impar y k™ es par, entonces

Tt (k*,6) > 24 (k**,0)
DEMOSTRACION. ver el apéndice O

El corolario dice que cuando 6 > ¢ las ofertas de indiferencia se pueden ordenar, tanto para
niveles de racionalidad par como impar (si § > % se pueden comparar también las ofertas con
valores k pares e impares entre si). Como las diferencias son estrictas, se puede decir que cada
vez que el jugador 1 hace su oferta al jugador 2, esta revelando su tipo k (a menos que sea
O-racional). Por lo tanto, si se dan las condiciones para ordenar las ofertas, el jugador 2 puede
rechazar o confirmar sus creencias; naturalmente, cuando ¢ > % una condicién necesaria para
que un (s*, k*) sea un equilibrio k-autoconfirmante es que ki = ki + 1
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3.3.1. Equilibrios k-autoconfirmantes

A partir de las ofertas de indiferencia encontradas, se pueden determinar los equilibrios
k-autoconfirmantes. Se debe recordar que un equilibrio k-autoconfirmante debe satisfacer
dos cosas: (i) los jugadores eligen sus estrategias como una mejor respuesta a la predicciéon
que hacen del comportamiento de los demds, en base a sus creencias, (ii) las creencias de
los jugadores no deben rechazarse en ninguno de los conjuntos de informacién alcanzables.
Las ofertas de indiferecia son importantes porque tienen la capacidad de revelar el nivel de
racionalidad de quién las hace, esto significa que ya en el primer periodo de negociacion, el
jugador 2 podria confirmar o rechazar sus creencias; por otro lado, si el juego es suficien-
temente largo, el jugador 1 hace en el primer periodo una oferta para dejar indiferente al
jugador 2, esperando que acepte. Si el jugador 2 acepta la oferta en el primer periodo (y esto
es independiente de si rechaza o confirma sus creencias), el jugador 1 no puede rechazar sus
creencias (el jugador 2 acepta, tal como se esperaba), pero si el jugador 2 rechaza la oferta
realizada en el primer periodo, las creencias del jugador 1 se ven inmediatamente rechazadas.
Esto simplemente quiere decir que cualquier equilibrio k-autoconfirmante de este modelo,
para el juego de negociacion secuencial, corresponde a una negociacion en la que se llega a
acuerdo en la primera etapa.

A continuacion se caracterizan los equilibrios k-autoconfirmantes del modelo, todos ellos
concluyen la negociaciéon en el primer periodo. Estos equilibrio entregan comportamientos
que difieren de los resultados del equilibrio perfecto en subjuegos en cuanto a la divisién
final.

Proposicién 3.16 Si§ = §, entonces (s*,k*) es un equilibrio k-autoconfirmante ¥V k* en el
juego de negociacion secuencial de horizonte infinito. Ademds, bajo este equilibrio, el juego
1

termina en la primera etapa de negociacion, con pagos (z*,1—x*), donde x* = <ﬁ ~ 0,6506

DEMOSTRACION. ver el apéndice O]

Aunque la proposicion [3.16]entrega un equilibrio k-autoconfirmante que vale la pena mirar,
los equilibrios més interesantes se encuentran para valores de ¢ > 6. La siguiente proposicién
permite incluir al equilibrio perfecto en subjuegos del modelo tradicional en el conjunto de
los equilibrios k-autoconfirmantes del modelo de k-racionalidad para el juego de negociacion
secuencial.

Proposicion 3.17 Sea k* con ki > n, ki > n+ 1 y s* tal que para v = 1,2, sf €
argmaz w; (-, p_;(k}))

Entonces (s*,k*) es un equilibrio k-autoconfirmante equivalente al equilibrio perfecto en
subjuegos, para todo k*, con pagos (Z(9),1 — z(9)), donde

(221)-1
)= S (V=4 =14 =2 !
j=0

DEMOSTRACION. Notemos que la condicién respecto de s es simplemente la definicién de
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equilibrio k-autoconfirmante, que exige que estrategias sean una mejor respuesta ante la
prediccion que hacen de los demas. Si los jugadores juegan de acuerdo a lo que dicen las
ofertas de indiferencia, es decir si s* es el inducido con un comportamiento k-racional, este
se cumple trivialmente. Es facil ver que si &k > n y y k] > n + 1, la oferta de indiferencia
z(9) estda correcta, cualquiera sea el nivel de racionalidad de los jugadores, el jugador 2
acepta en el primer periodo (por lo tanto el jugador 1 confirma su creencia) y el jugador
1 revela con esto que kf > n, por lo tanto se confirma cualquier creencia k5 > n + 1.
Como las ofertas de indiferencia son, en efecto, una mejor respuesta, (s*, k*) es un equilibrio
k-autoconfirmante. m

Observacién Se puede comprobar facilmente que cuando kf < n 'y § > 4, un perfil (s*, k*)
confirma las creencias del jugador 1 ssi s* es tal que parai = 1,2, st € argmaz u; ( -, p_;(k}))
y

1. kT es par y kj es par, o bien,
2. ki es par, k} es impar y ki > (ki — 1), o bien,
3. ki es impar, k3 es par y ki < (k} —1)

Para esto basta ver que las ofertas de indiferencia estan ordenadas para § > &

Con esta observacién, usando la definicién de equilibrio k-autoconfirmante y los resultados
anteriores se pueden encontrar casi todos los equilibrios k-autoconfirmantes del modelo.

Teorema 3.18 Sea ki <n y § > 0. Si se cumple alguna de las siguientes condiciones

1. kY espar y ki = ki +1
2. ki=nyk;=k+1

y es s* tal que parai = 1,2, sf € argmax u; ( - ,p_;(k}))

Entonces (s*,k*) es un equilibrio k-autoconfirmante

DemosTRACION. Hay que notar, en primer lugar que la condicién sobre s* exige los jugadores
se comporten 6ptimamente de acuerdo a sus creencias, esto estd dado por las ofertas de
indiferencia. Es decir, dadas las creencias, las ofertas de indiferencia cumplen con el requisito
para s*.

Veamos primero que si k] es par, como el jugador 1 revela su tipo cuando hace una oferta,
el equilibrio k-autoconfirmante exige que k3 = ki +1, ademds, dado que k3 = k7 +1 > (k] —1)
se tiene, a partir de la observaciéon, que si el jugador 1 juega de acuerdo hace la oferta que
prescribe ki, el jugador 2 acepta y se ven confirmadas las creencias del jugador 1.

Veamos ahora que sucede si ki = n. Como el jugador 1 revela su tipo cuando hace una
oferta, el equilibrio k-autoconfirmante exige que k5 = n + 1. Si el jugador 2 acepta, las
creencias del jugador 1 se veran confirmadas. Basta ver, entonces, que el jugador 2 acepta la

oferta. Como s* se juega éptimamente, la oferta que hace el jugador 1 en el primer periodo
es, por el lema|3.12, 7(n) =1 -0+ 6% =8+ ...+ "3 — 6" 2 + v} Por otro lado, dado que
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5 =mn+ 1, la oferta que deberia hacer el jugador 1 para dejar indiferente al jugador 2 es,
por la proposicién 3.11] #(n) =1 — 8§ + 6% — 6%+ ... + 6" — "2 4 "L, De aqui, es fcil
ver que 7(n) > m(n), pues v" ! = ? < 0" L Luego, esto quiere decir que la oferta que
deja indiferente al jugador 2 es 7(n), pero el jugador 1 hace una oferta m(n), que deja mejor
al jugador 2, por lo tanto acepta. De esta manera, la creencia errénea del jugador 1 no se ve

rechazada y el resultado constituye un equilibrio k-autoconfirmante. O

Notemos que esta teorema caracteriza multiples equilibrios k-autoconfirmantes con resul-
tados que son distintos a los del equilibrio perfecto en subjuegos. Ademas, los equilibrios son
diferentes dependiendo de la paridad de ki y ks. Descontando los equilibrios mostrados en
las proposiciones [3.16] y [3.17] el teorema [3.1§ entrega dos familias distintas de equilibrios, a
saber, (a) aquellos en los que k; es par, (b) aquellos en los que k1 = n. Né6tese que en el caso
(a) el jugador 1 siempre termina con pagos menores que en el caso (b), esto se debe al efecto
paciencia, ademas es facil verlo porque los pagos quedan ordenados de tal manera que un
equilibrio con k£ impar es mejor para el jugador 1 que un equilibrio con k; par. Pero ademas,
a medida que 0 se acerca a 1, los pagos para el jugador 1 en el caso (b) se acercan a 1/2,
por lo tanto, para d cercanos a 1, los equilibrios del caso (a) dejan al jugador 1 con un pago
menor que el jugador 2, es decir que en estos equilibrios, la estructura del juego favorece al
jugador 2.

Ofertas EPS
1 N T

n=inf |

05 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

delta

Figura 3.4: Ofertas del EPS en el periodo 1, para distintos valores de n

Observemos, por tultimo, que si la negociacién secuencial tiene n etapas, la oferta que hace
el jugador 1 en el primer perfodo es T{(k',0) =1 -5 +62 = + ...+ 63 — "2+ 6L
cuando k' > ny z{(k",0) =1 -0+ 0% — 6%+ ...+ "3 — 63 + o] cuando k” = n. Como
vl = 0""1/2, es directo que 77 (K, ) > z1(k", ). Notese que a medida que crece n, 71 (k',0) y
71 (K", 8) se parecen cada vez mas (ver la figura[3.4). Como a partir de § = 2/3, las ofertas de
indiferencia estan ordenadas, esto significa que la oferta que hace el jugador 1 en el primer
periodo cuando es k’-racional es mayor a las ofertas que harfa si fuera k-racional, con k par;
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pero esto no dice nada respecto a cémo se compara Z1(k’,d) con las ofertas de indiferencia
de un jugador k-racional con k impar. En la figura 3.5 se pueden comparar estas ofertas,
71(K',8) en rojo y Z1(k",d) en azul para distintos valores de k”.

Ofertas de indiferencia (k)

1 T T T k>9
0.95 k=3
k=5
0.9+
0.85F E
0.8 k=7
8
o 0.75F B
]
0.7F i
0.65F i
0.6 i
0.55F i
05 | | | | | | | | | k=9
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

delta
Figura 3.5: Comparacién de ofertas de indiferencia, z1(k), en el periodo 1

A partir del gréfico se puede intuir que la comparacion entre Z1(k',8) y z1(k",§) no es
trivial y que, al parecer, a partir de § > 2/3, estas ofertas se cruzan en un sélo punto (aunque
para § < 2/3 puedan haberse cruzado).

Estos resultandos entregan una nueva perspectiva respecto de la utilidad de incorporar
supuestos de racionalidad limitada, no sélo para seleccionar equilibrios (como en el caso de
juegos estaticos), sino también para sugerir resultados predictivos, suponiendo que el modelo
k-racional caracteriza adecuadamente el comportamiento de los individuos.

3.3.2. Dinamica del juego repetido

Aunque la principal preocupaciéon de este trabajo ha sido caracterizas los equilibrios k-
autoconfirmantes, es valido preguntarse por la dindamica de un juego como este en el contexto
k-racional, cuando el juego se repite un cierto niimero de veces. Para hacer esto se extendera el
modelo anterior permitiendo la actualizacion de las creencias de los jugadores, es decir del
nivel de racionalidad k. Para el caso particular del juego de negociacion secuencial, es posible
proponer una regla de actualizacién sencilla basada en el hecho de que los jugadores pueden
estar revelando su tipo cuando hacen una oferta. Para que esto tengo sentido, se asumira que
los jugadores no tienen un comportamiento estratégico respecto de k, es decir que no lo eligen
6ptimamente, sino que es modificado automaticamente. En esta seccién se define esta regla
de aprendizaje y se muestra un ejemplos de la dindmica del juego repetido, esta dinamica
converge en tiempo finito a un equilibrio k-autoconfirmante.
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Definicién 3.19 Sea el juego de negociacion secuencial del modelo k-racional con n etapas.
Se define kr = (k17; ko) al vector de creencias de cada jugador en cada repiticion del juego.
En cada repiticion, el nivel de racionalidad de cada jugador es k; v y los jugadores eligen sus
estrategias optimamente de acuerdo a su nivel de racionalidad.

Definicién 3.20 Diremos que un jugador i sigue una regla de actualizacion simple ssi

kir =

kimr—1 st el jugador j no revela su tipo en T'— 1
kijr—1+1 siel jugador j revela su tipo en T — 1

De acuerdo a esta definicion, los jugadores sélo actualizan sus creencias acabado el juego.
De esta manera, si los jugadores siguen una regla de actualizacion simple, los resultados antes
obtenidos no se ven modificados para el juego en una repiticién cualquiera.

Ejemplo Sea el juego de negociacién secuencial con 9 etapas. Es decir que las ofertas de
indiferencia en el periodo 1 son las de la figura Supongamos que ambos jugadores siguen
una regla de actualizacién simple, d = 0,9, k1o = 5y ko = 4. La dindmica se resumen en la
tabla . Se muestra para cada periodo 1" en el que se repite el juego, los nivelos k; 7, ka7,
la oferta aproximada que hace el jugador 1, la respuesta del jugador 2, la oferta del jugador 2
en caso de que rechace, la respuesta del jugador 1 y los pagos finales. En el periodo T' = 0, las
creencias del jugador 1 son correctas, hace una oferta que revela su tipo, el jugador 2 acepta y,
entonces el jugador 2 actualiza sus creencias para la siguiente repiticion, en 7' = 1 el jugador
no aceptar la oferta, pero conociendo el tipo del jugador 1, hace una oferta x5 que no pueda
rechazar. De esta manera, ahora es el jugador 1 quien actualiza sus creencias. Este proceso
de actualizacién se detiene cuando k; = 9, pues cuando ks = 10, esta en la conveniencia del
jugador 2 aceptar. De esta forma, los jugadores convergen a un equilibrio k-autoconfirmante.
Este ejemplo muestra, ademéas, que aunque puede existir delay en la negociacion, se corrige
si los jugadores aprenden de la racionalidad de los demés. El equilibrio es interesante, la
division es casi equitativa.

’ Periodo \ k1o \ k10 \ Ty \ J2 acepta \ T \ J1 acepta \ Pagos ‘
0 5 4 10.7277 s - - (0,73;0,27)
1 5 6 |0.7277 no 0.6179 si (0,56;0,34)
2 7 6 | 0.6561 s - - (0,66;0,44)
3 7 8 10.6561 no 0.4611 s (0,41;0,49)
4 9 8 1 0.5150 s - - (0,52;0,48)
5 9 | 10 | 0.5150 si - - (0,52;0,48)
6 9 | 10 | 0.5150 si - - (0,52;0,48)

Tabla 3.1: Dindmica del juego de negociacién secuencial repetido

El objetivo de esta breve extension ha sido mostrar, a través de un ejemplo, que los
equilibrios k-autoconfirmantes también pueden ser producto de un aprendizaje y que los
efectos del modelo k-racional son mas amplios que una mera desviacion transitoria en el
camino al equilibrio perfecto en subjuegos. Estos equilibrios prueban ser validos debido a
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que la incorporacién de supuestos de racionalidad limitada no eliminan el comportamiento
estratégico de los jugadores, sino que le dan una cierta estructura a la habilidades cognitivas
de los distintos jugadores.
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Conclusion

A higher level of reasoning indicates more strategic behaviour paired with the belief
that the other players are also more strategic (Camerer, Ho, & Chong, 2004)

Como sugieren Camerer, Ho & Chong (2004), una regla de decisién que involucra un mayor
numero de pasos o iteraciones en el razonamiento tiene un mayor gasto cognitivo. Esto, junto a
las limitaciones propias de los individuos y la tendencia de creer que los deméas poseen menores
habilidades, justifican esta clase particular de modelos de racionalidad limitada. Aunque
el objetivo de los modelos de racionalidad limitada ha sido por lo general caracterizar las
diferecias con respecto al equilibrio de Nash, tiene sentido pensar que en determinados juegos,
las creencias sobre la racionalidad pueden verse confirmadas (o no rechazarse) al observar
que el comportamiento efectivo de los jugadores no las contradicen; esto es particularmente
valido en juegos dinamicos, donde las estrategias de los jugadores determinan los conjuntos de
informacion alcanzables. Si en estos conjuntos de informacién no se observa una contradiccion
con las creencias, jpor qué los jugadores querrian experimentar a costa de sus pagos actuales
o comprobar sus creencias fuera del camino jugado si un mayor nivel de razonamiento tiene
algtin costo cognitivo?

A partir del modelo de equilibrio autoconfirmante de Fudenberg & Levine (1993), se
definié un equilibrio k-autoconfirmante en un contexto en el que los jugadores no tiene co-
nocimiento comun de la racionalidad. Los resultados més importantes de este modelo se
encuentran en su aplicacion a juegos de negociacion secuencial, donde se muestra la existen-
cia de multiples equilibrios k-autoconfirmantes (entre ellos el equilibrio perfecto en subjuegos
del modelo tradicional). Principalmente, se ha demostrado que existen efectos importantes de
la k-racionalidad sobre los resultados del juego y que es véalido considerarlos, no sélo porque
esto explica cémo los jugadores se alejan de los conceptos de equilibrio tradicionales, sino
también por la convergencia a distintas clases de equilibrio k-autoconfirmante que podrian
dar una justificacién tedrica al comportamiento observado de los individuos en situaciones
reales o de laboratorio. Para esto se han relajado algunos supuestos, a saber, el de conoci-
miento comun de la racionalidad y el de las creencias correctas fuera y en el equilibrio, sin
embargo los argumentos han sido los convencionales de la teoria.

Para el juego de negociaciéon secuencial, el modelo predice delay para determinados niveles
de racionalidad k, esto ocurrird cuando los jugadores hagan ofertas erroneas basadas en sus
creencias, estas creencias no se veran confirmadas cuando vean que su oferta no es aceptada.
Por lo tanto, cualquier equilibrio autonconfirmante de un juego suficientemente largo debe
terminar necesariamente en el primer periodo (si el jugador 2 rechazara la oferta del jugador
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1, éste no veria confirmadas sus creencias). Esto coincide con los resultados tradicionales de
negociacion secuencial que indican que en equilibrio la negociaciéon debe terminar en el primer
periodo, sin embargo la divisién de la torta difiere de los resultados clasicos. En particular,
para un horizonte infinito, el juego de negociacion secuencial en el modelo de k-racionalidad
tiene infinitos equilibrios autoconfirmantes.

Ademaés de los equilibrios k-autoconfirmantes triviales, se han clasificado los demas en
tres clases de ellos, (a) equilibrios con k; par, (b) equilibrios con k; = n, (c) equilibrios con
k1 > n. Los equilibrios de tipo (a) son més beneficiosos para el jugador 2 que para el jugador
1, los de tipo (b) lo son ligeramente méas para el jugador 1, pero tienden a ser equitativos si
los jugadores son pacientes, y los de tipo (c¢) corresponden al conocido equilibrio perfecto en
subjuegos. Lo relevante de esta diversidad de equilibrios es que ocurren en horizonte finito,
en particular, el resultado de Rubinstein (1982) con d; = ds = & que resuelve una divisiéon
((1/(146),0/(1 +0))) se recupera para el horizonte finito en la clase de equilibrios del tipo

(b).

Extensiones

Una extension natural a este modelo se propone al final del capitulo 3: el juego de nego-
ciacion secuencial repetido. Claramente, no se ha justificado que los jugadores siga reglas de
actualizacién simple, y una regla mas sofisticada podria determinar que los jugadores modi-
fican su nivel k£ a lo largo de un mismo juego, dando lugar a otras dindmicas; por ejemplo,
si esta regla fuera de conocimiento comun, no es tan claro cémo actualizaria un jugador sus
creencias si sabe que al mismo tiempo las puede actualizar el otro jugador, ;habria que apli-
car, por ejemplo, la k-racionalidad a las creencias sobre el tipo de actualizacién? Para juegos
dindmicos en general esto es menos evidente atin. Una discusion al respecto es jqué tan vélido
resulta un modelo en el que los jugadores deciden estratégicamente su tipo k7 Si se piensa
que estos supuestos caracterizan un comportamiento de racionalidad limitada, quizas tendria
sentido introducir un costo (privado para cada jugador) en esta decision, después de todo,
significa hacer un mayor niimero de iteraciones en aquellos procesos cognitivos que son recur-
sivos del pensamiento estratégico, tal costo deberia probarse heterogéneo en la poblacion y
seria interesante cuantificarlo experimentalmente. Piénsese en los jugadores profesionales de
ajedrez, go o backgammon: dado el nivel de experiencia con estos juegos, parece razonable
que su costo por aumentar su nivel de racionalidad, es decir, «mirar hacia adelante en el
juego», fuera menor al de los no profesionales.

Otro aspecto interesante es que en el modelo tradicional el EPS del juego de negociacion
secuencial no se modifica si al agregar una ronda de cheap talk antes de comenzar el juego.
Sin embargo, en un modelo de k-racionalidad, una conversacién previa podria modificar las
creencias iniciales; por ejemplo, en una conversacion previa el jugador 2 podria sugerirle al
jugador 1 que hiciera una determinada oferta, si esta oferta resulta mas conveniente para el
jugador 1 que la oferta que 6ptima que debe hacer dado su nivel de racionalidad, tendria
entonces razones para modifcarlo.
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Anexo A

Juego de negociacién secuencial con tres periodos

Consideremos el juego del ultimatum en tres etapas con un factor de descuento § para

ambos jugadores. Sea k = (2,2).
1
2
A
: 2
i
1- xl]
1
A
1
0xy
) &
2

A R

5 0
[52(1 i3x3) [o]

Figura 3.6: Juego de negociacion secuencial con tres periodos

Suponemos que ambos jugadores tienen memoria perfecta, pero no aprenden durante un
mismo juego. Es decir, si un jugador es k-racional, lo es en cada nodo en el que le toca jugar.
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Suponemos, ademéas, que cualquier jugador k-racional, con k£ > 1, maximiza su utilidad si
esta en el dltimo nodo del juego. Por inducciéon reversa, en la tercera etapa las estrategias de
los jugadores son:

o =

7T1:$3:1

El jugador 2, acepta cualquier oferta y el jugador 1 no ofrece nada al jugador 2 (ndtese que
esto es independiente de las creencias que ambos tengan). En la segunda etapa las estrategias
son:

R Sil’2<(5
0
2

{A Sil’225
m™ =
g = Lo =

Es decir, dado que el jugador 1 anticipa su propia jugada en la tercera etapa, sabe que so6lo
le conviene aceptar un pago mayor a d. Por otro lado, dado que el jugador 2 es 2-racional,
cree que el jugador 1 escogerda x3 = 1 en la siguiente etapa (basta con que sea 1-racional),
por lo tanto le conviene elegir xy = g para dejar indiferente al jugador 1 y obtener utilidad
mayor a cero. En la primera etapa:

A sia <1-0+06%)2
TVR sizg >1—6+62/2

Ty=1—0 siz >62
T = _ - )
T > T sizT; <o
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Anexo B

Cédigo para el calculo de v

t
1

con MATLAB

% Funcién de
% delta debe
% El juego debe

valor para el jugador i l—racional
estar contenido entre 0 y 1
tener n etapas

function v = valorv(i,t,n,delta)
v=zeros (size(delta));
vfinal=zeros(size (delta));
d=size (delta ,2);

for k=1:d

if i==1

vfinal (1,k)=(1/2)*delta(1l,k).  (n—1);
else

vfinal (1,k)=(1/2)*delta(1l,k).  (n—2)4+(1/4)xdelta(l,k). (n—1);

end

if t==n || t==n-—-1
v=vfinal;
else
if i==
vaux=valorv (1,t+4+2,n,delta);

v(l,k)=(1/2)*delta(1,k). " (t—1)+(1/4)*((delta(1,k). " t)."24(vaux(1l,k)."2))/(delta(l,k)."t);

else
vaux=valorv (2,t+2,n,delta);

v(1,k)=(1/2)*delta (1,k)." (t—1)+(1/4)x((delta (1,k)."t). 2+ (vaux(1,k). 2))/(delta(1,k)."t);

end
end

end
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Anexo C

Demostraciones

Proposicién

DEMOSTRACION. La demostracion es inductiva para hy y hs. Se demuestra para hy y se observa
e .

que para hy es equivalente (modificando sélo el caso inicial). Sea hy(t,d) = ~. Asumiendo

que t > 1, se quiere ver que dado cualquier t < (n — 2), H(t,0) = hy(t — 2,6) — hq(t,9) > 0.
El caso inicial es t = n — 2: Se sabe que

haln—4,6) = 56+ 10 [1 4 (a0 — 2,0)] >
Por lo tanto, hy(n —4,68) > hy(n — 2,9).
Induccién: sea H(t,d) > 0, hay que demostrar que H(t — 2,9) > 0.
H(t—2,0)=h(t—4,9) — hy(t — 2,9)

Se sabe que hy(t —4,6) = 50 + 107 {1 + (ha(t =2, 5))2}, pero como H(t,0) > 0, se tiene que
hi(t —2,0) > hq(t, ), por lo tanto

Mt —4,8) = 254+ 10 [L+ ((t — 2,0)] ;5 + iéQ (14 (01 (1,0)°] = Il —2,0)

Entonces hy(t —4,6) >1 (t — 2,9)
Notese que aunque para ho, t debe ser par, la induccion es la misma, sélo queda demostrar

el caso inicial. Sea t = n — 3, hay que mostrar que hy(n — 3,0) — ha(n — 1,d) > 0. En efecto,
se sabe que

1 1 1 1
ha(n —3,0) = 56+ 20° (14 (ha(n —1,8))"] > 50+ 70° = ha(n—1,0)
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Proposicién

DEMOSTRACION. La demostracion es inductiva. Dado que v! se define a partir de vi™?, el caso

inicial es h(n — 2,0) = 5:?2
Caso inicial: h(n —2,0) = 5:1:2 = 257}72(5”—1 = g <1

Induccién: Supongamos que h(t,d) < 1. Veamos que h(t —2,0) < 1:
t+2\ 2
U1
(40 ] }
1

bt =2.0) = g {50 + 0 [L+ (0.0)]

t
vt 1 f1,, 1

Es decir,

Como h(t,9) < 1,

1 1 1 1
h@—zﬁ):§5+1¥{L+M@®ﬂ<§6+§¥

Si definimos ¢(8) = £6(1 + ), h(t — 2,6) < g(8). Pero g() es una funcién creciente para

§ > —3, cuyo méximo se encuentra d = 1sid € [0,1]. Como g(1) = 1, h(t—2,6) < 1. Dado que
vT 1 st 6

h(t,d) es decreciente en ¢, el menor valor que puede tomar es h(n—2,0) = 5its = 5o "5 = 5

[
Corolario [3.8
DEMOSTRACION. Se sabe que para ¢ = 1,2, por definicién
1 1, 1, 9

Derivando con respecto a

Ohy(t, 5)
26

1 1 1 1
=f+§5+§ﬂm@+zaf+§ym@+z@

2

1 1 ,0hi(t +2,0)

< Z Iy vhda St s

SOt %
1 1, 0hi(t,0)

<7 72 T\

< +5+2(5 95

Oh;(t+2,6)
o)

[\]

50



Las tltimas inecuaciones se deben a la proposicién [3.6] Luego,

Ohi(t,6) (2= 0%\ _ 1420
95 2 )= "2

Por lo tanto
Oh;(t,6) < 1+20

gy T 242

Proposicién [3.9

DemosTRACION. Como la definicién es equivalente para v} y v, basta con demostrarlo para

1 1 1 vit? 2 .
vi. Sabemos que v{ = 507" 4+ ;0" |1 + < 4 ) . Esto se puede rescribir

1 1, 1 2
t_ o tet—1  tet | Lot t+2
vp =50+ L0+ 0 (vi*?)

Derivando v} con respecto a § y considerando vi™? constante:
igzzi@—lwt?+iwt1+i[—wt1@$%ﬂ
Como Ug—f < 1, por el lema , [tétl — ot (?)2 > 0. Luego, %ﬁ > 0

Para demostrar crecimiento en n, basta comparar v!(n,d) con vi(n*,d), con n* > n + 2.
Sabemos que

1 1 n 2
o0, 6) = 50"+ 0" [1 +(55) ]

g2\ 2
donde v}(n,d) = 36", pero v} (n*,6) = 16" 141 [1 + <v3:2> ] . Esto significa que v} (n*, §) >

v} (n,d), por lo tanto

1 1
UI”_2(n*,5) — §5n—3 + Z(Sn

v (n*, o 2 e
1+ <15(n—2)> ] > vy 2(71,(5)

Esto significa que vi(n,d) < vi(n*,d). Es facil ver esto, pues v} crece cuando aumenta
vit? el efecto v~ %(n*,8) > v %(n, §) se arrastra hasta t.

Usando es facil ver que, fijando 0 y n, v} es decreciente en ¢, en efecto:
v = h(t —2,0)6"2 > h(t,6)6"2 > h(t,6)s" = vit?

o1



Proposicién [3.11

DEMOSTRACION. Nétese que en el perfodo ¢ el jugador 1 debe hacer una oferta (ki) que
deje indiferente a un jugador 2 (k; — 1)-racional, a su vez, predice que este jugador hard un
oferta en el periodo ¢ + 1 como mejor respuesta ante un jugador 1 «ficticio» que es (k1 — 2)-
racional. De modo general, en el periodo t+a—1 (con a par) un jugador 2 «ficticio» hard una
oferta para dejar indiferente a un jugador 1 (k; — a)-racional. Con esto, en el periodo n, el
jugador 1 ficticio serd kj-racional, con k; > 1, esto quiere decir que su creencia es que el
jugador 2 aceptara (sea cual sea su nivel de racionalidad, necesariamente mayor o igual a 1),
reproduciéndose el resultado por induccién inversa para el juego sin consideraciones respecto
de la racionalidad. O

Proposiciéon [3.15
DEMOSTRACION. Las primeras dos consecuencias provienen directamente del teorema anterior,

falta probar que dados k* impar y k** par, 7 (k*,d) > zi{(k**,0). Para esto se toma z! =
min Z%(k,d) y se compara con ¥’ = méax 7t (k,0)

k impar K par
ol = 1—5+52—53+...+5n—t—2_5n_t_1+%
P=1-6+06"-6+ +5n—t—2_vg_1
‘/I/‘ - “ e 5t_1
Luego x! > xF ssi
_gntl vy’ < _v?‘l
ot—1 §t—1
&
0 11
5n7t71 —1 > _5n7t71 ( 5)
( ) 21
&
) 1 1
1l—— < 24+ 2§
2 <3213
&
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Proposiciéon 3.16

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa del lema [3.13] Dado que en 0 todas las ofertas de
indiferencia son iguales para cualquier k, cuando el jugador 1 hace su oferta, el jugador
2 acepta inmediatamente, con esto las creencias del jugador 1 no se ven rechazadas (el
jugador 1 predice este comportamiento del jugador 2), y tampoco las del jugador 2 (no
puede discriminar distintos niveles de racionalidad). Como la oferta de indiferencia es la
estrategia Optima del jugador 1, dadas sus creencias, y «Aceptar» es éptimo para el jugador
2, el perfil es un equilibrio k-autoconfirmante. Como el juego termina en el primer periodo,
los pagos, z* son se pueden calcular usando cualquier k en z}(k,d). ]
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