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Resumen

En este trabajo se define un concepto de equilibrio en juegos, bajo cierto tipo de racio-
nalidad limitada (se hablará de k-racionalidad), definida por las creencias que los jugadores
tienen respecto de la racionalidad de los demás. La evidencia experimental estudiada por los
modelos de nivel k (Stahl & Wilson, 1994; Nagel, 1995) y de jerarqúıas cognitivas (Camerer,
Ho, Chong, 2004) indica que, en general, los jugadores no asumen conocimiento común de
la racionalidad, sino que eligen sus estrategias óptimas de acuerdo a la predicción que hacen
del comportamiento de los demás.

Este trabajo parte de estos supuestos, a través de un modelo de k-racionalidad que reem-
plaza el conocimiento común de la racionalidad por una regla de decisión que indica cómo
eligen sus estrategias los jugadores a partir de las predicciones que hacen. Se propone un
equilibrio k-autoconfirmante para juegos estáticos y dinámicos (tomando el concepto de Fu-
denberg & Levine (1993)) en este modelo, correspondiente a un perfil de estrategias y niveles
de racionalidad tales, que una vez realizado el juego, los jugadores no pueden rechazar sus
creencias dado que sus predicciones son correctas y que no hay incentivos a desviarse de este
perfil. A lo largo de este trabajo se considerará que las creencias son un tipo que viene dado
para los jugadores, sin capacidad de modificarlo; esto evita preocuparse por la formación de
creencias y centra la discusión en las situaciones de equilibrio.

Un primer resultado para juegos estáticos es que un perfil de estrategias en equilibrio
k-autoconfirmante también corresponde a un equilibrio de Nash para el mismo juego sin
considerar creencias, esto permitiŕıa usar el modelo para seleccionar equilibrios. Además, se
muestra que uno de los ejemplos paradigmáticos en la literatura experimental - el juego del
Beauty Contest - no tiene equilibrio k-autoconfirmante, lo que podŕıa explicar el sesgo por
estudiar situaciones fuera de equilibrio.

La verdadera riqueza del modelo, sin embargo, está en juegos dinámicos; al aplicar esta
definición de equilibrio a juegos de negociación secuencial, el modelo entrega un contexto
explicativo a situaciones en las que existe delay. Más importante, si la negociación secuencial
es suficientemente larga, se prueba la existencia de múltiples equilibrios k-autoconfirmantes
que tienen como resultado una negociación que se acaba en el primer peŕıodo (es decir, sin
delay) y que no corresponden al equilibrio perfecto en subjuegos. Esto entregaŕıa nuevas
perspectivas a la discusión respecto de la pertinencia de incorporar a la teoŕıa supuestos
tráıdos de la economı́a del comportamiento.

i



A Melinka

ii



Agradecimientos

Luego de un largo proceso aprendizaje y trabajo, desde la carrera de ingenieŕıa hasta el
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Quisiera mencionar y agradecer a los compañeros del magcea, a todos los se juntan en
la sala de postgrado a estudiar y compartir, en particular a Carlos Lizama, Pablo Cuéllar y
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Revisión bibliográfica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Racionalidad limitada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
Equilibrios autoconfirmantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1. k-racionalidad en juegos estáticos 8
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Introducción

Explanations of human behavior are always groun-
ded in the belief of the person we are trying to
understand -Roger Schanck1

Once you become predictable, no one’s interested
anymore. -Chet Atkins

Motivación

Uno de los supuestos más importante en la teoŕıa microeconómica es el de racionalidad de
los agentes. Sin embargo, lejos de ser una descripción del mundo, lo que esta simplificación
busca es formalizar modelos matemáticos que permitan entender ciertos fenómenos económi-
cos. Los problemas de interacción estratégica, por ejemplo, se estudian en teoŕıa de juegos
utilizando diversos conceptos de equilibrio, tales como el equilibrio de Nash (y posteriores
refinamientos), concepto que estos conceptos se basan en la racionalidad de los agentes y
en el conocimiento común de esta racionalidad (vale decir, cada jugador sabe que los demás
jugadores son racionales, además sabe que ellos saben que él es racional, además sabe que
ellos saben que el sabe que ellos son racionales, y aśı ad infinitum).

En muchos casos, los equilibrios que resultan como solución a un problema entregan in-
sights interesantes y aproximaciones al comportamiento observado, aunque en tantos otros,
en determinados experimientos de laboratorio, por ejemplo, el comportamiento de los indi-
viduos se aleja de lo que predice la teoŕıa. Ante esto, o ante la necesidad de una teoŕıa de
juegos predictiva, Fudenberg (2010) ha señalado que una agenda de investigación en esta
dirección debeŕıa combinar la comprensión que se tiene de la economı́a del comportamiento
y la psicoloǵıa con herramientas formales de modelamiento de la economı́a y la computación.

En particular, los distintos conceptos de equilibrio en teoŕıa de juegos parecen exigir dema-
siado de las habilidades humanas. En este sentido, algunos modelos de racionalidad limitada
ofrecen una explicación alternativa al comportamiento ((fuera de equilibrio)) de los agentes.
Por ejemplo, los modelos de nivel k (Nagel (1995), Stahl & Wilson (1995)), Costa-Gomes,
Crawford & Broseta (2001)) o jerarqúıas cognitivas (Camerer, Ho & Chong (2004)) tienen

1Dynamic Memory Revisited. Cambridge University Press, 1999. Print.
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por objetivo determinar cómo se desv́ıan los jugadores del equilibrio de Nash al suponer que
éstos no poseen conocimiento común de racionalidad, aplicando, en cambio, una regla de
eliminación de un número finito de estrategias estrictamente dominadas, bajo el supuesto
de que los jugadores creen que los demás eliminan un número menor de estrategias estric-
tamente dominadas. Como se observa, no se trata de un concepto de equilibrio, sino de una
caracterización que busca explicar por qué los jugadores se alejan de éste.

Tanto al considerar supuestos de racionalidad como de racionalidad limitada, existe cierto
acuerdo respecto del significado de equilibrio como el resultado de una historia de aprendizaje.
¿Ocurre lo mismo en los modelos de k-level? Es decir, ¿es cierto que, luego de alguna historia
de aprendizaje, los jugadores eligen estrategias como las prescribe el equilibrio de Nash,
también en este contexto? Ho & Su (2013) sugieren una respuesta afirmativa para juegos
secuenciales con un nivel de racionalidad k dinámico, que se modifica a través del aprendizaje.
En particular, el modelo siempre converge a la solución de inducción reversa y con él explican
las violaciones sistemáticas a la inducción reversa en juegos de negociación secuencial.

Aunque sin alejarse del marco teórico de jugadores racionales, en Fudenberg & Levine
(1993), se busca capturar las implicancias del aprendizaje cuando los jugadores no experi-
mentan demasiado en juegos consecutivos, es decir, investigar qué tipo de equilibrios resultan
cuando las creencias de los jugadores se ven confirmadas a través de la repitación. Esta aproxi-
mación seŕıa reveladora en el caso de los modelos de nivel k, pues suponiendo que la capacidad
para jugar estratégicamente depende de una cierta capacidad cognitiva limitada, es coherente
que los jugadores no modifiquen sus creencias una vez que estas no se contradicen mientras
juegan óptimamente de acuerdo a ellas.

Este trabajo parte de los supuestos encontrados experimentalmente, reemplazando el co-
nocimiento común de la racionalidad por la k-racionalidad, una regla de decisión racional
que define el comportamiento de los jugadores. Esta regla asigna a los jugadores un conjunto
de estrategias óptimas, dada la predicción que hacen del comportamiento de los demás. Una
vez realizado el juego, si las predicciones son correctas y los jugadores no pueden rechazar
sus creencias, se podŕıa sugerir que los jugadores se encuentran en un equilibrio tal que no
tienen incentivos a modificar su estrategia ni a rechazar las creencias que indujeron aquel
comportamiento. Tomando la idea de Fudeberg & Levine para el modelo de k-racionalidad,
se propone un equilibrio k-autoconfirmante. A lo largo de este trabajo se considera que las
creencias son exógenas; esto, pues el objetivo es observar lo que ocurre en este equilibrio y
sus diferencias con los conceptos tradicionales de equilibrio, sin preocuparse de la formación
de estas creencias.

En el caṕıtulo 1 se define el modelo de k-racionalidad para juegos estáticos, usando al-
gunos ejemplos ilustrativos. Un primer resultado evidente es que un perfil de estrategias en
equilibrio k-autoconfirmante también corresponde a un equilibrio de Nash para el mismo
juego sin creencias, lo que permitiŕıa seleccionar equilibrios, en caso de que existan. Además,
se observa que el ejemplo paradigmático de la literatura experimental, el juego del Beauty
Contest, no tiene equilibrio k-autoconfirmante, lo que podŕıa sugerir, erróneamente, que el
contexto k-racional no tiene efectos significativos en el comportamiento de equilibrio. En el
caṕıtulo 2 se define el modelo de k-racionalidad para juegos dinámicos, donde se encuentra
la verdadera riqueza de este modelo, pues bajo ciertas creencias, aún si son erróneas, el con-
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junto de estrategias óptimas podŕıa inducir caminos de equilibrio tales que los conjuntos de
información alcanzados no rechacen estas creencias. En el caṕıtulo 3 se aborda el modelo
de negociación secuencial en tiempo discreto (Stahl, (1967, 1972, 1988), Rubinstein, 1982),
como ejemplo aplicado de k-racionalidad en juegos dinámicos; la elección de este modelo no
es trivial, pues responde a la búsqueda de modelos alternativos que expliquen los resulta-
dos experimentales en los que los individuos se comportan fuera del equilibrio perfecto en
subjuegos, tales como el delay en las negociaciones y divisiones distintas a las que predice
el equilibrio. Por último, en este mismo caṕıtulo se entregan los resultados más importantes
del modelo de k-racionalidad aplicado a negociación secuencial: se demuestra la existencia de
múltiples equilibrios k-autoconfirmantes distintos al equilibrio perfecto en subjuegos, entre
ellos, equilibrios que tienen como resultado que la negociación se termina en la primera etapa
(incluyéndose entre estos al equilibrio perfecto en subjuegos). Esto resultados entregaŕıan
nuevas perspectivas a la discusión respecto de la pertinencia de incorporar a la teoŕıa supues-
tos tráıdos de la economı́a del comportamiento en la búsqueda de una teoŕıa de juegos más
predictiva.

Revisión bibliográfica

Racionalidad limitada

The natural way of looking at game situations (...) is not based on circular con-
cepts but rather on a step by step reasoning procedure (Selten, 1998)

El concepto de ((racionalidad limitada)) fue acuñado y propuesto por Herbert A. Simon
(1957) como una manera de complementar los supuestos de racionalidad económica, enten-
dida como la racionalidad efectivamente exhibida por los individuos en situaciones reales o
de laboratorio. De acuerdo a Selten (1998), habŕıa al menos tres tipos diferentes de procesos
mentales interactuando en las bases del comportamiento económico:

1. Motivación (i.e. fuerzas relacionadas con los objetivos de los individuos)
2. Adaptación (i.e. el aprendizaje de ciertas rutinas de comportamiento, sin razonamiento

ulterior)
3. Cognición (i.e., razonamiento, independiente de si es conciente o no)

A partir de esta clasificación, se debe mencionar que los supuestos utilizados en este
trabajo se relacionan con los procesos mentales de cognición, por lo que se deja de lado una
revisión bibliográfica que atienda a los otros dos. Lo que interesa es entender ciertos procesos
cognitivos en situaciones de interacción estratégica.

El diseño de varios juegos permite observar experimentalmente cómo los individuos con-
vergen a los equilibrios predichos por la teoŕıa, lo que sugiere dos cosas, que lo relevante en
estos casos seŕıa el largo plazo y que no habŕıa necesidad de entender los procesos mentales
del pensamiento estratégico de los jugadores. Sin embargo, se ha demostrado que bajo ciertos
diseños, la selección de equilibrios es sensible a la historia de aprendizaje de los jugadores, por
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ejemplo, en el juego de coordinación Continental Divide (Van Huyck, Battalio & Cook, 1997)
siete jugadores eligen simultáneamente un número entero entre 1 y 14, los pagos dependen
del número elegido y de la media resultante de la elección de todos los jugadores de acuerdo
a la siguiente matriz de la figura 1.

Figura 1: Matriz de pagos del continental divide

Es fácil ver que existen sólo dos equilibrios de Nash en estrategias puras, en uno de ellos,
todos los jugadores eligen n = 3, en el otro todos eligen n = 12. En el diseño experimental de
este juego, luego de realizados los pagos el juego se repite diez veces, los individuos eligen una
estrategia, luego se anuncia públicamente el resultado de la media, se realizan los pagos y
vuelven a escoger. Además, a los individuos se les separó en dos grupos, aquellos que eligieron
en la primera etapa un promedio mayor o igual a 8, y a aquellos que eligieron en la primera
etapa un promedio menor o igual a 7. Lo que se observó es que el primer grupo convergió al
equilibrio ni = 12 y el segundo al equilibrio ni = 3. Este ejemplo sencillo da cuenta de la
existencia de un proceso mediante el cual los jugadores eligen estratégicamente de acuerdo a
creencias dadas por lo observado.

Junto con el ejemplo anterior, la economı́a del comportamiento ha entregado evidencia
importante mostrando cómo el comportamiento de los individuos se aleja de los supuestos
racionalidad usados en la teoŕıa económica, justificando las teoŕıas de racionalidad limitada.
Parte importante de esta literatura se ha dedicado a investigar qué rol juegan estas limitacio-
nes en situaciones de interacción estratégica, la pregunta tiene sentido y la utilización estos
conceptos ((es plausible porque el cerebro tiene ĺımites (como la memoria de trabajo en el
razonamiento en juegos complejos))) (Camerer, Ho, Chong, 2004).

Un ejemplo paradigmático, largamente utilizado en la investigación de racionalidad limi-
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tada en contextos de interacción estratégica, corresponde al juego del concurso de belleza
(Beauty Contest). El juego está inspirado en una cita de Keynes (1936) en la que describe
cuál seŕıa el proceso mental de cierto número de jugadores que deben elegir, simultáneamente,
las seis caras más lindas de un grupo de cien fotograf́ıas, si quieren ganar un premio entrega-
do a aquel que se acerque al promedio de las preferencias de todos los competidores. En ese
caso, cada jugador debeŕıa elegir no las caras que él encontrara más lindas, sino aquellas que
probablemente los demás encontraŕıan más lindas, quienes también podŕıan estar pensando
de la misma manera. El concepto clave en este caso es la anticipación de las estrategias de los
demás. La adaptación de este ejemplo considera que un número finito de jugadores n debe
elegir de manera simultánea un número en el intervalo [0, 100], ganando una utilidad mayor
que cero aquel que escoja el número más cercano al promedio multiplicado por un parámetro
p.

La estructura del juego del concurso de belleza (Beauty Contest) repetido permite inves-
tigar si, y cómo, los procesos mentales de los jugadores incorporan el comportamiento de
los demás a través de un razonamiento conciente (Nagel, 1995). En Nagel (1995), el juego
se repite cuatro veces. En el primer periodo, los jugadores no tienen información del com-
portamiento de los demás, sino que deben formarse creencias al respecto. En los periodos
siguientes, los jugadores obtienen información acerca del verdadero comportamiento de los
demás y de su éxito en los periodos anteriores. Los resultados muestran que en el primer perio-
do, el comportamiento se desv́ıa fuertemente del equilibrio de Nash, más aún la distribución
de los números elegidos en el intervalo [0, 100] depende significativamente del parámetro p.
En particular, en las iteraciones 1 y 2, la mayoŕıa de las observaciones son cercanas a 50p y
50p2, independiente del parámetro p, es decir los comportamiento correspondientes a niveles
de racionalidad 1 y 2.

Los resultados de Stahl & Wilson (1995), Bosch-Domenech et al. (2002), Camerer et al.
(2004), Costa-Gomes & Crawford (2006) para el juego del concurso de belleza confirman la
idea de los jugadores se comportan eligiendo mejores respuestas de manera iterada, usando
la estrategia n = 50 como punto de partida para su razonamiento, en el proceso los jugadores
no habŕıan eliminado estrategias dominadas, sino que habŕıan jugado, efectivamente, mejores
respuestas relativas a sus predicciones.

Coricelli y Nagel (2009) muestran además, usando imágenes de resonancia magnética fun-
cional (fMRI) en participantes del juego del concurso de belleza, que la tendencia a usar
estrategias racionalmente limitadas tiene una correlación con la actividad neuronal en sus-
tratos neuronales especializados, como el cortex prefrontal medio. La hipótesis que buscan
comprobar es que tal pensamiento estratégico dependeŕıa de un mecanismo de la Teoŕıa de
la Mente2 de cada persona.

2Por Teoŕıa de la Mente se conoce la habilidad cognitiva de las personas de atribuir a otros ciertos
estados mentales, tales como creencias o intenciones. Se le denomina ((teoŕıa)) porque tales estados no seŕıan
directamente observables, sirviendo sin embargo para hacer predicciones respecto del comportamiento de los
demás
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Equilibrios autoconfirmantes

La idea de equilibrios autoconfirmantes es original de Fudenberg & Levine (1993) (Self-
confirming equilibrium). En su trabajo, los autores se preocupan por los equilibrios existentes
en juegos dinámicos como producto de algún proceso de aprendizaje subyacente. La noción
de equilibrio (o sus refinamientos) para juegos extensivos requiere que las creencias de los
jugadores sean correctas, tanto fuera como en el camino de equilibrio. El concepto de equilibrio
autoconfirmante exige un poco menos, bastan con que las creencias sean correctas en el
camino de equilibrio.

Este equilibrio está motivado por la idea de que cuando un juego se repite, los jugadores
observan las acciones de los demás, pero no las acciones que habŕıan elegido en conjuntos de
información no alcanzados. El equilibrio es autoconfirmante en el sentido de que es consis-
tente con la evidencia recolectada por los jugadores cuando no ((experimentan)) al eligir sus
estrategias (esto no maximizaŕıa necesariamente la utilidad esperada en un peŕıodo dado),
Fudenberg & Kreps (1988) proveen un ejemplo en el que esto ocurre, bajo un proceso de
aprendizaje que converge a un resultado que no es un equilibrio de Nash. Fudenberg & Le-
vine formalizan esta noción de equilibrio autoconfirmante y estudian sus caracteŕısticas más
importantes.

El ejemplo de la figura 2 (Fudenberg & Kreps (1988), Fudenberg & Levine (1993)) es
ilustrativo. En este juego, el jugador 1 juega primero, si juega A1, a continuación elige el
jugador 2, si juega D1, entonces a continuación elige el jugador 3. Cuando le toca elegir al
jugador 2, puede jugar A2, finalizando el juego, o jugar D2, en cuyo caso elige a continuación
el jugador 3. Notar que cuando elige el jugar 3, no sabe si anteriormente jugó el jugador 1
o el 2, pero además se encuentra indiferente entre sus acciones. Supongamos ahora que el
jugador 1 cree que el jugador 3 escogeŕıa R y el jugador 2 cree que el jugador 3 escogeŕıa
L, dadas estas creencias, es óptimo para el jugador 1 jugar A1 y para el jugador 2 jugar A2,
resultando los pagos (1, 1, 1). (A1, A2) es un equilibrio autoconfirmante, nótese además que
no es un equilibrio de Nash, para esto se requiere que los jugadores 1 y 2 tengan las mismas
creencias respecto de lo que jugaŕıa el jugador 3 y además ser correctas, por lo tanto en un
equilibrio de Nash, al menos uno de los jugadores tendŕıa que elegir Di.

Figura 2: Ejemplo de self-confirming equilibrium

La diferencia fundamental del equilibrio autonconfirmante de Fudenberg & Levine con el
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equilibrio que se propone en el desarrollo del presente trabajo se encuentra en el reemplazo de
un contexto tradicional de conocimiento común de racionalidad por un modelo en el que los
jugadores tienen limitaciones en su racionalidad. Aśı, mientras que en el modelo de Fudenberg
& Levine las creencias de los jugadores son importantes cuando un jugador está indiferente
entre varias acciones, en el modelo k-racional, las creencias van a inducir un comportamiento
no necesariamente racional bajo supuestos de conocimiento común de la racionalidad. Para
diferenciar ambos equilibrios, a este se le llamará equilibrio k-autoconfirmante, denotando su
validez exclusivamente en un contexto k-racional.
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Caṕıtulo 1

k-racionalidad en juegos estáticos

1.1. Modelo básico

Sea el juego estático en forma normal G =< I, (Si), (ui) >, con I el conjunto de jugadores,
Si el espacio de estrategias del jugador i y ui su función de utilidad para cada perfil de
estrategias s = (s1, . . . , sI) ∈ S = ×

i
Si. Una estrategia mixta σi es una distribución de

probabilidad sobre las estrategias puras si ∈ Si. Los pagos para el jugador i bajo el perfil de
estrategias mixtas σ = (σ1, . . . , σI) son

ui(σ) = Σ
s∈S

(
I

Π
j=1
σj(s, j)

)
ui(s)

Un equilibrio de Nash es un perfil de estrategias tal que la estrategia de cada jugador es
una mejor respuesta a las estrategias de los demás.

Definición 1.1 Un perfil de estrategias mixtas σ∗ es un equilibrio de Nash ssi para todo
jugador i

ui(σ∗i , σ∗−i) ≥ ui(si, σ∗−i) ∀ si ∈ Si

Definición 1.2 Un perfil de estrategias s∗ es un equilibrio de Nash en estrategias puras ssi
para todo jugador i

ui(s∗i , s∗−i) ≥ ui(si, s∗−i) ∀ si ∈ Si

1.2. Modelo k-racional

El modelo que se propone a continuación parte del modelo básico para juegos estáticos,
añadiendo un vector de tipos k = (k1, . . . , kI) que representa el nivel de racionalidad de
los jugadores, a la vez que una creencia sobre el nivel de racionalidad de los demás. Este
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vector reemplaza el conocimiento común de la racionalidad. El objetivo de esto es dotar de
estructura suficiente a los supuestos de racionalidad limitada estudiados principalmente en
los modelos de Stahl & Wilson (1994, 1995) y Nagel (1995), para aśı definir un equilibrio
k-autoconfirmante en función de las estrategias elegidas por los jugadores y los tipos dados.

Sea el juego estático en forma normal G′ =< I, (Si), (ui), (ki) >, es decir, se trata de una
extensión del juego G, que resulta de agregar un tipo ki ∈ N, privado para cada jugador,
este tipo (diremos que i es ki-racional) corresponderá a la creencia del jugador i sobre el
valor k−i (es decir, del tipo de los demás) y va a determinar una regla de decisión racional
indicandi a cada jugador un conjunto de estrategias óptimas. Hay que destacar que el tipo
ki de cada jugador quedará determinado exógenamente, este valor debe interpretarse en sus
dos sentidos: como un creencia respecto del tipo de los demás jugadores y como una regla de
decisión a partir de esas creencias. Si los jugadores son k-racionales, van a jugar óptimamente
de acuerdo a esto.

Notación: A lo largo de este trabajo se usará la notación k = (k1, . . . , kI) para designar al
vector de niveles de racionalidad de cada jugador. Sea una constante c ∈ N, se dirá que k ≥ c
si para todo i se tiene ki ≥ c. Se dirá que k > c si para todo i se tiene que ki ≥ c y además
existe algún j tal que kj > c.

Definición 1.3 Definimos la función de predicción pi,j de la siguiente forma:

pi,j : N \ {1} −→ Sj

k 7−→ pi,j(k) = s ⊆ Sj

pi,j(k) = arg máx uj ( · , p−j(k − 1))
p−j(k) = (pj,1(k), . . . , pj,j−1(k), pj,j+1(k), . . . , pj,I(k))

pi,j(1) ∈ ∆(Sj)
pi,j(1) ∼ U(Sj)

La función pi,j(k) corresponde a la predicción que hace el jugador i respecto de j, dado
que la regla de decisión racional del jugador i es k (es decir, está en la creencia del jugador
i, k-racional, que el jugador j eligirá alguna estrategia en pi,j(k)). Notemos a continuación
que p−j(k) indica la predicción que j haŕıa de los demás jugadores si efectivamente fuese
k-racional. La definición es recursiva, vale decir, cuando el jugador i se encuentra bajo una
regla de decisión k, su predicción respecto al jugador j es que éste último escogerá una
estrategia que maximice su utilidad dando por supuesto que el jugador j es (k− 1)-racional.
En este sentido, no es una regla sofisticada, pues los jugadores ((asumen)) que un jugador k-
racional cree que todos los demás son (k− 1)-racionales. Luego, este regla (o k-racionalidad)
no permite heterogeneidad en las creencias aunque exista heterogeneidad en k.

Ejemplo Consideremos el siguiente juego estático en forma normal:
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A B C
A 5, 4 3, 3 7, 0
B 1,−1 4, 5 5,−2
C 1, 2 2, 2 6, 1

Supongamos que el nivel de racionalidad de los jugadores está dado por k = (k1, k2) =
(2, 2). Podemos calcular la predicción que hace cada jugador:

p1,2(2) = arg máx u2 ( · , p1(1))
p2,1(2) = arg máx u1 ( · , p2(1))

Como se trata de sólo dos jugadores, p1(1) = p1,2(1) = {A,B,C} y también p2(1) =
p2,1(1) = {A,B,C} (además, A, B, C son elegidas con la misma probabilidad). Entonces

p1,2(2) = arg máx E[u2 ( · , p1,2(1))]
p2,1(2) = arg máx E[u1 ( · , p2,1(1))]

Es decir,

p1,2(2) = B

p2,1(2) = A

Esto se lee de la siguiente manera: dado que el jugador 1 es 2-racional, su predicción (y
creencia) es que el jugador 2 escogerá la estrategia B, pues aśı maximizaŕıa el jugador 2 su
pago esperado de ser 1-racional (pues creeŕıa que el jugador 1 elige aleatoriamente). De la
misma forma, como el jugador 2 es 2-racional, su predicción es que el jugador 1 escogerá la
estrategia A.

Por lo tanto, si los jugadores son racionales en este sentido (con k = (2, 2)), usarán la es-
trategia que les entregue una mayor utilidad. El perfil de mejor respuesta a estas predicciones
es (B,A). Paradójicamente, eligen el perfil de estrategias con el menor beneficio social. Sin
embargo, lo interesante es notar que luego de observado este resultado, los jugadores pueden
rechazar las creencias que teńıan y, seguramente, jugaŕıan de otra forma si repitieran el juego.
En caso contrario, es decir, si los jugadores no tuvieran forma de contradecir sus creencias,
se esperaŕıa que no modificaran su estrategia si repitieran el juego, este es el sentido de la
siguiente definición.

Definición 1.4 Sea el juego G′. Decimos que (s∗, k∗) es un equilibrio k-autoconfirmante ssi
dado el vector k∗ = (k∗1, . . . , k∗i , . . . , k∗I ), ∀ i se cumple que:

s∗i ∈ arg máx ui ( · , p−i(k∗i ))
s∗i ∈ pj,i(k∗j ) ∀ j 6= i
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La primera condición equivale a que los jugadores eligen su estrategia entre aquellas pres-
critas por su regla de decisión racional. La segunda condición indica que la estrategia de cada
jugador debe estar en el conjunto que resulta de la intersección de la predicción de todos los
demás. Es decir, los jugadores eligen una estrategia de mejor respuesta dadas sus creencias,
sin que éstas puedan rechazarse a posteriori.

Proposición 1.5 Si un juego estático G =< I, (Si), (ui) > tiene un único equilibrio de Nash
en estrategias puras, s∗, entonces (s∗, k∗) es un equilibrio k-autoconfirmante para algún k∗ ≥ 1
del juego G′ =< I, (Si), (ui), (ki) >.

Sin embargo, cuando existen múltiples equilibrios de Nash, no se puede asegurar que todos
sean k-autoconfirmantes del juego G′. En el siguiente ejemplo se muestra esta situación.

Ejemplo Consideremos el siguiente juego estático en forma normal:

A B
A 2, 2 0, 0
B 0, 0 3, 3

Sabemos, por definición, que un jugador 0-racional elige aleatoriamiente entre A y B,
luego la predicción de jugadores que son 1-racionales es:

p1,2(1) =
(1

2 ,
1
2

)
p2,1(1) =

(1
2 ,

1
2

)

y por construcción,

p−1(2) = p1,2(1)
p−2(2) = p2,1(1)

Aśı p1,2(2) = arg máx u2( · , p−2(1)) = B. Es decir que si el jugador 1 es 2-racional, su
predicción es que el jugador 2 jugará B (pues está en la creencia de 1 que el jugador 2 elige
como 1-racional y, por lo tanto, creeŕıa que 1 escoge aleatoriamente). De la misma manera,
p2,1(2) = B. Dadas estas predicciones, jugadores que son 1 y 2-racionales eligen B, más aún,
si los jugadores 1 y 2 son k1-racional y k2-racional, respectivamente, siempre escogen B para
todo k1, k2 ≥ 1. Es decir, (B,B) es un equilibrio k-autoconfirmante para todo k ≥ 1. Por
otro lado, sabemos que NE =

{
(A,A), (B,B),

(
3
5 ,

3
5

)}
. Esto sugiere la posibilidad de que la

noción de equilibrio k-autoconfirmante sirva para seleccionar equilibrios del conjunto NE.

Sin embargo, al modificar el juego de la siguiente manera
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A B
A 2, 2 0, 0
B 0, 0 2, 2

resulta que (A,A), (A,B), (B,A), (B,B) son todos equilibrios k-autoconfirmantes para
todo k ≥ 1, pues bajo cualquier nivel k de racionalidad, a ambos jugadores les conviene
randomizar igualmente entre A y B, luego tampoco se pueden contradecir las creencias de
los jugadores. Notemos que esto significa que los equilibrios k-autoconfirmantes no son un
subconjunto de los equilibrios de Nash. Como en la Proposición 1, es necesaria una condición
adicional.

Definición 1.6 Definimos las creencias k-racionales por:

µi,j : N× Sj −→ [0, 1]
(ki, sj) 7−→ µi,j(ki, sj) ∈ [0, 1]

µi,j(ki, sj) es la probabilidad con la que i cree que j jugará sj, dado que i es ki-racional.

Definición 1.7 Sea el juego G. Decimos que (s∗, k∗) es un equilibrio k-autoconfirmante fuerte
(de aqúı en adelante, k-ACF) ssi dado el vector k∗ = (k1, . . . , ki, . . . , kI), ∀ i se cumple que:

s∗i ∈ arg máx ui ( · , p−i(ki))
s∗i ∈ pj,i(kj) ∀ j 6= i

µj,i(kj, s∗i ) = 1 ∀ j 6= i

Observación Se puede rescribir la definición de la siguiente manera: (s∗, k∗) es un equilibrio
k-ACF ssi (s∗, k∗) es un equilibrio k-autoconfirmante y ∀ i se cumple que µj,i(kj, s∗i ) = 1 ∀ j 6=
i.
La siguiente proposición muestra que un conjunto de equilibrios k-ACF es subconjunto del
que contiene a todos los equilibrios de Nash.

Proposición 1.8 Si (s∗, k∗) es un equilibrio k-ACF del juego G′, entonces s∗ es un equilibrio
de Nash del juego G.

Demostración. ea (s∗, k∗) un equilibrio k-ACF. Sabemos que para cualquier j se cumple que
µi,j(k∗i , s∗j) = 1 ∀ i 6= j, entonces pi,j(ki) = s∗j (pues i sólo le asigna probabilidad positiva a
s∗j). Luego, la predicción que hace i respecto de los demás jugadores es

p−i(ki) = (pi,1(ki), . . . , pi,i−1(ki), pi,i+1(ki), . . . , pi,I(ki))

Pero como pi,j(ki) = s∗j , p−i(ki) = (s∗1, . . . , s∗j−1, s
∗
j+1, . . . , s

∗
I) = s∗−i. Y dado que s∗ es k-ACF,

∀i : s∗i ∈ arg máx ui ( · , p−i(ki))
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∀i : s∗i ∈ arg máx ui
(
· , s∗−i

)
Es decir, s∗ es equilibrio de Nash (k-ACF ⊆ EN).

Esto quiere decir que si las creencias µ se modifican luego de alguna historia de aprendizaje
(sea cual sea el modelo que esté detrás de este proceso), la convergencia a un equilibrio k-
ACF, implicaŕıa la convergencia a un equilibrio de Nash. En otras palabras, la definición
de equilibrio k-ACF en juegos estáticos permitiŕıa seleccionar equilibrios, aśı como se han
utilizado para esto los conceptos de risk dominance, payoff dominance y puntos focales, entre
otros. Hay juegos, sin embargo, que no tendŕıan equilibrio k-ACF, es decir que no son capaces
de sostener ninguna creencia, en el sentido k-racional, como es el caso del juego del ((concurso
de belleza)) (Beauty Contest)

1.3. Juego del Concurso de belleza

El juego del ((concurso de belleza)) es relevante pues es un ejemplo paradigmático de la
literatura experimental de racionalidad de nivel k y jerarqúıas cognitivas. El juego se define de
la siguiente forma: n jugadores deben elegir un número si en el intervalo [0, 100]. El ganador
es aquel que escoja el número más cercano a la media multiplicada por un parámetro p ∈ [0, 1]
que es de conocimiento común. El pago se divide equitativamente en caso de empate. Los
demás jugadores obtienen pagos 0.

Se sabe que cuando p < 1 el juego tiene un único equilibrio de Nash, el que corresponde a
jugar si = 0, se procede eliminando estrategias estrictamente dominadas, en efecto, se sabe
que si > 100p es una estrategia estrictamente dominada (el máximo promedio posible es 100),
luego, dado que los jugadores son racionales y saben que los demás lo son, eliminan todas las
estrategias si > 100, acotando el espacio de estrategias, con esto se tiene que las estrategias
si > 100p2 son estrictamente dominadas. Bajo conocimiento común de la racionalidad, se
puede llevar este procedimiento al infinito, la única estrategia que sobrevive es si = 0, pues
0 < 100pn para todo n. Ahora, si todos juegan si = 0, ningún jugador tiene incentivos a
modificar su estrategia. Si p = 1, el juego es un juego de coordinación con infinitos equilibrios
de Nash en estrategias puras en los que todos los jugadores eligen el mismo número.

Por otro lado, un jugador 1-racional siempre juega si = p50, pues al creer que los demás
juegan aleatoriamente según una distribución uniforme entre 0 y 100, su mejor respuesta es
jugar si = p50, de la misma forma, un jugador k-racional juega si(k) = pk50.

Proposición 1.9 El juego del ((concurso de belleza)) con n jugadores no tiene equilibrio k-
ACF para ningún valor de p < 1. Si p = 1, hay múltiples equilibrios k-ACF de la forma
(s∗, k∗), donde s∗ es el perfil de estrategias con si = 50 ∀ i y para todo valor de k ≥ 1.

Demostración. Notar que en el juego del concurso de belleza un jugador i que es k-racional
juega como mejor respuesta a sus creencias, si(k) = pk50 > 0, ∀ k ≥ 1. Es fácil ver que
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si p = 1, entonces si(k) = 50 para todo valor de k, lo que muestra la segunda parte de la
proposición.

Si p < 1, se argumenta por contradicción, supongamos que (s∗, k∗) es un equilibrio k-
ACF, luego, de la proposición 1.8, s∗ debe ser un equilibrio de Nash, pero el único equilibrio
de Nash es si = 0, ∀ i, entonces el equilibrio (s∗, k∗) exige que si = 0, lo que implica una
contradicción. Es decir que no existe un valor para k ∈ N que pueda inducir un equilibrio
k-ACF en este juego.

La discusión respecto de este juego y la (no) existencia de equilibrios es relevante, pues
corresponde a uno de los ejemplos paradigmáticos en la literatura de racionalidad limitida.
Lo que se observa en situaciones de laboratorio es que los sujetos, efectivamente, se desv́ıan
considerablemente del equilibrio de Nash (replicando niveles de racionalidad más bien bajos),
pero a medida que se repite el juego, tienden a elegir números más cercanos a cero. Como
consecuencia, el ejemplo induce a pensar que esta clase de limitaciones a la racionalidad sólo
tendŕıa como efecto demorar la convergencia al equilibrio, sin que éste se vea afectado. Lo
que se propone en caṕıtulos siguientes es que, para juegos dinámicos, la k-racionalidad podŕıa
originar equilibrios distintos a los usuales, como el equilibrio perfecto en subjuegos.
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Caṕıtulo 2

k-racionalidad en juegos dinámicos

2.1. Modelo k-racional

En juegos dinámicos emerge el concepto de credibilidad de las estrategias, pues, en general,
los múltiples equilibrios de Nash no resultan intuitivos y coherentes con el comportamiento
racional de los individuos. Es decir, un perfil de estrategias podŕıa constituir un equilibrio de
Nash pero, al mismo tiempo, no ser créıble. Como solución, Selten (1965) propuso el equilibrio
perfecto en subjuegos (EPS), basado en el principio de racionalidad secuencial, esto es, que
cada jugador tendŕıa un comportamiento racional (o maximizador) en cada nodo de decisión.

Para definir el equilibrio k-autoconfirmante en juegos dinámicos, se debe notar que los
jugadores observan las estrategias de comportamiento y no necesariamente la estrategia con-
tigente, pues si no se alcanzan todos los nodos de decisión (es decir, los conjuntos de infor-
mación), esta estrategia nunca es revelada. Aśı, la predicción que un jugador hace sobre las
acciones de otro debe estar definida para cada nodo. Para adaptar las definiciones anteriores
a juegos dinámicos se debe recurrir a la inducción inversa, es decir que en cada subjuego, el
jugador i debe ser ki-racional. Esto permite conservar el concepto de racionalidad limitada de
los jugadores y dar una interpretación de k como una medida de cuánto puede ((adelantarse))
un jugador a subjuegos más lejanos. Como en el caṕıtulo anterior, las definiciones siguientes
corresponden a una extensión de los modelos tradicionales; nuevamente se incorpora el vector
k = (k1, . . . , kI) para representar la racionalidad de los jugadores como un tipo privado que,
a su vez, indica las creencias que tienen un jugador con respecto al tipo de los demás.

Sea el juego dinámico G con I jugadores en forma extensiva con memoria perfecta. El
juego queda descrito por el árbol X con nodos x ∈ X. Los nodos terminales z ∈ Z ⊂ X
determinan los pagos de los jugadores. La función de pagos del jugador i se describe por
ui : Z → R. Los conjuntos de información h ∈ H son una partición de X \ Z. Los conjuntos
de información donde el jugador i elige una acción son Hi ⊂ H (H−i = H \ Hi son los
conjuntos de información para los demás jugadores). A(hi) representa las acciones factibles
para un conjunto de información hi ∈ H dado.

Una estrategia pura para el jugador i, si, es una estrategia contigente que en cada conjunto
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de información del jugador i prescribe una acción factible para él, es decir, si(hi) ∈ A(hi).

Definición 2.1 Definimos las estrategias de comportamiento k-racional por πi(hi, ki) ∈
∆(A(hi)) para el jugador i que es ki-racional que elige una acción ai en el conjunto de
información hi.

Definición 2.2 Definimos las funciones de predicción para cada conjunto de información
por

pi,j(hj) : N −→ ∆(A(hj))
k 7−→ pi,j(k, hj) = Πj(k, hj) ⊆ ∆(A(hj))

pi,j(k, hj) = arg máx
πj(hj)

E[uj ( · , p−j(k − 1)) | hj]

p−j(k) = (Πj,1(k), . . . ,Πj,j−1(k),Πj,j+1(k), . . . ,Πj,I(k))
donde Πj,i(k) = ×

hi∈Hi

Πi(k, hi)

pi,j(1, hj) = πj(hj) ∼ U(Aj(hj)) ∀j 6= i y hj ∈ H

La función pi,j(k, hj) corresponde a la predicción que hace el jugador i respecto de j,
en el conjunto de información hj, dado que i es k-racional (es decir, cuál es la estrategia
de comportamiento que usará j cuando se encuentre en hj, de acuerdo a las creencias de
i). Se sabe, además, que un jugador 1-racional cree que los demás eligen aleatoriamente
entre sus acciones factibles, Aj(hj),de acuerdo a una distribución uniforme, cualquiera sea
el conjunto hj. Sea H(σ) el conjunto de todos los conjuntos de información alcanzables con
alguna probabilidad si se juega la estrategia mixta σ.

Definición 2.3 Decimos que (σ∗, k∗) es un equilibrio k-autoconfirmante ssi dado el vector
k∗ = (k∗1, . . . , k∗i , . . . , k∗I ), H(σ∗) los conjuntos de información alcanzables bajo σ∗ y π∗i (hi)
las estrategias de comportamiento inducidas por σ∗, ∀ i se cumple que:

σ∗i ∈ argmax ui ( · , p−i(k∗i ))
π∗i (hi) ∈ pj,i(k∗j , hi) ∀ j 6= i y hi ∈ H(σ∗)

Bajo esta definición, se considerará equilibrio cualquier perfil que maximice la utilidad
de los jugadores dada las creencias respecto de la racionalidad de los demás, estas creencias
inducirán predicciones, las cuales sólo requieren ser ciertas en los conjuntos de información que
podŕıan alcanzarse en equilibrio. Es decir, basta con que las creencias no puedan rechazarse
en los conjuntos de información alcanzables. Será importante, entonces, determinar si un
jugador revela o no su racionalidad en cada conjunto de información en el que debe jugar.

Ejemplo Consideremos el juego del ciempiés (Rosenthal, 1981) siguiente, con jugadores 1 y 2
con niveles de racionalidad k1 y k2, respectivamente, quienes en cada conjunto de información
pueden elegir, de manera alternada, tomar lo que hay (T ) o pasar (P ):
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Figura 2.1: Juego del ciempiés

Supongamos que k1 = 1. Para resolver este juego mediante k-racionalidad, se procede
desde el final. En la quinta etapa, el jugador 1 cree que el jugador 2 elige uniformemente
entre P y T en la última etapa, por lo tanto, su pago esperado por ((pasar)) en la etapa 5 es
u5

1(P ) = 144, su pago por ((tomar)) es u5
1(T ) = 64. Luego, su mejor respuesta en la etapa 5,

dada la predicción que hace, será P , es decir, π5
1 = P . Hacia atrás, en la etapa 4, el jugador

1 espera que el jugador 2 también elija uniformemente, como en la etapa 3 el jugador 1 se
adelanta a su propia jugada π5

1 = P y conoce el pago esperado de esta acción, sabe que el
pago esperado por ((pasar)) en la etapa 3 es u3

1(P ) = 76, el pago por ((tomar)) es u3
1(T ) = 16,

luego π3
1 = P . Repitiendo esto para el primer peŕıodo, u1

1(P ) = 39, u1
1(T ) = 4 y π1

1 = P .
Esto significa que la estrategia de un jugador 1, 1-racional, es ((pasar)) cada vez que tiene la
oportunidad, pues espera mejores pagos al hacerlo.

Si el juego se realiza una sola vez, cualquiera sea la estrategia del jugador 2, el jugador
1 no observará jugadas que contradigan sus creencias (salvo en el largo plazo). Lo mismo
sucederá con el jugador 2 si es 1-racional.

Proposición 2.4 Si (s∗, k∗) es un equilibrio k-autoconfirmante, o bien el juego se detiene en
la primera etapa (el jugador 1 juega T) o bien k∗ = (1, 1).

Demostración. En general, el caso k∗ = (1, 1) no es interesante, pues, al menos en el corto
plazo, ningún jugador puede rechazar estas creencias. Sea k∗ > 1 y supongamos que el juego
se detiene en la etapa t posterior a la primera. Como ambos jugadores están maximizando
su pago en función de sus creencias, esto sólo puede ocurrir porque el jugador que elige T o
P en (t− 1) cree que el jugador de la etapa t escogerá P (independiente de sus creencias con
respecto a lo que pase después), pero lo que en realidad ocurre es que el jugador en t elige T ,
con lo que las creencias del jugador en (t−1) se ven rechazadas, cualquiera sean. Por lo tanto,
si el juego se detiene en la etapa t las creencias de al menos un jugador no se confirman, lo
que significa que un equilibrio k-autoconfirmante no puede terminar después de la primera
etapa. Supongamos ahora que bajo el perfil (s∗, k∗) el juego se detiene en la primera etapa,
luego, cualquiera sea la creencias del jugador 1, ésta no podrá ser rechazada pues el jugador
2 no alcanzará a revelar su nivel k2 (dado que no elige), además esto lo hará inducido por su
nivel de racionaliad k1; si con esto el jugador 1 revela su racionalidad, entonces k2 = k1 + 1
confirma creencias para el jugador 2 y el equilibrio k-autoconfirmante existe; si en cambio no
se revela la racionalidad del jugador 1 cualquiera sea k2, no puede rechazar su creencia.

Esto último es coherente con la idea de que los jugadores convergen a un equilibrio de Nash
en el largo plazo, al jugar repetidas veces, ajustándose a los resultados de Ho & Su (2013), en
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particular al principio que denominan repetition unraveling, bajo el cual se observan menos
violaciones a la inducción inversa a medida que el juego se repite en múltiples rondas. Sin
embargo, este constituiŕıa un caso particular del equilibrio k-autoconfirmante válido en el
juego del ciempiés, aunque no necesariamente en toda clase de juegos secuenciales.
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Caṕıtulo 3

Negociación secuencial

En este caṕıtulo se aborda el modelo de negociación secuencial en tiempo discreto (Stahl,
(1967, 1972, 1988), Rubinstein, 1982), para ser estudiado posteriormente en el contexto de
k-racionalidad. Este modelo tiene la ventaja de constituir un clásico de la teoŕıa y poseer
resultados conocidos, a la vez que sigue abriendo la discusión a nuevas preguntas, por ejemplo,
se ha discutido la necesidad de modelos alternativos que expliquen el comportamiento real
de las personas en situaciones de negociación (o en contextos de laboratorio), pues muchas
veces los individuos se comportan fuera del equilibrio perfecto en subjuegos, con divisiones
distintas a las predichas teóricamente, o con delay en las negociaciones.

En este mismo caṕıtulo se entregan los resultados más importantes del modelo de k-
racionalidad aplicado a un juego de negociación secuencial. Principalmente se demuestra la
existencia de un conjunto de múltiples equilibrios k-autoconfirmantes, estos equilibrios tienen
como resultado que el juego se acaba necesariamente en el primer peŕıodo de la negociación (se
incluye en este conjunto al equilibrio perfecto en subjuegos). Estos equilibrios corresponden
a tres categoŕıas determinados por el nivel de racionalidad del jugador 1, k1, y por el número
n de etapas de la negociación: (a) equilibrios con k1 par, (b) equilibrios con k1 = n, (c)
equilibrios con k1 > n (equivalente al equilibrio perfecto es subjuegos). Los equilibrios de
tipo (a) son beneficiosos para el jugador 2, los de tipo (b) lo son ligeramente más para el
jugador 1, pero tienden a ser equitativos si los jugadores son pacientes, y los de tipo (c), ya
conocidos, son mucho más beneficiosos para el jugador 1 que el 2. Lo más importante es que
esta diversidad de equilibrios ocurre en horizonte finito e infinito, en particular, el resultado
de Rubinstein (1982) con δ1 = δ2 = δ que resuelve una división ((1/(1 + δ), δ/(1 + δ))) se
recupera para el horizonte finito en la clase de equilibrios del tipo (b).

Estos resultados entregaŕıan nuevas perspectivas a la discusión respecto de la pertinencia
de incorporar a la teoŕıa supuestos tráıdos de la economı́a del comportamiento, en la búsqueda
de una teoŕıa de juegos más predictiva.
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3.1. Modelos de negociación secuencial

La formulación más sencilla del problema de negociación consiste en la división de una
renta entre dos jugadores (dividing the dollar), pero es adaptable a una gran cantidad de
situaciones. El acuerdo entre ambos jugadores es problemático pues éstos tienen preferencias
opuestas respecto de la división final. Un modelo de negociación secuencial intenta resolver
esto proponiendo una secuencia de ofertas y contraofertas.

Las primeras investigaciones del procedimiento de ofertas alternadas las hizo Stahl (1967,
1972, 1988), estudiando los equilibrios perfectos en subjuegos, usando inducción inversa en
modelos con horizonte finito. Para el horizonte infinito Rubinstein (1982) modeló el problema
como un juego extensivo con información completa, usando ciertas hipótesis demostró la
existencia de un único equilibrio perfecto en subjuegos.

El modelo básico que se extenderá para el contexto k-racional corresponde a los modelos
de Stahl (1972) y Rubinstein (1981) y se formaliza de la siguiente manera: Dos jugadores
deben llegar a un acuerdo respecto de la división de una torta de tamaño 1, para esto hacen
ofertas alternadas en peŕıodos discretos (t = 1, 2, . . .). En el primer periodo, el jugador 1
hace una oferta x1 ∈ [0, 1], correspondiente a una división (x1, 1−x1) que el jugador 2 puede
aceptar, en cuyo caso el juego termina y ambos consumen la torta de acuerdo a la división
propuesta, o rechazar, en cuyo caso el juego continua en el periodo t = 2, en este peŕıodo,
ahora es el jugador 2 quien hace una oferta x2 ∈ [0, 1] y es el jugador 1 quién debe aceptar
o rechazar. Esta alternancia se repite hasta el periodo t = n, en este periodo si el jugador
que debe aceptar o rechazar la oferta elige rechazar, ambos terminan con nada, es decir con
pagos (0, 0). Además, se debe asumir que ambos jugadores prefieren una mayor cantidad de
la torta que una menor, y que para una misma división final, prefieren demorarse menos que
más tiempo, es decir, si el acuerdo se logra en el periodo t, los pagos finales son u1 = δt−1

1 xt
para el jugador 1 y u2 = δt−1

2 (1−xt) para el jugador 2. La siguiente proposición es conocida:

Proposición 3.1 Si n = 2, el único equilibrio perfecto en subjuegos se alcanza con una
división (1− δ2, δ2)

Demostración. Dado que en el peŕıodo 2, el jugador 2 anticipa que el jugador 1 prefiere
debilmente cualquier oferta x2 (en cualquier caso, salvo en x2 = 0 su pago final es δ1x2),
su mejor respuesta en este subjuego es x2 = 0 ( que lo dejaŕıa con un pago δ2). Pero en el
peŕıodo 1 el jugador 1 anticipa x2, por lo tanto hace una oferta x1 que deje indiferente al
jugador 2, dejando para śı un pago u1 ≥ 0, es decir x1 = 1 − δ2, generando una división
(1− δ2, δ2)

Este ejemplo muestra cómo los jugadores anticipan las jugadas del otro jugador en cada
subjuego. Estas predicciones del comportamiento de los demás serán aún más relevantes en
el modelo de k-racionalidad, pues la capacidad de anticiparse con precisión al comporta-
miento futuro estará determinado por su nivel k de racionalidad. El resultado anterior puede
extenderse para un número arbitrario de peŕıodos.

Proposición 3.2 Sea el juego de negociación secuencial con n peŕıodos. Si δ1 = δ2 = δ, la
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oferta que hace el jugador 1 en el periodo t (con t impar) es

xt =
(n−t

2 )−1∑
j=0

(δ2j − δ2j+1) + δn−t = 1− δ + δ2 − . . .− δn−t−1 + δn−t

Corolario 3.3 Si en el juego de negociación secuencial n→∞ y δ1 = δ2 = δ, la oferta que
hace el jugador 1 en el peŕıodo 1 es

x1 = 1
1 + δ

Los pagos finales son, por lo tanto (
1

1 + δ
,

δ

1 + δ

)

Este resultado es equivalente al del modelo de Rubinstein (1982) con horizonte infinito,
en cuyo caso el jugador 1 hace una oferta en el primer peŕıodo que el jugador 2 no rechaza,
con pagos finales

(
1− δ2

1− δ1δ2
,
δ1(1− δ2)
1− δ1δ2

)

3.2. Ejemplo de negociación con k-racionalidad

Even von Neumann and Morgenstern (1944) suggested that the bargaining outco-
me would necessarily be determined by unmodeled psychological properties of the
players. Nash (1950, 1953) broke away from this tradition. His agents are fully
rational. (Binmore, Osborne & Rubinstein, (1992))

Aunque este modelo no considera la psicoloǵıa de los jugadores en el sentido sugerido por
von Neumann y Morgenstern, al introducir k-racionalidad en juegos de negociación secuen-
cial se recupera, en algún sentido, la idea de que los jugadores tienen creencias respecto de
la habilidad para negociar de los demás. Si estas creencias son consistentes, es decir, si los
jugadores no pueden rechazarlas (aún si son erróneas) el resultado de la interacción corres-
pondeŕıa a un equilibrio k-autoconfirmante, pero no necesariamente a un equilibrio perfecto
en subjuegos. Esto podŕıa entregar una justificación teórica al comportamiento observado
por los individuos en experimentos de laboratorio, en los cuales se desv́ıan consistemente del
equilibrio perfecto en subjuegos.

En lo que sigue se supondrá que los valores de k1 y k2 vienen dados para los jugadores
y no se pueden modificar a lo largo de un mismo juego. Lo que se busca responder es si
un determinado perfil (s∗, k∗) corresponde o no a un equilibrio k-autoconfirmante. Como los
jugadores no aprenden la racionalidad de su rival durante un mismo juego, tiene sentido
suponer que no modifican su comportamiento a lo largo del juego, es decir, aún si un jugador
que es ki-racional observa un comportamiento que rechaza su creencia, se mantendrá jugando
hasta el final del juego como si fuera ki-racional.
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Ejemplo Consideremos el juego de negociación secuencial con tres peŕıodos y con un factor
de descuento δ para ambos jugadores. Sea k = (2, 2).

Figura 3.1: Juego de negociación secuencial con tres peŕıodos

Los resultados1 para ambos jugadores en el primer periodo son:

π2 =
{
A si x1 ≤ 1− δ + δ2/2
R si x1 > 1− δ + δ2/2

π1 =
{
x̄1 = 1− δ si x̄1 ≥ δ2

x1 > x̄1 si x̄1 < δ2

La razón de esto es que dado que ambos jugadores son 2-racionales. En la primera etapa,
el jugador 2 sabe que en la siguiente va a jugar x2 = δ

2 y su ganancia esperada será δ − δ2

2 .
Sin embargo, el jugador 1 cree que el jugador 2 es 1-racional (esto es, el jugador 2 creeŕıa

1ver el Anexo A para la resolución del ejemplo.

22



que el jugador 1 es 0-racional). Esto induce al jugador 1 a estimar erróneamente lo que debe
ofrecer al jugador 2.

Dada la estrategia del jugador 1 en la primera etapa (x1 = x̄1 si x̄1 ≥ δ2), se tiene que
x1 = x̄1 ssi δ ≤

√
5−1
2 ≈ 0,618. Por otro lado, el jugador 2 acepta en la primera etapa cualquier

oferta x1 ≤ 1− δ + δ2

2 . Como x̄1 = 1− δ < 1− δ + δ2

2 , si el jugador 1 hace la oferta x1 = x̄1,
el jugador 2 acepta. De este análisis, se desprenden tres casos posibles:

1. δ ≤
√

5−1
2 : El jugador 1 elige x1 = x̄1 = 1− δ y el jugador 2 acepta la oferta.

2. δ >
√

5−1
2 :

(a) El jugador 1 elige x1 > x̄1, con x1 ∈ (x̄1, x̄1 + ε], donde ε = δ2

2 : El jugador 1 hace
una oferta, esperando que el jugador 2 la rechace, pero éste acepta.

(b) El jugador 1 elige x1 > x̄1, con x1 > x̄1 + ε, donde ε = δ2

2 : El jugador hace una
oferta que el jugador 2 rechaza, en la siguiente etapa el jugador 2 hace una oferta
x2 = δ/2, el jugador 1 la rechaza y finalmente, en la tercera etapa, el jugador 1
hace una oferta x3 = 1 que el jugador 2 acepta, resultando los pagos (δ2, 0).

A partir de ejemplo se pueden desprender algunas ideas:

1. Aunque en el primer caso el jugador 2 habŕıa aceptado todav́ıa si x1 > x̄1 (mientras
x1 ≤ 1 − δ + δ2

2 ), el jugador 1 no puede rechazar la creencia de que el jugador 2 es 1-
racional cuando acepta pues, de hecho, cree que x̄1 es la oferta que lo deja indiferente.
Es decir, las creencias erróneas pueden inducir a los jugadores a estimar mal cuánto
deben ofrecer en cada etapa. Hay que notar que al jugador 1 le convendŕıa conocer k2,
no hacerlo le cuesta δ2/2.

2. En general se asume que δ es grande, por lo que es más apropiado pensar en los casos
con δ >

√
5−1
2 . Aún en estos casos, el resultado es sensible a δ. Si x1 es suficientemente

grande (x1 > 1−δ+ δ2

2 ), habrá delay en la negociación, un resultado que no es deseable
para ninguno de los jugadores.

3.3. Resultados: k-racionalidad en el modelo de nego-
ciación secuencial

En esta sección se muestran los resultados de aplicar el modelo de k-racionalidad al juego
de negociación secuencial definido al comienzo del caṕıtulo. El objetivo de estos resulta-
dos es entender la dinámica del juego y caracterizar los equilibrios k-autoconfirmantes para
aśı observar las diferencias de este equilibrio con el equilibrio perfecto en subjuegos tradicio-
nalmente utilizado. El análisis se hace tanto para el juego de horizonte finito como infinito.
En el caso finito se considera que la negociación secuencial se realiza en n peŕıodos, con n
impar (es decir, el jugador 1 hace la primera y la última oferta). Debe entenderse que este
es sólo un requisito técnico para resolver el juego y que los resultados generales no sufren
modificaciones importantes al considerar n par.
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Los resultados muestran la existencia de múltiples equilibrios k-autoconfirmantes, entre
los que se incluye al equilibrio perfecto en subjuegos. Todos estos equilibrios tienen como
consecuencia que la negociación se realiza en el primer peŕıodo. Será interesante notar que
lo equilibrios k-autoconfirmantes se puede clasificar en distintas familias dependiendo de la
paridad de los niveles de racionalidad k. Una de estas clases de equilibrio entrega una división
del total de la torta cercana a la equitativa a medida que δ se acerca a 1, a diferencia del
modelo de Rubinstein, esto también ocurrirá considerando un horizonte finito.

Al final de esta sección se extiende el modelo de k-racionalidad al juego de negociación
secuencial repetido con un proceso de aprendizaje sencillo aplicable a este juego y en es-
te contexto. Este proceso actualiza el tipo k de los jugadores a partir del comportamiento
observado, la actualización es automática y no responde a una elección óptima de los jugado-
res. Lo que se observa es una convergencia a los equilibrios k-autoconfirmantes encontrados
teóricamente. Es interesante notar el equilibrio al que convergen los jugadores depende de
la paridad de sus niveles de racionalidad. En particular, si el juego es de horizonte finito, la
convergencia al equilibrio está asegurada en un tiempo finito; en horizonte infinito, se pue-
de observar una tendencia hacia un equilibrio k-autoconfirmante que entrega pagos que se
acercan a la división equitativa a medida que δ se acerca a 1.

Definición 3.4 Definimos las estrategias de comportamiento k-racional por πti(ki) ∈ [0, 1]
cuando el jugador i que es ki-racional deba hacer una oferta xt en el peŕıodo t y πti(ki) ∈
{Aceptar,Rechazar} cuando el jugador i que es ki-racional deba aceptar o rechazar la oferta
realizada por el otro jugador en el peŕıodo t.

Para la resolución de este juego bajo las reglas de decisión k-racional, sólo se pondrá aten-
ción a las estrategias de comportamiento del tipo πti(ki) ∈ [0, 1]. Como se verá más adelante,
bajo ciertas condiciones, aceptar o rechazar una oferta dependerá del valor que tome πti(ki)

Definición 3.5 Sea el peŕıodo t en que el jugador i debe hacer una oferta xt ∈ [0, 1]. Defi-
nimos la utilidad esperada del jugador i cuando es ki-racional en el peŕıodo t por

U t
i (ki) = Et[ui(xt)|ki]

donde xt es la estrategia de comportamiento elegida por el jugador que hace la oferta en el
peŕıodo t. Para el jugador que hace la oferta, esta utilidad corresponde al valor esperado de
utilidades futuras dado que se comporta ((óptimamente)) de acuerdo a sus creencias.

Observación Un jugador 1-racional hace una oferta en la que se lleva todo el pago disponible
para ese peŕıodo, pues al creer que el otro jugador acepta o rechaza la oferta aleatoriamente,
sin consideraciones estratégicas, su mejor respuesta es siempre xt = 1, si se trata del jugador
1 (xt = 0, si se trata del jugador 2). Es decir:

πt1(1) = xt = 1 ∀ t (t impar)
πt2(1) = xt = 0 ∀ t (t par)

Considerando la observación, y dado que un jugador 1-racional cree que el otro elige
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aleatoriamente aceptar o rechazar,

U t
i (1) = 1

2δ
t−1 + 1

2Et
[
máx

{
δtxt+1, v

t+2
1

}]

donde vti ≡ U t
i (1), vn1 = 1

2δ
n−1 y vn−1

2 = 1
2δ
n−2 + 1

4δ
n−1. El valor de vn1 proviene de la última

etapa, donde la utilidad esperada por el jugador 1-racional es E[u1(xn = 1)] = 1
2 · δ

n−1 + 1
2 · 0.

Para el jugador 2, la utilidad esperada en el peŕıodo (n− 1) es E[u1(xn−1 = 0)] = 1
2 · δ

n−2 +
1
2E[xnδn−1] = 1

2δ
n−2 + 1

4δ
n−1, pues el jugador 2 que es 1-racional cree que el jugador 1 toma

xn de una distribución uniforme en [0, 1]. Es importante notar que vt1 representa un pago
esperado de continuación para un jugador 1 que es 1-racional. Además, el jugador 2 siempre
acepta la última oferta cuando su racionalidad es k2 ≥ 1, por lo tanto el jugador 1 siempre
hace una oferta xn = 1 en la última etapa, cualquiera sea su nivel de racionalidad k1.

Observación Notemos que U t
1(1) = vt1 puede escribirse

vt1 = 1
2δ

t−1 + 1
4δ

t

1 +
(
vt+2

1
δt

)2


En efecto, dado que en el peŕıodo (n − 2), el argumento al interior de la esperanza es
máx {δn−2xn−1, v

n
1 }, y como vn1 es una constante conocida, se puede usar

E [máx {x, c}] = E [x|x ≥ c] · P [x ≥ c] + c · P [x < c]

Donde x es una variable aleatoria y c es una constante conocida. A partir de vn conocido
se puede calcular vn−2. Retrocediendo en t, se puede escribir en general:

Et
[
máx

{
δtxt+1, v

t+2
1

}]
=Et

[
δtxt+1|δtxt+1 ≥ vt+2

1

]
· P
[
δtxt+1 ≥ vt+2

1

]
+ vt+2

1 · P
[
δtxt+1 < vt+2

1

]
=δ

t + vt+2
1

2

(
δt − vt+2

1
δt

)
+

(
vt+2

1

)2

δt

=1
2

(δt)2 +
(
vt+2

1

)2

δt

=1
2δ

t

1 +
(
vt+2

1
δt

)2


El valor vt+2
1
δt que aparece en la fórmula para calcular vt1 es el pago esperado en dos peŕıodos

más como si se descontara un sólo peŕıodo.

Proposición 3.6 Sean h1(t, δ) = vt+2
1
δt , h2(t, δ) = vt+2

2
δt entonces ∀ t ≤ n− 2

h1(t− 2, δ) ≥ h1(t, δ)
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h2(t− 2, δ) ≥ h2(t, δ)
∂h1(t− 2, δ)

∂δ
≥ ∂h1(t, δ)

∂δ

∂h2(t− 2, δ)
∂δ

≥ ∂h2(t, δ)
∂δ

Demostración. ver el apéndice

Dado que el jugador 1 (1-racional) hace una oferta xt = 1 y cree que el jugador 2 acepta
o rechaza aleatoriamente, el pago de continuación esperado sin descontar cuando el jugador
2 rechaza la oferta es decreciente, pues la probabilidad de que el jugador 2 acepte en alguna
ronda futura es cada vez menor, a medida que se acerca el final del juego.

Proposición 3.7 Para todo t ≤ n− 2 se cumple que

δ

2 ≤
vt+2

1
δt

< 1

Demostración. ver el apéndice

De las proposiciones 3.6 y 3.7 se puede obtener una cota máximas para las derivadas
de h1 y h2, respecto de δ (nótese que esta cota es la misma para ambas funciones, aunque
t es necesariamente distinto). Este es un aspecto técnico que será útil en demostraciones
siguientes:

Corolario 3.8 Para i = 1, 2
∂hi(t, δ)
∂δ

≤ 1 + 2δ
2− δ2

Demostración. ver el apéndice

La figura 3.2 permite entender gráficamente los resultados anteriores.

Proposición 3.9 Los pagos de continuación para jugadores 1-racionales, vt1 = vt1(t, n, δ) y
vt2 = vt2(t, n, δ), son crecientes en n y en δ y decrecientes en t.

Demostración. ver el apéndice

La relación entre n y t es esta: una mayor diferencia (n− t) sólo puede incrementar el pago
esperado vt1 por un jugador 1-racional, pues en un horizonte de tiempo más largo aumenta
la probabilidad de que un jugador 0-racional acepte la oferta π1 = 1. Esto quiere decir que
un jugador 2-racional tendrá que hacer una oferta muy agresiva (es decir, dejarse poco para
śı mismo en la división) si falta mucho para finalizar el juego.

A partir de vt1 y vt2 es posible calcular las estrategias de comportamiento para todo peŕıodo
t y para cualquier nivel de racionalidad de los jugadores. Es fácil ver que un jugador 2 que es
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Figura 3.2: Función h(t, δ) para distintos peŕıodos, con n = 13

2-racional hará una oferta vt+1
1 /δt−1 (condición de indiferencia del jugador 1) en la etapa t,

pues de otra forma el jugador 1 rechazaŕıa, previendo que cualquier oferta futura del jugador
1 será xt = 1. Sin embargo, para k ≥ 2, los jugadores no siempre querrán dejar indiferente al
adversario (esto dependerá de los valores que tomen (δ, t, n), pues los pagos que deberá ofrecer
un jugador ki-racional para dejar indiferente a un jugador (ki−1)-racional podŕıan dejar peor
al jugador que hace la oferta que su pago esperado por esperar).

Definición 3.10 Definimos la oferta de indiferencia por x̄ti(ki, δ), valor que corresponde a
la oferta que debe hacer el jugador i que es ki-racional en el peŕıodo t para dejar indiferente
a un jugador (ki − 1)-racional.

Se debe advertir que este valor no existe para x̄t1(1, δ) o x̄t2(1, δ) (no hay condición de indi-
ferencia para un jugador 0-racional). Los valores para x̄ti(ki, δ) se construyen recursivamente.

Proposición 3.11 Si k > n− t+ 1, entonces, cuando t es impar,

πt1(k) = x̄t1(k, δ) =
(n−t

2 )−1∑
j=0

(δ2j − δ2j+1) + δn−t = 1− δ + δ2 − . . .− δn−t−1 + δn−t

Demostración. ver el apéndice

Este último valor corresponde a la estategia de comportamiento habitual para el equilibrio
perfecto en subjuegos bajo conocimiento común de racionalidad como en la proposición 3.2.

Lema 3.12 Sea 1 ≤ t+ k − 1 ≤ n.
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Si k es par y (1− h2(t+ k − 3, δ)) ≥ δn−t−k+2, entonces:

x̄t1(k, δ) = 1− δ + δ2 − δ3 + · · ·+ δk−2 − vt+k−1
2
δt−1

Si k es impar, entonces:

x̄t1(k, δ) = 1− δ + δ2 − δ3 + · · ·+ δk−3 − δk−2 + vt+k−1
1
δt−1

Demostración. ver el apéndice

Aunque no es importante para el resto del análisis, las ofertas de indiferencia para el
jugador 2 son complementarias a las del jugador 1. En general, si k es par:

x̄t2(k) = δ − δ2 + . . .+ δk−3 − δk−2 + vt+k−1
1
δt−1

Lo que está detrás de las ofertas de indiferencia es cómo elige un jugador 1 que es k-racional
en el peŕıodo t una mejor respuesta ante lo que pueda hacer un jugador 2 (k−1)-racional en el
peŕıodo (t+1). Este jugador 2 (k−1)-racional es un jugador ficticio2 que en el peŕıodo (t+1)
juega contra un jugador 1 ficticio que es (k − 2)-racional, y aśı sucesivamente hasta llegar
a un jugador 2-racional que elige una mejor respuesta antes un jugador 1-racional (ambos
ficticios).

Como existe alternancia en las ofertas, si el jugador 1 es k-racional y k es par, este proceso
de instrospección en el que los jugadores responden iterativamente a jugadores ficticios debe
concluir con un jugador 1 2-racional que elige una mejor respuesta ante un jugador 2 1-
racional, sin embargo es óptimo para el jugador 1-racional hacer una oferta en la que se
queda con toda la torta esperando que sea aceptada en algún momento futuro (pues asume
que la aceptación es aleatoria). Este jugador 1 (ficticio) tendrá dos opciones, o bien hacer una
oferta que deje indiferente al jugador 2, o bien hacer una oferta que el jugador 2 rechace con
tal de esperar hasta el final del juego donde espera un pago esperado de δn. Aqúı es donde
tiene sentido la condición (1−h2(t+k−3, δ)) ≥ δn−t−k+2; para que el jugador 1 quiera dejar
indiferente al jugador 2 en este peŕıodo, su pago esperado debe ser mayor al pago por esperar
hasta el final, es decir, se exige que la ((distancia)) entre el peŕıodo t y el final del juego, n,
sea lo suficientemente grande. En particular, en un horizonte infinito, ĺımn→∞ δ

n−t−k+2 = 0,
la condición se cumple trivialmente pues, (1− h2(t+ k − 3, δ)) > 0.

Además, usando el mismo argumento de alternancia en las ofertas, si el jugador 1 es
k-racional y k es impar, este proceso de instrospección en el que los jugadores responden
iterativamente a jugadores ficticios debe concluir con un jugador 2 2-racional que elige una
mejor respuestas ante un jugador 1 1-racional, sin embargo es óptimo para el jugador 1-
racional hacer una oferta en la que se queda con toda la torta, esperando que sea aceptada
en algún momento futuro (pues asume que la aceptación es aleatoria). Este jugador 2 (ficticio)

2Se le llama aśı para denotar el proceso instrospectivo que hace un jugador al calcular su mejor respuesta
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tendrá que hacer una oferta que será más o menos agresiva (es decir, dejándose una menor o
una mayor parte de la división, respectivamente), dependiendo del valor de δ; en efecto, si δ
es grande, entonces el jugador 1 1-racional es paciente y la oferta que debe hacer el jugador
2 es agresiva, si δ es pequeño, el jugador 1 1-racional es impaciente y la oferta que debe
hacer el jugador 2 es menos agresiva (nótese que el jugador 2 no tiene ningún incentivo a
hacer ofertas que el jugador 1 pueda rechazar, pues su pago esperado en el último peŕıodo es
0). Esto es importante, pues tiene consecuencias en el proceso instrospectivo (hacia peŕıodos
anteriores), es decir, la oferta que haga el jugador 1 k-racional, en el peŕıodo t, dependerá de
la oferta que haŕıa un jugador 2 2-racional en el peŕıodo (t+ k− 2). Una intuición de lo que
debeŕıa suceder es que si δ es suficienteme grande, las ofertas son crecientes en los niveles
de racionalidad, amplificando el efecto de la oferta agresiva del jugador 2, a esto se le puede
llamar ((efecto paciencia)); por el contrario, si δ es pequeño, las ofertas son decrecientes en
los niveles de racionaliad, amplicando el efecto contrario (((efecto impaciencia))). La intuición
tiene sentido, pues si un jugador 2 2-racional hace una oferta agresiva, la oferta que debe
hacer un jugador 1 3-racional y que deja indiferente al jugador 2, deja con una mayor parte
de la división al jugador 1, y aśı hacia atrás hasta el peŕıodo t, el efecto es amplificador a
medida que el descuento es menor al acercarse a t.

El siguiente lema muestra que para el horizonte infinito, existe un valor para δ tal que
los efectos ((paciencia)) e ((impaciencia)) se anulan, es decir que las ofertas de indiferencia son
iguales para cualquier nivel de racionalidad.

Lema 3.13 Si n→∞, entonces ∃! δ̄ tal que x̄t1(k, δ) = x∗t , ∀ k, para algún x∗t . Más aún, δ̄
es la solución real a la ecuación 2δ3 + 4δ2 + δ − 2 = 0

δ̄ = 1
6

[
−4 + 3

√
80− 30

√
6 + 3

√
80 + 30

√
6)
]
≈ 0,53697

Demostración. Sea k impar, entonces

x̄t1(k, δ) = 1− δ + δ2 − δ3 + . . .+ δk−3 − δk−2 + vt+k−1
1
δt−1

Sea k∗ = k + 2, entonces

x̄t1(k∗) = ¯x, δt1(k + 2) = 1− δ + δ2 − δ3 + . . .+ δk−3 − δk−2 + δk−1 − δk + vt+k−1
1
δt−1

Luego x̄t1(k, δ) = x̄t1(k∗, δ) ssi vt+k−1
1
δt−1 = δk−1(1− δ) + vt+k−1

1
δt−1 . Es decir,

vt+k−1
1 − vt+k+1

1 = δt+k−2(1− δ) (3.1)

Si definimos φt = vt+k−1
1 , podemos rescribir (3.1) como φt − φt+2 = δt+k−2(1 − δ). De

aqúı resulta que
φt = φt+2 + δt+k−2(1− δ)
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Como n→∞, φt está definido para todo t. La recurrencia anterior tiene como resultado

φt = (1− δ)δt+k−2
∞∑
i=0

(δ2)i

φt = (1− δ)δt+k−2 1
1− δ2

φt = 1
1 + δ

δt+k−2 (3.2)

Esto significa que x̄t1(k, δ) = x̄t1(k∗, δ) ssi vt+k−1
1 = 1

1+δδ
t+k−2. Pero

vt+k−1
1 = 1

2δ
t+k−2 + 1

4δ
t+k−1

1 +
(
vt+k+1

1
δt+k−1

)2 (3.3)

reemplazando 3.2 en 3.3, se tiene que

δt+k−2

1 + δ
= 1

2δ
t+k−2 + 1

4δ
t+k−1

1 +
(
vt+k+1

1
δt+k−1

)2

1
1 + δ

= 1
2 + 1

4δ
1 +

(
δ

1 + δ

)2


1
1 + δ

= 2(1 + δ)2 + δ(1 + δ)2 + δ3

4(1 + δ)2

4 + 4δ = 2(1 + 2δ + δ2) + δ(1 + 2δ + δ2) + δ3

2δ3 + 4δ2 + δ − 2 = 0 (3.4)

Pero 3.4 tiene una única solución real,

δ̄ = 1
6

[
−4 + 3

√
80− 30

√
6 + 3

√
80 + 30

√
6)
]
≈ 0,53697

Luego x̄t1(k, δ) = x̄t1(k∗, δ) ssi δ = δ̄. Como la solución es única y k es cualquier impar,
x̄t1(k) = x̄t1(k + 2) = x∗ para algún x∗

Para k, par, el procedimiento es análogo. Sea k par, entonces
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x̄t1(k, δ) = 1− δ + δ2 − δ3 + . . .+ δk−4 − δk−3 + δk−2 − vt+k−1
2
δt−1

Sea k∗ = k + 2, entonces

x̄t1(k∗, δ) = x̄t1(k + 2) = 1− δ + δ2 − δ3 + . . .+ δk−2 − δk−1 + δk − vt+k+1
2
δt−1

Luego x̄t1(k, δ) = x̄t1(k∗, δ) ssi

vt+k−1
2 − vt+k−1

2 = δt+k−2(1− δ)

Como antes, esto es cierto ssi vt+k−1
2 = 1

1+δδ
t+k−2. Como vt2 se define igual que vt1 (el pago

esperado de un jugador 1-racional en el peŕıodo t no depende de si se trata del jugador 1 o el
2, porque n → ∞). Es decir, que x̄t1(k, δ) = x̄t1(k∗, δ) ssi δ = δ̄. Como este valor no depende
de k par o impar, queda demostrado el lema.

No sólo se ha demostrado la existencia de un δ que anula los efectos paciencia e impa-
ciencia, además su valor es δ̄ ≈ 0,53697. Con este valor, se pueden calcular los pagos para
cada jugador. Para el peŕıodo 1, y para un juego de negocación secuencial de 9 peŕıodos,
por ejemplo, x∗t = x∗1 ≈ 0,6506 (nótese que a partir del lema, este valor se puede calcular
utilizando cualquier k en x̄1

1(k, δ̄), y los pagos aproximados son (0,6506; 0,3494). Esto ocurre
en el horizonte infinito, pero en el horizonte finito ocurre algo similar. En el siguiente teore-
ma se demuestra que las ofertas de indiferencia son single crossing para distintos niveles de
racionalidad y se prueba la intución respecto de los efectos paciencia e impaciencia.

Teorema 3.14 ∀ k > 1, ∃! δ∗ tal que x̄t1(k, δ∗) = x̄t1(k + 2, δ∗). Además, si k es impar,
x̄t1(k, δ) > x̄t1(k + 2, δ) ssi δ > δ∗. Si k es par, x̄t1(k, δ) < x̄t1(k + 2, δ) ssi δ > δ∗.

Demostración. Se demuestra para el caso k impar y luego para k par, aunque el procedimiento
es análogo.

Sea k impar, entonces

x̄t1(k, δ) = 1− δ + δ2 − δ3 + . . .+ δk−3 − δk−2 + vt+k−1
1
δt−1

Sea k∗ = k + 2, entonces

x̄t1(k∗, δ) = x̄t1(k + 2, δ) = 1− δ + δ2 − δ3 + . . .+ δk−3 − δk−2 + δk−1 − δk + vt+k−1
1
δt−1

Luego x̄t1(k, δ) = x̄t1(k∗, δ) ssi vt+k−1
1
δt−1 = δk−1(1− δ) + vt+k−1

1
δt−1 . Es decir,
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vt+k−1
1 − vt+k+1

1
δt+k−2 = (1− δ) (3.5)

Usando la definición de vt1 en 3.5 se tiene que

1
δt+k−2

1
2δ

t+k−2 + 1
4δ

t+k−1

1 +
(
vt+k+1

1
δt+k−1

)2
− 1
δt+k−2

1
2δ

t+k + 1
4δ

t+k+1

1 +
(
vt+k+3

1
δt+k+1

)2 = (1− δ)

Es decir,

1
2 + 1

4δ
1 +

(
vt+k+1

δt+k−1

)2
−

1
2δ

2 + 1
4δ

3

1 +
(
vt+k+3

δt+k+1

)2
 = (1− δ)

Nótese que esta última expresión se puede escribir de manera más sencilla usando la
definición de h(t, δ) = vt+2

1
δt :

1
δ
h(t+ k − 3, δ)− δh(t+ k − 1, δ) = 1− δ (3.6)

Pero
h(t+ k − 3, δ) = vt+k−1

1
δt+k−3 = 1

2δ + 1
4δ

2
[
1 + (h(t+ k − 1, δ))2

]

Llamando X a h(t+ k − 3, δ) e Y a h(t+ k − 1, δ),

X = 1
2δ + 1

4δ
2(1 + Y 2) (3.7)

Reemplazando 3.7 en 3.6

1
δ

(1
2δ + 1

4δ
2(1 + Y 2)

)
− δY = 1− δ

1
2 + 1

4δ + 1
4δY

2 − δY − 1 + δ = 0

(Y 2 − 4Y + 5)δ − 2 = 0
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Como Y = Y (δ), x̄t1(k, δ) = x̄t1(k∗, δ) ssi ∃ un punto fijo δ∗ tal que

δ∗ = 2
Y 2(δ∗)− 4Y (δ∗) + 5 (3.8)

Observación Notemos que la función de la derecha, dado que δ
2 ≤ Y < 1, es creciente en

los Y permitidos. Pero además, Y es creciente en n y decreciente en t (con δ fijo). Por lo
tanto, el valor máximo para esta función se encuentra con n → ∞. Como el lema anterior
demuestra la existencia de un valor δ̄ para el que x̄t1(k, δ) = x̄t1(k+1, δ) para todo k, se puede
asegurar que en la ecuación 3.8, si existe algún punto fijo δ∗, éste debe estar acotado por δ̄,
es decir δ∗ < δ̄.

Ahora, definiendo f(δ) = δ y g(δ) = 2/(Y 2(δ∗)− 4Y (δ∗) + 5), basta demostrar que estas
funciones cumplen la condición de Single Crossing. Para esto, supongamos que existe δ∗ tal
que f(δ∗) = g(δ∗) y demostremos que g′(δ∗) < f ′(δ∗), es decir, g′(δ∗) < 1.

g′(δ) = 2
(Y 2 − 4Y + 5)2 (−(2Y Y ′ − 4Y ′))

g′(δ) = 2 · 2
(Y 2 − 4Y + 5)2

4Y ′ − 2Y Y ′
2

g′(δ) = g2(δ)Y ′(2− Y )

Como Y = h(t+ k + 1, δ) ≥ δ/2, se tiene que (2− Y ) ≤ (4− δ)/2, entonces

g′(δ) ≤ g2(δ)4− δ
2 Y ′ (3.9)

Luego, para probar single crossing, es suficiente mostrar que(
4− δ∗

2

)
g(δ∗)Y ′(δ∗) =

(
4− δ∗

2

)
(δ∗)2Y ′(δ∗) < 1

Pero como Y ′(δ) < 1+2δ
2−δ2 , lo que se debe demostrar es que

(δ∗)2
(

4− δ∗
2

)(
1 + 2δ∗

2− (δ∗)2 + 1
)
< 1

Es decir,

−2(δ∗)4 + 7(δ∗)3 + 4(δ∗)2

4− (δ∗)2 < 1
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Equivalentemente,

−2(δ∗)4 + 7(δ∗)3 + 5(δ∗)2 − 4 < 0

Ahora bien, la ecuación cuadrática tiene dos soluciones, una de ellas es δ′ ≈ 0,6739 y
negativa para todo δ < δ′, como δ∗ < δ̄ ≈ 0,537, la inecuación se cumple. Con esto se
demuestra que g′(δ∗) < f ′(δ∗), por lo que se puede afirmar que δ = g(δ) tiene un único punto
fijo δ∗; más aún, para δ > δ∗, 1 > g′(δ). En otras palabras, existe δ∗ tal que x̄t1(k, δ∗) =
x̄t1(k∗, δ∗) y x̄t1(k, δ∗) > x̄t1(k∗, δ∗) para todo δ > δ∗.

A partir del teorema 3.14 no sólo se encuentra que para cada par de ofertas de indiferencia
par-consecutivas o impar-consecutivas existe un δ en el que se anulan los efectos paciencia e
impaciencia, también se ha encontrado un intervalo cercano a δ = 0,5 en el que esto ocurre.
Lo más relevante, sin embargo, es que estas ofertas son single crossing y que a partir de δ > δ̄
es posible ordenarlas y se diferencian claramente. Aśı, si un jugador pudiera observar ofertas,
podŕıa inferir el nivel de racionalidad de quién las hace.

Ejemplo En el siguiente gráfico se pueden observar las ofertas de indiferencia (cuando las
hay) del jugador 1 en el primer peŕıodo, para distintos niveles de racionalidad k1, en función
de δ para un juego de negociación secuencial de 9 peŕıodos. Nótese que aunque cada par de
ofertas se cruzan en un único δ∗, no necesariamente es el mismo para todos ellos (aunque
gráficamente sean puntos cercanos). Se muestran las ofertas de indiferencia para el primer
periodo, pues son las que realmente importan. Como se verá en los siguientes resultados, en
equilibrio k-autoconfirmante sólo puede ocurrir que el jugador 2 acepte la oferta del jugador
1, si no lo hiciera, no se confirmaŕıan las creencias del jugador 1. Por lo tanto, las ofertas en
el primer periodo representan también un conjunto de posibles pagos para ambos jugadores
en equilibrio, es decir, (x1

1(k, δ), 1− x1
1(k, δ))
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Figura 3.3: Ofertas de indiferencia, x1(k), en el peŕıodo 1

El lema 3.13 y el teorema 3.14 explican lo que se observa en la figura 3.4. Es decir, en
δ̄ se anulan los efectos paciencia e impaciencia cuando n → ∞; como vT1 no puede ser más
grande (y esto es para cualquier peŕıodo T , pues vT1 es creciente en n), para todo δ > δ̄ gana
el efecto paciencia. El gráfico muestra además cómo los efectos paciencia e impaciencia son
distintos para k par e impar.

Corolario 3.15 Sea δ > δ̄.

Si k es impar, entonces:
x̄t1(k, δ) > x̄t1(k + 2, δ)

Si k es par, entonces:
x̄t1(k, δ) < x̄t1(k + 2, δ)

Si además δ > 2
3 , si k∗ es impar y k∗∗ es par, entonces

x̄t1(k∗, δ) > x̄t1(k∗∗, δ)

Demostración. ver el apéndice

El corolario dice que cuando δ > δ̄ las ofertas de indiferencia se pueden ordenar, tanto para
niveles de racionalidad par como impar (si δ > 2

3 se pueden comparar también las ofertas con
valores k pares e impares entre śı). Como las diferencias son estrictas, se puede decir que cada
vez que el jugador 1 hace su oferta al jugador 2, está revelando su tipo k (a menos que sea
0-racional). Por lo tanto, si se dan las condiciones para ordenar las ofertas, el jugador 2 puede
rechazar o confirmar sus creencias; naturalmente, cuando δ > 2

3 una condición necesaria para
que un (s∗, k∗) sea un equilibrio k-autoconfirmante es que k∗2 = k∗1 + 1

35



3.3.1. Equilibrios k-autoconfirmantes

A partir de las ofertas de indiferencia encontradas, se pueden determinar los equilibrios
k-autoconfirmantes. Se debe recordar que un equilibrio k-autoconfirmante debe satisfacer
dos cosas: (i) los jugadores eligen sus estrategias como una mejor respuesta a la predicción
que hacen del comportamiento de los demás, en base a sus creencias, (ii) las creencias de
los jugadores no deben rechazarse en ninguno de los conjuntos de información alcanzables.
Las ofertas de indiferecia son importantes porque tienen la capacidad de revelar el nivel de
racionalidad de quién las hace, esto significa que ya en el primer peŕıodo de negociación, el
jugador 2 podŕıa confirmar o rechazar sus creencias; por otro lado, si el juego es suficien-
temente largo, el jugador 1 hace en el primer peŕıodo una oferta para dejar indiferente al
jugador 2, esperando que acepte. Si el jugador 2 acepta la oferta en el primer peŕıodo (y esto
es independiente de si rechaza o confirma sus creencias), el jugador 1 no puede rechazar sus
creencias (el jugador 2 acepta, tal como se esperaba), pero si el jugador 2 rechaza la oferta
realizada en el primer peŕıodo, las creencias del jugador 1 se ven inmediatamente rechazadas.
Esto simplemente quiere decir que cualquier equilibrio k-autoconfirmante de este modelo,
para el juego de negociación secuencial, corresponde a una negociación en la que se llega a
acuerdo en la primera etapa.

A continuación se caracterizan los equilibrios k-autoconfirmantes del modelo, todos ellos
concluyen la negociación en el primer peŕıodo. Estos equilibrio entregan comportamientos
que difieren de los resultados del equilibrio perfecto en subjuegos en cuanto a la división
final.

Proposición 3.16 Si δ = δ̄, entonces (s∗, k∗) es un equilibrio k-autoconfirmante ∀ k∗ en el
juego de negociación secuencial de horizonte infinito. Además, bajo este equilibrio, el juego
termina en la primera etapa de negociación, con pagos (x∗, 1−x∗), donde x∗ =

(
1

1+δ̄

)
≈ 0,6506

Demostración. ver el apéndice

Aunque la proposición 3.16 entrega un equilibrio k-autoconfirmante que vale la pena mirar,
los equilibrios más interesantes se encuentran para valores de δ > δ̄. La siguiente proposición
permite incluir al equilibrio perfecto en subjuegos del modelo tradicional en el conjunto de
los equilibrios k-autoconfirmantes del modelo de k-racionalidad para el juego de negociación
secuencial.

Proposición 3.17 Sea k∗ con k∗1 > n, k∗2 > n + 1 y s∗ tal que para i = 1, 2, s∗i ∈
argmax ui ( · , p−i(k∗i ))

Entonces (s∗, k∗) es un equilibrio k-autoconfirmante equivalente al equilibrio perfecto en
subjuegos, para todo k∗, con pagos (x̄(δ), 1− x̄(δ)), donde

x̄(δ) =
(n−1

2 )−1∑
j=0

(δ2j − δ2j+1) + δn−1 = 1− δ + δ2 − . . .− δn−2 + δn−1

Demostración. Notemos que la condición respecto de s∗i es simplemente la definición de
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equilibrio k-autoconfirmante, que exige que estrategias sean una mejor respuesta ante la
predicción que hacen de los demás. Si los jugadores juegan de acuerdo a lo que dicen las
ofertas de indiferencia, es decir si s∗ es el inducido con un comportamiento k-racional, este
se cumple trivialmente. Es fácil ver que si k∗1 > n y y k∗1 > n + 1, la oferta de indiferencia
x̄(δ) está correcta, cualquiera sea el nivel de racionalidad de los jugadores, el jugador 2
acepta en el primer peŕıodo (por lo tanto el jugador 1 confirma su creencia) y el jugador
1 revela con esto que k∗1 ≥ n, por lo tanto se confirma cualquier creencia k∗2 ≥ n + 1.
Como las ofertas de indiferencia son, en efecto, una mejor respuesta, (s∗, k∗) es un equilibrio
k-autoconfirmante.

Observación Se puede comprobar fácilmente que cuando k∗1 ≤ n y δ > δ̄, un perfil (s∗, k∗)
confirma las creencias del jugador 1 ssi s∗ es tal que para i = 1, 2, s∗i ∈ argmax ui ( · , p−i(k∗i ))
y

1. k∗1 es par y k∗2 es par, o bien,
2. k∗1 es par, k∗2 es impar y k∗2 ≥ (k∗1 − 1), o bien,
3. k∗1 es impar, k∗2 es par y k∗2 ≤ (k∗1 − 1)

Para esto basta ver que las ofertas de indiferencia están ordenadas para δ > δ̄

Con esta observación, usando la definición de equilibrio k-autoconfirmante y los resultados
anteriores se pueden encontrar casi todos los equilibrios k-autoconfirmantes del modelo.

Teorema 3.18 Sea k∗1 ≤ n y δ > δ̄. Si se cumple alguna de las siguientes condiciones

1. k∗1 es par y k∗2 = k∗1 + 1
2. k∗1 = n y k∗2 = k∗1 + 1

y es s∗ tal que para i = 1, 2, s∗i ∈ argmax ui ( · , p−i(k∗i ))

Entonces (s∗, k∗) es un equilibrio k-autoconfirmante

Demostración. Hay que notar, en primer lugar que la condición sobre s∗ exige los jugadores
se comporten óptimamente de acuerdo a sus creencias, esto está dado por las ofertas de
indiferencia. Es decir, dadas las creencias, las ofertas de indiferencia cumplen con el requisito
para s∗.

Veamos primero que si k∗1 es par, como el jugador 1 revela su tipo cuando hace una oferta,
el equilibrio k-autoconfirmante exige que k∗2 = k∗1 +1, además, dado que k∗2 = k∗1 +1 > (k∗1−1)
se tiene, a partir de la observación, que si el jugador 1 juega de acuerdo hace la oferta que
prescribe k1, el jugador 2 acepta y se ven confirmadas las creencias del jugador 1.

Veamos ahora que sucede si k∗1 = n. Como el jugador 1 revela su tipo cuando hace una
oferta, el equilibrio k-autoconfirmante exige que k∗2 = n + 1. Si el jugador 2 acepta, las
creencias del jugador 1 se verán confirmadas. Basta ver, entonces, que el jugador 2 acepta la
oferta. Como s∗ se juega óptimamente, la oferta que hace el jugador 1 en el primer peŕıodo
es, por el lema 3.12, π(n) = 1− δ + δ2− δ3 + . . .+ δn−3− δn−2 + vn1 . Por otro lado, dado que
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k∗2 = n + 1, la oferta que debeŕıa hacer el jugador 1 para dejar indiferente al jugador 2 es,
por la proposición 3.11, π̄(n) = 1 − δ + δ2 − δ3 + . . . + δn−3 − δn−2 + δn−1. De aqúı, es fácil
ver que π̄(n) > π(n), pues vn−1 = δn−1

2 < δn−1. Luego, esto quiere decir que la oferta que
deja indiferente al jugador 2 es π̄(n), pero el jugador 1 hace una oferta π(n), que deja mejor
al jugador 2, por lo tanto acepta. De esta manera, la creencia errónea del jugador 1 no se ve
rechazada y el resultado constituye un equilibrio k-autoconfirmante.

Notemos que esta teorema caracteriza múltiples equilibrios k-autoconfirmantes con resul-
tados que son distintos a los del equilibrio perfecto en subjuegos. Además, los equilibrios son
diferentes dependiendo de la paridad de k1 y k2. Descontando los equilibrios mostrados en
las proposiciones 3.16 y 3.17, el teorema 3.18 entrega dos familias distintas de equilibrios, a
saber, (a) aquellos en los que k1 es par, (b) aquellos en los que k1 = n. Nótese que en el caso
(a) el jugador 1 siempre termina con pagos menores que en el caso (b), esto se debe al efecto
paciencia, además es fácil verlo porque los pagos quedan ordenados de tal manera que un
equilibrio con k1 impar es mejor para el jugador 1 que un equilibrio con k1 par. Pero además,
a medida que δ se acerca a 1, los pagos para el jugador 1 en el caso (b) se acercan a 1/2,
por lo tanto, para δ cercanos a 1, los equilibrios del caso (a) dejan al jugador 1 con un pago
menor que el jugador 2, es decir que en estos equilibrios, la estructura del juego favorece al
jugador 2.
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Figura 3.4: Ofertas del EPS en el peŕıodo 1, para distintos valores de n

Observemos, por último, que si la negociación secuencial tiene n etapas, la oferta que hace
el jugador 1 en el primer peŕıodo es x̄1

1(k′, δ) = 1 − δ + δ2 − δ3 + . . . + δn−3 − δn−2 + δn−1,
cuando k′ > n y x̄1

1(k′′, δ) = 1 − δ + δ2 − δ3 + . . . + δn−3 − δn−3 + vn1 cuando k′′ = n. Como
vn1 = δn−1/2, es directo que x̄1

1(k′, δ) > x̄1
1(k′′, δ). Nótese que a medida que crece n, x̄1

1(k′, δ) y
x̄1

1(k′′, δ) se parecen cada vez más (ver la figura 3.4). Como a partir de δ = 2/3, las ofertas de
indiferencia están ordenadas, esto significa que la oferta que hace el jugador 1 en el primer
peŕıodo cuando es k′-racional es mayor a las ofertas que haŕıa si fuera k-racional, con k par;
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pero esto no dice nada respecto a cómo se compara x̄1
1(k′, δ) con las ofertas de indiferencia

de un jugador k-racional con k impar. En la figura 3.5 se pueden comparar estas ofertas,
x̄1

1(k′, δ) en rojo y x̄1
1(k′′, δ) en azul para distintos valores de k′′.
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Figura 3.5: Comparación de ofertas de indiferencia, x1(k), en el peŕıodo 1

A partir del gráfico se puede intuir que la comparación entre x̄1
1(k′, δ) y x̄1

1(k′′, δ) no es
trivial y que, al parecer, a partir de δ > 2/3, estas ofertas se cruzan en un sólo punto (aunque
para δ ≤ 2/3 puedan haberse cruzado).

Estos resultandos entregan una nueva perspectiva respecto de la utilidad de incorporar
supuestos de racionalidad limitada, no sólo para seleccionar equilibrios (como en el caso de
juegos estáticos), sino también para sugerir resultados predictivos, suponiendo que el modelo
k-racional caracteriza adecuadamente el comportamiento de los individuos.

3.3.2. Dinámica del juego repetido

Aunque la principal preocupación de este trabajo ha sido caracterizas los equilibrios k-
autoconfirmantes, es válido preguntarse por la dinámica de un juego como este en el contexto
k-racional, cuando el juego se repite un cierto número de veces. Para hacer esto se extenderá el
modelo anterior permitiendo la actualización de las creencias de los jugadores, es decir del
nivel de racionalidad k. Para el caso particular del juego de negociación secuencial, es posible
proponer una regla de actualización sencilla basada en el hecho de que los jugadores pueden
estar revelando su tipo cuando hacen una oferta. Para que esto tengo sentido, se asumirá que
los jugadores no tienen un comportamiento estratégico respecto de k, es decir que no lo eligen
óptimamente, sino que es modificado automáticamente. En esta sección se define esta regla
de aprendizaje y se muestra un ejemplos de la dinámica del juego repetido, esta dinámica
converge en tiempo finito a un equilibrio k-autoconfirmante.
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Definición 3.19 Sea el juego de negociación secuencial del modelo k-racional con n etapas.
Se define kT = (k1,T ; k2,T ) al vector de creencias de cada jugador en cada repitición del juego.
En cada repitición, el nivel de racionalidad de cada jugador es ki,T y los jugadores eligen sus
estrategias óptimamente de acuerdo a su nivel de racionalidad.

Definición 3.20 Diremos que un jugador i sigue una regla de actualización simple ssi

ki,T =
{
ki,T−1 si el jugador j no revela su tipo en T − 1
kj,T−1 + 1 si el jugador j revela su tipo en T − 1

De acuerdo a esta definición, los jugadores sólo actualizan sus creencias acabado el juego.
De esta manera, si los jugadores siguen una regla de actualización simple, los resultados antes
obtenidos no se ven modificados para el juego en una repitición cualquiera.

Ejemplo Sea el juego de negociación secuencial con 9 etapas. Es decir que las ofertas de
indiferencia en el peŕıodo 1 son las de la figura 3.4. Supongamos que ambos jugadores siguen
una regla de actualización simple, δ = 0,9, k1,0 = 5 y k2,0 = 4. La dinámica se resumen en la
tabla 3.1. Se muestra para cada peŕıodo T en el que se repite el juego, los nivelos k1,T , k2,T ,
la oferta aproximada que hace el jugador 1, la respuesta del jugador 2, la oferta del jugador 2
en caso de que rechace, la respuesta del jugador 1 y los pagos finales. En el peŕıodo T = 0, las
creencias del jugador 1 son correctas, hace una oferta que revela su tipo, el jugador 2 acepta y,
entonces el jugador 2 actualiza sus creencias para la siguiente repitición, en T = 1 el jugador
no aceptar la oferta, pero conociendo el tipo del jugador 1, hace una oferta x2 que no pueda
rechazar. De esta manera, ahora es el jugador 1 quien actualiza sus creencias. Este proceso
de actualización se detiene cuando k1 = 9, pues cuando k2 = 10, está en la conveniencia del
jugador 2 aceptar. De esta forma, los jugadores convergen a un equilibrio k-autoconfirmante.
Este ejemplo muestra, además, que aunque puede existir delay en la negociación, se corrige
si los jugadores aprenden de la racionalidad de los demás. El equilibrio es interesante, la
división es casi equitativa.

Peŕıodo k1,0 k1,0 x1 J2 acepta x2 J1 acepta Pagos
0 5 4 0.7277 śı - - (0,73; 0,27)
1 5 6 0.7277 no 0.6179 śı (0,56; 0,34)
2 7 6 0.6561 śı - - (0,66; 0,44)
3 7 8 0.6561 no 0.4611 śı (0,41; 0,49)
4 9 8 0.5150 śı - - (0,52; 0,48)
5 9 10 0.5150 śı - - (0,52; 0,48)
6 9 10 0.5150 śı - - (0,52; 0,48)

Tabla 3.1: Dinámica del juego de negociación secuencial repetido

El objetivo de esta breve extensión ha sido mostrar, a través de un ejemplo, que los
equilibrios k-autoconfirmantes también pueden ser producto de un aprendizaje y que los
efectos del modelo k-racional son más amplios que una mera desviación transitoria en el
camino al equilibrio perfecto en subjuegos. Estos equilibrios prueban ser válidos debido a
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que la incorporación de supuestos de racionalidad limitada no eliminan el comportamiento
estratégico de los jugadores, sino que le dan una cierta estructura a la habilidades cognitivas
de los distintos jugadores.
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Conclusión

A higher level of reasoning indicates more strategic behaviour paired with the belief
that the other players are also more strategic (Camerer, Ho, & Chong, 2004)

Como sugieren Camerer, Ho & Chong (2004), una regla de decisión que involucra un mayor
número de pasos o iteraciones en el razonamiento tiene un mayor gasto cognitivo. Esto, junto a
las limitaciones propias de los individuos y la tendencia de creer que los demás poseen menores
habilidades, justifican esta clase particular de modelos de racionalidad limitada. Aunque
el objetivo de los modelos de racionalidad limitada ha sido por lo general caracterizar las
diferecias con respecto al equilibrio de Nash, tiene sentido pensar que en determinados juegos,
las creencias sobre la racionalidad pueden verse confirmadas (o no rechazarse) al observar
que el comportamiento efectivo de los jugadores no las contradicen; esto es particularmente
válido en juegos dinámicos, donde las estrategias de los jugadores determinan los conjuntos de
información alcanzables. Si en estos conjuntos de información no se observa una contradicción
con las creencias, ¿por qué los jugadores querŕıan experimentar a costa de sus pagos actuales
o comprobar sus creencias fuera del camino jugado si un mayor nivel de razonamiento tiene
algún costo cognitivo?

A partir del modelo de equilibrio autoconfirmante de Fudenberg & Levine (1993), se
definió un equilibrio k-autoconfirmante en un contexto en el que los jugadores no tiene co-
nocimiento común de la racionalidad. Los resultados más importantes de este modelo se
encuentran en su aplicación a juegos de negociación secuencial, donde se muestra la existen-
cia de múltiples equilibrios k-autoconfirmantes (entre ellos el equilibrio perfecto en subjuegos
del modelo tradicional). Principalmente, se ha demostrado que existen efectos importantes de
la k-racionalidad sobre los resultados del juego y que es válido considerarlos, no sólo porque
esto explica cómo los jugadores se alejan de los conceptos de equilibrio tradicionales, sino
también por la convergencia a distintas clases de equilibrio k-autoconfirmante que podŕıan
dar una justificación teórica al comportamiento observado de los individuos en situaciones
reales o de laboratorio. Para esto se han relajado algunos supuestos, a saber, el de conoci-
miento común de la racionalidad y el de las creencias correctas fuera y en el equilibrio, sin
embargo los argumentos han sido los convencionales de la teoŕıa.

Para el juego de negociación secuencial, el modelo predice delay para determinados niveles
de racionalidad k, esto ocurrirá cuando los jugadores hagan ofertas erróneas basadas en sus
creencias, estas creencias no se verán confirmadas cuando vean que su oferta no es aceptada.
Por lo tanto, cualquier equilibrio autonconfirmante de un juego suficientemente largo debe
terminar necesariamente en el primer peŕıodo (si el jugador 2 rechazara la oferta del jugador
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1, éste no veŕıa confirmadas sus creencias). Esto coincide con los resultados tradicionales de
negociación secuencial que indican que en equilibrio la negociación debe terminar en el primer
peŕıodo, sin embargo la división de la torta difiere de los resultados clásicos. En particular,
para un horizonte infinito, el juego de negociación secuencial en el modelo de k-racionalidad
tiene infinitos equilibrios autoconfirmantes.

Además de los equilibrios k-autoconfirmantes triviales, se han clasificado los demás en
tres clases de ellos, (a) equilibrios con k1 par, (b) equilibrios con k1 = n, (c) equilibrios con
k1 > n. Los equilibrios de tipo (a) son más beneficiosos para el jugador 2 que para el jugador
1, los de tipo (b) lo son ligeramente más para el jugador 1, pero tienden a ser equitativos si
los jugadores son pacientes, y los de tipo (c) corresponden al conocido equilibrio perfecto en
subjuegos. Lo relevante de esta diversidad de equilibrios es que ocurren en horizonte finito,
en particular, el resultado de Rubinstein (1982) con δ1 = δ2 = δ que resuelve una división
((1/(1 + δ), δ/(1 + δ))) se recupera para el horizonte finito en la clase de equilibrios del tipo
(b).

Extensiones

Una extensión natural a este modelo se propone al final del caṕıtulo 3: el juego de nego-
ciación secuencial repetido. Claramente, no se ha justificado que los jugadores siga reglas de
actualización simple, y una regla más sofisticada podŕıa determinar que los jugadores modi-
fican su nivel k a lo largo de un mismo juego, dando lugar a otras dinámicas; por ejemplo,
si esta regla fuera de conocimiento común, no es tan claro cómo actualizaŕıa un jugador sus
creencias si sabe que al mismo tiempo las puede actualizar el otro jugador, ¿habŕıa que apli-
car, por ejemplo, la k-racionalidad a las creencias sobre el tipo de actualización? Para juegos
dinámicos en general esto es menos evidente aún. Una discusión al respecto es ¿qué tan válido
resulta un modelo en el que los jugadores deciden estratégicamente su tipo k? Si se piensa
que estos supuestos caracterizan un comportamiento de racionalidad limitada, quizás tendŕıa
sentido introducir un costo (privado para cada jugador) en esta decisión, después de todo,
significa hacer un mayor número de iteraciones en aquellos procesos cognitivos que son recur-
sivos del pensamiento estratégico, tal costo debeŕıa probarse heterogéneo en la población y
seŕıa interesante cuantificarlo experimentalmente. Piénsese en los jugadores profesionales de
ajedrez, go o backgammon: dado el nivel de experiencia con estos juegos, parece razonable
que su costo por aumentar su nivel de racionalidad, es decir, ((mirar hacia adelante en el
juego)), fuera menor al de los no profesionales.

Otro aspecto interesante es que en el modelo tradicional el EPS del juego de negociación
secuencial no se modifica si al agregar una ronda de cheap talk antes de comenzar el juego.
Sin embargo, en un modelo de k-racionalidad, una conversación previa podŕıa modificar las
creencias iniciales; por ejemplo, en una conversación previa el jugador 2 podŕıa sugerirle al
jugador 1 que hiciera una determinada oferta, si esta oferta resulta más conveniente para el
jugador 1 que la oferta que óptima que debe hacer dado su nivel de racionalidad, tendŕıa
entonces razones para modifcarlo.
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Anexo A

Juego de negociación secuencial con tres peŕıodos

Consideremos el juego del ultimátum en tres etapas con un factor de descuento δ para
ambos jugadores. Sea k = (2, 2).

Figura 3.6: Juego de negociación secuencial con tres peŕıodos

Suponemos que ambos jugadores tienen memoria perfecta, pero no aprenden durante un
mismo juego. Es decir, si un jugador es k-racional, lo es en cada nodo en el que le toca jugar.

46



Suponemos, además, que cualquier jugador k-racional, con k ≥ 1, maximiza su utilidad si
está en el último nodo del juego. Por inducción reversa, en la tercera etapa las estrategias de
los jugadores son:

π2 = A

π1 = x3 = 1

El jugador 2, acepta cualquier oferta y el jugador 1 no ofrece nada al jugador 2 (nótese que
esto es independiente de las creencias que ambos tengan). En la segunda etapa las estrategias
son:

π1 =
{
A si x2 ≥ δ
R si x2 < δ

π2 = x2 = δ

2

Es decir, dado que el jugador 1 anticipa su propia jugada en la tercera etapa, sabe que sólo
le conviene aceptar un pago mayor a δ. Por otro lado, dado que el jugador 2 es 2-racional,
cree que el jugador 1 escogerá x3 = 1 en la siguiente etapa (basta con que sea 1-racional),
por lo tanto le conviene elegir x2 = δ

2 para dejar indiferente al jugador 1 y obtener utilidad
mayor a cero. En la primera etapa:

π2 =
{
A si x1 ≤ 1− δ + δ2/2
R si x1 > 1− δ + δ2/2

π1 =
{
x̄1 = 1− δ si x̄1 ≥ δ2

x1 > x̄1 si x̄1 < δ2
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Anexo B

Código para el cálculo de vt1 con MATLAB

1 % Función de va lo r para e l jugador i 1− r a c i o n a l
2 % de l t a debe e s t a r contenido ent re 0 y 1
3 % El juego debe tener n etapas
4
5 function v = valorv ( i , t , n , d e l t a )
6
7 v=zeros ( s i z e ( de l t a ) ) ;
8 v f i n a l=zeros ( s i z e ( de l t a ) ) ;
9 d=s i z e ( de l ta , 2 ) ;

10
11 for k=1:d
12
13 i f i==1
14 v f i n a l (1 , k ) =(1/2)∗ de l t a (1 , k ) . ˆ ( n−1) ;
15 e l s e
16 v f i n a l (1 , k ) =(1/2)∗ de l t a (1 , k ) . ˆ ( n−2)+(1/4)∗ de l t a (1 , k ) . ˆ ( n−1) ;
17
18 end
19
20 i f t==n | | t==n−1
21 v=v f i n a l ;
22 e l s e
23 i f i==1
24 vaux=valorv (1 , t +2,n , de l t a ) ;
25 v (1 , k ) =(1/2)∗ de l t a (1 , k ) . ˆ ( t−1)+(1/4) ∗ ( ( de l t a (1 , k ) . ˆ t ) .ˆ2+( vaux (1 , k ) . ˆ 2 ) ) /( de l t a (1 , k ) . ˆ t ) ;
26 e l s e
27 vaux=valorv (2 , t +2,n , de l t a ) ;
28 v (1 , k ) =(1/2)∗ de l t a (1 , k ) . ˆ ( t−1)+(1/4) ∗ ( ( de l t a (1 , k ) . ˆ t ) .ˆ2+( vaux (1 , k ) . ˆ 2 ) ) /( de l t a (1 , k ) . ˆ t ) ;
29 end
30 end
31
32 end
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Anexo C

Demostraciones

Proposición 3.6

Demostración. La demostración es inductiva para h1 y h2. Se demuestra para h1 y se observa
que para h2 es equivalente (modificando sólo el caso inicial). Sea h1(t, δ) = vt+2

1
δt . Asumiendo

que t ≥ 1, se quiere ver que dado cualquier t ≤ (n− 2), H(t, δ) = h1(t− 2, δ)− h1(t, δ) ≥ 0.
El caso inicial es t = n− 2: Se sabe que

h1(n− 4, δ) = 1
2δ + 1

4δ
2
[
1 + (h1(n− 2, δ))2

]
≥ δ

2 = h1(n− 2, δ)

Por lo tanto, h1(n− 4, δ) ≥ h1(n− 2, δ).

Inducción: sea H(t, δ) ≥ 0, hay que demostrar que H(t− 2, δ) ≥ 0.

H(t− 2, δ) = h1(t− 4, δ)− h1(t− 2, δ)

Se sabe que h1(t− 4, δ) = 1
2δ + 1

4δ
2
[
1 + (h1(t− 2, δ))2

]
, pero como H(t, δ) ≥ 0, se tiene que

h1(t− 2, δ) ≥ h1(t, δ), por lo tanto

h1(t− 4, δ) = 1
2δ + 1

4δ
2
[
1 + (h1(t− 2, δ))2

]
≥ 1

2δ + 1
4δ

2
[
1 + (h1(t, δ))2

]
= h1(t− 2, δ)

Entonces h1(t− 4, δ) ≥1 (t− 2, δ)

Nótese que aunque para h2, t debe ser par, la inducción es la misma, sólo queda demostrar
el caso inicial. Sea t = n− 3, hay que mostrar que h2(n− 3, δ)− h2(n− 1, δ) ≥ 0. En efecto,
se sabe que

h2(n− 3, δ) = 1
2δ + 1

4δ
2
[
1 + (h2(n− 1, δ))2

]
≥ 1

2δ + 1
4δ

2 = h2(n− 1, δ)
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Proposición 3.7

Demostración. La demostración es inductiva. Dado que vt1 se define a partir de vt+2
1 , el caso

inicial es h(n− 2, δ) = vn
1

δn−2

Caso inicial: h(n− 2, δ) = vn
1

δn−2 = 1
2δn−2 δ

n−1 = δ
2 < 1

Inducción: Supongamos que h(t, δ) < 1. Veamos que h(t− 2, δ) < 1:

h(t− 2, δ) = vt1
δt−2 = 1

δt−2

1
2δ

t−1 + 1
4δ

t

1 +
(
vt+2

1
δt

)2


Es decir,
h(t− 2, δ) = 1

δt−2

{1
2δ

t−1 + 1
4δ

t
[
1 + (h(t, δ))2

]}

Como h(t, δ) < 1,

h(t− 2, δ) = 1
2δ + 1

4δ
2
[
1 + h(t, δ)2

]
<

1
2δ + 1

2δ
2

Si definimos g(δ) = 1
2δ(1 + δ), h(t− 2, δ) < g(δ). Pero g(δ) es una función creciente para

δ > −1
2 , cuyo máximo se encuentra δ = 1 si δ ∈ [0, 1]. Como g(1) = 1, h(t−2, δ) < 1. Dado que

h(t, δ) es decreciente en t, el menor valor que puede tomar es h(n−2, δ) = vn
1

δn−2 = 1
δn−2

δn−1

2 = δ
2

Corolario 3.8

Demostración. Se sabe que para i = 1, 2, por definición

hi(t, δ) = 1
2δ + 1

4δ
2 + 1

4δ
2 (hi(t+ 2, δ))2

Derivando con respecto a δ

∂hi(t, δ)
∂δ

= 1
2 + 1

2δ + 1
2δ (hi(t+ 2, δ))2 + 1

2δ
2hi(t+ 2, δ)∂hi(t+ 2, δ)

∂δ

≤ 1
2 + δ + 1

2δ
2∂hi(t+ 2, δ)

∂δ

≤ 1
2 + δ + 1

2δ
2∂hi(t, δ)

∂δ
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Las últimas inecuaciones se deben a la proposición 3.6. Luego,

∂hi(t, δ)
∂δ

(
2− δ2

2

)
≤ 1 + 2δ

2

Por lo tanto
∂hi(t, δ)
∂δ

≤ 1 + 2δ
2− δ2

Proposición 3.9

Demostración. Como la definición es equivalente para vt1 y vt2, basta con demostrarlo para

vt1. Sabemos que vt1 = 1
2δ
t−1 + 1

4δ
t

[
1 +

(
vt+2
1
δt

)2
]
. Esto se puede rescribir

vt1 = 1
2δ

t−1 + 1
4δ

t + 1
4δ
−t
(
vt+2

1

)2

Derivando vt1 con respecto a δ y considerando vt+2
1 constante:

∂vt1
∂δ

= 1
2(t− 1)δt−2 + 1

4tδ
t−1 + 1

4
[
−tδ−t−1(vt+2

1 )2
]

∂vt1
∂δ

= 1
2(t− 1)δt−2 + 1

4

tδt−1 − tδt−1
(
vt+2

1
δt

)2


Como vt+2
1
δt < 1, por el lema 3.7,

[
tδt−1 − tδt−1

(
vt+2
1
δt

)2
]
> 0. Luego, ∂vt

1
∂δ

> 0

Para demostrar crecimiento en n, basta comparar vt1(n, δ) con vt1(n∗, δ), con n∗ ≥ n + 2.
Sabemos que

vn−2
1 (n, δ) = 1

2δ
n−3 + 1

4δ
n

[
1 +

(
vn1
δn−2

)2]

donde vn1 (n, δ) = 1
2δ
n−1, pero vn1 (n∗, δ) = 1

2δ
n−1+1

4

[
1 +

(
vn+2
1
δn

)2
]
. Esto significa que vn1 (n∗, δ) >

vn1 (n, δ), por lo tanto

vn−2
1 (n∗, δ) = 1

2δ
n−3 + 1

4δ
n

1 +
(
vn1 (n∗, δ)
δn−2

)2
 > vn−2

1 (n, δ)

Esto significa que vt1(n, δ) < vt1(n∗, δ). Es fácil ver esto, pues vt1 crece cuando aumenta
vt+2

1 ; el efecto vn−2
1 (n∗, δ) > vn−2

1 (n, δ) se arrastra hasta t.

Usando 3.6 es fácil ver que, fijando δ y n, vt1 es decreciente en t, en efecto:

vt1 = h(t− 2, δ)δt−2 ≥ h(t, δ)δt−2 ≥ h(t, δ)δt = vt+2
1
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Proposición 3.11

Demostración. Nótese que en el peŕıodo t el jugador 1 debe hacer una oferta x̄t1(k1) que
deje indiferente a un jugador 2 (k1 − 1)-racional, a su vez, predice que este jugador hará un
oferta en el periodo t+ 1 como mejor respuesta ante un jugador 1 ((ficticio)) que es (k1 − 2)-
racional. De modo general, en el peŕıodo t+a−1 (con a par) un jugador 2 ((ficticio)) hará una
oferta para dejar indiferente a un jugador 1 (k1 − a)-racional. Con esto, en el peŕıodo n, el
jugador 1 ficticio será k̄1-racional, con k̄1 > 1, esto quiere decir que su creencia es que el
jugador 2 aceptará (sea cual sea su nivel de racionalidad, necesariamente mayor o igual a 1),
reproduciéndose el resultado por inducción inversa para el juego sin consideraciones respecto
de la racionalidad.

Proposición 3.15

Demostración. Las primeras dos consecuencias provienen directamente del teorema anterior,
falta probar que dados k∗ impar y k∗∗ par, x̄t1(k∗, δ) > x̄t1(k∗∗, δ). Para esto se toma xI =

mı́n
k impar

x̄t1(k, δ) y se compara con xP = máx
k par

x̄t1(k, δ)

xI = 1− δ + δ2 − δ3 + . . .+ δn−t−2 − δn−t−1 + vn1
δt−1

xP = 1− δ + δ2 − δ3 + . . .+ δn−t−2 − vn−1
2
δt−1

Luego xI > xP ssi

−δn−t−1 + vn1
δt−1 > −

vn−1
1
δt−1

⇔

δn−t−1
(
δ

2 − 1
)
> −δn−t−1

(1
2 + 1

4δ
)

⇔

1− δ

2 <
1
2 + 1

4δ

⇔
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δ >
2
3

Proposición 3.16

Demostración. Es consecuencia directa del lema 3.13. Dado que en δ todas las ofertas de
indiferencia son iguales para cualquier k, cuando el jugador 1 hace su oferta, el jugador
2 acepta inmediatamente, con esto las creencias del jugador 1 no se ven rechazadas (el
jugador 1 predice este comportamiento del jugador 2), y tampoco las del jugador 2 (no
puede discriminar distintos niveles de racionalidad). Como la oferta de indiferencia es la
estrategia óptima del jugador 1, dadas sus creencias, y ((Aceptar)) es óptimo para el jugador
2, el perfil es un equilibrio k-autoconfirmante. Como el juego termina en el primer peŕıodo,
los pagos, x∗ son se pueden calcular usando cualquier k en x̄1

1(k, δ̄).
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