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ESTRUCTURA Y NUMEROS DE RAMSEY PARA CICLOS VERSUS RUEDAS DE
TAMANO IMPAR

Se estudia la estructura de grafos completos de tamafio apropiado, con una coloreacién de sus
aristas en dos colores, de manera tal que no presentan como subgrafos monocromaticos a ciertos
tipos de grafos especificos. En este caso se considera el caso de un ciclo impar C,, con 7 vértices
y una rueda W, := K1 + C,, con n + 1 vértices; en el caso en que 7 es impar.

Se muestra que para 7 impar y todo grafo completo de tamafio apropiado, con una coloreacion
de sus aristas en azul y rojo que no contenga como subgrafo monocromatico rojo a C,, ni como
subgrafo monocromatico azul a W,,; eliminando a lo mas dos vértices se obtiene una particion
de sus vértices en tres conjuntos que inducen grafos completos de color rojo, y aristas formando
un grafo tripartito completo.

Dicho resultado se puede ver como una generalizacion de resultados presentados por Niki-
forov y Schelp; y como una suerte de reciproca a cotas conocidas para nimeros de Ramsey
asimétricos.

Como resultado secundario de la demostracion se obtienen dos cotas para el nimero de Ram-
sey de 7 (Cyp 41, Wap 4 2): una es mas fina para valores pequefios de & y la otra es mejor en el caso
asintotico. Los valores exactos de dichos numeros de Ramsey son, en este instante, un problema
abierto. Las cotas expresadas son una aproximacion a los valores que han sido conjeturados y
permiten ver que, al menos a un nivel asintético, dichos resultados son ciertos.
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Introduccion

El trabajo realizado se enmarca dentro de la teoria de grafos, y en particular, se buscan resul-
tados relacionados a la teoria de Ramsey, estabilidad y estructura en grafos. En un sentido muy
vago, la teoria de Ramsey en grafos asegura que todo grafo G con suficiente tamafio contiene a
un grafo fijo H como subgrafo, o bien, el complemento de G contiene a H como subgrafo.

Un ejemplo concreto de resultados en teoria de Ramsey, y que atafie al trabajo realizado en
la memoria, es el nimero de Ramsey para ciclos de tamafio 7. De acuerdo a lo obtenido por
Faudree et al. [FS74], se sabe que cuando 7 > 5 es impar, todo grafo con 27 — 1 vértices contiene
al ciclo de tamafio 7, o bien su complemento lo contiene. Ademas, cuando 7 > 4 es par, todo

grafo con 37 — 1 vértices contiene al ciclo de tamafio 7, o bien su complemento lo contiene.

Aparte de estos resultados, interesa estudiar casos adyacentes a estos que se relacionan con
ciertos resultados de «estabilidad y estructura». En un sentido un poco mas preciso: el problema
de estudio en la presente memoria es la estructura de grafos completos de tamafio apropiado, con
una coloreacion de sus aristas en dos colores, de manera tal que no presentan como subgrafos
monocromaticos a ciertos tipos de grafos especificos. Interesa estudiar qué formas pueden tomar
las coloreaciones de tales grafos, dadas las restricciones de subgrafos mencionadas.

Por ejemplo, considérese el caso de un ciclo de tamafio impar n = 2k + 1. ¢Qué tipo de
coloreaciones no contienen a C, en ningin color? Una forma construir una coloreacion que
cumpla esto es la siguiente. En un grafo con a lo mas 4k vértices, construir una particion de los
vértices en { V], V3} donde cada parte tiene tamafio a lo mas 2k. Luego toda arista que tenga los
extremos de sus vértices en el mismo elemento de la particion se colorea de color rojo, en caso
contrario, azul. Entonces forma dos grafos completos disjuntos de tamafio a lo mas 2k en color
rojo, por lo que no puede contener a C,, en color rojo. Ademas las aristas azules forman un grafo
bipartito y C,, no lo es dado que 7 es impar, asi que tampoco puede estar como subgrafo en el
color azul. Noétese que intercambiando los colores se llega a la misma conclusion.

Lo que es mas interesante de esta construccidén es que para 7 impar, salvo una posible elimi-
nacion de un vértice y/o intercambio de colores, se tiene que todo grafo de tamafio apropiado
con una coloraciéon que prohiba a los ciclos C,, debe tomar la forma ya nombrada. Esto fue
demostrado por Nikiforov y Schelp [INS08].

En el contexto de esta memoria se centrd en estudiar una instancia similar, pero en el caso de
un ciclo impar C,, con 7 vértices y una rueda W, := Ky + C,, con n + 1 vértices; en el caso en que
n es impar. Algunos resultados de cotas para el nimero de Ramsey de ciclos versus ruedas fueron
entregados por Zhang et al. [ZCC10], quienes muestran que si m impar, n > m y m > 20,
entonces todo grafo en 37 — 2 vértices contiene a C,, como subgrafo, o bien su complemento
contiene a W, como subgrafo. En particular, esto sirve para el caso en que 7 = m.



Realizando una construccion parecida a la ya mostrada, se puede encontrar una coloracion
que no contenga a C, en color rojo ni a W, en color azul, en un grafo con a lo mas 3(z — 1)
vertices. Se particionan sus vertices en tres conjuntos { V1, V2, V3} donde ninguno tiene tamafio
mayor a 7 — 1, y se escogen las aristas azules para que sean exclusivamente las que tienen sus
extremos en componentes distintas de la particion. Dicho grafo no tiene como subgrafo de color
rojo a C,, ni como subgrafo de color azul a W,,.

Se busca un resultado similar al de Nikiforov y Schelp en el caso de prohibicion de ciclos en
ambos colores, pero aplicado a estas instancias donde se prohiben ciclos y ruedas respectivamen-
te. El resultado principal es el siguiente:

Teorema 1.2.11

Sean =2k + 1 > 13, un nimero impar. Si N > 5k + 3; y G := Ky tiene una coloreacion de
sus aristas ¢ : £(G) — {R, A} de manera tal que C, ¢ GR y W, ¢ G4, entonces V(G) se
puede particionaren V; U VU V3 U B tal que [B| < 2,|V;| <2k y

E(V,, V) cERG)  E(V, V) c EXG)
paratodo i # j en {1,2,3}.

Dicho de otra forma: se muestra que para z impar existe un N apropiado tal que para todo
grafo completo de tamafio al menos N con una coloreacion de aristas en azul y rojo que no
contenga como subgrafo monocromatico rojo a C, ni como subgrafo monocromatico azul a
W,; eliminando a lo mas dos vértices se obtiene una particién de sus vértices en tres conjuntos
{V1, V2, V3} de manera tal que el tamafio de cada V; no excede a n — 1 y ademas las aristas que
tienen ambos extremos en el mismo V; son rojas; y las que tienen sus extremos en V; y V; con 1
distinto de j; reciben un color distinto. Dicho resultado se demuestra en el Capitulo 2.

Este resultado se puede ver como una extension del resultado ya mencionado debido a Niki-
forov y Schelp [INS08]. Ademas es una suerte de reciproca a cotas conocidas para numeros de
Ramsey asimétricos, presentadas por Chvatal y Harary en [CH72] y por Burr [Bur81], en un
sentido que sera precisado mas adelante.

Uno de los primeros pasos en la estrategia usada en la demostracion del Teorema 1.2.11, fue
asegurar la existencia de una rueda W, .1 como subgrafo en las aristas de color azul. Como no
tenemos el grafo W, como subgrafo en el color azul, significa que todas las 2-cuerdas del «aro»
de la rueda W, ;1 deben ser rojas. Este tipo de conclusiones es terreno fértil para encontrar las
estructuras deseadas. Para probar esto, era suficiente probar alguna cota superior para el nimero
de Ramsey del ciclo C,, versus la rueda W), 1, en el caso en que 7 sea impar.

Se encontraron, efectivamente, cotas para el nimero de Ramsey 7 (Cyp ;. 1, Wag4»). Los valores
exactos de dichos numeros de Ramsey son, en este instante, un problema abierto. Las cotas
expresadas son una aproximacion a los valores que han sido conjeturados y permiten ver que, al
menos a un nivel asintético, dichos resultados son ciertos.

La primera cota mostrada es
Teorema 1.2.12
Sin =2k +1>11, entonces r(C,, W, +1) < 5k + 3.

y la segunda es



Teorema 1.2.13
Sean =2k + 1> 9. Entonces r(C,, W,,.1) < 4k + 339.

La primera cota es mas fina para valores pequefios de k y la otra es mejor en el caso asintético.
Dichos resultados se demuestran en el Capitulo 3.

Posteriormente, en la Conclusion, se plantean algunas conjeturas que podrian guiar el trabajo
a seguir a partir de lo realizado. La primera de ellas, mucho mas general, tiene que ver con el
resultado de estructura encontrado. ¢Es posible demostrar alguna descomposicion parecida en
otras familias de grafos? Las siguientes tienen que ver con las cotas a los nimeros de Ramsey
encontrados. ¢Se puedan hacer mas finas?



Capitulo 1

Definiciones basicas y resultados previos

1.1. Definiciones basicas y notacion

1.1.1. Definiciones elementales

Antes de empezar, se dara un breve recuento por los términos y definiciones basicos con los
que se trabajara, para homologar notacion y despejar posibles dudas posteriores. En la mayoria
de los casos se sigue la notacion del libro de Diestel [Die12].

Un grafo es una tupla G = (V,E) donde V es un conjunto y E es un conjunto de 2-
subconjuntos de V. Los elementos de V se llaman los vértices del grafo y los de E las aristas
del grafo. Una manera tipica de representar un grafo es mediante un dibujo en el que cada vértice
es un punto, y unir cada par de estos puntos con una linea si es que los dos juntos forman una
arista.

Figura 1.1: Un dibujo de un grafo.

El grafo completo de tamario n se denota por K,, y es tal que V(K,) ={1,...,n}y E(K,)
{xy:x#y € V(K,)}.

Dado un grafo H, se dice que G = (V(G), E(G)) es un subgrafo de H si es que V(G)
V(H)y E(G) € E(H). Se denotara como G € H.
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Dados grafos G y H, un homomorfismo de grafos es una funcion f : V(G) - V(H) tal que
xy € E(G) implica que f(x)f(y) € E(H). Si existe un homomorfismo f : V(G) —» V(H)
entre dos grafos que es biyectivo, y su inversa f ~! es un homomorfismo de H en G, se dice que
los grafos G y H son isomorfos, lo que se denota G ~ H.

Notar que si existe un homomorfismo inyectivo entre G y H, entonces G es isomorfo a un
subgrafo de H. En general no se hara distincidn entre grafos de una misma clase de isomorfismos,
asi que podemos hablar de cosas como «el grafo completo en 7 vértices», y asi.

Un camino P es un grafo con vértices dados por V(P) = {vo,...,v,} y aristas dadas por
E(P) =A{v;jv;+1:0 < i < n}. Se dice que tal camino tiene como extremos a vg y vg. El largo de
un camino P es su numero de aristas, se denota ||P||. Al camino de largo & se denota como Pk,
Si un grafo G contiene como subgrafo a un camino que tiene como extremos a los vértices x e v,
se dice que x e y estan conectados en G. Si todo par de vértices en V (G) estan conectados en G,
se dira que el grafo G es conexo.

Dados A,B € V(G) y P = xo---x un camino subgrafo de G, se dira que es un (A, B)-
camino st V(P)NA = {xo} y V(P) N B = {x}.

Un ciclo C es un grafo en los vertices V(C) = {vo, ..., v,} con |[V(C)| = 3 tal que E(C) =
{v;vi+1:0 < i <n}U{v,v0}. El largo de un ciclo es su nimero de aristas o de vértices. El ciclo
de largo k se denota Cy.

Se dice que un grafo G es k-conexo si |V (G)| > k y paratodo S € V(G) con || < k se tiene
que G\ § es conexo. En particular, un grafo es 1-conexo si y solo si conexo. El maximo k tal que
el grafo es k-conexo es llamado la vértice conexidad del grafo y se denota «(G).

Se dira que un grafo G es k-coloreable si existe una funcién ¢ : V(G) — {1,...,k} tal que
xy € E(G) implica c(x) # c(y). A tal funcidn se le llamara coloreacion propia. El minimo k tal
que G es k-coloreable es llamado el n#mero cromdtico de G y se denota x (G).

Figura 1.2: El grafo W7 y el grafo K3 3 5.

Una coloreacion de aristas de un grafo G es una funcion f : E(G) — C donde C es un
conjunto finito llamado el conjunto de colores. En el presente trabajo se trabajard mayormente
con C = {R, A}, que se interpreta como los colores rojo y azul.

Dada una coloreacién de aristas f : E(G) — C en un grafo G, se define E(G) = f~(c)
para cualquier color ¢ € C. Dado un vértice v € V(G), una coloreacion de aristas f a colores en
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C,yunc € C, se define N¢ (v) como el conjunto de x € V(G) tal que f (vx) = ¢.Si G es claro
del contexto, se anotara N(v). Se define ademas d“(v) := |[N(v)| como el grado-color para
cierto color, y ademas 6°(G) := min{d‘(v) : v € V(G)} y AY(G) := max{d“(v) : v € V(G)}

como el grado-color minimo y maximo respectivamente.

Ademas se define, para cada color ¢ € C, el grafo G = (V(G), E°(G)). Bajo esta notacion se
tiene que N (v) = Nge(v). De esta forma, se obtiene que 6°(G) = 6(G°) y A(G) = A(GY).

Dado un grafo G = (V,E) y A,B C V, se define E(A, B) como el conjunto de todas las
aristas que tienen un extremo en A y otroen B.Six € V(G) y A € V(G), se usara la notacion
E@,A) = E{v},A).

Se define la rueda de tamafio 7 como el grafo obtenido al unir C,, con un nuevo vértice, que se
une con cada uno de los vértices del ciclo. Lo denotamos W,,. Dado k& € N y una lista de indices
(n1,...,mp) € NF, el grafo K, . es el grafo k-partito completo compuesto de conjuntos
independientes de tamafios 71, . .., 7.

Si un grafo G contiene como subgrafo ciclos de largo ¢ para todo 3 < 7 < |V (G)|, diremos

que el grafo es panciclico.

La cintura de un grafo G es el largo de su ciclo mas corto, la circunferencia es el largo de
su ciclo mas largo. Dado un grafo con cintura g y circunferencia c, se dice que es débilmente
panciclico si contiene ciclos de largo £ paratodo g < ¢ < c.

1.1.2. Teoria de Ramsey

Dado un grafo G = (V, E), el grafo complemento G tiene los mismos vértices que G pero s6lo
las aristas que no tiene G.

El n-ésimo nitmero de Ramsey, denotado r(n) o r(K,), es el minimo N tal que todo grafo G

con |[V(G)| > N estal que K, € Gobien K, C G. A priori no es evidente que tal numero esté
bien definido, pero un resultado clasico de Ramsey lo confirma:

Teorema 1.1.1 (F. Ramsey, 1930)
Para todo 7 € N, existe un N tal que todo grafo en N vértices contiene a K, o bien a K,, como
subgrafo.

Dicho resultado es primordial a la Teoria de Ramsey, y a partir de él surgen muchas generaliza-
ciones. En particular, en lugar de trabajar buscando subgrafos en un grafo o en su complemento,
se puede suponer que se trabaja en un grafo completo Ky con N vértices y se tiene una funcion
f + E(Kn) — C donde C es un conjunto finito de «colores», y se busca un grafo G como
subgrafo en en K de manera tal que todas las aristas de G tengan el mismo color. Notar que
G = K, y |C| = 2 recupera el caso original del Teorema de Ramsey. En el caso de esta memoria
se trabajara con |C| = 2 y llamaremos a los dos colores rojo y azul.

La generalizacion con la que finalmente se trabajara es la siguiente. Dados grafos Gy, G2, el
nimero de Ramsey asimétrico r(G1, G2) se define como el minimo N tal que todo grafo H de
orden N cumple que G; € H o bien G, € H. Equivalentemente, usando la nocién de coloreo
de aristas, se busca un N tal que toda coloreacién de las aristas de K en colores rojo y azul tiene
como subgrafo a un Gy rojo, o bien a un G; azul. Se usara la notacion 7(G) := 7(G, G).



Del Teorema de Ramsey es sencillo ver que el nimero de Ramsey asimétrico esta bien definido
en todos los casos. Ademas se tiene que (G, H) = r(H, G) para todo par de grafos G, H.

1.2. Resultados previos

1.2.1. Resultados previos

Se conocen cotas y valores exactos para (G, H) en algunos casos donde G y H pertenecen
a algunas familias de grafos especificas. En el caso en que G y H son ciclos de tamafio m y n
respectivamente, se conoce el valor exacto en todos los casos:

Teorema 1.2.1 (Faudree y Schelp [FS74])

6 (n,m) € {(3,3), (4,4}
CoCo = 2n -1 3<m <n, mimpar, (n,m) # (3,3)
7(Cn, C) = n + % -1 4 <m < n, ambos pares, (7, m) # (4,4)

méx{n p ol 2 1} 3<m <n, mpary nimpar
En el caso particular en que 7 = m, se tiene como corolario lo siguiente

Corolario 1.2.2

6 3<n<4
r(Cy) =14 2n—1 5 < n,nimpar

3
sn—1 6<n,npar

Otros casos estudiados son los de ciclos contra ruedas, para el cual hay varios resultados
conocidos (ver [SBT06], [CCMNO09], [Rad14]). El objetivo de este trabajo es estudiar el caso n
impar: un ciclo de tamafio 7z versus una rueda de tamafio 7; o sea, estudiar r (C,,, W},).

Existe una cota inferior para »(C,, W,,) con una demostracion simple: seak > 1y n =2k + 1
un impar. Se considera el grafo Ky con N = 6k. Sea {U;, U, Uz} una particion de V(Ky)
donde |Uy| = |U;| = |Us| = 2k. Si se colorean las aristas que tienen cada uno de sus extremos
dentro del mismo elemento de la particién U; de color rojo, y el resto de color azul, se obtiene
una bicoloreacidén de las aristas de Ky que no contiene a Cyi, ¢ en el color rojo (pues cada
componente conexa roja tiene 2k como tamafio maximo) y no contiene a W, 1 en el color azul
(pues ¥ (Wsi 1) = 4y la componente formada por las aristas azules de la coloreacion es tripartita
completa). Entonces 7 (Cyp 4 1, Wap 1) > 6k + 1.

Tal argumento tiene una generalizacion directa presentada por Chvatal y Harary:
Teorema 1.2.3 (Chvatal y Harary [CH72])

r(G,H) > (x(G) — D)(o(H) — 1) + 1, donde x(G) es el nimero cromatico de G y o(H) es
el tamafio de la componente conexa mas grande de H.

Interesa lograr una suerte de reciproca de este resultado. Si se tiene Ky con N < r(Gy, G2)
con sus aristas bicoloreadas de tal forma que no contiene un G; rojo como subgrafo ni un G



Figura 1.3: Caso k = 2 de la cota inferior para el nimero de Ramsey de una rueda versus un ciclo impar:
un grafo de tamafio 6k que no contiene como subgrafo a Wy, 1 en azul ni a C, | en rojo. Las aristas mas
gruesas representan el color rojo, las mas finas el color azul.

azul como subgrafo, ¢se tiene una particion de sus vértices en menos de y(G2) partes donde cada
parte tiene tamafio menor a 0(G1)?

Se conocen resultados de este estilo. Uno que compara ciclos de tamafio impar esta dado en el
articulo de Nikiforov y Schelp [NS08].

Teorema 1.2.4 (Nikiforov y Schelp, [NS08])

Sean =2k +1>4y N >3k + 2, yun grafo G := Ky con una coloreacion ¢ : E(G) —
{R,A} tal que C, ¢ GRycC, ¢ G4. Entonces existe un vértice # € V(G) y una particion
V(G) =U VU, U {u} tal que

EWU,,U)VUEWU,U) Cc ERG) A EWU,Uy) € EAG)

o bien
EWU,U)VUEWU,U) C EXG) A EWU,Uy) C ERG).

Un pequefio comentario respecto a la demostracion de este resultado. Se desprende del Coro-
lario 1.2.2 que si # = 2k + 1 es un numero impar suficientemente grande, entonces tomando N
tal que 7 (Cy11) =3k + 2 < N < 4k + 1 = r(C,), toda coloreacion de las aristas de K conten-
dra a C,.1, pero existira alguna que no contenga a C,. Este hecho es crucial para demostrar el
Teorema 1.2.4, mediante el siguiente lema:

Lema 1.2.5 (Nikiforov y Schelp, [INS08])

Sea G hamiltoniano de orden 27 tal que Co,—1 € Gy Cyy—1 & G. Entonces existe una particion
V(G) = UjuU, tal que |U;| = |U,| = n'y Uy, U, son independientes. Ademas, existe un vértice
ntalque G —u =K, 1.

Estos comentarios presentan una idea de las estrategias usadas en la demostracion: justificar la
existencia de un cierto subgrafo encontrando una cota adecuada para un nimero de Ramsey, y a
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partir de él «armar» una estructura global para el grafo como la del Teorema 1.2.4.

Vale la pena recopilar los valores conocidos para los nlimeros de Ramsey de ciclos versus
ruedas. Consideremos C, la rueda de tamafio n y W,,, la rueda obtenida al unir un ciclo de
tamafio 7 con un vértice. Dependiendo de la paridad de 7 y de m, y de cotas entre estos dos
valores, los numeros de Ramsey tienen distintos comportamientos.

En el caso de m par se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.2.6 (Chen, Cheng, Miao y Ng, [CCMN09])

r(Cy, W) = 2n — 1 param par, m > 4 cuando 7 > %m + 1.

Notar que no se conoce el valor exacto para todos los valores de m y de 7, el teorema sélo
asegura en el caso en que 7 > 3m + 1. El resto de los casos actualmente es un problema abierto.

Para el caso de » impar y m > n > 3, se tiene lo siguiente.

Teorema 1.2.7 (Chen, Cheng, Ng y Zhang, [CCNZ12])
7(Cn, W) =3n — 2 param impar, n > m > 3, (m,n) # (3, 3).

En esta situacion si se conocen los valores en todos, salvo un ntimero finito de casos. Los
teoremas mencionados estudian la situacion en la que el ciclo es mas grande que la rueda. En los
casos en que m > n se tienen dos resultados conocidos.

Teorema 1.2.8 (Zhang, Zhang y Chen [ZZC14])
r(Cn, W,) =2m + 1 para n impar, m > 3(n — 1)/2 con (n,m) # (3,3) y (n,m) # (4,4).

Teorema 1.2.9 (Zhang, Zhang y Chen [ZZC14])
r(Cn, W) = 3n — 2 para n, m impares, n < m < 3(m — 1)/2.

Estos resultados mencionados no cubren todos los casos en que 7 > n; m es par y n es impar.
Zhang et al. [ZZC14] formulan una conjetura para los casos restantes.

Conjetura 1.2.10
Sin impar, m pary n < m < 3(n — 1)/2, entonces v (C,, W,,,) = 2m + 1.

Se buscara una aproximacion para los nimeros de Ramsey que caen en este intervalo, mas
precisamente, una cota superior para 7 (C,, W, 1) cuando 7 es impar.

1.2.2. Resultados obtenidos

El proposito de este trabajo es probar un resultado parecido al Teorema 1.2.4, pero al compa-
rar un ciclo de tamafio impar versus una rueda del mismo tamafio. El resultado principal es el
siguiente:

Teorema 1.2.11

Sean =2k + 1 > 13, un ntimero impar. Si N > 5k + 3; y G := Ky tiene una coloreacion de
sus aristas ¢ : E£(G) - {R, A} de manera tal que C, ,@ e y W, ,@ G4, entonces V(G) se
puede particionaren ViUV, U Vs U Btal que |B| < 2,|V;| <2ky

E(V,, V) cERG)  E(V, V) c EXG)



paratodo z # j en {1,2,3}.

Este resultado es ajustado en el sentido de que para N > 5k + 3 existen coloreaciones de
G := Kx que cumplen las hipotesis del Teorema 1.2.11 y es necesario borrar dos vértices para
llegar a la particién {V}, V3, V3, B} con la forma deseada.

Si tenemos 5k + 3 < N < 6k, consideramos el grafo G := Ky y particionamos V (G) en
{U1,U,, U3} de forma tal que |U;| < 2k para todo i € {1,2,3}. Sean u;,v; € Us distintos y
uy € Uy y vz € U,. Considerar el coloreo tal que c(xy) = R si y solo si existe 7 € {1,2,3} tal
que {x,y} € U; o bien xy = uyuy 0 xy = v1v;. Dicha particién no contiene a Cy;,; en G
ni a Wy,,1 en G&; pero es necesario borrar B = {u1,v1} para obtener una particién como la

buscada.

% <., D

Figura 1.4: Para & = 2, una coloreacién de las aristas K tal que Coppy € GR y Wop,y € G4, pero
es necesario borrar dos vértices para obtener la particion deseada. Las aristas mas gruesas representan el

color rojo, las mas finas el color azul.

Para demostrar el teorema principal se uso el siguiente resultado, que también se prueba:

Teorema 1.2.12
Sin =2k +1>11, entonces r(C,, W, 1) < 5k + 3.

Posteriormente, usando técnicas parecidas, se logro el siguiente resultado:

Teorema 1.2.13
Sean =2k + 1> 9. Entonces r(C,, W,,.1) < 4k + 339.

Estos ultimos resultados seguirian como corolario de la Conjetura 1.2.10, efectuada por Zhang
et al. [ZZC14]. Dicha conjetura es un poco mas general y trata los nimeros de Ramsey de ciclos
impares versus ruedas pares en el caso en que la rueda es mayor que el ciclo.

Generalizando un poco esta conjetura, podria esperarse que la cota inferior dada por Chvatal-
Harary en el Teorema 1.2.3 se alcance siempre que se trabaja con ciclos impares versus ruedas
pares. En este sentido, el mejor resultado conocido hasta el momento es el entregado por Chen,
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Cheng, Miao y Ng [CCMNO09], en el Teorema 1.2.6. Notar que dicho resultado trata ruedas y
ciclos con las paridades deseadas, pero en este caso se consideran ruedas de tamafio menor al de
la rueda; a diferencia del caso que se estudié en este trabajo.

Por otro lado, tal resultado indica que efectivamente la cota inferior dada por el Teorema 1.2.3
se alcanza cada vez que se consideran ciclos impares versus ruedas pares. Esto da esperanzas a que
la Conjetura 1.2.10 sea cierta.

1.2.3. Lemas usados

Primero se enuncian y se demuestran unos lemas elementales que seran utiles después. Estos
garantizaran la existencia de ciertos subgrafos dada la presencia de otras estructuras, como grafos
k-partitos completos o grafos bipartitos completos mas algunas aristas.

Lema 1.2.14
Sea G tal que x(G) < k, y una coloreacion propia de los vértices ¢ : V(G) — {1,...,k}.
Notar que los G; := ¢71({i}) definen una particién de V (G).

Sean {ri}le tal que |G;| < r;. Entonces G es subgrafo del grafo k-partito K, . »,.

ssss

.....

f(G;) € R;. Es directo verificar que tal funcion es un homomorfismo inyectivo de grafos y por

lo tanto se concluye que G € K, . r,. O
Corolario 1.2.15

Sea k > 1. Entonces Cyp 1 € Kp p 1

Demostracion. Si V(Cyyq1) = {v1,02,...,09,1} entonces ¢ : V(Cyiq) — {1,2,3} definida
porc(v;) = 1sii # 2k + 1 par,c(v;) =2sii # 2k + 1 impar y c¢(vy,1) = 3 es una 3-coloracion
propia con partes de tamaiio &, k£ y 1. Entonces por el Lema 1.2.14, Cyp 1 € K . 1. O
Corolario 1.2.16

Sea r > 2. Entonces W, € K; 1

Demostracion. Sea V(W) = {v1,v2,...,02, w} donde w es el «buje» de la rueda y el resto

de los vértices forman el ciclo de tamafio 2r. Entonces ¢ : V(Ws,) — {1,2,3} definida por
c(v;) = 1siipar, c(v;) = 2sizimpar y c(w) = 3; es una 3-coloracion propia con partes de
tamafio 7, r y 1. Entonces por el Lema 1.2.14, W5, C K, , 1. ]

Lema 1.2.17

Seak > 1,y G grafo que particiona sus vértices en Vi y V5 de manera tal que E(V;, V) forma
un grafo bipartito completo con |Vi| = kB + 1y |V4| = k. Si ademas existe una arista e = xy con
{x,y} € Vi, entonces G es panciclico.
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Demostracion. Sea3 < j <2k + 1=|G|. Se debe ver que G tiene a C; como subgrafo.

Si j = 2/ par; entonces 2 < [ < k y por lo tanto basta seleccionar / vértices a cada lado de
la particion Vi, Vs; como E(V4, V3) induce un grafo bipartito completo, entonces encontrar el
ciclo de largo 2/ es directo.

Sij =2l + 1 impar, entonces 1 < j < k. Seleccionando la arista e = xy en Vi, realizamos
una numeracion de los vértices de la siguiente forma: vo = x, v5; = . Se seleccionan de forma
arbitraria j vértices distintos en V5 que se numeran con v1, v3, . . ., V215 Y j — 1 vértices en V;
que se numeran vz, v4, . . . , Uzj—. Por construccion, vov1 . . . v2; es un ciclo de largo 27 + 1. [

Seran utiles durante la demostracion lemas y resultados anteriores que garanticen existencia
de ciclos y cotas para sus respectivos tamafios. Especialmente utiles seran criterios suficientes
para garantizar que los grafos son panciclicos o débil-panciclicos.

Dirac, en 1952, publico resultados que entregan los primeros antecedentes en el tema: existen-
cia de ciclos largos dadas ciertas condiciones en el grado minimo.

Teorema 1.2.18 (Dirac [Dir52])
Todo grafo con n > 3 vértices y grado minimo al menos 7/2 tiene un ciclo hamiltoniano.

Lema 1.2.19 (Dirac [Dir52])
Sea G grafo 2-conexo de orden 7 > 3 con 6(G) = 6. Entonces ¢(G) > min{26, n}.

El Teorema 1.2.18 es un clasico y tiene muchas extensiones. Una que trabaja con hipdtesis
similares y generaliza el resultado, es entregada por Bondy:

Teorema 1.2.20 (Bondy [Bon71])
Sea G grafo con n > 3 vértices y grado minimo al menos 7/2. Entonces G es panciclico; o bien
n=2kyG ~ Ky p-

Corolario 1.2.21
Sea G grafo con 7 > 3 vértices y grado minimo mayor que 7/2. Entonces G es panciclico.

Los siguientes teoremas de Brandt et al. dan condiciones suficientes para que un grafo sea
débilmente panciclico. El primero esta en términos del grado minimo del grafo y el segundo en
términos de la cantidad de aristas del grafo.

Lema 1.2.22 (Brandt et al. [BFG98] )
Todo grafo no bipartito G de orden 7 con 6(G) > (n + 2)/3 es débilmente panciclico con
cintura 3 6 4.

Lema 1.2.23 (Brandt [Bra97])
Sea G no bipartito con |V (G)| = ny |E(G)| > (n — 1)?/4 + 1. Entonces G es débilmente
panciclico con 4(G) = 3.

Lo siguiente es una cota superior para la cintura del grafo, en términos del tamaiio del grafo.
Tenemos que si el grado minimo es mayor que 3, la cintura es de tamafio logaritmico en el
tamafio del grafo.
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Lema 1.2.24 ( [Diel2, p.10])
Sea G un grafo. Si 6(G) > 3 entonces ¢(G) < 2log,(IG)).

Finalmente, se enuncian unos resultados mas especificos en términos de nimeros de Ramsey
asimétricos. En el caso de ciclos y ruedas de tamafio impar, se sabe lo siguiente:

Teorema 1.2.25 (Surahmat et al., [SBT06])
r(Cy, W) = 3n — 2 para m, n impares tales que n > m > 3y (n,m) # (3, 3).

Ademas, del trabajo realizado en [INSO8] para demostrar el Teorema 1.2.4 se puede extraer
una version ligeramente mas fuerte que servira en esta demostracion:

Lema 1.2.26 (Nikiforov y Schelp, [INS08])

Sean =2k +1>4y N >3k + 2,y un grafo G := Ky con una coloreaciéon ¢ : E(G) —
{R,A} tal que C,, ¢ GR yC, & GA. Entonces existe una particion V(G) = Y7 U Y) tal que
E(Y;,Y;) € ER(G) paratodo i € {1,2} y no hay aristas rojas disjuntas en E(Y7, Y2); o bien lo
mismo pero intercambiando el rol de los colores rojo y azul.

Notar que de aqui sigue el Teorema 1.2.4 inmediatamente: si Y7 y Y3 inducen grafos completos
de color rojo, sin pérdida de generalidad, entonces E (Y7, Y2) no contienen aristas disjuntas de co-
lor rojo. Por lo tanto las aristas rojas en E (Y7, Y3) forman un grafo estrella (posiblemente vacio).
Escogiendo el centro de tal estrella como el vértice v y U; := Y; \ {v} se obtiene exactamente la
particion buscada en el Teorema 1.2.4.
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Capitulo 2

Estructura de grafos sin ciclos ni ruedas

2.1. Demostracion del teorema principal

El proposito de este capitulo es demostrar el Teorema 1.2.11, dando por cierto el Teorema
1.2.12; que sera demostrado en el capitulo siguiente.

Sean =2k + 1> 13 impar y N > 5k + 3. Se colorea cada arista de G = Ky de color rojo
o azul (se denotan R y A, respectivamente), de manera tal que no contiene como subgrafo a C,
monocromatico rojo ni a W, monocromatico azul. Por Teorema 1.2.25,si N > 3n —2 = 6k + 1
y como 7 > 3, entonces G debe contener como subgrafo un ciclo de tamafio #» monocromatico
rojo, o bien una rueda de tamafio » monocromatica azul. Como interesa estudiar las coloraciones
que no contienen copias monocromaticas de los grafos mencionados, basta considerar N < 6k.

Bajo la suposicion de que 7 (C,, Wy, 41) < 5k + 3 < N, como no tenemos un C,, monocroma-
tico rojo; debe existir un W, 41 monocromatico azul. Sea x el «buje» de tal rueda, y C el «aro»
de la rueda, es decir, el C, 1 asociado.

Se considera el grafo inducido por los vértices del ciclo C, es decir, G[C]. Tal grafo no puede
contener como subgrafo un C, monocromatico rojo (pues seria también subgrafo de G) ni
tampoco un C, monocromatico azul (pues tal ciclo, mas las uniones que tiene con el «buje»,
formarfan una rueda W, azul). Luego, GA[C] cumple las hipdtesis del Lema 1.2.5 y se pueden
particionar los vértices de C en dos conjuntos U] y U, tal que |U]| = |U,| = k + 1, cada uno de los

U! induce un clique rojo de tamafio k + 1y existe un vértice v tal que E(U[~v, U;~v) C EA(G).
Se definen U; = U' -vparai € {1,2} y Us = {x} (el «buje» de la rueda). Sin pérdida de
generalidad, se supone que |Uj| =k + 1y |Us| = k.

Se tiene que E(U;, U;) € ER(G) paratodo i € {1,2,3} y ademas E(U;, U;) EA(G) para
todo 7 # j € {1,2,3}. Inspirado en esto, definimos el conjunto

S:={(X1,X2,X5) : U; € X;, X;inX; =0, E(X;, X;) € EAG); Vi#je {1,253}

Claramente (U1, U, Us) € S asi que S # 0. Se considera (X1, X5,X3) € S que maximice
| Xq| + | Xo| + | X5

En primer lugar se demuestra el siguiente lema:
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Lema 2.1.1
E(X?,X?) € ER(G) paratodo i € {1,2,3}.

Demostracion. Sea i € {1,2} y supongase que X contiene alguna arista azul e = xy. Como
\U;| > k y U; es un completo de color rojo, esto significa que | X7 > k + 1. En cualquier caso,
|X3_;| = k. Como X} y X; forman un bipartito completo donde todas las aristas son azules, y
existe la arista e, por el Lema 1.2.17 vemos que es posible encontrar un ciclo de tamafio 2k + 1
(que usa a la arista e). Como |X}| > 1y conecta de color azul a todo vértice de X7 y X7, se
obtiene un W,, monocromatico de color azul, lo que es una contradiccién.

Sea ahora i = 3 y supongase que X contiene alguna arista azul e = x1x,. Como | X]| > & + 1
y | X ; | > k entonces {x»}, X ;‘ , X; contienen a Ky ;| como subgrafo formado por aristas azules
y por Corolario 1.2.15 tienen a Cy; . ; monocromatico azul. Como las aristas que unen a x1 con
X{UXJU{x2} son todas azules, se tiene un W,, monocromatico azul, lo que es nuevamente una
contradiccion. Esto prueba el resultado. O

Por lo tanto, cada X induce un grafo completo monocromatico de color rojo. En particular,
esto implica que |X7] < 2k para todo i € {1,2,3}; pues de otra forma se tendria C,;, 1 como
subgrafo monocromético rojo en G. Nétese que en el caso que |J7_, X' = V(G), se concluye el
resultado inmediatamente. Luego, desde ahora en adelante, se supondra que V(G)\U?_, X r#0.

Seav ¢ U?zl X*. Se mostrara que existe un z € {1,2,3} tal que E(v, X7) C ER(G). Supén-
gase que no es asi. Entonces existen vértices x; € X para i € {1,2,3} tal que vx; es de color
azul. Se forma un ciclo monocromatico azul de largo 2k + 1 usando los vértices x1, v, x2 y los
vértices en X} y X;. Como el vértice x3 es tal que conecta azul con todos los vértices usados en
tal ciclo, aparece un W, monocromatico azul, lo que es una contradiccion.

295
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Figura 2.1: La particion Wi, Wi, W3 de V(G). Para todo i € {1, 2,3}, existe X C W; tal que X7 induce
un completo rojo y E(X, W; \ X) induce un bipartito completo rojo. Ademas, X, X5 y Xj son las
componentes de un tripartito completo azul. Las aristas mas gruesas representan el color rojo, las mas
finas el color azul.
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Se definen los conjuntos

Wi = X;U{v e V(G): E(v,X]) C ER(G)},
W= X;U{veV(G): E(v,X;) C ERG)I\ Wi,y
Ws = X; U{v e V(G): E(v,X;) C ER(G)}\ (W, U Wh).

Por lo dicho anteriormente, W, W2 y W3 forman una particion de V (G).

Lema 2.1.2
Seai € {1,2,3} y v € W; \ X7. Entonces tal vértice v tiene un vecino rojo en W; para algin

7€{1,2,3}\ {z}.

Demostracion. Se razona por contradiccion. Sin peérdida de generalidad, sea v € W3 \ X7 sin
vecinos rojos en Wi ni en Wa. Por lo tanto, E(X; U {v}, X]) y E(X] U {v}, X?) sélo consis-
ten en aristas azules. Entonces (X7, X5, X; U {v}) € S, lo que contradice la maximalidad de
(X7, X3, X2). O

De acuerdo a lo mencionado, cada uno de estos tres conjuntos W; contiene un subconjunto
X* € W; que forma un subgrafo completo de color rojo, y E(X*, W; \ X?) forman un bipartito
completo de color rojo. Estos conjuntos serviran para formar la estructura de particion a la que
se quiere llegar. Para llegar a ello, primero se verd un lema un poco mas general.

Lema 2.1.3

Sea W € V(G) de forma tal que existe X € W que induce un subgrafo completo rojo y
E(X,W \ X) € ER(G). Si |X| > 3, entonces todo par de vértices en W puede unirse por
caminos rojos de todo largo desde 2 hasta | X| — 1.

Demostracion. Sean wy, wy € W dos vértices distintos. Si ambos estan en X entonces lo querido
se tiene de inmediato, ya que | X| > 3 y X induce un subgrafo completo de color rojo.

Si ambos vértices estan en W \ X, como E(X, W \ X) € EX(G), se puede escoger un # € X
cualquiera de forma tal que wi#w; sea un (w1, wz)-camino rojo de largo 2. Escogiendo #1, u,
distintos en X se puede encontrar un camino P; en X que los una, de largo j paratodo 1 < ; <
| X1 — 2. De esa forma, w#1P;uyw; es un camino de largo ; + 2, que muestra el lema en este
Caso.

Finalmente, si w; € W y w; ¢ W, se tiene el resultado escogiendo # € W \ {w;} cualquiera.
Entonces #w, es una arista roja y nuevamente se pueden encontrar (w1, #)-caminos rojos en W
de largo 1 hasta | X| — 2, como se hizo antes. O

Notemos que los conjuntos W; y W, descritos anteriormente cumplen las hipétesis del Lema
2.1.3.

De aca se desprende un corolario que sera ttil durante las demostraciones siguientes.

Corolario 2.1.4

Sean, para todo 7 € {1,2}, conjuntos R, € V(G) de forma tal que existen §; € R; que
inducen subgrafos completos rojos y E(S;,R; \ S;) € ER(G), R N R, = 0. Supdngase que
min{|$1], 1521} > 3 y |S1] + |S2] > 2k + 1. Entonces no existen dos aristas rojas disjuntas en

E(R1,R)).

16



Demostracion. Supdngase que e; y ez son dos aristas rojas disjuntas en E(Rj, Rz). Dendtese
vl]. = R; Nej. Por el Lema 2.1.3, para todo 2 < j; < [§1] — 1 existen ('Ull,fvf)—caminos rojos
de largo ]1, y para todo 2 < j5 < [S5] — 1 existen (v, v3)-caminos rojos de largo j,. Uniendo
estos caminos mediante ey y ez, se obtienen ciclos rojos de largo 2 + 71 + j2 para todo j1, /2 en
los rangos mencionados anteriormente. Por lo tanto se tienen ciclos de largo 6 hasta |S1]| + |S2].
Como |S1] + |S2| = 2k + 1, esto implica la existencia de un ciclo de tamafio 2k + 1, lo que es una
contradiccion. O

Este resultado se puede mejorar en el caso de los W; y W que fueron definidos anteriormente,
mediante el siguiente lema.

Lema 2.1.5
Sean Wi, Wa, W5 como fueron definidos anteriormente. Entonces no existen dos (W, W5)-
caminos independientes que solo usen aristas de color rojo.

Demostracion. Supongase que si existen, sean Py y P, tales caminos. Se puede suponer sin pér-
dida de generalidad que ||P1|| + ||P2|| es minimo entre todos los pares de (W;, W3)-caminos in-
dependientes monocromaticos de color rojo. Por definicion de (W, Wp)-camino, se tiene que

|[W; N V(P;)| = 1 para todo 7,; € {1,2}. Asi, se denotaran {p]} Wi NV (P;) para todo
i, € {1,2}. Como los caminos son independientes y Wi N W, = 0, se tiene que p # p
(@) # @)

Como Wi se compone de un clique rojo de tamafio al menos & + 1 (que esta en X7) y vértices
que forman un bipartito completo de color rojo con X7, invocando el Lema 2.1.3, se pueden
unir los vértices p; y p7 con caminos rojos contenidos en W de tamafio /, para todo € [2, k].

En W, es analogo, pero alli se tiene un clique rojo de tamafio al menos k, por lo que se puede
unir p} y p3 con caminos de largo en [2, & — 1] contenidos en W.

Dado que los caminos Py y P, son independientes, conectando los vértices pf con los caminos
mencionados anteriormente, se tienen ciclos monocromaticos rojos de largo ¢ para todo / tal
que [IP1]l + IP2]l + 4 < £ < |IP1ll + [|1P2ll + 2k — 1.

Nétese que # no puede tomar el valor 2k + 1 pues Cy.; € ER(G). Dicho de otra forma,
¢ no pertenece al intervalo [4 + ||P1]| + ||P2ll, 2k — 1 + ||P1]| + || P2]]]. Como [P, [| P2l > 1
entonces 2k — 1 + [|P1]| + ||P2]l = 2k + 1. Entonces forzosamente se debe tener que 2k + 1 <
4 + [|P1]| + [|P2]], o bien,

2k =2 < ||yl + [I1P2]l. (2.1)

Se sabe que 7 = 2k + 1 > 13, debido a lo cual no puede suceder que ||P1]| = |P2|l = 1. Por lo

tanto, el camino P; tiene interseccion no vacia con W3, entonces se definira qf como el vértice

en P; N W3 adyacente a pf Recuérdese que X; # 0 y que existe x € X; tal que xv es rojo para
todo v € W5 \ {x}.

Se mostrara que sl un cammo P; tiene a tal VCI‘thC x, entonces || P;|| < 4. En efecto, supongase
que [|P;]| > 5. S1 ql # x # g, entonces plqlxqu2 es un camino que no intersecta con P3 iy de

largo 4. Si x € {g!, g3}, dependiendo del caso se pueden armar los caminos p!xqip} o piqixpl,
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de largo 3, y disjuntos con P;_;. En cualquier caso se encuentra un camino de largo estrictamente
menor a 5, lo que contradice la minimalidad de [|P1]| + [|P2]|. Por lo tanto, se deduce que

Vie{l,2}, x e P; = ||P;| <4. (2.2)

Ahora véase que si un camino P; no tiene a tal vértice x, entonces ||P5_;|| < 4. En efecto,
supongase que x ¢ P; y que [|[P;—;|]| > 4. Por (2.2) se tiene que x no esta en P3_; y se sabe que
tampoco esta en P;. Entonces pf‘iqf_ixqg_ipg_i es un camino de largo 4 disjunto con P;, lo que
nuevamente contradice la minimalidad de ||Py|| + ||P;]|. Por lo tanto,

Vie{l,2}, x ¢ P; = ||P; ;| < 4. (2.3)

Las observaciones (2.2) y (2.3) implican que min{||P||, [|P2]|} < 4. Sin pérdida de generalidad,
supongase que ||Py|| < || P2l y por lo tanto

I|IP1]] < 4. (2.4)
Esto unido con (2.1) implica que 2k — 2 < || P,]| + 4 y por lo tanto,
2%k — 6 < ||Pal. (2.5)

Como 7 = 2k + 1 > 13, entonces || P2|| = 2k — 6 > 6 > 4. Entonces, por las reciprocas de (2.2) y
(2.3) se tiene que x ¢ Py y x € Py.

Para cualquier vértice y en Py N Wj, la arista xy es de color rojo. La idea es usar estas aristas
para encontrar ciclos rojos «pegando» tres caminos: uno de p{ hasta x, otro de x hasta p7 y
otro desde p? hasta p{. Nétese que, para cualquier y € P, N Wj, se tiene que pP1xyPyp? es un
(p}, p%)—cammo que no tiene ninguna arista en Wj. Se puede escoger y € P, N Wj de || P2]| — 1
maneras (cualquier vértice de P; excepto los extremos) de manera tal que xyPyp? puede formar
caminos de largo 2 hasta || P;||. Por (2.5), se tiene la existencia de (x, pf)-caminos de largo 2 hasta
2k — 6.

Recordando que en W, se pueden encontrar (p?, p)-caminos de todos los largos desde 2

hasta &, junto a los caminos mencionados antes se forman ciclos de tamafio 4 + || p}PlxII hasta
1
3k — 6+ |lp; P1x|l.

Dependiendo de si x = g{ o0 no, el camino p!Pyx tiene largo 1 6 2. En cualquier caso, se
tienen ciclos de tamafio 6 hasta 3k — 5. Como 2k + 1 > 6, se debe tener que 3k — 5 < 2k + 1.
Esto implica que £ < 5y por lo tanto 2k + 1 < 11, lo que es absurdo pues 2k + 1 > 13. De esta
contradiccion se concluye. O

Ahora se demostrara que en realidad los Wi y W, no pueden tener un tamafio mayor a 2k.
Intuitivamente, eso es un acercamiento al resultado buscado: se buscan particiones en subgrafos
completos rojos; como el ciclo de tamafio 2k + 1 no es subgrafo de K entonces cada elemento
de la particion debe tener tamafio menor a 2k.

Lema 2.1.6
Se tiene que |W;| < 2k parai € {1,2}.
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Demostracién. Como |X{| = k + 1y todo vértice en Wy \ X} es vecino rojo de todo vértice en
X7, se tiene que las aristas £(X;, Wi \ X7) forman un bipartito completo monocromatico de
color rojo. Seleccionando R, R € X7 disjuntos de forma tal que |R{| = 1y |R»| = k, tomando
R3 = Wi\ (R1 U R)3) se obtiene que dichos conjuntos disjuntos forman las componentes de un
grafo tripartito completo monocromatico rojo. Si |W;| > 2k + 1, entonces |[R3| > k y por lo
tanto se obtiene un grafo K}, ;, | monocromatico de color rojo. Por Corolario 1.2.15, esto implica
que Cy .1 es subgrafo de G, lo que es imposible. Por lo tanto |W;| < 2k.

Si |XJ| = k + 1 el argumento presentado se puede realizar de forma idéntica. Sin embargo,
a priori solo se sabe que |XJ| > k. Esto basta para reducirse al caso en que |X]| = k pero
|W1| = 2k + 1. Dado eso, entonces W2\ XJ| > k + 1. Aligual que el caso anterior, E (X3, W2\ X3)
forman un bipartito completo monocromatico rojo. Se tienen las hipotesis del Lema 1.2.17, y
por lo tanto se deduce que W> \ X3 no puede tener ninguna arista roja. Entonces, W3 \ X} induce
un completo azul de tamafio al menos & + 1.

Notese que todo vértice en V' \ W3 no puede tener mas de dos vecinos rojos en W3 \ X3; de ser
asi, formaria un ciclo rojo de tamafio 2k + 1 usando el bipartito completo monocromatico rojo
mencionado anteriormente, y una arista en el completo rojo X, como se ilustra en la Figura 2.2.

Wa\ X; X;

Figura 2.2: Caso k = 4 de la construccion que encuentra un Cy , | monocromatico rojo cuando existe un
vértice en WZE que tiene dos vecinos rojos en W \ X;. Recuerde que & > 1.

Seax; € X3,y NER(x3) N (W; \ X3) el conjunto de vecinos rojos de x3 en W3 \ X3 (posible-
, . . ~ . ’
mente vacio). Por lo mencionado anteriormente, el tamafio de este conjunto es a lo mas uno. Se
consideraré el conjunto Y := Wy \ (N®(x3) U X3).

Notese que entre Y7 y X| no hay dos aristas rojas disjuntas, por el Lema 2.1.5, y ademas
tampoco puede haber un vértice en X7 que tenga como vecinos rojos a dos vértices distintos de
Y3, por lo mencionado anteriormente. Luego, las aristas rojas en E(Y?, X}) forman una estrella
(posiblemente vacia) con centro en Y5.

Eliminando este (posible) centro de la estrella en Y3, se obtiene un conjunto Y’ C Y, tal
que E(Y’, x3), E(Y’, X}) son todas aristas de color azul. Ademas, por definicion, E(X, X3) y
E(x3, X} U X3) también son azules. Notese que [Y'| > [Y2| -1 > W2\ X5 -2 >k -12> 2.
Usando a lo mas 2 vértices de Y se encuentra un ciclo azul de tamafio 2k + 1en X7 U X5 U Y7,
junto a x3 forman una rueda de tamafio 7 de color azul, lo que es una contradiccion. O

Recapitulando un poco: Se tiene » = 2k + 1 > 13y 6k > N > 5k + 3. Los vértices
de V(G) se particionan en W, W, y W3, donde para : € {1,2,3} existen Xrcw tal que
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E(X, X;‘) C EA(G) parai # j C {1,2,3}; y las aristas cuyos extremos caen dentro del mismo

X son de color rojo, para i € {1,2,3}. Ademas | X|| > & + 1, | X]] > &, |X;]| = 1, y por Lema
2.1.6, se tiene |W;| < 2k parai € {1,2}.

A continuacion se vera un caso particular donde el resultado deseado se puede concluir in-
mediatamente: el lema siguiente implica que se puede concluir si existe 7 € {1,2} y un vértice
v € W, que contenga a todo VVZ.C en su vecindad azul. Se enunciard y se demostrara de forma un
poco mas general:

Lema 2.1.7
Sean X € W conjuntos de vértices en V (G) tales que

1. X y W cumplen las hipotesis del Lema 2.1.3; es decir, X induce un completo de color
rojo, y E(X, W \ X) ¢ ER(G).

2. | X|=zk-1.
3. 3k +2< |WE.
4. Existe X’ € WC tal que | X’| > k y X’ induce un completo de color rojo.
5. Existe v € W tal que Wt c N4(v).
Entonces el Teorema 1.2.11 es cierto, es decir, existen dos vértices {v1, v} tal que V(G) =
ViuVou V3 U {v1, v2}, donde
E(V;, V) € EX(G) E(V;,V}) c EAG)

paratodo i # j € {1,2,3}.

Demostracién. Sean X € W como en el enunciado del lema. Se considera G[W?C], el grafo
formado por los vértices en WC, con la coloreacién inducida por la coloreacién en las aristas de
G. Por hipdtesis, IWE| > 3k + 2 y por Corolario 1.2.2, r(Cy») = 3k + 2; luego existe un ciclo
C,p +» monocromatico subgrafo de G [WE.

Ademis este grafo no contiene C,;, 1 monocromaticos de color rojo (pues serian ciclos en G)
y tampoco de color azul (pues junto al vértice v € W formarian una rueda azul de tamafio 2k + 1
en G). Luego, G[WC] cumple las hipétesis del Lema 1.2.26 y por lo tanto existe una particién
Y1 U Y, de WC, y un color C € {R, A} tal que

1. Y7 e Y3 inducen grafos monocromaticos completos de color C.

2. E(Y1,Y?) no contiene aristas disjuntas de color C.

Nbtese que esto implica que las aristas de color distinto a C en W forman un grafo bipartito.
Por hipotesis, existe X’ C W tal que | X’| > k e induce un completo de color rojo. Como k > 3,
dicho grafo no puede ser bipartito. De esta forma se deduce que C = R, es decir, Y7 e Y inducen
completos de color rojo.

Sigue que
IY1l, IY2| < 2%, (2.6)

pues de otra forma contendrian como subgrafo a Cy, 1 rojo. Como [WC| > 3k + 2 entonces
min{|Y1], Y2} > k + 2.

20



Para facilitar la notacion, se anotara Y3 := W. Entonces {Y7, Y2, Y3} son disjuntos a pares.
Notese que cada par en {Y7, Y2, Y3} cumple las hipétesis del Corolario 2.1.4 y por lo tanto

no hay dos aristas rojas disjuntas en E (Y7, Y2), nien E(Y3,Y3), nien E(Y2,Y3). (2.7)

Dicho de otra forma, entre cada par de conjuntos en {Y7, Y2, Y3} podemos encontrar una estrella
monocromatica de color rojo (posiblemente vacia). Sea B el conjunto de centros de estas estrellas.
Entonces {Y1 \ B,Y2 \ B,Y3 \ B} forma una particién de V(G) \ B donde entre cada par de
conjuntos todas las aristas son azules; pues al eliminar los centros de las estrellas se eliminan
todas las posibles aristas rojas que estan entre los conjuntos {Yi}?:l. Notese que |B| < 3. Se
probara que basta considerar un conjunto B’ C B tal que |B’| < 2, para eliminar todas las aristas
rojas entre los conjuntos {Yi}f.:l.

Figura 2.3: Y} e Y7 son grafos completos de color rojo. Se quiere ver que no existe una aristae € E(Y7,Y?)
tal que existan dos aristas f; en E(Y;,Y3) parai € {1,2} que sean disjuntas a e. Dado cualquier par de
vértices en W = Y3, puedes ser unidos por un camino de largo a lo mas 2, por el Lema 2.1.3. Ademas, en
Y1, Y, podemos encontrar caminos de largos apropiados que unan los extremos de tales aristas; de manera
de hallar el ciclo de tamafio 2k + 1.

Si es que existe un par en {Y7, Y2, Y3} donde todas las aristas entre esos conjuntos sean azules,
entonces se tiene a lo més dos posibles centros de estrellas, y considerando B’ como los centros
de tales estrellas, |B’| < 2. Asi que basta considerar el caso en que todo par de conjuntos en
{Y1,Y>, Y3} contiene al menos una arista roja.

Sea e = y1y; una arista roja en E(Y1,Y2), con y; € Y; parai € {1,2}. Supdngase que en
E(Y1,Y3)y E(Y2,Y3) existen aristas rojas, cada una de ellas disjunta con e. Llamense f; = #,w; €
E(Y;,Y3)conu; € Y; y w; € Y3, parai € {1,2} tales aristas. Por hipotesis, Y3 = W cumple las
hipotesis del Lema 2.1.3, asi que si los vértices w1 y w; son distintos, pueden ser unidos por un
camino de largo 2; si w1 = w; se unen por un camino de largo cero. Como f; y e son disjuntas,
los vértices #; e y; son distintos y pertenecen a Y; parai € {1, 2}.

Notar que Y7 e Y3 son completos de tamafio superior a k + 2y por lo tanto también cumplen
las hipotesis del Lema 2.1.3. Luego en Y existen (;, #;)-caminos de largo 2 hasta £ + 2 para todo
i € {1,2}. Usando estos caminos mas la arista e y el (w1, w3)-camino mencionado anteriormen-
te, se obtienen ciclos rojos de largo / para todo / € [6,2k + 5], lo que forma un C,, 4 ciclo
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rojo, lo que es una contradiccién. Por lo tanto no pueden haber aristas rojas disjuntas con e en
EW,Y)y E(W,Y2).

Luego, existe un 7 € {1,2} tal que todas las aristas rojas en E(Y;, Y3) inciden en y;, por lo
tanto y; es el centro de la estrella entre £(Y;,Y3). Por lo tanto, si se elige B” = {y1,y2} = e se
tiene que E(Y; \ B’,Y3) y E(Y1\ B’,Y> \ B’) no tienen aristas rojas, por (2.7). Si existiera una
arista roja e’ en E(Y3,Y3_; \ B’) entonces tomando alguna arista roja y;w en E(Y;, W) se tiene
que wy;y3—; esun (Y3_;, W)-camino disjunto con la arista e’. Analogo al razonamiento anterior,
por el Lema 2.1.3 en Y3 se encuentran caminos de largo 2 hastak -2 entre w y e’ N W;yen Y3_;
se encuentran caminos de largo 2 hasta & + 2 entre y3_; y ¢’ N Y3_;, juntandolos se encuentra
nuevamente un ciclo de largo 2k + 1, como se ve en la Figura 2.4.

Figura 2.4: ¢ = y;y; es una arista en E (Y7, Y2), y entre cada uno de los conjuntos E(Y1,Y3) y E(Y2, Y3),
las aristas rojas forman una estrella. Si se tiene que 7 € {1, 2} es tal que y; es centro de la estrella roja en
E(Y1,Y3), entonces no puede existir una arista roja al quitar e: encontramos un ciclo Cy; 1 monocroma-
tico rojo.

Por lo tanto, usando B’ = {y1, y2} se obtienen conjuntos {Y1\ B, Y2\ B’, Y3} tal que cada par
de ellos no contiene aristas rojas y |B’| < 2. Notar que Y7 e Y inducen completos de color rojo,
luego por (2.6) y (2.7) para concluir basta verificar que Y3 = W no contiene ninguna arista azul.

Supodngase que e = wiw; es una arista azul en W\ B’. Como |Y;| > k + 2 paratodo 7 € {1, 2},
entonces |Y;\B’| > k+ 1. En E(Y1\B’, Y2\ B’) no hay aristas rojas, entonces forman un bipartito
completo de color azul con al menos £ + 1 vértices por lado y por lo tanto contiene como
subgrafo azul a un ciclo C de tamafio 2k. El vértice w; tiene como vecino azul a todo Y1\ B’y
Y2 \ B, ast que se puede formar un ciclo azul de largo 2k + 1 en V(C) U {w}. Finalmente, el
vértice w; tiene como vecino azul a todo Y7 U Y2 U {w1} y por lo tanto forman una rueda azul
de tamafio 2k + 1, lo que es una contradiccion. O

Se vera un caso particular de este resultado, que sera usado después:

Corolario 2.1.8
Sean X € W con las mismas hipotesis que en el Lema 2.1.7, pero ademas se tiene como hipotesis

extra que E(W, WL ¢ EA(G). Entonces se tiene el Teorema 1.2.11 pero quitando a lo mas un
vértice.
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Demostracidn. Se tienen las mismas hipodtesis que la del Lema 2.1.7 y calcando la demostracion
se puede encontrar una particion {Y7, Y2, Y3} de V(G) (con W = Y3) tal que cumplan (2.6) y
(2.7). Por la hipdtesis extra, tenemos que E(W,Y7) y E(W,Y3) son todas aristas azules, y en
conclusion solo pueden haber aristas rojas en E(Y7,Y?), que forman una estrella (posiblemente
vacia) y para eliminarlas basta quitar (a lo mas) un s6lo vértice en Y7 0 Y3. Se concluye de manera
idéntica a lo anteriormente realizado. O

Recapitulando: se tiene una particion de V(G) = Wy U Wh U Ws tal que |[Wi|, [Wa| > by
X cW. Ademas, no existen dos (W;, W3)-caminos monocromaticos rojos disjuntos. Por el
Teorema de Menger aplicado al grafo GR = (V, ER), se obtiene que el tamafio de un (W;, W5)-
separador minimo en GR est4 acotado superiormente por 1. Se denotara a tal separador como

S c V(G).

Notese que la conclusion del Teorema 1.2.11 es inmediata si es que se cumple la Hipotesis 5
del Lema 2.1.7 para W = W, para algin i € {1,2}; pues las HipOtesis 1 y 2 son evidentes, la
Hipotesis 3 sale del Lema 2.1.6 y de que N > 5k + 3 y la Hipotesis 4 se tiene por la existencia de
X; ., que es disjunto con X

Luego, por el Lema 2.1.7, basta reducirse al caso en que todo vértice en W; tiene un vecino
. . . ’ 4
rojo en Ws_; o en W3, para i € {1,2}. A partir de ahora se separara la demostracion en casos.

1. Existe una arista roja en E(W;, W3).

Figura 2.5: Ilustra el caso en que existe una arista roja en E (W, W5). Quitando el vértice z € W, se tiene
g q )

; ) . . ) ,
que W, tiene la estructura que permite concluir por el Corolario 2.1.8. Las aristas mas gruesas representan
el color rojo, las mas finas el color azul.

Sea e = ejep cone; € W; para i € {1,2} tal arista. Como no hay dos (W;, W>)-caminos
rojos arista-disjuntos, las aristas rojas en E(W;, W,) forman una estrella. Supongase que
el centro de tal estrella, z, esta en W;. Luego, si w es un vértice distinto de z en W,
entonces se tiene que W3_; € N4 (w). Se est bajo la suposicién de que todo vértice en W;
tiene un vecino rojo en V(/l.E, asi que si w es un vértice en W; distinto de z; este vértice w
forzosamente debe tener un vecino rojo en Wj.
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Notemos que en W3 las aristas de color rojo forman un grafo conexo. Ademas, si w €
Wi_; \ {e3_;}, este vértice w esta obligado a tener un vecino rojo en Wsﬂ—i y si fuera en
W3 forma un (W;, W)-camino rojo disjunto con la arista existente en E (W, W5). Luego,
todos los vertices de Wis_; tienen como vecino rojo al centro de la estrella z € W;. En
conclusién, E(Ws, Ws_;) € EA(G). Si se elimina el vértice z tenemos que el conjunto
Wi_; es tal que E(Ws_;, W; \ {z}) y E(W5_;, W3) son todas azules, y por lo tanto satisface
las condiciones del Corolario 2.1.8. Esto indica que existe |B| < 1 tal que quitando BU {z}
forma la particion deseada, y con ello se puede concluir el resultado en este caso.

. No existe una arista roja en E(W;, W)).

Recuérdese que existe un (Wi, Wa)-separador § de cardinalidad a lo mas uno. No puede ser
vacio pues siempre existe un camino entre W; y Wa: todo vértice en W tiene un vecino
rojo en WF y no puede estar en Wy —pues si estuviese en W5 se obtiene una arista roja
en E(W;, W2)—, y lo mismo pasa al considerar los vecinos rojos de los vértices de Ws.
Luego, todo vértice en W y W tiene algin vecino rojo en W3. Como W3 induce un grafo
conexo al considerar las aristas rojas, siempre existe un (W;, W5)-camino monocromatico
rojo. Luego el tamafio de un separador minimo debe ser |S| = 1.

No puede ser que tal separador esté en WE: st S = {s} € W, cualquier x # s en W; UW,
debe tener un vecino rojo en Wj. Un vértice en X7 tiene como vecinos rojos a todos los
vertices de Wj, asi que usandolo se puede formar un (W, W)-camino rojo que no contenga
a v. Luego, forzosamente se tiene que § = {s} € W;.

Supéngase que el grafo GR[WA] \ {s} es conexo. Luego, debe existir ; € {1,2} tal que
E(W5 \ {s}, W;) es completamente azul. En caso contrario, existiria un (W;, W3)-camino
que no usa el separador §, lo que es absurdo. Luego, tal conjunto W; cumple las hipdtesis
del Lema 2.1.8 en el grafo G \ S, y por lo tanto se puede concluir el resultado deseado
eliminando a lo mas un vértice més. Basta, por lo tanto, suponer que GR[W3] \ {s} es
disconexo.

Recuérdese que X € Wj es tal que £(X;, W3\ X7) induce un bipartito completo de color

rojo. Luego, la tinica forma en que GR[W3]\ S sea disconexo es que X} € S. Como X; # 0
entonces se tiene que X;=S8y luego |1 X5 =181 =1

Por Lema 2.1.2, todo vertice en W3 \ X7 tiene un vecino rojo ya sea en W o W2, y ninguno
puede tener vecino rojo en ambos. Luego, se puede particionar W3 \ X3 en Y1 U Y3 donde
Y;:={v e W3\ §: tiene un vecino rojo en W; }.

Como {Y7,Y>} es particidn, Y1 N'Y, = 0. Ademas, E(Y1, Ws) U E(Y2, W;) € EA(G).
Finalmente, se tiene que E (Y7, Y?) C EAG), pues todo vértice en Y; tiene un vecino rojo
en W; y de existir una arista roja en E(Y7, Y3), se tendria un (Wj, W3)-camino rojo que

no pasa por S. Entonces se obtiene una particion del estilo {W; U Y1, W U Y3, S} tal que
EW1UY1, W2 UY)) € EA(G).

Se considera G \ S, y supongamos sin pérdida de generalidad que [W; U Y7| < [W, U Y>l.

Se quiere ver que |Wj U Yj| < 2k. Por contradiccion, supdngase que no es asi y por lo
tanto |W; U Y| > 2k + 1. Si asi fuera, el grafo inducido por W U Y7 no puede ser un
completo monocromatico de color rojo, pues contendria como subgrafo a Cy; 1 en color
rojo. Luego, contiene al menos una arista azul. Sea e = v1v; alguna de ellas, con vy, v, €

Wi U Y7. Considérese H := G[W, U Y>] con la coloracidon heredada obvia.
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Figura 2.6: Los vértices en W3 se particionan en X U Y} U Y3. Todo vértice en Y; tienen algun vecino
rojo en W;, para i € {1,2}. Ademas, E(W; U Y7, W, U W3) sOlo consiste de aristas azules. Las aristas mas
gruesas representan el color rojo, las mas finas el color azul.

Si existe un vértice w € V(H) tal que INfI('w)I > k, entonces en W U Y7 \ {v1, v2} se
escogen k — 1 vértices cualquiera en un conjunto By. Como E(W UY1, WoUY3) € EA(G),
entonces E({v{,v2} U By, N ﬁ(w)) forman un bipartito completo monocromatico azul
donde un lado tiene tamafio £ + 1y el otro mayor que k. Como v;v; es una arista azul,
existe un ciclo monocromatico azul de tamafio 2%k + 1 contenido en {v{, v2}UB{UN /{[ (w).
Finalmente recuérdese que {v1, v2} U By U Nf (w) C Nf (w) y por lo tanto, tomando a
w como «buje» de la rueda, se forma una rueda de tamafio 2k + 1 monocromatica azul.
Entonces para todo w € V (H) se debe tener que INf (w)| <k -1.

Obviamente se tiene que IN;‘I('w)I + IN[]}(w)I + 1= |H| paratodo w € H, asi que la cota
encontrada implica que INé(w)l > |H|—Fk. Por otro lado, como |[WjUY| + |[WhUY5|+ 1 =
N > 5k + 3 se tiene que |H| = |[W, U Y;| > SIQTJ’Z > 2k. Esto implica que |H| - k& > %lHl
y por lo tanto que INS('w)I > %IHl.

Si se considera entonces el grafo dado por HR, que contiene todas las aristas rojas de H,
se obtiene que todo vértice tiene grado mayor estricto que %IH |, ast que § (HR) > %lH R,
Por Lema 1.2.20, es panciclico o bien bipartito completo donde cada parte tiene el mismo
tamafio; pero este ultimo caso es imposible ya que la cota en el grado minimo es estricta-
mente mayor que | ®|/2. Entonces H® es panciclico. Como |H®| > 2k + 1 > 3 entonces
el grafo H® tiene un ciclo de tamafio 2k + 1, que es un monocromatico rojo en G; lo que
es imposible. Luego, el caso en que |W U Y| > 2k + 1 no puede suceder.

Entonces [W; U Y7| < 2k. Por lo tanto se tiene que [Wo UY2| > N — 1 -2k >3k + 2 yse
aplica el Corolario 2.1.8 para concluir.

Como estos son todos los casos posibles, se concluye la demostracion del Teorema 1.2.11. W
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Capitulo 3

Cotas en el namero de Ramsey para rueda
par versus ciclo impar

3.1. Demostracion del teorema secundario

El proposito de esta seccion es demostrar el Teorema 1.2.12.

Sean = 2k + 1 > 11. Por lo tanto, & > 5. Considérese N = 5k + 3 y un grafo completo
G en N vértices con una bicoloreacion de sus aristas ¢ : E(G) — {R, A} en rojo y azul. Basta
probar que esta coloracion contiene como subgrafo a C,,,; monocromatico de color rojo, o
bien a W, ,» monocromatico de color azul.

Supodngase que no es ast; entonces G no contiene como subgrafo a Cy; | monocromatico de
color rojo ni a Wy ,, monocromatico de color azul. Probamos una serie de lemas:

Lema 3.1.1
Se tiene que A4(G) < 4k + 2. Por lo tanto, 6% (G) > k.

Demostracion. Supdngase que existe v con d(v) > 4k + 3. Por Teorema 1.2.1, se obtiene que
7(Cops1>Capsz) = 22k + 1) — 1 = 4k + 3. Por lo tanto, N4(v) contiene un ciclo rojo de
tamafio 2k + 1 o bien un ciclo azul de tamafio 2k + 2; pero en el primer caso tendriamos a Cy; , |
monocromatico rojo en el grafo G; y en el segundo el ciclo Cy 5 azul, junto a v, forman un
W)t 42 monocromatico azul en G, lo que es imposible.

Por lo tanto A4(G) < 4k + 2, de donde se sigue inmediatamente que 6%(G) > k. O

Se buscara ahora una cota inferior para A4(G), o equivalentemente, una cota superior para
6%(G). Para ello primero se demuestra lo siguiente:

Lema 3.1.2
Sea0<s<k—-1.8i6%(G) >k + s, entonces GX es (s + 1)-conexo.

En particular, si §%(G) > k, entonces GR es conexo; y si 6%(G) > k + 1 entonces GX es
2-conexo.
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Demostracion. Sea0 < s < k -1y supdngase que 6%(G) > k + 5. Con el propdsito de encontrar
una contradiccién, supdngase que GX no es (s + 1)-conexo, es decir, existe un conjunto § tal que
S| <5y GR\ S es disconexo.

Supéngase que Cy, ..., C, son las componentes conexas de GR\ S.En primer lugar notamos
que
sR(G\ 8 = 6R%(G) - 18| 2 6R%(G)-s >k

y por lo tanto cada componente conexa tiene tamafio al menos & + 1, es decir, |C;| > & + 1 para
re{l,...7}.

Notese que r > 2, pues GR es disconexo y al menos debe tener dos componentes conexas.
Se prueba que r = 2. Si » > 2 entonces se tienen al menos tres componentes conexas, C1, C,
y Cj. Por lo visto anteriormente, cada una de estas componentes tiene tamafio mayor a k + 1.
Como en el grafo G forman componentes conexas distintas, significa que no existe ninguna
arista roja con vértices en componentes distintas, asi que en G se tiene que el grafo formado por
tales vértices tienen como subgrafo a un grafo 3-partito completo con componentes de tamafio
|C1l, |C2| y |C3], monocromatico de color azul.

Figura 3.1: En la primera figura, W como subgrafo del tripartito K . En la segunda, W

g P g 2k+2 g p k+1k+1,k+1 ) 2k+2
como subgrafo en un caso particular, donde se tiene como subgrafo a un bipartito completo en azul con
partes de tamafio mayor a k + 2, y una de las partes tiene un vértice de grado azul mayor a k + 1.

En particular, las aristas £(C,, C3) forman un bipartito completo de color azul, como cada
una tiene tamafio mayor a k& + 1 significa que contiene un ciclo de tamafio 2k + 2. Escogiendo
v € Cy cualquiera, tiene como vecinos azules a todo C; y C3, con lo que se forma la rueda azul
de tamafio 2k + 2, lo que es imposible. Luego r = 2.

Notar que [GR\ S| > |G| - |S| = 5k + 3 — (k- 1) > 4k + 4. Como |Cy| + |C3| = |GR\ S|,
existe alguna componente en {Cy, C2} con al menos 2k + 2 vértices. Sin pérdida de generalidad,
supongase que |Cy| > |C,| y por lo tanto |Cy| > 2k + 2.

Considérese el subgrafo y la coloreacion inducidos por Cy. Notese que si un vértice v en Cy
tiene & + 1 vecinos azules en Cy, entonces, usando que E(Cy, Cy) C EA(G) se concluye que los
vértices {v}, N4 (v)NC; y C; contienen como subgrafo a un grafo tripartito completo con partes
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de tamafio 1, [IN4(2)NCy| y |Cz|. Como [IN4(v)NCy| = k + 1y |C,| = k + 1 entonces contiene
como subgrafoa Ky 4,1 4,1y por Lema 1.2.16 contiene como subgrafo a Wy, , , monocromatico
azul, lo que no puede ser.

Esto implica que A4(Cy) < k y por lo tanto 6%(Cy) > |Cy| — & — 1. Como |Cy| > 2k + 2,

entonces se tiene que

sR(Cy) > ICT”

Por Teorema 1.2.20 se tiene que las aristas rojas en C; forman un grafo panciclico o bien un
bipartito completo con partes de igual tamafio.

Supéngase que CR ~ K, ,, para algtin m. Como |Cy| > 2k + 2 entonces m > k + 1. Como el
grado azul de todo vértice es a lo mas k, tenemos que m = k + 1. Por lo tanto |Cy| = 2k +2.S1 C 1R
fuere bipartito con partes de tamafio & + 1, se seleccionan en cada lado de la particion k vértices
que nombramos {u%, R u/l} y {u%, R ui} respectivamente. Como |Cy| + |Ca| > 4k + 4, se
tiene que |C,| > 2k + 2. Supdngase que alglin vértice v tiene como vecinos azules a dos vértices

en C,, digamos, v1 y v2. Entonces u} e uivluf e uivg es un ciclo azul de largo 2k + 2y v es

vecino azul de todos ellos, asi que forma una rueda azul. Entonces C, es tal que A4(Cy) < 1y
por lo tanto §%(Cy) > 2k. Como k > 1 entonces 6%(Cy) > |C,|/2 y por Corolario 1.2.21, C; es
panciclico en el color rojo, asi que tiene un ciclo de color rojo de tamafio 2k + 1, lo que es una
contradiccién. Luego CR no puede ser bipartito completo con partes de igual tamafio.

G

‘
Figura 3.2: Si C; en las aristas rojas es un grafo bipartito completo con partes de tamafio & + 1, y C; tiene
un vértice de grado azul al menos 2; entonces se forma una rueda Wy, , , azul. En la figura, el ejemplo para

k = 6. El vértice v € C, tiene como vecinos azules en C; a v1 y ©2; y todas las aristas en E(Cy, C;) son
azules.

Cy

Por Teorema 1.2.18, se tiene que CR es panciclico. En particular, incluye un ciclo de tamafio
2k + 1 rojo, lo que es una contradiccion. Esto concluye lo pedido. O

Observacion 3.1.3
En particular, el Lema 3.1.2 indica que GX es conexo.
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Lema 3.1.4
El grafo G® no es bipartito.

Demostracion. St lo fuera, sea {H;, H>} un biparticion de GR®. Cada uno de esos grafos induce
un completo en las aristas azules. Como |GR| = 5k + 3, existe un i € {1,2} tal que H; tiene
tamafio al menos I'Skz—”]. Si k > 2, se tiene que [SkT”] > 2k + 3. Existe un grafo completo
completo con aristas de color azul y de tamafio al menos 2k + 3, por lo que contiene una rueda
W4 42 azul, contradiccion. O

Se tienen ya los ingredientes necesarios para probar una cota inferior para el grado maximo
azul, o equivalentemente, una cota inferior para el grado minimo en rojo. Sera ttil el Teorema
1.2.22, que asegura que un grafo no bipartito es débilmente panciclico si su grado minimo es
suficientemente grande.

Lema 3.1.5
Se tiene que A(G) > %.

Demostracién. Se mostrara que el grafo GR no puede tener grado minimo mayor a @ Supon-

. . . R
gamos que tiene tal grado. Por Lema 3.1.4, GX no es bipartito, y como 5/63—+5 = 'G#

, entonces
usando el Teorema 1.2.22 se obtiene que G® es débilmente panciclico con cintura de tamafio
menor o igual a 4. Como G no tiene ciclos rojos de largo 2k + 1y es débilmente panciclico, esto

significa que c(GR) < 2k, o sea, su circunferencia es menor a 2k.

Como 6%(G) > 5k3+5 > k + 1, por Lema 3.1.2 se tiene que GR es 2-conexo. Por Lema 1.2.19
se tiene que ¢(GR) > min{26(GR), |GR|} y como |GR| > 2k > ¢(GR) entonces §(GX) < k,
contradiccidn.

Entonces 6%(G) < 5/%5, asi que AY(G) > 5k + 3 - _5/€3+5 1> 1o/§+1. 0

A partir de ahora se definira un nuevo subgrafo para trabajar. Considérese un vértice v con
grado azul maximo en G. Definase H como el subgrafo inducido por los vértices N4(D), o sea
los vecinos azules de T; con la coloreacion heredada de G. Por Lemas 3.1.1 y 3.1.5, tenemos que

[10/e +1

T | SIHI <4 +2, (3.1)

donde se usa que |H | es entero para agregar el «techo» en la cota inferior.

Por el Corolario 1.2.2, 7(Cyp,5) = 3k + 2. Para b > 3 se tiene que |- > 3k + 2y por
lo tanto |H| > 7(Cy ), asi que H contiene un ciclo de tamafio 2k + 2 de color rojo o azul.
Si fuera azul, junto con el vértice v se forma la rueda Wy, , en el grafo G, asi que no puede ser.
Por lo tanto H contiene como subgrafo a C,, ., , de color rojo. Entonces,

e |

Copsr € HY A Coesr & H™. (3.2)

Como Cy,1 rojo no esta en G, no puede estar en H. Esto en particular implica que si
C = x0x1 - XpX2p41 €s un ciclo rojo de tamafio 2k + 2, entonces las aristas x;x; > (donde la
suma se toma mddulo 2k + 2) son de color azul. Esto significa que H contiene dos ciclos azules
de tamafio k& + 1 disjuntos, dados por C; = xgx2 -+ %2, v C2 = X1X3 ** X9p 4 1-
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Los dos argumentos anteriores permiten hacer la siguiente observacion:

Observacion 3.1.6
Se tiene que

L. c(HR) 22k +2y
2. g(HY <k +1.

Podemos encontrar, ademas, una cota superior para la cintura del grafo Hr.

Lema 3.1.7
Se tiene que g(HR) < 2k + 1.

Demostracion. Si 6 (HR) > 3, por Teorema 1.2.24, tenemos que g(HR) < 210g2(|HR|). Tene-
mos que |HR| = |H| < 4k + 2y dado que k& > 3, tenemos que 2log,(4k + 2) < 2k + 2y por lo
tanto ¢ (HR) < 2k + 1.

Si §(HR) < 3, entonces existe un vértice @ de grado rojo en H a lo més 2. Entonces tiene
como vecino azul a todos los vértices de H, exceptuando a lo mas 2. Sea R := N4(w) N H. Se
tiene que [R| > |[H| -3 > [%] —3 > 2k + 2 donde la tltima cota vale dado que & > 3.
Notese que R no puede contener un camino azul con 2k + 1 vértices. De ser asi, y junto con w
forman un ciclo de largo 2k + 2, junto con v forman un Wy, ,. Por lo tanto si P es un camino
azul de largo maximo en R, tiene a lo mas 2k vértices, asi que |R \ P| > 2. Por maximalidad, los
extremos de P no pueden tener vecinos azules en R \ P. Luego, nombrando como p; y p2 son
los extremos del camino P y escogiendo g1, g2 € R \ P cualesquiera, se tiene que p141p2g2 €s un
ciclo rojo de tamafio 4 < 2k + 1.

Luego, en cualquier caso, g (H Ry <2k + 1. [

Notemos que por la Observacién 3.1.6 y el Lema 3.1.7, g(H®) < 2k + 1 < 2k + 2 < c(HR);
y ademés H no contiene al ciclo rojo C%*+1, Se deduce que

Hp no es débilmente panciclico. (3.3)

Ahora se estudiara un poco mas a fondo la estructura del grafo H. Se comenzara por una serie
de dos lemas: ni las aristas azules ni las aristas rojas hacen de H un grafo bipartito.

Lema 3.1.8
El grafo H* no es bipartito.

Demostracion. Supdngase que si lo es y {Hy, H2} es una biparticion. Tanto H; como H) in-
ducen completos de color rojo, y como el subgrafo C,,,¢ rojo esta prohibido se tiene que

méx{|Hi|, |H,|} < 2k. Como |Hy| + |Hp| = |H| 2 [1%+L], se tiene que min{|Hi|, |H,|} 2
[%-I — 2k > k + 2, donde la Gltima cota vale dado que & > 3.

En particular, si existieran dos aristas rojas disjuntas entre H; y H,, entonces se tienen ci-
clos rojos de largo 4 hasta |H|, en particular, de tamafio 2k + 1; lo que es imposible. Entonces

todas las aristas rojas en E(H1, H,) no pueden ser disjuntas, es decir, forman una estrella (posi-
blemente vacia). Quitando el centro de esta estrella se obtienen H y H}, tales que E(H], H})

30



induce un completo bipartito azul, y min{|H||, |H,|} > min{|H;|,|H|} —1 > k + 1. En par-
ticular, contiene el ciclo azul de tamafio 2k + 2, junto al vértice v forma W, , de color azul,
contradiccidn. N

Lema 3.1.9
El grafo H® no es bipartito.

Demostracion. Nuevamente, supéngase que si lo es y {H1, H>} es una biparticion. Tanto H
como H; inducen completos de color azul, y como el subgrafo C,, , azul esta prohibido en H
(si no, junto con v forma Wy, , , azul) se tiene que max{|H;|, |H2|} < 2k +1. Como |H;|+|H>| =
|H| > [%], se tiene que min{|H|, |H|} > [10/3—”1 — (2k + 1) > k + 2, donde la tltima cota
vale dado que & > 6.

Repitiendo lo realizado en el caso anterior: si existieran dos aristas azules disjuntas entre H; y
H,, entonces tenemos ciclos azules de largo 4 hasta |H|, en particular, de tamafio 2k + 2; lo que
es imposible. Entonces todas las aristas azules en E(Hj, Hz) no pueden ser disjuntas, es decir,
forman una estrella (posiblemente vacia). Quitando el centro de tal estrella, se obtienen Hj y
H; tales que min{|H|, |H,|} > min{|H{|,|Hs|} =1 > k + 1y ademas E(H/, H,) inducen un
completo bipartito rojo.

Se define Z := NR(%). Recuérdese que H = N4(D) y por lo tanto Z N H = 0. Ademés, por
Lema 3.1.1 se tiene que |Z| > k.

Se quiere probar que existe 7 € {1,2} tal que E(H, Z) solo consiste de aristas azules. Supon-
gase que no es asi y por lo tanto existen h; € H!y z; € Z tal que h;z; son aristas rojas, para
i € {1,2}. Si es que z; = z; entonces h1z1h; es un camino de largo 2 que une vértices en H|
y H;. Como E(H/, H}) es un completo bipartito rojo donde cada parte tiene tamafio mayor a
k, esto significa que se puede encontrar un ciclo Cy ¢ rojo, lo que es imposible. Por lo tanto
z1 # z3. Notese que todo vértice en Z es vecino rojo de , asi que se tiene que h1v10v2h; es un
camino de largo 4 que une vértices en H| y H; y dado que & > 2 nuevamente se encuentra un
ciclo de tamafio 2k + 1 rojo, y se llega a una contradiccion.

Sin peérdida de generalidad, supongase que H| es tal que E(H/,Z) solo consiste de aristas
azules. Sea x € H| cualquiera. Notese que (Hy \ {x}) UZ U {7} C N A4(x) y por lo tanto
INAG)| = |[H\{x} + |Z| + 1>k +1+k + 1> 2k + 2. De hecho se tiene que |H{|>k+1y
|Z U {7} = k + 1 por lo que se encuentra un ciclo azul de tamafio 2k + 2 en N4(%); que unido
a x forma una rueda azul W, ,, lo que es una contradiccion. N

Entonces se concluye que ni 4 ni HX inducen grafos bipartitos. Nétese ahora una propiedad
fundamental del grafo que forman las aristas azules: es débilmente panciclico; es decir, para todo
g(H?) < ¢ < c(H?), contiene un ciclo de largo 2.

Lema 3.1.10
El grafo H4 es débilmente panciclico.

Demostracion. Se sabe que

2 1fm
(m-1) /4+1<2(2)
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para todo m > 5 entero. Dado que & > 2, entonces |H| > f%] > 7 asi que la cota indicada
vale para m = |H|. Como E(H?) + E(HR) = (Iljl)’ significa que existe un color ¢ € {R, A}
tal que |[E(H)| > %(“;”) > (|H| = 1)%/4 + 1. Ademis se tiene que H4 y HR no son biparti-

tos. Luego, el Lema 1.2.23 asegura que H 4 es débilmente panciclico o bien HX es débilmente
panciclico.

Por (3.3), tenemos que H® no es débilmente panciclico. Por lo tanto, debe tenerse que H4 es
deébilmente panciclico. O

Por la Observacién 3.1.6, se tiene que ¢(H%) < k + 1. Por (3.2), H no puede tener un ciclo
de tamafio 2k + 2; y como es débil-panciclico, se deduce que

c(HA) <2k + 1. (3.4)

Ahora se buscara una cota inferior para el grado azul en H. Antes de eso se probara un lema
muy sencillo que sera atil.

Lema 3.1.11
Sea C un cicloy § € V(C) tal que |S| > |C|/2. Entonces para todo 1 < 7 < |C|, § contiene
vértices x; € y; que estan unidos por un camino de largo 7 en C.

Demostracion. Supdngase que la proposicion es falsa y sea 1 < i < |C] tal que S no contiene dos
vértices en C unidos por un camino de largo 7. Sean cocy - - - ¢|c)-1 los vértices del ciclo en orden.
Como § no contiene dos vértices dos vértices en C unidos por un camino de largo z, se tiene
que la funcién ¢ = ¢4 med (c| s una funcion bien definida desde S a V/(C) \ S, que ademas
es inyectiva. Entonces |C| = |S| + |C \ §| > 2|S| > |C|, absurdo. O

Lema 3.1.12
Se tiene que 6 (HA) > k + 1.

Demostracion. Supongase que no. Entonces existe un vértice x con df[(x) < k + 1. Dado que
k > 6, se tiene que |H| > [%] >3k + 3 =7r(Cy,y) + 1y por lo tanto en el grafo H \ {x}
existe un ciclo monocromatico de tamafio 2k + 2, que por (3.2) forzosamente debe ser de color
rojo. Llamemos C a tal ciclo.

El vértice x tiene a lo mas a k vecinos azules en H \ {x}, por lo tanto tiene al menos & + 2
vecinos rojos en C. Por Lema 3.1.11, tiene dos vecinos que en C estan unidos por un camino de
largo 3, digamos, ¢1 y ¢2. Entonces ¢1x¢2C forma un ciclo rojo de largo 2k + 1, contradiccion. [

Lema 3.1.13
El grafo H* no es 2-conexo.

Demostracion. Silo fuera, por Lema 1.2.19, se infiere que H tiene un ciclo de tamafio al menos
min{26 (H4), |H|}. Por (3.4) se tiene que c(H?) < 2k + 1, y por lo tanto se tiene que § (H4) <
k, que contradice el Lema 3.1.12. O
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Como H4 no es 2-conexo, existe un conjunto S con |§| < 1 tal que H 4\ § es disconexo.
Supongamos que {C1,...,C,} son las distintas componentes conexas de H 4\ §. Obviamente
r > 2.Sir > 2,sean Cy, Cz, C; tres componentes conexas distintas. Por Lema 3.1.12, S(HA) >
k + 1, y entonces 6(HA \S) > 6(HA) — 1 > k y por lo tanto cada componente conexa C;
de HA\ S cumple |C;| > k& + 1. Entonces C; U C; U C; contiene un grafo tripartito rojo con
componentes de tamafio mayor a £ + 1 cada una, entonces contiene el ciclo rojo de tamafio Cy 4
como subgrafo, lo que no puede ser. Entonces » = 2y HA \ S tiene dos componentes conexas,
que se llamaran Hy y H.

Notar que dos vértices que estén en Hq no pueden estar unidos por una arista de color rojo:
como Hj y H; tienen tamafio mayor a k + 1, esta nueva arista permitiria armar un ciclo rojo de
tamafio 2k + 1, por el Lema 1.2.17. Entonces Hy y H; forman completos de color azul.

Entonces H \ S forma un grafo bipartito en las aristas rojas. Por el Lema 3.1.4, se tiene que
HZR no es bipartito. Entonces S # 0, y en conclusién § = {w}. Si w sélo tuviera vecinos rojos en
Hj o en Hj, arma un grafo bipartito en el color rojo. Entonces w tiene vecinos rojos en ambos
lados de la biparticion Hy y Ha, lo que arma un ciclo rojo de tamafio 2k + 1. Esta es la ultima
contradiccion, que termina por probar el Teorema 1.2.12. |

3.2. Mejora de la cota asintotica

En la seccion anterior se probo que 7(Cop 1, Wap,2) < 5k + 3. Ademas, por Teorema 1.2.3
se sabe la cota inferior 7 (Cyp 1, Wap,2) = 2(2k + 2) + 1 = 4k + 5. El proposito de esta seccién
es probar el Teorema 1.2.13, que consiste en una cota para el nimero de Ramsey del ciclo 2k + 1
versus la rueda de tamafio 2k + 2 de la forma r(Cyr,q, Wor,2) < 4k + C donde C es una
constante apropiada. Esto, sumado a la cota inferior del Teorema de Chvatal-Harary, entrega
que 7(Cop 1, Wap42) ~ 4k, lo que mejora el Teorema 1.2.12 en el caso asintdtico.

La estrategia de demostracién del Teorema 1.2.13 es muy similar a la presentada en la Seccion
3.1 para demostrar el Teorema 1.2.12. La diferencia crucial es el uso del siguiente resultado de
Brandt, Faudree y Goddard [BFG98].

Teorema 3.2.1 (Brandy-Faudree-Goddard [BFG98])
Si G es un grafo 2-conexo no bipartito, en 7 vértices tal que 6(G) > % + 250, entonces G tiene
todos los ciclos de largo ¢(G) hasta ¢(G), con la posible excepcion de Cy.

Usando este resultado en lugar del Teorema 1.2.22 se logra la mejora deseada, y se llega a
demostrar el Teorema 1.2.13. Aparte de esto, y el tamafio de las cotas, los pasos son totalmente
analogos a los ya realizados para mostrar el Teorema 1.2.12. Se incluye la demostracion aca por
completitud, el lector esta invitado a saltarse la demostracion si lo cree necesario.

Para demostrar el Teorema 1.2.13, supongamos que G es un grafo completo en N = 4k + 339
vertices con una bicoloreacion de aristas en rojo y azul que no tiene como subgrafo monocro-
matico a Cy . en rojo ni a Way 5 en azul.

Entonces se muestran los siguientes resultados.

Lema 3.2.2
Si 6%(G) = N /4 + 250, entonces GX es 2-conexo.
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Demostracion. Supdngase que 6R(G) = N/4+250 > k +335. Conel proposito de encontrar una
contradiccidn, supéngase que GX no es 2-conexo, es decir, existe un conjunto S tal que |S| < 1y
GR\ S es disconexo.

Supéngase que C4, ..., C, son las componentes conexas de GX \ S. En primer lugar, nétese
que

SRG\ S >6RG) =S| >268(G) -1k +334>Fk + 1

y por lo tanto cada componente conexa tiene tamafio al menos k& + 1, es decir, |C;| > & + 1 para
1e{l,...r}.

Notese que 7 > 2, pues GR es disconexo y al menos debe tener dos componentes conexas. Se
probara que r = 2. Si » > 2 entonces se tienen al menos tres componentes conexas, sean Cy, C;
y Cs tres de ellas. Por lo visto anteriormente, cada una de estas componentes tiene tamafio
mayor a £ + 1. Como en el grafo GR forman componentes conexas distintas, significa que no
existe ninguna arista roja con vértices en componentes distintas, asi que en G se tiene que tales
vértices contienen un grafo 3-partito completo con componentes de tamafio |Cy[, |C3| v |Cs],
monocromatico de color azul.

En particular, las aristas E(C,, C3) forman un bipartito completo de color azul, como cada
una tiene tamafio mayor a k + 1 significa que contiene un ciclo de tamafio 2k + 2. Escogiendo
v € Cj cualquiera, tiene como vecinos azules a todo C, y C3, con lo que se forma la rueda azul
de tamafio 2k + 2, lo que es imposible. Luego r = 2.

Notar que IGR\ S| = |G| = |S] = N — 1. Como |Cy| + |C3| = |GR\ S|, existe alguna
componente en {Cy, Cp} con al menos (N —1)/2 vértices. Sin pérdida de generalidad, supongase
que |Cy| = |Cy| y por lo tanto |Cy| = (N —1)/2 > 2k + 168 > 2k + 2.

Considérese el subgrafo y la coloreacion inducidos por Cy. Notemos que si un vértice v en
C; tiene k + 1 vecinos azules en Cy; usando que en C; existen al menos k + 1 vértices y estos
son vecinos azules de todo Ci; se concluye que {v}, N A(Cy) y C, inducen un grafo que contiene
un tripartito completo de partes de tamafio mayor a 1,k + 1y B + 1; por lo tanto por Lema
1.2.16 se encuentra la rueda W) ., con centro en v. Esto implica que AM(C) <ky por lo tanto
6% (Cy) > |Cy| - k — 1. Como |Cy| > 2k + 2, entonces se tiene que

|Cil
sR(Cy) > ==
2
Por Corolario 1.2.21 se tiene que las aristas rojas en Cy forman un grafo panciclico y en particular
incluyen una copia monocromatica roja de C,y, 1, lo que es una contradiccion. O
Lema 3.2.3

El grafo GR no es bipartito.

Demostracion. Silo fuera, sea {Hy, H,} un biparticién de GR. Cada uno de esos grafos induce un
completo en las aristas azules. Como |GR| = N = 4k + 339 > 4k + 5, existe un i € {1, 2} tal que
H; tiene tamafio al menos 2k + 3. Luego existe un grafo completo completo con aristas de color
azul y de tamafio al menos 2k + 3, por lo que contiene una rueda Wy, , , azul, contradiccion. [

Lema 3.2.4
Se tiene que AY(G) > 3k + 4.
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Demostracion. Se mostrara que el grafo G® no puede tener grado minimo mayor a N /4 + 250.
Supéngase que tiene grado minimo mayor a N /4 + 250. Por Lema 3.2.3, G no es bipartito, y
por Lema 3.2.2 se tiene que GR es 2-conexo. Por Teorema 3.2.1 se tiene que GX tiene todos los
ciclos de tamafio desde #(G®) hasta ¢ (GR), salvo la posible excepcion de Cs.

Como el grado minimo es mayor a N /4+250, tomando cuatro vértices distintos {v1, v2, V3, v4}
existe algin par de vértices x,y € V(G) \ {v1, v2, v3, v4} que esta en la interseccion de la vecin-
dad de G® de dos vértices, digamos, v1, v;. Entonces v1x,y es un ciclo de largo cuatro y por lo
tanto ¢(GR) < 4 <7 < 2k + 1 dado que & > 4. Como no hay un ciclo rojo de tamafio 2k + 1y
GX tiene todos los ciclos de tamafio desde 4 (GX) hasta ¢ (GR), salvo la posible excepcién de Cy;
debe tenerse que ¢ (GR) < 2k + 1.

Como GX es 2-conexo, por Lema 1.2.19 se tiene que c(G®) > min{25(GR), |GR|} y como
|IGR| > 2k > c¢(GR) entonces § (GR) < k, contradiccién.

Entonces 6%(G) < N /4 + 250 y por lo tanto existe un vértice v con grado menor o igual a
N /4 + 250. Entonces el grado maximo azul es

A(G) > dA(v) > N — 1= (N /4 + 250) = 3(4k + 336)/4 — 251 > 3k + 4
y se concluye lo deseado. O

A partir de ahora se definira un nuevo subgrafo para trabajar. Considérese un vértice v con
grado azul maximo en G. Se define H como el subgrafo inducido por los vértices N4(2), o sea
los vecinos azules de T; con la coloreacion heredada de G. Por Lema 3.2.4 se tiene que

3k + 4 < |H| (3.5)

Por Corolario 1.2.2, se tiene que que 7(Cy,2) = 3k + 2, asi que H contiene un ciclo de
tamafio 2k + 2 de color rojo o azul. Si fuera azul, junto con el vértice © se forma la rueda Wy, »
en el grafo G, asi que no puede ser. Por lo tanto H contiene como subgrafo a C,,, de color
rojo.

Como Cy,1 rojo no esta en G, no puede estar en H. Esto en particular implica que si
C = xox1 - X9pX2p41 €s un ciclo rojo de tamafio 2k + 2, entonces las aristas x;x;,, (donde la
suma se toma mddulo 2k + 2) son de color azul. Esto significa que H contiene dos ciclos azules
de tamafio k + 1 disjuntos, dados por Cy = xox2 - X2, ¥ C2 = X1X3 -+ Xpp 4 1.

Los dos argumentos anteriores permiten hacer la siguiente observacion:

Observacion 3.2.5
Se tiene que

1. c(HR) 22k +2y

2. g(HY <k +1.

Se estudiara mas a fondo la estructura del grafo H. Se comienza por una serie de dos lemas:
ni las aristas azules ni las aristas rojas hacen de H un grafo bipartito.

Lema 3.2.6
El grafo H4 no es bipartito.
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Demostracion. Supongase que si lo es y {Hy, H2} es una biparticion. Tanto Hy como H> in-
ducen completos de color rojo, y como el subgrafo C,;,¢ rojo esta prohibido se tiene que
max{|H1|,|H|} < 2k. Como |Hi| + |H,| = |H| = 3k + 4, tenemos que min{|H1|, |H2|} >
3k+4-2k>k+4>2Fk+2.

En particular, si existieran dos aristas rojas disjuntas entre Hy y Hj, entonces se tienen ci-
clos rojos de largo 4 hasta |H|, en particular, de tamafio 2k + 1; lo que es imposible. Entonces
todas las aristas rojas en E(H1, Hy) no pueden ser disjuntas, es decir, forman una estrella (posi-
blemente vacia). Quitando el centro de esta estrella se obtienen H| y H}, tales que E(H/, H;)
induce un completo bipartito azul, y min{|H||, |H,|} > min{|H;|,|H|} —1 > k + 1. En par-
ticular, contiene el ciclo azul de tamafio 2k + 2, junto al vértice v forma Wy, , de color azul,
contradiccidn. ]

Lema 3.2.7
El grafo H® no es bipartito.

Demostracion. Nuevamente, supéngase que si lo es y {H1, H>} es una biparticion. Tanto H;
como H; inducen completos de color azul, y como el subgrafo C,,, azul esta prohibido en H
(si no, junto con v forma Wy, , , azul) se tiene que max{|H|, |H2|} < 2k +1. Como |Hi|+|H>| =
|H| > 3k + 4, tenemos que min{|H1|, |Hz|} >3k +4—- 2k + 1) > k + 3.

Repitiendo lo realizado en el caso anterior: si existieran dos aristas azules disjuntas entre H; y
H,, entonces se tienen ciclos azules de largo 4 hasta |H|, en particular, de tamafio 2k + 2; lo que
es imposible. Entonces todas las aristas azules en E(Hj, H») no pueden ser disjuntas, es decir,
forman una estrella (posiblemente vacia). Quitando el centro de tal estrella, se obtienen HJ y
H} tales que min{|H/|, |H,|} > min{|H|,|H;|} =1 > k + 2y ademas E(H], H;) inducen un
completo bipartito rojo.

Se define Z := NR(). Recuérdese que H = N4(7) y por lo tanto Z N H = 0. Como
max{|H1l|, |H2|} < 2k + 1 entonces |H| < 4k + 2y por lo tanto |Z| > N — (4k + 2) > 337,
luego Z # 0.

Se quiere probar que existe i € {1,2} tal que E(H!, Z) solo consiste de aristas azules. Supon-
gase que no es asi y por lo tanto existen h; € H!y z; € Z tal que h;z; son aristas rojas, para
i € {1,2}. Si es que z; = z; entonces ~1z1h; es un camino de largo 2 que une vértices en H|
y H}. Como E(H/, H;) es un completo bipartito rojo donde cada parte tiene tamafio mayor a
k, esto significa que se puede encontrar un ciclo Cy . rojo, lo que es imposible. Por lo tanto
z1 # 2. Notese que todo vértice en Z es vecino rojo de T, asi que se tiene que h1019v2h; es un
camino de largo 4 que une vértices en H| y H}, nuevamente se encuentra un ciclo de tamario
2k + 1 rojo, y llegamos a contradiccion.

Sin pérdida de generalidad, supongase que H| es tal que E(H/,Z) sélo consiste de aristas
azules. Se tiene que |H|| > min{|H]|,|H;|} > k + 2. Se seleccionan X € H| cualquiera y

Ry € H{\ {x} tal que |[R{| =k + 1.

Como
|H{UZ| > |HUZ|-1>2N - |H)|-2>N -2k +1)-2>2k + 336

se pueden seleccionar R, € H{ U Z \ (R1 U {x}) de manera tal que |Rz| =k + 1.
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Cada vértice en H| tiene como vecino azul a todos los vértices en H| U Z. Entonces X tiene
vecinos azules a todo R{ U R,. Ademas, cada vértice de R tiene como vecino azul a todo vértice
de R;. Luego E(R1, R,) induce un completo bipartito con partes de tamafio k£ + 1, en particular
tiene un ciclo de tamafio 2k + 2 que junto a x forma una rueda Wy ,,, lo que resulta ser una
contradiccién. O

Se tiene entonces que ni H4 ni HR inducen grafos bipartitos. Nétese ahora una propiedad
undamental del grafo que forman las aristas azules: es débilmente panciclico; es decir, para todo
fund tal del grafo que f 1 t 1 d p p
g(H%) < ¢ < c(H?), contiene un ciclo de largo 2.

Lema 3.2.8
El grafo H* es débilmente panciclico.

Demostracion. Como |H| > 3k + 4 > 5 entonces se tiene que

2 1(1H|
(|H| 1)/4+1<2(2)

Como E(H4) + E(HR) = ('1;”), significa que existe un color ¢ € {R, A} tal que |E(H)| >
%(“;Il) > (|H| - 1)?/4 + 1. Adem4s sabemos que H4 y HR no son bipartitos. Luego, el Lema
1.2.23 asegura que H4 es débilmente panciclico y ¢ (H%) = 3 o bien H® es débilmente panciclico
y g(HR) = 3.

Por la Observacion 3.2.5 se tiene que que ¢ (H Ry > 2k + 2; entonces si g(H Ry =3 y es
débilmente panciclico, tiene como subgrafo a Cy ., 1, lo que no puede ser. Por lo tanto, debe
tenerse que H4 es débilmente panciclico. O

Por lo mencionado, se tiene que ¢(H%) = 3 < 2k + 1. Como H* no puede tener un ciclo de
tamafio 2k + 2, se deduce que

c(HA) <2k + 1. (3.6)

Lema 3.2.9
Se tiene que 6 (HA) > k + 1.

Demostracion. Supdngase que no. Entonces existe un vértice x con d]‘ill(x) < k + 1. Se tiene que
|H| >3k +3 =7r(Cy.,o) + 1ypor lo tanto en el grafo H \ {x} existe un ciclo monocromatico
de tamafio 2k + 2, que forzosamente debe ser de color rojo. Sea C uno de estos ciclos.

El vértice x tiene a lo mas a k vecinos azules en H \ {x}, por lo tanto tiene al menos & + 2
vecinos rojos en C. Por Lema 3.1.11, tiene dos vecinos que en C estan unidos por un camino de
largo 3, digamos, ¢1 y ¢2. Entonces ¢1x¢2C forma un ciclo rojo de largo 2k + 1, contradiccion. [

Lema 3.2.10
Se tiene que H* no es 2-conexo.

Demostracion. Silo fuera, por Lema 1.2.19, se infiere que H4 tiene un ciclo de tamafio al menos
min{28(H4), |H|}. Por 3.6 se tiene que c(H4) < 2k + 1, asi que 6 (H*) < k, que contradice el
Lema 3.2.9. ]
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Como H4 no es 2-conexo, existe un conjunto S con |§| < 1 tal que H 4\ § es disconexo.
Supongase que {Cy,...,C,} son las distintas componentes conexas de H 4\ S. Obviamente
r > 2.81r > 2, sean Cy, Cy, C3 tres componentes conexas. Por Lema 3.2.9, S(HA >k + 1, y
entonces S(HA\ S) > 6(HA) -1 > k y por lo tanto cada componente conexa C; de HA\ S
cumple |C;| > & + 1. Entonces C; U C, U C3 contiene un grafo tripartito rojo con componentes
de tamafio mayor a k£ + 1 cada una, en conclusion contiene el ciclo rojo de tamafio Cy,; como
subgrafo, lo que no puede ser. Entonces » = 2y H4\ S tiene dos componentes conexas, llamense
H 1y H. 2.

Notar que dos vértices que estén en Hq no pueden estar unidos por una arista de color rojo:
como Hj y H; tienen tamafio mayor a k + 1, esta nueva arista permitiria armar un ciclo rojo de
tamafio 2k + 1, por el Teorema 1.2.17. Entonces H y H; forman completos de color azul.

Entonces H \ S forma un grafo bipartito en las aristas rojas. Por el Lema 3.2.3, se tiene que
HZR no es bipartito. Entonces S # 0, luego S := {w}. Si w sélo tuviera vecinos rojos en Hj o en
Hj, arma un grafo bipartito en el color rojo. Entonces w tiene vecinos rojos en ambos lados de la
biparticion Hy y Hy, lo que arma un ciclo rojo de tamafio 2k + 1. Esta es la Gltima contradiccion,
que termina por probar el Teorema 1.2.13. |
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Conclusion

En términos del resultado de «estructura» obtenido en el Teorema 1.2.11, la extensidén obvia
es verificar si esto funciona en otra clase de grafos. Resulta interesante plantear esto en el caso
mas general posible.

Dado un grafo G, se define su excedente cromadtico (o chromatic surplus) como el minimo
numero de vértices en una clase de color; tomado sobre todos los coloreos propios de G con
x(G) colores. Lo denotamos por s(G). Por ejemplo, para el caso de C,, y W,, con 7 impar, se
tiene que s(C,) = s(W,) = 1.

Un teorema que generaliza el resultado del Teorema 1.2.3 es dado por Burr en [Bur81].

Teorema 3.2.11 (Burr [Bur81])
Para todo par de grafos G y H, con G conexo y |V (G)| = n > s(H), se tiene que

r(G,H) > (x(H)-1)(n-1) + s(H).

Siguiendo las definiciones de [ABS10], se dice que un grafo G es H-bueno st r(G,H) =
(x(H)-1(IG|-1) + s(H). Es decir, que la cota inferior dada por el Teorema 3.2.11 se alcanza.
Esto da marco para enunciar la conjetura en su forma mas general.

Conjetura 3.2.12
Sean {G,},eN, {H,}nen familias de grafos tales que G, es conexo y H),-bueno para todo 7.

Entonces existe f(n) < r(G,, H,) tal que si N > f(n) y si Ky es un grafo completo con
una bicoloreacién de sus aristas tal que ni G, ni H,, son subgrafos monocromaticos de Ky en
sus colores respectivos; entonces sus vértices se pueden particionar en x(H,) + 1 conjuntos
{Vo. Vi,.... Vyan} donde | V5| < C, donde C es una constante que no depende de 7, |V;| <
|G,| paratodo i € {1,..., x(H) — 1} y |Vl < s(H,); de manera tal que E(V;,V;) C
ER(KN)y E(V;, V) € EA(Ky) paratodo i,j € {1,..., x(H)} coni # j.

Esto generalizaria los Teoremas 1.2.11 y 1.2.4. Valdria la pena estudiar bajo qué condiciones
es clerta tal conjetura: quizas sea necesario imponer algunas cotas uniformes para los parametros
de los grafos, por ejemplo, x(G,). O bien, estudiar familias de grafos especificas donde esto sea
clerto, quizas el caso mas cercano y asequible seria el de ruedas versus ruedas del mismo tamafio.

Otro ambito fértil para mejoras son los resultados que conciernen a cotas de nimeros de
Ramsey. Por ejemplo, los Teoremas 1.2.12 y 1.2.13 presentan margen para mejorarse en términos
de la cota superior alcanzada. El Teorema 1.2.3 da una cota inferior para el nimero de Ramsey
de dos grafos cualesquiera y Zhang, Zhang y Chen [ZZC14] conjeturan que esta cota se alcanza
en el caso de un ciclo impar de tamafio 7, una rueda par de tamafio m y n < m < 3(n — 1)/2.
Por lo tanto queda abierto el problema en el caso que nos atafie, cuando m = n + 1.
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Conjetura 3.2.13
Sin =2k + 1 es un impar suficientemente grande, 7 (C,, Wy, 1) =2m + 1 = 4k + 5.

Otra manera de mejorar el resultado obtenido en términos del Teorema 1.2.12 seria adap-
tar la demostracion a los casos en que m sea un par de la forma m = n + j para un j impar
suficientemente chico.

Conjetura 3.2.14
Sin =2k + 1 es un impar suficientemente grande y j es impar suficientemente chico, ¢es cierto
que 7(Cy,, Wy 4j) < 5k + 32
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