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PROLOGO

Este libro es la continuacién de las clases de
Tratamiento de Alimentos por Bajas Temperaturas, dictadas

a Ingenieros en Al imentos.

Si el estudiante o el profesional interesado en
comprender las bases;&eéricaq,puede en una primera etapa
empezar por ncilculos de tiempo de congelacién y desconge
lacidn de alimentos" de Osorio, F. ¥ otros y seguir con
el tratamiento tedrico de los fendmenos de transmisidn de
calor para formas geométricas definidas ¥y geometr ia inde-

finida.

Creo que este libro serd de apoyo Yy de interés
para los profesionales dedicados a los tratamientos de
alimentos por calor y en especial los por bajas -temperatu

rasSe.
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INTRODUCCION

. I
Ia transmisidn de calor es un fendmeno de transfe-
rencia, gue cada vez tiene mayor importancia en la Ingenieria,
debido al alza que tuvo el costo de la energia en la Gltima

o
decada.

En Ingenierfa de Alimentos, la comprensién de los
mecanismos de tranémisién de calor juega un papel vital, tanto
en los procesos de transformacidn como en les de mantencion
de alimentos, ya que &stos presentan formas geométricas and-
malas; ésto se transforma en un gran desafio para el Ingenie-
ro para poder elegir el modelo tedrico y estabiecer las condi

ciones de borde adecuadas.

Para gener los conceptos claros de los fendmenos
involucrados, se parte con el estudio tedrico de transmisidn
de calor y se termina con la aplicacién en alimentos, espe -

cialmente en el tratamiento por bajas temperaturas.



TRANSHMISION DE CALOR

Se va & analizer el flujo de calor cn un clerento Ge

. . - L. - . = «
iumen dx dy 4 z, qgque tilene una densicad f’ vy calor especli

Vo
fico c. El cuerpo estZ sonetido @ un cradiente terrico, la

. . - . - . . o~ . - -
conductividzd termica del material es funcion de la temperatura

aigﬁf{y | [d&z

Y

. -~ - -
Se va & analizar el fendmeno de balance de enercia, secln

el eje x, eje y, y eje z.

. ' e - . )
Seglin el eje x : La energla térmica que llega a la cara dy
en el tiempo d® es:

ot
> )

"

aQx = =dydz (Kt a e

"

la gue sale, ce puede evaluar desarrollando en

rt
"
o/
|
t
N
rr
i)
b
[o 7
®

b
\J

Para los ejes y y = se pue
andlogas.



El cuerpo estd generando calor:

g’dvde

y el cambio de energia interna en el elemento d V durante d @

es @ U

du=c§°dv et 4e
26

El balance general de energia es:
dox + aQy + A0z + g"avae = (dox + ax)+(dQy + ay) + (@Qz + dZ)+ av

reenplazando, se tiene:

? (KBt)-rb Kat)+b K_?__’g)*q”=cf.a__§
ox ox Oy Y dz oz de

Si se considera la conductividad media:

d (Rt \+ kO (de)+r 2 [ dt J+ gt= cf_?__g_
<3 (3 3‘;3:;‘) g5 3s




3.0 ECUACION GENERAL

La ecuacidn general para la transmisidn de calor,

considerando generacién de calor es:

KV2t+q= c?_a_t_:_
26 -

k[ 22 , D 2 . 32_ t+q’= cf J ¢
2% oy2 0 z2 de
en que:
K : Conductividad térmica
C : Calor especifico
t : Temperatura
6 : Tiempo
f : Densidad

(e}
-
-~

(1)

Calor generado en el sistema

dividiendo por K :

V2+g” = ¢ ¢
K X e

-1
si se denomina o a la difusividad térmica: K = _¢C

K

queda : "
' vzt-i-g” = _1 9t
K X 2de

Si la generacidn interna de calor es nula, la

ecuacidn resultante es la de Fourier :

2=13
V= & 5+



Si el proceso es estacionario, se tiene la

ecuacidn de Poisson:

v2t + g’ =0
K

~ Si se estd produciendo un flujo de calor a
régimen estacionario y sin generacién de calor, se tiene la
ecuacion de Laplace:

V2t =0
El estudio se centrari en este tipo de fendmeno

para pasar posteriormente al estudio del estado transiente,

1.1 FLUJO DE CALOR A REGIMEN ESTACIONARIO Y SIN GENERACION DE
CAIOR.

A. Condicidn de calor unidimensional

1.1.1. Pared plana a régimen estacionario:

- L —

% > X

La ecuacidn general es:

V3t=o0



Pared plana:

D2 = 0 cececcercccacasasss(li)
oX 2

con las siguientes condiciones de borde:

Condicidén de borde 1 :

Il
@]
r’-

]
rr

para X

Condicidn de borde 2

1

para X = L t=t
Integrando la ecuacién (li) queda:

dt =A
dax

volviendo a integrar:

t=AX + B

Para evaluar las constantes hay que aplicar las condiciones de

borde.
Aplicando la C.B.l (condicién de borde 1) :

| tl = B

y con la C.B.2,, queda:

= +
t, = AL + B

dos ecuaciones para las dos incognitas, reemplazando B en la

segunda:

Luego, la solucidn es:



ésta es la distribucién = de temperatura en funcidén de x.

Para evaluar el calor transferidc es necesario aplicar:

g = =K dt - Y
ax
dt = t_ -~ t
dx 2 1l
L
Luego, q = +X_ (tl - tz)
L
1.1.2. CILINDRO SIMPLE
nn it
T
[ [ ‘fz
[ I 174
T
{ '
|
' _ !
" ld"'sT \L
r 4

En coordenadas cilindricas la ecuacidn de Laplace es:

d2;+lg_§:_=0
arc - r dr

Con las condiciones de borde siguientes:

Condicidén de borde 1

Condicidn de borde 2



7.“

Este tipo de ecuacidén diferencial es mds sencilla de

resolver, si se hace el reemplazo siguiente:

p = dt YQE:Q%.E
dr dr dr2
reemplazando queda:
dp + _p =0
dr r
separando variables
dp + dr =0
o) x
integrando:
Lp + Lxr = LCl
Lpr = LCl
P4
r
a su vez :
PEdt=2¢ e =" &
dr r r

que al integrar

t = c::L Ir + c2 ceses (1)

para calcular las constantes se aplicardn las condiciones de borde.

Aplicando C.B.1l

tl = C1 Lr1,+ C2

Aplicando C.B.2

= +
t2 C1 er C2



resolviendo, queda:

C, =ty -ty ,yC, = tjlr, - t,lr;
L2 L I2
r, ry

reemplazando en i) y ordenando:

1 . , -
t = 1 [(tz-tl) Lr + ty Lry, - t, Lrl:l - (ii)
1

también se puede expresar como:

Al T ) (iii)
toy- tl L (rz/tl)

El calor transferido es:

Q0 = -2/lk at

dr
dt se calcula de ii) o iii)
dr
~ .
y da Q= 2/IK (tl - t2)

L (rz/rl) _

l.1.3. CILINDRO CON GENERACION INTERNA EN SU EJE

La ecuacidn diferencial del campo de temperatura es:
e +lat +g = 0 ()
dr r dr K

con las condiciones de borde siguientes:

Condicién de borde 1:

para r = 0

RI&
I
o



Condicién de borde 2:

para r = 0 t = t max.
Se sabe que:
E‘S"'(r%)=c_ﬂ_§+rd2t
dr ar?

‘reemplazando en (31)

qr“-—K_g?(rgE )

dar
Integrando:
ll2
9 EE = -Krxr dt + C1

T A

si se aplica C.B.l1 da Cl =0

y =-g" r _ dt
XK 7 dr
separando variables e integrando:

t = -g" r2

4K

+
C2

se aplica C.B.2 :
C2 =t ma'x

t = t mdx - gq" r2

4K

La distribucidn de temperatura en el cilindro

lica,

”
es parabo
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2,0 CONDUCCION DE CALOR MULTIDIMENSIONAL A REGIMEN ESTACIONARIO

2.1. Placa plana delgada

Se analizard el caso de una placa plana delgada de medidas L,
W y con sus tres bordes con t = 0, para entender esto, elijo por

ejemplo una T = t] - tl Y en el cuarto borde tiene una temperatura
que es funcidén de X .

El sistema de coordenadas se elige tal como estd en la figu-

ra:
Ya -
, f:/(l’?
I ‘ //m/
t0 |w ~#zo
up %
A-0
La ecuacidn diferencial del campo de temperatura es:
02 +3% =0 (2.1.1)
X y2
Para resolverla, se postula que:
t =X (x) ¥ (y) (2.1.2)
reemplazando en la ecuacidén (2.1.1)
92x 92y
w2 ¥y O

separando variables:

v

D%y = 1 2 |
'—é—y-z -3 3—;’? (2.1.3)
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Esto da origen a dos ecuaciones:

2 2
1% _No 1% \2
en que \ es un pardmetro por determinar.
La ecuacidén (2.1.5) da:
x =ACiAx | ge-irx
Del cdlculo se sabe gue:
+ ik
e = cosX + i senct
Juego:
X = A, sen )\ x + Bl cos N x (2.1.6)
La ecuacion (2.1.4) da:
v =Cedy De—)‘y
y el cdlculo permite que:
Y = Cl senh}\y + Dl coshAy (2.1.7)

Reemplazando en (2.1.2) |
t = (A4 sen Ax + Bl cosA x) (Cy senh)\y + chosh}y) (2.1.8)
.que tiene las siguientes condiciones de borde:
Condicidén de borde 1

x =0 Ly =y t=0

Condicidn de borde 2

x =L y =y t=0
Condicidén de borde 3

X = x y =0 t =0
Condicidén de borde 4

X = X Yy =w t=f (%)
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aAplicando C.B.3 a ec. (2.1.8)

0= (Al sen A x + B, cosAx) D

1 1
D1= 0

Aplicando C.B.1l a ec. (2.1.8)

B

(Clsenhhy + D,cosh) y)

1 1
By

Aplicando C.Boz a €eC, (2.108)

0 Esen AL senh A y

.

se cumple cuando sen AL=o0 y )\= n U
’ L

Esto significa que la solucidén general es:

t = Z En sen MA_ x senh A v (2.1.9)
1 _ n n -

para conocer En soeoaplica la C.B.4

Pt g

f(x) = 2 4 En senh 7\,‘W sen7\n X
1

'y la teoria de las funciones hiperbdlicas da:

L
En senh?\n W= _‘_?_ / f (%) -sen>\n xdx

, L
y reemplazando en (2.1.9) _@_/Zy . . _ /7
2 senh L mllg ‘ m
t I conh “.‘LLEW sen — / f(x) sen ~—y xdx
Si la cara y = w estd a temperatura constante, £(x)=to,

queda lo siguiente:

Z 1 senh & sen m /) x

o 4 -
to T n senh ‘!‘_2_"-’..“’ JA



l3a-

!

2,2 Cilindro de longitud finita a régimen estacionario

éﬁt //)")

T ‘
{
| e ter
|
d
-7~
[",0 >

Se supone que la base y el manto estdn a t = 0, la cara supe

rior tiene t = £(r).
La ecuacidn diferencial del campo de temperatura en coorde-
nadas cilindricas es:

92 4+ 1 2t +9% =0 (2.2.1)

% r or 0z2
P;ra resolverla, se postula que:
= R(xr) 2Z(z) (2.2.2)
reemplazando en ec. (2 2.1)

az

32R zZ R _
2z - °

ar r B:r

separando variables:

°r _19R _-1 3z
l/Ré—;er or Z 9z (2.2.3)

Da origen a dos ecuaciones:

L R

2
d“R I i : O
+ = -\ (2.2.4)
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az 2
y 1 &2 _
y 2 22 =) (2.2.5.)
en que M es un pardmetro por determinag
La ecuacidén (2.2.4) da:
2
2 d dRrR 2. 2
- + - = .
r ’—gdr r o + MR =0 (2.2.6)

Este tipo de ecuacidn es del tipo:

2¢

o}

2

Al

+ [(l—za)r - 2br2] ‘—3—;9 +[02d2r2c + b2r2 - b (1-2a) r +

N

a2—c n2] t =0
que es una ecuacidn de Bessel y su solucién es:

t = ra e br [Cl Jn (dr€) + (2 ¥n (drcil

Hay que determinar a, b, ¢, dyn

l1 -2a=1
b=0
c=1
a=A
n=20

Luego la solucidén de (2.2.6) es:
R =.C; Jo (Nx) + (G Y0 (A rx) (2.2.7)

En que Jo (u) y Jl (u) son funciones de Bessel de primera

clase e Yo(u), Yl(u) son de segunda clase.
La ecuacidn (2.2.5) tiene la solucidn siguiente:
% = AsenhN z + Bcosh) z (2.2.8)
reemplazando (2.2.7) y (2.2.8) en (2.2.2):
t+ =‘[C1Jo (Xr) + Co Yo (?\r:)][ Ase‘nh)\ z + BcoshM zJ

-con las condiciones de borde siguientes:



condicidén de borde 1:

15._

=0 r=r t =10
Condicién de borde 2:

Z<L r=ro bt -0
condicidn de borde 3:

Z =1 r=r £ = £(z)
condicidn de borde 4: :

=42 : r=0 t es finita
Aplicando C.B.4: |

Yo (o) = -oo » ¢2 =0

Aplicando C.B,1:

0 =[c; Jo ) + ¢, Yo Or) | B

luego B = 0
La solucidén t es: t= D Jo (A r) senh )\ Z

Aplicando C.B.2:
0 =D Jo (Nro) senh\2

La dnica posibilidad es que
Jo (hro) =0

porque si D = 0 conduciria a solucicnes triviales,
Las raices Mn de la ecuacidn:

Jo ()\ro) = 0

estdn tabuladas. También estd indicando gue hay una solucién

particular para cada ralz y la solucidon general seria la sumato-

ria de todas las soluciones particulares.
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.« ”
La solucion general es:

P S iy oL
§:Dn Jo (Mn =S ) senh (Mn 5 ) (2.9)

falta por determinar Dn, lo que se logra aplicando C.B.3
» @

£ (r) = E:: (Dn senh Mn —=— ) Jo (Mn —5—‘)
7 ro ro

La teoria de las funciones de Bessel establece la propie

dad de ortogonalidad de ellos, lo que permite plantear:

(o)
.
Dn senh Mn -—-JI:—‘(-D— =/,:r rf (r) Jo (Mn

)
1"% 3, (Mn ro)

r
o ) ar

reemplazando en (2.2.9) y ordenando, queda:

r ro
= 2 (senh Mn rc* ) Jo jMn F5— {/ﬂ_ r
t I‘C)2 Z senh (Mn ) Jl Mn o - rf(r)Jo (Mn—¥o) dr

1 “ro

PROBLEMA :

Determinar la corriente maxima que pasa por un alambre de

cobre N°12 (D = 2,0 mm) aislado con 1,3 mm de goma (K = 0,15 Kcal
' h.m-C

El coeficiente de conveccidn exterior es h = lSKeal/h.m%C

'y la conductividad del Cobre K, = 400 Kcal/h.m.C. La temperatura

1
mdxima del alambre no debe exceder 85 °c, cuando la temperatura ex-

terior sea 49°C (Wisniak)
Solucidn:
El modelo seria el siguiente- cilindro compuesto con gene=

racidén de calor interna en reglmen estacionario.
: r=1,9cm

Fz23cm
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El calor generado por el alambre debe disiparse hacia el

. . « *
exter10r con conveccion, la ecuacion es: ~

Ay
11 —t.) 2
(i) 2/r. h (t,-49) = 2 [/ Ko (E1-t3) _ q"AV . Keal
2 2 Z 1 m.h.
2,3 log x
1

: . . » - .
Para un cilindro con generacidn interna de calor:

at 2

Con las ecuaciones de i) se conoce g", Pero. la teoria

eléctrica da: ‘
Yoo 2 fu ‘
(ii1) ¢ (/r 2y =ri* . 3=/ 25 2.3
ri

en que J es factor de conversidn (lwatt=860 cal) yf’es la resis
tividad especifica del cobre (1,72 . 10° onm mz/m )
Con la ecuacidn iii) se conoce la corriente i

Considerando las dos primeras ecuaciones de i)

(2 15) (5,49 0,15 (g - t2)
. 2,3 log 2,3

ty, = 0,84ty + 7,9  (iii)

Para conocer t,, se combina la primera y la dltima ecua-
cidén de i)
(2) 22 (15) (t,-49) = ¢" 10-6
1000 2 :
ty = 49 + (1,42) (1073) ¢  (iv)
combinando (iii) e (iv):

0,84 £y + 7,9 = 49 + (1,42) (1075) g (v)
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ty = 85 - 2 (1079
1600

introduciendo este valor en (v):

49 + (1,42) (1075) ¢ = 0,84 (85 - &
1600

. 1076

ordenando queda:
q" = (2,1) (106') Kcal/h.m3

reemplazando en iii) y considerando 1 unidad de longitud:
(1) (2,6) (1060 (/7}i2)2 = 1,72 (1078) (0,860) i2

i = 37,5 Amp.

PROBLEMA :

Una placa rectangular de 15 x 20 cm, tiene los dos lados
mds largos a 38°C, el borde inferior a 150°C y ¢l borde superior
a 260°C. Calcular la temperatura en el centro (Wisniak).

Solucidn:

260°

15/~

I

ad |
38% /I 38

1509
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Para utilizar el principio de superposicién se resta
38 °C de todas las temperaturas, con lo que el problema se hace
equivalente a una placa con.dos lados a 0°C v los otros a 112°C

Yy 222 °C,

Esta nueva situacidén es eguivalente a la superposi-
cion de dos placas, una con tres bordes a 0“C y el cuarto a
112°C v la otra placa tiene tres bordes a 0°C y el cuarto a
222 °C.

Para la primera placa la temperatura central es:

- ..]\:9. o /N senh 30 17 A
= 4. semh 7y  sen —% " 15" sen 3/+ ...
/1 senh 20 3 senh 60 /7 2
15 15
t =4 (0,121 - 0,0006)
112 /7
t = 17,2°C

Para la segunda placa:

t =4 (0,121 = 0,0006)
———

222 n

t = 34°

La temperatura en el centro de la placa original

= 17,2 + 34 + 38
t = 89,2°%
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3.0 METODOS NUMERIDOS EN TRANSMISION DE CATLOR

Las ecuaciones diferenciales que representan el
campo de temperatura son dificiles de resolvers: pero se pueden

aplicar métodos numéricos gue permiten llegar a sus soluciones.

Un método que se aplica a este tipo de problemas es:

3.1 Método de la Relaijacidn

Este método fue utilizado por primera vez en el caso
de estructuras por Sir Richard Southwell en 1935 y se puede apli
car a la resolucidn de sistemas de ecuaciones o a ecuaciones di-

ferenciales (Kreith, i963).

. P - ”~
Para entender sus conceptos, se partirda aplicdndolo

al sistema de ecuaciones siguiente:

-4x + vy + 56 = 0
X =2y + 34 =0

oo e e i

Se escriben las ecuaciones de la forma siguiente, en

que Fl Yy F2 son los residuos de ellas.

Fl = -4x + y + 56

F2 = X =2y + 34
El objetivo del procedimiento numérico es reducir en
forma sistemdtica los valores de los residucs a cero o muy cerca

nos a cero.

Aguellos valores de x e y que hacen cero los residuos,

serian las soluciones de las ecuaciones involucradas.

El primer paso del método es seleccionar valores ini-

Ciales para x e y. Se recomienda para ecuaciones algebraicas, que



no representan problemas fisicos elegir

En este caso

para
x = 0 F. = -4.0 + 0 + 56

il

It

y =0 F, = 0 =-2,0+ 34

El segundo paso es construir
que muestre el efecto del incremento de

las variables en los residuos.

.‘Tabla de Operacién

21.~-

56
34

una tabla de operaciones

una unidad positiva de

AFl AF2
x = 1 -4 ‘ 1
vy =1 1 _ -2

El fin de cada paso de la relajacién es reducir el

valor del residuo mayor a cero.

Para ello se empieza con x =

cuadro siguiente. -

0 vy = 0 1linea 1 del

F F, Linea
x =0 y=20 56 34 '
Ax = 14 0 48 >
Ay = 24 24 ° >
Ax = 6 0 6 *
Ay =3 3 ° >
B dx =1 -1 ! °
0+14+6+1 =21 0+24+3 =27 -1 1 7
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dy = 0,4 Jo,e | -0,1 9
dx = 0,1 0,2 o | 10
21-0,3%+0,1=20,8 27+0,4=27,4 0,2 0] 11
En la 1linea 2 el valor dx = 14 . - 1ogra 'Fi =0y
F2 = 48,
En la 1linea 3 condy = 24 se logra F, = 0y F,=24.
En la 1inea 4 condx = 6 se logra F, =0y F, =6.
En la linea 5 condy = 3 se logra F, =0yF, =3.
En la 1inea 6 condx = 1 se logra F,=-1yF, =1
En la linea 7 se suman los cambios dedx y los Ay
que dan respectivamente 21 y 27 y sus residuos Fl = -1y F, = 1.
En la 1fnea 8 condx = -0,3 daF, =0,2yF, =0,7.
En la linea 9 condy = 0,4 da Fy =.O,6 y F, = =0,1.
En la linea 10 con dx =0,1 da F) =0,2yF, =0

En la linea 11 se suman los cambiosx ydy que dan

= 0,2 y F, = 0.

respectivamente 20.8 y 27,4 con residuos Fl 5

Las soluciones del sistema de ecuaciones son x = 20,8;

y = 27,4

> . ‘ .
Método abreviado de solucidn:

Para resolver el sistema

il

-4x + y + 56
F, = x -2y + 34
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se va a utilizar un método abreviado.

Se recomienda partir dando los valores x = 0 e

~y = 0; si representan problemas fisicos partir con sus restric

ciones.

' E1 método se basa que en vez de reducir cada resi-
duo a cero es deseable producir cambios de los residuos desde

valores positivos a negativos y viceversa.

Se introduce una operacidn de bloque, que consiste
en cambiar cada variable en las mismas cantidades. Esto se
logra con un bloque unitario cuyos efectos se obtienen sumando
los cambios, debido a los incrementos unitarios individuales

en la tabla de operacidn.

1%) Etapa Unitaria

4F ZIFZ Linea
dx =1 ' -4 1 1
Ay =1 1 -2 2
di=1; Ay=1 -4 + 1= =3| 1-2 =-1 3

i

En la linea 1 condx = 1, da AF1=,-4y AFZ = 1
En la 1%hea 2 condy = 1, da AF1= 1y AFZ = =2

En la linea 3 se suman los cambios.

La suma de los residuos con x = 0 ey = 0 da:

56 + 34 = 90 y el efecto total del bloque unitario es:
=3 -1= -4
Con esto se puede empezar el cuadro siguiente:

llinealconx=0ey=0daAFl=56y AF2=.~34
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neazcon Ax:Ay:

AFl AT, Linea
X = y = 0 56 34 1
x=Ay=%9'=22 -10 12 2
dy =6 - 4 0 3
Ax = -1 0 ' -1 4
$< = 0+22~1=21; y=0+2246=28 O -1 5

linea 3 conAy = 6 daAF:L = -4y Ar_ =0
iinea 4 condx = -1 daAFl =0y AF2 = -1
linea 5

4F

se suman los valores dxy 4y que dan respectivamente:

Oy AF2=-—lconx=21ey=28

I

1.

Aunque se produzcan errores en los calculos interme- -

dios de todas maneras converge a los resultados.

- . . .
Después de esta introduccidn se puede empezar a estu
diar su aplicacién a problemas de transmisidn de calor en con-

s >, . . :
duccidén a régimen estacionario.

3.2 Métodos numéricos en conduccidn a régimen estacionario

unidimensional

El método se basa en que el sistema puede subdividirse
en secciones adecuadas,.de modo que sélo pn.puntozrepre5ente toda-
la seccidn. Con estos puntos discretos seleccionados se pueden
calcular los valores de la temperatura que cada uno de ellos

tiene.
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- ’ . -
En el fondo lo gue se esta realizando es reemplazar la

« ” " 3 - - . . s
eccuzcion diferencial por otra de diferencias finitas y la solu -

’, Ld » I - - v . *
cidbn gue se logre es mas exacta mientras mas fina es la division

realizada.

Lo primero gue hay que realizar es dividir el cuerpo
en un numero adecuado de sub-volumenes para luego suponer gue

el centro de cada uno de ellos tiene la temperatura del sub-

volumene.

Los sub-volUumenes se reemplazan por una red ficticia
de barras conductoras gue unen dos puntos nodales, de acuerdo

al esquema siguiente:

1 ot —epi—G——o_ | —
2 3 k4 £\ w2

EEEFE RS IS

e -l

Divisidén del cuerpo en sub-volimenes

A cada barra se le asigna una conductancia térmica

equivalente al material que une los dos nodos.

Al realizar el balance de calor para el nodo; (cual-

~quiera) se tiene:

0ij = 0jk



'y aplicando diferencia finita:
Qij + 0jh = 0']
Si se estd en régiﬁen estacionario:
Q'3 =0

. » ” » 3
iplicando la ecuacion de Fourier a cada nodo, se tiene:

Q'j = Rwz (ti-tj) + Kwz (tk-tj)
I3 -3
Q'3 = Kwz (ti+tk-2tj)

S
80t = ti + tk - 2tj
39'J es el residuo del punto j; Rj
Rwz

luego,
Rj = ti + tk - 2tj

260"'

Ecuaciones residuales andlogas se pueden escribir

para cada nodo y las temperaturas obtenidas hardn que‘el residuo

de cada punto valga cero.

Para aclarar las ideas explicadas se resolvera el

problema siguiente:

Problema:

Para la aleta cilindrica de la figura, determinar su

perfil térmico por el método numérico. /

/

tg = 100°C :
h = 100 Kecal/h.m?. C 300{/
K = 15 Kcal/h.m.C .
| (Wisniak) | 7, Sem —
Solucidn: v

Sea T = t-tg y el area A =// p?
4

K}

45 em

T
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Se divide el sistema en sub-vollmenes de 1,5 cm de

largo y se ticne

Para el nodo 2 se tiene:

gl-2 + g3-2 4+ gc=-2 =0 , (i)
’ ,ql_Q = K//D2 (Tl - TZ)
: 4Ax
C - == I -
g3-2 = K//D (T, - T,)
4Ax
gc-2 =h//p Ax T2

reemplazando en (i), se tiene:

RAD” (T,-T,) + K /! D (T,~T,) w/pAx T - 0

2

4Ax 4 A x

T — - - =

(T, -~ 7)) + (T, - T,) 4(4x) T, =0
KD

en funcidn del residuo:

. 2
0 —(Tl-T2)+(T3-T2)-h4(Ax) T

2 2
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teemplazando:
2
. - - 4
Q'z = Tl + T3 2T2 100(4) (1,5) T2
15 1,5 10.000
100
v = + - 2T -

Las ecuaciones residuales de los nodos 3, 4 y 5 son

indlogas.
En el nodo 1 se tiene el balance siguiente:

gb + g2-1 + ge-1 = 0

~ A .
4Ax 2

. 2 K/7D
gb + KNMNDZ T - (=5
Y 2 4 A x >
' 2h (A4 X)2) -
KD

+n/ D dx) T, =0

= 0

qb+4Ax+T2-(1+ 1

K/f D2

en funcidén del residuo:

, |
Q' =gb 2 8x +T2—(1+gb——-(m—?—’—‘)—-)'rl=o
K//D

reemplazando:

'2 (100) (0,015)2'

Q'. = gb 4 (0,015) + T, - (1 + ) T
£ 1
1 1557(0'015)2 2 (15) (0,015)

Q') = gb 5,66 + T, - (1,2) T,

Q') =5.,7 ob + T, - 240 (iii)



Para el nodo 6, se tiene:

g5-6 + gc-6 = 0 (i)

56 = K//p? (T, - T¢)
44 x
7o A 7 52
. — = = / - // '
ge-6=-h /pdx T -n /D7 7

2 4

- reemplazando en iv:

~ . As Ar
% /I D? (TS—TG)-h//DAx '1'6--h//D2 T, =
44 x 2 4
| (A2 A _
T5 - T6 - 2h X T6 - h X T6 = 0
. XD K
en funcidn de residuo:
. 2 A
, 2h (4 %) h 4x
' = - , +
Qteg = Tg = (1 + 755 x ) Te
reemplazanda se tiene:
] - - -+
Q 6 T5 (L + 0,2 0,1) T6
s = -

6 | (v)
Y resumiendo, para todos los nodos se tiene:

Q', =5,7gb + T, - 240

Q'2=T1+T3 - 2,4 T2
’Q'3 = T2 + '1'4 - 2,4 T3
Q'4 = T3 T T, -2,47T,

Qfy =T, + T¢ = 2,4 T

Qg =T, - 1,3 T

=0

29.~
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Etapa unitaria:

JQ'l 4o, A0*, a9', 40" 149",
r AT2 =1 1 -2,4 1 - - -
B ATy =1 - 1 -2,4 1 - -
B AT, =1 - - 1 -2,4 | 1 -
— ATS =1 - - - 1 | -2.4 1
AT, = 1 - - - - 1 -1,3
AT1=AT2=AT3=JT4=AT5=A'{‘6=1 1 —1',4 -0,4 ~-0,4 -0,4 | -0,3

Se empieza el cuadro siguiente:

-Se elige una distribucidn arbitraria de temperatura, la que se

coloca en la linea 1.

- En la linea 2 estin los residuos calculados con las temperaturas

de la linea 1.

Debido a que la gran mayoria de los residuos es negativo; para

introducir cambios se realiza la operacidén del blogue unitario:

-50-34-32-10-11 o =115
-1,4-0,4-0,4-0.4-0,3 -2,97™

T = 40

- En la 1linea 4 estdn los residuos producidos.

-~ En la linea 5 se cambia T6 en +20 y da los residuos indicados




,El—«sz T, Q, T, Q | Ta QS TS Qc Te Linea
200 150 110 £0 50 30] 1
50 324 32 -10 11 2
- 40 - 40 ~40 ~40 o] 3
+ 6 ~18 -16 + 6 +23 4
+26 -3 |+20 5
-4 -2,8|+12 | + 9 6
-4 + 6}1-10] -14 7
0 +0,4, - 6 | -8,8 8
-0,8 _1,40+ 8| o
-1,6}{- 1 -1 10
200| -1,6] 109 | - 1] 60| +0,4| 3¢ | 0,8} 22 | -1,4| 18] 11
+1,2|- 2 | -0,2|- 2|-0,4]-2 | o,0}-2 |-0,8|-2] 12
200 107 58 32 20 16] 13

En la linea 6 se produce un cambio de +12 en Tg y se producen los

residuos indicados.

En la linea 7 se produce un cambio de -10 en T, ésto mueve los

residuos indicados de positivo a negativo y viceversa.

En la linea 8 se produce el cambio de T, en -6 y cambio de signo

en los residuos.

En la linea 9 se produce el cambio de T6 en +8, cambiando de

signo los residuos.

En la linea 10 se produce el cambio de T, en -1, cambia los

‘residuos Q, ¥ Q5 ,
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en 12

1inea 11 se suman los cambios de temperatura. Por ejemplo:

T2 = 150 - 40 - 1 = 10°

pn La 1inez 12, se produce un cambio de -2 en todas las tempera-

uras, achicando bastante los residuos o cambidndolos de signo.
En la 1fnea 13 se suman los cambios de temperatura.

L4 . . .
Se podria seguir produciendo cambios, pero ya ser ian
on los decimales. '
} ‘ Si se guiere evaluar el calor que estd recibiendoc en
la base de la aleta, se debera considerar que:
De la expresidn para Q'l, se despeja:

oo =Ty 40 _ 107 - 240 _ o 5 pony

5,7 5,7 h

: ” . » . o . - -
3.3 Método numérico en conduccidn a régimen estacionario tridi-

mensional

Para un cuerpo de dos dimensiones, se construye una

@alla como la indicada en la figura.




El balance térmico para un punto interior, tal como el
fmnto 0 es:

+ g + g + g = 0

q 20 7 930 7 Yo

"10

. ” =
La ecuacion residual es:

5 7 )
—K‘%- (t;-to) + KVZSJ (t,-t)) + %i (t5-t ) + Kg (ty-tg)
Q' = &) T t, +tytt, -4t

se podria seguir asi con los otros puntos, pero la variacidn més
1mpdrtante es el caso de los nodos situados en los bordes y para

1lo se presentan los casos siguientes:

a) Nodo situado en un borde . isotérmico:

Por ser el borde isotérmico T, =T, = Ty

Para el nodo 1 el balance de calor es:

qwdl + xwdi (t, - T.) =0

)
a1 31
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1

y en funcién del residuo:

. aéll
Qo = K +(\T3'T1)

p) Nodo situado en una superficie adiabitica:

La superficie adiabdtica AB puede, ser considerada

como un plano de simetria para la celda:

§ -
1' ,\,-.‘... &
Yoy

{ -

El balance de calor para el nodo 0 es:

e D1 T, - Ay 7 _-T

wSs T TowwSE D3TTosrwiln Ia "% _
‘ Al A1 A TA1

Y en funcidn del residuo

1
J = = +. -+ -
Q o 2 (Tl TB) T4 2To
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. * * . . * .
~) Nodo en un rincon exterior entre dos superficies adiabaticas:

Ty
E
x|

e O
~

El balance de calor para el nodo cero es:

Kw%‘l T, - T, +KWé'2']= Ty =T =0
Al Al
y en funcidén del residuo:
1 1
Q'o =3 (T1 - TO) + 5 (T, - TO)
R -
Q'o =3 (try + T,) - T

&) Nodo sobre una superficie en contacto con un fluido a tempe-

ratura Tqg.




(9]
[&)]
!

El kalance de calor para e’ nodo cero es:

- T,-T T5-T
e 41 T17 %6 + 41 T,-T, + 1,3;1_3__1_ 2770 + nhud1 (Tg-—To) = 0
A1 2 A1 2 A1
en funcidn del residuo:
1 nd1 41
o= = : + - (2+h
oy > (T, = T,) - Tg - (24h—= ) T

n c

e) Nodo en un rincén exterior entre dos superficies isotérmicas:

* - s = . . [ *
No hay ecuacion residual por ser el flujo térmico nulo
desde o hacia el nodo.

f) Nodo_en un rincdén cuyas superficies estin en contacto con un
fluido a_temperatura Tqg.
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El balance de calor para el nodo cero es:

- A -7 ! =T ) A
AL T, To , Kt 21 (T3 ‘o) + hw 2L (Tg To!+ nwe= (7¢=T ) = ¢C

Al Al ~ 2

» » .
en funcion del residuo es:

il iy

4
Q= % (T5+T,) + h ;% Tg - (h

o + 1)y T

) Nodo en un rincén interior formado. por dos superficies adia-
baticas

AL

S

czdmxbdyﬁafl

El balance de calor para el nodo cero es:

(T =To) (T,-Ts) (T,~T,)

il + kwdL + xwd1 + xwdl ‘"47 e =0
’ AL 2 AL 2 Al 2 Al
o én funcibén del residuo es:
= - - ‘ - _
Q' =Ty =Ty + T, - Tyt Ty =Ty + Ty - T,
©2 2
Q! =1 (*. + T.) + T, + T, - 3T_
o 2 72 3 1 4 o)



I3 ” Py 3 . .
h) Nodo _en un rincon interior formado por dos superficies en con-

tacto con un fluido a temperaturazgg

El balance de calor para el nodo cero es:

| ) P i -
KW 42'1' T1-Ty + et T2 To + xwdl T4 To +xwdi T37To +nwdi(Tg-T,)=0

2 —— e

41 A1 41 Al
y en funcidn del residuo es:

P = = Has - 2L =
Q 5 (T1+T2) + T3*T! +. Tg . (3 + Yy T

- PROBLEMA :
Determinar la distribucidn de temperatura en el plano

medio de la chimenea que se indica en la figura, utilizando una
red cuadrada de 0,5 pie y calcular la pérdida de calor por metro
de longitud, si el K del material es 1,0 Btu/h.rie.F. Las caras
exteriores estan a O°F y el interior estd a 100°F. Los coeficien-

tes de conveccidn son he = 3,Btu/h.pie2°F y hi = IZBtu/h.piez.F.
fe— 7Pi€ (Wisniak)

ipi€




SOLUCION:

3 .« ” N . -
Se elige una seccion transversal y se traza la red.

o s5pie
i

L

L .
0, 5pie
£

3 3 s i L [ ’, '
Tiene simetria y se puede elegir la seccion entre los
dos planos marcados:

T
§l 3 /1
{
¢! ) [y y
/e 7
. It1 g0




Las ecuaciones residuales son:

R, =Ty - 2,5 T,
@, = 0,57, = T + 0,
0'3 = 2T, + 27, - 4T,
Q'4 = O,ST2 + TS + 0,
Q' =Ty + T, + T+
Q' = 2Tg + Tg + 600
Qi7 = 0,5T, + Ty + 0,
Qlg = Tg * T, + T -
Q’9 = 0,5T6 + Ty + 0,
0

10= Ty + Tyq - 3,5T
Q'llz 2Tg * Tio * T12
§'12= T9 + Ti1 + 600

Con estas ecuaciones se puede establecer el cuadro de

rariacidn unitaria,

5T, - 3,5T,

5T - 3,5T,

T8 - 4T5

- 9T,

STy, = 3.5T,
T11 ~ 4%

5T, + 600 - 8T
10

- 4T,

- 8Ty,

caso

Caso

caso

caso

caso

caso

caso

£f) con T3=T

c)

c)

h)

c)

c)

4
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CUADRO DE VARIACION UNITARIA

AQ‘3‘AQ'4 AQ's_ AQ'6 AQ,'M'; Ag'g AQ'g AQ'ICQAQ'll‘JQ'lZ

- - 2,0 | 1,0|-4,0 | 2,0
| -1 - 1,0 |-9,0f - |10} o,5

0,5 | - - F3,5 | 1,0 - 1 1,0
| - - 1,0 - 11,0 |-4,0} 1,0 - 12,0
| -] - 1,0 - Ji,0}80} - | - 11,0
d - ! - ——40e5 1 = = 1=3,511,0 | -
-5- - | - o 1,0 - 1,0 +4,0 |1,0
? - - 0,5 - 11,0 }8,0

-15(-1,5| o |-1,5| o |-6,0}1,5 o |-6,0 {-1,5) o Lls,0

Eara construir el cuadro siguiente se establecen los supuestos

siguientes:

Los nodos 6,9,12 estdn muy cercanos en temperatura a la del

interior de la chimenea que se supone que es de 95°F.
La temperatura en 7,10 se supone de 20°F y en 1 es de 10°F,
Las temperaturas en los nodos interiores serd el promedio.

Con estos datos se completa la linea 1.
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; En la linea 2 se introduce el efecto de la variacidn
La suma de los residuos iniciales es -95 y del cuadro

2 . : 7 . : . .
‘de variacidn unitaria, los cambios residuales suman =-25,5.

Por lo tanto, la operacidn inicial es: 95/25,5 =

- o
{3,739?;: 4°F.
En la linea 16 se establece el resultado final.

Se siguen estableciendo cambios en valores decimales

hasta gue en la 1inea 34 se conoce el resultado final.
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En el grdfico siguiente se colocan los valores de tem-

seratura a los nodos.

14%
/
23“ 2 1147
“_&/‘%f e 91188

/Lol 8] bz
ﬁ‘z% sérf 21,9
—sLoL -
Vé f/ 01022,2
73,1 $¢3

3.4 M&todo numérico en conduccidon a régimen estacionario bidi-

mensional para cuerpos irrequlares.

Al ser irregular el cuerpo, el desarrollo de la malla

uvadrada tiene dificultad en los bordes irregulares. En tal caso,
ecuaciones residuales para los nodos adyacentes a los bordes
eben ser modificadas, pero en el interior se puede desarrollar

ia malla cuadrada.

Punto nodal en la vecindad de un borde irregular.

: Para solucionar este caso se utiliza el factor 5 que
€s una fraccidn de la distancia A1l:; as? cualquier borde queda de

finido tal como se indi¢a en la figura siguiente:
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Oy

0,0 |

f%!?{+334 €z$—fZL(-__’L-

La ecuacidn: residual para el nodo 1 es:

A1 (1+s15) /2 d1(1+s12) /2 ‘

=K Aisiz (T - TP+ K A1 T3 o T 7
AL (1+s815)/2 A1 (1+512) /2

T K A1 (T, = TP+ K= ps1s (Tg, = Ty)

K(1+s15) (T.,-T.) + K(1+s12) (T_-T.)+K(1+s15) (T,-T,)+
5512 2' 71 D) 371 5 4 71

+ K(1+s12) (T.,-T,)
2815

earreglando y divid_iendo por K (1+s12) (1+S15)/4 queda:

-2 T,, *+ 2 T 32 T, + 2
1  s512(1+s12) 2 1+S15 3 1+812 "4 S15(1+S15)
1 1
T - N
5072 (g7 tois) Ty



4,0 CONDUCCION TRANSIENTE UNIDIMENSIONAL

En este capitulo se analizard la transmisidn de calor

e .
én los casos en que la temperatura varla con el tiempo en forma

periédica.
Hay que tener presente, que la velocidad de transmi-
i6n de calor se verd . afectada por la resistencia externa e
« -~
‘interna, y tambien se presentaran casos en que una de ella es

Mespreciable frente a la otra.

.1 Resistencia interna despreciable

. . . _nh |
El numero de Biot (Bi = —Ef) representa la razén de la
resistencia interna frente a la resistencia externa y se considera
que para Bi € 0,1 el proceso de transferencia de calor estd regu-

Jjado por la resistencia externa.

Con estas condiciones el cuerpo estd a temperatura

Wniforme, porque no existe gradiente de temperatura en su interior.

Se supone un cuerpo a temperatura inicial uniforme
%i puesto en contacto con un medio a temperatura tg y coeficiente




gl balance de calor es:

dt
Q=C?V‘5‘e-=.hA (tg - t)

dt _ hA
tg-t = <V a8
integrando:
t e
dt _//ﬂhé~
[tg—t 0 cV de
- _ha
f (tg-t) = - rpe ®& +C
#m :

pPara evaluar la constante se aplica la condicidén de borde:

para € = 0 t = to
C =1L (tg - to)
-t) = - 5 + -
L (tg-t) ofv 8 L (tg-to)
tg-t _  hA
= - )
tg-to cfv
tg-t - e - hA_ e
tg-to cfv
t-tg _ _ _ bA .
to-‘tg e cgve esccsesesel
El término %o:{f:c es la temperatura adimensional.
ch

El exponente recibe el nombre de constante de tiempo

hA
del cuervo, porgue tiene dimensidn tiempo e indica la inercia del

Cuerpo a un cambio brusco de temperatura.



>
i
v Vol

hA _ _h
cfv & = e

c £

e _SK _(bhd, (K,
cPé §K K Fch

Y'“E%;T" = Fo (nimero de Fourier)
si A= __5_}(_;

éé»cwnple:
Fo = X SQQ_

he .
Y2 (Bi) (Fo)

v reemplazando en i)

t = tg _ = (BL) (FO) we.eeeen..ii)
= e
to~-tg : :

Las ecuaciones i) e ii) estdn representando el campo

de temperaturas.
Si se quiere conocer el calor transferido:

o at
Ql—cfv 36

De 1i) |
" at _ | ha -(Bi) (Fo)
o - (to - tg) v €

Por 1o tanto:

QL = hA (tg - to) e -(Bi) (Fo)
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Este calor es el gue se estd transfiriendo en el tiempo

o en forma instantanea.

La cantidad de calor gue se ha transferido desde que

” .
comenzO el proceso hasta el tiempo 8 es:

S
= 3 = - - -hA
Q /0‘ Qide ch (tg to) (1 e Pwv 8)

4.2 Resistencia externa despreciable

En este caso, en el que influye el material en la

B s e £ : S
transmisidn de calor, se estudiaron formas geometricas elementales

considerando flujo unidimensional.

El valor del numero de Bi> 40, indica que la resisten-

cia externa es despreciable.

?.2.1. Placa infinita.

El espesor de la placa es muy pequefio frente a las

tras dimensiones. La placa tiene una distribucidn de temperatura

i (x) vy en un momento dado se ponen en contacto ambas caras con

lui .
fluido a t1

Si la resistencia exterior es despreciable las dos

Z i N : . e
caras alcanzan la misma temperatura Tl en forma intantanea.

98—

11"‘ ,\/ltf

L 4
b
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g
La ecuacion general es:

°t _13¢
Je? X 3e

Se hace el cambio de variable siguiente:

reemplazando:

DZT__l_aT
¥Ixf A 28

Se supone una solucidn del tipo

T= X (x) &(O)
-reemplazando, queda:
Z %% _ x 236
2 x° oL 08
separando variables e igualando a un pardmetro:

1 x _ 1 96 _ 52
X 3x° B o e
Esto da brigen a:

2
L2X_ N oy 25 55 -F

cuyas soluciones sons

2
‘ oA
X =B cosAx + C sen A X G = ne

Luego, la solucidn general es:

X
e

T = (Dcos)\x+Esen)\x)



» econ 128 condiciones de borde siguientes:

condicidén de borde 1:
para 6 = 0 0gxg24 T

ti(x)-t
condicidon de borde 2:

para 8 » O

>
i
o
H
l
o

condicidén de borde 3:

24 T =0

>
il

para 8 > O

Aplicando C.B.2

-aQ 2
0= e e M D

- Yy D=0

Aplicando C.B.3 o

—de M2

0=e 06 E sen 28 M

sen 23)\ = 0
7

{ .
y):%‘g’ Conn'—'l, 2' 3'..ooaooo¢-o'
Luego la solucién es una sumatoria de las soluciones
parciales: -
@ '3
T:XEe.del sen 2 ” x
T " 2 §
Aplicando C.B.1l ‘ ~
- 5{21( ' _ OEOE n /l x
1§ _x)-tl = ; ‘n sen TS 3

que es el deéarrollo en Serie de Fourier de ti(x) -tl, por lo
tanto:

2
2 _ /!
En = J° 3 [ [ti(x) -t:J sen n2 Jx dax

Luego la ecuacidén del campo de temperatura es:
w .

y/] ' 24 7
_ 1 E ~22 e n // x ,_ n/x
T= = : -
_ P g e 2§ sen 2d A fti(x) ti} sen 25 ax
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- L..‘ . L4 . .
.i la pared esta inicialmente a temperatura uniforme to, la expre
.idn se reduce a:

A

£ 4 =1 ( = ”)2 ) i
t - = L—' e 28 ' ¢ sen 2 X conn=1,3,5,....
to -—tl_ o | 24

La placa tiene temperatura uniforme para 6 = 0 y tam-

pién va a tener temperatura uniforme en otro valor para un tiempo

muy grande (00),

. . -~ - « 7
Para conocer la velocidad instantanea de transmision

%&e calor se debe calcular:

o)
.n//2
dt:%}:%e( 5) © a7 n Il x
7

por lo tanto:

w (g
n/ 2 -
S 1 = 24

con n= 1, 3, 5, e.e

y el calor total transferido desde € = 0 hasta & = © es:

=—/:;§§- —-&-{- -to)[ [l -e ZJ)de] cos 2/:{}{

4.2.2. cilindro infinito

»

El cilindro infinito tiene una distribucidn de tempera
ura inicial ti (r).

Al tiempo © = 0 se cambia la temperatura del manto

lateral a t; vy se mantiene en ese valor. ;



Ao

s

N—

/Z| '
Vad

g . '
La ecuacién del campo térmico es:

dt _

or

)
o+

p -
QU
(e}

32t+;
9r2 |t

El cambio de variable T = t

.

9°r 1 dT_123r7
2r2 r or o 98

se supone solucidn del tipo:

G (8)

reemplazando y ordenando, queda:

‘T =R (r)

18,1 & _ L
R dr rR dr oG

gue se reduce a: -

el o]

1 a8 _ 2
oezd@”"}»

L SR _ )2
rR dr

...tl'

asd

deja:
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«as soluciones son:

R =B Jo (Ar) + c Yo (Ar) y 5=Ae—o()\26
el campo de temperatura:
T =‘e - ol A e [D Jo (Mr) + E Yo (};r)]
on las condiciones de borde siguientes:
ondicién de borde 1:
para 8 = 0 r=r t=ti‘(r) T=ti-—t1
Condicidén de borde 2:
para 6 >» O r = rxo | i;=tl T =20
Wé("‘b,ondicién de borde 3:
para 6 = O r=20 t es finita

ééplicando CeB.3 :

-dN @

T =D e Jo (Ar)
plicando C.B.2 :
ol N2
O=De°( eJo()\ro)

sSlo Jo ( Axro) = Oypsus primeros ceros estdn tabulados y la




Y

W
L]
f

Mn es cero de Jo ()\ro) = 0

%plicando C.B.1 :
4 o

ti = } Dn Jo (Mn ——)
ro

4

gue representa el desarrollo de ti en serie de funciones de

pessel Jo. La teoria de Bessel permite escribir:

[, r
bn = ./‘: ti (r) Jo (Mn ro) dr
2

ro _
2 Jy (Mn)

Luego, la solucidn general es:

o 1
T=—2—7: e -( )XGJO(Mn;;)/
0

ro 1 le (vn) rti(r) Jo (Mn —) ar

31 la temperatura inicial del cilindro es la misma to en todo el

cuerpo, la expresion queda:

t -t 0 Mn 2 r
mto-—t = ZE e -( ro) @ Jo (Mn ro)
7 Mn J (Mn)

Ia velocidad instantdnea de transmisidn de calor es:

Bt

Qi = - 2//Kr

Mn, 2 r_
Qi = 4/ K (¢ —to)l:-g e‘_(ro)deJl'(Mnro)

Jq (Mn)




;s el calor acumulado desde © = 0 hasta € = © es:

- e
Q=/Qid9
_ 0

A [ 2 r
Mn, “ 6, J, (Mn )

0 = 4ZK (tl—to) (ro r) Z —idl—n—z [ 1 ~-e -('ro) ] 1 <
. )

Jo (Mn)

4,2.3. Esferas

Para el caso de una esfera que estd inicialmente a
to y se cambia la temperatura de superficie a ty, se sigue un

razonamiento andlogo y se logra lo siguiente:

i B ) 0™ (By%e __ n/x
to - t /7 r n ()
1 1
ﬁZ 2 n+l n_ .2 ~
oL Q _Z (17 ~E) x4 nlr _
8K(tl—to)ro3r2 iy n l-e 7o éﬁ;z sen s
1 ' -nt n//r]
ror ro

4.3 Resistencias'interna v externa finitas

Este es el caso en que las dos son de la misma magni-

tud y el nUmero de Biot estd entre 0,1 y 40.

4.3,1. Placa infinita

La placa se pone en contacto con fluido a temperatura

t, y coeficiente de conveccién h.

El eje x tiene su origen en el plano de simetria:
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La ecuacién que representa el campo de temperatura es la

é’?iguiente, deducida con la metodologia ya expuesta:

2
‘ T = e —OLG?\ (Dcos )\x + Esen N x)

con las condiciones de borde siguientes:

Condicidén de borde 1

"

IA
0
=
Il
4y
I
"

para @ =0 —JSX

?bndiciSn de borde 2

para 6 = 6 x =0 DTzo

_ ax
Condicidén de borde 3 :
" 2T

o = - —= = hAT

para 6 = 6 x=4d KA S
Condicién de borde 4 : 3
T

para 6 = 8 x= -4 KA 37— = hAT



- eN EA

-8 >\2 cos)> X

e
E=0
D e

y T =

ip1icando C.B.3 o C.B.4 :

2
oL g A J =
KADe 1) A sen)\ hADe

Atan)t 5

—de7‘2 COSAJ

It

b
K

é)tanlzj b‘-—é'= Bi

K

gue tiene infinitas soluciones.

TABLA N° 1

PRIMERAS 6 RAICES DE IA ECUACION Cot & = A7Bi

Bi 1 2 3 4 5 6
‘0 0 3,1416  6,2832 9,4248 12,5664 15,7080
0,01 0,0998  .3,1448  6,2848 9,4258 12,5672 15,7086
0,1 o0,3111  3,1731  6,2991 9,4354 12,5743 15,7143
0.2 0,4328  3,2039  6,3148 9,4459 12,5823 15,7207
0,5 0,6533  3,2923  6,3616 9,4775 12,6060 15,7397
1,0 0,8603  3,4256  6,4373 9,5293 12,6453 15,7713
2,0 1,0769  3,6436  6,5783 9,6296 12,7223 15,8336
5,0 1,3138  4,0336  6,9096 9,8928 12,9352 16,0107
o 1,4289  4,3058  7,2281 10,2003 13,2142 16,2594
1,5552  4,6658  7,7764 10,8871 13,9981 17,1093

1,5708  4,7124 17,8540 10,9956 14,1372 17,2788

(Loncin)
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La solucién general sera la sumatoria de las solu-

Los valores posibles de )\n no corresponden a nimeros

Multiplicando por cos )\m xdx e integrando de O a Jse

tiene:

[ (<) § ' ' .
(to - t.) /cos A m xdx =EDn cosMtn X cosz m xdx
1" o 4 (/

Cada integral del lado derecho vale:

/‘; 7\n_ senM nd cos A md-Am cos M ndserAmd
0

cos)\n b4 cos)\ m xdx =
A2 - )

también:
An tan *nd = Am tanAnd
Mn sen))nJcc»s)\mcf = Am senAm cos And

Se anula toda integral param# n y la ecuacidén queda:

s J
(to - t.) / cos Am xdx = Dm/ cbsz)\m xdx
1 0 (7] :

4 (to - tl) sen A né.

2)(nc§+_sen 2>tn(§'

Y el campo de temperatura es:
: oo

Ao odl '
t -ty Ze- ned o And
4

to-t, 1 oAnd + sen 27n )

Dm =

COS%II X
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fr’:l calor transferido es:

Qi = —K ( ?'f{)x=5

6
Q = '{Qide . _ }1
xXe An
' = sen® *nd Q-e )

= T (to - tl) Z ‘An25 + Mn senAnf coshrnd
ral ..

Si se tiene el caso de placa que intercambia calor por

ambas caras . el resultado anterjor se multiplica por 2.

4.3.2 Cilindro infinito:

La ecuacidén que representa el campo de temperatura es:
-t N2 ' '
I o[D Jo ( Xr) + E Yo (hr)]

Con las condiciones de borde siguientes:
Condicidn de borde 1:

para 6 = 0 r=r T = to - t;

%iﬁbndicién de borde 2:
. | Y
parae ?0 | r = ro | —Kar = hT
Condicién de borde 3:
para 62 0 r=0 T es finita
plicando C,.B.3, se tiene: T
)2 o

E=0 vy, T=De Jo (arx)

Aplicando C.B 2, se tiene: _
- 12 | ‘ -, )2
AK D e A€ e 3, (Axo) =hDe 2 ® Jo () ro)

(A ro) J, (N xo) _
Ja (ro) K

= que tiene infinitas soluciones.




62, -

TABLA N°© 2

PRIMERAS 6 RAICES DE LA ECUACION :TT‘; E//?‘J) = /gai/
Bi 1 2 3 4 5 6
0 0 3,8137 7.0156 10.1735 13,3237 16,4706
0,01 0,1412 3,8343 7.0170 10,1745. 13,3244 16,4712
0,1 0.4417 3,8577 7.0298 10,1833 13,3312 16,476é
0,2 0,6170 3,8835 7.,0440 10,1231 13,3387 16,4828 |
0,5 0,2408 3,9594 7,0864 10,2225 13,3611 16,5010
1,0 1.2558 4,0795 7.,1558 10,2710 13,3984 ,16'5312
2,0 1,5994 4,2910 77,2884 10,3658 13,4719 16,5910
5,0 1,9898 4,7131 . 77,6177 10,6223 13,6786 16,7630
10,0 2,1795 5,0332 7.9569 110,9363- 13,9580 17,0099
100,0 2,3809 5,4652 8,5678 11,6747- 14,7834 17,8931
00 2,4808 5,5201 8,6537 11,7915 14,9309 18,0711
(oncin)
Luego la solucidn es:
| o 7
1 ,=}:Dn o -dAn‘®@ Jo (\n 1)
1 .
Aplicando C.B.1, se 't;.;i.ene: ‘
to - t; =):: pn Jo{in r) ... i)

1 :
multiplicando por [r Jo (Am r)] e integrando de 0 a ro:

% r
(to - tl)[Jo (}\m r) dr= DnA/Jo (>\m r) Jo (>\n r) dar
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|

y utilizando las relaciones de la teoria de Bessel:
(to - t.) I° 5 ()\n ro)= _1*32 [Jo2 (7\ Yy + J 2(7\ o;] D
1) 30 %1 5 n ro 1 nr n

reemplazando en i), se tiene:

o0

- - 2 '
t -t = 2{ 1 Jq (?\nﬂro) . o 6N Jo (Mn 1)
to-tq M ro Jo“(An ro) + le(_)\n ro)

1 ' '

4.3.3. Esfera

En el caso de la esfera de rojque estd a 6 = 0 con
una temperatura to y que se le sumerge en un fluido a temperatura

tys se tiene para el campo de temperatura.

0
--————-—-.t _ tl = 4(.1:’_9_)}: sen An ro =An ro cosAn ro e -d)‘zesen()\n r)
to-t, r y 2 An to - sen 2 Mn ro

en que los An corresponden a los ceros de:

1 - )\n ro cot)\n ro = hKro



TABLA N° 3

PRIMERAS 6 RAICES DE IA ECUACION tanu= — M/(Bi-1)
7 7

Bi 1
0 0
0,01 0,1730
0,1 0,5423
0,2 0,7593
0.5 1,1656
1,0 1,5708
2,0 2,0288
5,0 2,5704
10,0 2,8363
100,0 3,1102
00 3,1416
PROBLEMA :

2

4,4934

4,4956
4,5157
4,5379
4,6042
4,7124
4,9132
5,3540
5,7172
6,2204
6,2832

7,7253
7,7265
7.7382
7,7511

7,7899

7.8540
7,9787
8,3029
8,6587
9,3309
9,4248

4

10,9041

10,9050
10,9133
10,9225
10,9498

10,9956

11,0856
-11,3349
11,6532
12,4414
12,5664

5
14,0662
14,0669
14,0733
14,0804
14,1017
14,1372
14,2075
14,4080
14,6870
15,5522
15,7080

6

17,2208
17,2213
17,2266

17,2324
17,2498

- 17,2788

17,3364
17,5034
17,7481
18,6633
18,8496

(Loncin)

Una plancha de acero de las caracter isticas sefialadas

m&s abajo, estd inicialmente a 1000°C. Si se la sumerge en un

bafio de aceite a 93°C, determinar el tiempo para que la tempera

tura central baje a 425°C. El coeficiente de conveccidn puede

suponerse constante e igual a 480 Kcal/h, m

2

il

30 Kecal/h. m. C
7700 Kg/m3
0,116 Kcal/Kg. C

(Wisniak)
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SOLUCION:

(480) (0,0125)
30 *

Bi = 0,200

Por lo tanto, las resistencias externa e interna son

dell mismo orden.
El campo de temperatura esta dado por:

o0 2
- [
t - tl Z e )ﬁn © sen)an
= 4
1

2hAn§ + sen 2 An{ cos )n X

1
en que:
t = 425°C
tl = 93°C
to = 1000°C
Y é.)‘tang 7’*6‘ = b?{-é = 0,200
Las raices de la ecuacidn son:
)‘15 = 0,4328 M = 34,62
‘)25 = 3,2039 :\2 = 256,3
A3 d = 6,3148 | 5 = 505,2
?'D(—""K“ = ' - = 00,0336 m2/h
' cf (0,116) (7700) !
Limitando la serie#’dos primeros términos, se tiene:
. sen Ay d sen —;—677% 0,4328
N g+ sen 20 d  (2) (0,4328) + sen 360 (2)(0,4328) = 0,258
: 27
sen)\zé sen 12%2 32039

—— : S -0,0095
2h 4+ sen 2h, 38  (2) (3,2039) + sen 360 (2) (3,2039)

27
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£ - t _ 2 - 2 ]
;""'E'—]; =4 [0,258 8 (34,621)° (0,0336) 8_0,0095 o (256,3)“(0,0336)8
tO" l

Se calcula en forma aproximada con el primer término

de la serie:

425 - 93 _ -40,271 6

1000- 93 ~ 1r032 e
§%% - 1,032 &~20:271 @
0,3660 ~40,271 ©
1,032 ¢
0,3547 = o~40.27L 6
-1,0365 = -40,271 8
& = 0,026 h

Esto indica que el segundo término de la sumatoria

es despreciable.

‘PROBLEMA :
: Una pieza rectangular de n{quel'de las caracteristicas

indicadas en la figura, se calienta a 1090 °C para ser trabajada en
frio en contacto con aire a 27°C. Determinar el tiempo de opera -

cién disponible si la temperatura minima para trabajar en frio es
918 °c.
[ f 00

;

80

51 Kcal/h. m, C
8900 Kg/m3

0,105 Kcal/Kg.C
= 30 Kcal/h. m*.,C

i

o0 SR
l

(Wisniak)




SOLUCION:

El campo de temperatura estd dado por:

t - tg _ o -(Bi) (Fo)

to-tg
en que:
tg = 27°C
to = 1090°C
t = 918°
Bi=h &
K
Fo = K8
P 32

Llamando 2 Jal espesor de ‘la pieza,

d= 0,0125 m

Luego Bi = h J = (30) (0,0125) = 0,00735
X 51

por ser Bi €<0,1 la resistencia interna es despreciable:

K& . 51 © ‘
= = = 4. a
Fo = p. g2 (8900) (0,105) (0,0125)2 349.3
Luego,
918 - 27 _ -(0,00735) (349,3) 8 ' _ .-2,567 @
1090- 27  © j 0,838 =e

0,1765 = -2,567 ©
@ = 0,068 h
& = 0,07 h (4,1 min)
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PROBLEMA :
PRUDLEFA

Un cilindro largo de las caracteristicas sefialadas
mas abajo, estd inicialmente a la temperatura de 535°C. Si la
temperatura de la cara lateral disminuye bruscamente a 0°C.

Determinarvla temperatura central al cabo de 1 hora de opera-

el
cibn
! | : ro = 30 cm
2, .
- _ ’ K =1,5 Kcal/h.m..C
o« = 0,0093 m?/h
to = 535°C
(Wwisniak)
Lol A
SOLUCION:
El campo de temperatura es:
@
CT 8 L) (ke g0 mm
to—t = 2 e ro ro
1 1 Mn Jl (Mn)
en que:
to = 535°C
tl = 0

De la tabla de Raices de Jm (Mn) = 0 se toman las

. Z o
Primeras raices y con esc se tiene:

M, = 2,405 y M, = 5,520

1 2
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2,4 |
( f})zo(e = -g—%%)z (0,0093) (2) = 1,19
T ro !
5,52 . ‘
(M2)2x 6 = (22202 (0,0003) (2) = 6,3
ro !

De la tabla de Funciones de Bessel de Primera Clase

Jo(u) N Jl(u), se tiene:

3, () = 3,(2,405) = 0,519
g, (M) = 3,(5,520) = 0,340
Jo(Mi——;)— 1
Jo(Mz—;;)= 1
£ -t
ot e S )
1 (2,405) (0,519) (5,520) (0,340)
£ -ty 2{: 0,304 _____0,0018 _ 0 485
to- t, (2,405) (0.519) _ (5,520) (0.340) '
t - 0

t = 259,6°C

PROBLEMA :

Una barra cilindrica de acero, con las caracteris-
tlcas sefialadas a cont1nuac10n, esta 1n1c1almente a 985°. Si
se la sumerge en un bafio de aceite a 38°, determinar el tlem

PO necesar io para gue la temperatura central baje a 260 °c.

. . + 7
El coeficiente de conveccidn puede suponerse cons-

tante e igual a 500 Keal/h.w?.C.
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>idmetro = 20 cm c = 0,11 Kcal/Kg.C
K = 22,5 Kcal/h.m.C ¥= 7800 Kg/m>
SOLUCION:

El campo de temperatura esta representado por:

tC tl = ZZ L —2 Jl( o o) e_o[e )\aﬁ Jo (A )
to- t, '{ An ro Jo " (An ro) + le()\n ro) nr
en que:
= 260°C
- 5 ©
tl = 38°C
to = 985°C

( )sro). -9y (}\ro) h ro (500) (0,10)

Jo (hAro) K =T oa.5 T 2.22
De Tabla N °2:
)\1 ro = 1,64
N, ro = 4,33
7\1 = 16,4
)\2 = 43,3
of = & 22,5 = 0,0262 m2/h

cf ~ (0,11) (7800)
Evaluando el primer término de la serie, queda:

T 3,y xo) | 0,5735
), To Jo (a; ro)+3 2(h, ra) (1,64) [(0,4325)% + (0,5735)7]

= 0,678
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- - 2
%gg - ig = (2) (0,678) e (0:0262) (16.4>_ e
222 = ]_. 356 e—710468 &
947 '
0,1729 = e-7,0468 e
-1,7552 = _7IO468 e

4.3.4. S6lide semi-infinito

Este modelo se refiere a un cuerpo limitado a la
izguierda por un plano en la abcisa cero y se extiende libre
mente en el sentido del otro eje; por consiguiente la trans-

‘ . « ” . . . *

mision de calor es unidireccional,en nuestro caso serila una
pared infinita calentada por una sola de sus caras y tiene que
transcurrir cierto tiempo para que la sefial térmica llegue a la

otra cara (Kreith, 1963).

La temperatura inicial es To y la superficie a x=0,

tiene temperatura T, constante con el tiempo.

1

dr _ x 3%
de = Fc K

Con las condiciones de borde siguientes:

Condicidén de borde 1:

para6=0 T=Tlen'x=0 yT=Toenx)0
Condicién de borde:2:
para @ = 8 T =T, en x =0 yT=T enx>0
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Condicién de borde 3 :

Para & = 00 T =’Tl en x = 0 T = Tl en x>0

Se multiplica ambos miembros por e(_Pe)

-pe 92r pt 3T

< e 22 ¢ e

e integrando de 0 a 00
@ @
o(‘/e'Pe 32y _/e."P.e 3T 4
° ox2 7 o - S8

La integral de la izaquierda es la de Laplace y la
de la derecha se puede integrar por partes, dando:

oo oo

+P/Te—Pe as
_ o

Para € = 0 y para © = 00 el término entre paréntesis,

o %l:;-% =[ Ce™)

()

se hace nulo y la otra integral es de Laplace.

e )
Luego, la ecuacion se reduce a:

.
L(G5T) =P

¢ 2 . s ”
La solucion de este tipo de ecuacion es:

ZA—T% = erf [? (0(8)—1/2]

il R (ofe)‘l/z]
To- Tl o 2 '

t
", _ ) . _ 2
Ys erf (u) =2 / l/%/é: e ¢ du
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es la integral de probabilidad y la funcidn complemento, se
N ’

jefine como:

erfc (u) =1 - erf (u)
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0 I
El calor instantaneo se calcula evaluando la gra-

diente de temperatura.
0i = -xa 21

To - T e -x2/4o(e

— 1
Vﬁde x =0

= -KA

KA TO = Tl

: V/7oee

El cambio total de calor es:

Qi

6 6 |
Q;/Qide=/mT°"Tl e'l/zde=2xA (To - T,) =
() o '

i;//cf

PROBLEMA :
En la instalacidén de un tubo subterrdneo de agua,
es importante conocer hasta que profundidad alcanza la tempe-

ratura de la superficie en un periodo de 12 horas.

Si la temperatura inicial del suelo es 40°F y la
temperatura de la superficie cae a 25°F, determinar la profun

didad en que se tiene 25°F, si el suelo tiene &{= 0,012 piez/h.

(Kreith)

SOLUCION:
' Es el caso de un s6lido semi-infinito y el campo de

temperatura estd dado por:
T - T

_ X
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en que:
T = 32°F
T, = 25 °F
To = 40°F
se tiene:
32 - 25 X
40 < 25 -~ erf 2= 6 )
0,467 = erf ( —%=)
' 2y ©e
De las tablas:
X —
2 Lo O
x = 0.334 pie

El tubo de agua no se congelard si estd enterrado a

una profundidad mayor que 0,3 pie.

Para valores finitos del‘coeficiente de transmision
de calor de la superficie en el caso de sdlidos semi-infinitos,
existen graficos donde esti 1la soiucién de la ecuacidn en fun-
cidén de T - T versus el Bidt puntual ( hﬁ ), en que x es la

1 K

To=- Tl

distancia de la superficie. El parametro de las curvas es el

médulo de borde de Fourier { % yd e
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1

Figura N

placa semi-infinita sometida a un cambio brusco

de temperatura ambiente

(Kreith)




PROBLEMA :

Una cémara de combustidn cilindrica de 10 pulg
de didmetro interior, tiene refractario de 1 pulg de espesor
para gue la temperatura no dafie la cubierta externa. Para
conocer las tensiones producidas en el refractario, se necg
sita conocer la distribucidn de temperatura en el refractario

[< . » . .« *
después gue se inicia la combustion.

T 300C°F

1
h = 40 Btu/h pie’ °F

o= 0,020 pie?/h
K = 0,6 Btu/h.pie.F
To = 100 °F

(Kreith)

SOLUCION:
El radio de curvatura de la pared es grande com-
parado con el espesor y el tiempo es muy corto y se puede

tratar como placa semi-infinita.

Para utilizar los graficos se debe calcular:

nZde _ (40)% (0,02) _

= " (0,602 (60) ~ 1%

1
60

Con los datos del grafico se construye la tabla

siguiente:



» (pulc) .G 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
4

h %/K 0,0 1,11 2,22 3,33 4 a4 5,55
M o
i “1

o]
—— 0.38 0,7 0,9 0,97 1,0 1,0
T (°F) 1900 960 390 190 10C 100

que es la distribucién de temperatura pedida
1 p

5.0 CONDUCCION TRANSIENTE MULTIDIMENSIONAL

Para formas geométricas sencillas se puede encontrar
: . . . ” s . . .
la distribucion de temperaturas combinando las ecuaciones uni-

dimensionales.

Se'va a analizar el caso de la barra rectangular, con
. . 'Nd . . .
una distribucidn inicial de temperatura to (x, ¥)e

77

»Z

Al tiempo © = 0 la barra se pone en contacto con un

fluido a temperatura t.

La ecuacidn diferencial del campo de temperatura es:
2 ¢ ¥ &

=3 ..l —-a——g Bl AL A O 2R i
EEEE TR W
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Con las condiciones de borde siguientes:

condicion de borde 1:
Para 6 = O X = x X =y t = to (x, ¥)
condicion de borde 2:

Para@?O‘ x =0 y =Y . =

condicidn de borde 3:

Para €20 x=D_ Yy =Y —§;= ”
Ccondicidon de borde 4:
Para €67 0 X = X y =20 2_‘g_=ht-tl)
Y K
Condicidn de borde 5:
Para 6> 0 X = X y =W _a£=h(t‘—t3)
ay K
Se supone que: .
' to (x, y) = ta (x) tb (y)
y la solucién final es:
t =tx (x, 8 ty (v, €
Reemplazando en 1 , la ecuacidn queda:
%tx 3%ty  ty dtx . tx 2ty
t + : = + -
Voo T By s e Tl Je
ordenando:
('32tx 1 atx)+(32ty_ 1 th)gg 0
2x2 T o 26 3y2 oL 88 ty
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Por lo tanto, la relacidn t = tx.ty satisface la
. * s 7 v - »
ecuacidn y la solucion final se puede lograr mediante el pro-

jucto de las soluciones de las ecuaciones semidimensionales

siguientes:
X ex _ 1 dtx 0
axz d ae - g e & O 0 &6 & s 0
y 32‘«: - 4 d ty i)
———%'QY T Ty @ trrereeceesriecieeeens

Con las condiciones de borde siguilentes:

- Para la ecuacién i)
Condicidn de borde 1:
para 8 = 0 tx = ta (%)

Condicidén de borde 2:

: d .
para 6> 0 x =0 y=0;"§%=%(tx_-tl)
Condicién de borde 3:
» otx _ h .
para 6 > 0 x =D y—};-ax—-K(tX ty)
- Para la ecuacidn ii)
Condicidén de borde 1:
para © = 0 ty = tb (y)
Condicidn de borde 2:
ot
para 6> 0 X = X y=0;ay=%(ty-tl)
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condicion de borde 3:

at
[

Ay — h
nara €> 0 X = 3 ;o= W . el .
X Y - E K (ty ])

¥

W
'

» 7 ~ ” .
_ Luego para encontrar la solucion se debera multi-
plicar las-soluciones de las placas infinitas de espesor D y

W, respectivamente.

" e - . ) .
Para el caso de un paralelepipedo de dimensiones
finitas, se encuentra por la interseccidn de tres placas y en
el caso de un cilindro finito se encuentra por la interseccion

de una placa infinita y de un cilindro infinito.

Todo este procedimiento se conoce por "la aplica-

cién de la regla de Newman".
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PROBLEMA :

Un cilindro sdlido de 15 cm de alto y 15 cm de
didmetro tiene conductividad térmica 1,5 Kcal/h.m.( y difu-
cividad térmica 0,00093 m%/h. Si el cilindro est§ inicial -
mente a 260%y se comienza a enfriar en aire a 27° (h=50

Kcal/h.mz.C )e

Determinar la temperatura en el centro de las

caras planas, después de una hora de enfriamiento.
‘ (Wisniak)

- SOLUCION:
El cuerpo es generado mediante la interseccidn de

un cilindro infinito de radio 7,5 cm y de una placa infi -

nita de espesor 15 cm :

a) Para la placa infinita:
oo 10500093151) _
§7 T (0,075) = 0,166

K 1,5

s - (s0y(0,075) =~ 04

Con estos datos, se obtiene lo siguiente de la figura NB:

£t -t
1- __ 1 o
to- tl = 0,58 Q;%j

to- tl

= 0,42
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b) Para el cilindro infinito:

<8 _ 0,166
roc '
K
hro_o'd‘r
T _,
ro

Con estos datos, se obtiene de la Figura N°g lo siguiente:

l_tc—,t

1 73
to - t 0nl7
tc - t ‘
to - t, /6,8,3

Luego, la temperatura buscada, se encuentra:

. to- E" to- = (0,42) (0,83)
£ - 27 N '
260- 27 0,348

t = 108°C



5.1 Gréaficos Temperatura - Tiempo

Las ecuaciones deducidas para esferas, cilindros y
paredes infinitas, han sido representadas graficamente por

Beissler.

En los grificos la abscisa representa el mSdulo de

Fourier (C*e/jiz), la ordenada representa el cambio adimen
sional de temperatura t - t, y el reciproco del niumero de
to- %y |

Nusselt es el valor del par&metro para las distintas curvas.

las figuras siguientes dan la temperatura central
tc de las formas geométricas indicadas y se presentan gra-

ficos que corrigen por posicidn.

La temperatura en una posicidn cualquiera se obtiene
multiplicando los valores correspondientes de las ordenadas

de ambas figuras.

Para intervalos de tiempo muy pequefios, es conveniente
utilizar los graficos de la Figura N° 8.

v

Para valores de 1/Nu > 10 la distribucidn de tempera-

tura dentro del s81ido es esencialmente uniforme.

Ias curvas 1/Nu = 0 corresponden al caso de resistencia

despreciable.
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PROBLEMA :

’ Un cilindro largo de las caracteristicas sefialadas
mis abajo, se calienta en un horno hasta adquirir una tempe -
ratura uniforme de 204°C. Si le saca del horno y se enfria en
aire a 27°, determinar la temperatura en lavsuperficie media,

después de 28 minutos de enfriamiento.

{(Wisniak)

ro = 6,3 ¢m

K =54 Kcal/h.m.C

h = 145 Kcal/h.m2.C

Cc = 0,106 Kcal /Kg.C

€ = 7900 Kg/m>

SOLUCION :
K _ 54 _ 2
<=3 ¢ = T0,106) (7900) ~ 0r0645. m/h

Para utilizar los grificos de Heisler 3 y 4, se

debe calcular:

& @ __(0,0645) (28/60)
ro< (0,063)<

= 7,58

__K____ 54
I/Ns =36 T (125) (0,063)

= 5,90

Iro

De la Figura N° 4

tc - ¢t
= 0,08



y de la Figura N°® &:

rultiplicando :

tr - t

—_ -1
to - tl
tr - tl
to - t1

tr

- 0'98

= 0,078

40,8 °C

91.
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5.2 Esfera con generacidn de calor

La ecuacion gue rige el campo de temperatura es:

21 _ & 2 +C2
Scp

26 r< or (1)

297
(r ar)

~ sujeta a las condiciones de borde siguientes:

Condicién de borde 1 :
La temperatura en él centro de la esfera es finita :
r=20 T es finita
Condicion de borde 2 :
para © = 0 T = Ti para r =r
Condicidén de borde 3 :
para € > 0 T = Tsg o pafar==s

s = superficie

Sea G = _Q y u=rT , ' (ii)
fcp
luege,
aT _ 1 u Qu _ _dT
26 r 238 Y r-rar+T
reemplazando en (i) :

13u _ ., &% 2 2 dr
r 38 r2 * r

12u Af3u, 3%z 3du
roe ¢FIT r+rar T dr
.QB,.,_.G.H;(azu

Q
@
%
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La solucion de este tipo de ecuacion es:

3 2
Gr -n“ol 6
-3+Kr-é +§e\ [Mcos(nr)-l-Nsen(nr)]

H, K, M y N son constantes por determinar.

‘Sustituyendo en ii) queda :

2 2
H Gr 1\ -n«e©
= — - = . .
T + K 7ol + & i_e iMcos (nr) + N sen(nr)}

Aplicando C.B.l :
Se tiene H= 0 y M=20

2 n2 ' | |
G r 1 -n<qd 6 : .
T = K - G o +rze [Nsen.(n,r)] _(J.v)
Aplicando C.B.2 :
G r2 1l s s
Ti = K = 7 +; ZN sen ‘n r) : (iii)
Aplicando C.B.3 :
Ts=K‘-é '% ZNe sen(_ns)

Para que se cumpla la relacidén anterior, debe ser :

A
v //
sen (n s) =0 para n s =V/ ; n= S
Luego, . _
G_s% . =2
Ts-K--‘Z—— Yy K=Ts + G 8%
o ; 7 o<

reemplazando en iii), se tiene :

2 ' g//
Ti:Ts-&Géi Gr ‘1ZNsen('—'—r)
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/
0= (Ts - Ti) + -2 (s2-r2)+fj-ZN sen ( 2L

¢ol s
Ti - Ts =~ (s? - 12 +-§_’-ZN sen ( 2~ 2
r(ri-1s) = &L (2 _12) 1) N gen ( "s// r)
r (Ti - Ts) - -g—:f- (s2 - r2) -Xn sen ( ‘;/7 r)

Los valores de N son los coeficientes de una serie de

Fourier y por lo tanto, cumplen :

S s

pe /7 .
Ny=-—g——- ./0’ [rti—cz; (sz-rz)_]sen( 4 r) ar

Awbery logrd encontrar la solucidn siguiente (Jacob,
1949) :

¥ 2 ¢ s3 2 sti
Ny = (- l) . )73//30( Y7

- ti : temperatura que tiene la esfera para tiempo cero,

reemplazando en iv) :

2 2 // | y/7
G s Gr 1
T = Tg + A - ZN sen. S r
17 A
"-.2../ /!
T-Tsa—égz(s —.r2)+}"“ N),e-' s % e sen i b o
A.Z ~
- ps = S _Z "“ro( i
T - Ts 7 ol fs -r)-l- N e sen s r
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5.3 Paralelepipedo recto con generacion de calor

Como el paralelepipedo es formado por la interseccidn
de dos placas infinitas, el problema se reduce a estudiar el
caso de placa infinita con generacidén de calor sometida a

enfriamiento ..

Para transmisidén unidimensional, se tiene:

2T P! Q
30 "¢ 3= T op

que puede resolverse bajo los siguientes supuestos:

1) La placa es homogénea e isdtropa.

2) Las propiedades térmicas son constantes.

3) Los coeficientes de transmisién de calor son constantes.
4) Al tiempo cero la temperatura de la placa es uniforme.
5) La temperatura del medio enfriador es constante.

6) La generacidon de calor es constante.

Beck y Meffert plantean lo siguiente:

El origen de la coordenada estd en el centro de la placa y

la solucidn es la siguiente:

2 2
T - Ta Po 2 Po (-ﬁ . Fo)
To - Ta = 2 (1 X2 Bi) }:1 fin® )Ane--"

en que :
_ 2 sen (An)
ﬁn + sen /}n cos /S\n

An



26. -

To = Temperatura inicial

Ta = Temperatura del medio ambiente

Po = 0 X2 R Nimero de Pomerantser
K (To - Ta)
X = Distancia menor al centro

> .
Numero caracteristico

™
I

La temperatura en el centro de la placa (x = 0)
estd dada por:

[0}
| 2
Tx=0 - Ta _ Po 2 Po -/A3n" Fo
o —Ta - 2 Q*t3E; )+Z4 (1 /3-n2). n e

12 temperatura media de la placa que es la tempera-

tura relacionada con el flujo de calor es:

o .
T -Ta _ Po 2 Z‘ _Po -pn2 Fo
To- Ta 3 ( 1+ y ¥ 4(1 ﬁn? ) Bn e

en que

Bn = An sen/’n
An

Si Fo>0,2, sS8lo es necesario el primer término y

la ecuacidén para la temperatura del centro qgueda:

2
Tx = 0 - Ta 2(1+ )"'(1‘20)2"1‘3”/51 Fo
. 1

To - Ta

" La ecuacidn para la temperatura media es:

) 2
T - Ta Po 3 Po -p1 Fo
To- Ta 3 (1 + Bi') ‘1 ﬂl? ) _ e :



970-

vy la temperatura de la superficie de la placa puede ser calcu-

lada por medio de:

2
- P -
Ts - Ta  _ E% + (1 - .P.g.z ) Al cos ﬁl e ﬁl Fo
To - Ta P1

5.4 Enfriamiento sin generacidn de calor

La temperatura central de un cuerpo con transmisidn

de calor en tres direcciones es:

T - Ta x v z = T - Ta % T - Ta T - Ta ;
To- Ta Y To~- Ta To-~ Ta Y To~ Ta

Para la temperatura central de una placa se puedé

utilizar el grafico de Dalgleish y Ede.

Fo

INN =
RS

Bi

FIGURA N°® 9 : Grifico de Dalgleish y Ede para la
temperatura central de placa.

Para las etapas iniciales del enfriamiento, el
método presenta error apreciable.
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Otra solucidn grdfica mds completa es la de Meffert

(Beek y Meffert)

Fo

- S
SEEAAVARALN MRS
SO  NA AN \\ IANARANAN

500
\

200

N \\ \\
NN \\\§j

//
L

100

\

\
ININA
&\
N\

P

fo]
O

- N e =
. Y ] o

20 \\ AN \ Q;x’ 7\\'\ AN T
10 \\ \ x%\%\\\\\\ix ~ _— _
5 Fo samt/X*  Byno¥xs3 \\ ’I\ 5 q‘b\\\\'\\\r\\\

) ____“'1" s O&b\" \\\ \E\\Q\\ 04

NI ; \i \\\\\'\\\\ \\\\
o | - N E = o
Q2 ‘ \\\5‘\\\ o.s
o1 \E\:\\‘ﬁ‘i
18 0000 000t 001 . 01 02 05 1 2 5 10 20 5009;o

B 10000 1000 100 1 5 2 1 05 02 01 005 002 00t

' FIGURA N° 10 : Grafico de Meffert para la temperatura
: en un cuerpo semi-infinito.

Es posible utilizarlo hasta el momento en que una

cara de la placa alcance la temperatura que tenfia la otra placa.

En el caso de tener que calcular el flujo de calor al

cuerpo es necesario conocer la temperatura de la superficie

del cuerpo:
h
T — Ta | _ (B —-\’Klt )
'_('ro-'ra)s—he * ' -

las constantes son: A = 0,982 B = ;0'919
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Si :

T = Ta
To- Ta) s > 0.3

las constantes son:

A = 0,409 B =-0,218

La temperatura adimensional de la superficie, se puede

obtener con el gréfico de Grigull (Beek y Meffert)

Temperatura adimensional

0,5

0

e

107" 107 w0ttt 1 10 10° 10

- Bi\/Fo

FIGURA N° 11 : Temperatura adimensional de superficie
' de una placa.

En el caso de la temperatura central de la placa infi-

nita sin generacidén de calor y considerando sélo el primer

término.
(I=T2) =, e-ﬁ12F°
To- Ta € 1l ]
2
o o (I=Ta, e Fo

To~- Ta ‘cC

y en el caso de la temperatura media :

_ 2
T - Ta _ - Fo
To-Ta 'm _ © e f1

¢ 1
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T = Ta = - Fo
( To- Ta )m Jm e ~1
A su vez f se puede aproximar a 1/10 del tiempo de

enfriamiento,

En el caso de un cuerpo en que se produce transmi-

sidn de calor, segun los tres ejes se tiene:

1 1 1 1l
fxyz fx fy £z

y jxyz = jx . jy . Jjz

Por lo tanto, el tiempo de enfriamiento es:
1

t = fxyz log (jxyz _T - _Ta )
To - Tx

Pero, las etapas iniciales del enfriamiento no son
representadas por esta funcidn y s6lo se tiene una buena
aproximacidén para:

T - Ta

Too Tx _ 0'©

Si se aplica la simplificacidn:

oL 2
X S 1tED

el 1/10 del tiempo de enfriamiento se encuentra répidamente.
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FIGURA N° 12 :
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FIGURA N°® 13

Relacion entre Fo y Bi para placa

N
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0,1

10
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100

‘su

centro y media de una placa.
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¢+ Factor de forma péra‘la super ficie,
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5.5 Enfriamiento con generacidn de calor

-

En los productos con generacidn de calor se tiene

lo siguiente:

or 3% o
o6 —O(axz chp
para

t:O Y x =0 BZT_
=0
I}

hay que recordar gue el cuerpo tiene temperatura uniforme

al comienzo del proceso:

Se produce un alza de temperatura que depende de
las caracteristicas especificas del producto; por eso se llama
calentamiento adiabdtico. Después la temperatura empieza a
descender manteniendo una diferencia entre la temperatura del

objeto y la del medio reffigerante.

Después gue ha pasado bastante tiempo, esto sig.-
nifica numeros de Fourier grandes y despreciando los términos

pequefios, se tiene:

- para temperatura del centro:
T - Ta Po 3
i o s— b
To~- T%le 2 (1 Bi
- para la temperatura media:

T -~ Ta\ - Po 3
e ———— = P4 + ——
To=- Ta)u 3 (1 Bi )
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- para la temperatura de la superficie:
T - Ta _ Po
To~ Ta s Bi

reemplazando Po, se tiene:

- temperatura del centro:

(ze - m), - LX (14

- temperatura media:

W j=

CTC -»T%)m = QE_-

3
+--—-—
( 5e)
- temperatura de la superficie:

2 1

= Q..___-—
(?c - Ta)S R Bi
y suponiendo valido:
ilgi' = 1+ =7
X - Bi

se tiene:
i . |
CTc A Ta)c 5%— £ A
Solucién del primer término para placa mfmlta con gene-

racidon de calor.

La ecuacidn siguiente:

T - Ta\ _ Po 2\, 1, _Po_ - p12 Fo
<To- Ta)c 2 (l+ Bi)+ (l 3;2) i o
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transformada queda:

. . 2
T - Ta Po 2\ Po - p Fo
e ————— - S—— + m——— 3 -

(To- Ta )C 2 ( 1 B.i) (2 51-2) Aye M1

T - Ta Tc - Ta Po - Fo
To- Ta‘> - (;o - T;> (l Plz) Ale F
) C ce

Dividiendo ambos miembros por 1 —(;g : $Z‘> y reemplazando
ce

en el de la derecha, queda:

(& - Ta) _<Tc - T:) . 'Po
To- Ta o To = T ce 1 - 3;2 _ Ao _612 Fo
l________..._c—Ta = l_.P_o_l+2_.) 1 ’
To - Ta) 2 ( Bi
ce

T - Tc ‘ch . de ‘e - plz,Fo
To- Tc J - J

'1 - Po

Po 2

La generacidén de calor influye en el tiempo de enfria-
miento y puede expresarse como un factor de retraso térmico. Los

valores de B1 pueden obtenerse de la figura:

0 4 B 12 16 20 FIGURA N° 14 : Valores del

¥ 1 1 i

némero caracteristico Pl

0 40 80 120 160
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Y también de:

i _ .1 £ .4
Py 2,303 x4

reemplazando en jch, queda:

1 - Po £ . o~
2,303 X

-2 (1 5

jch =

El enfriamiento es posible si se cumple:
Po 2 £
2 (} + Bi) £ 1

Para numeros de Biot muy grandes se produce enfria-

miento si Po < 2.

Beek y Meffert definen un "radio seguro" que seria el
tamafio de un cuerpo para que cierta diferencia de temperatura

dada no se exceda.

En el producto, se tiene:

- = Q....Xz
Tc Tsu 2K
luego,

x* = 2K Ar

X = V2K4T = radio segquro = RAT

La relacidén es vilida cuando aumenta Q con la tempera
tura; en este caso se recomienda tomar el nivel miximo de

generacién de calor.
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Solucién para paralelepipedo recto con generacifn de calor,
con el primer término:

En este caso de transmisién de calor multidimen=-
sional se utiliza un factor de forma N que se obtiene de la
 figura siguiente:

1
n
050
=N
IePaNANN
N N
N"'\06 N B \
IS NN N
040 "O' \\\\\\\\
7 \\\\\
58\\ \\\\\\
Og S \\\
5 BNANNNY
03 e SUERNNN\
NN
\ N
0.20
0 05 '.)7_$ 10

FIGURA N° 15 : Factor de forma en funcidn de las
: dimensiones.

Respecto a la dimensi6n mds pequefia, se tiene la
ecuacion siguiente:

.
T ~-Tal _ Fo 2 _ FPo - B, Fo
(To_ Ta)c — (1 + Bi)+(1 5.2 ) ae M1

To- Ta N B1i
ce
o | Tc- Ta - Q X2 (1 2
To- Ta - N K Bi

€
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El factor de retraso térmico es:

1 -2

jch = B1
Po, . Z_
1-21+ &

1

. 2 2
§;=§;"§2+(§')§72+§);f§2

Por otra parte, si se utilizan las simplificaciones
vistas anteriormente, se tiene:

T po x &
L -2303 X Tz

jch = ”
Po x . 2

-7y (l*Bi)

b'd 1 1 T .1
fxyz = Ex ¥ fy fz.
También se tiene:
X o +'27
X By

y(Tc-Ta) _ 9X £ _ Qf
To - Ta
ce

Como N y f son dependientes del cuerpo, los autores
nombrados presentan relaciones entre el 1/10 del tiempo de
enfriamiento y la temperatura residual para cuerpos rectan-

gulares.

!



Geometr Ta £ .2;; <TC - Ta) _oé_ cp | /Tc-ra\ cp 198-"
To - Ta/ % Q |\To-Ta j £0
., 2 1 2
_ L2 1 2

varilla cuadrada 1/2 (l +'i‘£) 1/3,4 (l + %1‘ ) 1/1,7

‘ 2 2
Cubo | /3 (1 + Bj_) 1/4,5 (1 + Bi.) 1/1,5

5.6 Cilindro finito

Para un cilindro finito a temperatura inieial
uniforme expuesto a un ambiente a temperatura constante y que
tiene una resistencia convectiva de superficie despreciable,

el campo de temperatura es:

o o0 + 1 _
Ts = T _ Z [ 2 (-1" cos ( Bm 2 ';_-{ )
Ts - Ti mz=1{ mnz{ Pm ‘

- ' | : 2
230 (Bnz/m) _[- (%%Z)‘f 4 By ot ]

* R% g, (Bm) €

en que:

V4 .
rafz de la funcidn coseno

(1]

pr-
gn

Ts

rajiz de la funcidén de Bessel

e

Temperatura del medio ambiente

Ti : Temperatura inicial

con las condiciones de borde siguientes:
Condicidén de borde 1 :

Tg = T

Para £t =0 Te - Ti

(r I Z'O) = 1
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condicidn de borde 2

Para r = ro Ts - T
Ts -« Ti

(ro, z, t) =0

*e

- Condicidn de borde 3

Para z=L y z=-L Is =T =Is =T -
Tg - Ti (r:th) »TS - Ti (rl th)— 0

Las series del campo de temperatura convergen répida-
mente para nimeros de Fourier, mayores que 0,2 (Singh, 1982)
y tiempos largos, cuando ha pasado algin tiempo es posible

considerar s8lo los dos primeros términos (Yafiez, 1983).

El JSampo de temperatura queda:

TS =T _ ). 2 =1™ " Yoos (e EE)
Ts - Ti w=1 n=1 Bm J1(pn) pm |

219—-(-?——?2”& - e s B e ]
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6.0 METODOS NUMERICOS Y GRAFICOS EN CONDUCCION TRANSIENTE

En forma analoga al caso ya estudiado, se procede a
reemplazar el cuerpo en cuestidn por una red de nodos y barras

ficticias.

Lo que se logra es que la ecuacidén diferencial se
transforma en un sistema de ecuaciones diferenciales finitas
que expresan la temperatura futura de un nodo en funcidn de

su temperatura actual y la de los nodos vecinos,

Este sistema de ecuaciones se puede resolver por

medio de un proceso iterativo.

6.1 Método numérico

Se aplicard lo dicho a un sdlido de espesor b. En
€l se construye una red de cuadrados de lados Ax vy Ax, tal

como estd en la figura N° 16.

Para el tiempo @ = 0 1las temperaturas de los nodos

0,1,2,3 vy 4 son to‘, tl' tz ’ t3 Yy t.4 ., respectivamente.
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El nodo O pasa de to a t'o en el tiempo 40 y si éste

es bastante pequefio se puede utilizar la ecuacidén de Fourier

para pared plana. El balance térmico del nodo 0 es el si-

guiente:
t, - to t, = to t, - to t, - to
I(Axb‘—*z;:—"+I(4xb“*75;—--¥I(Axb‘—*zzr*'+ KAxb“izzr—
Ax)? -
= fop L8H° (g L g

Ae

Simplificando y ordenando:

: AX ‘ B
+ + + - 4 to =, x) £'c =to
tl t2 t3 t4 t ¢ KA e ( )

Definiendo:

__kx 4de_ _ode
M=%c @xn?2 = @x

2

Reemplazando, se tiene:

tl + t2 + t3 + t4 -4 to = M Ft e to}

+ -— —4 s -
M(tl+t2ft3 t, -4 to) = t'o - to

: 1
t o —_—
y ¢t'o M[t1+t2+t3+t4+_(m 4.)to]

Expresiones andlogas se pueden escribir para cada

nodo de la malla.

Hay que elegir valores de M adecuados y se puede

sequir un procedimiento iterativo que indique las var iaciones
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de temperatura de cada nodo para intervalos de tiempo Ae

gucesivos,

Para aclarar el procedimiento se resolvera el pro-

blema siguiente:

 PROBLEMA:

Sea una placa infinita con las caracteristicas sefia~
jadas mds abajo y que inicialmente estd a 100°C al tiempo O = 0
se sube bruscamente la temperatura de la cara x = 0 a 300°C. Se

pide determinar la variacidén de la temperatura interior con el

tiempo.
— [ — T ‘L = 16 cm
' N
N = 0,04 m?/h
AN
N arslacion
N
N
(Wisniak)
SOLUCION:

La placa se divide en cuatro secciones de 4 cm
cada una, y la mitad de una seccidn se ubica en contacto con
la cara exterior y la otra mitad al lado de 1la pared adiabd-
tica y se tiene una situacidn de nodos y barras como indica

la figura siguiente:
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< L = L=fbem
id:qo‘{
Y
N
2 3 ¢ 1IN
N ..
\qu(atnq
N
Ax-Yl0x=¥ [Ax=9] N
N
bx>2 b2

Para el nodo 2 se puede plantear el balance térmico

siguiente por unidad de espesor:

xhx (1) t1 - % K Ax(1) 3 - % = cfdxdx(l) tty - )
Ax Ax ‘, : Ade

Definiendo: kde __d_é_e_
M= oPAn? T @x?

Ordenando y despejando, queda:

' = M[t + £, +(;4—-2)t]

En forma andloga se obtienen:
tv= Mt +t +(—1--2)t]
3 2 3 M 3

| —
t, M[t3+t+ 2) ]

Para el nodo 5 se puede considerar la superficie

.o - . . <
adiabatica como una linea de simetria y se tendria:

t' = M[%*%*(hl’ ) ts]
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Se tiene el sistema de ecuaciones y hay que elegir el
valor de M, aparentemente se podria elegir cualguier valor; pero,

f{sicamente se debe cumplir:

2 fi

-220
M <1/2

c sea,

Ao 5_(_&13)2
2

Eligiendo el valor mayor M = % , se tiene:

1

' =—

e, =35 (g +t)
1 -,

'R S +
tly =3 (&t
g, =2 (e, +t)

4 =3 (¥ 7 %

1 |

" == =

thy =3 (2t ts

los intervalos de tiempo se obtienen de:

 dx?  (0,00)2
do = S5 = (0,04)

= 0,02 h (1,2 min)

Con estos datos y relaciones se puede construir la

tabla siguiente.

Para el tiempo cero se recomienda utilizar una tem-

peratura media superficial entre dos valores extremos.
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6 min tl t2 t3 t4 ts
B 200 100 100 100 100
1,2 300 150 100 100 100
Y 300 200 125 100 100

3,6 300 | 212,5 | 150 112,5 | 100
4,8 300 225 162,5 | 125 112,5
6,0 300 231,3 | 175 137,5 | 125
7,2 300 237,5 | 184,4 | 150 '137,5
8.4 300 242,2 | 193,8| 161 150
9,6 300 246,09 | 201,6 | 171,9 | 161
10,8 300 250,8 | 236 181,3 | 171,9

Si se elige M menor, mejora la precisi5n del

resultado. Por ejemplo:

ds =

=3 (8 * %t t)
ey —--‘3;‘ (% 5+ t4)
e, =3 (&3 ¥ €y ¥ t5)

t'5=-—:1; (2¢, +¢)

_ (0,092 _‘

3(0,04)

= 0,0133h = 0,8 min
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La tabla gueda:

@ min £ t, t, t, £
0 200 100 100 100 100
0,8 300 133,3 | 100 100 100
1,6 300 177,8 | 111,1 | 100 100
2,4 300 196,3 | 129.6 103,7 | 100
3,2 300 208,6 | 143,2 | 111,1 | 102,5
4,0 300 217,3 | 1s4,3 | 118,9 | 108,2
4,8 300 223,9 | 163,5 | 127,1 | 11s,3
5,6 300 229,1 | 171,5 | 135,3 | 123,2
6,4 300 233,5 | 178,6 | 143,3 | 131,3

PROBLEMA:

Sea una placa infinita de las caracter Isticas sefia-
ladas mis abajo y que inicialmente estd a la temperatura uni-
forme de 0°C. Si al tiempo € = 0 se pone la placa en contacto
con un fluido a 1000°C, determinar la variacidén de la tempe -

ratura can el tiempo;

o = 0,05 m2/h 5 K = 10Kcal/h.m.C ; K = 50Kcal/h.m?.C
L =25cm , espesor 1 |
(Wisniak)

" SOLUCION:
La placa se divide en 5 secciones de 5 cm cada una

y la mitad de una seccidn se coloca en contacto con el fluido
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y la otra mitad al otro lado de la placa y se tiene una situa

cién de barras y nodos como indica la figura siguiente:

W\

Sl 23 E3

bt ] 5 *‘ b

Para el nodo 1, se tiene:

ndx (1) (tg - £) + K8x(1) £ =% = cfoAX_(l) 05

Ax 2 A e
héx - _ cf (Amz .. -t
K (b -t v E -8 = T T e
Definiendo: ‘ :
M__KAQ Nu.=hAx
=P (Ax?2 Y K
Reemplazando y ordenando:
e.o=2m[ ¢ + Nu tg == -Nu-—l) t]
1 2 2M 1

Para los nodos interiores:
e, =ut +t+l:-2) £, ]
2 1 3 M 2

t'3=M[t2+t4+(§-2) £, ]

\



1

ey = migr et (5-3 t |
ey = ule +eg s i'?‘)tsl

y para el nodo 6:
', = 2M [t5+Nutg+('2'f§"-Nu-l)

Fisicamente, se debe cumplir:

_51__ “Nu-120
S
2Nu + 2

B =

=
Reemplazando los datos del problema, se tiene:

1
2 50{8,05} + 2

Mg

M < 0,40

con M = -]é" , se tiene:

tt, =

1

1 2 (tg+tl+4t2)
B =2 (b, +ty +Ey)

23 H TERTE
g = (t, + t, + t,)

3. 3 2 3 4

e, =1 + +

473 (g5 + ¢, +E)
t* - (¢, + t_  + t.)

5 3 ‘4 5. 6
£ -1 (tg + £, + 4t.)

6 6 6 5

118.~-



el intervalo de tiempo:

“de _ 1
(Ax)2 ~ 3
A6 = 1 min
é min tl vt2 t3 t4 ts t6
; 0] 0 0 0 0 0 0
1 166,7 0 0 0 0 166,7
-2 194,5 . 55,6 o 0 55,6 194,5
3 236,2 83,4 18,5 18,5 83,4 236,2
4 261,6 112,7 40,1 40,1 112,7 261,6
5 285,4 }{: 138,1 64,3 64,3 138,1 285,4

6.2 Método grafico

M

N -

119.~

El método de Binder-Smith se basa en el médulo

(Kreith,

1963)

6.2.1 Pared simple

Ocupando los datos del problema (P.112), se tiene:

Ae =
£'2

s
t 3

]
s

 §
tiy

1,2 min

l
N N N

n
rt
N

5y * e
g+ 8

$t3 + ts)
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300° 4
' 3,6
200 .
36
{ 12 X’
> 48
000 ad ]
1 2 3 wl3s ¢

Se empieza suponiendo para © = 0 la temperatura de
200°C, se dibuja la 1inea que une los nodos 1 y 3, ésto deter .

mina que la temperatura del nodo 2 sube a 150°C.

El segundo paso es supoher la temperatura de la pared
300°C. Se une el nodo 1 con el 3. Se dibuja 1la linea que une
150°C del nodo 2 con el nodo 4 y la temperatura del nodo 5 no

cambia. Se sigue asi sucesivamente.

Supdngase una pared infinita que estd inicialmente a
la temperatura to y que se pone bruscamente en éontacto con un -
fluido a temperatura tl. En todo momento se deberd gumplir con qué
el calor que recibe la cara a x = 0 debe ser ‘igual al que ella

transmite por conduccién al interior del sdlido.
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Q =ha (t1 - ts) = -K A 4 ts
’ dx

ts : temperatura superficie pared a €. Se supone que la pared
| se extiende al fluido en un espesor ficticio Ax* tal que

la caida de temperatura sea igual al dts
‘ dx

£, - ts - dts
Axx dx

Luego ’

!
I
I

ct
o
~
wn
Il
L—'
(5,

r’-

I
ot
rr
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t1,

- &/h ]

(Diagrama

para repetir el cdlculo gréfico)

£l método de Schmidt se puede aplicar también a

problemas, cuyas condiciones de borde varian con el tiempo.

Ejemplo:

Una placa plastica de 8 pulg de espesor tiene una

cara caliente y otra fria. Repentinamente la

la cara caliente baja a 100°F y el h cumple:

temperatura de

h=2,0+ 0,02

(Ps - Too); Ks =2 Btu/h pie °E y & = 0,003,pie2/h.
ts caliente inicial 100°F y ts fria inicial 100 °F
SOLUCION: .
0 rs(°F) | Ts~Too(F) | h(Btu/n.pie?.F |3.12(pulg)
0 500 400 10 2,4
2 345 245 6,9 3,48
4 310 210 62 3,88
6 285 185 5,7 4,2
U2 _ 46 =1,151n

' 8i Ax =1 pulg vy de

200
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6.2.2 Paredes compuestas:

La ecuacidn basica es: T K o 2'1‘

36" 7c on

Se reemplaza X por e tal que:

4
¢z , 2§ Lx

o3 L

Y gueda: 2
ST _ .1 9°7
36  Kfc €2

0

En la forma de diferencia fi_nita:

AST 1 Azg‘l‘
Ao kfc AE?

124, -

Se obtiene: £+ 1 2 A e Th + 1+ Tn.l

Tn = K9 cpb” ( 2

Con el cambio de variables, en la interfase los

gradientes son:

B[4 )e

Si se elige Ao tal que: 2 de

K§cA§2

y que sean los mismos en ambos materiales:

K§c () <
‘I

Ao 1 x¥c b 2 Af1 (K¥e) 1I
Ae1x ~ 1= A > Ab1ix =J(K§’c) I

y en funcidn de Ax
Ax I b !

P Y 1
=

A xII K2
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Una camara de combustion tiene una pared compuesta de
una capa interior de refractario (alﬁmina de 1/8 pulgada y una

capa exterior de acero inoxidable de 1,0 pulg de espesor.

Refractario Acero
Kr = 2 Btu/h.pie,F Ks = 10 Btu/h.pie.F
or = 0,05‘pie2/h & = 0,20 pie?/h

No hay enfriamiento externo y las paredes fallaran si
el refractario alcanza 3.000°F y el acero 1600 °F. Si el
hi = 15 Btu/h.pie.F, (

calcular el tiempo de operacidén posible si la tempe-
ratura incial es de 100°F y los gases de combustidn alcanzan
5.000 °F.

sorucIoN: dxs 4| ds _ \’ _
xS =4 = 2
4 xxr or . A

si Axxr = 0,05 pulg = 0,00417 pie 5 partes
Axs = 0,00417 x 2 = 0,00834 10 partes

Sin embargo el ancho real de cada capa es:
Lr/xr = 0,25/2 = 0,125 unidades de espesor, da 5 capas.

Ls/Ks = 1,0/10 = 0,10 unidades de espesor, da 10 capas.

Entre el refractario y el gas

- ToOo

A Ar -
%=KZ—§’X=0=‘A‘TIf=O=h(T¢w ..Too)':ﬁf- o

k7 462 4,2
de = g = 2ar

(3600 i%- ) = 0,6258
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Del grafico se obtienen 16A €

1 {40 = 10s

SOLUCION

R .

\/\ - e 014D} s[4
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6.2.3 Cilindros macizos o con hueco interior.

Si la pared es muy delgada se hace el cdlculo con-

siderando placa.

O sino se aplica el método siguiente:

aT:&( + 1 aT) ()
r r

puede ser transformada en una ecuacidn de diferencias finitas,

si se supone

M= Lr | r=eM—+%=e—M‘
am _ 1
dar r
y, 2T _3T M _ 1 3T
9r ?°?M ar r oM

Diferenciando el Ultimo término, da:

32p [1 3% A7 Bglzrl 1
ar‘2=;m+ﬂ oM ]r

d(1/r) ? -M -M 1
? Mr-_ M _(.e ) =-e T

Reemplazando, queda:

d32p 1 d2¢ 1 d
3r2 - 12 5337"52 oM
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sustituyendo en (i):

2?-4 i T_1 _¢1T I
de aM"’r2 M r2 M
2T _y1 o

o8 _drz I M

y en forma de diferencia finita:

Tnt+1 - tn" - o ®n + 1t 4+ Tg}— 1® - 2rnt
Ae r2 :
: t t
t+1 t 2d8e /mTpn+ 1" + TR - 1" t
n n =»(rAM)2 2 n
y se debe cumplir que:
2446 _ .
(xr dM)2 ~
luego: ¢¥1  Pn + 15+ pp - 1t -
Tn = > N idem placa

Las divisiones son de incremento constante.r 4M, luego

el espesor debe ser dr/r.
PROBI.EMA «

’ Un fluido que tiene una temperatura de copa igual a
300 °F fluye por un tubo de ss tipo 347 DI = 1 pulg, DE = 21/2
pulg. Inlclalmente 1a temperatura en la superficie exterior del

tubo es 100°F y estd en estado estacionario. La conductancia

unitaria superficial es 250 Btu/h.pa.e2

rior del tubo.

.F en la superficie inte-~

Si el fluido se calienta repentinamente y su tempera-
tura aumenta linealmente a 100 °F/S. Calcular la distribucidn de
temperatura en el tubo 6 segun&os después que se inicid el ¢a=-

 lentamiento del fluido.
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Las propiedades medias son:

Ks = 10,5 Btu/h.pie.F
s = 0,197 piez/}x
12

S i 44 _ 12 .
15='g=g —> ¢

]
ool o))

(Kreith)

SOILUCION:
El tubo se divide en 6 secciones anulares de 4r = 1/8

pulg.

Hay que calcular 4 M

Seccidén N° Radio interior Radio exterior Radio medio AM=Ar

pulg pulg pulg  pie r

1 0,500 | 0,625 - 0,563 0,0494 0,222
2 0,625 0,750 0,688 0,0573 0,182
3 0,750 . 0,875 0,813 0,0678 0,154
4 0,875 1,000 0,938 0,0782 0,133
5 1,000 1,125 1,063 0,0886 0,118
6 1,125 1,250 1,188 0,0990 0,105

0,914

La resistencia equivalente en la capa interior:

q

- ~ ‘. 7.
=% (2 /ri) (oo - To) = 2//xi (K %) r:o
. gy —xe (2T My  _Ks 3T
' h (Too To) = Ks (DM r) r=p ° ri M



La distancia equivalente a K/hri

10,5 Btu/h.pie.F (12 pulg/pie)
250 Btu/h.pieZ.F (0,5 pulg)

= 1'0

4r2  0,125/12  pie?

y 40 =37 = ) (0,157 pict/my 3600 s/h = 1,0s
< L3 > AM s B, bay
A 3
900

100

1310 -
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(Diagrama para repetir el calculo grafico)
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7.0 APLICACION A ALIMENTOS

Las expresiones estudiadas y analizadas en los capi-
+ulos anteriores se pueden aplicar a los alimentos con sus ai -
b . '3 s / *

versas formas geométricas y en los distintos procesos tecnologicos

disponibles.

Se darad especial énfasis a los tratamientos por bajas

temperaturas de los alimentos.

7.1 Tratamiento por bajas temperaturas:

En alimentos se utiliza un mismo tipo de ecuacidn,
tanto para el calentamiento como para el enfriamiento para cual-

quier figura geométrica.

En el caso de resistencia interna despreciable, se

tenias
I-IM e 2 AV ©
To- TM P
romando logaritmo y separando variables, queda:
log (T - TM) = - —= + log j (To - TM)
h )
o = 2303 cefv o4

£{sicamente fh es un factor de tiempo que representa la velo-
cidad de caleﬁtamiento. En un grafico semi-log es iguél al
tiempo necesario para reducir en un cicle la diferencia de tem-
peratura entre el medio de calentamiento o enfriamiento y la

temperatura inicial del objeto.

El valor j representa un factor de forma definido
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. Ta = TM
37 1m0 - TM

en qgue:

Ta : el intercepto de la curva de calentamiento o enfriamiento

en papel semi-log.

Para predecir los valores de los pardmetros en el
centro geométrico de los cuerpos Pflug et al., desarrollé gra-

ficos de estos parametros en funcién del numero de Biot, Ver

figura 16 y 17.

esfera

cilindro infinito

placa infinita

- (Pflug et al., 1965)

FIGURA 16 : Influencia del numero de Biot en el factor
de forma en el centro geometrico del cuerpo.
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= paded-1-
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=
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.33
T 3
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> hd Y
| . oox
L t

Placa infinita
Cilindro infinito

Esfera

'_';;.:t._;._;__. B R

ars

(Pflug et al., 1965)

FIGURA 17 : Relacxon entre el factor de txempo Yy
el numero de Biot para transmisidn de
calor transiente.

En el caso de objetos finitos se puede aplicar la metodo-
logia de obtener sus formas por interseccifn de formas geométricas

infi.ni.tas.

En el caso de un paralelepipedo, se tiene:

[T - T™ _ (I -TH T - TM ? - T™
To- TM < To- TM ° \To- T™M To- TM
paralelepipedo X b4

En elvcaso de un cilindro finito:

T-TM) T - T™M T -~ TM
o— L . ® = - S @ * L] s @ -
To- ™ cilindro finito To- T cilindro infinito To- TH placa

“infinita
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y para los pardmetros £ y j, se tiene :

1 1 . 1 1
f paralelepipedo £x fy fz

en el caso de cilindro finito:

1 1 1

f cilindro finito ~ £ cilindro infinito = £ altura

j paralelepipedo = jx . Jjy « Jz

Alimentos de forma irregular :

Los procedimientos dg cdlculo han sido desarrollados
para objetos de formas geométricas regulares, pero muchos ali-
mentos tienen otra forma y los éélculos del campo de tempera -
tura se pueden realizar asimildndolos a alguna forma geométrica
regular. Pero, existen alimentos que no pueden ajustarse a algu
na figura geométrica regular y para ello se han desarrollado

los procedimientos que a continuacidn se exponen.

Smith et al.,(}QG?)prcpuso usar el Indice Geométrico
(G') cuando el objeto se asemeja a un eliposoide y el indice

cumple la relacidn siguiente:
2 2
B, =¢c'//
B, : es el coeficiente del primer término de la raiz de la

ecuacion +ranscendental para conduccidn de calor cuando la

resistencia interna y externa son finitas.
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La ecuacidn anterior es valida para cualquier geometr ia
gue cumpla : |
0,25 = G' <1

que son los limites de la placa infinita y la esfera respecti-

vamente.
A su vez se cumple :
1 3 3
$ = — +
G 4 8 A'2 8 B'¢
Y av = 2%
e
BY = Db!
e

b* : representa la mitad del semi-eje mayor de la elipse de

irea equivalente al area mayor del objeto.

a' : representa la mitad del semi-eje mayor de la elipse de

irea equivalente al drea menor del objeto.

e : es la longitud caracteristica o el minimo semi espesor

del objeto.

Para aclarar la aplicacién de estas definiciones,

ver figura 18.
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‘(Smiﬁh et al., 1967)

FIGURA 18 : Dimensiones consideradas en el desarrollo del

{ndice geométrico para un elipsoide.

Smiﬁh:et al.también propone el normSgrafo de la_ figura 19
para calcular la distribucién de temperatura en objetos de
formas andmalas basado en G', aunque los datos han sido probados

para formas elipsoidales.

También, encontraron que la temperatura del centro de masa

depende de G' y la localizacidn del centro de masa es:

Ima = G* 0-14 _ o 55



Ima : es la razbén de cualquier distancia que involucra la

longitud caracteristica dividida por la longitud ca-

racteristica (e).

También elaboraron un grdfico que presenta el campo de
temperatura en funcién del nGmero de Fourier y como parametro
estd G'. Relacidén que se puede aplicar al caso de transmisidn

de calor de la resistencia de superficie despreciable.

10t~
bidoy
8t
T
(18
5_
&
o 3
v 3E )
g - placa infinita—}oz
O E i
g 2F F
43 - [
(o] = - 030
g 1
o8 ob ! 8
TY  osf - B
na O8F N N
vig 0T [ 20 : \Q
ﬁtj o8t i = 040 £
osf 10 2 - 8
o oF 40 g 2 o
H 3 - 50 Pii}
@ o3} N L 050
5 % -3 E -
E -80 & - - i o]
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FIGUiA 19 : Nomograma para calcular la distribuc%on de la
temperatura en cuerpos con formas anomalas.

(smith et al. 1967)
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Los graficos 20, 21, 22, 23 y 24 se pueden utilizar
para encontrar la temperatura adimensional que permita el

calculo de la temperatura del centro de masa.

)
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R : S ﬁe A \\. \‘
- f _—% hY
gt @ AN AN BNEEAN
: & ( \\ \‘\ \ \\
N N
apot ~ \ AN '
: ao o2 c4 o ‘08 Lo L2
Namero de Fourier (Smith y Nelson, 1969)

FIGURA 20 : Distribucidn de temperatura transiente
: . para la temperatura del centro de masa
con pardmetro del indice geométrico para
ios casos de resistencia despreciable en
la superficie.
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FIGURA N° 22 : Grifico para determinar la temperatura en el

centro de un objeto con G = 0,30.
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FIGURA N°23 : Grifico para determinar la temperatura en el
centro de un objeto con G = 0,70,
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FIGURA N° 24 : Grifico para determinar la temperatura en el

centro de un objeto con G = 0,90.
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Alimento sSlido envasado en lata cilindrica:

Para un alimento s8lido envasado en una lata cilin-

drica, tal como se indica en la figura siguiente:
e— D

4,44.

/;.__y_ o

|

Loncin presenta la relacidén siguiente para el campo
de temperatura, suponiendo Biot infinito:

n=Qo0 m=Q0

r-ze 2_ >_ BB e [(D Bnqzm-ﬂ)j

| 'Fot} X
2 . - ~ 9 | '
8 h 2 2 f_’_ 1
¥ (2m-1) Bn Iy (Bn) exp{- [@ ?n + f2m-l? (2) ](Fot-l’-‘oh) J
. ~
R f 1/2h - Z
x Jo (Bn 1/2 D ) sen{ (2m~1) > 12 5 ]

donde:

To : temperatura inicial uniforme antes del calentamiento,
at=20
Tr : temperatura del medio calefactor en la autoclave.

Tc : temperatura del agua de enfriamiento.
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(K/fcp) x (tiempo total)

Fo, : (1/2 1n)2
Fo. s (K/¢fcp) x (tiempo_ de‘calentamlentql
h ° « (1/2 h)“
Bn : es la raiz enésima de la ecuacidn Jo (Bn) =

tiempo total = tiempo de calentamiento + tiempo de

enfriamiento.

7.1.1 Refrigeracién de hortofruticolas:

En el rango de temperaturas cubierto por la refrigeraciédn,
se ha encontrado que la transferencia de masa del agua del pro-
ducto hace una contribucidn importante (Beek y Meffert; 1981),

desde el punto de vista de la energia.

La evaporacion del agua del producto ayuda a aumentar la

velocidad de enfriamiento a expensas de la pérdida de masa.

Cowell ha desarrollado expresiones analiticas para prede
cir la diferencia de concentracién en una placa de so6lido gra-

nular homogénea, cubierta con una membrana de permeabilidad p :

~ e -eca A o cosh (X \[—-) )
cs_?a - - B_cosh (X\l—-)-i-\[i-f senh ‘X ‘/%—)

Ca

(1)

concentracién de vapor de agua en el ambiente (Kg/m3).

Cs : concentracidn de vapor de agua saturado.

coeficiente de definicidn.
s coeficiente de transpiracion (1/s)

distancia (m)

X KN B U

(13

distancia menor del centro a la superficie.
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La velocidad de evaporacién del agua en una placa es:
W=E (Cs - C)

¢ : Concentracidn media de vapor de agua (Kg/m3)

y para:

- Cs - Ca

cem e X \/:F‘:- constante X \[‘E) "'IE
D D H

H : Ceoeficiente total de transferencia de masa (m/s)

Para calcular la transferencia de masa en un paralelepi-

pedo, se puede aplicar:

]—IX'YIZ =>];,<07‘§7 -/-—72

en que:

o

transferencia adimensional segin el eje x

~
%J

transferencia adimensional segin el eje y

by
N
"

transferencia adimensional segiin el eje z

Los coeficientes E y D, para algunos productos,  estan
en la tabla siguiente: '
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TABIA N°® 5

COEFICIENTES DE TRANSPIRACION Y DE DIFUSION

A GRANEL
PRODUCTO E D
\ (1/s.10-3) (m?/s.10-6)
Huevo 1,10 : -
Bulbos de flores 1,14 ‘4,03
Peras 3,26 5,04
Flores cortadas 32,2 11,3
(especie tulipdn) :
Pimiento dulce 5,42 6,10
‘Berries | 16,0 7,40
Manzana 2,88 4,46
Papas 1,54 ’ 5,94

El coeficiente de = difusién- a granel, se puede cal-

cular:

D = Dw-a (1 - 1-€b)

€b : porosidad a granel

y con la ecuacidén de Schirmer, se calcula:

TK
=

Az73) 1,81

, ‘ .
Dw-a = 23 . 10~6 (;% )
en gues

P : presidén en (Pa)

TK: temperatura (°K)
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La porosidad a granel:

§b

€b =1 - Fp

b : densidad a granel
fp : densidad del producto

La porosidad total es:

§
€ total = € producto by €y

£ p
o 1

£ producto = 1 - medido del producto

50 calculada

ecalculada : es la densidad del producto sin tomar en cuenta
el espacio de aire. ‘

f calcuiada = 1

XL
fi
xi : fraccidén de masa de los componentes.

Algunos valores estin tabulados.
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TABIA N°® 6

DENSIDAD Y POROSIDAD PARA ALGUNOS PRODUCTOS HORTICOLAS

DENSIDAD POROSIDAD

Producto - Producto A granel Producto Granel Total

| Kg/m3 Kg/m3 % % %
Manzana 779 500 27 35 52
Pera 990 600 6 39 43
Bulbos de flores 880 600 16 32 43
Flores cortadas 780 200 23 74 80
Pimiento dulce 480 - 260 53 46 75
Berries (rojas) 1050 580 0 54 45
Papas 1075 590 0 45 45

GENERACION DE CAIOR :

Es otro factor importante en los productos horticolas.

Asi hay valores encontrados exper imentalmente en funcidn

" de la temperatura,
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Espinaca
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IGURA N° 25: Generacién de calor de algunos productos
: horticolas.
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El calor generado efectivo es inferior al calor de respira
cion y puede calcularse a partir de la pérdida de masa, durante
el periodo en que se estd evaluando. La pérdida de masa es pér-

dida de carbono que se oxida y pérdida de humedad.

La relacién que predice esta propiedad es:
_ b

q ef = 1,063q - 2,48.107% ( — )

Esta relacidén se encuentra graficada en la figura N°26.

r generado 2
w
kg
.10 _
q b
.08 . T~
' \\\ :
1 -
Qe 1t L ‘ TS~ ¢
———————————————————— T
006 ! i
[ 1
- [
1
1
t
04 ! 1
» +
l !
1 1
1 1
,02 ' :
! i
X i
0 ! !
1 |
i [
1 1
i 1
i
; )
1
- 04 ' : : !
\ ! ] 1 j 18 !

0 20 40 60 80 100 - 120 x10°%
o : kg/(kg-s)

< > s - —_

pérdida ‘velocidad de pérdida de masa
'y pérdida de humedad.

FIGURA N °26. : Nomograma para la generacian de calor y.
pérdida de masa.
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También,
Qeff = Q -~ xr W
en que:
Qeff: produccidn de calor efedtivo (W/m3)
: produccidén de calor (W/m3)
r: calor latente de evaporacidn (J/Kg)
~ w: velocidad de evaporacidn (Rg/m3 , s)
Y,
=E (Cs - C)
en que:

Cs : concentracidn de vapor de agua en el producto
(kg/m3)

C : concentracidn de vapor de agua alrededor del
producto (Kg/m )

Hay que considerar la influencia del material de los

envases en estas transferencias.

Asi en el caso de productbs horticolas, el envase

tiene perforaciones y las propiedades se pueden calcular apli

cando:

1

Hconv ‘ é(d aire (1' é) (d)mat

espesor del material

en que:

N

fraccidn de huecos del drea (m2/m?)

y el coeficiente total convectivo:

Hconv =

X
(é C)aire
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El flujo de agua por los envases, se calcula por:

N .
/s permeabilidad del material de envase (Kg/m.s.Pa)

y también se cumple:

w=22=-2a /A,

Pd

A su vez la permeabilidad y el factor de resistencia:

a la difusidén p' estdn relacionados por :

Dw - a
}.1.

R Ty =

Beeh y Meffert presentan valores que se entregan en

las tablas siguientes:

TABIA N° 7
PERMEABILIDAD Y FACTOR DE RESISTENCIA A LA DIFUSION DE MATERIAL
DE ENVASE
Material " , nt
' (Kg/ (m.s.Pa).10715) (X103)
Acetato de celulosaf- i 63 : 2,9
Polipropilano " 0,34 k 536
Polietileno 0,17 ‘ 1070
Cloruro de polivinilo 1,7 107

Cartdn/papel ‘ 180 1,0
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TABLA N° 8
COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA DE MASA EN FUNCION DEL AREA DE

PERFORACIONES Y DEL ESPESOR DEIL. MATERIAL DE ENVASE

é 4 = lmm d=5mm
(%)

30 3,22(1073) 1,12(10~3)

10 1,68(10-3) 4,31(10"4)

9,81 (10-4) 2,26(107%)

2,42(107%) 5,01(10-5)

 2,29(10-5) 4,60 (10-6)

Beck v Meffert establece la comparacidn siguiente entre

los métodos para predecir el tiempo de enfriamiento y el tiempo

de almacenamiento de productos horticolas.

i . Consecuencias por
Factor| = . FOrmula Calidad  Pot.refrigerac.
Tiemgo qe £ X (11'%) optimista | demasiado
enfriamiento % Bi’
£.3 fx vy z levemente | cercano a la
grafico optimista | realidad .y
de dificil
determinacidn
jh 1+ Eg§§%§§§g pesimista | cercano a la
' ' realidad
Po 2 :
- — 4+ S
1-x s
Condiciones de Qn x2 5
almacénamiento ec (1 +'§I) pesimista | cercano a la
NK - con evapo- | realidad
racidén mang '
jable
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A su vez afirman que la solucién de seis términos y la
de un término dan buenos resultados en la estimacidn de la
curva de enfriamiento del centro del producto, enfriados con

» > o .
aire que esta circulando a su alrededor.

Cada método de cdlculo da resultados pobres, si no se
considera el fendmeno de evaporacién de agua del producto en
estudio y que los modelos dan resultados alejados de la rea-

lidad, bajo las condiciones siguientes:

i) Velocidad baja del aire si existen perforaciones de venti
lacidn.
Una velocidad alta de circulacidén en torno de las cajas con
per foraciones, produce variaciones de‘presién en torno de
la caja y esto produce una velocidad baja de circulacidn en
la caja,; desde el punto de vista del calor, la conveccidn
esta ayudando a los efectos de transferencia de masa y hay

que tomar en cuenta los efectos de difusidn.

ii)Generacidn de calor constante durante el periodo de enfria

miento.
Las soluciones analiticas suponen calor constante.

Ademas,existe la transpiracidén de los productos y no se man
tiene constante el calor. Por eso, el cdlculo del déficit
de concentracion de agua es importante por sus efectos co-

rrectivos.

iii)Mis de una caja en la pila.
El cdlculo del déficit de concentracidon de vapor de agua

PR . e o
en estas condiciones es bastante dificil.
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7.1.2 Congelacidn

Conceptos Generales:

Cualquier discusidén de procesos de congelacidén necesi-
L d . '3 s
tard eventualmente alguna descripcién de la velocidad a la

cual ellos conducen (Osorio y otros, 1982),

Términos comunes como lento ("sharp" or "low"), régido

("rapid" or "quick") y ultrardpido se usan en congelacidn.
quic Y g

Hay una gran variacidn en los métodos de expresién y la velo-
cidad asociada con ellos; lo gque un autor define como conge =

lacidn lenta, otro la puede definir como rapida.

En la Tabla N°l,se ilustra este punto clasificando los
métodos de expresidn de velocidad de congelacidn, junto con

ejemplos especificos encontrados en la literatura.

La variabilidad en la definicidén parece deberse a tres
causas basicas:
i) Diferencias en el tamafio de la muestra estudiada,
ii) Diferencias en las facilidades disponibles y la exactitud
» deseada, )4
iii) Debiiidad para reconocer los méritos relativos de los di
ferentes métodos para expresar la velocidad de congela -

cidén.

Factores gue_afectan la velocidad de congelacién y desconge-

.« *
lacion.

i) La diferencia de temperatura entre el producto y el medio
enfriador (o calefactor). '

ii) El medio de transferencia de la energia térmica hacia,



| i

)

iv)

| id
| mid

desde, y dentro del proaucto (conduccidén, conveccidn,
diacidn). _
El tipo, tamafio y forma del paquete.

El tipo, forma y propiedades térmicas del producto.

1580-
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7.1.3 Generalidades sobre tiempo. de congelacidn v descongelacidn

La velocidad de congelacidén y descongelacidn es uno de los
factores mis importante que influye en la calidad de los alimen-
tos. Asi, frecuentemente se requiere estimar tiempos de congela-
cién y descongelacidén para determinar procedimientos adecuados
para la produccidén o distribucidn de alimentos congelados. Ya
que muchas de las férmulas son aplicables para congelacidn y deg
congelacidn, el término "tiempo de congelacidn" se usari en lu-

gar de tiempo de congelaciéq o tiempo de descongelacién;

La definicidén de "tiempo de congelacidn" es fuente de con-
fusidn en la literatura. Esta confusidn se debe a las siguientes

dificultades:

-) El tiempo de congelacidn se tiene que definir en términos de
una posicidén dada en la distribucidn de temperatura dentro de
la muestra. El "centro térmico" o la posicidn que se enfria

> > . s -
mas lentamente, se usa comunmente como la posicién de referen

cia.

-) Los alimentos no tienen el punto de congelacidén caracteristi-
co que estd asociado con los materiales puros. Una definicidn
de tiempo de congelacidn requiere una definicién del punto de

. &
congelacion.

Para algunos autores, el tiempo de congelacidn es la duq;
cibn del perfodo del cambio de fase, mientras que otros autores
lo definen como la duracidén del proceso completo de congelacidn,
incluyendo: pre-enf:iamiento,vcambio de fase y el periodo de sobre

enfriamiento (Osorio y otros, 1982).

En el rango de temperatura entre -1°C y -5°C, se produce
la mdxima formacidn de cristales de hielo (International Insti-

tute of Refrigeratidn, 1972).
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"Thermal arrest time". Tiempo de detencidén térmica es
el término empieado por Long (1955) para referirse al tiempo'
que se demora el producto en el proceso de enfriamiento al cru
zar el rango de -1°C a -5°C, debido a‘que se produce un cambio

muy lento de temperatura en este rango.

Fennema et al., 1973, establece cuatro métodos para de

terminar la velocidad de congelacidn:

i) Método tiempo temperatura:

Es el método mis utilizado, el cambio de temperatura en
funcidn del tiempo es el mds apropiado cuando la calidad del
producto céngelado es el objetivo principal, porque la veloci-
dad de congelamiento regula la calidad del productc, pero esta
velocidad varia durante la congelacién del producto y el valor

medio no representaria realmente el proceso.

ii) Velocidad del frente de hielo.

iii) Apariencia del producto.

iv) Métodos térmicos.

_ Por otré parte, se tiene "elltiempo nominal de conge-
lacion" (dado por el International Institute of Refrigeration,
1972), es el tiempo para que el centro térmico de un producto
dado y con dimensiones especificadas pase de 0°C, que es la
temperatura inicial uniforme, a una temperatura 10°C mis baja

que el punto inicial de congelacidn.

ILuego "el tiempo real de congelacidn" es el tiempo °
total, necesario para bajar la temperatura del centro térmico

desde el valor inicial del producto hasta una temperatura dada.

La "velocidad de congelacidén" de un alimento,se refiere

a la razén entre la distancia minima de la superficie al centro
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térmico y el‘tiempo que se demora en que la superficie alcance
a 0°C y el centro térmico llegue a una temperatura 10°C mds
bajo que la temperatura donde se inicia la formacidn de hielo

en dicho centro.

Parece ser mas aceptable la definicidén de "tiempo
real de cdngelacién" para todos los efectos, aunque tiene algu
nas limitaciones es la definicidn utilizada ppr Ramaswamy y

Tung y otros investigadores.

7.1.,4 Curvas de enfriamiento de alimentos :

Holdsworth (1968) propone que en el proceso de congela

cion se pueden distinguir tres etapas:

i) Etapa de preenfriamiento, el material se enfria desde la

inicial (Ti) hasta la temperatura de congelacidn (Tf).
ii) Etapé de cambio de fase en que se extrae el calor latente

iii) Etapa de enfriamiento en que la temperatura baja desde

Tf hasta 1a.temperatura que se desea para el producto (Tc).

En la etapa de preenfriamiento influyen las propieda-
des térmicas del material no congelado y la diferencia de tempe

ratura (Ti - Tf).

v

" En la etapa de enfriamiento inflﬁyen las propiedades
térmicas del material congelado y la diferencia de temperatura
(T€£ - Tc). '

En la etapa de cambio de fase, la cristalizacidn del

- 13
agua es el fenomeno que la caracteriza.
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El proceso es una nucleacidén seguida por crecimiento
de los cristales.

Debido a los sSlidos disueltos en la fase acuosa, se
produce un descenso del punto de congelacidn Yy a su vez la in-
teraccidn de los componentes del alimento con el agua hacen que

el punto de congelacidn sea distinto al del agua pura.

@
?3 1 rreenfriamiento
b 11 cambio dé. fase
S ttenfriamiento--
g
s I\
\
/N /s | s/

---.80lucidn

- Tiempo

(Ramaswamy y Tung)

FIGURA N° 27 : Curvas tipicas de congelacidn para agua
: y solucidn.




165.~

En la Figura N°27 se presenta el caso tipico de agua y
una solucién acuosa,: en la cual se pueden distinguir las tres

etapas y el descenso del punto de congelaciénval tener sdlidos

disueltos.

O Carnte
® Arrox

¥% -40°C Con circulacion
forzada

temperatura(°C)

~20 -
=25

-30

tiempo{min)

FIGURA N° 28 : Curvas de congelacidn de arroz graneado
: - y carne mechada.

En esta Figura N° 28 se presentan las curvas de conge-
lacidn de carne mechada y arroz graneado en un tidnel con circu-
lacidén forzada a -40°C- (Castro y otros, 1985), ya no son tan
claras las tres etapas, especialmente en el caso ~arroz, en
la curva de la carne se notan claramente las tres etapas yen la

etapa ii) el plateau se distingue ficilmente.
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También las curvas cambian si los productos estin some=—
tidos a conveccidn natural o forzada, como se puede apreciar en

las figuras N° 29 y 30

@ T°x -{0°C Conveccion lorzada

~o
j==]
‘.

Q 1= -32°C Conveccion natural

termperatura (°C)
o

110 130 150

1
~
o
1
|
!
!
!

1
~N
N

i

FIGURA N° 29 : Congelacidn de arroz graneado.
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w
o
« © T°: -40°C Conveccion forzada
5 O 1°: -32°C Conveccion natural
T
o
Qo
&
w
] 1
130 150
-25
tiempo (min)

FIGURA N° 30 : Congelacidn de carne mechada.




temperatura{°C)
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A su vez el caudal de aire en el tunel de congelaciéh

también influye en las curvas de congelacidn, como se puede

apreciar en la Figura N° 31:

20

T

QO Protegido del aire forzado
@ Expuesto al aire forzade
Toz -40°C

FIGURA N° 31

-
-

tiempo (min)

. L d
Congelacién de arroz en camara a -40°C,
. . . ¢
expuesto a distinto caudal de aire frio.
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En la Figura - N® 32 se presenta la curva de enfriamiento
de apios de la variedad Gigante de Pascal con y sin hilo y piel
(Castro y otros).

Texzperatura Muestra: 250 gramos.
: Tamafio: tiras de 2x1 cm.
(2C) , Temperatura mfnima de
la cémara; -28,69C,
A .

8 -

L o4

0 — : I - ——>

30 60 90 120 150 180
" Tiempo (min)

-4 4

sin hilo

-16 1 .

_20,+

FIGURA N° 32 : Curva de enfriamiento para apios de la
o g variedad Gigante de Pascal c/s hilo y piel.
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Temperatura Muestra; 250 gramos,
Tamafios 10 &£ 0,2 mm,
(2C) Temperatura minima de
A la cdmara: =2£64C,
8 +
L L
0 — : } . — —t F—p
30 60 90 120 150 180

Tiempo (min)

~12 +

-20 v

FIGURA N° 33 : Curva de enfriamiento para arvejas de la
. var iedad Perfection,
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En la Figura N° 33 se presenta la curva de enfria -
miento de arvejas de variedad Perfection (Castro y otros), ya
la segunda etapa de enfriamiento no presenta el plateau tan

claro.

En la Figura N° 34 estd la curva de enfriamiento

para Salad Dressings cdngelados (Castro y otros).
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Temperatura Temperatura minima de
‘|1a cémara: - 28,3 eC.
(2C)

t

I 1
120 150 180
Tiempo (min)

.

,-H T

-16

~20 ;

FIGURA N° 34 : Curva de enfriamiento para Salad Dressings

congelados en freezer (Bouknecht Gk 29).
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En el caso de roscas fritas congeladas las curvas de
congelacidn cambian con el tipo de leudacién si es mixta

(Figura N° 35) o quimica (Figura N° 36) (Craddock y otros)

Temperatura (°C)

Producto A, con _eudacidn mixta.

20 40 60 80 100

'tiempo”(mihutds)-

FIGURA N° 35 : Curva de congelacidn, leudacidén mixta.
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Temperatura (°C)

Producto B, con leudacibén quimica,
10t

\\\\‘\~

20 40 60 80 ‘100 tiempo (minutos)

FIGURA N°® 36 : Curva de congelacién, leudacidén quimica.
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Por ejemplo, en el caso de queques congelados, tales
como: queque amarillo y de chocolate, ya no se distinguen las

tres etapas, como en el caso de leudacidn mixta (Figura N°37).

——f— GUEQUE AMARWLO
——@— QUEQUE DE CHOCOLATE

10 +

{*C)

TEMPERATURA

-30

4
v

S 10 % 20 2% 30 3% 134 45 S0 % 0 & 70 7% L’

" HEMPO{MNIIOS )

FIGURA N° 37 : Congelacidn de queques (amarillo y cho-
: colate), leudacién mixta.
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Con los casos ya viétos, se puede concluir que los ali
mentos presentan una accidn compleja frente al proceso de con-
gelacidén y que las curvas de enfriamiento estidn presentando
problemas para reconocer las etapas y se pueden entender mejor
las diferentes definiciones de tiempo de congelaciSn, existen—

tes en la literatura (Craddock y otros, 1987).

7.2. Tiempo_de_ congelacidén de alimentos:

Existen varios articulos publicados para el cdlculo
de tiempo de congelaciSn, entre ellos Brennan et al. (1969),

Charm (1971) vy recientemente el de Ramaswamy y Tung (1984).

Los procedimientos para determinar tiempos de conge-
lacidn, se pueden clasificar en 3 grupos (Bakal y Hayakawa,
1973) s

1.~ Experiencias de transferencia de calor. Se evalia el
tiempo de congelacidn a través de mediciones de la tempe-
ratura del alimento, durante la operacién de congelacién

especifica.

2.- Formulas tedricas: cdlculo del tiempo de congelacién me-
diante el uso de fdrmulas que se obtienen por resolucidn

de las ecuaciones de transferencia de calor.

3.~ Férmulas semitedricas: cidlculo del tiempo de congelacidn,
usando formulas que se obtienen a través de la combina -

cién de férmulas teéricas y datos experimentales.

(Hayakawa, 1977)
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7.2.1 Experiencia de transferencia de calor:

Esta metodologia es la mﬁs_simple; aun para obtener
estimaciones mis exactas de tiempos de congelacidn, ya que se
determina mediante el registro de la temperatura, durante la
‘congelacién. Sin embargo, los datos de tiempo de congelacidn
no se pueden usar para estimar los tiempos de congelacidn de
procesos diferentes, ya que los datos son aplicables solamente

al conjunto especifico de condiciones usadas.

A pesar de lo anterior, frecuentemente se publican
determinaciones exper imentales de tiempos de congelacién, de-

bido a su simplicidad y acuciosidad.

Algunas investigaciones tipicas de estas determi-
naciones,han sido publicadas por Fanelli y Gunclerson (1961) y
Klose et al. (1968).

7.2.2 Férmulas tedricas:

Muchas férmulas tedricas se pueden usar en la eva-

luacidn de tiempos de congelacion.

Estas formulas se obtuvieron, ya sea resolviendo
ecuaciones de balance de calor o bien resolviendo la ecuacién
de Fouriler para transferencia de calor en estado no estacio -

nario por conduccidn.

Para solucionar estas ecuaciones, se imponen va-
rias suposiciones; asi, estas suposiciones se deben examinar

cuidadosamente antes de aplicar estas formulas,
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Muchas de las fOrmulas tedricas se obtuvieron, supo-

niendo las siguientes condiciones:

- Propiedades termofisicas del alimento constantes, aunque las
propiedades de &ste en su punto de congelacidén y congelado

son diferentes.
- E1 alimento tiene un punto de congelacidn caracteristico.

- La densidad del alimento en su estado congelado es idéntica

a la de su estado no congelado.

En general, el tiempo de congelacidn que se obtiene
al solucionar las férmulas disponibles, son menos exactas, ya
que las suposiciones para derivarlas no se satisfacen comple=-

tamente durante el tratamiento real de congelacidn (Osorio y

otros, 1982},

7.2.3 Formulas semitedricas:

Se obtuvieron férmulas semitedricas combinando mate

’ L d 3
maticamente datos experimentales con formulas tedricas.

. . 4 - »
Estas formulas se pueden usar para la estimacidn de
tiempos de. congelacidén, sin las restricciones mayores causadas

por suposiciones impuestas al derivar las férmulas tedricas.

7.2.4 Modelos para predecir el tiempo de congelacidn:

l.~ Modelo de Plank:

 Es el modelo mis ampliamente utilizado para predecir el
tiempo de congelacidn, a pesar del tiempo transcurrido desde

su proposicién (1913, 1941).
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El modelo supone lo siguiente:
i) El calor se transfiere por conveccidn desde la superficie
del objeto al medio refrigerante.

ii) En el punto de congelacidén hay liberacidn de calor latente.

iii) El calor se transfiere por conduccion en el material que

se estd congelando.

iv) La temperatura del material que se estd congelando, perma=—
nece constante en el punto de congelacidn desde el comienzo

del proceso hasta que termina,.

v) La transferencia de calor es estacionaria, entre el medio

de enfriamiento y el producto,

vi) Toda el agua estid ligquida antes del proceso de congelacidn.

Al aplicar estas condiciones, se tiene lo siguiente:

Aplicando . i) g = -hA (Ta - Ts) (1)

Aplicando 1ii) q = AL f‘( dx ) : (2)
. dt }

Aplicando iii) g = -K'A (Ts_=_Tf) B (3)
. x . .

en que:

g : calor transferido

irea de intercambio de calor

>

L : calor latente de fusidn

£

densidad bajo el punto de congelacidn

%f : velocidad del frente de congelamiento
Ta : temperatura ambiente



180. ~

temperatura de la superficie

Ts =

Tf : temperatura de congelacidn

h : coeficiente de conveccion |

K' : conductividad térmica del producto congelado

Combinando (1) y (3) para eliminar Ts queda:

_ -A (Ta_ - Tf)

q = (4)
@a , x )
h K*
Se igualan (2) vy (4) dando:
! dx Tf - T '
R R )
—-+-——
' h K!

Separando variables de la ecuacidén (5) e integrando

desde x = 0 hasta x = d

2 suponiendo una placa infinita, se
tiene:
1
- (Tf - Ta) 2h 8K* ()

y en general la ecuacién de Plank queda:

/ |
R Pd Rg2
= —h. == 4 = .
t = TrE < Ta) [ h K" ] 7
en que P y R son constantes que dependen de la geometria del
sistema.
Para placa infinita = 0,500; R = 0,125
Para cilindro infinito P= 0,250; R = 0,0625
Para esfera = 0,167; R = 0,0416
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Para un paralelepipedo P y R pueden obtenerse de la
Figura N° 38, obtenida por Ede (1949). La dimensidn d es 1la
medida mas corta del paralelepipedo Y Bjes el factor que
multiplicado por 4 da la segunda dimensién mis grande y B,
es el factor que multiplicado por d da la mayor dimensidn

del paralelepipedo.

-

O N o 0w O

RamasWamy y Tung

FIGURA N° 38 : Grafico para calcular P y R para
| » paralelepipedo.
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Hay que hacer notar que el modelo de Plank no toma en
cuenta el calor que es transferido durante el preenfriamiento

y el enfriamiento del producto congelado.

A pesar de estas limitaciones, los investigadores han
encontrado gue el modelo predice el tiempo de congelamiento con

un error pequefic (Ede, 1949).

Para canales de cordero,Earle y Fleming (1967) encon-
traron que el tiempo predicho por Plank estaba bastante cerca

de los experimentales.

También se recomienda utilizar el cambio de entalpia
en el proceso en vez del calor de congelacidn, en este éaso se
habla de Plank modificado, y de todas maneras es el modelo mas
sencillo, ya se tiene concenso acercé de que predice tiempos
menores que los reales (Cleland and Earle, 1977, Heldman and

Singh, 1981; Hung and Thompson, 1983; Ramaswamy, 1979).

2,- Modelo de Nagacka o Modificacién de Nagaoka:

Nagaoka et al. (1955) modificé el modelo de Plank para’
predecir el tiempo de congelacion de pescado fresco en un con-

gelador de aire forzado:

/ : 2
t=:[1+0,008 (Ti)] B 4 [l’-‘?— +&d——]
_ Tf-Ta h K!

Y Q que es el calor transferido por unidad de masa del producto -
en el preenfriamiento, en el cambio de fase y en el enfriamiento

esta dado por:

0=c (Ti - Tf) + L + ¢' (Tf - Tc)
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en gue:

C : calor especifico sobre el punto de congelacidn

C' : calor especifico bajo el punto e congelacidn

'3.- Modelo de Levy O Modificacidén de Levy :

Levy (1958) utilizd para predecir el tiempo de con-
gelacién de pescado fresco en un congelador de aire forzado,

la relacién siguiente:

‘ / .
£ = [1‘+ 0,008 (Ti -~ TfJ‘ngﬂg;E;f &%? £ 5%7}

el factor [} + 0,008 (Ti - Tf)] se cambia por[1+0,00445(Ti-Tfﬂb

al utilizar unidades inglesas.

4.- Modelo del I.I.R. o Modificacidn del I.I.R.

El I.I.R. (International Institute of Refrigeratioh,
1972) establecid una modificacién en que Q* es la entalpia del

cambio entre Tf y Tc.

_ox & [Pd.,_.R_@E]

t=(re-ma) L h T K

5.- Modelo de Mellor o Modificacibn de Mellor :

Mellor (1976) toma en cuenta sOlo la mitad del
calor sensible en el preenfriamiento y en el enfriamiento mas

el calor latente.

! 2
t =[0,5c (ri-t£f) + L + 0,5 (tf—Tcg ?EE:EET [%?’+ 5%&
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6. - Método de Cowell :

Cowell (1967) presentd la ecuacidn de Plank en forma

adimensional:

AN S
en que:
Fo : Numero de Fourier “;E
o: difusividad térmica sobre el punto de congelacidn

dimensién caracteristica

& o

- . _L
namero de Kossovitch ET?EE:E;)

ndmero de Biot ha de la fase congelada
K'

v
[l

constantes que dependen de la geometria del producto.

3

.

1,0 para placa infinita

0,5 para cilindro infinito
0,33 para esfera

Q m™m m o

0,5 para las tres formas geométricas y para varilla infi

nita se puede predecir el valor de G utilizando la Figu-

ra N°39 y para paralelepipedo la Figura N° 40.

7.- Procedimiento de Mott :

Mott (1964) utilizd tres nimeros adimensionales:

G* v
ni= D&
Bi= 2K
G'= th (Tf-Ta)

Qd
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G
051-
[0 o
05:: 2 3 4 3 6 7 8;!0
' 8
1 (Ramaswamy y Tung)

Figqura N° 39 : Valores de G para una varilla
rectangular infinita

10 T q T T r -
; NG
Br p
7-.

6F ) '

‘ - il - A e 2 . o - - e, .
1 2 3 4 5 & 7 8 %10,
B,

(Ramaswamy y Tung)

Figura N° 40 : Valores de G para paralelepipedo
dx dBleBZ. N




Utilizédndolos, obtuvo una ecuacion similar a la de
Plank :
, ‘ .
o ¥ w1 . s
t = - = + <=
(Tf-Ta) A h 2K

Gutschmidt (1964) recomienda la utilizacidn de las

relaciones para productos con formas irregulares.

8.- Férmulas de Tanaka y Nishimoto :

Tanaka y Nishimoto (1959, 1960 y 1964), der ivaron
formulas para la estimacién de tiempos de congelacion para

alimentos de formas geométricas diversas.

Para esta derivacidn usaron una ecuacién de balan

ce de calor.

Se hicieron las siguientes suposiciones:

- ILas configuraciones geométricas de los alimentos, se supone
gque son: paralelepipedo, cilindros circulares finitos, es-
feras, conos de seccion circular rectos © una combinacidn

de dos conos rectos de seccidn circular.

- Elvfrente de congelacidn avanza uniformemente desde la su-
perficie del alimento y la configuracién geométrica de
ésta superficie es siempre paralela a la superficie del ali
mento. Por ejemplo, la forma geométrica de la superficie
del frente de avance en un alimento de forma de ladrillo,
es también una forma de ladrillo durante cualguier tiempo

de congelacion.



- La congelacidn procede seccionalmente. En otras palabras,
la temperatura en una capa no congelada localizada por el
frente de congelacidn cambia desde la temperatura inicial
del alimento, To, a la temperatura final deseada en el

alimento, Tb, durante un incremento de tiempo, t.

- La transferencia de calor desde un frente de congelacidn
en el alimento al medio enfriador ocurre en estado esta -

cionario.

De estas cuatro suposiciones, la 2°y 3° son f£i
sicamente no validas y asi, la validez de la férmula de Ta-

naka es cuestionable (Osorio y otros, 1982).

Sin embargo, a continuacién se dan sus férmulas
para dos formas geométricas, ya que no hay otras formulas
publicadas disponibles para estas formas: cono recto de sec
cidén circular y la combinacion de dos conos rectos de sec -
cidén circular que se obtiene uniendo dos conos en sus bases
planas. _

b s (s+25%) o

24 K1 . L Tf - Ta

TEf =

en que :
Q= C2 (To = Tbh) = (C2 - Cl)r (s - Tb} + ILr
s ;{:d cos ﬁ (1 + senﬂ ) para Cono
d COS{§ para 2 Conos

densidaé

L 1]

conductividad térmica del material o zona congelada

1 1)

conductividad térmica del material o zona no congelada

= h?gpﬁ 0

calor latente de fusidn
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o)

calor que hay que retirar para congelar el alimento

C, : calor especifico del paterial no congelado

+3
o)

temperatura inicial del alimento

+3
2

temperatura al final de la congelacidn

C1 : calor especifico del material congelado

N

razén de agua congelada en Tb a contenido de agua total
Ts : punto de congelacion final

didmetro base del cono recto de seccidn circular

o1}
.

la mitad del angulo del cono circular

w»

La validez de las férmulas anteriores se debe verifi-
car mediante experiencias de transferencia de calor antes de
aplicarlas, ya que esto no fue totalmente investigado por los

autores Tanaka y Nishimoto.

9.- Modificaciones de Cleland vy Earle :

Cleland y Earle (1976, 1977) recomendaron hacer modi-
ficaciones significativas a la Ecuacién de Plank, por medio

de los siguientes numeros adimensionales:

p R
Bi . Ste Ste

donde

”

C* (Tf - Ta}
Q%

diferencia de entalpia entre Tf y Tc

Ste : numero de Stefan =

L L]

Q*

Para tomar en cuenta las variaciones en la etapa de

preenfriamiento, introdujeron el nimero de Plank(PK=C(Ti - T£) )
Q*
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Por medio de trabajos experimentales, Cleland y Earle
(1976) llegaron a establecer correlaciones para los valores

de P*¥ y R*,

Que son los parametros de :

j
ox 9 {P*d R*dz}

(Tf-Ta) h K'

para placa infinita:

p*

0,5072 + 00,2018 PK + Ste [0,3224 PK + (0,0105/Bi)+ 0,0681}

R* = 0,1684 + Ste (0,2740 PK + 0,0135)
Estas tienen un error de mas 0 menos 3% para produc
tos homogéneos tipo placas y contenido de humedad del 77% y

con las siguientes condiciones:

Ti < 40°C
-15 < Ta < -40°C
10 < n < 500 W/m2 C

espesor placa $ 0,12 m
para cilindro infinito:

p* 0,3751 + 00,0999 PK + Ste [0,4008 Pk +(0,0710/Bi—0,5865]
R* = 00,0133 + Ste [0,0415 PK + 0,395';1

para esferas :, ‘
P* = 00,1084 + 0,0924 PK + Ste:‘[0,2310 PK —(0,3114/8:1)-*—[0,67391

R* 0,0784 + Ste [0,0386 PK - 0,1694I,

i
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Las correlaciones para cilindro tienen un error de
” . .z . - :
mas o menos 5,2% en la prediccion del tlempo aGe congelacifn

y para la esfera tiene un error de més o menos de 3,8%.

Se pueden aplicar cuando se cumple:

0,155 < Ste < 0,345
0,5 < Bi < 4,5
0 < PK < 0,55

Los modelos fueron probados hasta 77% de humedad,.
utilizando un gel de metilcelulosa.

Cleland y Earle (1979) presentaron relaciohes gene=

rales para los factores geométricos:

pt = p(1,026 + 0,5808 PK + ste{0,2296 PK +(0,0182/Bi+0,1050))
R* = R [1,202 + Ste (3,410 PK + 0,73666)]
en que:

- para placa infinita:
p" = Pp*
R" = R'l
- para cilindro infinito o esfera:

P" = P + 0.1278 P
R" = R' + 0,1888 R

- para paralelépipedo rectangular:

p» = p' + P [0,1136 + Ste (5,766 P - 1,242)]
R" = R' + R [0,7344 + Ste (49,49 R - 2,900)]



gue reemplazados en la ecuacion siguiente, dan el tiempo de

. &
congelacion:

-

or &' [ p'd  R"g? j
h K"

€ = Ti-ta)

Con estas modificaciones los errores ser fan los

siguientes:

5% para placas infinitas

1+

7% para cilindros infinitos y esferas

4

+10% para paralelepipedos

Loeffen et al. (1981) incluydé modificaciones que
tomaran en cuenta condiciones de borde, variables con el

tiempo.

Un método estad basado en la integracién de la ecua
cidn:
Tf ~.T
L /X - If~Ta

at (L +x)
h K

con Ta y h dependientes del tiempo.

Ademfs, modificaron la ecuacidn de modo gue se pudie-

ran incluir los factores geométricos P" y R" junto con Q.

El otro método se basa en aplicar:

p 2
eo-o7| prda R
T£-Ta h K*
en gque Ta y h son constantes para intervalos peguefios de t.
Seleccionando los intervalos se pueden calcular wvalores de t,

Que en el fondo es 4+
t
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Cuando la congelacién se completa, el tiempo total
sera cuando}}ég -~ 1 Y la suma de los tiempos de los inter

valos da el tEempo de congelacidn.

Con estos procedimientos se logra diferencias meno

res que 1l0% entre los valores predichos y los experimentales

10.~ Modificacidn de Ramaswamy v Tung :

Estudiando la prediccidn del tiempo de congelacidén
para manzanas envasadas en cilindros con los extremos aisla

dos con los distintos modelos, encontraron los siguientes

errores:
Plamk (1941) error medio absoluto . 18,2%
Nagaoka.et_al.(2955) error medio absoluto 18,8%
I.I.R. (1976) error medio absoluto 12,8%

Mellor (1976) error medio absoluto 13,9%
y sugieren utilizar el modelo siguiente:

/
% 2
' Pd + Rd
t = [0,3022 C(Ti-Tf) + L + 2,428 C* (Tf-Tc) o <h K')]

El error medio absoluto es 6,6% en las condiciones

siguientes:

Ti= la 25°%
Tc =-10 a--18 °C
Ta =-18 a ~178°C
h = 13,9 a 68,4 W/miC
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11.~- Soluciones de Luikov :

Luikov (1968) impone gque no hay resistencia de super
ficie para la transmisién de calor y por lo tanto, la superficie

alcanza inmediatamente la temperatura del medio ambiente.

Las soluciones que logra son las siguientes:

- cilindro infinito :

. = ¢ 1 a2
’ 4K? (Tf-'l‘a)
- esfera :
£ = ? L a2
6K! (Tf~Ta)
- placa infinita :

2 [§ 7']
a L + 0,4444 C(Ti-Tf) + 0,5 C' (Tf-Ta)
2K* (T£-Ta)

12.- Aproximacion de Bakal y Hayakawa (1973):

Estudiaron el caso de la placa infinita bajo con-
diciones de borde lineales con el modelo estudiado para el
enfriamiento de aleaciones. Consideraron seis etapas: preen-
friamiento, primer cambio de fase (zona no congelada, zona
mixta c&n cristales y no congelada), zona intermedia de fase
(mezcla de cristales y no congelado), segunda zona de cambio
de fase (zona congelada y zona mixta), enfriamiento (todo estd
congelado) y tres zonas (zona de éongelado, zona mixta y zona

no congelada).
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Pero, las soluciones son dependientes del producto,

13.- Modelo nuevo de Plank s

En 1963, Plank propone las siguiente ecuacidn:

! 2
IR U PR } o0sa s o
t = Grrar |51t 3 [(@ + 0,0053 (Ti-T£)] + ¢
donde:
. ha
Bl : ET
f’ s 1
Q' : es el cambio de entalpia entre Tf y -12°
X! : es la conductividad térmica a -~12°C '
e 1,886 a2 n P/C“ Tf-Ta - I[l 1 ]
t : K' 1 Toora ~ 000913 |57 ¢ 2
para:
Bi = 0,25 n=1,210
Bi = 0,50 n=1,118
Bf = 2,0 n= 1,112
Bi = 4,0 n = 1,065
Bi =10,0 n= 1,020
Bi =20,0 n = 1,008
Bi = 00 n=1,00

cr cambio de entalpia entre -4 °C y Te¢ dividido por (-4 - Tc).

Mascheroni y Calvelo que lo aplicaron informan de errores

menores que 10%.
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14.- Modificaciones de Mascheroni, Calvello v De Michelis :

E]l modelo combina en forma independiente el pre-

enfriamiento, el cambio de fase y el enfriamiento.

El periodo de preenfriamiento es el tiempo que
' se demora desde que comienza el enfriamiento hasta que alcanza
la temperatura Tf en el punto medio de la distancia entre el

centro de la placa y la superficie.

El cambio de fase se produce a Tf y el enfriamien

to desde la temperatura Tf hasta que el centro alcanza Tc.

Para el cambio de fase:

t=§’1~4L"c'az [1+l}
(rf-Ta) K" 2

donde :

f : densidad sobre el punto de congelacién

M : % de humedad (base himeda)

L" : calor latente del hielo puro
C'* : contenido promedio de hielo entre Tf y Tc
K* : conductividad térmica a Tf +. Ta
2
; ha
Bir : =

En las etapas de preenfriamiento y enfriamiento, la
determinacidén se realiza utilizando cartas que presentan propie

dades térmicas mbdificadas.

Este modelo aplicado a carne en un rango amplio de

condiciones, da un error promedio absoluto de 3,6%.
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También comprobaron su aplicacion a alimentos con

forma de paralelepipedo y cilindros.

vara carne congelada no simétricas, también desarro
1laron relaciones y encontraron que el centro térmico se iba

desplazando a medida gue el producto se congelaba.

15. - Modificacidn de Hung y Thompson (1983) :

Tomando en cuenta el agua no congelada al final de
la etapa de enfriamiento, calculan la diferencia de entalpia,

que reemplaza al calor latente.

También reemplazan la diferencia de temperatura
(Ti - Ta) por una diferencia ponderada para el preenfr iamiento,
cambio de fase y enfriamiento, Los factores P y R se calculan

por relaciones en que estidn Bi, PK y Ste.

El error del modelo varia entre -3,54 a + 6,14%

en una aplicacidén a placas infinitas de gel de metilcelulosa.

16.- Solucion de Newmann :

Carslaw y Jaeger en 1959 presentaron las soluciones
de Newmann para transmisidén de calor unldlrecc1onal en sdlido

semiinfinito.

La ecuacidn diferencial que da la distribucién de

temperatura en el producto es: N

para la zona no congelada :

2 o4 . dei
at

!
2 e



para la zona congelada :

2 6c of
£

Qv

o - Lo et

1
32 T &

y el flujo de calor estd dado por :

Jd 6c _ - d8i _ ij ax

K Ix X dat

Las condiciones de borde serian las siguientes:

para t = 0 ei (x,0) =6i

para x = 0 ei (0,t) = 6s (t)

para cualguier xy t ei (x,t) = 6f (x,t) = ef
en el limite de la

placa dei (dyz,t) _ 0
2 X

Newmann obtuvo la solucidn siguiente:

_ef — % ]
8¢ = ‘arfly) =f [2(6',1:)1/2

y V satisface :

| 1
exp(=Y2) K (3.‘_')1/2 (oi-en) exp (=% V/dy _ p v/
erf (y) K' \ 0f erf Cly (d/u]"2] c' ef

1/2

L+

y si ©c = of = 6i x=2¥Y (o't)

Charm y Slaivin (1962) aplicaron la ecuacidn:

1

= =9 _ X
o = Gt oy - =t gzl
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a la congelacidn de filetes de bacalao con:
Kl
x = [(a/2) + —5—]

Pero, Cowell (1967) demostrd que se producia una

sobreestimacidn del tiempo de congelacién si Bi < 1,0.

A su vez, otros investigadores han seguido traba-

jando para tomar en cuenta otros factores.

17.- Grificos de Tao :

L.C. Tao (1967) desarrolld cartas para estimar los
tiempos de congelacidn de tres formas geométricas diferentes,
mediante la solucidn numérica de la ecuacidén de Fourier de

conduccidn de calor.
Los supuestos son:

- La forma geométrica de la muestra en una placa infinita, en
cilindro infinito o una esfera .

- La muestra estd expuesta a temperatura constante.

- La muestra estd ini¢ialmente en su punto de congelacidn,

pero no estd congelada.

Para los graficos hay que utilizar tres numeros adi

mensionales :

t* = t K' (6f - ea) /(L f 'a2)
B* = K'/(ha) A ’
r* = o' (0f - ea)/L

A

Se calculan B* y r*, se entra a los grdficos 41,42

y 43 y se lee t¥, con este valor se calcula t.



199.~

8 T 4111“}5{1111_
6

N
\§
BN

\E:\
RN

DN
N
\\\\\

AN

|
|1

|
|G

FIGURA N° 41 : Grafico de Tao para estimar tiempos de
: ‘ congelacié'n b4 descongelacidn para placa
infinita. ,
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FIGURA N° 42 : Grdfico de Tao para estimar tiempos
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cilindro infinito.
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FIGURA N° 43 : Gridfico de Tao para estimar t%empo
de congelacidn y descongelacidn
para esfera. :




18.~- Solucidon de Tien ¥ Colaboradores:

Las formulas tedricas presentadas antes, se deri-
van suponiendo que no hay diferencia en la densidad entre la
muestra congelada y no congelada, y que también la congelacidn
termina a una temperatura unica. Tien y colaboradores obtu -

vieron muchas soluciones sin estas dos suposiciones,

Una de estas soluciones (Tien y Koump, 1968) es la

dnica que se muestra a continuacién (Osorio y otros, 1982)

Esta solucidn se obtiene suponiendo lo siguiente:

- La forma geométrica de la muestra es semi-infinita,

- La congelacidn ocurre en un rango especifico de temperaturas
Ts < T < T; (temperaturas de congelacidn),

- La muestra estd inicialmente a la temperatura mis alta, Tp,
en este rango de temperaturas, pero no congelada.

- Hay una diferencia en densidad entre la muestra congelada y

no congelada,

- LA superficie de la muestra se mantiene a temperatura cons =

tante durante la congelacidn.

Debido a la 2° suposicion, hay una capa de congela
cién en 1ugar de un plano o frente de congelacién. El porcen -
taje de agua congelada cambia en la posicidn y estd distribuida

desde O - 100% en esta zona "de congelacidn".

erf (x/2 (o t)l/z

Tl=(TS‘TC)[ ) _l].{. Ts
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A : 2(x - E)
Ty, = (T, = Ts) [QE_(X_E)/AEQI-rTs
_ 1/2
E =2 7\lt
_ 1/2
E-2)\2 t
N1 (T, = Ts) Ko /'}'1/2 erf (11/0411/2) X_
P17 T P2 ms - 1o K] exp (=22 /o o)
2
(Ts - Tc) Ky . .1 exp(}; /e y)
T =TS PyCp o 172 e Oy Aoy YD)
B3
By h1* B A, 2)
17T g, (, - Ts) ¢, 6 g
29, [ L 1] 47 (f, - £ -
By 3P, c, (T, - Ts) = 2 0,
2
5 oo l12



en que :

Tl H
Ts :
TC s
X H
ol 1 :
t :
erf H
Ayhgy F
le H
TL :
E :

T~
t

w
Y
to
N
w9
w

~

~n

Subindices

1

2

[ 13

12
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temperatura de la zona congelada

punto de congelacidén final

temperatura en el centro de la placa

variable, distancia desde la superficie del alimento
difusividad térmica del material congelado

var iable tiempo

funcidn error

constantes

tem atura del material en la zona "en con elacién™
g

punto de congelacidn inicial

posicién del frente de congelacitn

espesor de la zona congelada

constantes definidas por las ecuaciones anteriores
conductividad térmica

densidad

calor especifico

zona congelada
zona no congelada

material en la zona de congelacién
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Las ecuaciones anter iores se obtienen asumiendo
gue la distribucibn de la fraccidn congelada en la capa de

' -< ] . - *
congelacion se aproxima con una ecuacidn cuadridtica.

Debido a que la densidad de la muestra cambia
durante la congelacidn, hay un movimiento de agua no congelada

en la capa de congelacidn.

La velocidad lineal de este movimiento se estima

mediante la ecuacidn:

f)2 -fl
f 2

dE
— o+ +
dat t -

V= 2 (4 E) ac )

(x-E) acs E)‘L[lcngitud] { ]
= |v

Y

en esta ecuacidn, la direccidn positiva del movimiento es la di
reccion que se aleja de la superficie de la muestra. Es decir,

si un valor de v obtenido con la ecuacidn anterior es negativo,
la masa de muestra se mueva hacia la superficie durante la con-

gelacidn.

19.- Métodos numéricos :

Todos los métodos vistos suponen que las propie-
dades té:micas se mantienen constantes durante las etapas del

proceso.

En general debiera ser :

Q-
0]

|

@
o
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Para placa infinita :

L B0 g 26
) c e 3¢ =K(e) 53z

Para cilindro infinito (b=1l) o esfera (b=2) :

3 > 3 ‘
fey c 0 57 =53 [K (©) a:+er(e)v gf]

En el limite del cuerpo se puede plantear :

Para placa infinita :

h (ea = @s) = =K (©) '%‘;%
Yy péra cilindro infinito o esfera :

e

h (ea - 0s) = =K (6) 5T

Estas ecuaciones diferenciales son dificiles de
resolver, ain con métodos numéricos y los mids utilizados son
el método de las diferencias finitas y el de los elementos

finitos.
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8.0 DISCUSION

En el presente trabajo se han presentado varias
férmulas para transferencia de calor, con sus caracteristicas,

en alimentos congelados.

Es importante hacer notar gque muchas de estas £fOr-
mulas no han sido probadas a través de experimentacioneé de
+ransferencia de calor, Por lo cual, la aplicabilidad de las

fSrmulas deben ser cuidadosamente evaluadase.

Muchas de las férmulas existentes presentadas, se
desarrollaron suponiendo que el alimento estd sometido a una
temperatura ambiente constante. Ya que durante muchas opera-
ciones industriales de congelacién ovdescongelacién, los ali
mentos estdn sometidos a temperafuras ambientales variables
en el tlemno, se deberian desarrollar férmulas aplicables a
esas operaciones para que sirvan en la determxnacmon de proce

samientos adecuados para dichas operaciones.

Muchas de las f£érmulas presentadas son aplicables
para conduccidén de calor en una placa infinita o semi-infinita.
Férmulas para geometrias mds reales son escasas en la literatu
ra, propio de las dificultades encontradas en la solucidn de

las ecuaciones diferenciales involucradas.

Una de las grandes ventajas de las férmulas tedri-
cas es que se pueden obtener facilmente relaciones entre los
diversos parametros fisicos y el tiempo de congelac10n al usar

estas formulas. Sin embargo, hay severas limitaciones en el
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uso de las formulas tedricas, ya gue se imponen muchas suposi-

ciones en su derivacidn (Osorio y otros, 1982)

Las formulas semitedricas tienen pocas limitaciones
en su aplicacidén cuando se comparan con las tedricas, ya que
aquellas se obtienen con menor dependencia de varias suposicio
nes.

A su vez se necesita conocer las propiedades tér =~
micas de los alimentos que han sido presentados en varias pu -
blicaciones (Dicherson, 1969, Polley et al., 1980, Castro,
1986).

Por otra parte, el conocimiento del coeficiente de
transmisidn de calor de superficie es de gran importancia en
los problemas de congelacidn, hay datos publicados por Heldman
y Singh (1981) o métodos para su determinacidn exper imental,
como el de Charm (1978},
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Funciones de Bessel de Primera Clase JO(u) y Ji(u)

Jo(u) Jy (u) Jo (u)
0.0 1.0000 0.0000 2.0 0.2239
0.1 0.9975 0.0499 2.1 0.1666
0.2 0.9900 © 0.0995 2.2 0.1104
0.3 0.9776 0.1483 2.3 0.0555
0.4 0.9604 0.1960 2.4 - 0.0025
0.5 0.9385 0.2423 2.5 -0.0484
0.6 0.9120 0.2867 2.6 -0.0968
0.7 0.8812 0.3290 2.7 -0.1424
0.8 0.8463 0.3688 2.8 -0.1850
0.9 0.8075 0.4059 2.9 -0.2243
1.0 0.7652 0.4400 3.0 -0.2600
1.1 0.7196 0.4709 3.1 -0.2921
1.2 0.6711 0.4983 3.2 -0.3202
1.3 0.6201 0.5220 3.3 -0.3443
1.4 0.5669 0.5419 3.4 -0.3643
1.5 ~ 0.5118 0.5579 3.5 -0.3801
1.6 0.4554 0.5699 3.6 -0.3918
1.7 0.3980 0.5778 3.7 -0.3992
1.8 0.3400 0.5815 3.8 -0.4026
1.9 0.2818 0.5812 3.9 -0.4018
4.0 -0.3971 -0.0660 8.0 - 0.1716
4.1 -0.3887 -0.1033 8.1 0.1475
4.2 -0.3766 -0.1386 8.2 0.1222
4.3 -0.3610 -0.1719 8.3 0.0960
4.4 -0.3423 -0.2028 8.4 0.0692



JO (u) J1 (u) u JO (u) J, (u)
4.5 -0.3205 -0.2311 8.5 0.0419 0.2731
4.6 -0.2961 -0.2566 8.6 0.0146 0.2728
4.7 -0.2693 -0.2791 8.7 -0.0125 0.2697
4.8 -0.2404 -0.2985 8.8 -0.0392 0.2641
4.9 -0.2097 -0.3147 8.9 -0.0652 0.2559
5.0 -0.1776 -0.3276 9.0 -0.0903 0.2453
5.1 -0.1443 -0.3371 9.1 -0.1142 0.2324
5.2 -0.1103 -0.3432 9.2 -0.1368 0.2174
5.3 -0.0758 -0.3460 9.3 ~0.1577 0.2004
5.4 -0.0412 -0.3453 9.4 -0.1768 0.1816
5.5 -0.0068 - -0.3414 9.5 -0.1939 0.1613
5.6 0.0270 -0.3343 9.6 -0.2090 ©0.1395
5.7 0.0599 -0.3241 9.7 -0.2218 0.1166
5.8 0.0917 -0.3110 9.8 -0.2323 0.0928
5.9 0.1220 -0.2951 9.9 -0.2403 0.0684
6.0 0.1506 -0.2767 10.0 -0.2459 0.0435
6.1 0.1773 -0.2559 10.1 -0.2490 0.0184
6.2 0.2017 -0.2329 10.2 -0.2496 -0.0066
6.3 0.2238 -0.2081 10.3 -0.2477 -0.0313
6.4 0.2433 -0.1816 10.4 -0.2434 -0.0555
6.5 0.2601 -0.1538 10.5 -0.2366 -0.0788
6.6 0.2740 -0.1250 10.6 -0.2276 -0.1012
6.7 - 0.2851 -0.0953 10.7 -0.2164 -0.1224
6.8 0.2931 -0.0652 10.8 -0.2032 -0.1422
6.9 0.2981 -0.0349 10.9 -0.1881 -0.1604
7.0 0.3001 -0.0047 11.0 -0.1712 -0.1768
- 7.1 0.2991 0.0252 11.1 -0.1528 -0.1913
7.2 0.2951 0.0543 11.2 ~0.1330 -0.2038
7.3 0.2882 0.0826 11.3 -0.1121 - -0.2143
7.4 0.2786 0.1096 11.4 -0.0902 -0.2224
7.5 0.2663 .0.1352 11.5 -0.0677 -0.2284
7.6 0.2516 ©0.1592 11.6 -0.0446 -0.2320
7.7 0.2346 0.1813 11.7 -0.0213 -0.2332
7.8 0.2154 0.2014 11.8 0.0020 -0.2323
7.9 0.1944 0.2192 11.9 0.0250 -0.2290



Funciones de Bessel de Segunda Clase Yo(u) e Yl(u)

YO (u) Yl (w) Y0 (u) Y1 (u)
0.0 - °° - °o° 1.5 0.3824 -0.4123
0.1 -1.5342 6.4590 1.6 0.4204 -0.3476
0.2 -1.0811 -3.3238 1.7 0.4520 -0.2847
0.3 -0.8073 -2.2931 1.8 0.4774 -0.2237
0.4 -0.6060 -1.7809 1.9 0.4968 -0.1644
0.5 -0.4445 -1.4715 2.0 0.5104 -0.1070
0.6 -0.3085 -1.2604 2.1 0.5183 -0.0517
0.7 -0.1907 -1.1032 2.2 0.5208 "0.0015
0.8 -0.0868 -0.9781 2.3 0.5181 0.0523
0.9 0.0056 -0.8731 2.4 0.5104 0.1005
1.0 0.0883 -0.7812 2.5 0.4981 0.1459
1.1 0.1622 -0.6981 2.6 0.4813 0.1884
1.2 0.2281 -0.6211 2.7 0.4605 0.2276
1.3 0.2865 -0.5485 2.8 0.4359 0.2635
1.4 0.3379 -0.4791 2.9 0.4079 0.2959
3.0 0.3768 0.3247 7.0 -0.0260 -0.3027
3.1 0.3431 0.3496 7.1 0.0042 -0.2995
3.2 0.3070 0.3707 7.2 0.0338 -0.2934
3.3 0.2691 0.3878 7.3 0.0628 -0.2846
3.4 0.2296 0.4010 7.4 0.0907 -0.2731
3.5 0.1890 0.4102 7.5 0.1173 -0.2591
3.6 0.1477 0.4154 7.6 0.1424 -0.2428
3.7 0.1061 0.4167 7.7 10.1658 -0.2243
3.8 0.0645 0.4141 7.8 0.1872 -0.2039
3.9 0.0234 0.4078 7.9 0.2065 . -0.1817
4.0 -0.0169 0.3979 8.0 0.2235 -0.1581
4.1 -0.0561 - 0.3846 8.1 0.2381 -0.1332
4.2 -0.0938 - 0.3680 8.2 0.2501 -0.1072
4.3 -0.1296 0.3484 8.3 0.2595 -0.0806
4.4 ~0.1633 0.3260 8.4 0.2662 -0.0535
4.5 -0.1947 0.3010 8.5 0.2702 -0.0262
4.6 -0.2235 0.2737 8.6 0.2715 0.0011
4.7 =0.2444 0.2445 8.7 0.2700 0.0280
4.8 -0.2723 0.2136 8.8 0.2659 0.0544
4.9 -0.2921 0.1812 8.9 0.2592 0.0799



u YO {u) Yl (uj u YO (u) Y1 {u)
5.0 -0.3085 0.1479 9.0 0.2499 0.1043
5.1 -0.3216 0.1137 9.1 0.2383 0.1275
5.2 -0.3312 0.0792 9.2 0.2245 0.1491
5.3 -0.3374 0.0445 9.3 0.2086 0.1601
5.4 -0.3402 0.0101 9.4 0.1907 0.1871
5.5 -0.3395 -0.0238 9.5 0.1712 0.2032
5.6 -0.3354 -0.0568 9.6 0.1502 0.2171
5.7 -0.3282 -0.0887 9.7 0.1279 0.2287
5.8 -0.3177 -0.1192 9.8 0.1045 0.2379
5.9 -0.3044 -0.1481 9.9 0.0804 0.2447
6.0 -0.2882 -0.1750 10.0 0.0557 0.2490
6.1 -0.2694 -0.1998 10.1 0.0307 0.2508
6.2 -0.2483 -0.2223 10.2 0.0056 0.2502
6.3 ~0.2251 -0.2422 10.3 -0.0193 . 0.2471
6.4 -0.2000 -0.2596 10.4 -0.0437 0.2416
6.5 -0.1732 -0.2741 10.5 -0.0675 0.2337
6.6 -0.1452 -0.2857 10.6 -0.0904 0.2236
6.7 -0.1162 -0.2945 10.7 -0.1122 0.2114
6.8 -0.0364 -0.3002 10.8 -0.1326 0.1973
6.9 -0.0562 -0.3029 10.9 -0.1516 0.1813

11.0 -0.1688 0.1637 13.0 -0.0782 -0.2101
11.1 -0.1843 0.1446 13.1 -0.0569 -0.2152
11.2 -0.1977 0.1243 13.2 -0.0352 -0.2182
11.3 -0.2091 10.1029 "13.3 -0.0134 -0.2190
11.4 - -0.2183 0.0807 13.4 0.0085 -0.2176
11.5 ~-0.2252 0.0579 13.5 0.0301 -0.2140
11.6 -0.2299 0.0348 13.6 0.0512 -0.2084
11.7 -0.2322 0.0114 13.7 0.0717 -0.2007
11.8 -0.2322 -0.0118 13.8 0.0913 -0.1912
11.9 -0.2298 ~-0.0347 13.9 - 0.1099 -0.1798
12.0 -0.2252 -0.0571 14.0 0.1272 -0.1666
12.1 -0.2184 -0.0787 14.1 0.1431 -0.1520
12.2 -0.2095 -0.0994 14.2 0.1575 -0.1359
12.3 -0.1986 . -0.1190 14.3 0.1703 -0.1186
12.4 -0.1858 -0.1371 14.4 0.1812 -0.1003
12.5 -0.1712 -0.1538 14.5 0.1903 -0.0810
12.6 -0.1551 -0.1689 14.6 0.1974 -0.0612
12.7 -0.1375 -0.1821 14.7 0.2025 -0.0408
12.8 -0.1187 -0.1935 14.8 0.2056 -0.0202
12.9 -0.0989 -0.2028 14.9 0.2066 0.0005



Funciones de Bessel Modificadas de Primera Clase Io(u) e Il(u)

Ty (u) I, (u) u I, (u) 1 (u)
0.0 1.0000 0.0000 . 1.0 1.2661 0.5652
0.1 1.0025 0.0501 1.1 1.3262 0.6375
0.2 1.0100 0.1005 1.2 1.3937 _ 0.7147
0.3 1.0226 0.1517 1.3 1.4693 0.7973
0.4 1.0404 0.2040 1.4 1.5534 0.8861
0.5 1.0635 0.2579 1.5 1.6467 0.9817
0.6 1.0920 0.3137 1.6 1.7500 1.0848
0.7 1.1263 © 0.3710 1.7 1.8640 1.1963
0.8 1.1665 0.4329 1.8 1.9896 1.3172
0.9 1.2130 0.4971 1.9 2.1277 1.4482
2.0 2.280 1.591 4.0 11.30 9.76
2.1 2.446 1.746 4.1 12.32 10.69
2.2 2.639 1.914 4.2 13.44 11.71
2.3 2.830 2.098 4.3 14.67 12.82
2.4 3.049 2.298 4.4 16.01 14.05
2.5 3.290 2.517 4.5 17.48 15.39
2.6 3.553 2.755 4.6 19.09 16.86
2.7 3.842 3.016 4.7 20.86 18.48
2.8 4.157 3.301 4.8 22.79 20.25
2.9 4.503 3.613 4.9 24.91 22.20
3.0 4.881 3.953 5.0 27.24 24.34
3.1 5.294 4.326 5.1 29.79 26.68
- 3.2 5.747  4.734 5.2 32.58 29.25
3.3 6.243 5.181 5.3 35.65 32.08
3.4 6.785 5.670 5.4 39.01 35.18
3.5 7.378 6.206 5.5 42.70 38.59
3.6 7.028 6.793 5.6 46.74 42.33
3.7 8.739 - 7.436 5.7 51.17 46.44
3.8 9.517 8.140 5.8 56.04 50.95
3.9 10.369 8.913 5.9 61.38 55.90



u JO (u) J1 (u) u JO (u) J1 (u)
12.0 0.0477 -0.2234 13.5 0.2150 0.0380
12.1 0.0697 -0.2158 13.6 0.2101 0.0590
12.2 0.0908 -0.2060 13.7 0.2032 0.0791
12.3 0.1108 -0.1943 13.8 0.1943 0.0984
12.4 0.1296 -0.1807 13.9 0.1836 0.1165
12.5 0.1469 -0.1655 14.0 0.1711 0.1334
12.6 0.1626 -0.1487 14.1 0.1570 - 0.1488
12.7 0.1766 -0.1307 14.2 0.1414 0.1626
12.8 0.1887 -0.1114 14.3 0.1245 0.1747
12.9 0.1988 -0.0912 14.4 0.1065 0.1850
13.0 0.2069 -0.0703 14.5 0.0875 0.1934
13.1 0.2129 -0.0488 14.6 0.0679 0.1998
13.2 0.2167 -0,0271 14.7 0.0476 0.2043
13.3 0.2183 -0.0052 14.8 0.0271 0.2066
13.4 0.2177 0.0166 14.9 0.0064 0.2069

15.0 -0.0142 0.2051



Funciones de Bessel Modificadas de Segunda Clase Ko(u) y Kl(u)

2 2 2 2

Z K =K u = K, (u

=Ko (u) 7K () ; Ky (u) 7 (u)
0.0 oo oo 1.0 0.268 0.383
0.1 1.545 6.270 1.1 0.233 0.324
0.2 1.116 ©3.040 1.2 0.203 0.277
0.3 0.874 1.946 1.3 0.177 0.237
0.4 0.710 1.391 1.4 0.155 0.204
0.5 0.588 1.054 1.5 0.136 0.177
0.6 0.495 0.829 1.6 0.120 0.153
0.7 0.420 0.669 1.7 0.105 - 0.133
0.8 0.360 0.549 1.8 0.093 0.116
0.9 0.310 0.456 1.9 0.082 0.102
2.0 0.072 0.089 3.0 0.022 0.026
2.1 0.064 0.078 3.1 0.020 0.023
2.2 0.057 0.069 3.2 0.018 0.020
2.3 0.050 0.060 3.3 0.016 0.018
2.4 0.045 0.053 3.4 0.014 0.016
2.5 0.040 0.047 3.5 0.012 0.014
2.6 0.035 0.042 3.6 0.011 0.013
2.7 0.031 0.037 3.7 0.010 0.011
2.8 0.028 0.032 3.8 0.009 0.010
2.9 0.025 0.029 3.9

0.008 0.009



Raices de Iy ( M } = _0

m M1 Mz M3 M 4 M5

0 2,4048 5,5201 8,6537 11,7915. 14,9309
1 3,8317 7,0156 -+ 10,1735 13,3237 16,4706
2 5,1356 8,4172 11,6198 14,7960 17,9598
3 6,3802 9,7610 13,0152 16,2235 19,4094
4 7,5883 11,0647 14,3725 17,6160 20,8269
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