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1.

Extracto

El presente trabajo examina en forma critica y compara los diferentes
modelos de equilibrio del mercado de activos. La revisién incluye el
modelo de Sharpe-Lintner-Black y la critica de Roll, la versién
intertemporal multibeta de Merton en tiempo continuo, el modelo de
consumo agregado de Breeden y finalmente la teorfa de arbitraje

asintdtica de Ross, ademds de soluciones acotadas de equilibrio para

economias finitas, desarrolladas por Grinblatt y Titman. El acento
estd en los aspectos tedricos, pero también se discuten los principales
resultados empiricos.

Abstract

This paper critically reviews the different models of equilibrium in
asset markets. The survey includes the Sharpe-Lintner-Black model,
and Roll's critique, Merton's: intertemporal multibeta version in
continuos time, the aggregate consumption model developed by
Breeden, Ross’ arbitrage pricing theory, and Grinblatt and Titman's
equilibrium arbitrage pricing theory in finite economies. Although the
emphasis is on the theoretical work, the main empirical results are
also outlined.

Introduccion

Desde la publicacin de los trabajos pioneros de Markowitz (1959) y Tobin
(1958) que propusieron la teoria de portfolio, 0 modelo de media/varianza,
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se han desarrollado diversos modelos que intentan representar las condiciones
de equilibrio en el mercado de capitales, en particular la relacién entre riesgo
y retorno. Al respecto existen dos vertientes de modelos: por una parte,
el modelo CAPM (capital asset pricing model) de Sharpe (1964) y Lintner
(1965) y sus extensiones, que puede ser derivado a partir de funciones
de utilidad  especificas, por ejemplo funcién cuadréitica para los
inversionistas-consumidores, o alternativamente a partir de suponer
distribuciones de Gauss para los retornos de mercado. Extensiones
importantes del modelo corresponden a Black (1972) y al modelo intertemporal
de Merton (1973), que se resume en una version multifactor, multibeta para la
ecuacién de precios. Finalmente, los modelos de Lucas (1978), Breeden (1979)
y Cox, Ingersoll y Ross (1985) desarrollan aun maés el modelo intertemporal.
La segunda vertiente se refiere al modelo de arbitraje de Ross 1976a, b, que
no requiere especificar tan fuertemente, en principio al menos, las funciones
de utilidad o las leyes probabilisticas que siguen los retornos de mercado en el
contexto de una economia con un niimero infinitamente grande de activos; en
un contexto mds restrictivo de equilibrio en una economfa finita, son necesarios
supuestos algo més fuertes (Grinblatt y Titman 1983). Ambos enfoques, sin
embargo, al derivar los modelos suponen agentes individuales que diversifican
sus inversiones; suponen, ademdés, economias con mercados perfectos o,
alternativamente, que no presentan trabas institucionales al arbitraje.
Asimismo, en un cierto sentido, los modelos intertemporales, multibeta,
presentan cierta relacién con la teorfa de arbitraje, que en el caso general
admite més de un factor de riesgo sistemdtico, y es también multibeta en
esencia.

En rigor, existe un enfoque alternativo del problema, que corresponde a la
teorfa de preferencia por los estados, que se basa en los trabajos de K. Arrow
1964 y G. Debreu 1959; por ejemplo Hirshleifer 1964, 1970 desarrolla un
enfoque tedrico para una economia de Arrow-Debreu, que si bien como marco
tedrico es notable, es préacticamente imposible de someter a contrastacién
empirica. Cabe destacar, sin embargo, que existe una relacién muy directa
entre el modelo de arbitraje de Ross y la teoria de preferencia por los estados,
ya que el modelo citado representa una restriccion al tablero de Arrow-Debreu
que muestra los retornos de los diferentes activos, en los distintos estados de
naturaleza. Por ello, en este trabajo nos centramos en modelos verificables
empiricamente, en principio al menos, en los cuales los "objetos de seleccién”
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son distribuciones de probabilidad para los retornos, y no directamente titulos
o derechos sobre consumo en distintos estados de naturaleza. En las secciones
siguientes se examinan algunos modelos que nos han parecido m4s destacables
para el objetivo propuesto, sin pretender una revisién exhaustiva del tema.

2. Modelo simple de Sharpe-Lintner-Black

El  modelo  cAPM original, de un solo perfodo, donde los
inversionistas-consumidores maximizan la utilidad esperada de la riqueza
terminal, se deriva directamente, o es una extensién, de la teorfa de portfolio
de Markowitz-Tobin. Precisamente Tobin 1958 ha demostrado que conforme
al supuesto de individuos aversos al riesgo (funciones de utilidad céncavas, de
Von Neumann-Morgenstern), y si los retornos de activos en el mercado siguen
distribuciones normales (que son un caso limite de las distribuciones simétricas
estables), podemos derivar una funcién de utilidad V(E, o), donde E
representa el retorno esperado y ¢ la desviacion estdndar de los retornos, y
obtener asi curvas de indiferencia con pendiente positiva y convexidad en el
plano (E,0). Por lo tanto, con sdlo estos dos pardmetros basta para decidir
entre opciones de inversién. Si sélo considerdramos activos riesgosos, el
gréfico 1 indica el portfolio 6ptimo para el individuo en el punto Q. En el
gréfico 2 podemos observar que si ademads existe la posibilidad de prestar o
pedir prestado a una tasa tnica y libre de riesgo, r, entonces la frontera de
portfolios eficientes serd la linea que partiendo en r es tangente al conjunto
riesgoso en un punto como Py se prolonga mas all4, indicando endeudamiento
a la tasa r e inversién en el portfolio riesgoso y eficiente P. Se tiene que la
frontera rPZ es tal, que cada punto en ella corresponde a un portfolio eficiente
en media y varianza; esto es, para un determinado nivel de retorno esperado
no es posible menor dispersién, y para cada nivel de ¢ no hay un mayor
retorno esperado. Puede probarse formalmente que todo portfolio éptimo sera
seleccionado entre los eficientes (teorema del conjunto eficiente, en Fama y
Miller 1972).
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El resultado anterior corresponde a la seleccién del portfolio éptimo para
el consumidor-inversionista individual, dadas sus preferencias y las
oportunidades del mercado. Pasemos ahora a un modelo de equilibrio en el
mercado de capitales, cuyo origen estd en Sharpe 1964 y Lintner 1965. Un
tratamiento formal del modelo se encuentra en Fama y Miller 1972, Merton
1972 y Jensen 1972. A continuacién se presenta una breve exposicién del
modelo de Sharpe-Lintner y sus extensiones m4s importantes.

Supongamos entonces que existe un mercado perfecto de capitales sin costo
de transaccién ni impuestos, donde todos los agentes individuales tienen la
posibilidad de prestar y endeudarse a la tasa libre de riesgo r ya mencionada.
Supongamos ademas que se dan expectativas homogéneas, en el sentido de que
todo agente considera las mismas distribuciones de retornos para un activo.
En ese caso, la linea 7Pz del grafico 2 puede interpretarse como la frontera
eficiente del conjunto de oportunidades que es visualizado en forma idéntica
por todos los agentes y donde cada cual seleccionard su portfolio 6ptimo segiin
sus preferencias.

Podemos observar, sin embargo, que todo portfolio eficiente corresponde
a una combinacién lineal del portfolio riesgoso y eficiente P y el activo libre de
riesgo (incluyendo puntos que indican emisién de bonos); se concluye entonces
que si el mercado est4 en equilibrio (exceso de demanda igual a cero), P debe
incluir todos los activos riesgosos de la economia; es decir, se trata del
"portfolio de mercado". A esta frontera de eficiencia rPz se la llama linea de
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mercado de capitales, y permite observar la vigencia del teorema de separacién
de Tobin 1958, ya que los posibles portfolios eficientes se obtienen
independientemente de las preferencias individuales. Es mds, nos dice que los
individuos se comportan como si seleccionaran portfolios combinando
linealmente dos activos o fondos bésicos, el portfolio riesgoso Py el activo de
cero riesgo.

El paso siguiente consiste en obtener la relacion entre un activo cualquiera
en el margen y un portfolio eficiente. El resultado final es obtener el modelo
CAPM, que establece una relacién lineal simple entre los retornos esperados de
equilibrio y el riesgo no diversificable: ‘

E. =r+AB, i=1L1L2...n 1)

1

donde E; representa el retorno esperado de equilibrio para el activo 7,  es
la tasa de interés libre de riesgo, A es el precio por riesgo en la economia y
Bin s una medida de riesgo sistemético del activo e igual a B,, = 0,/0,
donde o,, es la covarianza del retorno de i con el retorno del portfolio de
mercado y o, es la varianza del retorno del portfolio de mercado. El
portfolio de mercado es un portfolio eficiente en media y varianza, que incluye
todos los activos riesgosos de la economia con ponderacién igual a su valor de
mercado. Puede demostrarse sin dificultad que el premio de mercado A,
estadisticamente hablando es igual al exceso de retornos (E,, - 7). Para un
analisis m4s riguroso del premio por riesgo, véase Rubinstein 1973. En pocas
palabras, podemos decir que el modelo CAPM resume o captura una
proposicién econdmica bdsica: supone individuos aversos al riesgo, que al
formar sus portfolios acttian como si maximizaran la utilidad esperada de la
riqueza terminal, diversificando eficientemente y, por tanto, eliminando
totalmente el riesgo idiosincratico o residual, de modo que en equilibrio el
mercado solamente premia el riesgo no diversificable o sistematico.

Seglin se explicé antes, en su derivacion original el modelo supone
funciones de utilidad cuadréitica para los individuos o, alternativamente,
distribuciones normales de retornos. Supone, ademds, mercados perfectos de
capital, en los cuales es posible para todo agente prestar o pedir prestado a la
tasa libre de riesgo. Por ultimo, supone expectativas homogéneas respecto a
las distribuciones de retornos. Como es tradicional, en economia positiva la
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calidad de los supuestos no debe juzgarse segiin su mayor o menor "realismo”,
sino por su valor predictivo del comportamiento en el mercado (Friedman
1953).  No obstante, el analisis critico de sus supuestos ha conducido
finalmente a imporfantes extensiones, que se discuten a continuacién y en
secciones siguientes,

En primer lugar, una variante interesante del modelo original de Sharpe-
Lintner se debe a F. Black 1972, que desarrolla el CAPM relajando el supuesto
de que existe un activo libre de riesgo, mediante el cual los consumidores-
inversionistas pueden realizar, a la misma (dnica) tasa de interés y sin
restricciones, operaciones tanto de prestar como de pedir prestado. El anélisis
de Black se basa en las matematicas del conjunto eficiente y observa que es
posible preservar la propiedad de linealidad de la ecuacién de equilibrio en
dicho caso, si en la economia existe o puede formarse un activo o portfolio de
minima varianza y que sea ortogonal con el portfolio de mercado.
Ciertamente, en términos financieros ello es posible en un mercado en el cual
se da la venta corta irrestricta, porque en dicho caso se puede obtener
portfolios de activos riesgosos, algunos en posicién larga y otros en posicién
corta, con dicha propiedad de ortogonalidad. El grafico 3 muestra la frontera
eficiente de portfolios, en la linea que corta el eje de retornos en E, y es
tangente en M con el set eficiente, continuando més alld. Debe destacarse que
E, representa el retorno esperado, comin a todos los posibles portfolios beta-
cero, incluyendo el de minima varianza local. Puede demostrarse, ademas, que
el portfolio con beta cero estd en el tramo con pendiente negativa en el set de
minima varianza (Black 1972, Roll 1977). En ese caso el portfolio con "beta
cero" de minima varianza (P, = 0) toma el lugar del activo libre de riesgo del

modelo de Sharpe-Lintner:
E =E + A8, i=1,2,...n (2)

Black demostré entonces que cuando no existe un activo libre de riesgo,
pero si existen las posibilidades de ventas cortas irrestrictas en la economia, se
mantiene inalterado el principio de separacién de dos fondos, esto es que el
inversionista forma sus portfolios como si combinara linealmente dos "fondos
mutuos’; a saber: el portfolio beta-cero y el portfolio de mercado,
independientemente de cuales sean sus preferencias, ya que éstas sélo afectaran
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a las ponderaciones asignadas a cada fondo.! En esas condiciones se obtiene
la ecuacién (2), en la cual el riesgo sistemético sigue midiéndose respecto del
portfolio de mercado. Puede probarse que estadisticamente el premio de
mercado es igual al exceso de retorno (E,, - E,). Cabe finalmente seiialar que
las conclusiones mas importantes de los modelos de Sharpe-Lintner y Black,
la linealidad de la relacién riesgo retorno en el mercado, linea de mercado de
capitales y CAPM propiamente tal, corresponde, segiin demostré Roll 1977, a
resultados puros de 4lgebra lineal segiin el supuesto de que el portfolio de
mercado es eficiente en media y varianza. Volveremos sobre este punto mas

adelante.

Gréfico 3

Bz

1a venta corta no estd definida en el mercado chileno, encontrindose sélo precarias
aproximaciones. En cuanto a los efectos de las restricciones a la venta corta sobre los precios de
los activos, véanse Figlewski y Webb 1993, Raab y Schwager 1993.
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3. Modelo intertemporal de Merton 1973,
de tiempo continuo

Una tercera y notable variante del modelo CAPM corresponde al modelo
intertemporal (de tiempo continuo) desarrollado por R. Merton 1973, en el
cual se permiten alteraciones instantdneas del conjunto eficiente de
oportunidades de inversidn; en sus desarrollos matematicos el modelo hace uso
del céleulo estocéstico, y especificamente procesos de It6. En un apéndice al
final de este trabajo se explican aspectos distribucionales. Cabe destacar que
el modelo supone un mercado competitivo, sin costos de transaccién ni
impuestos, activos perfectamente divisibles, mercado de capitales siempre en
equilibrio; que se puede prestar y pedir prestado a la misma tasa, y, ademas,
se permiten ventas cortas irrestrictas. Los agentes maximizan la utilidad
esperada del consumo de su vida total, con funciones de utilidad de Von
Neumann-Morgenstern estrictamente céncavas.

La base del modelo es que en cada instante pueden cambiar las variables
estado, que pueden ser muchas, y se altera el kconjunto de oportunidades,
llevando a recomposiciones de los portfolios. En el caso particular, y menos
complejo, en que los cambios en el conjunto eficiente los identificamos con las
variaciones en la tasa de interés r, como variable instrumental, Merton deriva
un modelo de equilibrio de mercado, conocido como el modelo de tres fondos
(el CAPM usual es de dos fondos), que puede resumirse como sigue:

u’i —r= Bl(um B r) + Bz(un - r) l = 1’2’""11—1 (3)

donde p; es el retorno de equilibrio esperado, instanténeo, para el activo i; p,
el correspondiente al portfolio de mercado y p, el de un activo n riesgoso con
correlacién perfecta negativa con la tasa r; B, y B, son medidas de riesgo
sistemdtico; en la economfa existen 1 activos riesgosos y un activo libre de
riesgo (instantaneo). Podemos explicar algo mas recordando que en el CAPM
simple uniperiodo la tasa libre de riesgo estd fija y el conjunto de
oportunidades también; en cambio, en el modelo multiperiodo la tasa libre de
riesgo esta fija por un instante y puede variar, es decir es estocastica, de un
instante a otro. En el modelo de Merton, la estocasticidad de la tasa de interés
libre de riesgo instantinea trae por consecuencia, o crea, una demanda por
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activos o portfolios que permitan a los agentes protegerse (hedge) frente a las
variaciones en . En el caso general, en que trabajamos con un niimero S de
variables estado que caracterizan el conjunto de oportunidades, se crea una
demanda por § activos que permiten un hedge respecto a cada variable estado.

En resumen, habria un modelo de S+2 fondos en el caso general; es decir,
una separacion respecto de las preferencias sobre la base de S +2 fondos, que
son el activo libre de riesgo (instantdneo), el portfolio de mercado y otros S
activos especializados en que cada uno protege o permite un hedge respecto
a una variable estado, pues presentan sus retornos una correlacién igual a -1
con dichas variables, En el caso particular en que las variaciones en r
sintetizan las variaciones en el conjunto de oportunidades de inversidn, el
modelo implica una separacién en tres fondos solamente. Si el consumo no se
afecta por variaciones en la tasa de interés, para todos los individuos del
mercado, obtendriamos el CAPM tradicional (pero en tiempo continuo), y ése
serfa también el caso si la tasa r fuese no estocéstica. En los otros casos, los
agentes individuales formaran sus portfolios como si combinaran linealmente
tres fondos o activos; a saber: el activo libre de riesgo (instantaneo), el
portfolio de mercado (eficiente) y el activo o portfolio 1, que permite efectuar
un hedge o proteccién frente a variaciones no previstas en el conjunto eficiente
(aqui resumido en la tasa r).

4. Evidencia empirica (critica de Roll), anomalias

El modelo CAPM basico de Sharpe-Lintner y sus importantes extensiones han
sido sometidos a numerosas pruebas empiricas, las primeras de las cuales se
discuten en el interesante resumen critico de Jensen 1972, pudiendo destacarse
ademds el trabajo de Fama y MacBeth (1973). Lamentablemente, todas esas
pruebas iniciales no son concluyentes, especialmente conforme al trabajo critico
de Roll 1977, segtin el cual el problema, empiricamente hablando, se refiere a
la dificultad de observar el "portfolio de mercado”, de modo que al recurrir a
un proxy como un indice de mercado y al obtener la linealidad requerida sélo
estarfamos probando haber seleccionado un portfolio ex post eficiente (en
media y varianza), y si no obtuviésemos dicha linealidad tampoco podemos
"rechazar", ya que s6lo estarfamos probando que hemos seleccionado un indice
ex post no eficiente. En la base del problema tenemos que aun para un
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subconjunto de activos es posible, por ejemplo, encontrar para todo portfolio
eficiente (local solamente) su correspondiente portfolio ortogonal, y, por tanto,
linealidad. Estos y otros resultados son demostrados matematicamente en el
trabajo de Roll y corresponden bésicamente a resultados de 4lgebra lineal, sin
tener que recurrir para su argumentacién ni a las funciones de utilidad de los
inversionistas ni a la distribucién probabilistica de retornos, excepto suponer
que la varianza existe y es finita. La critica de Roll ha significado un fuerte
cuestionamiento del CAPM de Sharpe-Lintner-Black; por su parte, Stambaugh
1982 estudia la posibilidad de usar distintos indices proxies, dando pocas
esperanzas.

Por otra parte, en general, para indices representativos de portfolios
accionarios bien diversificados y ponderados segiin valores de mercado, la
evidencia disponible, aunque no concluyente, permite observar desviaciones
importantes, como, por ejemplo, el llamado "efecto tamafo" detectado
empiricamente por Banz 1981, y discutido en Reinganum 1981 y Basu 1983,
entre los méds destacados. El citado efecto puede resumirse en que la linea
empirica del mercado de activos presenta deformaciones tales, que firmas
pequefias (de bajo patrimonio de mercado) presentan retornos en exceso para
sus niveles de riesgo beta, y en las firmas de alta capitalizacién sucede lo
contrario.  Claramente, este resultado es compatible con una mala
especificacién del modelo de equilibrio, o bien con importantes desviaciones en
la eficiencia (informativa) del mercado, dado que los tests empiricos analizados
son de hipétesis conjuntas. M4s aun, en el caso probable de una errénea
especificacién del modelo, este efecto tamafio debe interpretarse mds bien
como una variable proxy a una variable subyacente; es decir, se da un evidente
vacio tedrico para un hecho empirico determinado. Chan y Chen 1988, por
ejemplo, destacan alternativamente que el problema se debe a coeficientes
estimados beta ruidosos y que las variables tales como tamafio se correlacionan
con los verdaderos betas. En todo caso, estos y otros fenémenos empiricos
detectados, conocidos como "anomalias" de los modelos de equilibrio de
Sharpe-Lintner-Black, han ensombrecido bastante el panorama en estudio y las
posibilidades del modelo CAPM simple y han motivado fuertemente el acento
en modelos de equilibrio multifactoriales o "multibetas", tanto en lo teérico
como empirico, en la linea de Merton, de modelos en tiempo continuo, como
también en el modelo de arbitraje de Ross 1976a,' b, que se resume més
adelante. Cabe destacar, con respecto a las "anomalfas" ya sefialadas, el
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resultado obtenido por Fama y French 1992, que indica que para el periodo
1963-1990 las variables tamafio y, especialmente, valor libro/valor de mercado
de las acciones, capturan la variacion cross section de los retornos accionarios
medios, asociados con beta de mercado, tamafio, valor libro/valor mercado,
utilidad/precio y leverage; la contribucion de la variable beta aparece
practicamente nula, y aun cuando estos resultados son materia de discusién,
ellos apuntan, al menos por ahora, a modelos multibeta. Otras "anomalias" que
han generado especial interés corresponden al efecto fin de semana (French
1980), segiin el cual se observan retornos anormales, en forma sistematica entre
dias viernes-lunes, con actividad bursatil; asimismo, el efecto fin de ano,
detectado por Keim 1983, Reinganum 1983, que encuentran retornos anormales
que se concentran entre los dltimos dias de diciembre y los primeros cinco dias
de enero, generdndose asi posibilidades de reglas de compra-venta ad oc. Por
tltimo, puede mencionarse también el efecto fin de mes (Ariel 1987), y el
efecto dia feriado (Ariel 1990). Para un buen andlisis actualizado de estas y
otras anomalias, véase Fama 1991.

5. Modelo intertemporal basado en el consumo

Una variante interesante de modelos intertemporales, de precios de activos,
corresponde a aquéllos basados en el consumo, tales como los de Breeden
1979, Breeden y Litzenberger 1978, Rubinstein 1976. Especificamente, el
modelo de consumo agregado de Breeden puede considerarse una extension
del modelo de tiempo continuo de Merton ya citado. Se demuestra que, en un
caso general, para una economia en la cual existe un solo bien de consumo, y
con un conjunto de oportunidades de inversién estocéstico, la ecuacién de
equilibrio multibeta de Merton (se tendrd un nimero de betas igual al nimero
de variables estado que caracterizan el conjunto de oportunidades de inversién
més uno), puede colapsarse en una ecuacién con un solo beta, pero en este
caso dicho beta se mide con respecto al consumo agregado y no el beta usual
respecto de la riqueza (portfolio de mercado). En la ecuacién de equilibrio del
mercado de capitales resultante se tiene entonces que, para todo activo, el
exceso de retorno esperado instantdneo es proporcional a su beta o covarianza
con respecto al consumo agregado.
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Breeden demuestra que en una economia del tipo planteado por Merton,
en que el conjunto de oportunidades es estocéstico y la funcién de utilidad del
consumo de por vida es independiente de los estados, aunque aditiva en
tiempo, la riqueza ya no es un estadistico suficiente para la utilidad marginal
de cada peso, pero el consumo si lo es. Por eso la ecuacién de equilibrio en
Merton es multibeta; en cambio, en la ecuacién de Breeden los beta-consumo
de cada activo son medida suficiente. El modelo se resume finalmente en la
ecuacidn riesgo/retorno de equilibrio siguiente:

p-r = B.(p -r) para todo activo riesgoso (4)

que supone una economia en la cual existe un activo o portfolio cuyo retorno
esta perfectamente correlacionado con las variaciones en el consumo agregado,
en el instante siguiente. Asi, los coeficientes beta de riesgo sistematico para
los activos pueden apropiadamente medirse con respecto a dicho activo o
portfolio correlacionado con el consumo y B, es el beta-consumo para el activo
i. En equilibrio, entonces, de acuerdo con (4), el exceso de retorno esperado
del activo / sobre la tasa (instanténea) libre de riesgo, p;-7, es igual al riesgo
sistematico beta-consumo, por el premio por riesgo, p.r, que es el exceso de
retorno esperado (instantdneo) en un activo perfectamente correlacionado con
el consumo agregado. Cox, Ingersoll y Ross 1985 obtienen este mismo
resultado, pero en un contexto de equilibrio general que integra los mercados
de bienes y los financieros. En dicho trabajo los autores derivan
endégenamente el proceso estocastico de los activos financieros y su
dependencia de las variables reales subyacentes (véase también Lucas 1978).
Breeden y Litzenberger 1978 demuestran, por otra parte, que, conforme al
supuésto de individuos con funciones de utilidad idénticas con aversién relativa
al riesgo constante (medida de Arrow-Pratt; Arrow 1971, Pratt 1964) vy, si
ademis el consumo sigue una distribucién lognormal, éstas seran condiciones
suficientes para derivar el modelo cuando los retornos y los beta-consumo se
miden a lo largo de periodos finitos, discretos, de tiempo. |

En cuanto a la intuicién econdmica del modelo, una via ofrecida por
Breeden 1979 se basa en el nivel de riqueza y la productividad de las
inversiones en fechas y estados de naturaleza futuros. De acuerdo con las
condiciones de dptimo del modelo, se obtiene que el consumo agregado esta
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correlacionado negativamente en forma perfecta con la utilidad marginal de un
peso adicional de riqueza invertido, lo cual es concordante con suponer
individuos con preferencias (por consumo) independientes de los estados. Este
no es el caso con la riqueza, ya que al trabajar con oportunidades de inversién
estocésticas pueden darse casos en que las diferencias en los niveles de riqueza
sean mdas que compensadas por diferencias de productividad. En consecuencia,
para este dltimo caso el consumo agregado es un estadistico suficiente para la
utilidad marginal, y por tanto la covarianza de los retornos respecto del
consumo agregado es suficiente medida de riesgo, y, por el contrario, la riqueza
no lo es.

Finalmente, Breeden desarrolla un modelo intertemporal, para el caso de
una economia con varios bienes de consumo. Este es un caso mis complejo,
ya que presenta una economia con oportunidades de inversién estocésticas vy,
ademds, con precios con comportamiento estocdstico para los bienes de
consumo. Las ecuaciones de demanda por activos incluyen en este caso
componentes adicionales relacionados con las posiciones largas y cortas en
activos de portfolios mds altamente correlacionados con los precios de los
bienes de consumo. Breeden obtiene una ecuacién de equilibrio de mercado,
basada en un solo beta, que corresponde al beta-consumo real. Se define este
beta, B/ para el activo i, como la covarianza local de su retorno real con los
cambios porcentuales en el consumo real agregado, dividido por la tasa de
varianza de los cambios porcentuales en el consumo real agregado. El modelo
supone un vector de proporciones presupuestarias asignadas a los diferentes
bienes de consumo, y en el caso de la economia multibienes debe conocerse
tanto el vector de ponderaciones (proporciones) marginales, en el agregado,
como el vector con ponderaciones medias. Los indices de precios con estas
ponderaciones son iguales s6lo en el caso "homotético”, segiin observa Breeden.

La evidencia empirica no es suficientemente clara hasta aqui, ofreciéndose
una excelente discusidon al respecto en Fama 1991. Por una parte, cabe
destacar los resultados més bien promisorios de los tests de Breeden,
Gibbons y Litzenberger 1989, que muestran una linealidad en la relacién de
retornos esperados y betas-consumo, aun cuando sus tests presentan algunas
posibilidades de sesgos importantes. Por otra parte, Chen, Roll y Ross 1986
muestran un resultado bastante pobre para el modelo, al incluir el
beta-consumo estimado en una regresion correspondiente al caso multifactorial,
en un contexto de teoria de arbitraje de Ross. En dicha regresidn, la




28 EsTUDIOS DE ADMINISTRACION

contribucién marginal del beta-consumo es practicamente nula en cuanto a
explicar el cross-section de retornos esperados. Finalmente, debe mencionarse
una linea diferente de estudios empiricos, que sobre la base de especificar el
modelo con supuestos fuertes respecto a preferencias y aspectos
distribucionales, estudian las propiedades o comportamiento del modelo en
series de tiempo y corte transversal, que incluye lo que se ha denominado el
"puzzle" del premio por riesgo (por ejemplo Mehra y Prescott 1985), que puede
resumirse en que el premio encontrado es incompatible con un valor hipotético
del coeficiente de aversién relativa al riesgo (Arrow-Pratt) que se supone
razonable para un consumidor representativo, de acuerdo con el modelo.

Cabe destacar, finalmente, que en gran medida las dificultades empiricas
del modelo de consumo pueden estar reflejando precisamente las evidentes
dificultades de medir adecuadamente el consumo agregado. Asimismo, Cornell
1981 ha plénteado los posibles problemas de variabilidad de los betas-consumo
en el curso del tiempo, lo cual complicaria bastante los tests empiricos.

6. Modelo de arbitraje

El modelo de precios por arbitraje desarrollado por Ross 1976a,b, constituye
efectivamente una opcién respecto al modelo CAPM para representar las
relaciones de precios en el mercado de capitales. Como se explicé en secciones
anteriores, la popularidad del modelo CAPM se debe a su simplicidad lineal; sin
embargo, tiene el inconveniente empirico de la dificultad evidente de observar
el portfolio de mercado, para aplicaciones; es mds, de acuerdo con Roll 1977,
el Gnico test valido serfa demostrar que el portfolio de mercado es eficiente en
media y varianza, ya que todas las otras connotaciones, incluidas la misma
linealidad de retornos con los betas, son sélo resultados o consecuencias de la
eficiencia del portfolio de mercado.

El modelo de Ross, por el contrario, aunque mantiene la intuicién
econdmica del CAPM y su linealidad entre retornos y riesgo sistemético, no
depende del portfolio de mercado para su validacién empirica, y, mas aun,
dicho portfolio no cumple ninglin papel en el modelo de arbitraje. Como
veremos mds adelante, presenta, sin embargo, otras dificultades tanto de tipo
tebrico como empirico.




Equilibrio del mercado financiero 29
A. DERIVACION INTUITIVA DEL MODELO

El contenido de esta seccion sigue la derivacién heuristica presentada en Ross
1976a. Un tratamiento més riguroso de la condicién de arbitraje, y
especialmente de sus requerimientos o supuestos necesarios, ha sido
desarrollada por el mismo Ross (1976 b).

De acuerdo con la argumentacién intuitiva ya sefialada, se parte con los
supuestos neocldsicos de mercados perfectos de capital, sin costos de
transaccin.

Se supone, ademds, la existencia de un proceso generador de retornos, y
en ese caso los agentes creen homogéneamente que los retornos aleatorios
para los activos son generados por un modelo lineal de k factores comunes:

Fo=E +b,8 +b,8 +.+b, & +u, i =12,.n )

donde 7 representa el retorno del activo i (el signo ~ representa
aleatoriedad), E; representa los retornos esperados para el activo i, & ; esel
factor j, comiin para los todos los activos considerados y con media cero, b; es
una medida o coeficiente de respuesta del retorno del activo i ante variaciones
en &. Los factores comunes & representan el componente sistematico del
riesgo ylos #, representan ruido, y como tal el componente no sistematico del
riesgo. Se cumple que E(7,/8 ) =0y, ademds, que este componente
idiosincratico #, es suficientemente independiente de #,,(i#/), para que
opere la ley de los grandes niimeros. Asimismo, para poder obtener resultados
generalizables al caso de varios factores comunes de riesgo, suponemos que el
niimero de activos 22 es muy superior al nimero de factores .

De acuerdo con Ross, omitiendo los términos de ruido 1, el modelo de
factores (5) es equivalente a plantear una restriccién al tablero de Arrow-
Debreu que muestra los retornos de los activos considerados, en los diferentes
estados de la naturaleza, ya que dicho tablero de retornos se ubicard en un
espacio de k+1 dimensiones, delimitado por un vector de constantes
e’ =(1,1,1,..,1) y k vectores (8,,8,,...8,). Esto es de la mayor importancia
para comprender la teoria de arbitraje, ya que los retornos de cada activo
pueden obtenerse como una combinacién lineal de factores y los mismos
factores pueden replicarse mediante combinaciones lineales de un niimero k+1
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de titulos (se incluye el titulo de cero riesgo), y por lo tanto los retornos de
todo otro activo o portfolio existente en el mercado pueden reproducirse o
replicarse mediante una combinacién lineal de estos k+1 activos. La exigencia
de que existan unos pocos factores comunes es un punto clave en el modelo.
Por cierto se seguiria que los portfolios o activos originales existentes y sus
réplicas exactas deberfan cumplir una condicién de tener igual precio y
satisfacer la condicién de no arbitraje; consecuentemente, los retornos de los
activos quedan sujetos a restriccién. Recordemos que se ha supuesto un
mercado neocldsico perfecto, sin costos de transaccidn.

La derivacion, entonces, parte de la ecuacién factorial (5) y prosigue con
la creacién de portfolios de arbitraje, que no requieren riqueza adicional, es
decir, que corresponden a meras recomposiciones de las carteras existentes
en un momento. O sea, si un vector w representa un portfolio de arbitraje
(formado de los 1 activos) y el vector columna e es un vector de constantes
¢’ = (1,1,1....1), se tiene el requisito

w'e =0

Evidentemente, estas recomposiciones de cartera significan que las compras
de activos (posiciones largas) quedan "financiadas" exactamente por ventas
cortas (posiciones cortas) en otros activos. De aqui que en el modelo tedrico
se requiera un mercado sin trabas artificiales a las ventas cortas, que se
suponen irrestrictas.’

Por otra parte, se agrega el requerimiento de que el portfolio de arbitraje
estd perfectamente diversificado (en una economia "grande” no hay problema),
de modo que los elementos de w estdn en el orden de 1/n (1 es el nimero de
activos). Finalmente, a estos portfolios se les exige que carezcan, ademas, de
riesgo sistemadtico; entonces deben cumplir:

]

wh, =0 =12,k

2Sobre venta corta en Chile, véase anterior nota de pie de pagina.




Equilibrio del mercado financiero 31

donde b; representa un vector de coeficientes de respuesta correspondiente al
factor sistemético j.

Formando entonces estos portfolios de arbitraje w, ellos tendrdn, de
acuerdo con la ecuacién (5), un retorno R:

R=wF=wE+(w'b )8 +.....+(wh )8 +wii

donde 7 es un vector de retornos de los activos, E un vector de retornos
esperados y # un vector de componente idiosincrasico. Como se explico
anteriormente, los portfolios de arbitraje se suponen diversificados, de modo
que si el vector de ruido # es "suficientemente” independiente y el niimero de
activos es grande, el tltimo termino, w'i, desaparece (aproximadamente).
Puesto que ademads se construyen eliminando el riesgo sistemadtico, segin ya se
sefald, entonces

wF = wE

Dado que estos portfolios de arbitraje, por definicién, no usan recursos
adicionales ni incurren en riesgo de ninguna clase, entonces, su retorno debera
ser w”E=0, si el inversionista estd en equilibrio, es decir, si no desea modificar
su actual cartera y si se debe satisfacer una condicién de no arbitraje en el
mercado. De otro modo, si el retorno fuese positivo seria posible obtener
ganancias arbitrariamente elevadas, por el simple expediente de aumentar la
escala del portfolio de arbitraje. Cabe sefalar que la condicién de "no
arbitraje” es mds general que la condicién de equilibrio, y de hecho podria regir
en variados tipos de desequilibrio. Cabe también sefialar que la condicién de
no arbitraje resumida en que w’'E=0 para todos los posibles portfolios de
arbitraje que pudieran formarse presenta ademads propiedades asintéticas, como
se explic precedentemente. '

Finalmente, los requerimientos sefialados constituyen en realidad
declaraciones de algebra lineal, que expresan que todo vector w que es
ortogonal respecto del vector de constantes e, y también respecto de cada uno
de los vectores de coeficientes b;, deba también ser ortogonal respecto del
vector £ de retornos esperados.

Consecuentemente, conforme al 4lgebra lineal (Hadley 1964), el
mencionado vector de retornos esperados E debe ser necesariamente una
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combinacién lineal del vector de constantes y de los vectores b;(j=1,2,...k).
Vale decir, existen k¥ + 1 ponderadores A, A,,..A, tales que se cumple

E =2, + Ab, +o. + Ayby  para todo i, (6)

Ahora bien, si en la economia existe un activo libre de riesgo, entonces
A, puede interpretarse correctamente como el retorno de ese activo;
alternativamente, A, puede interpretarse correctamente como el retorno comiin
a todos los portfolios "beta cero', es decir, portfolios tales que b; = 0 para
todo j.

Por iltimo, en la ecuacién de precios (6) los premios por riesgo
sistematico, A,A,....,A, pueden también interpretarse como excesos de retorno.
Especificamente, si formamos portfolios tales que presenten riesgo sistematico
unitario en un factor y cero riesgo en los restantes factores, entonces, para cada

A; se tiene

A= E - A

como el exceso de retorno o premio de mercado por el riesgo, para portfolios
que s6lo presentan riesgo sistemético del factor j; es decir, son como portfolios
"especializados" que replican o imitan al factor j correspondiente. Para una
comprensién mdas a fondo del significado de los premios por riesgo y, en
general de la coherencia de la teoria de arbitraje en un modelo de equilibrio
dindmico, véanse Roll y Ross 1980 y especialmente Cox, Ingersoll y Ross 1985.

B. EVIDENCIA EMPIRICA

La ecuacién de precios (6) rige solamente como aproximacidn si n es finito, y
es verificable empiricamente en subconjuntos de activos; de hecho, ha sido
objeto de numerosas investigaciones, a partir del trabajo empirico pionero de
Roll y Ross 1980. Sobre la base de la matriz de varianzas y covarianzas,
estimada para un subconjunto de activos de la economia, dichos autores
utilizan la técnica estadistica de andlisis de factores, especificamente
estimaciones de maxima verosimilitud, para extraer el nimero de factores que
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parecen "explicar" la estructura de retornos de mercado. Los resultados
obtenidos apuntan a validar un modelo de més de un factor, y en principio no
més de cuatro o cinco. Las técnicas de extraccion de factores y las pruebas
empiricas del tipo Roll y Ross han sido criticadas por Shanken 1982, y
Dhrymes, Friend y Gultekin 1984, pero han sido replicadas por P. Dybvig y S.
Ross 1985, y Roll y Ross 1984, por citar algunas referencias importantes a
modo ilustrativo.

Otros tests empiricos interesantes de la teoria de arbitraje corresponden
a Chen 1983, y Chen, Roll y Ross 1986, entre otros. El trabajo de Chen, Roll
y Ross es especialmente atractivo, por cuanto, a diferencia de los anteriores,
intentan dar un contenido econdmico a los posibles factores, cosa que estd
ausente por completo en la mayoria de los trabajos realizados. Para ello,
combinan las técnicas de extraccién de factores ya mencionadas con variables
obtenidas de la intuicién econdmica, solamente basados en una definicién muy
bésica de valor de un activo y los posibles factores que representan "shocks"
que afectan a los flujos de caja y tasas de descuento. Las regresiones miltiples
estimadas reskpaldan variables tales como una apropiada medida (agregada) de
la tasa de crecimiento del producto y el premio del retorno en bonos
corporativos riesgosos y un bono del gobierno norteamericano, como las mas
importantes. Por otra parte, al incluir en las regresiones el retorno en algin
indice accionario, como Standard & Poor (segin el supuesto de que es una
proxy del portfolio de mercado), la contribucién marginal es practicamente
nula, y lo mismo ocurre con la tasa de crecimiento del consumo agregado,
seglin se menciond en secciones anteriores.

C. SOLUCIONES ACOTADAS, EN UNA ECONOMIA FINITA

El enfoque heuristico aqui utilizado para derivar el modelo de arbitraje
presenta, sin embargo, a juicio del propio S. Ross 1976a, b y otros autores,
algunos problemas tedricos de cierta importancia y, por lo mismo, dificultades
para fines de verificar empiricamente la teoria (Shanken, ya citado). Asi, al
aumentar el nimero de activos 11, en general podemos suponer que la riqueza
aumentard, pero esto podria llevar a que, al menos para algunos agentes, se
tendrd una mayor aversion al riesgo, y por lo tanto se tendrd un factor
persistente en la ecuacién de precios. Mds aun, a medida que aumenta 7, la
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ley de los grandes ntimeros, segiin vimos, permite efectos de diversificacién,
eliminando los componentes idiosincrasicos (vector independiente), pero ahora
se introduce el ya sefialado efecto contrario.

Ross 1976b presenta un tratamiento riguroso de la teorfa de arbitraje,
estudiando estos problemas citados, y mediante un ejemplo contrario, es decir,
en que la condicién de no arbitraje no se cumple, demuestra finalmente que
su cumplimiento impone requerimientos adicionales, tales como a) Agentes con
aversion al riesgo, que presentan homogeneidad de expectativas, en términos
del vector E de retornos esperados (ex ante). Este supuesto de homogeneidad
puede relajarse bastante, seglin Ross, pero es utilizado en la demostracién
formal. b) Que el retorno esperado de mercado debe presentar un limite o
cota superior al ir aumentando el niimero de activos. c¢) Ademaés, requiere la
existencia de al menos un agente cuya funcién de utilidad presente aversién
relativa al riesgo acotada; vale decir, una medida de Arrow-Pratt acotada; esto
Gltimo, por oposicién al ejemplo contrario ya aludido, el cual suponia aversién
absoluta al riesgo constante y aversion relativa creciente. La actuacién de
dicho agente en el mercado debe ser, ademas, no despreciable asint6ticamente.
Con estos requerimientos o supuestos criticos, Ross efecttia la demostracién
matemitica de su teorema II, que establece una cota superior a la suma de las
desviaciones cuadraticas respecto de la relacién bésica de precios, a medida que
aumenta el nimero de activos.

Estos resultados teéricos permiten en principio efectuar pruebas empiricas
en subconjuntos de activos. No obstante, la ecuacién de precios resultante ha
sido obtenida suponiendo una economia con un nimero infinitamente grande
de activos. Es decir, el modelo presenta caracterfsticas asintdticas, y persiste
la duda para trabajos empiricos. Al respecto, Ross 1976b estima que no habra
problemas si existe un nimero "suficientemente grande” de activos, presentando
algunos célculos estimativos para el error de aproximacién. Argumentos
parecidos se encuentran en Huberman 1982 e Ingersoll 1984, entre otros.

Cabe destacar, finalmente, los trabajos de Grinblatt y Titman 1983, y
Dybvig 1983, que abordan el problema de la formacién de precios en una
economia finita y que en ambos casos, aunque con un conjunto de supuestos
diferentes, derivan la teorfa de arbitraje en un contexto de equilibrio, y no de
condicién de no arbitraje, como los anteriores, y obtienen una expresion
refinada para el grado de aproximacién en los precios.




Equilibrio del mercada financiero 35

Grinblatt y Titman, por ejemplo, derivan su modelo haciendo uso de
supuestos relativamente débiles sobre las preferencias y el proceso generador
de retornos. Suponiendo que la varianza especifica, idiosincréasica del activo
es finita, obtienen que en la medida en que la importancia (tamaiio) relativa
del activo en el mercado se hace arbitrariamente pequeiia, la desviacién del
retorno esperado respecto de la linea de arbitraje se hace también
arbitrariamente pequefia. M4s aun, en la medida en que el nimero de activos
en la economfa aumenta arbitrariamente pero el tamafio absoluto de ellos
permanece constante, la importancia relativa de cada activo disminuye
arbitrariamente, y entonces, en el limite, la ecuacién de precios rige en forma
exacta.  Finalmente, conforme al supuesto adicional de normalidad
multivariante, obtienen una expresion especifica de la magnitud del error de
precios para un activo i, segiin la cual depende de la importancia relativa del
activo i en el mercado, X, del coeficiente de aversion relativa al riesgo, r*, para
un inversionista que posee el activo / en la misma proporcién del mercado; y
la varianza del componente idiosincrasico del retorno del activo 012. Es
decir, el error es igual a Xir‘o;". Debe hacerse presente que el valor de X;
no requiere conocer el portfolio de mercado, como podria inadvertidamente
imaginarse, ya que estd referido al valor del total de los activos transados en
el mercado, dado que el modelo supone que pueden existir no transables. De
acuerdo con calculos estimativos para el mercado norteamericano, los autores
concluyen que la teorfa de arbitraje puede proporcionar una buena
aproximacién para cada activo transado y que es posible someterla a prueba
empirica en subconjuntos de activos.

7. Conclusion

Al examinar los modelos de precios de activos disponibles, resaltan las
fortalezas y debilidades relativas, tanto teéricas como -principalmente-
empiricas. El modelo de Sharpe-Lintner-Black, que presenta caracteristicas de
equilibrio walrasiano, enfrenta claros problemas empiricos, pese a su
popularidad en aplicaciones. Efectivamente, si en promedio los retornos ex
ante igualan los retornos ex post, y si el portfolio de mercado es observable y
ademés eficiente en media y varianza, ello constituye un test suficiente, y el
vector de betas estimado serfa apropiado en aplicaciones. En la medida en que
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ello no es asi, surge un elemento de ambigiledad en los tests, incluidas las
posibles anomalias de tamaifio y otras detectadas.

Asimismo, el modelo de consumo, también de un solo beta, presenta, mas
alld de su elegante forma, problemas empiricos parecidos, por cuanto requiere
una adecuada medida del consumo agregado y, por lo tanto, conocimiento, en
rigor, del vector de ponderaciones (agregadas) correspondientes de los
diferentes bienes de consumo.

Los modelos multifactoriales, o multibeta, sea la version intertemporal de
Merton 1973 o la de arbitraje de Ross 1976a, b, presentan dificultades no
menores. El primero requiere el portfolio de mercado, y ademés identificar
apropiadamente las variables estado necesarias, que caracterizan la
estocasticidad del conjunto de oportunidades. La teorfa de arbitraje, por su
parte, presenta nula ayuda para identificar los factores comunes de riesgo
sistemético.

No obstante lo anterior, trabajos recientes (Constantinides 1987) indican
que los diferentes modelos corresponden a variadas formas de un mismo
modelo general de equilibrio, una férmula fundamental de valoracién, y
corresponden, cada uno de ellos, a especificaciones diferentes de las
preferencias, por un lado, y de los aspectos distribucionales, por otro.

APENDICE
Distribuciones compactas’

Como hemos visto, el andlisis de media y varianza es consistente con el
supuesto de maximizacién de la utilidad esperada de los individuos sélo bajo
ciertas condiciones. En efecto, dicho andlisis puede justificarse imponiendo
restricciones sobre las preferencias de los individuos (suponiendo que la
funcién de utilidad es cuadrética, lo que a su vez implica aversién absoluta al
riesgo creciente, inconsistente con la evidencia empirica), o bien sobre la
distribucién de retornos de los activos financieros (suponiendo que es normal,

"Esta nota se basa en Ingersoll (1987), Theory of Financial Decisison Making, Rowman and
Littlefield.
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o mas general, eliptica con media y varianza finitas, lo que viola la
responsabilidad limitada de las acciones con probabilidad distinta de cero).
Sin embargo, para cierto tipo distinto de distribucién de retornos, el
analisis de media y varianza puede ser aproximadamente correcto para la
mayorfa de las funciones de utilidad, y la exactitud de la aproximacién es mayor
mientras menor sea el intervalo de tiempo considerado. Las distribuciones de
este tipo se llaman distribuciones compactas, y estdn estrechamente
relacionadas con las distribuciones que se utilizan para trabajar en modelos de

finanzas con tiempo continuo.

DEFINICION. Sea x una variable aleatoria cualquiera con media cero, varianza
unitaria y momentos centrales finitos:

E[f] =0, Var[g] =1, E[F] =m, < = 1)

Entonces se dice que la variable aleatoria z es compacta si se puede escribir

como’

z=pt+f)T=pt+12 g% 2)

donde 8 > 0 es la menor potencia en la expansion de f(.) alrededor de cero
tal que el limite de g(f) cuando ¢ converge a 0 es constante:

) = o ®)

EJEMPLO. Supongamos que la funcién f(f) es un polinomio:

“*Esta no es la dnica forma de caracterizar una funcién compacta, pero es conveniente para
mostrar sus caracteristicas.
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fO =c, B +c,t* +¢, P )

Entonces, 8 = 3, puesto que

) =2 (¢, + eyt + ¢ 1) 5
y tenemos que:
‘It‘fg(cl+c2t+c3t2)=clso (6)

PROPIEDAD 1. Para las variables compactas, los momentos de orden superior
a 2 son despreciables con relacién a la varianza si el intervalo de tiempo de
andlisis ¢ es suficientemente pequefio. Esto es, para intervalos de tiempo
suficientemente pequefios, en principio sélo la media y la varianza importan.,

DEMOSTRACION, El momento central de orden k es

M, = E[€ - p 91 = E[*® g% 1] = ® gk m, @)

donde m, representa el momento central de orden & de la variable aleatoria x.
En particular, puesto que x tiene varianza unitaria, la varianza de la
distribucién compacta z es

M2 = t26 gZ(t) (8)

Entonces, definiendo L, como el limite:

_ Lim M, Lim 8(k-2) k-2 9
kT =0 [“A‘l‘f‘z‘] = =0 [t g5 7(1) mk] 9
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se tiene que

k Lim 5 42 _ g L VE>2 (10)

- -2

PROPIEDAD 2. La importancia relativa de la media y la varianza depende de
si el pardmetro 8 definido en (2) es mayor, igual o inferior a 1/2.

DEMOSTRACION. Definir el limite L como

. . 28 2 2 H
Lim M, _Lim £ g% _ o® Lim g 11)

L = —2 =
t-0 1‘{1 t-0 B t B t-0

En consecuencia, si & > 1/2, L = 0, y sblo la media importa; si § = 1/2,
L = ¢*/p, y tanto la media como la varianza importan, y, finalmente, si § <
1/2, L = e, con lo cual sélo la varianza importa. Todo esto es a medida que
el intervalo de tiempo se hace mas y mds pequeiio.

Finalmente, para mostrar la aplicacién de estas ideas a la teoria de finanzas
con tiempo continuo, consideremos la utilidad esperada de un inversionista
donde z, la tasa de retorno neto de la inversion, tiene una distribucién
compacta:

E[UW, (1 + 2)] (12)

Realicemos una expansion en series de Taylor exacta para la utilidad esperada
(12) en torno a la riqueza inicial, W

E[UW, (1+2))] =
ELUWy + UWy) £ Wy + —% UAWYE W (13)
+ UMW) (W, (1+kDo(@)]

donde o(.) significa del mismo orden de magnitud, y 0 < & < 1.
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Entonces, si definimos los pardmetros,
b =W, UW)
¢ = —-;- UCARS

I

(14)

y U”’(.) es finita, podemos escribir la utilidad esperada (12) aproximadamente

como

E[UW)] = UW) +bpt-c (g2 + ptey (15

donde hemos reemplazado la definicién de z, segin (2).

Esto nos permite escribir el incremento en la utilidad esperada por
intervalo de tiempo, a medida que el intervalo de tiempo se hace mas y mas
pequefio (tiempo continuo), como

Lim E[UGV)] - U _
t-0 ;

B -co? 16)

La implicancia de (16) es que si & > 1/2, el cambio en la utilidad esperada
en un infinitésimo es funcién sélo de la media. Esto describe un mundo donde
los inversionistas son neutros con respecto al riesgo. Similarmente, si 8 < 1/2,
el término de varianza en (16) domina, por lo que estariamos en un mundo de
individuos superaversos al riesgo, que elegirfan siempre el porfolio de minima
varianza. Finalmente, si 8 = 1/2, el limite (16) es igual a

by - co? an

donde estan presentes la media y la varianza. En este caso, (17) es la ecuacién
utilizada para encontrar la frontera eficiente en el andlisis de media y varianza.

En conclusién, podemos decir que si bien es cierto que el anélisis de media
varianza en tiempo discreto requiere de restricciones fuertes, ya sea sobre las
preferencias o sobre las distribuciones de retornos, al pasar a tiempo continuo
esto no es necesario. En efecto, para una amplia gama de distribuciones de
retornos, llamadas variables aleatorias compactas, el anilisis de media vy
varianza es consecuente con la regla de la utilidad esperada, porque en este
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caso, al tomar el limite haciendo que el intervalo de tiempo se haga mas y mas
pequenio, los demas momentos de la distribucién pierden importancia en
relacién con los dos primeros.
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