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El presente trabajo de tesis aborda el desarrollo de modelos dinamicos de localizacion
urbana basados en los modelos de equilibrio, introduciendo desfases temporales en la
informacion en el mercado inmobiliario. Esto se denomina cuasiequilibrio.

Se utiliza como base el modelo estatico Random Bidding and Supply Model (Martinez y
Henriquez, 2007), que caracteriza la demanda y la oferta de bienes raices a través de
modelos estocasticos Logit en un mercado estatico. Los residentes se localizan en la
ubicacion donde son mejores postores en un remate; los productores ofrecen el nimero
de viviendas en cada localidad que maximiza sus retornos, y el mercado completo se
encuentra en equilibrio econdmico.

Los modelos de cuasiequilibrio desarrollados en este trabajo incorporan dindmica en las
decisiones, causada por desfases temporales en la informacion que emplean los agentes
en la toma de decisiones. De este modo, en lugar de alcanzarse el equilibrio en cada
instante, aparecen fuerzas de mercado que conducen el resultado al equilibrio en el largo
plazo. Los modelos de cuasiequilibrio permiten calcular la localizacion de la demanda, de
la oferta, y los precios de uso de suelo para todos los periodos de analisis de forma
dindmica, y bajo condiciones poco restrictivas tienen solucion tinica para cada periodo.

Se muestra que si los atributos exdgenos de la ciudad modelada se estabilizan en el
tiempo, entonces la solucién del modelo de cuasiequilibrio converge al resultado de
equilibrio en el largo plazo. De modo similar, si el calculo del modelo de cuasiequilibrio
se realiza considerando un niimero mayor de cortes temporales —es decir, con desfases de
informacidn que se ajustan mas rdpidamente—, entonces el resultado de equilibrio se
alcanza mas rapido. Estos resultados se muestran analiticamente.

Finalmente, por medio de un simulador especificamente desarrollado para los modelos
de equilibrio y cuasiequilibrio, se aplican los modelos en una ciudad ficticia, con el fin de
estudiar la convergencia de estos bajo diversas condiciones, hacer un anadlisis de
sensibilidad y caracterizar los casos donde aparece inestabilidad en las soluciones.

La principal contribucion de este trabajo es avanzar a cerrar la brecha entre los modelos
de equilibrio y los de microsimulacién, al entregar un método para formular modelos
dindmicos econdmicamente consistentes y que tiendan a aproximarse a un equilibrio.
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Capitulo 1

Introduccion

La economia urbana es una rama de la ciencia econdmica que concentra su estudio en la
distribucion espacial de las ciudades y en la interaccion de los distintos agentes y sistemas
que la integran. En un contexto mundial donde las ciudades crecen y se multiplican
vertiginosamente —el 60% de la poblaciéon mundial habitara en ciudades en 2030, segin
estimaciones del banco mundial-, aumentando en complejidad y enfrentando numerosas
consecuencias negativas derivadas de su expansion, la planificacion urbana formal cobra
una importancia cada vez mayor.

En el ultimo siglo han proliferado numerosos modelos de sistemas urbanos, que buscan
tanto describir el uso de suelo y los sistemas de transporte de las ciudades como predecir
los efectos de las distintas acciones y su evolucion en el futuro. Estas representaciones
matematicas de las urbes resultan de gran utilidad para la planificacion del desarrollo
urbano por parte de las entidades reguladoras, para el andlisis del impacto de los
proyectos inmobiliarios o de transporte y para la optimizacion de las politicas sociales.

Entre los estudios pioneros de la economia urbana destaca el realizado por William
Alonso (1964), que desarrollé un modelo microecondmico de localizacidon basado en un
mecanismo de remate. Su trabajo considera una ciudad simplificada, con un tinico centro,
en torno al cual se distribuyen los agentes (hogares y empresas) seguin su valoracion por
la cercania al centro y al tamafio de sus terrenos, y sentd las bases para la posterior
creacion de modelos de mayor complejidad.

Dentro de los modelos contemporaneos de localizacion urbana, destacan dos paradigmas
de formulacion: los modelos de microsimulacion y los de equilibrio.

Los modelos de microsimulacion se caracterizan por una formulacion basada en reglas de
interaccion entre los agentes y en la modelacion de las elecciones de localizacion a través
de funciones de probabilidad. Algunos exponentes de este enfoque son el modelo
UrbanSim (Waddell, 2001), que realiza un proceso dindmico estocastico a nivel agente, y



el modelo PECAS (Hunt y Abraham, 2007), que simula condiciones de equilibrio estatico
de mercado a través de una estructura microsimulada de matriz insumo-producto.

Entre sus ventajas, los modelos de simulacion incluyen el poseer formulaciones flexibles
y simples de implementar, asi como la capacidad de representar el comportamiento a
nivel individuo. Algunos cuentan con fundamento econdémico y el comportamiento de los
agentes se basa en una teoria de comportamiento, pero en general no es posible asegurar
la existencia de una solucion ni convergencia.

Por su parte, los modelos de equilibrio son en general mas coherentes con la teoria
microeconomica de localizacion de firmas y hogares, a costa de una mayor complejidad
analitica. Algunos de estos modelos permiten introducir supuestos como el
comportamiento maximizador, la interdependencia entre la localizacion de los distintos
agentes (externalidades de localizacion, economias de aglomeracion) y la presencia de
economias de escala en el desarrollo inmobiliario. La incorporacion de un equilibrio de
mercado en la localizacién inmobiliaria implica que todos los demandantes de viviendas
encuentran una localizacién, todos los oferentes encuentran un comprador, y que los
distintos agentes se encuentran en una situacion que maximiza su beneficio individual.

El mecanismo de remate, introducido por Alonso, es una caracteristica propia de las
transacciones de bienes “cuasi-tinicos”; es decir, aquellos que no son divisibles y son
diferenciables (es decir, no poseen sustitutos perfectos), por lo que conforman un mercado
en si mismos, como es el caso del suelo. Los agentes participan en el remate realizando
posturas, que forman a partir de su disponibilidad a pagar por cada localizacion, y éstas
ultimas se asignan al mejor postor. Entre los modelos que siguen este enfoque —conocido
como enfoque “bid”— se cuentan los de Willson y Bennett (1985), que aplico al remate un
mecanismo de maximizacidon de entropia, y el de Ellickson (1981), que propuso una
version donde los terratenientes escogen al mejor postor a través de un modelo logit de
eleccion discreta.

McFadden (1978) y Anas (1982), entre otros, adoptan un enfoque distinto, denominado
“choice”: se basan en un proceso de eleccion discreta probabilistica, donde los agentes
escogen su localizacidn en base a sus atributos, maximizando una funcién de utilidad. Los
agentes enfrentan una restriccion presupuestaria y los precios de la propiedad son
obtenidos de forma externa, mientras que en el enfoque bid se obtienen internamente
calculando la maxima postura en cada localizacion.

Estos dos enfoques de modelacion convergen en el trabajo de Martinez (1992), que
muestra que bajo el supuesto de cuasi-unicidad, los precios son necesariamente formados
a partir de la valoracion econdmica de los compradores (como sugiere el enfoque bid), y
que en consecuencia, las localizaciones de equilibrio obtenidas con enfoque bid son las
mismas del enfoque choice. Este paradigma integrado de modelacion es la base del modelo



Random Bidding and Supply Model' (Martinez y Henriquez, 2007), que caracteriza la
demanda de los residentes, firmas, y la oferta inmobiliaria a través de modelos
estocasticos de tipo logit.

Bajo supuestos simples, el resultado del modelo RB&SM es tinico, estable e independiente
del punto de partida y de la trayectoria seguida para alcanzar la solucion. Sin embargo,
su formulacion es estatica, es decir, no incorpora la interdependencia temporal de las
distintas variables urbanas y de las decisiones de los agentes. Asi, al considerar multiples
periodos cortos de andlisis, los supuestos de informacion y comportamiento del modelo
RB&SM resultan demasiado exigentes. Cuando la dindmica de localizacion cobra
relevancia, se invalidan los supuestos de transferencia instantanea de informacion entre
los agentes y el mercado, y deja de ser aplicable la limpieza de mercado, necesaria para el
equilibrio. Los numerosos y complejos calculos de punto fijo de RB&SM pasan a ser
igualmente una limitante para la implementacion computacional al momento de
multiplicar los periodos de calculo. Esto pone de relieve la necesidad de un tratamiento
distinto para los efectos dindmicos urbanos.

La incorporacion de la dindmica en modelos de localizacion se ha hecho tradicionalmente
por medio de modelos de microsimulacién —como los ya descritos—, que relajan la base
econOmica a través de funciones de comportamiento simples y supuestos exdgenos, con
el fin de obtener una implementacion mas agil y aplicable a nivel de agente.

Existen también modelos de equilibrio que incorporan dindmica, como el de Anas y
Arnott (1991), que calcula simultdneamente el equilibrio en todos los periodos
considerando que los agentes tienen informacion perfecta sobre los equilibrios futuros del
mercado inmobiliario (perfect foresight); el modelo de Martinez y Hurtubia (2006), que
introduce un modelo dindmico de produccion inmobiliaria basado en la maximizaciéon
del valor presente de la rentabilidad esperada, suponiendo que los agentes no cuentan
con informacién futura (miopia); y el de Martinez y Mufioz (2010), que integra un modelo
dindmico para las etapas de produccion e inversion inmobiliaria.

Con el fin de estrechar las diferencias conceptuales entre los modelos de equilibrio y de
microsimulacion, en los tltimos afos ha surgido el concepto de cuasiequilibrio en modelos
dinamicos. Este consiste en una relajacién de las condiciones de equilibrio, permitiendo
que los mercados no se “limpien” localmente (es decir, que la oferta y la demanda de
inmuebles no necesariamente se igualen en cada localizacidn) y levantando el supuesto
de simultaneidad de informacion entre los agentes, afectando asi la nocion de equilibrio
de corto plazo. Martinez y Donoso (2011) y Hurtubia et al. (2012) introducen el concepto
de cuasiequilibrio a partir del modelo RB&SM, pasando a una formulaciéon dindmica que
supone comportamiento miope, donde los agentes emplean informacion desfasada en el
tiempo en el proceso de decision. De paso, estas formulaciones conllevan ventajas en la

1 En adelante “Modelo RB&SM”



implementacion algoritmica al eliminar algunos de los complejos calculos de punto fijo
que son caracteristicos de RB&SM, reemplazandolos por calculos directos a partir de los
resultados de periodos previos.

Resulta de interés estudiar las aparentes ventajas de los modelos dindmicos de
cuasiequilibrio. Para ello en esta tesis se plantearan distintas formulaciones de dichos
modelos, relajando las condiciones que definen el modo en que fluye la informacion, con
el fin de responder multiples interrogantes: ;qué tan distinto es el resultado de un modelo
dindmico de cuasiequilibrio con respecto a uno de equilibrio? ;Se mantiene la consistencia
economica? ;Se alcanza un estado estacionario en el largo plazo que represente un
equilibrio? ;Es posible caracterizar la diferencia entre los resultados de los distintos tipos
de modelos en el tiempo y la velocidad de convergencia? ;Como impacta la demora en la
transferencia y actualizacion de la informacion y de la modificacion de la oferta en el
resultado?

De verificarse estas propiedades de los modelos dindmicos de cuasiequilibrio, se plantea
la posibilidad de emplearlos para extender modelos de equilibrio, aprovechando la
disponibilidad de mejores datos, asi como para formular modelos de microsimulacién
que sean a la vez eficientes en el cdlculo y econémicamente consistentes, y que se
aproximen a un valor de equilibrio en el largo plazo. Se intentara dar respuesta a éstas 'y
otras preguntas por medio del ensayo de distintas formulaciones, el estudio de su
coherencia econdmica y la comparacion tanto analitica como computacional por medio
de simulaciones.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo general

El objetivo principal es formular y analizar modelos dinamicos de localizaciéon urbana
bajo supuestos de informacion imperfecta de los residentes en un contexto dindmico. Para
esto, se busca formular varios modelos derivados de diversos supuestos de
comportamiento miope y comparar las dindmicas de localizaciéon de esos modelos,
llamados de cuasiequilibrio, con el resultado del modelo de equilibrio.



1.1.2. Objetivos especificos

A partir del modelo RB&SM, formular modelos dindmicos de cuasiequilibrio

incorporando condiciones como:

o Relajacién en la igualdad de oferta y demanda total (limpieza de mercado).
o Distintos grados en la disponibilidad de la informacion sobre el
comportamiento de los agentes.

e Comparar matematicamente las formulaciones de los modelos de cuasiequilibrio
y de equilibrio, considerando en especial comportamiento asintdtico, convergencia
y dependencia de la solucién del punto de partida y del camino (path) de la
simulacion.

e Evaluar el efecto de la introduccion de “shocks” (cambios repentinos de la
magnitud una variable entre un periodo y el siguiente) en el tamano de la
poblacion y en la oferta inmobiliaria.

e Generar un prototipo computacional que incorpore paramétricamente los distintos

modelos.

1.2. Metodologia

Inicialmente se realizard una revisién bibliografica de los trabajos relacionados con
modelos de localizacidn, incluyendo modelos de equilibrio, de cuasiequilibrio, estaticos y
dindmicos, y de microsimulacion. Se debe identificar el estado del arte, y destacar posibles
lineas de investigacion. Se considerara en particular los trabajos de Martinez y Donoso
(2011) y Hurtubia, Bierlaire y Martinez (2012) en torno a los modelos de cuasiequilibrio.

A continuacion se formulardn matematicamente modelos dindmicos de cuasiequilibrio,
relajando las condiciones del modelo RB&SM. Se disenardn por separado los modelos de
oferta y demanda, y se aumentard progresivamente el nivel de desfase intertemporal,
hasta llegar en lo posible a un modelo en que toda la informacién disponible esta
desfasada en el tiempo. En cada caso se verificard su consistencia matematica y sus
propiedades.

Se estudiara la relacion analitica entre el modelo RB&SM y los modelos de cuasiequilibrio,
estudiando la existencia de convergencia del cuasiequilibrio al equilibrio en el tiempo, la
relevancia para la convergencia del tamafio de los periodos escogidos y su velocidad
segun la forma funcional de los modelos.

Luego se construird un prototipo computacional que permita simular los distintos
modelos introducidos sobre una ciudad tipo, con el fin de evaluar empiricamente los
resultados, introduciendo un conjunto de indicadores estandarizados convenientes para
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la comparacion grafica y la caracterizacion del comportamiento de los modelos en el largo
plazo.

1.3. Plan de trabajo

La presente tesis se distribuye de la forma detallada a continuacion. El Capitulo 2 aborda
los aspectos teodricos esenciales que sustentan el trabajo desarrollado. Se revisan los
fundamentos de la economia urbana y los principales modelos de equilibrio,
microsimulacion y cuasiequilibrio, tanto dindmicos como estaticos.

El Capitulo 3 aborda la construccion de modelos de equilibrio y de cuasiequilibrio. Se
introducen cinco modelos de demanda, relajando las condiciones de flujo instantaneo de
informacion de atributos del mercado, caracteristicas de las posturas de otros agentes y
de rentas inmobiliarias; y dos modelos de oferta, incorporando desfases en la decision de
construccidn por parte de los desarrolladores inmobiliarios.

El Capitulo 4 presenta el analisis teorico de los modelos. En primer lugar se analizan
algunas propiedades basicas de estos, para luego proceder a desarrollar una expresion
generalizada de los modelos de equilibrio y cuasiequilibrio, que permitira estudiar la
convergencia de estos, la relacion de sus resultados en el largo plazo bajo condiciones de
estabilizacidon de las variables exdgenas y su comportamiento al realizar el calculo para
una particién de un periodo de tiempo dado.

El Capitulo 5 presenta el andlisis empirico realizado con el simulador desarrollado
especificamente para ejecutar los modelos de equilibrio y de cuasiequilibrio. Se analizan
diversos casos, entre los que se cuentan los de una ciudad con variables exdgenas
constantes, con variables que se estabilizan en el tiempo y casos de shocks exdgenos
unicos y multiples. A continuacion se realiza un analisis de sensibilidad de los modelos
frente a cambios de las distintas variables exdgenas, de los puntos de partida de las
variables endogenas y de los pardmetros caracteristicos de los modelos logit.

Finalmente, los Capitulos 6 y 7 presentan la discusion de los resultados, las principales
conclusiones y lineas futuras de investigacion, y las referencias empleadas. En los Anexos
se incluye ademads el detalle de la estructura del simulador desarrollado en Python y las
referencias para acceder a su codigo abierto.



Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo se presentan elementos relevantes para la comprension de la literatura
sobre los temas desarrollados en esta tesis.

2.1. Aspectos generales de la economia urbana

Los modelos economicos de uso de suelo se caracterizan por incorporar numerosos
aspectos del comportamiento de los agentes del mercado inmobiliario, que resultan
relevantes para el estudio de su interaccion.

El primero de estos, que es transversal al estudio econdémico, es el comportamiento
maximizador de los agentes. Consiste en la incorporacion a la modelaciéon del supuesto
de que los distintos participantes del mercado buscan aumentar al maximo posible su
bienestar individual, medido en todos los aspectos que resulten relevantes para ellos (y
no limitado al beneficio monetario). Supone también que dicho estado puede ser
cuantificado para los efectos de la modelacion a través de una funcion de utilidad, que
relaciona las distintas variables que interesan al agente a través de una cifra.

De ese modo, un individuo que busca una residencia puede valorar la cercania al
transporte publico y la presencia de areas verdes, mientras que un desarrollador
inmobiliario puede valorar el tener las mayores ganancias posibles. En presencia de
multiples agentes con intereses enfrentados, la interaccion se resolvera a través de un
mercado, donde, a través de la negociacion, los participantes buscaran alcanzar un punto
de equilibrio donde cada uno alcance la mejor situacion posible, considerando las
decisiones del resto.

Otra caracteristica particular del mercado inmobiliario es la presencia de externalidades
de localizacion. Estas se refieren a la influencia que un agente ejerce, a través de su
decisién de localizaciéon y sus actividades, en la decision del resto de los agentes. Un
ejemplo de esto es el caso de individuos que buscan localizarse cerca de zonas altamente
comerciales, o cerca de residentes que tengan un ingreso similar al suyo.

Un fenomeno derivado de las economias de localizacion son las economias de
aglomeracion, que consisten en beneficios derivados de la localizacién proxima de
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personas o actividades econdmicas. Algunas economias de aglomeracién, para las
personas, consisten en acceso a un mayor numero de servicios a una menor distancia de
viaje; y para las firmas, en acceso a un mayor y mas diverso mercado de mano de obra y
a una menor distancia de sus clientes y proveedores.

Por ultimo, un atributo distintivo del mercado inmobiliario es la cualidad de bienes cuasi-
unicos (o diferenciables) de los inmuebles transados; caracteristica de los bienes que no
pueden ser producidos en serie, y que por lo tanto no cuentan con un mercado
competitivo de comercio. En el caso del mercado de uso de suelo, si bien dos inmuebles
pueden ser similares, la localizacion exacta no puede ser replicada. Las transacciones de
bienes cuasi-tnicos se resuelven por la via de un remate, donde se fija un precio en funcion
de la valoracion de los atributos distintivos del bien por parte de los consumidores.

Los modelos de uso de suelo que cuentan con una estructura microecondémica adecuada,
pueden ser disefiados para recoger todos estos fendémenos a través de la modelacion del
comportamiento de los agentes.

2.2. Enfoques bid y choice de los modelos de uso de suelo

Los modelos de uso de suelo tradicionalmente han seguido dos enfoques, aparentemente
contrapuestos. El primero de estos, conocido como enfoque “bid” tiene su origen en el
trabajo realizado por Alonso (1964), que desarrollé un modelo de localizacion de hogares
y firmas con comportamiento deterministico en una ciudad monocéntrica. Si bien el
modelo incorpora fuertes supuestos, provee la estructura para el enfoque bid, donde los
terrenos y viviendas se asignan por medio de un remate, donde los hogares y firmas
determinan su disposicion a pagar segun los atributos de la localizacion y ésta se adjudica
a aquel que realiza la mejor oferta, definiendo en el proceso el precio de transaccion.

Este enfoque fue retomado y profundizado en trabajos como el de Herbert y Stevens
(1960), que utiliza un modelo de programacién dindmica con una representacion discreta
del espacio, y el de Ellickson (1981) que propone una version desagregada usando un
modelo de tipo logit.

2.2.1. Enfoque bid

El enfoque bid puede caracterizarse por el siguiente proceso de maximizacion de una
funcién de utilidad por parte de los consumidores (denotados por la letra h), donde el
subindice i denota la localizacion.



max Uy; = U(x, z;, Bn)
s.a. px+1; =1

El vector x corresponde a un bien de consumo agregado de precio p, el vector z; denota
los atributos de la localizacion, beta denota los parametros que rigen las preferencias del
consumidor h. El problema esta sujeto a una restriccién presupuestaria, donde el lado
izquierdo estd compuesto por el gasto en el bien x y por el precio de renta r; de la
localizacion i, y el lado derecho corresponde al ingreso I, del agente h.

A partir de este planteamiento, se deriva la disposicion a pagar del agente h, por medio
del siguiente procedimiento de dos etapas:

En primer lugar, se maximiza sobre el bien x condicional en la localizacién i, lo que
entrega la funcion de utilidad indirecta y condicional:

Vhi = V(I - T'i,P, Zi'ﬁh)

A partir de esto, invirtiendo la funcion de utilidad indirecta para un nivel de utilidad
dado, se obtiene la funcién de gasto:

Iy —1; = Vii*(Un, P, 2, Br)

Finalmente, se obtiene la disposicion a pagar, que corresponde a la renta que debe pagar
el agente h para alcanzar el nivel de utilidad Uy, en la localizacion i:

DPy;(In, Uy, P, z;, Br) = I, — Vi (Un, P, 2, Br)

En los modelos con enfoque bid, la localizacidn se asigna al mejor postor, es decir, a aquel
que tiene la mayor disposicion a pagar por ella. Denotando por h; al postor que se
adjudica la localizacion i, se tiene:

h; = argmaxy(DPy;)

En el mismo proceso, las rentas quedan definidas como la maxima postura para la
localizacion.

= m’?x(DPm-)

El nivel de utilidad al que optan los consumidores —que define la disposicion a pagar—
queda determinado de forma relativa y depende del equilibrio. Por ejemplo, si el precio
de una localizacién en particular es conocido, se podra fijar un nivel de utilidad de
referencia (es el caso del modelo de Alonso con el precio agricola o el precio en el centro
de la ciudad). Sobre ese nivel, los consumidores optan por el maximo nivel de utilidad
que puedan alcanzar, calculando la postura a partir de ese nivel.



2.2.2. Enfoque choice

Un enfoque alternativo es el propuesto por McFadden (1978) y Anas (1982), denominado
choice, que se basa en la maximizacion de funcion de utilidad a través de un modelo de
eleccion discreta con utilidad aleatoria.

En este enfoque la eleccion es realizada por los residentes, que maximizan una funcion de
utilidad para un conjunto de alternativas de localizacion. De este modo, los consumidores
se adjudican aquella que les entregue una mayor utilidad condicional a su restriccion
presupuestaria, y los precios son fijados de antemano por los oferentes. Esto da lugar a
una de las principales diferencias entre el enfoque bid y el choice: en el primero, los precios
se fijan de forma endogena a partir de las posturas de los consumidores (sujetos al nivel
de utilidad), mientras que en el segundo estos tiltimos son tomadores de precios.

Los modelos de eleccion discreta de utilidad aleatoria se basan en una funcién de utilidad
compuesta por una parte deterministica y una parte estocdstica. La primera es
responsable de modelar las preferencias del consumidor por los distintos atributos de las
alternativas, mientras que la segunda es una variable aleatoria de media nula, que captura
diversos errores de modelacion y los aspectos estocasticos propios de la decision humana.

La utilidad que un hogar h experimenta por escoger una localizacion i se representa por
un proceso de maximizacién de la forma:

max Vi =V (21, Br) + €ni

donde z; representa los atributos de la localizacién y [, los pardmetros que describen el
comportamiento del agente tipo h. La variable &, representa el error aleatorio asociado a
la decision. Uno de los modelos mas utilizados para la eleccidon discreta es el logit, que se
caracteriza por considerar errores independientes de la localizacion (solo dependen del
agente h), independientes entre ellos, y que siguen una distribucion idéntica tipo Gumbel.

ep~Gumbel(u,0) Vh

Vi representa una funcién de utilidad condicional indirecta, derivada de un proceso de
maxima utilidad sujeto a una restriccion presupuestaria . El enfoque choice considera
precios de renta exogenos, derivados del equilibrio de un mercado competitivo (Anas
1982), mientras que en el enfoque bid los precios son definidos por la maxima postura, y
el proceso de equilibrio define las utilidades maximas que alcanzan los consumidores.

Bajo este esquema es posible calcular la probabilidad de que dado un agente h sea
escogida la localizacion i a través de la siguiente expresion, donde Vy; = V(z;, B):

exp(UVpi)
i exp(uVy;)
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2.2.3. Equivalencia bid-choice

El desarrollo de distintos modelos basados en los enfoques bid y choice dio lugar a
esfuerzos orientados a la creacion de una teoria unificada. Martinez (1992) compara
ambos enfoques en el mercado de terrenos residenciales, concluyendo que ambos “son
equivalentes, en el sentido de que producen la misma distribucion de hogares en el
espacio”.

Esta equivalencia tiene por elemento fundamental el supuesto de que los precios de los
terrenos son enddgenos en ambos casos, pues resultan de las valoraciones de los
compradores, de acuerdo a lo que sugiere el enfoque bid. Esta condicion corresponde a la
cuasi-unicidad de las localizaciones: dado que no existe un mercado de bienes
intercambiables para cada localizacion, las transacciones se realizan en un proceso de
remate, donde se fijan los precios.

Bajo este supuesto, el enfoque choice queda expresado por la siguiente expresion, donde
se hace explicita la dependencia de la utilidad en el precio:

max Vi = V(2i, Br,1i) + €ni

Martinez (1992) muestra que esto puede reescribirse como una maximizacion de
excedente de consumidor, que se calcula como la diferencia entre la disposicion a pagar
del consumidor y el precio de la localizacion:

max CSp; = DPy(z;, B, Up) — 13
1

Por su parte, los precios de suelo se calculan de forma enddgena a través de un proceso
de remate, y corresponden a la maxima disposicion a pagar

T = mr?x DP,(z;, Br, Un)

De este modo, al reemplazar r; en CSp,;, ambas expresiones se combinan en el siguiente
problema de maximizacion:

max CSp; = max {DPh (zi, B, Up) — m;;;lx DPy, (z;, B, Uh)}
1 1

Esta expresion retine ambos enfoques a través de un modelo de equilibrio, donde las
rentas se derivan de un modelo de oferta y la expresion completa entrega la demanda
residencial. En la localizacion donde un consumidor es el mayor postor, su excedente
alcanza su valor maximo, que es cero. Se cumple que los consumidores se localizan en los
terrenos donde su utilidad es maxima y que la asignacion se realiza a través de un remate,
con lo que tanto el enfoque bid como el choice estan representados y entregan la misma
distribucion.
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Martinez (1992) extiende este modelo a la aplicacion de la teoria de utilidad aleatoria,
considerando que las funciones de postura de los consumidores tienen asociado un error
estocastico independiente e idénticamente distribuido de tipo Gumbel

DVPhi = DPy; + €,
donde DPhi = DPh(Zi, Bh' Uh) y 6h~Gumbel(u, 0)

Bajo este supuesto, la probabilidad de que un agente h se adjudique una localizacion dada
i en el remate (seguin el enfoque bid) es:

__exp(uDPy;)
M Y exp(uDPyy)

La renta de la localizacion i en este modelo es:
1
1=l ) exp(uDPy)
v 5

Y la probabilidad de que un agente h dado escoja la localizacion i (segun el enfoque
choice) es:

__exp u(DPy; —17)
i exp u(uPp; —1;)

ilh

El marco conceptual de la equivalencia bid-choice sustenta el modelo Random Bidding &
Supply Model (Martinez y Henriquez, 2007) que se describe a continuacion.

2.3. Random Bidding and Supply Model

El “Random Bidding & Supply Model” (Martinez y Henriquez, 2007), denotado en adelante
RB&SM, modelo de posturas y oferta estocasticas, surge de la equivalencia de los
enfoques bid y choice, y de la aplicacion de modelos de utilidad estocastica tipo logit sobre
las funciones de postura. Busca representar el comportamiento de hogares y firmas,
consumidores del mercado inmobiliario, y de los desarrolladores inmobiliarios, que
proporcionan la oferta del mercado. Se modela la interaccion de ambos en un mercado
donde la asignacion se lleva a cabo por medio de remates, incorporando restricciones a la
oferta debidas a las regulaciones del uso de suelo, e incorporando fendmenos de
economias de escala y de diversidad en la oferta y de externalidades de localizacion en la
demanda.

Como se mostrara, el modelo incorpora la existencia de economias de escala y diversidad
en la oferta, de externalidades de localizacién, y el cumplimiento de restricciones
regulatorias, asi como la condicion impuesta de limpieza de mercado (todos los
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consumidores ven satisfecha su demanda y todos los oferentes encuentran comprador).
Estas condiciones dan lugar a ecuaciones no lineales de punto fijo, que se resuelven
algoritmicamente en el modelo.

Se entregan condiciones que aseguran la convergencia del algoritmo a una solucion tinica
y estable bajo condiciones amplias.

Se considera que los terrenos urbanos son bienes cuasi-tinicos, transados por medio de
remates, y que los hogares y las firmas compiten por las localizaciones y éstas son
asignadas al mejor postor.

Los hogares y las firmas son clasificados en Ny categorias de consumidores, denotados
por el subindice h. En cada categoria hay Hj, consumidores. Por su parte, la oferta se
caracteriza por unidades diferenciadas por la zona y el tipo de bien inmueble, denotados
respectivamente por los subindices i y v. Se consideran N; zonas y Ny tipos de inmueble,
y un total de S,,; inmuebles en cada categoria combinada.

A continuacion se describen los modelos de comportamiento que rigen a cada uno de los
agentes que participan en el mercado, y su interaccion.

2.3.1. Modelo de demanda

Como se senald anteriormente, se consideran Ny categorias de consumidores, y cada
categoria, denotada por el subindice h, contiene a H, hogares o firmas.

El comportamiento de cada categoria de consumidores h queda determinado por su
funcion de postura By,,; que define su maxima disposicidon a pagar por un inmueble tipo
v en una zona i.

La funcion de disposicion postura en el enfoque bid se deriva de un modelo de utilidad,
de acuerdo a lo descrito en la secciéon 2.2.1. Se asume la siguiente forma aditiva:

Bpyi = by + bpy; + b

El término by, denominado “postura de referencia”, es un término que depende so6lo de
la categoria de consumidores, y que permite ajustar los niveles de utilidad para alcanzar
el equilibrio; by,,; representa la valoracion de los atributos de los inmuebles y las zonas, y
“b” es una constante independiente que permite ajustar las posturas a un nivel absoluto
en el mercado.

Se incorpora el supuesto de que las posturas poseen errores estocdsticos asociados,
idénticamente distribuidos (con distribucion Gumbel de parametros (u,0) ) e
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independientes (IID). De esto se obtiene la siguiente expresion para las probabilidades de
localizacién de un hogar h dada una zona i y un hogar v:

P = Hy, exp(uBpy;)
My Hy, exp(UBpyi)

La componente bp,; permite en particular recoger los efectos de externalidades de
localizacion y economias de aglomeracion, haciendo explicita su dependencia de la

localizacion y la oferta en cada zona, es decir:
bryi = brvi(Pi) S.i)

En la expresion anterior, los puntos que reemplazan subindices permiten representar
vectores que recorren todos los valores posibles de la variable reemplazadaZ. Asi,

P = {Phlw- the{l..N},vefl ...N,,}}

El vector S; se define de forma analoga, recorriendo los valores de v.

La componente de la postura by,; depende de los valores del vector P, que a su vez
depende de las posturas. Esto da lugar a la siguiente ecuacion de punto fijo:

Hpexpu (bh + by (P S.i))
XnHpexppu (bh + bhvi(P.l.irS.i))

Ppyi =

El término b se cancela en el numerador y el denominador, por no depender de h.

2.3.2. Modelo de oferta

La oferta de bienes inmuebles se modela a través de un modelo del comportamiento de
los desarrolladores inmobiliarios, que construyen unidades discretas y diferenciadas por
la zona de localizacion y el tipo de inmueble. Se supone que para un inmueble de tipo v
ubicado en la zona i, el beneficio del desarrollador inmobiliario esta dado por la siguiente
expresion:

Tij = Sui(Toi = Coij) + i

Donde S,;; es el nimero de inmuebles construidos por el productor j, y 7, — Cy;j
corresponde a los beneficios conseguidos por cada productor en cada unidad

2 Esta notacion (puntos reemplazando subindices para denotar vectores) es utilizada frecuentemente en este
trabajo.

14



desarrollada. Los términos §,;; corresponden a errores estocasticos, que se suponen de
tipo Logit, independientes e idénticamente distribuidos, con parametros (0, ).

La renta ,,; se obtiene directamente del modelo de demanda, y corresponde a la maxima
postura para un tipo de bien inmueble en una zona. Esto permite ligar econdmicamente
la oferta y la demanda a través de un precio, lo que, como se describié anteriormente, es
una ventaja de los modelos de equilibrio frente a los de microsimulacion.

Los costos c¢,; pueden capturar las economias de escala que enfrenta el productor en cada
submercado. Esto se expresa como c,;;(Sy;j), donde el costo depende del nimero de
unidades producidas del mismo tipo en una misma zona. También es posible introducir
economias de diversidad, donde la produccion de bienes en distintas zonas puede dar
lugar a beneficios. Esto se representa con la expresion c,;;((S.),77;7) —que también
generaliza las economias de escala—, donde el costo depende de la combinacién de
inmuebles producida en todo el mercado por todos los desarrolladores inmobiliarios.

El problema del productor estd dado por la siguiente expresion:

Svij

max m; = z Svij (rvi(S...) = ¢ (S...))

s.a. Za’;isw- <RF Vk=1,.,K Vi=1,.. N,

v
stij =3Sj
vi
stij =S

vij

Los valores a¥; y R son los pardmetros de restricciones lineales que representan las
regulaciones urbanas en la producciéon inmobiliaria. Si bien la linealidad de éstas
constituye una limitacion al modelo, en la préctica refleja de buena forma las restricciones
que enfrenta el uso de suelo.

Las ultimas dos restricciones al problema de maximizacion corresponden a la fijacion
exogena del tamafo del mercado y de las partes del mercado correspondientes a cada
productor. Este tiltimo dato es optativo, pero resulta ttil en caso de estar disponible.

La resolucién de este problema se realiza asumiendo que m es una variable entrdpica, lo
que entrega las siguientes soluciones:

exp A(ftvij — pj)
Yvij €xp A(fEyij — pj)

Spij =SPyij =S

donde p; es el multiplicador de Lagrange de la restriccion del tamafio de mercado de cada
productor y 7,;; esta dado por la siguiente expresion:
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~ _ / k k
Tyij = Tyij + Tyij — E Vi Ay
3

, aﬂ.’vlilj
CON TTyi; = Yorir Sy'if j 55

vij

un término que ajusta las externalidades entre productores

debidas a las economias de escala y diversidad, y y¥ es el multiplicador de Lagrange de
la primera restriccion, dados por:

e ¥ =0 Vk #k, donde k denota la tnica restriccién activa en cada zona (pues s6lo
una puede ser activa, debido a que se trata de restricciones lineales);
ey} = 0 sininguna restriccién es activa;

k _ 1
¢ yi_/la

S k k( k k N
—In [EZW’ ay; exXp )l(ﬂvij + T[l’:ij —%i (am’ - aot) —pPj— T[j)]-

0i i

A 1 k k /4 k
Con f; = In Yvij €Xp A(nw-j + i — pj — Afak) y donde se escoge un pardmetro ag;

cualquiera entre los parametros a¥; para efectuar una factorizacién ttil para el calculo.

2.3.3. Equilibrio de localizacion

La condicién adicional que permite que el modelo se equilibre en oferta y demanda es la
siguiente, llamada “condicion de equilibrio”:

> SutPupr = Hy
vi

donde Hj, es el nimero de agentes de la categoria h, valor exdgeno al modelo.

Esta condicion corresponde a asegurar que fodos los agentes se localizan. Reemplazando la
expresion de la probabilidad, es posible despejar el valor b, de la postura, que se
denomina “postura de referencia”. Este término permite que los agentes ajusten sus
posturas con el fin de garantizar que todos encuentren una localizacion, y se calcula como:

1
bh = - [_iln <Z Svi €exp .u(bhvi - Tvi))
vi

2.3.4. Sistema de equilibrio y condiciones de convergencia.

La expresion demanda introducida pueden resumirse en la siguiente ecuacion de punto
tijo, expresadas de forma general:
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P =P(b,P,S)

donde P =P, ,b=b yS =S sonlos vectores de probabilidades, posturas de referencia
y oferta inmobiliaria respectivamente. Cabe sefialar que en la ecuacion de punto fijo
presentada, cada término del vector de probabilidad no depende de la totalidad de los
términos de S.

Del mismo modo, las ecuaciones de oferta y del parametro de regulacion son:

S=S(b,P,S,y)
y=v(b,P,S,y)

Finalmente, la ecuacion de equilibrio se resume del siguiente modo:
b=b(b,P,S)

Estas cuatro ecuaciones vectoriales dan lugar a un sistema no-lineal altamente complejo.
Se presenta un algoritmo que, bajo condiciones que se discuten a continuacién, converge
siempre a la solucidn, y se muestra que ésta es tnica. Dicho algoritmo es eficiente en el
calculo, y su complejidad escala de forma sublineal con el tamafio del conjunto de datos.

Se demuestra la contractancia de cada una de las 4 ecuaciones de punto fijo con respecto
a la propia variable calculada. No se demuestra que el modelo sea contractante para las
variables “cruzadas”, por lo que el sustento de la contractancia es en ultima instancia
empirico. Sin embargo, se derivan condiciones necesarias para la existencia de una
solucion, suponiendo una forma funcional de las posturas. De la ecuacion de
probabilidades se puede obtener una condicion para la varianza de las posturas:

1 1
P > §|Hhuizhﬁh|

Y de la ecuacién de oferta una condicion para la varianza de los beneficios de los
productores:

1 1
I > E Svi Z Ph|vi ﬁhz Zng|vi + athi
h g

Estas condiciones no son fijas, pues dependen de los valores de las variables enddgenas,
por lo que en el algoritmo de solucion deben ser recalculadas en cada iteracion. Son cotas
maximas para los parametros de los modelos logit de posturas y de beneficios del
desarrollador. Dado que dichos pardmetros se relacionan de forma inversa con la
varianza de los modelos, cuando alcanzan un valor muy grande, el modelo se acerca al
escenario todo o nada, donde los postores se localizan directamente en el inmueble donde
sean mejor postor y los oferentes desarrollan exclusivamente en la zona que maximiza su
beneficio (en lugar del suavizado estocdstico que permite un modelo logit con un
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parametro menor). En consecuencia, estas condiciones autorizan la existencia de
multiples soluciones solamente para valores de los pardmetros u y 4 demasiado grandes,
lo que se verifica empiricamente.

2.4. Modelos dinamicos

La incorporacion de dindmica en modelos de localizacion residencial se ha hecho
tradicionalmente por medio de modelos de microsimulacion, que emplean funciones de
comportamiento simples y supuestos exogenos, con el fin de obtener una implementaciéon
mas agil y aplicable a nivel de agente.

UrbanSim (Waddell, 2001) es un modelo de microsimulacidon que asigna localizaciones de
hogares y empleos por medio de seleccion Montecarlo, considerando funciones de
localizacién con probabilidades y restricciones exdgenas. Los precios son generados a
partir de datos histdricos observados (y no de disponibilidades a pagar) y de atributos
hedoénicos. Las reglas de asignacion de demanda y oferta buscan la maximizacion de los
beneficios individuales de los respectivos agentes. No obstante, no se considera un
mecanismo de remate ni un equilibrio de mercado. La dindmica se incorpora a través del
desarrollo de nuevas zonas a partir de las ganancias esperadas, calculadas a partir de los
precios del afio previo.

PECAS (Hunt y Abraham, 2007) incorporan equilibrio de mercado a través de matrices
input-output, incluyendo bienes, servicios, trabajos, terreno y limpieza de mercado con
precios de equilibrio. El modelo es altamente complejo y no asegura existencia ni unicidad
de un equilibrio estable, pero constituye un avance importante en la incorporacion de
consistencia econdmica.

El modelo DELTA, desarrollado por Simmonds y Still (1998), es un modelo dindmico que
consta de diferentes mddulos independientes que interactiian entre si a través de sus
valores de salida: un mddulo econdémico, uno de uso de suelo y uno de migracién, cada
uno compuesto por submoddulos. El submoédulo econdémico predice la demanda
residencial y no residencial en categorias agregadas, y el modelo de uso de suelo localiza
hogares y empleos a través de un modelo lineal, donde la superficie utilizada es
proporcional al ingreso e inversamente proporcional a la renta observada en el pasado.
Utiliza precios histdricos y costos de desarrollo para determinar la creacién de nueva
oferta inmobiliaria, considerando un desfase entre la decision de construccién y su
término. Las rentas se basan en valores historicos, y son modificadas por cambios
endogenos en la demanda, la oferta o la accesibilidad.

Entre los modelos de equilibrio que incorporan dindmica intertemporal, se cuenta Anasy
Arnott (1991), que resuelve un equilibrio Walrasiano, con un modelo de eleccion discreta
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para la localizacion y para la oferta. El equilibrio dindmico se resuelve bajo el supuesto de
que los productores predicen los precios futuros de equilibrio (supuesto “perfect
foresight”), asignando valores residuales a los bienes en el infinito.

Martinez y Hurtubia (2006) integra el modelo de demanda de RB&SM con un modelo
dindmico de produccion inmobiliaria basado en la maximizacion del valor presente de la
rentabilidad esperada por la construccidon y venta de viviendas. Se incorporan retrasos en
la informacion utilizada para construir, lo que da lugar a diferencias entre la oferta y la
demanda inmobiliaria. Los precios se calculan por la via de un modelo de equilibrio
dindmico. Supone un desfase entre el inicio de la construccion y la venta de un bien
inmueble, e incorpora el supuesto de miopia, de acuerdo al cual los oferentes sélo utilizan
informacion histérica en la toma de decisiones, al no ser capaces de predecir el
comportamiento futuro del sistema urbano.

Por su parte, Martinez y Mufoz (2010), siguiendo la estructura del mercado de bienes
inmobiliarios propuesta por Martinez y Roy (2004), incorpora la existencia de agentes
inversionistas propietarios de las localizaciones, que constituyen una capa intermedia
entre la produccion de inmuebles y la localizacidn residencial. Cada periodo de decision
se subdivide en una etapa de inversiéon, donde los agentes propietarios realizan
transacciones sobre su stock de inmuebles, y un periodo de operacion, donde los
inmuebles son asignados a sus locatarios. El enfoque de este trabajo esta puesto en la
primera etapa, que se representa por un modelo de méxima utilidad, donde las opciones
son la inversion en bienes inmuebles y en instrumentos financieros a tasa de mercado.

Otro enfoque para los modelos de microsimulacién corresponde al uso de “autématas
celulares”, introducidos por John Von Neuman (1966). Se trata de modelos dindmicos
formados por un conjunto de elementos sencillos idénticos entre si, que interactiian
localmente unos con otros a través de reglas de comportamiento en un proceso iterativo,
pudiendo exhibir comportamientos complejos en su conjunto. En general se caracterizan
por la existencia de una grilla en un plano bidimensional, donde cada celda puede estar
en un numero finito de estados, y reacciona al estado de sus vecinos a través de una regla
de evolucion en cada periodo de la simulacion.

Uno de los exponentes mds conocidos de este enfoque es el “juego de la vida” de John
Conway, presentado al publico en Scientific American por Gardner (1970), donde los
estados posibles para cada celda son “vivo” (1) o “muerto” (0). La regla de evolucion
indica que si una célula tiene tres o mas vecinos vivos, al turno siguiente estara viva, y si
tiene un nimero menor, al turno siguiente estara muerta. La evolucidon del automata
celular esta determinada por el estado inicial, y se observan distintos tipos de patrones,
entre ellos algunos que crecen indefinidamente y otros que desaparecen o se estabilizan.

Numerosos trabajos recientes utilizan autématas celulares para modelar el
comportamiento de sistemas urbanos. Entre ellos, se cuenta el modelo CityCA propuesto

19



por Ramirez et. al (2014). El modelo, aplicado a Santiago de Chile, considera una grilla
equiespaciada que representa un sector geografico real, y los distintos agentes
corresponden a empresas, que pueden ocupar una celda y tienen la posibilidad de
desplazarse en la grilla dentro de un radio variable determinado exdgenamente. La regla
de asignacion refleja el criterio de que las empresas buscaran estar en localizaciones que
tengan la mayor cantidad de empresas (economias de aglomeracion). Sus resultados son
consistentes con la Ley de Zipf (que predice que la mayor parte de las empresas estara
concentrada espacialmente en una zona de tamano reducido, y una parte menor ocupara
el resto del espacio).

2.5. Cuasiequilibrio

Con el fin de reducir las diferencias conceptuales entre los modelos de equilibrio y la
modelacion por medio de microsimulacion, de manera de permitir mayor consistencia y
comparabilidad entre ellos, recientemente se ha concebido el concepto de cuasiequilibrio
en modelos dinamicos. Este consiste en una relajacién de las condiciones de equilibrio,
permitiendo que los mercados no se limpien localmente (pudiendo haber diferencias
entre oferta y demanda en cada localizacion) y alterando el tiempo que toma el flujo de la
informacion entre los agentes, afectando asi la nocion de equilibrio de corto plazo.

2.5.1. Modelo de cuasiequilibrio de Martinez y Donoso (2011)

Martinez y Donoso (2011) introducen el concepto de cuasiequilibrio en el modelo RB&SM
con oferta fija, pasando a una formulacién dindmica que supone comportamiento miope
(los agentes solo consideran los precios y atributos actuales e histdricos en sus decisiones,
no los valores futuros). Se relaja el supuesto de simultaneidad, de forma que los agentes
emplean informacion desfasada en el tiempo en el proceso de decision, y se relaja la
condicion de limpieza de mercado. De paso, esta formulacion conlleva ventajas en la
implementacion algoritmica, pues elimina los complejos puntos fijos caracteristicos de
RB&SM, al permitir que el cdlculo en un periodo sea directo a partir del anterior.

Las funciones de postura utilizan atributos retrasados en un periodo:
Bil;vi = bftl + by (z°71)

La oferta se determina con de forma dindmica en funcién de su valor en el periodo
anterior, asumiendo conocimiento perfecto sobre el tamano de la demanda:

Vi = Vo '+ (H = HHP;,
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La funcién de profit del desarrollador depende de las rentas del periodo anterior:
i = m(ry;

La condicién de equilibrio se reemplaza por la condicion de cuasiequilibrio siguiente:

> Vi ke = HE

Vi
Donde la probabilidad de cuasiequilibrio q esta dada por:

Hj, exp H(bftl + bhvi(zt_l))
H}L; expu (bil; + bhvi(zt_l)) + Zgih Hé expu (bf,-_l + bgvi(zt_l))

t
Anwi =

Dicha probabilidad es utilizada por los agentes para estimar su propia postura de
referencia, con el fin de asegurar de la mejor forma la localizacion de todos los agentes del
mercado. Se considera que los agentes no cuentan con informacion sobre las posturas de
referencia del resto de los agentes.

Asi, la postura de referencia queda definida por:

1 Z Vit exp(ubfy,;)

b’ =——In
KL HE exp Uy + b (25 + Zgan H exp u (b5 + bui(271)

Adicionalmente, se propone utilizar la aproximacion numérica bj ~ bi~' en el
denominador, lo que da lugar a la siguiente expresion:

b =—=In

Z Vit exp(ubfy,)
U

=Yg Hg exp U (bé_1 + bgm-(zt‘l))

donde ya no es necesario efectuar el cdlculo iterativo de un punto fijo.

2.5.2. Modelo de cuasiequilibrio de Hurtubia et al. (2012)

De forma similar, Hurtubia et al. (2012) definen un modelo de demanda de cuasiequilibrio
desagregado a nivel de agente. Al igual que en el modelo RB&SM, considera que los
agentes realizan un ajuste de sus posturas para asegurar la localizacion de todos. Sin
embargo, altera esta condicion de equilibrio considerando que la decision es tomada en
base a los valores conocidos de las rentas del periodo anterior.

Se impone sobre los agentes la siguiente condicion desfasada en el tiempo:
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exp (bh + bi(z))
Ygexpu(By!

De donde se deduce la ecuacion para las posturas de referencia:

b= ~In (Z exp (bl (7)) = rf'l))

l

Esta ecuacion se diferencia de la de Martinez y Donoso (2011) en que el desfase se produce
tanto en las posturas de referencia como en las posturas hedonicas.
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Capitulo 3

Formulacion de los modelos de
cuasiequilibrio

En esta seccion se introducen varios modelos de localizacion, introduciendo
progresivamente la nocidon de cuasiequilibrio. El primero corresponde a un modelo de
equilibrio, y los siguientes introducen progresivamente imperfeccién de informacion en
el mercado inmobiliario, representada por un desfase en la informacién utilizada para la
decision.

3.1. Aspectos generales de la especificacion de los modelos

Los modelos se especifican considerando una funciéon de postura heddnica, es decir, que
resulta de la valoracién de los atributos del bien inmueble. Esta esta dada por la expresion
bni = bni(z, P;), que recibe como entrada los atributos de la oferta (dados por el vector z)
y las probabilidades de localizacion de los vecinos y propia (dadas por P|;). Estos
argumentos pueden estar desfasados en el tiempo o actualizados.

La mayor parte de los modelos involucra la resoluciéon de ecuaciones de punto fijo, es
decir, de la forma x = f(x).

Los modelos se presentan divididos en dos grupos: modelos de demanda y de oferta. Los
modelos de oferta y demanda son interdependientes, pues los primeros reciben como
argumento la oferta en el periodo t, y los segundos utilizan los valores de rentas
calculados a partir de los primeros, por lo que escogiendo un modelo de demanda y uno
de oferta se forma un modelo completo de localizacion. Alternativamente, es posible
considerar modelos restringidos con oferta o0 demanda exdgena, lo que no se hara en el
presente trabajo.

Los distintos modelos de demanda y de oferta se denotan respectivamente por las letras
Dy S (del inglés demand y supply), acompafiados de un indice. Los modelos de indice 0
corresponden a modelos de equilibrio, basados en el modelo RB&SM, y los sucesivos
incorporan elementos de cuasiequilibrio.
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3.2. Modelos de demanda basados en informacion de posturas

Los modelos que se presentan a continuacion corresponden a modificaciones de los
puntos fijos de localizacion y de equilibrio del modelo RB&SM. En todos se encuentra
expresado el valor de la oferta en el periodo t, denotado por S;. Este valor proviene de
alguno de los modelos de oferta, que se desarrollan en la seccion 3.4.

Estos modelos introducen desfases en la informacion del mercado utilizada en las
posturas de los agentes, a diferencia de los introducidos en la seccion proxima, donde los
desfases se realizan en la informacion de las rentas inmobiliarias,

3.2.1. Modelo DO: de equilibrio

Este es el primer modelo introducido, y sirve como base para los siguientes. Corresponde
al modelo de demanda inmobiliaria del modelo RB&SM (sin incluir el modelo de oferta
ni las restricciones). Es un modelo de equilibrio, sin dependencia intertemporal: la
solucion de cada periodo es independiente del periodo anterior.

Las ecuaciones que describen este modelo son las siguientes:

Punto fijo de equilibrio:

1 Z Si"expu (bhi(P_|ti*th))

bh* = ——In
H &3y, Hexpu (b,tl* + bhi(P_lti*,Zt))

Punto fijo de localizacién:

Hf expu (bﬁ* + bhi(P.|ti*'Zt))
ZnHyexpp (bﬁ* + b (Pff, Zt))

tx __
Pyji =

Estas ecuaciones describen la interaccion en el mercado inmobiliario de los dos agentes
participantes: el residente, que realiza posturas en el proceso de remate; el rematador, que
es propietario de la localizacién y la asigna al mejor postor.

Cabe sefialar que las ecuaciones presentadas no corresponden a un despeje de las
variables by y Pyj;, pues éstas aparecen a ambos lados de la ecuacién. Se trata de
ecuaciones de punto fijo, y el asterisco sobre ambas variables denota que se trata de los
valores que satisfacen ambas ecuaciones. La existencia y unicidad de dichas soluciones es
demostrada en Martinez y Henriquez (2007).
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La primera ecuacion se obtiene a partir de la llamada condicion de equilibrio:

Hy, :ZSL?P,E“
i

Esta condicidon es impuesta al modelo para garantizar que todos los residentes alcancen
necesariamente una localizacion. La expresion de la izquierda, Hp, es el total de residentes
de tipo h (valor exogeno), y la de la derecha corresponde a la suma de los residentes tipo
h localizados por el modelo en cada zona i.

El mecanismo para lograr que esta condicion se cumpla es el ajuste de la variable b, de la
funcion de postura, que depende tinicamente del tipo de agente y no de la localizacion.
Los agentes ajustan este valor de su postura para garantizar que todos se localizan. Sin
esta condicion, podria haber agentes que no fueran capaces de ganar el remate de ninguna
localizacidn, y agentes que ganen mds de una, lo que se traduciria en que el total de
agentes localizados de una categoria sea menor al total de agentes disponibles de dicha
categoria.

El término b, aparece en ambos lados de la igualdad, por lo que ésta es una ecuacion de
punto fijo. La solucion de esta ecuacion para todos los valores de h entrega los valores de
by, que satisfacen la condicion de equilibrio.

La segunda ecuacion corresponde a la probabilidad de localizacion de un residente h en
una localizacion i. Esta expresion se obtiene debido al modelo de eleccion discreta tipo
logit utilizado para el remate: el propietario de la localizacion i escoge al residente h que
realice la mayor postura, y las posturas siguen una distribucion estocastica tipo Gumbel.

Dentro de la funciéon de postura, especificamente en la componente by;, aparecen las
probabilidades de localizacion. Esto representa las externalidades de localizacion: el efecto
que tiene en un agente la localizacion de los otros. De este modo es posible, por ejemplo,
representar el hecho de que un grupo socioecondmico se vea atraido por zonas donde se
encuentren otros residentes de su mismo segmento. El hecho de que en el calculo de las
probabilidades de localizacién intervengan las propias probabilidades como variable, da
lugar a un calculo de punto fijo.

El término S* corresponde al niimero total de hogares que se localizan St = Y, Hf y esuna
variable exogena al modelo. La oferta inmobiliaria S; de cada zona es un dato exdgeno
para estos modelos (aunque puede ser obtenida de un modelo de oferta, como el del
RB&SM). Debe cumplir que Y; Sf = S¢, es decir, que la oferta sea igual a la demanda
inmobiliaria, lo cual es una condicion sobre los datos exdgenos.

La renta r;, que no intervienen en las ecuaciones planteadas, pueden obtenerse como el
valor esperado de la maxima postura, que, dado que las posturas siguen una distribucion
Gumbel, corresponde a una logsuma:
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1
7= —anH,ﬁ exp i (bfl* + bhi(P.fi*'Zt)) +L
u = H

El modelo queda definido por dos variables vectoriales enddgenas:

e b={bp}n
o P={Pui},,

La relaciéon funcional entre las variables, dada por las ecuaciones del modelo, es la
siguiente:

b = by (b™,P{*) Vh
Py; = Pﬁu(b.t*,ﬂt;) Vh,i

En este modelo, los dos agentes que participan en la localizacién (residentes y rematador),
tienen el mismo nivel de informacién: la obtienen de forma instantanea.

En los préximos modelos, se introduciran desfases en la informacion utilizada por los
agentes para decidir sus posturas.

3.2.2. Modelo D1: desfase en atributos de la oferta y en externalidades de
localizacion

El modelo D1 se basa en el anterior, e incorpora una restriccion en el traspaso de la
informacion de los atributos del mercado a los agentes. Supone que los residentes deben
emplear la informacidn del periodo anterior para la toma de decisiones, debido a que
existen fricciones en su flujo hacia todos los agentes.

Estos desfases permiten representar el hecho de que los agentes que se localizan toman
sus decisiones con informacién imperfecta respecto al mercado. Se introduce el supuesto
de que la informacién disponible en el instante t demora un lapso de tiempo definido en
actualizarse, por lo que los datos utilizados por los agentes al momento de localizarse
corresponden a un periodo anterior, denotado por t — 1.

Las ecuaciones de este modelo corresponden a una modificacién de las del modelo DO:
los atributos del mercado utilizados en el calculo de la postura (en la componente by;), se
retrasan en un periodo. De este modo, se obtienen las siguientes ecuaciones:
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pt* = — llnz Sit* exp u (bhl’(P.|ti_1, Zt_l))

" 2B (O )

Hiexpu (b;tl* + b (P, Zt_l))
YnHyexpp (bftl* + bhi(P.fi_l' Zt_l))

t _
Ppji =

La diferencia con el modelo anterior radica en que los argumentos P}/ y z* fueron
reemplazados por P{; !y z'™?, es decir, fueron desfasados en un periodo. De este modo,
los residentes utilizan informacion desfasada sobre el mercado para realizar sus posturas,
mientras que el rematador y el desarrollador inmobiliario utilizan informacion
actualizada sobre las posturas (que a su vez, son calculadas con informacion desfasada).

Estas modificaciones tienen por consecuencia la desaparicion del punto fijo de la segunda
ecuacién: al emplear la informacién con retardo, se desfasa la informacion de
externalidades de localizacion (dadas por la aparicion de las probabilidades de
localizacion como argumento de la funcion de postura). Esto significa que los residentes,
en su proceso de localizacion, utilizan informacion del periodo pasado sobre los atributos
de las localizaciones y, en particular, sobre los otros residentes de ésta.

La relacion funcional entre las variables enddgenas del modelo es la siguiente:
tx _ pt(pts pt-1
byt = by (b*,P{™") Vh
Piy = Phy(b, Pi7Y) Vi

La condicién de equilibrio Hy, = ¥;S{Py; sigue siendo vélida en este modelo. En el
proximo modelo, se introducird una modificacion a esta condicién, dando lugar al
concepto de cuasiequilibrio.

3.2.3. Modelo D2: desfase en el calculo de las posturas de referencia bn

Los modelos anteriores utilizan la condicion de equilibrio para garantizar que todos los
residentes se localicen, lo que se logra a través del ajuste de la variable by, llamada postura
de referencia, que forma parte de la postura. En los modelos DOy D1 anteriores, los agentes
calculan su valor by a través de la expresion:

per = _ 1 Z Si" exp (b (1))

h == __ln
K &%, Hexppu (bftl* + bhi('))
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El valor de la postura de referencia permite ajustar la postura total de cada agente con el
fin de asegurar que todos se localicen, alcanzando asi el equilibrio del sistema.

Este calculo implica el siguiente supuesto: para calcular su postura de referencia, los
agentes deben tener informacion sobre la postura de los otros agentes. Especificamente,
las posturas de referencia de los otros agentes, su estructura de preferencias (funcién by;),
y los atributos de la localizacion que inciden en las posturas (atributos y externalidades).
Estos ultimos fueron modificados entre los modelos D0 y D1, desfasandolos en el tiempo,
pero dichos modelos atin suponen que los agentes son capaces de ajustar sus posturas a
través del cdlculo instantdneo de by, para alcanzar el equilibrio.

El modelo D2 se basa en el modelo D1, y modifica dicho supuesto: los residentes no tienen
informacion instantdnea sobre la postura de referencia de los otros agentes, por lo que
deben utilizar informacion desfasada en un periodo. Las ecuaciones son las siguientes:

. e ()
=——In
" — H} exp u (b,tl* + bhl-(P_lti"l,Zt‘l)) + Yn2n HE, exp u (b,tl,"1 + bh,i(P_lti"l,Zt‘l))

* t-1 -
pri = Hiexppu (b,’; + b (Pf", 2 1))
YnHyexpu (bitl* + b (P, Zt_l))

La primera ecuacion incorpora la modificacion sefialada: en el calculo de la postura de
referencia del agente h, las posturas de referencia de otros agentes estan desfasadas.

La segunda ecuacion, en cambio, utiliza la informacién actualizada de todas las posturas
de referencia. Esto se debe a que el rematador recibe las posturas actualizadas de todos
los agentes, por lo que no necesita inferir informacion a partir de los periodos pasados.

La diferencia de informacion existente entre los residentes y el rematador en el proceso
de localizaciéon da lugar a la siguiente dicotomia: las probabilidades de localizacion son
calculadas con datos actualizados por el rematador, pero los residentes, en el proceso de
construccidn de sus posturas, utilizan una estimacion de la probabilidad de localizacién,
que difiere de la calculada por el rematador. Esta estimacion, denotada en adelante como
qn)i, esta dada por la siguiente expresion:

H exp t (b + by (P71, 2471))
HE exppt (bE" + by (P5%, 2471) ) + Swon HE, expp (bE + by (PEE, 2071))

t _
An)i =

En lugar de la condicién de equilibrio de los modelos anteriores, en este caso se cumple
la condicion de cuasiequilibrio siguiente:

Hj, = Z S{ani
7
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Esta condicion refleja el hecho de que los residentes intentan ajustar sus posturas para
asegurar su localizacion con informacion imperfecta, mientras que el rematador tiene
informacion perfecta sobre las posturas de todos los usuarios. Como se vera
posteriormente, esto da lugar a un exceso o déficit de demanda entre las categorias h.

El planteamiento de este modelo elimina la codependencia de las posturas de los
residentes para un mismo periodo, pero el punto fijo de equilibrio permanece, pues la
postura de cada agente atin depende de su propia postura de referencia.

La relacion funcional entre las variables enddgenas del modelo queda descrita por las
siguientes expresiones:

bt = b,ﬁ(b,ﬁ*,bi;ﬁ,P_f‘l) Vh

Piyi = Phy(b, PiTY) Vh,i

3.3. Modelos de demanda basados en informacion de rentas

Los siguientes modelos utilizan un enfoque distinto a los anteriores: introducen en la
decision de los residentes la informacion de las rentas inmobiliarias®. Esto se hace a partir
de una reescritura del modelo D0, que se describe a continuacion.

Se indico anteriormente que la renta inmobiliaria estd dada por la siguiente expresion:
. |4
rl(bt Pll' —anHhexpu<bh +bhl(P|“ t))+l_1

Esta expresion corresponde al midximo wvalor esperado de las posturas. Se define a
continuacion el valor r;, que corresponde a la moda de las posturas, como:

1
rf =r(b™, P}, 2" :l—lanH};expu(b b (Pl 2 ))
h
Utilizando esta variable, es posible reescribir el modelo D0 como:
bt :——anSt exp u(bni(Pi,2t) — 1)

Pt nli = Hf expu(bh + bhl(P“, t) —rit)

3 En este contexto, se denomina “renta” al precio de arriendo o dividendo pagado por los residentes de un
inmueble, que corresponde al ingreso del desarrollador inmobiliario.
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3.3.1. Modelo D3: rentas desfasadas en el tiempo

El modelo D3 se basa en el primer modelo de demanda (D0), e introduce el siguiente
desfase: los agentes utilizan informacién desfasada de las rentas para generar sus
posturas. Las ecuaciones resultantes son las siguientes:

= __1n25f exp u(bpi(Pfi, 2°) = 1{7)

Pyj; = Hp exp u(bp, + bhl(P|l' 1) —-rf)

Esto representa el siguiente efecto: los usuarios utilizan en su proceso de decision la
informacion de rentas disponible en el mercado (por ejemplo, en los diarios). Sin embargo,
esta informacion no esta actualizada, lo que da lugar al desfase.

La modificacién respecto a DO tiene lugar solamente en la primera ecuacion: los residentes
incorporan informacion de rentas del periodo anterior en el proceso de construir sus
posturas. El rematador, por su parte, utiliza las rentas actualizadas, que representan la
maxima postura del periodo actual (informacion a la cual el rematador tiene acceso).

= -y SLers(ontei®)

~ Y, Hf exp,u(bt Y+ b (Pl Zt_l))

_ Hhexpu(bh +bm(P|l, ))
ZhH exp,u(bt +bhl(P|l, ))

Y la condicién de cuasiequilibrio es Hf, = ¥,; Sf q,tl“-, con el siguiente valor de estimacion de
probabilidad gp;:

Hhexpu(bh +bm(P|l, ))
YrnHE exp,u(bt 1*+bhl(Pt 1x Zt_l))

t
An)i =
Este enfoque permite eliminar el cdlculo de punto fijo de la primera ecuacion, pues el
calculo de la postura de referencia se realiza utilizando su valor del periodo anterior.
La relacion funcional entre los vectores b y P, utilizando la renta, esta dada por:
bi* = b,’;(rt‘l,Rf*) Vh
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Reemplazando la expresion de la renta, se obtiene la siguiente formulacion, basada en las
mismas variables que utilizan los modelos basados en las posturas:

byt = b (b:~, P{™", P{*) Vh
Piyi = Pry(bY, PiY) Vh,i

Este modelo contiene de forma implicita el desfase en la interaccion de los residentes en
el mercado introducido en el modelo D?2.

3.3.2. Modelo D4: rentas desfasadas, desfase en atributos de la oferta y en
externalidades de localizacion

Finalmente, este modelo incorpora simultdneamente todos los desfases en la informacion
introducidos hasta ahora: desfase en la informacion de rentas (que implica desfase en la
interaccion de los residentes en el mercado), y desfase en los atributos del mercado.

Las ecuaciones son:
¢ 1 t t-1 _t-1 t—1
b}, = —;ln Si expu(bhi(R|i , Z )—ri )
i

Pt = Hf, exp u(bf, + by (P[7 257) = 1f)

Si se escribe la expresion de la renta de forma explicita, las ecuaciones son:

L,y st expu (bu(PE% 2571))

t— _
bh N ‘uln - t t—1 (pt-=2 ,t-2
— Yn Hp exp | by +bhl(P_|l ,Z )

Hiexpu (b;tl + by (P Zt_l))

pt. =
" T Hy expp (bftl + bhi(}).fi_l'zt_l))

Y la condicién de cuasiequilibrio es Hf, = ¥,; Sf q,tl“-, con el siguiente valor de estimacion de
probabilidad gp;:

Hf exp u (bﬁ + bhi(P.|ti_1' Zt_l))
YrHEexpu (b,";_1 + bhi(P_fi_z'Zt_z))

t _
Anji =

En este modelo desaparecen todos los puntos fijos, y contiene el mayor desfase de
informacion posible.
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La relacion funcional entre los vectores b y P, utilizando la renta, esta dada por:
bf, = bi(r™", P[™) Vh
Pii = Pr(r L b, PiY) Vh,i
O reemplazando la renta:
by, = b (b1 PY) v

Pt = Pry(bLPiTT) Vh,i

3.4. Modelos de oferta

A continuacion se introducen dos versiones del modelo de oferta, una de equilibrio y otra
de cuasiequilibrio.

En ambos modelos se utiliza el hecho de que a partir de los modelos de demanda, es
posible estimar el valor de la renta como el valor de la maxima postura, estimado en los
modelos logit como una logsuma. Este valor (ya introducido en los modelos de demanda)
es:

rf = (b%, Rfl.*,zt) = ilnz Hf exppu (b,tl* + bhi(P_fi*, Zt))
7

El anterior es el valor de la renta para un modelo de equilibrio. Los modelos de demanda
de cuasiequilibrio entregan resultados analogos.

3.4.1. Modelo SO0: de equilibrio

Se considera una funcién de profit (utilidades) de los productores de la siguiente forma:
m =i (= ci(S))
Donde:

e St: oferta inmobiliaria en el periodo t para la zona i.
e 7:renta obtenida por una unidad vendida
e c: costo de produccidon de una unidad.
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El modelo RB&SM permite recoger economias de escala y de diversidad a través de la
funcion de costo de los productores: c,;; = cj((Sf)vi j), que depende de la oferta de los
otros productores en cada zona y de cada tipo de inmueble.

Las economias de escala estan ligadas a una mayor produccién de un mismo tipo de
inmueble por parte de un productor (mejor aprovechamiento de materiales, logistica,
experiencia), y las economias de diversidad lo estan a la produccion de distintos tipos de
oferta para una misma zona por ejemplo, ciertas construcciones pueden ser
complementarios en términos de costo).

En los modelos introducidos en este trabajo, se introducen ciertas simplificaciones con
respecto al modelo RB&SM, pues la mayor flexibilidad de la funcidon de oferta de éste no
tiene ninguin impacto en las propiedades de los modelos de cuasiequilibrio, y conservarlas
puede restar claridad al andlisis. Las modificaciones son las siguientes:

e Se emplea un unico indice i (en lugar de los indices v e i del RB&SM) para
representar la localizacién y el tipo de inmueble. Este indice puede representar
indistintamente zonas, tipos de inmuebles, o combinaciones de ambos.

e Se asume que la funcién de costos solo depende de la zona, y no de otras zonas o
de la oferta. Esto elimina (incidentalmente) las economias de escala y diversidad.

ci(SH) =«¢f

Estas modificaciones aligeran de forma significativa la notacién. No obstante, cabe sefalar
que es perfectamente posible reescribir los modelos de cuasiequilibrio conservando la
complejidad de la funcion de costos de productores del modelo RB&SM.

3.4.1.1. Problema del productor

El productor inmobiliario debe escoger produccion en cada zona para maximizar su profit,
considerando las economias derivadas de su propia produccion.

Considerando las simplificaciones del modelo con respecto al problema tratado en
RB&SM (Martinez y Henriquez 2007, apéndice A), el problema del productor es el

siguiente:
Yt = Yt =
l

i i
s.a. St <R} vi

Zsfzsf
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El principal efecto de la simplificacion del modelo presentado con respecto al RB&SM
radica en la expresion de las restricciones lineales. Esto es debido a que no se distinguen
los distintos tipos de inmueble a través de un indice separado.

La resolucion del problema del productor se realiza asumiendo que la variable S; es
entropica, con lo que:

1
maxz SE-(rf—=cf) - zSi(—l +1nS;)
l

s.a. SE<Rf Vi (1)
ZSf st (@)
i

La solucion de este problema de maximizacion es de la forma de un modelo logit*:

gt gt P A(rf (™, Pf) — ¢f —vi)
' Yiexp A(rf (bt P{)) — cf —v})

donde el parametro y; es un multiplicador de Lagrange, que debe cumplir las siguientes
condiciones:

¢ expA(rf-c —yl) - R,
YiexpA(rf-ct-vf)
e y;=0 sinoloes.

si la restriccidn es activa

Es posible despejar una ecuacion de punto fijo para y si la restriccion es activa:

exp A(rf (b™, P[) — cf)
i Xoexp A(r (b, P) — ¢f =)

1 5

Vi = 1 R

La expresion St =Y, H}, corresponde a la demanda total del periodo, que bajo los
supuestos del modelo de equilibrio —informacién perfecta— es conocida por el productor.

La variable S no presenta punto fijo debido a la eliminacién de las economias de escala y
diversidad. No obstante, se deja consignada en el sistema de ecuaciones para considerar
esta posible extension. Luego:

= S{(b™, P{",y") Vi

= y(bt* P|w Styt) vi

4 En la expresion entregada se hace explicito el hecho de que la renta depende de las probabilidades de
referencia y de las probabilidades de localizacién, y se omite la dependencia de variables exdgenas. Se
utiliza la expresidn correspondiente al modelo de demanda DO (de equilibrio), para los otros modelos
introducidos los indices de las variables son distintos.
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Cabe destacar que la variable y depende de la oferta S de forma implicita, pues su valor
varia segun la restriccion sea activa o no. Ademas, la ecuacion que determina y es de
punto fijo, pues la variable aparece en ambos lados de la igualdad.

3.4.2. Modelo S1: rezago en la construccion de inmuebles

En este modelo se incorpora un rezago de k periodos en la decision de construir la oferta
inmobiliaria, con el fin de representar la demora que requiere la produccién inmobiliaria
desde la decision de produccion. Se consideran los siguientes supuestos:

e La decisién de construir en el futuro se toma de forma anticipada, en base a las
rentas inmobiliarias que se perciben en el periodo actual por el mismo tipo de
inmuebles.

e Se puede predecir con exactitud la demanda total del sistema, los costos de
construccion y las regulaciones aplicables al proyecto.

La expresion de este modelo esta dada por:

oot expA(ri ™ —cf —y})
C TiexpA(rfTR —cf —vi)

donde S es la oferta en la zona i en el periodo t, /™% es la renta en el periodo t — k, cf
son los costos de construccion y y{ los parametros de Lagrange de las restricciones. Se
considera la condicion St =Y, Hf,, y el valor de los parametros y se obtiene de las
siguientes condiciones:

exp )L(Tit_k—cit—yit)
Yiexp A(rfK—ct—y})
e y;=0 sinoloes.

t

= R; sila restriccion es activa

El supuesto detrds de esta expresion es que la evaluacidon de un proyecto inmobiliario
para el afo t se realiza con k afios de anticipacion. El desarrollador inmobiliario conoce
los costos reales y las regulaciones que enfrentara en el afio t, mas no conoce sus ingresos
potenciales. Por esto, utiliza la informacion de las rentas del afio t — k, en que se toma la
decision.

Si la restriccidon es activa, las ecuaciones resultantes son:

oot exp A(r{ ™ = ¢f —yf)
C ZiexpA(rf T = of —vf)

Y si la restriccion es activa,
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1. St expA(rf*—¢f)

f==In—
AR Biexp A7 = ¢f —¥{)

Yi

La variable S}, que corresponde a la oferta inmobiliaria en el periodo t, es definida por el
desarrollador inmobiliario en el periodo t — k. El valor de la oferta en cada zona i
proviene de un modelo de optimizacion de profit. Para esto, calcula sus ingresos
utilizando informacién de rentas del periodo t — k (pues no puede prever las rentas en t).
El valor de los costos cfes calculado en el periodo t — k, y su valor (exdgeno) es conocido
para todos los periodos, pudiendo representar los costos totales de desarrollo del proyecto
durante los k afios que se extiende su construccion. Finalmente, el valor yit se calcula en
t —k y proviene de la aplicacion de las restricciones vigentes en el periodo t, que son
exogenas y conocidas de forma anticipada a la construccion.

Se introduce el supuesto de que la variable S* = Y, Hf, (que corresponde a la demanda
agregada) es conocida. Esto corresponde a asumir que los productores son capaces de
prever la demanda de forma perfecta.

Del mismo modo aplicado hasta ahora, el modelo queda expresado por el siguiente
sistema de ecuaciones simplificado.

St =SH(bEk, PR, yt) Vi
vit =y(bE* PiE,SE YY) i

Cabe senalar que el punto fijo de los parametros y no desaparece con esta formulacion.
Esto se debe a que se considera que los productores pueden anticipar de forma perfecta
las regulaciones que estaran vigentes en el periodo de construccion, por lo que seria
improcedente aplicar un retardo a esta informacion.
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3.5. Resumen de los modelos

La siguiente tabla resume los modelos de demanda y de oferta que fueron definidos en
este capitulo.

Tabla 3.1: Resumen de los modelos de equilibrio y cuasiequilibrio introducidos

Modelo Tipo Descripcién Expresion funcional

DO Demanda Modelo de demanda de equilibrio by = bi(b",P{") Vh

Ppji = Priu(b,t*. Pff) Yh,i

D1 Demanda DO + desfase en atributos de la by = bi(b™,P{™") Vh
oferta y en externalidades de . . e
localizacion Py = Ph|i(b,t*,P_|i ) Vh,i

D2 Demanda D1 + desfase en el calculo de las b = bE(bE, b 7Y, P.|t._1) vh

posturas de referencia
Pii = Piu(b™, Pi7Y) Vh,i

D3 Demanda DO + desfase en los valores de bl = bfl(rt‘l,P_f_*) vh
renta
Prﬁi = Prfri(ft_l.b.”,l’_t-_l*) Vh,i

|i

D4 Demanda D3 + desfase en atributos de la by, = bi(r'=,P["") Vh
oferta y en externalidades de
localizacion Py = Pﬁ”(r_t_l,b_t, Pf,-'l) Vh,i
S0 Oferta Modelo de oferta de equilibrio St =Sf(b*, P yt) vi

vi =vy(b, P, SEyE) vi

S1 Oferta S1 + desfase en la construccion de St =S{(brK, PiT,yt) Vi

inmuebles .
vt =y(bK, Pi*, Syt vi
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Capitulo 4
Propiedades analiticas de los modelos

La seccion de analisis presenta resultados de dos tipos. En primer lugar, se analizan tres
propiedades matematicas de los modelos de cuasiequilibrio. A continuacion se desarrolla
un marco matematico integrado para los modelos de equilibrio y cuasiequilibrio, para
analizar la convergencia de estos.

4.1. Propiedades de los modelos de cuasiequilibrio

A continuacion se presentan algunas propiedades de los modelos de equilibrio y
cuasiequilibrio.

4.1.1. Exceso o déficit de demanda por categoria en modelos de
cuasiequilibrio

En los modelos descritos hasta ahora, cada agente es sensible a la localizacidn del resto de
los agentes del mercado. Esto se denomina “externalidades de localizacién”, y se traduce
en que la postura de cada agente depende del vector completo de probabilidades de
localizacién. Los modelos de demanda de cuasiequilibrio, a partir de D2, consideran que
los agentes tienen informacién imperfecta sobre la localizacién del resto (es decir, no
tienen toda la informaciéon a su disposicion), por lo que estos deben realizar una
estimacién al momento de determinar su postura. Estas “probabilidades estimadas” se
denotan por qy;, mientras que la probabilidad del remate, que asigna las localizaciones
con informacion perfecta sobre las posturas de los usuarios, se denota por Py;.

En el proceso de localizacién, los agentes realizan un ajuste en las posturas con la
intencion de garantizar que todos se localicen. Esto corresponde a la “condiciéon de
equilibrio” de los modelos. Cuando se introducen las estimaciones de probabilidades por
parte de los usuarios, ésta da paso a la “condicién de cuasiequilibrio”, que corresponde
al mejor intento que pueden realizar los usuarios para garantizar su localizacion. No
obstante, debido a que no cuentan con informacion suficiente, fallan en asegurar la
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localizacién de todos los agentes del mercado. En consecuencia, existe un excedente o
déficit de demanda inmobiliaria en cada periodo. Esto se prueba a continuacion.

Propiedad 4.1 (Exceso o déficit de demanda por categoria de agente en los modelos de
cuasiequilibrio)

En los modelos de cuasiequilibrio donde la probabilidad estimada por los residentes q,tl“- en cada
periodo es distinta de la utilizada por el rematador para asignar localizaciones Py;, aparece un
excedente o un déficit en la demanda de cada categoria h.

Demostracion:

La demanda localizada de cada categoria socioeconémica, denotada ac4 por Hf "¢ (para
diferenciarla del valor exdgeno de la demanda), esta dada por la suma de la localizacién
en cada zona, de acuerdo a la siguiente expresion:

Por otra parte, el total exdgeno de hogares cumple la condicion de cuasiequilibrio:

HE =) stal,
i

Cuando las probabilidades P y g son diferentes, al calcular la diferencia entre la demanda
localizada y la demanda total, aparece un excedente o déficit de demanda.

H;tl_LOC _ H}tl = z Sf(Pﬁﬁ - Qit1|i) #0
i

La informacion de los agentes es distinta de la del rematador en los modelos D2, D3y D4,
por lo que en general las probabilidades de ambos son distintas. Por ejemplo, en el modelo
D2, 1a probabilidad del remate esta dada por:

Hy exp u (bftz* + by (P, Zt_l))
YrnHiexpu (b,tl* + b (P71 Zt_l))

t _
Py =

y la probabilidad estimada por los agentes por:

Hj, exp p (bftz* + b (P Zt_l))
Hfexpu (bfl* + bhi(P_fi_l,zt‘l)) + Ynren HE, expu (b,tl,_1 + bh,i(P_lti_l,zf‘l))

t _
An)i =

Sin embargo, cabe sefialar que pueden existir casos donde los valores de ambas
probabilidades son iguales. Como se vera en el Capitulo 5, esto ocurre para el caso de una
ciudad invariante (es decir, cuando las variables exdgenas son constantes para todos los
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periodos), y se cumple de forma asintdtica cuando las ciudades convergen a un valor
estable en el tiempo. En esos casos (y siempre que las probabilidades sean iguales), no se
cumple una de las hipotesis de la propiedad (que ambas probabilidades sean distintas),
por lo que ésta no es aplicable.

O

4.1.2. Igualdad de la demanda localizada total y la oferta total.

A pesar de que pueden existir diferencias por categoria de agente entre la demanda total
y la localizada, las diferencias se cancelan al considerar la suma. Es decir, la totalidad de
la demanda del mercado es localizada. Para probar esto, basta con calcular la suma sobre
todos los hogares localizados, considerando que por definicién siempre se tiene Y., Py; =
1, y que se ha supuesto que St = ¥, H.

Propiedad 4.2 (La demanda total es localizada)

En los modelos de equilibrio y de cuasiequilibrio, la demanda total del mercado es localizada,
suponiendo que se cumple S* =Y., H,.

Demostracion:

La demanda localizada total cumple:

Zthi ZZZSitPrfu =ZS§ZP,€” :ZSit
7 7 n 7

h h i

y los modelos de oferta introducidos cumplen:

Zthi :ZSit:S:ZHh
hoi i h

Lo que demuestra que el total de la demanda (exdgena) es localizada en el modelo.

(]

Cabe mencionar que los modelos de oferta introducidos incluyen como supuesto que la
oferta total es igual a la demanda total, conocida por los productores en todo periodo.
Dicho supuesto es clave para este resultado.
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4.1.3. Poblacion creciente de forma homogénea y a tasa constante

Se muestra a continuacién que, bajo ciertas condiciones, si la poblacion crece a tasa
constantes, la tasa de crecimiento no influye en la convergencia.

Propiedad 4.3 (Bajo ciertas condiciones, una tasa de crecimiento constante de la
demanda por categoria no afecta la localizacion)

Sea p la tasa de crecimiento de los hogares, de forma que HL™ = (1 + p)Hf, con un niimero inicial

de hogares Hy. Si la postura heddnica by; es independiente del pardmetro de crecimiento de la
poblacion y las restricciones son inactivas, entonces la localizacion, la oferta y las rentas entregadas
por los modelos de cuasiequilibrio son independiente del pardmetro de crecimiento p e idénticas a
su valor en el instante inicial.

Demostracion:

Se analizara el efecto de la tasa de crecimiento en las ecuaciones de los modelos. Se
utilizaran para el analisis las ecuaciones del modelo de demanda DO y del modelo de
oferta SO. El analisis para las ecuaciones de los otros modelos es andlogo, salvo que se
indique lo contrario.

En primer lugar, considérense los efectos directos de reemplazar el parametro de
crecimiento en las ecuaciones de los modelos, sin tener en cuenta los efectos indirectos
propagados a través de la interdependencia de las variables.

Modelo de localizacion de demanda

Considérese la expresion de la postura de referencia. Se tiene que H, = (1 + p)*Hy, luego,
reemplazando:

1N S expulon)
" Ho& n Hf exp u(bf* + bp;)
Sit* exp u(bp;)

n
po L Xn(1+ p)tHy exp u(by’ + byy)
1 1 St exp u(by,;
[z H L& X Hy exp u(by’ + bp)

Dado que se ha supuesto que el término de la postura hedodnica by; es independiente del
parametro de crecimiento, la diferencia del valor para dos agentes I y g es independiente
del valor del factor de crecimiento, esto es.

pt* _ ptr — _llnz ;" exp pu(bp;) 4 llnz SH exp ,u(bgl-)
h 9 HoL YwHp expu(blr + b)) 1 i S Hp, exp u(bls + by,i)
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Este valor se reemplaza en la expresion del punto de fijo de localizacion, dada por:

Hiexppu (b;tl* + bhi(P.|ti*' Zt))

P =
L Hfexppu (b,tl* + bhl-(P_lti*,Zt))

Cabe recordar que el resultado de un modelo no depende de los valores individuales de
las posturas, sino de su diferencia relativa. En efecto, es posible dividir el numerador y el
denominador por exp(b}*), donde b}* es la postura de referencia de un agente g dado.
De este modo, se obtiene:

Hfexpu (bﬁ* - bl + bhi(P|ti*'Zt))

- YrnHEexpu (bﬁ* — b+ bhi(P_Iti*,zt))

Adicionalmente, reemplazando la expresion de la demanda Hf, por su valor en funcién
del pardmetro de crecimiento, se obtiene:

(1+ p)tHy exp u(by" — b* + by;)
(1 + p)tHY expu (bf = b + by (P, 2°))
_ Hpexpu(by + byy)
Yn Hpy exp u(by” + bpy)

tx __
Py =

Tras simplificar por (1 + p)t, y dado que tanto la diferencia b," — b5* (como se mostro)

t*

como by; (P_|l- ,z%) (por hipétesis) son independientes del pardmetro p, se concluye que la

ecuacion que determina Py); es independiente del parametro de crecimiento p.
Modelo de rentas

La renta est4 dada por la siguiente expresion:
= 1 t t* )4
; =—In ) Hyexpu(by + bp) +—
noL 1

Reemplazando el valor de Hf por su expresion en funcion del pardmetro de crecimiento,
se tiene:

_ 1 ty0 * Y
7, = —an(l + p)'Hy exp u(by" + bp;) + —
noL K

1 1 . o y

= (14 p) + 2 ) HY exp (bl + b) +

W ho4 #

Luego, el uso de un factor de crecimiento constante corresponde a sumar a la renta un
1 /4
valor m (1 + p)t, que es constante para cada periodo. Dado que los valores de las rentas

son relativos (dependen de una constante exdgena, por lo que sdlo la diferencia es
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relevante), el hecho de sumar una constante no tiene ningun efecto, con lo que los
resultados de rentas son equivalentes para cada periodo a los del periodo inicial.

Modelo de oferta

La ecuacion del modelo de oferta es:

5 = ZHftl expxl(ritt_cf)t
- 2iexp A — )

donde los pardmetros y{ se asumieron nulos, debido al supuesto de que las restricciones

no son activas.

Reemplazando:

exp A(rf — ¢b)
st=( D He)a+py L
' <h h) p YiexpA(rf —cb)

Si se consideran dos modelos distintos m; y m,, la relacion entre la oferta inmobiliaria
entregada por ambos modelos es independiente del parametro de crecimiento. En efecto,
es posible escribir la expresiéon para cada modelo como:

St = (2 H,‘{) (1+p)istpt™

h

donde P"™ es el tnico término que depende de la formulacién del modelo. Luego, al
comparar dos modelos distintos, se tiene que la razon entre la oferta de ambos modelos
es independiente del pardmetro de crecimiento de la poblacion:

tm tm
S _ R

tm, — ptm
Si 2 Pl 2

Adicionalmente, bajo el supuesto de que las restricciones nunca son activas, los
parametros y son siempre nulos en ambos modelos.

Yi=0

Finalmente, falta verificar el supuesto de que no existe un efecto indirecto del parametro
de crecimiento en la expresion de by y Sf.

La expresion de b en funcion de S} esta dada por:

1 1 S™ exp u(by;
bftl* — —ln(l + p)t _ _lnz Ol p :u(t*hl)
Z W L X Hy exp p(by” + bp)

Reemplazando el valor de S}, se tiene:
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1 1 exp A(rt —cf —yt exp u(by;
bir = ——ln(1+p)t——lnz HY | (1 +p)t pA(r — yl)t ' p u( };l*)
K b=\ Yiexp A(rf —cf —y{) Xn Hp, exp u(by" + bp)

2

Resolviendo:

by = —Eln(l +p)t - 1lnz: (Z H,?) exp AC — ¢ —¥7) exp U(bp;)
u U -

i ZiexpA(rf — ¢ —v{) X Hy exp u(by + bpy)
El valor de la renta depende soélo del vector (b'*), pues los términos aditivos que
dependen del factor de crecimiento se simplifican. Asi, del mismo modo que en el analisis

realizado mas arriba para bf’, el término aditivo — ;ln(l + p)t se elimina al considerar la

resta de la postura de referencia para dos agentes. Por lo tanto, tras considerar los efectos
indirectos a través de las otras variables enddgenas, la diferencia de las posturas
endogenas es independiente de los factores de crecimiento.

Dado que al despejar b}, se obtuvo la misma estructura que en el andlisis inicial (con un
término aditivo —iln(l + p)t en lugar de —%ln(l + p)b), es posible repetir el mismo

anélisis hecho mas arriba para Pij;, #; y S{, para concluir finalmente que, si las
restricciones son inactivas, entonces un factor de crecimiento exogeno, constante y
homogéneo para el crecimiento de la poblacidon no afecta la relacién entre los modelos.

O

Es importante notar que el resultado anterior considera el supuesto de que la postura
hedodnica by; no depende del pardmetro de crecimiento. El resultado puede extenderse
facilmente al caso donde la postura de hedonica crece linealmente con dicho parametro,
del mismo modo en que lo hace la postura de referencia, pues el término lineal se
simplificaria en la expresion de la probabilidad. Si la dependencia es no-lineal, no es
posible predecir a priori su efecto.

4.2. Expresion general de los modelos

Con el fin de estudiar la relaciéon entre el modelo de equilibrio y los modelos de
cuasiequilibrio, a continuacién se plantea una reescritura de los modelos de una forma
genérica, a través de funciones que reciben por argumento vectores de variables
enddgenas y exdgenas. Como se verd, las funciones que caracterizan los modelos de
equilibrio y de cuasiequilibrio estan estrechamente relacionadas.

En primer lugar, se agrupan las variables enddgenas y exogenas de los modelos en
vectores generales. Entre las variables enddgenas de los modelos, se cuentan las posturas
de referencia, las posturas hedonicas, las probabilidades de localizacion, las rentas de las
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viviendas y la oferta inmobiliaria. Las variables exdgenas, por su parte, corresponden a
los atributos de la ciudad y el tamafio de la poblacion por grupo socioeconémico.

Asi, es posible definir los siguientes vectores minimales:

Definicion 4.1 (Conjuntos y vectores de variables enddgenas y exdgenas)

Se define el conjunto de variables endégenas X < R" y el conjunto de variables exdgenas 2 ¢ R™.
Para un instante t € {1, ..., T}, se definen los siguientes vectores:

e Vector de variables endégenas: x* € X.

o Vector de variables exégenas: w € 0.

Estos dos vectores contienen toda la informacidn relativa a las variables endogenas y
exdgenas en un instante t. Los conjuntos X y {2 contienen todos los valores posibles para
las variables enddgenas y exdgenas en cualquier instante t.

Usando estos vectores, pueden definirse las siguientes funciones generales, que seran
utilizadas posteriormente para caracterizar los modelos de equilibrio y de cuasiequilibrio.

Definicion 4.2 (Funciones caracteristicas @ y W)

Se definen las funciones caracteristicas:

DX xXN->X
(x,w) = P(x,w)

U: XXX XODXN->X
(X1, X2, w1, w2) = ¥ (X1, X3, W1, W3)

Estas funciones seran utilizadas respectivamente para caracterizar los modelos de
equilibrio (@) y de cuasiequilibrio (¥). A modo explicativo, se senala que las
componentes segunda y cuarta de la funcion ¥ representaran los términos desfasados
temporalmente. Como se verd mads adelante, un modelo de equilibrio ocupara la
expresion @(xf, w"), y uno de cuasiequilibrio ¥ (xt, x* 71, ', 0 1).

Las funciones @ y ¥ cumplen la siguiente propiedad que relaciona sus valores:
Propiedad 4.4 (Relaciéon funcional entre @ y ¥)
Las funciones @ y ¥ cumplen la siguiente propiedad Vx € X, w € (2

D(x,w) =¥(x,x,w,w)

Esta propiedad permitira establecer la relacion entre las expresiones utilizadas para un
modelo de equilibrio y uno de cuasiequilibrio, a saber, que el segundo es idéntico al
primero salvo por el desfase de algunas variables.
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A continuacion se definen los modelos de equilibrio y de cuasiequilibrio de forma general,
utilizando las funciones introducidas hasta aca.

Definicion 4.3 (Modelo de equilibrio)

La funcion @ representa un modelo de equilibrio. Para cada instante t € {0,...T} y para un
conjunto de vectores exégenos w', se dice que x* es un valor de equilibrio (o que es el resultado de
un modelo de equilibrio) si y solo si:

xt = d(xt, wh)
Definicion 4.4 (Modelo de cuasiequilibrio)

La funcion ¥ representa un modelo de cuasiequilibrio. Para cada instante t € {0, ...T} y para un
conjunto de vectores exdgenos w*, se dice que cumplen la condicién de equilibrio si y sélo si:

xt =¥ (xt, %L, b, wt D)

Es importante notar que las ecuaciones de equilibrio y de cuasiequilibrio son expresiones
de punto fijo, debido a que los vectores x* aparecen tanto a la izquierda como a la derecha
de la igualdad.

4.3. Contractancia

Las condiciones de equilibrio y cuasiequilibrio se tratan como ecuaciones de punto fijo,
pues no existe un despeje algebraico simple para el vector de resultados. En general es
deseable que las funciones que caracterizan dichas condiciones sean contractantes, pues
esta propiedad da lugar a una condicion de suficiencia para la existencia de soluciones.
La contractancia se tiene cuando (en términos generales), la “distancia” entre dos
imagenes de una funcion es siempre menor que la distancia entre dos preimagenes dadas.

Para analizar la existencia y unicidad de soluciones de estas ecuaciones, asi como la
posibilidad de encontrar dichas soluciones a través de recurrencias convergentes, se
entregan definiciones generales de contractancia para las funciones @y ¥ .

Definicion 4.5 (Contractancia de @)
@ se dice contractante si existe L < 1 tal que Vx1,x, € X, w € £2:°

1P Cxy, ) = @(xz, W)l o < Lllxg — %20l 0

5 La norma empleada para los vectores corresponde a la norma infinito, que entrega el valor de la mayor
componente en valor absoluto
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Definicion 4.6 (Contractancia de ¥)
Y se dice contractante si existe L < 1 tal que ¥ (x1,y1), (X5, ¥,) € X%, w1, w, € 0.6

1P (x1, Y1, w1, W2) — ¥ (X2, Y2, w1, W) || co < LI(xq, ¥1) — (X2, Y2) ||

Resulta importante para los resultados discutidos mas abajo contar con una definicion de
contractancia en cada uno de sus argumentos enddgenos de la funcion ¥ por separado.

Definicion 4.7 (Contractancia parcial de ¥ para cada variable endogena)

¥ se dice parcialmente contractante con respecto a la primera variable enddégena, si existe Ly < 1
tal que Vxq,x5,y € X, w1, w, €

1P (x3,y, w1, w3) =P (x3,¥, w1, W)l co < Lyllxg — %3] o

Andlogamente se define la contractancia parcial con respecto a la sequnda variable enddgena, si
existe L, < 1 tal que Vx,y1,y, € X, w1, w, € (2:

1P (x, y1, w1, w3) — ¥ (x,¥2, 01, W) || o < Lo lly1 — ¥2ll o

Bravo, Bricefio, Cominetti, Cortés y Martinez (2010) entregan condiciones bajo las cuales
estd asegurado que la funcion @ es contractante, lo que garantiza la existencia de una
sucesion convergente a su unico valor de punto fijo. Entrega también condiciones sobre
los pardmetros de los modelos logit (1 y 4), que deben estar dentro de cierto rango para
que la convergencia se conserve.

A continuacion se analizan ciertas condiciones que determinan la contractancia de la
funciéon ¥.

Proposicion 4.1 (Condicion suficiente para contractancia de %)

Si ¥ es parcialmente contractante para cada variable endogena, con constantes respectivas menores
1
que p entonces ¥ es contractante.

Demostracion:

A partir de las hipotesis, se tiene que ¥ es contractante en su primer y segundo argumento
. 1 . o .
con la misma constante L < -. Es decir, se cumplen las dos siguientes expresiones:

VX, % EX, Yy €EX,wy,wy; €N [P (x1,y, w1, w3) — P (X2, Y, 01, 0l o < Lllx; — %3] 0

VyLY2 EX,x € X, wy,w; €N [P (x,y1, 01, w2) — P (X, Y2, w1, w) | o < LllY; — V2l 0

¢ El calculo de la norma de un par ordenado de vectores se realiza como una concatenacion de los vectores. De esta
forma, el valor que entrega es el maximo entre la norma de ambos vectores.
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Entonces, por propiedad triangular y propiedades de la norma infinito vectorial, se tiene
que V (x1,y1), (x3,¥,) € X%, wq, w; € 2

1¥ (x1, y1, 01, 02) — W (X2, y2, w1, W2) |0

= [P (x4, y1, w1, 02) — P (X1, Y2, 01, W2) + ¥ (X1, Y2, 01, 03) — P (X2, Y2, W1, )| eo

< NP (xq, Y1, w1, w2) — P (X1, Y2, 01, W) |0 + [P (X1, Y2, 01, 02) — P (X3, V2, w1, w3) ||
< Lllyy = y2lleo + Lllx1 — %2l

< 2L max(|ly; — y2lleo, Il = x21lc0)

= 2L)|(x1, y1) — (x2,¥2) |l

. L 1.
Debido a que se considero L < - se tiene que ¥ es contractante.
O

Se vera a continuacion que la contractancia de ¥ es una condicion suficiente para la
contractancia de @ .

Propiedad 4.5 (Contractancia de @ a partir de la contractancia de ¥)
Si ¥ es contractante, entonces @ es contractante, con el mismo pardmetro de contractancia.
Demostracion:

Dado que ¥ es contractante con constante L < 1, se tiene Vxq,x,,¥;,¥2 € X, w;,w, € Q1o
siguiente:

|¥ (x1, y1, w1, @2) — P (X2, Y2, w1, W) o < LI (xq, y1) — (X2, ¥2) |l 0

Basta tomar x; =y;,X, =Y, w1 =w, =w y, dado que ¥(x,x,0,w)=?(x,w) y
aplicando la definicién de norma infinito, se tiene la contractancia de @, con el mismo
parametro de contractancia.

(]

Adicionalmente, si ¥ es contractante, entonces es contractante parcialmente para cada
una de sus primeras dos componentes.

Propiedad 4.6 (Si ¥ es contractante, entonces es parcialmente contractante para cada
variable end6gena)

Si ¥ es contractante, entonces es parcialmente contractante en sus dos componentes endogenas, de
acuerdo a la Definicion 4.7.

Demostracion:

Dado que ¥ es contractante con constante L < 1, se tiene Vxq,x,,¥1,¥2 € X, wq,w; € Q1o
siguiente:

1P (x1, Y1, w1, w2) — ¥ (X2, Y2, w1, W) || o < LII(x1, ¥1) — (X2, V2) |l
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Basta tomar y; =y, =y € X y se tiene que Vx;,x,,y € X, wy, w, €
¥ (x2, ¥, w1, w3) — W (x2,, 01, @) || o < Ll — %3]l 0

Lo que corresponde a la definicion de contractancia parcial en la primera componente. La
demostracion para la segunda componente es andloga.

(]

Se demostrara a continuacion que la contractancia de la funcién @ , junto con las
propiedades que tiene por construccion, permiten garantizar que para un instante t dado
y un vector de variables exdgenas w?, existe un tmnico valor x! que satisface la condicién
de equilibrio.

Propiedad 4.7 (Existencia y unicidad de un valor de equilibrio)

Para un instante t € {1, ..., T}y un vector exégeno w* € 2 dado, si ®: X x - X es
contractante, entonces existe un tinico valor x* € X que satisface la condicién de equilibrio.

xt = d(xt, wh)
Se cumple asi que x* es un punto fijo de ®. Ademds, es posible definir la siguiente sucesion:

xt=x§ si n=0
xti = 0(xL, wt) sin€N-{0}

Que converge a xt cuandon — oo
Demostracion:

Por la contractancia de @ y su definicion, se tiene que Vx € X, ®(x, w') € X. Luego, &
satisface las hipotesis del Teorema de Punto fijo de Banach. En virtud de este teorema, se
tiene que existe un tinico punto fijo, y que la sucesion dada converge a su valor.

O

Hasta ahora se han introducido funciones que representan los modelos de equilibrio y de
cuasiequilibrio, se ha mostrado la existencia de un tnico valor de equilibrio para cada
periodo (dado que el modelo de equilibrio es contractante), y se ha supuesto la
contractancia de los modelos de cuasiequilibrio.

A continuacion se aborda la pregunta fundamental de esta seccion: ;Bajo qué condiciones
los modelos de cuasiequilibrio convergen a la misma solucion que el modelo de equilibrio
en el tiempo?
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4.4. Convergencia de los modelos en tiempo infinito

En esta seccion se demostrara que, bajo ciertos supuestos bastante generales, el modelo
de equilibrio y el de cuasiequilibrio llegan al mismo resultado en el largo plazo, es decir,
cuando t — oo.

Tras el analisis previo, se asume en lo sucesivo que el modelo de equilibrio converge a un
resultado para cada periodo (posee un punto fijo) y que el modelo de cuasiequilibrio es
contractante. Bajo distintos supuestos para las variables exogenas que caracterizan la
ciudad, se analizard el comportamiento de la convergencia de ambos modelos en tiempo
infinito para casos particulares. Se utilizaran las funciones y propiedades definidas en las
subsecciones 4.2 y 4.3.

Supuesto 4.1
Y es contractante con constante de contractancia L < 1 paralanorma || - || = || - ||.”

La contractancia de ¥ ha sido definida en la seccidn 4.3. Este supuesto, necesario para la
mayor parte del analisis presentado a continuacion, no ha sido demostrado de forma
general. En la seccion 4.3 se entregaron condiciones que pueden permitir verificar este
supuesto por la via analitica o empirica.

Cabe senalar que dicho supuesto implica, segtin la Propiedad 4.5, que ® también es
contractante con constante L < 1

Supuesto 4.2

¥ es continua en sus dos 1iltimas componentes. Es decir, si tlim ' = w, entonces:

—00

Vxy,x, €EX,b E N gim Y(x,x,wtb) =¥(x,x,w,b) A gim Y(x,x,b,wt) =¥(x,x,b,w)

4.4.1. Caso con ciudad invariante

En primer lugar, se supondra que las variables exdgenas de la ciudad w son invariantes,
es decir, que el tamafo de la poblacion, las caracteristicas viales, de dreas verdes, etc. no
varian en el tiempo. En este escenario, se mostrard que la solucion de equilibrio es
constante para todos los periodos, y que la de cuasiequilibrio se acerca a la de equilibrio
a medida que avanza el tiempo, para alcanzar la igualdad en tiempo infinito.

7 En el resto de esta seccion, la notacioén || - || siempre se referira a la norma infinito.
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Teorema 4.1 (Convergencia en tiempo infinito para ciudad invariante)

Sean las funciones @: X X 2 - X y¥P: X X X x 2 X Q - X introducidas en la seccion 4.2, que
cumplen las propiedades de la seccion 4.3, el Supuesto 4.1 y el Supuesto 4.2.

Sea w € Q vector que representa los atributos exogenos de la ciudad para todo instante t. Sean
xt = @ (x*, ) los valores del modelo de equilibrio, y sean y* = W (y', y'™, w, ) los valores del
modelo de cuasiequilibrio para cada instante t.

Se cumple que:

e Existe un tinico valor x* tal que x* = x* constante Vt.
o Lasucesién y* converge a x* cuando t — oo para cualquier punto de partida : y, € X.

Demostracion:

Debido a que los valores w son constantes, se tiene que todos los valores x* satisfacen la
misma ecuacion:

xt =d(xt w) vVt (4.1)

Las soluciones x* de dicha ecuacion existen y son unicas por la Propiedad 4.7. Luego,
todos los valores x* son idénticos entre si. Se denomina x* a dicho valor, que cumple:

x*=x"Vt
(4.2)
x*=o(x", w)
El siguiente paso consiste en demostrar que la sucesion dada por:
yi=v@hyh e, ) (4.3)
es convergente en t. Para esto, se define la siguiente funcion auxiliar:
0: X - X (4.4)

ov) =usu=¥YWvw w)

La funcion 6 para cada valor v € X devuelve el valor correspondiente a la solucion del
punto fijo de ¥ en el primer argumento. Cabe senalar que 8 esta bien definido como
funcién, pues —dado que W es contractante— la solucién de punto fijo del primer
argumento es Unica para cada valor del segundo argumento. Nétese ademas que el
recorrido de 6 es X, pues es el mismo de ¥ (que cumple las hipdtesis del Teorema de
Punto Fijo de Banach)

Es posible reescribir la ecuacion (4.3) utilizando la funcién 8:

yi=00p""h (4.5)
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Para probar que la sucesion y* converge, es suficiente mostrar que la funcion 6 tiene un
unico punto fijo y, y que es contractante, por lo que la sucesion converge a dicho punto
fijo.

Notar en primer lugar que el punto fijo existe y es tnico. En efecto, por (4.4) y por la
Propiedad 4.4:

y=0y) ey="Yyyonon)ey=>o(yon) (4.6)

Luego, la existencia de un punto fijo de 8 equivale a la ecuacion (4.1), que, como se vio,
posee un punto fijo tnico.

Finalmente, se probard que 6 es contractante, lo que necesario para que la sucesion
yt = 0(y'1) se aproxime a su punto fijo a medida que t crece. Sean vy, v, € X, vy # v,,y
u; = 0(vy), u, = 0(v,). Considérese la expresion

16(v1) = (W)l = llus — uel (4.7)
Notar que de (4.4) se sigue que u = 8(v) = ¥(u, v, w, w). Por esto y la contractancia de ¥
se tiene:
16(v1) — 0wl = 1P (uy, v1, 0, @) — ¥(Uy, V2, w, W)
< L[(ug, v1) — (uz, vl (4.8)
< Lmax{[luy — ||, llvy — v, |13
Luego,

lug — uzll o < Lmax{lluy — usll, llvy — v, ll} (4.9)

Supdngase por contradiccion que ||[v; — v, || < [[u; — U] . En ese caso, se tiene de (4.9)
que |lu; — Uzl < L|lu; — usl, lo que es una contradiccion, pues L < 1. Luego, se cumple
que |lv; — V3]l = |luy — uzll o, y en consecuencia:

lus — uzlleo < Lljvy — 5| (4.10)

Por lo tanto, reescribiendo u; = 6(vy) y u, =6(v;), se cumple la definicion de
contractancia para 6:

16(v1) = 0(W)llo < Lllvy — vall (4.11)

Con esto, se verifica que la funcion 6 cumple las hipotesis del Teorema de Punto Fijo de
Banach. Por lo tanto, existe una sucesiéon y* = 8(y*™1), que es la misma definida mas
arriba, y que en virtud de dicho teorema converge al punto fijo tinico de 6:

lim yt = tlim Oyt =x*

t—oo
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4.4.2. Caso donde la ciudad se estabiliza en el tiempo

Se ha probado que para una ciudad cuyas variables exdgenas son constantes, el modelo
de cuasiequilibrio converge al resultado de equilibrio en el tiempo. Se mostrara que basta
que la ciudad se estabilice en el tiempo, es decir, que sus variables exdgenas converjan a
un limite, para que se cumpla la misma propiedad del caso de la ciudad invariante: el
modelo de equilibrio y el de cuasiequilibrio convergen al mismo valor.

Teorema 4.2 (Convergencia para una ciudad que se estabiliza en tiempo infinito)

Sean las funciones @: X X 2 - X y¥P: X X X x 2 X Q - X introducidas en la seccion 4.2, que
cumplen las propiedades de la seccion 4.3, el Supuesto 4.1 y el Supuesto 4.2.

Sea w' € Q Vt € N U {0} vectores que representan el estado de los atributos exdgenos de la ciudad
en cada instante t, que se estabilizan en el tiempo en el valor w € ), es decir, gim w' = w. Sea

x* = ®(x*, w) el valor del modelo de equilibrio para el vector de atributos w.

Sean xt = ®(xt, ") los valores del modelo de equilibrio, y sean y* = W (y',y*1, wt, w™1) los
valores del modelo de cuasiequilibrio para cada instante t.

Entonces, se tiene que:

o Lasucesién x* converge a x* cuando t — o.
o Lasucesién y* converge a x* cuando t — oo para cualquier punto de partida : y, € X.

Demostracion:

En primer lugar, se demostrara que lim x* = x*
t—>o0

Los valores de x‘ estdan dados por la ecuacion implicita x* = ®(x*, w"), que tiene solucién
para todo valor de t. Sin embargo, no es posible calcular directamente el limite al interior
de la funcién, pues es necesario probar primero que éste existe.

Considérese la expresion:
Ixt — x|l = &, w®) — P(x", W)l (4.12)
Por desigualdad triangular se tiene que:
[xt — x*|| < ||P(xt, wb) — P(x*, wH)|| + ||P(x*, wb) — P(x*, w)|| (4.13)
Y por la contractancia de ®:

53



It = x°l1 < Ll = x| + 190", ) — 9@, )
1 (4.14)
> [l - x'll < 77 10", ) = oG, )

Debido a que @ es continua y que w' = w, se tiene que, para cualquier valor de €, existe
T € Ntal que Vt > T [|®(x*, w') — ®(x*, w)|| < €. Luego,

€
t _ % <
llc® = x|l < 7= (4.15)

€

De forma equivalente, definiendo § = —, que es igualmente arbitrario que €, se tiene

V6 >0 AT € N Vt > T ||x* — x*|| < 8. Esto demuestra que:

lim xt = x*

t—oo

A continuacion, debe demostrarse la convergencia del modelo de cuasiequilibrio, dado
poryt =¥ (yhy' 1, wt, wt™1). Para este fin, no es posible utilizar un argumento similar al

usado en la demostraciéon Teorema 4.2, donde se cre6 una sucesién yt en funciéon de yt=1

utilizando una funcién auxiliar, pues en este caso la presencia de las variables w® y w*™*

impide el despeje. Por esto, a continuacion se mostrara la convergencia directamente,
utilizando un método similar al usado mas arriba para x°.

De la definicion de y* se tiene:
lyt —x*Il = Y5y o 01 — P, x%, w, )] (4.16)
Por desigualdad triangular:

Iyt = x| S IPQEy o, ™) =W, x%, 0f 0|

+ “‘P(x*, X*, (A)t, wt_l) _ q_;(x*’ x*’ w, (1))” (417)

Notar que se tiene que ||‘P(x*,x*,a)t,a)t"1)—lP(x*,x*,w,w)Ilt—>0, dado que ¥ es

continua y que w* oW Luego, para € > 0 dado existe T € N tal que
Iyt —x*|| < IYGLy L wh o) — P x* ot wt™ )| +e VEST (4.18)
Por otra parte, de la contractancia de W se tiene:
PGy oo™ =W 2, o oDl < Lmax(llyt — x*[I, Iy — x*[)) (4.19)
Luego, es posible acotar (4.18):
Iyt ="l < Lmax(lly* = x*[L lly*™" = x*ID + € (4.20)
La expresion de maximo de (4.20) tiene dos valores posibles.

Iyt =x"ll <Llly* —x"ll+€ v lly*=x"I < Llly"™" —x"ll + € (4.21)
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Desarrollando:

€
Iyt =xl<— Vv lly' =x"I<Llly" ' —x"[[+e vt>T
1-1L (4.22)
€ .
= Iyt -l < max (7=, Ly =xl +¢) ve>T

En particular, parat =T + 1,

€
T+1 _ % T _ . *
ly™ ="l < max (=, LlIy"—x"ll +¢) (4.23)
Parat =T + 2,
€
ly™2 = 21| < max (s, Lly™ = x| +¢)
€ €
<max(1_L, Lmax(l_L, LIy™ = x"ll +€) +¢)
] b e (4.24)
—max(lgL, [ T¢ (Llly —x||+6)+6)
= max (7=, LZlly" —x'll + Le +¢)

e s € € . . . . .
Donde se utilizé que L — + € = — Aplicando el mismo procedimiento recursivamente,

se tiene:

€
lyT+* — x*|| < max (1 —, LfllyT = x| + L e + L% + o+ Le + E) (4.25)

LF

Desarrollando la suma geométrica del lado derecho de (4.25) se obtiene:

€ 1—1k
lyTHe — x*|| < rnax(1 — L¥|lyT — x*|| + 11 e)

€ €
_ k T _ || — —
—1_L+L maX(O, [ly" — x| 1—L)

(4.26)

Notando que max (0, ly™ — x*|| - i) es constante y positivo para cada valor de € y que

0 < L <1 setiene que L*¥ max (0, llyT — x*|| — 1—;) —> 0. Luego, existe un valor K € N tal

k—oco
que Vk > K,
€
k T | = ——
L* max (O, ly" — x| 1= L) <e€ (4.27)
En consecuencia, Vk > K
T+ — x| < ——+ ¢ (4.28)
T 1-1L

Reescribiendo la expresion cont =T + k, se tiene que, finalmente, para cualquier valor
dado de ¢, existe un valor N = T + K € N tal que para todot > N:
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€
Iy =x"ll < =5 +e (4.29)

O definiendo § = :—L + €, valor igualmente arbitrario que €, se obtiene que V6 > 03N €
NVt >N |[y*—x*|| <§.Esto equivale a:

lim yt = x*

t—oo

La figura siguiente representa el comportamiento descrito por este teorema:

Equilibrio vs. cuasiequilibrio

1200
1000
800
600

-0
400

Poblacidn localizada cluster 1 zona 1
o

200

Tiempo

Nota: En azul los valores del modelo de equilibrio, en rojo los del modelo de cuasiequilibrio. Se observa que, para un mismo
punto de partida, los valores de cuasiequilibrio son distintos de los de equilibrio, pero ambos convergen en el tiempo.

Figura 4.1: Ejemplo de convergencia de los valores de cuasiequilibrio al valor de equilibrio
cuando los atributos de la ciudad se estabilizan

4.4.3. Dinamica de convergencia entre dos periodos

El andlisis efectuado hasta ahora se ha ocupado de los efectos que tienen lugar en el limite
de tiempo infinito. A continuaciéon, un cambio de notaciéon permitird pasar a una
definicion de sucesiones sobre un intervalo definido de tiempo [t%, t?]. El cambio consiste
en denotar los valores de cuasiequilibrio por y‘» para una sucesién de instantes {t°, ¢, ...},
en lugar de utilizar el subindice n. Asi, serd posible definir una sucesién de instantes t*
que conformen una particion del intervalo [t%,t?].

Se supondré que existe una funcién continua W: [t%,t?] - Q que entrega los valores del
vector de variables exdgenas para todo instante, y que existe un valor de equilibrio
definido para el instante final del intervalo t?, denotado por x?, tal que x” = ®(x?, w?).
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A continuacion, se estudiard el comportamiento de los modelos de cuasiequilibrio al
“densificar” los periodos, es decir, al aumentar el nimero de instantes considerados entre
dos periodos de referencia. En términos de la modelacion, esto equivale a suponer que el
desfase temporal de la transferencia de informacion y la demora en la construccion de los
inmuebles se hace menor.

Definicion 4.8 (Particion de un intervalo de tiempo)

Sean los instantes de referencia t = t* y t = t?, con t*,t? € Ry t? > t* > 0. Se define una
particion del intervalo [t%,tP] como un conjunto P = {t°, ..., t"} tal que t° = t%, t" = t® y los
valores siguen la relacion t° < t* ... < t™

Definicion 4.9 (Norma de una particion de un intervalo de tiempo)
Se define como un refinamiento de una particion P a un conjunto P' tal que P c P'.
Definicion 4.10 (Norma de una particion de un intervalo de tiempo)

Se define la norma de una particion |P| como |P| = max |ti - ti‘1|_
i=1,..n

Es posible calcular los valores de un modelo de cuasiequilibrio sobre una particion, dado
un punto de partida. Se mostrard a continuacion que si se considera un conjunto de
particiones de un intervalo [t%t?] que se refinan infinitamente, entonces el modelo de
cuasiequilibrio calculado sobre dichas particiones converge al valor de equilibrio en t?.

Teorema 4.3 (Convergencia frente a refinamiento de particiones de un intervalo de
tiempo)

Sean las funciones @: X X 2 - X y¥P: X X X X 2 X Q - X introducidas en la seccion 4.2, que
cumplen las propiedades de la seccion 4.3, el Supuesto 4.1 y el Supuesto 4.2.

Sea (Py)nen-{o} Una sucesion de particiones B, = {tgn,t,%n, ...,t}}n} del intervalo [t%,t?], donde
tgn =4, tp, = th, |P,| = Jmax |t,l;n - t,i;1| es la norma de dichas particiones, y Yn € N — {0}
1=1,..,n

P, 1 representa un refinamiento de la particion B,.

Sea la funcién continua W:[t% t?] - Q, que representa los valores exdgenos W (t) para cada

instante de [t%, t?]. Para cada instante de una particion th € By, sea wh = W(th ) el valor del
n n n

vector exdgeno en dicho instante. Sean w* = W (t*) y w? = W (t?) los vectores exdgenos en los

extremos del intervalo [t%,tP].

Sea x? = @ (xb, w?) el valor de equilibrio en el instante tP.

Sean yh =¥(y} ,yb ' wh ,wh ) Vi =1,...,n los valores de cuasiequilibrio para cada instante
t,‘;n de la particion P,, con punto de partida cualquiera ygn =y%eX.

Si:
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lim |B,| = 0Vn
n—->oo

Entonces:

lim yp = x"

n—-oo

Demostracion:

La prueba de este teorema consta de dos partes. En primer lugar, se demuestra que
escogiendo n suficientemente grande puede asegurarse que los valores del vector
exdgeno w},_estdn a una distancia arbitrariamente pequefia de w” para tantos instantes
ty de la particion P, como se quiera. En segundo lugar, al calcular los valores de
cuasiequilibrio yp sobre dichos instantes (y gracias a que hay un ntmero infinito de
ellos), se concluye que estdn a una distancia arbitrariamente pequefia de x".

Primera parte

En primer lugar, dado que W es continua, para todo A > 0 existe § > 0 tal que:
(Vt) |[tP—t| <6 =2 |lw? —WE)| < A (4.30)

Debido a que el intervalo [t%t”] es cerrado, para cada § > 0 es posible escoger un valor
t € (t%tP) tal que |t? — t] < 6.

Se verd a continuacidon que se cumple que sin — oo, si el nimero de elementos mayores
que t en la particion P, también tiende a infinito.

En efecto, sea t € (t%,t?) cualquiera, y sean los conjuntos B~ = {t : t; € B, t* < t; < t}

y Bt = {t) : ty € By, t < t; < tP}, que cumplen Bt~ U BIT = B,.

Dado que |P,| = Jmax |t};n - t,i;1| — 0, se tiene que para n suficientemente grande, el
=1,..,n n—oo

cardinal de Bf* es mayor oigual a dos. En efecto, t? € B!*, y si ese fuera su tinico elemento
se cumpliria que |P,| = max |th. —th | =t? —t, donde t? —t >0 es una constante
1=1,...n

independiente de n, lo que contradice que |P,| — 0.
n—-oo
Supdngase ahora por contradiccion que para n suficientemente grande, el cardinal de Pt

es m € N,m > 2, valor finito independiente de n, y que en consecuencia P{* puede
escribirse como B = {ty, ..., tp} con t; < t, < -+ < t,,, = t?. En tal caso, se cumple que

m-—1
=ty = Y (i — ) < (m— 1) max (64, — ) < (m— DI
i=1 (4.31)
th —¢
= |PH| > 11
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Sim es finito, esto contradice que |P,| 2 0, pues |B,| = |Bt*]. Luego, es posible afirmar

que, para cualquier valor arbitrario m € N, existe n suficientemente grande tal que existen
al menos m elementos en el conjunto B ™.

Segunda parte

Considérese ahora la expresion || y,ian — x?||, parai € {1, ...,n}.. Se cumple:
lvh, — P = W (b, vt wb,, wbt) — PP, x2, wb, wb)|| (4.32)

Por desigualdad triangular se tiene:

I, = 1 < [, i by 08y ") = W22, 0h,, )|

+ ”‘P(xb’xb’ a’lian’ w}i):ll) — Wb, %P, w?, a)b)” (4.33)

Notar que, dado que ¥ es continua y que w,ia:ll es una subsucesion de w,i;n, se cumple que
para todo € > 0 existe A > 0 tal que:

lo? - bl < & A lo? - w1 < &

= |W(x?, %P, wh, wh 1) — PP, X, wb, wP)|| < e (4.34)
De acuerdo a lo demostrado en la primera parte, para cada § > 0 se cumple:
(VO |t —t]| <=2 lw? —W ()| <A (4.35)

Como se sefial6 en la primera parte, puede tomarse t € (t%,t?) que cumple [t? — t| < 6,y
es posible escoger n suficientemente grande tal que existen al menos m elementos
mayores que t en P, para m dado. Luego, se puede definir t; € P, que cumple t < t; < t?,
donde l € {1, ..., n}. De este modo,

[tP -t <|tP—t| <6 (4.36)
Luego, por (4.35),
(Vie{l,.n}) [t? —t;| <=’ —wp| <A (4.37)
Y por (4.34) , se cumple:
(Vie{l+1,..,n}) ||1P(xb,xb,a)§,n, a)fp:ll) — WP, xP, w?, w?)| < € (4.38)

En consecuencia, a partir de (4.33) y (4.38), para todo i € {l + 1, ...,n} se tiene:
Ik, —x*11 < [0k, iyt by ?) — Wt b, b 46 (439)

A partir de esto, de forma andloga al procedimiento de la demostracion del Teorema 4.2
—ecuaciones (4.20) a (4.28)—, es posible aplicar recursivamente dicha expresion y escoger
un valor k suficientemente grande, para obtener:
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Ik =2 < =+ (4.40)

Notese que, segun lo demostrado en la primera parte, es posible escoger dicho k gracias
a que para n suficientemente grande existen al menos k elementos mayores que t; en B,.

Finalmente, para cualquier valor € >0, es posible reescribir la expresion (4.40)
reemplazandoi = [+ k, coni € {N,...,n} para N € N suficientemente grande. Luego,

Iy, - 2] s = +e (4.41)

Y en particular, es posible tomar i = n:

€
n _ ..b < -
g, x| <~ + e @)
Lo que demuestra que:
lim yp = x"
n—->oo
O

La figura siguiente representa el comportamiento descrito por este teorema:

Refinamientode particién
1200

L |

1000

600 ———EQ part

—&=—Qpart

400

Poblacion localizada cluster 1 zona 1

0
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 & 85 9 95 10 105 11 115 12
Tiempo

Nota: En azul los valores del modelo de equilibrio, en verde los del modelo de cuasiequilibrio y en rojo los de cuasiequilibrio
con particion refinada. Los valores de cuasiequilibrio con particion refinada convergen mas rapidamente al valor de equilibrio.

Figura 4.2: Ejemplo de convergencia de los valores de cuasiequilibrio al valor de equilibrio
del extremo del intervalo cuando las particiones se refinan infinitamente
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4.5. Resumen de las propiedades demostradas

A lo largo de este capitulo se han demostrado las siguientes propiedades:

Tabla 4.1: Resumen de las propiedades analiticas de los modelos

Propiedad Descripcion

Propiedad 4.1 (Exceso o déficit de Bajo ciertas condiciones, en los modelos de cuasiequilibrio aparece un

demanda por categoria de agente en excedente o un déficit en la demanda para cada categoria de agente. Esto

los modelos de cuasiequilibrio) no ocurre en los modelos de equilibrio, donde la demanda siempre iguala
a la oferta para cada categoria

Propiedad 4.2 (La demanda total es Sibienla Propiedad 4.1 muestra que puede existir un excedente o déficit de
localizada) demanda para cada categoria, al considerar un nivel agregado se cumple
que la demanda total es igual a la oferta total.

Propiedad 4.3 (Bajo ciertas Bajo ciertos supuestos generales, se cumple que la demanda, la oferta y las
condiciones, una tasa de crecimiento rentas entregadas por un modelo de equilibrio o cuasiequilibrio son
constante de la demanda por categoria independientes del parametro de crecimiento de la poblacion si ésta crece
no afecta la localizacion) a una tasa constante y homogénea para todas las categorias.

Luego, se introdujo una expresion matematica general para los modelos de equilibrio y
de cuasiequilibrio a través de las funciones caracteristicas @ y ¥, se definieron y
analizaron las condiciones para el cumplimiento de las propiedades de contractancia y
existencia y unicidad de valores de equilibrio, y se demostraron los siguientes teoremas,
que asumen como supuesto la contractancia de la funcién ¥.

Tabla 4.2: Resumen de los teoremas

Teorema Descripcion

Teorema 4.1 (Convergencia en tiempo  Si los atributos exdgenos de la ciudad son invariantes en el tiempo, entonces
infinito para ciudad invariante) el resultado del modelo de equilibrio también es invariante, y el del modelo
de cuasiequilibrio converge al de equilibrio.

Teorema 4.2 (Convergencia para una Basta que los atributos exdgenos de la ciudad converjan a un limite en el
ciudad que se estabiliza en tiempo tiempo para que el modelo de equilibrio y el de cuasiequilibrio también
infinito) converjan a un valor en el tiempo.

Teorema 4.3 (Convergencia frente a Sise considera los periodos como una subdivision de un intervalo de tiempo,

refinamiento de particiones de un y estos periodos se hacen infinitamente cortos, entonces el resultado del

intervalo de tiempo) modelo de equilibrio y el de los de cuasiequilibrio al final del intervalo de
tiempo se hacen idénticos.

En el capitulo siguiente se abordardn por la via empirica algunas propiedades cuya
demostracion que no se han podido abordar por la via analitica.
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Capitulo 5

Simulaciones y resultados

5.1. Descripcion general

En esta seccion se realiza la simulacion computacional de la evolucidn de la distribucion
de una poblacion en una ciudad ficticia, constituida por residentes que se clasifican en 3
tipos segin su nivel de ingreso, utilizando distintos modelos. La ciudad es dividida en 5
zonas, y se considera un horizonte temporal de 10 afios, suponiendo que la cantidad de
viviendas y de residentes (oferta y demanda) aumenta en el tiempo.

Se estudian 5 modelos distintos, a través de un prototipo de software computacional
desarrollado especificamente para esta tesis, que permite implementar los distintos tipos
de modelos introducidos en el Capitulo 3, modificar datos a través de archivos de entrada
y obtener los resultados en formato de texto. Este programa se presenta en el Anexo 1.

Cabe senalar que los modelos simulados son ilustrativos y no estan basados en una
calibraciéon con datos observados. Se ha buscado utilizar parametros y configuraciones
simples, que permitan apreciar de mejor forma los distintos efectos sin perder generalidad
respecto a una simulacion mas compleja.

5.2. Resumen de los modelos implementados

Se analizan los siguientes 5 modelos, que corresponden a combinaciones de los modelos
de oferta (identificados por S) y de demanda (identificados por D). La definicién completa
de los modelos de oferta y demanda se encuentra en el Capitulo 3, y en la seccion 3.5 esta
disponible un cuadro resumen con las principales expresiones funcionales.
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Tabla 5.1: Resumen de modelos simulados

Modelo Modelo de demanda Modelo de oferta
simulado
D0S0 Modelo de equilibrio Modelo de equilibrio
DO + desfase en informacicn de Rezago en 1 periodo en la produccién de la
D181 atributos de oferta y en externalidades 5 P P
S oferta
de localizacién
DDS18 D1 + desfase en el calculo de las Rezago en 1 periodo en la produccién de la
posturas de referencia oferta
D351 DO + rentas desfasadas en el tiempo Rezago en 1 periodo en la produccion de la
oferta
D3 + desfase en informacién de Rez 1 1 periodo en 1a roduccion de 1
D451 atributos de oferta y en externalidades ©zago en - perlodo ent fa produccion de fa

.., oferta
de localizacion

Como se vera, el modelo D251 tiene un comportamiento muy distinto al resto, pues
converge de forma mucho mas lenta al modelo de equilibrio. Por esta razon, se analizara
de forma independiente en el Anexo 2.

5.3. Especificacion de los modelos implementados

A continuacion se describen los atributos considerados para la funcién de postura y los
valores de los pardmetros de los modelos. Algunos de estos valores son modificados en
los casos estudiados posteriormente.

8 Como se vera mas adelante, el modelo D251 es analizado separadamente del resto, en el Anexo 2, debido
a que su convergencia es sustancialmente mas lenta que la del resto de los modelos, lo que dificulta el
analisis. Se vera que, salvo por la velocidad de convergencia, su comportamiento no difiere de aquel de los
otros modelos de equilibrio.
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5.3.1. Funcion de postura

Se considera una funcion de postura lineal de la siguiente forma:
Bhi :bh+bhi+b
con :

ZpPniS;

b, =a
i

+ By + cte

donde:

e h:tipo de residente

e i:zona

e by ajusta el nivel de utilidad para alcanzar el equilibrio o el cuasiequilibrio, segun
el modelo utilizado.

e bp;: describe la valoracion de los atributos de las propiedades. En este caso, se
empled solamente valoraciones la valoracion asignada al tipo de "vecinos", es decir,
a las caracteristicas de los residentes de los distintos segmentos que estan
localizados en la zona y el tipo de vivienda.

e ap: precios heddnicos de los atributos considerados, es decir, valoracion de los
atributos por parte de los agentes.

® YnZyPp;S;: Corresponde al ingreso total de la zona i, donde Py;S; = Hp; es el
numero de hogares tipo h localizados en la zona i.

* max S;: Valor maximo de la oferta en el periodo. Se divide por este valor para

mantener acotados los valores de la postura (y evitar un error numérico de las
exponenciales), pues el numerador crece con S;.
e [yt Valor de suma alzada en las posturas. Puede representar un subsidio o un
impuesto. Inicialmente se fija a 0, luego se modifica en el andlisis de sensibilidad.
e b: constante no especifica. Al ser independiente de los consumidores y la oferta,
solo es relevante para el calculo de valores absolutos para la postura.

5.3.2. Valores de parametros

A continuacién se presentan los valores por defecto de los distintos pardmetros de los
modelos. Estos valores fueron seleccionados con el fin de obtener simulaciones de tamafo
reducido (se utilizan 5 zonas y 3 categorias de demanda) y facilitar el andlisis de cada
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componente por separado, sin perder generalidad respecto a una simulacion mas
compleja. No estan basados en ninguna calibracion ni buscan representar una ciudad real.

Tabla 5.2: Parametros de los modelos implementados

Parametro Valor
Numero de categorias de residentes |H =3
Numero de zonas |[I| =5

Valores iniciales de variables

Oferta inicial St=0 =400 160 240 300 300]
100
Demanda inicial Hyo =1 300
1000
10 0 00
Inicializacién de probabilidades Pii'=l0 11 10
0 00 01
Parametros de funcion de postura
Valores iniciales de posturas de pe=-1 — g
referencia o
0
1
Parametros de funcion de postura ap =10.666
0
3
Valores de ingreso por categoria Zn =12
1
RE=[0 0 0 0 0] Vvt

Valores de restriccion (cotas superiores a la
oferta) — caso irrestricto y restringido

o
Rf =[1000 1000 300 300 300] Vt

Parametros
Tiempo maximo Tax = 5
Parametro Gumbel de posturas u=05
Pardmetro Gumbel de profit del 1=05
oferente '
Maximo de iteraciones por periodo ITER_MAX = 100
Tolerancia maxima TOL=1-10"1°
Tasa de crecimiento de la demanda — POP_GROWTH_RATE =1
caso poblaciéon constante y caso tasa o
de crecimiento constante POP_GROWTH_RATE = 0.1
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5.4. Algoritmo de resolucion y aspectos generales
A continuacion se presentan multiples analisis realizados con el fin de comparar los
distintos modelos.

Los modelos se calculan en dos niveles distintos de iteracion: en primer lugar, para cada
periodo de tiempo t, el modelo itera sobre el contador n para resolver los puntos fijos,
hasta alcanzar un nivel de convergencia definido por una tolerancia; luego pasa al
siguiente periodo t + 1 y repite el mismo proceso.

El esquema de operacion de los modelos programados esta descrito en la siguiente figura.

| INICIO \

ne20 > Modelo de demanda

h

h

Modelo de oferta

ne—n+1 p—

te—=t+1
5| Nen
n+« 0 —
Xp=g & X5 T
MNO
FIN

Figura 5.1: Diagrama de flujo general de los modelos
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El diagrama de flujo representa la operacion de todos los modelos programados. Los
aspectos mads relevantes a mencionar son:

Sl W=

10.

Las variables enddgenas se representan por un tinico vector x.

La inicializacion se realiza considerando un vector exdgeno x.

Los contadores n y t se inicializan en 0.

Los valoresdet vandet = 0 at = Ty,x — 1. Asi, hay un total de Ty, periodos.
El contador n se reinicia en cada periodo t.

Tras el periodo inicial, cada periodo sucesivo se inicializa con el resultado de
convergencia del periodo anterior.

Si en un periodo no se alcanza la convergencia (es decir, el contador n alcanza el
valor ny4x), se pasa al siguiente periodo. Por esto, tras una corrida es necesario
verificar si en cada periodo se alcanz6 la convergencia.

Si un modelo no requiere iteraciones internas para cada periodo, realiza dos
iteraciones de todas formas. En la segunda, verifica que el error es 0, y pasa al
periodo siguiente. Esto se debe a que el error se calcula comparando dos iteraciones
sucesivas.

Los modelos utilizan 5 zonas, que no corresponden a datos reales ni tienen una
representacion fisica asociada. Las zonas son idénticas entre si, salvo en algunos
casos de andlisis donde se introducen diferencias entre zonas. Esto se hace explicito
cuando corresponde.

Las 3 categorias de demanda utilizadas difieren en su ingreso. Como se sefiald en
el cuadro anterior, los valores de ingreso estan dados porel vector Z, = [3 2 1],
que significa que la primera categoria tiene un ingreso 3 veces mayor a la tltima.
Estos valores son ilustrativos y no tienen una unidad monetaria asociada.

5.5. Resumen de los casos analizados empiricamente

La tabla siguiente resume los casos analizados. Estos se dividen en tres categorias:

Analisis de casos de uso: se estudian distintos casos que pueden encontrarse en
aplicaciones a ciudades reales.

Analisis de sensibilidad a las condiciones iniciales: se estudia la dependencia de
los resultados al valor inicial de las variables enddgenas. El RB&SM es
independiente de éstas; se busca verificar si lo mismo se cumple en los modelos de
cuasiequilibrio.

Analisis de sensibilidad a los parametros de los modelos Logit: se analizan los
efectos de modificar los pardmetros de los modelos logit de oferta y demanda. El
RB&SM presenta casos de no-convergencia y sensibilidad al punto de partida para
valores grandes de dichos parametros; se busca verificar si lo mismo se cumple en
los modelos de cuasiequilibrio.
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Tabla 5.3: Resumen de los casos empiricos analizados

Caso

Descripcion

Andlisis de casos de uso

C1 - Modelo irrestricto, ciudad con variables
exoégenas constantes

C2 - Modelo irrestricto, ciudad con crecimiento a
tasas constantes

C3 - Ciudad con poblacién constante y atributos
variables en el tiempo y convergentes

C4 - Shock tinico

C5 - Shocks multiples

C6 - Modelo con restricciones

Se verifica empiricamente el Teorema 4.1.

Se verifica empiricamente que, en virtud de la Propiedad
4.3, este caso es equivalente al de ciudad invariante.

Se verifica empiricamente el Teorema 4.2.

Se introduce un aumento discreto de las posturas en un
periodo, lo que representa un cambio brusco de los
atributos de la ciudad o del mercado, y se estudian los
efectos en los distintos modelos.

Se introducen mdultiples idénticos al descrito en el caso
anterior, y se estudian los efectos en los modelos.

Se introducen restricciones a la localizaciéon por zona
(supuestas nulas en los casos anteriores) y se estudian sus
efectos en los resultados y la trayectoria de los distintos
modelos.

Analisis de sensibilidad a las condiciones iniciales

C7 - Sensibilidad al punto de partida de la postura
de referencia

C8 - Sensibilidad al valor inicial de la probabilidad
inicial

C9 - Sensibilidad al punto de partida de la oferta

Se estudian los efectos de la variacién del punto de partida
de las distintas variables enddgenas. Es conocido el hecho
de que el resultado del modelo RB&SM es independiente
del punto de partida, salvo para ciertos valores de los
parametros logit, por lo que se busca verificar la
propiedad equivalente en los modelos de cuasiequilibrio.

Analisis de sensibilidad a los parametros de los modelos logit

C10 - Sensibilidad de la solucién al parametro de
oferta A

Cl11 - Sensibilidad de la solucién al parametro de
demanda p

C12 - Sensibilidad al punto de partida de las
probabilidades de localizacién para distintos
valores de A

C13 - Sensibilidad al punto de partida de las
probabilidades de localizacién para distintos
valores de p

Se estudia la sensibilidad de la solucién a la modificacion
de los valores de los parametros A y p de los modelos logit
de oferta y demanda. Es conocido que el modelo RB&SM
solo converge para valores dentro de un cierto rango
acotado, por lo que se busca verificar si los modelos de
cuasiequilibrio presentan la misma propiedad.

Se estudia los cambios en la sensibilidad al punto de
partida para distintos valores de los parametros de los
modelos logit. Es conocido que el modelo RB&SM se hace
sensible a las condiciones iniciales para valores
suficientemente grandes de dichos parametros (caso
deterministico), y se busca verificar si los modelos de
cuasiequilibrio presentan la misma propiedad.
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5.6. Analisis de casos de uso

A continuacion se estudian distintos casos de aplicacion de los modelos DOS0, D151, D351
y D4S1. Segun lo senalado anteriormente, el modelo D251 fue excluido del analisis por
presentar una convergencia mucho mads lenta que el resto de los modelos, lo que dificulta
las comparaciones en paralelo a los otros modelos. Es analizado separadamente en el
Anexo 2, donde se constata que su comportamiento no difiere del resto de los modelos de
cuasiequilibrio.

5.6.1. C1 - Modelo irrestricto, ciudad con variables ex6genas constantes

El primer escenario analizado corresponde a una ciudad invariante, cuyas principales
caracteristicas, de acuerdo a lo descrito anteriormente, son:

Se consideran 10 periodos, en una ciudad de 3 tipos de residentes y 5 zonas.
La poblacion de cada segmento de residentes es constante.
Los atributos exdgenos de la funcion de postura son constantes.

Lo

Las restricciones a la oferta no son activas

5.6.1.1. Descripcion general de los resultados

El Teorema 4.1 demuestra que en una ciudad invariante los modelos de equilibrio
entregan el mismo resultado para todos los periodos, y los de cuasiequilibrio parten en
valores diversos, pero convergen al resultado del modelo de equilibrio a medida que el
tiempo crece. Adicionalmente, el modelo de equilibrio teéricamente debe converger en
una sola iteracion después del primer periodo (puesto que cada periodo se inicializa con
el resultado del anterior, y en este caso los resultados son invariantes).

Los resultados empiricos verifican esto. En primer lugar, se observa que el modelo D0S0
converge itera reiteradas veces en el primer periodo, y luego se mantiene en una iteracion.
Los modelos D151 y D3S1, que calculan puntos fijos, mantienen un nimero mayor de
iteraciones (aunque decreciente), mientras que D4S1, que no tiene puntos fijos, mantiene
un numero constante de tres iteraciones.
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El valor de la diferencia entre la postura de referencia para distintos agentes converge al
mismo resultado entre los distintos modelos, si bien los valores individuales pueden ser
distintos. Cabe sefalar que debido a la forma funcional del modelo logit, sdlo la diferencia
relativa entre posturas tiene un efecto en la localizacion, no asi los valores individuales.

Finalmente, el analisis empirico permite concluir que todos los modelos se estabilizan
visiblemente, con variaciones decrecientes entre periodos.

5.6.1.2. Numero de iteraciones

Debido a la forma en que se implementaron los modelos, D451 realiza 3 iteraciones fijas
en lugar de una. Esto se debe a que en la primera iteracion el valor de la oferta inmobiliaria
es calculado después de las posturas y las probabilidades. El valor de la oferta
inmobiliaria es tinico para el periodo (no tiene puntos fijos), sin embargo la postura de
referencia depende de la oferta actualizada, que recién es obtenida por la postura en la
segunda iteracion. Finalmente, debido a que la condicién de salida esta definida a través
de un indicador de diferencia entre dos iteraciones (delta), es necesario ejecutar una
iteracion idéntica adicional para terminar el calculo. Este procedimiento es
completamente equivalente a calcular primero la oferta inmobiliaria (calculo inico), y
luego calcular la probabilidad y las posturas a partir de dicha oferta inmobiliaria, lo que
también corresponde a un unico calculo. Esto demuestra que las iteraciones adicionales
no mejoran el resultado ni sirven como un punto fijo, sino que solo contribuyen a la
implementacién. Como se vera posteriormente, esto no se cumple cuando se incorporan
restricciones a la localizacidn, que dan lugar a un punto fijo en el modelo D451.

Numero de iteraciones
35

g 30 ——D0S0-C1
=]
£ 5 DIS1-C1
g D3S1-C1
‘.9:’ 20 e D451-C1
U
o
° 15 |
£
B8 10
8 \

> X

{
0 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

Periodos

Figura 5.2: C1 - Numero de iteraciones por modelo y por periodo
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5.6.1.3. Probabilidad de localizacion y demanda localizada

Los valores de las probabilidades de localizacion convergen, y en consecuencia también
lo hace la poblacion localizada por categoria y zona. Las siguientes figuras muestran la
convergencia del valor para la categoria 0 y la zona 0.

Probabilidad de localizacion Numero de hogares localizados
0105 P,;(h=0,i=0) 45 H,,;(h=0,i=0)
0.1
0.095 e DOS0-C1 8 o _3(1)2(1):8
- 0.09 D1S1-C1 gh 35 F e D351-C1
S 0085 | e D351-C1 < e D451-C1
;—; 0.08 e D451-C1 é 30 F
E 0.075 g 25
0.07 Z
0.065 20
0.06 ! : ' ' 15 : : : :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Periodos Periodos

Figura 5.3: C1 - Probabilidad de localizacion y nimero de hogares localizados para la
categoria de hogar 0 y la zona 0, por modelo y por periodo

Por razones de espacio no se incluyen los graficos para todas las categorias. Sin embargo,
es posible apreciar que la convergencia es homogénea para todas las zonas y las categorias
a través del siguiente indicador de dispersion, que mide la desviacidon estandar:

1 —2
~ _ E t t
6(P) = |H||I] 4 (Ph|i_Ph|L)
i

1
HIl1]
categorias y zonas, que tiene un valor constante debido a que las probabilidades suman 1
en las categorias de agentes. La figura siguiente muestra que en el andlisis empirico la
dispersion se estabiliza en el tiempo, lo que refleja la convergencia del vector completo de
probabilidades a un tnico valor.

donde ﬁtu: YhiPiji es el valor promedio de las probabilidades en todas las
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Dispersion de la probabilidad de
localizacion o(P)

0.31
s D0S0-C1
0.308 D1S1-C1
0.306 s D351-C1
0.304 e )451-C1
7]
g 0.302
S 03
0.298
0.296
0.294
0.292 L L . .
0 2 4 6 8 10

Periodos

Figura 5.4: C1 - Dispersion de la probabilidad de localizacidn, por modelo y por periodo

5.6.1.4. Oferta inmobiliaria

La convergencia de la oferta inmobiliaria también se alcanza rapidamente.

Oferta localizada

430 5,(i=0)

410
2 390
=
g 370 e D0S0-C1
g 350 - DI1S1-C1
g 330 | e D351-C1
e 310 | e D451-C1
§ 200 |-

270 |

250 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10

Periodos

Figura 5.5: C1 - Oferta localizada en la zona 0, por modelo y por periodo

5.6.1.5. Postura de referencia

Los modelos no son sensibles a los valores individuales de las posturas de referencia, sino
solo a las diferencias relativas entre estos. En efecto, en la siguiente expresion
simplificada, se observa que es posible dividir en el numerador y denominador de las
probabilidades por una postura de referencia, que puede adoptar cualquier valor
arbitrario sin alterar el resultado:
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Hy, exp u(by, + by;) _ Hnexp ((bp)exp(by;) __ Hpexp u(by, — by + by;)
YnHpexpu(bp, + b)) Xp Hpexp u(by, + bpyi)  2p Hp exp p([bpr — byl + bpii)

Pp)i =

En las simulaciones realizadas se constaté que, en linea con lo sefialado, las posturas
individuales convergen a distintos valores segin el modelo, pero los valores relativos
convergen a un mismo valor.

Los valores de postura de referencia relativa se calcularon utilizando como base el valor
by, correspondiente al agente h = 1. En la figura siguiente se muestra la postura de
referencia relativa del agente h = 0.

Postura de referencia relativa
b,,(h=0)-b, (h=1)

0 2 4 6 8 10
0 1 1 1 1
0.1 e D0S0-C1
w 02 | D1S1-C1
g D3S1-C1
;" 03 e D451-C1

04 | /\
05 /
06 |

-0.7

Periodos

Figura 5.6: C1 - Postura de referencia relativa del agente 0 respecto al agente 1, por modelo y
periodo

5.6.1.6. Exceso o déficit de demanda

En la subseccion 4.1.1 se demostro que existe una diferencia tedrica entre la demanda
localizada por categoria y la demanda total en algunos modelos de cuasiequilibrio. Esta
diferencia aparece en los modelos que utilizan una condicién de cuasiequilibrio, con una
probabilidad estimada por los agentes para el calculo de la postura de referencia que
difiere de la utilizada por el rematador, como ocurre en los modelos D251, D351 y D4S1.
La diferencia estd dada por la siguiente expresion

Hftl_LOC _ Hftl = ZSf(P}gu - q;:1|i)
i

El gréfico siguiente presenta la méxima diferencia entre la demanda localizada y la real
(en valor absoluto), de acuerdo a la siguiente expresion:

m}?X|Hﬁ_LOC — Hf|
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Maximo exceso o déficit absoluto de

5 demanda

25
w
o
& 2
£ e DOS0-C1
g 15 + D1S1-C1
g e —D351-C1
g 1 e D4S1-C1
B
z 05 F

0

0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura 5.7: C1 - Maximo exceso o déficit absoluto de demanda por modelo y periodo

Se observa que la maxima diferencia entre la demanda localizada y la real tiene un valor
relativamente elevado en los primeros periodos, que rapidamente se aproxima a cero en
los periodos subsecuentes. Esto se debe a la convergencia de la localizacion de los
distintos modelos.

5.6.1.7. Comparacion de los modelos de cuasiequilibrio con el de equilibrio

La siguiente figura presenta en la columna izquierda la localizacién asignada por el
modelo de equilibrio en los periodos 0, 2, 4 y 9 para cada zona y categoria. En las 3
columnas de la derecha, se presenta en el mismo tipo de grafico la diferencia entre la
demanda localizada por zona y categoria por los modelos de cuasiequilibrio y por el de
equilibrio.
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Modelo de equilibrio | Diferencia entre los modelos de cuasiequilibrio y el de equilibrio

DO0S0 D151-D0S0 D351-D0S0 D451-D0S0

Escenario: C1 == h=1 h=2 =m h=3

Nota: La columna izquierda muestra los valores del modelo de equilibrio para cada instante, las 3 columnas de la derecha
muestran la diferencia entre el modelo de equilibrio y los de cuasiequilibrio. Se observa que a medida que pasa el tiempo, las
diferencias se hacen menores. Esto se aprecia en la reduccion de la escala de los graficos, si bien la forma de estos se mantiene.

Figura 5.8: C1 - Diferencia entre los resultados del modelo de equilibrio y los modelos de
cuasiequilibrio en algunos periodos

Los gréficos de la izquierda, correspondientes al modelo de equilibrio, son todos idénticos
entre si, resultado conocido para una ciudad invariante. En los graficos de la derecha, que
representan el error de los modelos de cuasiequilibrio, el error (representado por el eje
vertical) decae fuertemente con el tiempo, hasta valores menores que la unidad en el
ultimo periodo (es decir, del orden del 0,5% de la localizacion).

El grafico siguiente muestra una medida del error de los modelos de cuasiequilibrio con
respecto al de equilibrio, calculado como el promedio de los errores absolutos, de acuerdo
a la siguiente expresion, donde m denota un modelo de cuasiequilibrio.

1
Error Absoluto Medio(m, D0S0) = WZW};&” - H,tl’lli)os0
i
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Error absoluto medio entre los modelos de
cuasiequilibrio y el de equilibrio

0.2
g 015
-
g
I e D0S0-C1
5 01 f D1S1-C1
S D3S1-C1
e D4S1-C1
0.05
0
0 2 4 6 8 10

Periodos

Figura 5.9: C1 - Error absoluto medio respecto de los modelos de cuasiequilibrio respecto al
modelo de equilibrio

Se observa que el error decae en el tiempo, lo que corrobora que los modelos de
cuasiequilibrio se acercan al resultado de equilibrio en el tiempo.

5.6.2. C2 - Modelo irrestricto, ciudad con crecimiento a tasas constantes

El escenario analizado a continuacion corresponde a una ciudad con atributos exogenos
invariantes, excepto por la poblacidén, que aumenta a tasa exdgena constante del 10% por
ano, de forma homogénea para todas las categorias de ingreso.

Se consideran 10 periodos, en una ciudad de 3 tipos de residentes y 5 zonas.
La poblacién de cada segmento de residentes es constante.

Los atributos exdgenos de la funcion de postura son constantes.

Las restricciones a la oferta no son activas

=W N =

A partir de este punto por simplicidad se omiten algunos graficos que fueron presentados
en el caso C1, salvo en el escenario de que aporten informacién relevante.

5.6.2.1. Descripcion general de los resultados

De acuerdo a lo predicho tedricamente, gran parte de las variables de este escenario son
idénticas a las del escenario anterior. Solo se presentan diferencias para variables

especificas.
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5.6.2.2. Ntumero de iteraciones

El nimero de iteraciones por modelo se comporta del mismo modo que en el escenario
anterior, decreciendo con el tiempo.

Numero de iteraciones

35
g 0 ——D030-C2
= ~
£ s D1S1-C2
S e D351-C2
g 20 | e D451-C2
<
s 15
5}
E 10
z

5

0 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura 5.10: C2 - Numero de iteraciones por modelo y por periodo

5.6.2.3. Probabilidad de localizacion y demanda localizada

Los siguientes graficos muestran la probabilidad de localizacion y el nimero de hogares
localizados por periodo para la categoria O y la zona 0.

Probabilidad de localizaci()n Numero de hogares localizados
P, (h=0,i=0) H, ;(h=0,i=0
0.105 el - 1i(h=0,i=0)
0.1 45
0.095 8
- ——Poseca 5 Y D0S0-C2
= 0.09 - D1S1-C2 2 35 DIS1-C2
) s D351-C2 o)
_g 0.085 e D45 7-C2 s 30 e D351-C2
S 3 e D451-C2
& 0.08 5 25
0.075 F 2 20
0.07 15 ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Periodos Periodos

Figura 5.11: C2 - Probabilidad de localizacion y nimero de hogares localizados para la
categoria de hogar 0 y la zona 0, por modelo y por periodo

77



Las probabilidades de localizacion por categoria de agente y por zona son idénticas a las
del escenario anterior. La localizacion por zona y categoria, en cambio, es distinta al caso
previo, puesto que la demanda aumenta periodo a periodo.

Cabe sefialar que en el periodo t = 0 los modelos efecttian el calculo de Hy; utilizando
cada uno una expresion de calculo distinta. El resultado de D0OSO corresponde al valor de
equilibrio del periodo, mientras que los otros modelos utilizan en distinta medida los
datos iniciales. Esto explica los diversos valores Hy;(t = 0) que se observan en el grafico.

5.6.2.4. Oferta inmobiliaria

La oferta inmobiliaria es creciente, de acuerdo al parametro de crecimiento. Tal como se
predijo en el analisis teorico, los valores de los distintos modelos convergen en el tiempo.

Oferta localizada
Si(i=0)

700

8 600
o)
)
g
£ 500 e DOS0-C2
< D1S1-C2
© 400 e D3S1-C2
£ e D45 1-C2
3
Z 300

200 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10

Periodos

Figura 5.12: C2 - Oferta localizada en la zona 0, por modelo y por periodo

5.6.2.5. Postura de referencia

La postura de referencia de algunos modelos varia fuertemente, sin embargo, las
diferencias entre agentes mantienen su valor relativo.
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Postura de referencia relativa
b, (h=0)-b, (h=1)

0 2 4 6 8 10
03 1 1 1 1
-0.35 |
04 F
&
2045
<
>
05 s DOS0-C2
-0.55 D1S1-C2
s D351-C2
-0.6 L e D451-C2
-0.65
Periodos

Figura 5.13: C2 - Postura de referencia relativa del agente 0 respecto al agente 1, por modelo y
periodo

5.6.2.6. Exceso o déficit de demanda

El exceso o déficit de demanda aumenta ligeramente debido al aumento de la demanda,
lo que hace que los valores extremos del grafico siguiente sean ligeramente mayores que
los del caso anterior. Sin embargo, la tendencia a cero se mantiene, y en el tltimo periodo
las diferencias son practicamente nulas.

Maximo exceso o déficit absoluto de

demanda
3
w 25
(]
&
e 2
=
S 5 | e D0S0-C2
g D1S1-C2
E 1 e D351-C2
z e D4S1-C2
05 |
0
0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura 5.14: C2 - Maximo exceso o déficit absoluto de demanda, por modelo y periodo
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5.6.2.7. Comparacion de los modelos de cuasiequilibrio con el de equilibrio

Al igual que en el escenario anterior, la diferencia entre los modelos de cuasiequilibrio
D1S1, D3S1 y D4S1 y el modelo de equilibrio DOSO disminuye a medida que avanza el
tiempo. La diferencia es mayor que en el caso anterior, debido a que la demanda también

es mayor en magnitud.

Modelo de equilibrio | Diferencia entre los modelos de cuasiequilibrio y el de equilibrio

D050 D151-D0S0 D351-D050 D451-D050
400 100
t=0 =
%200 X
=] T
= Pamy —
e 0 Fr=——="
vy s K
t=2
t=4
t=9

Escenario: C2 mm h=] == h=2 =m h=3

Nota: La columna izquierda muestra los valores del modelo de equilibrio para cada instante, las 3 columnas de la derecha
muestran la diferencia entre el modelo de equilibrio y los de cuasiequilibrio. Se observa que a medida que pasa el tiempo, las
diferencias se hacen menores. Esto se aprecia en la reduccion de la escala de los graficos, si bien la forma de estos se mantiene.

Figura 5.15: C2 — Diferencia entre los resultados del modelo de equilibrio y los modelos de
cuasiequilibrio en algunos periodos
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5.6.3. C3 - Ciudad con poblacion constante y atributos variables en el
tiempo y convergentes

Se mostrd tedricamente que cuando los atributos exdgenos de la ciudad varian en el
tiempo de forma convergente a un valor fijo, entonces la diferencia entre el resultado de
los modelos de cuasiequilibrio y el de equilibrio tiende a cero en el tiempo. A continuacion
se estudia empiricamente este caso.

La expresion de la postura heddnica utilizada en todos los modelos simulados es:

Z}PpiSE
Bt. =bt 4+« Z—+ + cte
hi h h 4 m_&lXSit .Bhl
l

Los parametros fSp; pueden representar cualquier valor que forme parte de la postura y
que dependa de las categorias o de las zonas. Hasta ahora eran considerados nulos. A
continuacion dichos pardmetros se consideraran variables, con el fin de reflejar atributos
exogenos y variables de las posturas de los agentes.

En este andlisis se asignara a los pardmetros f,; valores dependientes de ¢, de acuerdo a
la siguiente expresion:

_ sin(1+¢)
= AT e

Los parametros se asignaron de la siguiente forma: a es un valor aleatorio entre =1y 1,y

b = 1.8. Estos valores permiten que la expresion se acerque suficientemente a 0 dentro de

sin(+t) _ 0), y que exista suficiente

los 10 periodos considerados (notar que tlLrgloa s

variabilidad entre las funciones de postura de los distintos agentes y zonas en los
primeros periodos. Los valores escogidos entregan el siguiente grafico.

Variaciones de las posturas By,

0.8
0.6
0.4 \
0.2
L0t
g o . . . — |
§ o2 0 2 4 6 8 10
e (h=0,i=0) e (h=0,i=]) e=—(h=0,i=2)
-04 e (h=0,i=3) e (h=0,i=4) e (h=1,i=0)
0.6 e (h=1,i=]) e (h=1,i=2) (h=1,i=3)
08 e (h=1,i=4) (h=2,i=0) (h=2,i=1)
e (h=2,i=2) (h=2,i=3) (h=2,i=4)
-1
Periodos

Figura 5.16: Variaciones fni de las posturas por periodo para el escenario C3
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5.6.3.1. Descripcion general de los resultados

Este escenario permite apreciar de buena forma las ventajas de los modelos de
cuasiequilibrio frente a uno de equilibrio, pues muestra como, bajo una ciudad sin
“shocks” en sus atributos y que se estabiliza en el tiempo, los primeros convergen al
resultado de equilibrio con un niimero menor de iteraciones.

Se observa que las trayectorias de las variables son diversas, en consonancia con los
parametros introducidos, pero todas se estabilizan rdpidamente en valores de equilibrio.

5.6.3.2. Ntumero de iteraciones

El namero de iteraciones del modelo de equilibrio oscila en torno a 25, mientras que los
modelos de cuasiequilibrio realizan entre 3 y 10 iteraciones. El modelo D451 (que no
realiza cdlculos de puntos fijos) realiza siempre 3 iteraciones. El modelo D351 realiza en
torno a 10, y el modelo D1S1 disminuye aproximandose a 3 iteraciones.

Este escenario es uno de los mas favorables para los modelos de cuasiequilibrio, pues
convergen a los resultados de equilibrio de forma rdpida y en un nimero mucho menor
de iteraciones.

20 Numero de iteraciones

g 25 /\/_\/
=1
£
g 20 e DOS0-C3
2 D1S1-C3
5 15 D3S1-C3
g e D451-C3
g 10 |
3
Z

5 -

0 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura 5.17: C3 — Numero de iteraciones por modelo y por periodo

5.6.3.3. Probabilidad de localizacion y demanda localizada

La probabilidad de localizacidn se estabiliza en el tiempo, sin ser especialmente sensible
a las oscilaciones de la postura hedodnica. El gréafico siguiente presenta el valor de la
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probabilidad para la categoria 0 y la zona 0. Esta presenta mayor variabilidad hacia los
primeros periodos, y luego converge a un valor tmnico.

0.08
0.075
0.07
0.065
= 0.06
0.055

Probabilidad

0.05
0.045
0.04

Probabilidad de localizacion

P, (h=0,i=0)
e D(0S0-C3
D1S1-C3
e —”351-C3
e D4S51-C3
0 2 4 6 8

Periodos

10

Figura 5.18: C3 - Probabilidad de localizacion para la categoria de hogar 0 y la zona 0, por

modelo y por periodo

La curva de la dispersion de la probabilidad de localizacién muestra que la mayor
variabilidad la presenta el modelo D151 hacia los primeros periodos. Hacia el final, todos

los modelos se estabilizan en un valor tnico.

0.296
0.295
0.294
0.293
0.292
0.291

0.29
0.289
0.288
0.287
0.286

Valores

Dispersion de la probabilidad de
localizacién o(P)

e D(0S0-C3

D1S1-C3

i e D351-C3
3 e D451-C3

Periodos

10

Figura 5.19: C3 - Dispersion de la probabilidad de localizacion, por modelo y por periodo

En los graficos se puede apreciar que tanto las probabilidades como la localizacién
replican parte del comportamiento oscilatorio del pardmetro f8 en los primeros periodos.
A medida que avanza el tiempo, las oscilaciones disminuyen hasta desaparecer, y los

valores se estabilizan.
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5.6.3.4. Oferta inmobiliaria

La oferta inmobiliaria converge a un valor tinico para cada zona, con trayectorias diversas
segun los modelos y la zona. Se presenta el grafico para la zona 0.

Oferta localizada
Si(i=0)

430
410
390
370

350 e D0S0-C3
330 D1S1-C3
e D3S1-C3

310
290
270 +
250 : : : :

e D451-C3

Numero de inmuebles

Periodos

Figura 5.20: C3 - Oferta localizada en la zona 0, por modelo y por periodo

5.6.3.5. Postura de referencia

Las posturas de referencia convergen a valores distintos segin el modelo, del mismo
modo que en los casos anteriores. Se presenta a continuacion el grafico de la postura de
referencia relativa para la categoria 0 respecto a la categoria 1.

Postura de referencia relativa
b, (h=0)-b,(h=1)
4 6

0 8 10
-0.3 1 1 1 1
-0.35
-0.4
wn
@
8045
S
05 e DOSO-C3
_0.55 D1S1-C3
e D 351-C3
-0.6 e D451-C3
-0.65

Periodos

Figura 5.21: Postura de referencia relativa del agente 0 respecto al agente 1, por modelo y
periodo

84



La diferencia entre las distintas categorias, que es el valor relevante para el cdlculo de la
localizacidn, se estabiliza en valores tinicos para todos los modelos.

5.6.3.6. Exceso o déficit de demanda

Al igual que en los casos analizados anteriormente, existe un exceso o déficit de demanda
en los modelos D351 y D4S1. Estos tienden a cero con el tiempo.

Maximo exceso o déficit absoluto de
demanda

3
I}
on
2
g e D (S0-C3
e D1S1-C3
QE) D3S1-C3
= e D451-C3
p4
0 2 4 6 8 10

Periodos

Figura 5.22: C3 — Maximo exceso o déficit absoluto de demanda por modelo y periodo

5.6.3.7. Comparacion de los modelos de cuasiequilibrio con el de equilibrio

En este escenario resulta de especial interés tener una vision global sobre la forma en que
convergen los distintos modelos en el tiempo, puesto que presentan distintas trayectorias.

La siguiente figura presenta el resultado del modelo de equilibrio (al lado izquierdo)
como referencia, y en las 3 columnas siguientes muestra la diferencia entre los resultados
de modelos de cuasiequilibrio y el de equilibrio.

Se observa que para todos los modelos de cuasiequilibrio, todas las categorias de hogares
y todas las zonas, la diferencia con el modelo de equilibrio decae rapidamente en el
tiempo. En el ultimo periodo, la demanda localizada es aproximadamente dos drdenes de
magnitud mayor que la diferencia entre los modelos de cuasiequilibrio y el de equilibrio.
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Modelo de equilibrio | Diferencia entre los modelos de cuasiequilibrio y el de equilibrio

DO0s0 D151-D0S0 D351-D0s0 D451-D0S0

T
=)

N® de hogares

t=9

mm h=1 wm h=2 wm h=3

Escenario: C3

Nota: La columna izquierda muestra los valores del modelo de equilibrio para cada instante, las 3 columnas de la derecha
muestran la diferencia entre el modelo de equilibrio y los de cuasiequilibrio. Se observa que a medida que pasa el tiempo, las
diferencias se hacen menores. Esto se aprecia en la reduccion de la escala de los graficos, si bien la forma de estos se mantiene.

Figura 5.23: Diferencia entre los resultados del modelo de equilibrio y los modelos de
cuasiequilibrio en algunos periodos

5.6.4. C4 - Shock unico

En este escenario se analizan los efectos de la introduccién de un shock tnico en las
posturas en el periodo 4. El shock esta descrito por la siguiente expresion:

Bri = abi=4

donde a es una variable aleatoria uniforme entre -1 y 1. El siguiente grafico muestra los

valores de Bp;.
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Variaciones de las posturas B;

e (h=0,i=0) e (h=0,i=1)
08 r e (h=0,i=2) e (h=0,i=3)
06 e (h=0,i=4) e (h=1,i=0)
2T s (h=1,i=1) e (h=1,i=2)
04 | (h=1i=3) e (h=1,i=4)
e s (h=2,1=0) (h=2,i=1)
g 02 | (h=2,i=2) (h=2,i=3)
= (h=2,i=4)
” 0 ' é ' '
2 1
o2 ¢ 6 8 0
04 |
06 |
0.8
Periodos

Figura 5.24: Variaciones fni de las posturas por periodo para el escenario C4

5.6.4.1. Descripcion general de los resultados

Los modelos de cuasiequilibrio reaccionan con desfase al shock, mientras que el de
equilibrio lo hace de forma instantdnea a costa de un gran ntimero de iteraciones. El
modelo D3S1 reacciona mas rdpidamente puesto que mantiene el punto fijo de
probabilidades. Todos los modelos se estabilizan nuevamente al cabo de cerca de dos
periodos.

5.6.4.2. Numero de iteraciones

Como era esperable, el modelo de equilibrio reacciona al shock con un fuerte aumento del
numero de iteraciones. Los de cuasiequilibrio no aumentan sus iteraciones, lo que
ocasiona que se distancien temporalmente del resultado de equilibrio.
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Numero de iteraciones
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Figura 5.25: C4 - Numero de iteraciones por modelo y por periodo

5.6.4.3. Probabilidad de localizacion y demanda localizada

Los modelos D1S1 y D4S1 reaccionan con un periodo de desfase al shock, lo que es
consistente con el desfase incorporado en sus ecuaciones. El modelo D0OS0 reacciona de
inmediato. El modelo D3S1 también reacciona de forma instantdnea, puesto que su

expresion conserva el punto fijo de probabilidades.
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0.095
2 0.09
]
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Figura 5.26: C4 - Probabilidad de localizacion y nimero de hogares localizados para la
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e D351-C4
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categoria de hogar 0 y la zona 0, por modelo y por periodo

10

Este comportamiento se replica en la localizacidon agregada, como se aprecia en el grafico.

La dispersion de las probabilidades también replica el comportamiento descrito, lo que es

sefal de que todas las zonas y categorias reaccionan del mismo modo.
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Dispersion de la probabilidad de
localizacion o(P)

031
e DOSO-C4
DIS1-C4
0305 e D351-C4
e D4S1-Ch

0.3

Valores

0.295

0.29

0.285 L L L L
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Figura 5.27: C4 - Dispersion de la probabilidad de localizacion, por modelo y por periodo

5.6.4.4. Oferta inmobiliaria

La oferta inmobiliaria converge de forma rapida frente al shock en todos los casos, lo que
se debe a la gran contractancia del modelo logit. Las curvas de los modelos D3S1 y D451
son paralelas, puesto que sus expresiones de oferta son practicamente idénticas.

Oferta localizada

450 5i(i=0)
8 400 < D0S0-C4
)
S \ D151-C4
E 350 | D351-C4
£ \ = == D451-C4
]
o
e 300
v
g
=]
Z 250

200 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura 5.28: C4 — Oferta localizada en la zona 0, por modelo y por periodo

5.6.4.5. Postura de referencia

Las posturas de referencia del modelo D451 son las que mas tardan en reaccionar al shock,
pues por su expresion, los atributos de mercado llegan desfasados en 2 periodos a la
postura. No obstante, todos los modelos terminan por converger.
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Postura de referencia relativa
b, (h=0)-b,, (h=1)
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Figura 5.29: C4 — Postura de referencia relativa del agente 0 respecto al agente 1, por modelo y
periodo

5.6.4.6. Exceso o déficit de demanda

Al igual que en los casos previos, los modelos D351 y D451 presentan excesos o déficit de
demanda, que alcanzan su maximo justo después del periodo de shock. Sin embargo, su
magnitud mdxima es pequefa frente a la demanda total. Como en el caso de las
simulaciones anteriores, el modelo D451 reacciona con un periodo adicional de retardo.

Maximo exceso o déficit absoluto de
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Figura 5.30: C4 — Maximo exceso o déficit absoluto de demanda por modelo y periodo
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5.6.4.7. Comparacion de los modelos de cuasiequilibrio con el de equilibrio

El grafico siguiente muestra una medida de la diferencia neta entre los resultados de los
modelos de cuasiequilibrio y el de equilibrio. Se aprecia que en torno al shock la diferencia
se hace mayor, y que luego los valores tienden a igualarse.

Error absoluto medio entre los modelos de
cuasiequilibrio y el de equilibrio

02
D0S0-C4
D151-C4
0.15 e D351-C4
. e DAS1-C4
£
201 f
U
o
T
2
$0.05
0

Periodos

Figura 5.31: C4 — Error absoluto medio de los modelos de cuasiequilibrio respecto al modelo
de equilibrio

5.6.5. C5 - Shocks multiples

En este escenario se analizan los efectos de shocks multiples, aplicados en los periodos 2,
4y 6. Los shocks tienen la misma forma de los del caso “shock tinico”.

5.6.5.1. Descripcion general de los resultados

Se observa que la aplicaciéon de shocks multiples lleva a los modelos a alejarse
fuertemente, efecto que tiende a disiparse una vez que estos desaparecen.

5.6.5.2. Numero de iteraciones

El modelo de equilibrio es el tinico que reacciona fuertemente en el nimero de iteraciones
frente a los shocks. El resto mantiene el nimero de iteraciones relativamente constante.
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Numero de iteraciones
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Figura 5.32: C5 — Numero de iteraciones por modelo y por periodo

5.6.5.3. Probabilidad de localizacion y demanda localizada

Las probabilidades en este caso muestran como los resultados se alejan localmente debido
a los shocks. Los modelos de cuasiequilibrio reaccionan con desfase, salvo D151, que,
como se explicé en el escenario de shocks unicos, no incorpora el desfase de las
externalidades de mercado. En todos los casos, una vez que desaparecen los shocks, los
resultados de los modelos tienden a estabilizarse.

Del mismo modo, existe una fuerte variacion en la localizacion que arrojan los distintos
modelos. Esto muestra que si existen shocks, no es indiferente el modelo que se utilice.
No obstante, al alejarse de los periodos donde se aplican los shocks, los resultados

convergen.
Probabilidad de localizacion Numero de hogares localizados
- P,,(h=0,i=0) i H,;(h=0,i=0)
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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Figura 5.33: C5 — Probabilidad de localizacion y namero de hogares localizados para la
categoria de hogar 0 y la zona 0, por modelo y por periodo
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La dispersion de las probabilidades repite el mismo comportamiento y hace mas evidente
el impacto de los shocks en las probabilidades.

Dispersion de la probabilidad de
localizacion o(P)
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Figura 5.34: C5 — Dispersion de la probabilidad de localizacion, por modelo y por periodo

5.6.5.4. Oferta inmobiliaria

La oferta inmobiliaria también reacciona con fuertes diferencias cuando aparecen los
shocks. Cabe senalar que, como se puede observar en el grafico a continuacion, para el
periodo t=4 el modelo DOSO entrega un valor de oferta cercano a 250, mientras que el
modelo D4S1 esta cercano a 350 inmuebles localizados, es decir, el error es cercano al 40%.
Tras pasar los shocks, estas diferencias se debilitan, y los modelos convergen a un valor
unico.

Oferta localizada

150 Si(i=0)
- e DOS0-C5
2400 D1S1-C5
"g e D3$1-C5
E 350 e D4S1-C5
]
o
2 300 |
)
g
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Z 250 |

200

0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura 5.35: C5 — Oferta localizada en la zona 0, por modelo y por periodo
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5.6.5.5. Postura de referencia

Como es de esperar, la variacion de las posturas de referencia es responsable de gran parte
de las diferencias ya descritas. El grafico siguiente da cuenta de los distintos valores que
toman las posturas relativas para cada modelo.

Postura de referencia relativa
bh(h=0)-bh(h=1)
4 6

0 2 8 10
0.2
01 | = D0S0-C5
0 A | e D151-C5
= D351-C5
g 01 e D451-C5
S 02
<
> 03
-04
05
0.6
07

Periodos

Figura 5.36: C5 — Postura de referencia relativa del agente 0 respecto al agente 1, por modelo y
periodo

Al final de los 10 periodos no se aprecia convergencia. Se verificd, sin embargo, que al
aumentar el niumero de periodos los valores se estabilizan.

5.6.5.6. Exceso o déficit de demanda

Durante el periodo de shocks multiples, los excesos o déficits de demanda aumentan. No
obstante, estos tienden a disiparse en un periodo, volviendo a aparecer con cada shock, y
su valor es mds bien pequenio comparado con la demanda (que ronda los cientos de
hogares por categoria).
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Numero de hogares

25

20
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10

Maéximo exceso o déficit absoluto de
demanda

DO0S0-C5
D1S1-C5
D35S1-C5
D4S1-C5

Periodos

10

Figura 5.37: C5 - Maximo exceso o déficit absoluto de demanda por modelo y periodo

5.6.5.7. Comparacion de los modelos de cuasiequilibrio con el de equilibrio

Los errores medios de los modelos de cuasiequilibrio con respecto al de equilibrio llegan
a un 40%, y se mantienen elevados mientras existen shocks. Tras desaparecer estos, los

errores se reducen.

Valor del error

0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Error absoluto medio entre los modelos de
cuasiequilibrio y el de equilibrio

D0S0-C5
i D1S1-C5
- A D3S1-C5
L I/ \ = = D451-C5
0 2 4 6 8

Periodos

10

Figura 5.38: C5 — Error absoluto medio de los modelos de cuasiequilibrio respecto al modelo

de cuasiequilibrio
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5.6.6. C6 - Modelo con restricciones

A continuacion se analiza el efecto de las restricciones zonales en los modelos, hasta ahora
supuestas inexistentes. Para esto, se introducen restricciones activas en dos zonas: la 0 y
la 3. Dado que se conoce el resultado irrestricto de los andlisis anteriores, en ambas zonas
se escogid un valor maximo que fuera menor que el resultado sin restricciones, para que
ésta sea activa, y mayor que el punto de partida, para que la solucién inicial sea factible.

Es importante sefialar que el modelo utilizado para representar las restricciones no
incorpora desfases intertemporales. Es decir, se asume que los productores son capaces
de conocer las restricciones vigentes en el momento de construccion de un inmueble, y
que éstas son completamente independientes del valor en el periodo anterior. Como se
vera, esto da lugar a ciertas limitaciones de los modelos de oferta.

La figura siguiente representa la oferta inmobiliaria de equilibrio irrestricto (barras
enteras), los valores maximos impuestos por las restricciones (en azul), y la demanda de
equilibrio que debera relocalizarse en este escenario (porcion achurada de las barras).

Oferta inmobiliaria de equilibrio y zonas con restriccion
activa

111

[ Oferta Si que excede la restriccion

300
280
260 |-
240
220 |
200
180 |
160 +
140
120 +
100

80 [

60

40

20 -

Numero de inmuebles

Zonas . s s
B Oferta Si no que excede la restriccion

== Restriccidén zonal

Figura 5.39: C6 - Oferta de equilibrio y restricciones a la oferta

5.6.6.1. Descripcion general de los resultados

Los modelos de cuasiequilibrio convergen al mismo resultado del de equilibrio, pero
realizan un nimero mayor de iteraciones. Esto se debe a una caracteristica del modelo de
regulaciones en el caso de cuasiequilibrio: mientras que en un modelo de equilibrio que
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se estabiliza las restricciones no son violadas en el limite, en un modelo de cuasiequilibrio
el uso de informacion desfasada hace que casi siempre exista una restriccion activa, que
se normaliza por medio de un mayor nimero de iteraciones.

5.6.6.2. Numero de iteraciones

Se observa que el nimero de iteraciones del modelo de equilibrio es alto para el primer
periodo, y luego desciende bruscamente. Esto se debe a que durante el primer periodo se
alcanza el equilibrio restringido, y en los periodos siguientes éste no cambia. Por otra
parte, los modelos de cuasiequilibrio presentan consistentemente un nimero elevado de
iteraciones.

25 Numero de iteraciones

DO0S0-C6

@ 30 D1S1-C6
g D3S1-C6
o 25
8 == = D451-C6
5 NG
= 20 -
< A
e 15
£
B8 10
Z

5

0 I I I I

0 2 4 6 8 10

Periodos

Figura 5.40: C6 — Numero de iteraciones por modelo y por periodo

5.6.6.3. Multiplicadores de Lagrange de las restricciones

A continuacion se presenta el valor del multiplicador de Lagrange correspondiente a la
restriccion de oferta aplicada. Sélo las zonas 0 y 2 tienen valores no—nulos, pues solo esas
zonas estdn sujetas a una regulacion, y por lo tanto tienen una restriccion activa.

Seguin se aprecia en la figura siguiente (que corresponde a la zona 0, cuyo comportamiento
es andlogo al de la zona 2), a medida que avanza el tiempo, los valores del pardmetro
tienden convergen a un valor tnico. Este valor corresponde al “precio sombra” de la
restriccion: equivale a un “castigo” monetario a las rentas inmobiliarias en la zona
restringida, que fuerza a los productores a ajustar su produccion al valor de la restriccion.
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Mientras que el modelo D0S0O converge inmediatamente al valor final del parametro y, los
modelos de cuasiequilibrio tienen inicialmente valores distintos, para posteriormente
converger al mismo valor que entrega el modelo de equilibrio.

Multiplicador de Lagrange de la restriccion

Y:(i=0)
0.75
0.7
0.65 D0S0-C6
8 D151-Cé6
506 D351-C6
S -
0.5
0.45
0.4 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura 5.41: C6 - Multiplicadores de Lagrange de las restricciones en la zona 0, por modelo y
por periodo

5.6.6.4. Probabilidad de localizacion y demanda localizada

Se observa que todos los modelos de regulacién presentan convergencia en la
probabilidad por zona y categoria.

Probabilidad de localizacion

P, (h=0,i=0)
0.078
0.076
< 0.074
[}
T
E 0072 e D0S0-C6
3 D1S1-C6
E 0.07 e D351-C6
e D457-C6
0.068
0.066 L L L L
0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura 5.42: Probabilidad de localizacion y namero de hogares localizados para la categoria de
hogar 0 y la zona 0, por modelo y por periodo

El andlisis de la dispersion de las probabilidades confirma que para todas las categorias y
zonas los valores de probabilidad se estabilizan.
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Dispersion de la probabilidad de
localizacion o(P)

0.2984
0.2982
0.298
2 0.2978
T‘E 02976 e D(0S0-C6
> 02974 D1S1-Cé6
0.2972 e D351-C6
0.297 e D451-C6
0.2968
0.2966 L L L L
0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura 5.43: Dispersion de la probabilidad de localizacién, por modelo y por periodo

5.6.6.5. Oferta inmobiliaria

La oferta inmobiliaria alcanza su techo y se mantiene fija en las zonas donde la restriccion
es activa. En las zonas donde la restriccion es inactiva, converge a los valores de equilibrio
después de ciertos periodos. Esto se aprecia en los dos graficos siguientes:

300
g 250
=
g
g 200
k=
S 150
[=]
5}
£ 100
]
Z.
50
0

Oferta localizada Oferta localizada
2]
— -
e = 325 —
w
B
i g
D0S0-C6 2 320 D0S0-C6
- D1S1-C6 = D181-C6
= = = D351-C6 g 315 D3S1-C6
- «eeees DASI-CH | — = D4S1-C6
Z
| 310
1 1 1 305 1 1 1 1
4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Periodos Periodos

Figura 5.44: C6 - Oferta localizada en las zonas 0 y 1, por modelo y por periodo

5.6.6.6. Postura de referencia

Las funciones de postura de referencia son responsables de ajustar el cumplimiento de la
ecuacion de equilibrio o de cuasiequilibrio. Si bien éstas se estabilizan en valores distintos

seglin el modelo, la diferencia de posturas converge al mismo valor.
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Postura de referencia relativa

by (h=0)-b,, (h=1)
4 6 10

-0.25 ! ! L L
027 e D0S0-C6
——p
031 e D451-C6
-0.33
-0.35
-0.37
-0.39
041
043

Valores

Periodos
Figura 5.45: C6 - Postura de referencia relativa del agente 0 respecto al agente 1, por modelo y

periodo

5.6.6.7. Exceso o déficit de demanda

Como es usual, aparece un exceso o déficit de demanda en los modelos D351 y D4S1. La
diferencia resulta ser muy pequena, del orden de una parte en un millon.

Maximo exceso o déficit absoluto de

demanda
0.3
0.25
v
o
% 02
2
D0S0-C6
U
g 015 D1S1-C6
g o4 D381-C6
g - D4S1-C6
“ 005
0
0 2 4 6 8 10

Periodos

Figura 5.46: C6 - Maximo exceso o déficit absoluto de demanda por modelo y periodo
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5.6.6.8. Comparacion de los modelos de cuasiequilibrio con el de equilibrio

Se presenta a continuacion la comparacion del resultado de los modelos de cuasiequilibrio
y el de equilibrio en el tiempo. Se observa que los resultados de largo plazo son idénticos
en todos los casos, y se aprecian los efectos de las regulaciones, que hacen variar el
comportamiento de los modelos en el proceso de convergencia

Error absoluto medio entre los modelos de
cuasiequilibrio y el de equilibrio

0.04
0.035 N\
5 003 - \
s \
= 0025 D0S0-C6
'g 002 -\ \ D1S1-C6
= D351-C6
< L
> 0015 \ = == D451-C6
001 —
0.005 | N
0 L " - h T
0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura 5.47: C6 — Error absoluto medio de los modelos de cuasiequilibrio respecto al modelo
de equilibrio

5.7. Analisis de sensibilidad a las condiciones iniciales

A continuacion se presentan multiples andlisis de sensibilidad realizados sobre los
distintos modelos introducidos.

Los tests realizados en esta seccion utilizan como base el caso de una ciudad con variables
exogenas constantes, que permite aislar los efectos de la variacion de las distintas
variables de los modelos. Dicho modelo entrega el mismo resultado de equilibrio para
todos los periodos. El modelo de equilibrio lo alcanza en el primer periodo con cerca de
30 iteraciones y posteriormente ejecuta una unica iteracién por periodo, los modelos de
cuasiequilibrio convergen en el tiempo al resultado de equilibrio por distintas
trayectorias.
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5.7.1. C7 - Sensibilidad al punto de partida de la postura de referencia

Se analiza a continuacidn el efecto de la utilizacién de distintos valores iniciales de la
postura de referencia b, en los modelos de equilibrio y cuasiequilibrio.

Los valores iniciales utilizados en las simulaciones son variables aleatorias
uniformemente distribuidas entre 0 y 1, amplificadas por una constante que puede tomar
4 valores distintos entre 0.25 y 9. Todas las simulaciones utilizan vectores de base distintos
(generados aleatoriamente en tiempo de ejecucion) y las mismas constantes de
amplificacion

pi="'=qgX € {0.25,0.54,9}, X~U([0,1])

También se ejecutaron simulaciones con vectores constantes amplificados por distintos
factores, que corroboran los resultados presentados pero que no se muestran a
continuacién por razones de espacio.

Se observa que, de acuerdo con lo observado en el modelo RB&SM, la variacion del punto
de partida de la postura de referencia no altera de forma alguna el modelo de equilibrio
en ninguna de sus variables. En el caso de los modelos de cuasiequilibrio, la variacion de
dicho punto de partida contribuye a alejar los resultados del valor de equilibrio. No
obstante, todos terminan por converger a éste con relativa rapidez.

5.7.1.1. Efectos en el niumero de iteraciones

En la siguiente figura se presenta el nimero de iteraciones para cada modelo por
separado, para cada uno de los valores a € {0.25,0.5,4,9}. El modelo de equilibrio no
sufre ningtin cambio en el nimero de iteraciones segtin el valor de «, por lo que las curvas
se sobreponen.

Por su parte, los modelos D151 y D3S1 presentan un ntimero de iteraciones ligeramente
distinto segtin el valor inicial.

El modelo D4S1 ejecuta siempre 3 iteraciones en el caso irrestricto (solo por razones de
programacion, pues tedricamente podria realizar una tnica iteracion), por lo que no se ve
alterado por las variaciones del punto de partida.
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D0SO0 - Numero de iteraciones D1S1 - Numero de iteraciones
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Figura 5.48: C7 — Numero de iteraciones para cada valor del ponderador a, por periodo, para
cada modelo por separado

5.7.1.2. Efectos en la postura de referencia

Se presentan a continuacion graficos para cada modelo, para cada uno de los valores a. el
grafico de dicha diferencia para el modelo D1S1. Se observa que la postura de referencia
relativa entre los pares de agentes converge al mismo valor en todos los modelos,
independientemente del punto de partida. El modelo de equilibrio alcanza en el primer
periodo su valor final y se mantiene constante. Por su parte, los modelos de
cuasiequilibrio toman distintos valores en el tiempo, para finalmente converger. No
obstante, desde el primer periodo en adelante, los valores son independientes del punto
de partida.
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DO0SO0 - Postura de referencia relativa D1S1 - Postura de referencia relativa
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Figura 5.49: C7 - Postura de referencia relativa del agente 0 respecto al agente 1, para cada
valor del ponderador a, por periodo, para cada modelo por separado

5.7.1.3. Probabilidad de localizacion y oferta inmobiliaria

El efecto de variar el punto de partida de la postura de referencia se propaga también a
las variables de oferta y de probabilidad.

Sélo se incluyen a continuacion los efectos en S;, que son los mas notorios. Los efectos en
Pp); son similares, pero mas leves.

La oferta inmobiliaria es especialmente sensible al punto de partida de la postura debido
a la formulacion matematica de los modelos: ésta se calcula a partir de la renta, que suma
la exponencial de todas las posturas, por lo que la diferencia de cada una con el valor de
equilibrio se amplifica. No obstante, tanto la oferta como la probabilidad de localizacion
convergen finalmente a un mismo valor en todos los modelos.
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Se presenta a continuacion la curva de oferta para cada modelo en funcion del ponderador
a, donde se aprecia que rapidamente se alcanza la convergencia en todos los casos y al
mismo valor. El modelo de equilibrio es independiente del punto de partida desde el
primer instante, mientras que los modelos de cuasiequilibrio mantienen cierto grado de
dependencia durante los primeros instantes, que luego se disipa durante el proceso de
convergencia al valor de equilibrio.

Numero de inmuebles

Numero de inmuebles

Figura 5.50: C7 — Oferta localizada en la zona 0, para cada valor del ponderador «, por
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periodo, para cada modelo por separado

5.7.2. C8 - Sensibilidad al valor inicial de la probabilidad inicial

10

De forma similar al caso anterior, se evaltan aca los efectos de la variacion del punto

inicial de las probabilidades.

El modelo de equilibrio no se ve alterado, y todas las variables de los modelos de
cuasiequilibrio convergen de forma rapida para hacer desaparecer los efectos iniciales del
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punto de partida. Esto da cuenta de la fuerte contractancia de la expresion logit de la
probabilidad.

5.7.2.1. Efectos en el niumero de iteraciones

El nimero de iteraciones del modelo de equilibrio solo varia en el primer periodo del
modelo de equilibrio, para luego estabilizarse en una tnica iteracién por periodo.
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Figura 5.51: C8 - Numero de iteraciones para cada valor del ponderador «, por periodo, para
cada modelo por separado

Los modelos D2S1 y D3S1 presentan variaciones diversas en el numero de iteraciones,
pero manteniendo una tendencia a la baja en el tiempo.

El modelo D451 nuevamente se mantiene inalterado, en 3 iteraciones por periodos.
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5.7.2.2. Efectos en la probabilidad de localizacion

Los efectos en la probabilidad de localizacion inicial son practicamente indistinguibles en
todos los modelos. Esto se aprecia en la figura siguiente: en el caso del modelo de
equilibrio, el resultado es constante desde el principio. En los modelos de cuasiequilibrio,
en cambio, existe una pequefa diferencia (casi imperceptible) que se propaga hasta el

primer periodo. En adelante, los valores son practicamente independientes del valor
inicial de la probabilidad.
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Figura 5.52: C8 — Probabilidad de localizacion para la categoria de hogar 0 y la zona 0, para
cada valor del ponderador «, por periodo, para cada modelo por separado

5.7.2.3. Efectos en la postura de referencia

Se analizan a continuacion los efectos que la variacion en el punto de partida de las
posturas de referencia tiene en la diferencia entre éstas que se observa entre los agentes.
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El modelo D0SO se mantiene inalterado, pues es insensible a los cambios en el punto de
partida. El resto de los modelos converge al mismo valor, siguiendo trayectorias variadas.
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Figura 5.53: C8 - Postura de referencia relativa del agente 0 respecto al agente 1, para cada
valor del ponderador a, por periodo, para cada modelo por separado

5.7.2.4. Efectos en la oferta inmobiliaria

Al igual que en los casos anteriores, la oferta del modelo de equilibrio no se ve alterada.
Los otros 3 modelos considerados presentan multiples diferencias en la trayectoria, pero

todos convergen.
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Figura 5.54: C8 — Oferta localizada en la zona 0, para cada valor del ponderador &, por
periodo, para cada modelo por separado

5.7.3. C9 - Sensibilidad al punto de partida de la oferta

A continuacidn se estudia la sensibilidad de los modelos al punto de partida de la oferta.

Se observa que, al igual que en los casos anteriores, todos los modelos de cuasiequilibrio
disipan los efectos del distinto punto de partida en el tiempo, mientras que el modelo de
equilibrio es independiente de éste.
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5.7.3.1. Efectos en el niumero de iteraciones

El niimero de iteraciones no varia en el modelo de equilibrio. En los modelos de
cuasiequilibrio, en cambio, presenta ligeras variaciones, excepto por el ultimo modelo,
que mantiene su numero de iteraciones en 3.
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Figura 5.55: C9 - Numero de iteraciones para cada valor del ponderador «, por periodo, para
cada modelo por separado

5.7.3.2. Efectos en la oferta inmobiliaria

Al igual que en los casos anteriores, la oferta inmobiliaria del modelo de equilibrio es
insensible a los cambios del punto inicial. Los modelos de cuasiequilibrio dependen del
punto inicial en los primeros periodos, para luego converger al valor de equilibrio.
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Figura 5.56: C9 — Oferta localizada en la zona 0, para cada valor del ponderador &, por
periodo, para cada modelo por separado

Cabe destacar que todos los modelos de cuasiequilibrio utilizan la misma expresion para
el modelo de oferta. Las variaciones se deben a los efectos indirectos en otras variables
endogenas, que a su vez, afectan la oferta.

5.7.3.3. Efectos en postura de referencia

La diferencia inicial de posturas de referencia entre agentes converge rapidamente a un
valor tnico.
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Figura 5.57: C9 - Postura de referencia relativa del agente 0 respecto al agente 1, para cada
valor del ponderador «, por periodo, para cada modelo por separado

5.8. Analisis de sensibilidad a los parametros de los modelos
logit

5.8.1. C10 - Sensibilidad de la solucion al parametro de oferta A

El parametro A del modelo logit de oferta, que describe los beneficios del desarrollador
inmobiliario, determina hasta qué punto dichos beneficios son deterministicos (de menor
dispersion, obtenidos para valores altos de 1) o estocdsticos (para valores bajos). El
parametro estd presente en la ecuacion de oferta del modelo D0S0, dada por la expresion

siguiente.
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trpt*
st =gt exp A(r{ (b ,P —cf—v})
D €exp A(rit(b.t*rp.u) —cf = vf)

La expresion de oferta de los modelos de cuasiequilibrio es similar a la anterior. Debido a
que todas las ecuaciones son interdependientes, los efectos de modificar el parametro 1
se propagan a las otras variables endogenas del modelo.

El andlisis de la sensibilidad de la solucion al pardmetro A posee un gran interés, debido
a que en el modelo RB&SM se demostr6é que las variaciones de los parametros 1y u
pueden dar lugar a inestabilidades del modelo.

A continuacion se verifica que para valores altos de lambda, que corresponden a un
comportamiento de la oferta mas deterministico, los resultados de la oferta también se
hacen mas deterministicos, concentrando casi la totalidad de la oferta en una sola zona.

5.8.1.1. Efecto en la oferta inmobiliaria

Se muestra a continuacion que la oferta de los modelos se hace mas deterministica a
medida que A aumenta. Es decir, los modelos tienden a localizar toda la oferta en una sola
zona.

Los siguientes dos cuadros presentan la oferta para t = —1 (valor de partida) y parat = 9
(valor final). Para el periodo inicial existe un tnico valor, con el cual se inicializaron las
variables, que se presenta en la tabla siguiente.

Tabla 5.4: Valores iniciales (t=-1) de la oferta inmobiliaria

t Si(i=0)  Si(i=1)  Si(i=2)  Si(i=3)  Si(i=4)
-1 400 160 240 300 300

En el cuadro siguiente se muestran los valores finales, para t = 9 y para cada valor de 4.
Se observa que en el caso del mayor valor de A considerado (4 = 9), la localizacién es
practicamente de tipo todo o nada. Practicamente todos los inmuebles se localizan en la
zonai = 1.
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Tabla 5.5: Valores en t=9 de la oferta para cada modelo y para distintos valores de A.

t A Modelo  Si(i=0) Si(i=1) Si(i=2) Si(i=3) Si(i=4)
DO0S0 280.00 280.00 280.00 280.00 280.00
05 D1S1 280.92 279.67 279.82 279.95 279.65
D351 280.00 280.00 280.00 280.00 280.00
D4S1 280.93 279.67 279.82 279.95 279.65
D0S0 280.00 280.00 280.00 280.00 280.00
. D1S1 297.72 274.49 275.99 277.47 274.33
D351 281.92 279.42 279.56 279.70 279.40
o D4S1 297.78 274.47 275.98 277.46 27431
DO0S0 973.59 106.60 106.60 106.60 106.60
A D1S1 974.01 106.44 106.51 106.60 106.44
D351 973.59 106.60 106.60 106.60 106.60
D451 974.03 106.44 106.50 106.60 106.43
D0S0 1373.97 6.51 6.51 6.51 6.51
9 D151 1373.97 6.51 6.51 6.51 6.51
D351 1373.97 6.51 6.51 6.51 6.51
D451 1373.97 6.51 6.51 6.51 6.51

5.8.2. C11 - Sensibilidad de la solucion al parametro de demanda p

El analisis siguiente muestra la sensibilidad de los modelos a los valores del pardmetro p,
que caracteriza la dispersion de modelo logit de probabilidad. Dicho pardmetro estd
presente en las ecuaciones de punto fijo de equilibrio y de localizaciéon de los modelos,
que en el modelo D0SO estan dadas por las expresiones siguientes (para los modelos de
cuasiequilibrio las expresiones son similares).

Punto fijo de equilibrio:

1 st expu (b (Pl 21))
bh* = - —lnz

o =y, HE exp,u(b,tl* + bhi(P_lti*,Zt))
Punto fijo de localizacion:

Hj, exp i (brtl* + b (P, Zt))
ZnHyexpp (bﬁ* + bni(Pf;, Zt))

tx __
Phli -

Como principal conclusion, se observa que el aumento del valor del parametro hace que
los modelos se comporten de forma mads deterministica. Distintos modelos pueden
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converger a resultados diferentes. Adicionalmente, en algunos casos se observa que
algunos modelos de cuasiequilibrio no convergen mientras que otros si lo hacen.

5.8.2.1. Efecto en el nimero de iteraciones.

El modelo D3S1 no converge para algunos periodos, considerando un maximo de 15.000
iteraciones, y el modelo D151 alcanza la convergencia en un gran numero de éstas, En
tanto, los modelos DOS0O y D4S1 convergen en el minimo niimero posible de iteraciones.
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Figura 5.58: C11 — Numero de iteraciones para cada distintos valores de p, por periodo, para
cada modelo por separado
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5.8.2.2. Efecto en las probabilidades de localizacion.

Los graficos siguiente revelan los efectos del cambio del parametro u en las
probabilidades de localizacion en la categoria 0 y en la zona 0. Se observa un
comportamiento distinto en funcion del valor del parametro

En el modelo DOSO se observan dos puntos de acumulacidn para las probabilidades. El
valor mas alto se alcanza para valores altos del parametro p. Los modelos D1S1 y D351
tienen un comportamiento similar, pero convergen a valores distintos para un mismo p.

El modelo D4S1 oscila entre las distintas soluciones para el maximo valor u. El modelo
D151 también presenta oscilaciones.
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Figura 5.59: C11 - Probabilidad de localizacion para la categoria de hogar 0 y la zona 0, para
distintos valores de u, por periodo, para cada modelo por separado
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El comportamiento deterministico se aprecia en los siguientes cuadros, que muestran los
valores iniciales de las probabilidades, y luego los valores finales para distintos valores i,
para todas las zonas y categorias en cada modelo.

Tabla 5.6: Valores iniciales (t=-1) de las probabilidades de localizacion

Phli - Valores iniciales
i=0 i=1 i=2 i=3 i=4
0% 0% 0% 0%
-1 | 0% [400% 100% 100% 0%

h=2 | 0% 0% 0% 0% [100%

Tabla 5.7: Valores en t=9 de las probabilidades para cada modelo, para distintos valores p

Phli - Valores en t=9

p=0.5 p=5
Modelo h i=0 i=1 i= i=3 i=4 i=0 i=1 i=2 i=3 i=4
h=0 7% 7% 7% 7% 7% 7% 7% 7% 7% 7%
DO0S0 =1 21% 21% 21% 21% 21% 21% 21% 21% 21% 21%

=
[

=0 7% 7% 7% 7% 7% 21% 3% 3% 3% 3%
D151 =1 21% 21% 21% 21% 21% 3%% 17% 17% 17% 17%
43%

=0 7% 7% 7% 7% 7% 23% 3% 3% 3% 3%
D351 h=1 21% 21% 21% 21% 21% 36% 17% 17% 17% 17%
40%

=0 7% 7% 7% 7% 7% 26% 2% 2% 2% 2%
D451 h=1 21% 21% 21% 21% 21% 40% 16% 16% 16% 16%

he2 | |70% 71% 71% 71% 71% | | 35%

=
[

=y
Il

p=30 p=100
Modelo h i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=0 i= i=2 i=3 i=
h=0 25% 0% 0% 0% 0% 25% 0% 0% 0% 0%

DOSO | h=1 0% 0% 0% 0% 0% 0%
h=2 | | 0% 1001100 100% T100%1
h=0 | [28% 0% 0% 0% 0%
DIS1 | h=1 4% 4% 4% 4%

-0 0% 0% 0% 0%
D3S1 | h=l || 1% 21% 21% 31% 21%
he2 || 0% [[79% 79%  69% 79% |

=0 | [26% 0% 0% 0% 0%
D451 | h=l 0% 0% 7% 0%

h=2 | [ 0% [400%1100% " 98% [100%1

En algunos casos se obtienen probabilidades deterministicas (concentradas en una
categoria), y en otros se reparte la probabilidad entre dos zonas con valores que tienden
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a 25% y 75%. Se observan numerosas combinaciones de resultados, incluso para un
mismo pardametro pu o para un mismo modelo.

5.8.3. C12 - Sensibilidad al punto de partida de las probabilidades de
localizacion para distintos valores de A

A continuacion se analiza la sensibilidad de las soluciones del modelo al punto de partida
de las probabilidades, utilizando un valor bajo del parametro Gumbel del modelo de oferta
(A = 1) y uno alto (4 = 4). Estos valores son adecuados para apreciar los efectos.

5.8.3.1. Valor A

Se observa que la oferta de todos los modelos converge a un tinico valor para distintos
valores de la oferta inicial. El modelo de equilibrio DOSO converge en el primer periodo.
Por su parte, los modelos de cuasiequilibrio convergen al cabo de algunos periodos.
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Figura 5.60: C12 — Oferta localizada en la zona 0, con A=4, para cada valor de la oferta inicial,

por periodo, para cada modelo por separado

5.8.3.2. Valor A=4

A diferencia del caso 1 = 1, en este caso aparecen soluciones multiples segtin el valor
inicial de la oferta. E1 modelo D0S0O entrega dos soluciones constantes desde el principio
segun el punto de partida de las probabilidades. Los modelos de cuasiequilibrio también
entregan dos soluciones, pero demoran mas en estabilizarse.
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Figura 5.61: C12 — Oferta localizada en la zona 0, con A=4, para cada valor de la oferta inicial,
por periodo, para cada modelo por separado

5.8.4. C13 - Sensibilidad al punto de partida de las probabilidades de
localizacion para distintos valores de p

Del mismo modo que en la subseccion anterior, a continuacion se analizan los efectos del
aumento del pardmetro u en la dependencia del valor inicial de oferta.

5.8.4.1. Valoru=1

Para un valor de u = 1, se observa que la solucién de todos los modelos (de equilibrio y
cuasiequilibrio) es independiente del punto de partida (la dependencia desaparece en el
tiempo).
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Figura 5.62: C13 - Probabilidad de localizacion para el hogar 0 en la zona 0, con p=1, para cada
valor de la oferta inicial, por periodo, para cada modelo por separado

5.8.4.2. Valoru=>5

Para un valor de u =5 ya se observan multiples soluciones en los modelos de
cuasiequilibrio. El modelo de equilibrio, sin embargo, mantiene su solucion unica. Los

modelos de cuasiequilibrio entregan dos soluciones segtin el punto de partida de las
probabilidades.

121



DO0SO0 - Probabilidad de localizacion

D1S1 - Probabilidad de localizacion

P,,(h=0,i=0) P, (h=0,i=0)
1.2 2
. 1 F
— DOSO-p=5-PhVTO=O e )] 51-p=5-Phvi0=0
s DOS0-p=5-Phvi0=0.25 i e D1S1-p=5-Phvi0=0.25
2 e D0S0-=5-Phvi0=0.5 @ e D151-u=5-Phvi0=0.5
& e D0S0-1=5-Phvi0=1 § 0 | e D151-p=5-Phvi0=1
= © '
> >
-2 0 2 4 6 8 10 -2 10
Periodos Periodos
D3S1 - Probabilidad de localizacion DA4S1 - Probabilidad de localizacion
P, (h=0,i=0) P, (h=0,i=0)
T 2
1| . 1L e D451 -=5-Phvi0=0
— D3Sl-p.=5-th¥0=0 e D451 -u=5-Phvi0=0.25
o\l — D3Sl-p=5-PhV}0=0.25 08\ e D451 -p=5-Phvi0=0.5
2 e D351 -u=5-Phvi0=0.5 " ’ e D451 -u=5-Phvi0=1
g 0 s D351 -u=5-Phvi0=1 £
< c
> —_— >
0.
0'/\
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Periodos Periodos

Figura 5.63: C13 - Probabilidad de localizacidon para el hogar 0 en la zona 0, con =5, para cada
valor de la oferta inicial, por periodo, para cada modelo por separado

122



5.9. Resumen de las conclusiones de los casos analizados

La siguiente tabla resume las principales conclusiones del analisis de casos.

Tabla 5.8: Resumen de las principales conclusiones del analisis empirico

Caso

Conclusiones principales

Andlisis de casos de uso

C1 - Modelo irrestricto, ciudad con variables
exogenas constantes

C2 - Modelo irrestricto, ciudad con crecimiento a
tasas constantes

C3 - Ciudad con poblacién constante y atributos
variables en el tiempo y convergentes

C4 - Shock tinico

C5 - Shocks multiples

C6 - Modelo con restricciones

Se verifica el Teorema 4.1: el resultado del modelo de
equilibrio es siempre el mismo, y los de cuasiequilibrio
convergen al resultado de equilibrio en el tiempo.

Se verifica que, en virtud de la Propiedad 4.3, este caso es
equivalente al de ciudad invariante.

Se verifica el Teorema 4.2: los modelos de equilibrio y
cuasiequilibrio tienden al mismo resultado en tiempo
infinito.

Los modelos de cuasiequilibrio reaccionan con desfase al
shock, estabilizandose en aproximadamente 2 periodos. El
de equilibrio reacciona de forma instantanea a costa de un
gran nimero de iteraciones.

Los modelos de cuasiequilibrio tienden a alejarse
fuertemente del resultado de equilibrio. Una vez que
pasan los shocks, se acercan nuevamente. El modelo de
equilibrio absorbe los shocks instantaneamente.

Los modelos de cuasiequilibrio convergen al mismo
resultado del de equilibrio, pero realizan un mayor
numero de iteraciones.

Analisis de sensibilidad a las condiciones iniciales

C7 - Sensibilidad al punto de partida de la postura
de referencia

C8 - Sensibilidad al valor inicial de la probabilidad
inicial

C9 - Sensibilidad al punto de partida de la oferta

En todos los casos se constata que el modelo de equilibrio
es independiente del punto de partida, y que los modelos
de cuasiequilibrio presentan variaciones en los primeros
periodos, que se disipan a medida que el tiempo tiende a
infinito.
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Resumen de las principales conclusiones del analisis empirico (continuacion)

Analisis de sensibilidad a los parametros de los modelos logit

C10 - Sensibilidad de la solucién al parametro de
oferta A

Cl11 - Sensibilidad de la solucién al parametro de
demanda p

C12 - Sensibilidad al punto de partida de las
probabilidades de localizacién para distintos
valores de A

C13 - Sensibilidad al punto de partida de las
probabilidades de localizacién para distintos
valores de p

Los resultados de oferta se hacen mas deterministicos a
medida que el pardmetro A aumenta, concentrando la
totalidad de la oferta en una sola zona.

Los resultados se hacen mas deterministicos a medida que
p aumenta. Ademds, se observan casos de no
convergencia para algunos modelos de cuasiequilibrio.

Para valores bajos de A la oferta de todos los modelos
converge a un unico valor, independientemente de las
condiciones iniciales (si bien los modelos de
cuasiequilibrio son sensibles en los primeros periodos).
Para valores altos de A, aparecen soluciones multiples
dependientes del valor inicial de la oferta.

Para valores bajos de p se observa que la localizacion de
todos los modelos converge a un unico valor
independiente del punto de partida (si bien los de
cuasiequilibrio son sensibles en los primeros periodos).
Para valores altos de p se observan multiples soluciones
en los modelos de cuasiequilibrio, dependientes del punto
de partida de las probabilidades, mientras que el de
equilibrio mantiene su solucién tinica.
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Capitulo 6

Discusion y conclusiones

6.1. Discusion

En este trabajo se estudian 5 modelos de demanda y 2 de oferta, comenzando por modelos
de equilibrio e introduciendo luego el cuasiequilibrio. En el caso de los modelos de
demanda, se introdujo progresivamente un desfase en la captura de los atributos de
mercado por parte de los agentes, un desfase en la interaccion de los agentes a través de
las posturas de referencia —-ambos como en Martinez y Donoso (2011), y un desfase en las
rentas utilizadas como fuente de informacion para la toma de decision -siguiendo a
Hurtubia et al. (2012)-. El dltimo de estos modelos de demanda logra eliminar todo
calculo de puntos fijos de su estructura funcional.

Respecto a los modelos de oferta, se introdujo un modelo que incorpora desfases entre el
instante en que se toma la decisién de construir y el instante en que los nuevos inmuebles
entran al mercado. Se incorpora el supuesto de que los desarrolladores inmobiliarios
tienen informacion perfecta sobre la demanda total agregada del sistema y sobre las
regulaciones que estaran vigentes al momento de entrar al mercado. Por otra parte, en
ambos modelos se mantuvo la componente regulatoria inalterada, por lo que, en caso de
existir regulaciones activas, siempre se realizard un calculo de punto fijo.

Si bien los modelos de cuasiequilibrio por definicion no alcanzan el equilibrio en cada
periodo, se mostrd que aparecen fuerzas de mercado que los impulsan en la direccion del
equilibrio. En el caso de que los atributos exdgenos de la ciudad simulada se estabilicen,
los modelos de cuasiequilibrio convergen a los resultados de equilibrio en el tiempo, y se
hizo extensiva esta propiedad al caso donde la poblaciéon contintia creciendo pero
alcanzando una tasa unica y constante. Esto se demostrd analiticamente para una
expresion generalizada de los modelos de cuasiequilibrio, que permite en particular
reproducir cualquiera de las introducidas originalmente. En este proceso se introdujo
como supuesto la contractancia global de las funciones que describen los modelos de
cuasiequilibrio. Si bien esto ultimo no fue demostrado analiticamente, se encontraron
condiciones suficientes para que se cumpla (sin requerir que los modelos sean de tipo
logit), y el supuesto fue validado ampliamente por las simulaciones realizadas, salvo
cuando los pardmetros de las funciones logit toman valores muy grandes. El andlisis
empirico de los casos para una ciudad estable, una ciudad con poblacion creciente a tasas
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constantes y una ciudad con atributos variables y convergentes en el tiempo, validan los
resultados analiticos.

Por otra parte, se demostrd que la solucion de los modelos de cuasiequilibrio, cuando
estos son aplicados sobre una sucesion infinita de periodos, es independiente del camino
seguido, y s6lo depende del estado de la ciudad en el instante final. Este resultado
permitié demostrar que, si se considera un intervalo de tiempo fijo particionado sobre el
cual se calculan valores de cuasiequilibrio, una particion mas fina da lugar a resultados
mas cercanos al equilibrio.

En caso de existir shocks instantaneos en los valores de las variables exdgenas —caso
homologable a recomenzar desde un nuevo punto de partida— se verifico de forma
empirica en el analisis de casos que, tras los periodos con shocks, todos los modelos se
vuelven a aproximar relativamente rapido al valor de equilibrio, tardando en general
entre 1y 3 periodos de calculo. No obstante, cabe sefialar que si se aplican constantemente
shocks, los resultados podrian estar permanentemente lejos del equilibrio.

Las diferencias en la estructura funcional de los modelos permiten caracterizar la
velocidad de convergencia al equilibrio segtn el grado de informacion que manejen los
agentes. En general, mientras mas imperfecta sea ésta, se realizan menos calculos de
punto fijo, y por lo tanto la convergencia es mas lenta tras un shock. Se verifica que el
modelo mas restringido en informacion (D4S1) es el que tarda mas en volver al equilibrio.
No obstante, se constaté que un modelo intermedio, donde sdlo se desfasa la interaccién
de los agentes a través de las posturas de referencia (D2S1), converge de forma mucho
mas lenta debido a su estructura funcional: las variables que se ajustan en cada periodo
son muy pocas, por lo que el modelo tiene menos libertad para converger.

Los modelos descritos hasta ahora fueron calculados sin considerar restricciones activas.
Estas fueron analizadas separadamente en un caso de analisis empirico, que permiti6
mostrar que, de acuerdo a su disenio, los modelos de cuasiequilibrio presentaron un
numero elevado de iteraciones, incluso aquellos que tienen un modelo de demanda sin
puntos fijos. Se conservo la rdpida convergencia de la variable oferta, siendo levemente
mas lenta para el modelo con mayor imperfeccion de informacién. Todos los modelos
terminaron por estabilizarse en el resultado de equilibrio.

El andlisis de sensibilidad al punto de partida de las distintas variables endgenas mostré
que, para las condiciones basales de los modelos (pardmetros de los modelos logit con
valor 0,5), todos los modelos de cuasiequilibrio son insensibles al punto de partida en el
largo plazo, y que los efectos de cambiarlos desaparecen rapidamente.

Sin embargo, en linea con los resultados para el modelo RB&SM de Martinez y Henriquez
(2007), los modelos se hacen sensibles al punto de partida a medida que aumenta el valor
de los parametros de los modelos logit (1 de localizacion y A de oferta).
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Los resultados de Martinez y Henriquez (2007) para el modelo RB&SM permitian prever
que los modelos de cuasiequilibrio se harian inestables para valores muy altos de
parametros de los modelos logit, entregando soluciones multiples. Esto se verifico
empiricamente, encontrando que a medida que dichos valores se elevan, los modelos de
cuasiequilibrio oscilan entre multiples soluciones.

Un desafio que no pudo ser abordado en este trabajo es la aplicacion a datos de una ciudad
real. La informacion disponible para Santiago proviene de fuentes diversas, y es
insuficientes en lo que respecta a las variables exdgenas (accesibilidad, superficies
construidas y tipos de inmueble existentes, etc.), por lo que no fue posible construir una
serie de tiempo adecuada para la aplicacion de modelos sensibles de cuasiequilibrio. No
obstante, las definiciones y los resultados tedricos y empiricos presentados son escalables
a cualquier aplicacion real.

Sibien el analisis de este trabajo fue hecho a partir de una formulacion agregada de zonas
geograficas y agentes demandantes, es posible adaptar las expresiones para representar
las decisiones de individuos en lugar de clusters. Tanto la versidon original como una
posible adaptacion pueden ser utilizadas para definir reglas de asignacion en modelos de
microsimulacion.

6.2. Conclusiones

El trabajo realizado a lo largo de esta tesis aporta al estado del arte de los modelos de
equilibrio de localizacion urbana a través de la validacion de la introduccion de dindmica
a través de modelos de cuasiequilibrio, lo conlleva una mayor representatividad del modo
en que fluye la informacién entre los distintos agentes del mercado inmobiliario. Las
formulaciones introducidas en este trabajo pueden servir para extender modelos
existentes de equilibrio o desarrollar nuevas aplicaciones, en la medida de que existan
suficientes datos disponibles a nivel intertemporal. Por otra parte, los modelos de
cuasiequilibrio permiten vincular los modelos de equilibrio con los de microsimulacion,
reemplazando las reglas de aplicacion de los estos por expresiones econdmicamente
consistentes y que presentan fuerzas de mercado que las llevan a un equilibrio en el largo
plazo. La formalizacién de estas propiedades hecha en este trabajo es un aporte para el
sustento tedrico de este tipo de aplicaciones.

Las principales contribuciones de este trabajo son el haber generado una estructura tedrica
que sustenta las distintas configuraciones posibles de modelos de cuasiequilibrio —en
particular las de Martinez y Donoso (2011) y en Hurtubia et al. (2012)-, y haber
demostrado que estos mantienen el sustento microecondémico, con fuerzas de mercado
que los impulsan al valor de equilibrio con el paso del tiempo y con la capacidad de
absorber shocks en funcidon de cudn espaciados en el tiempo se encuentren estos.
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Se mostro que en la medida que una ciudad se estabiliza, los modelos de cuasiequilibrio
convergen al resultado de equilibrio, excepto cuando el comportamiento es muy
deterministico. Es posible suponer que las ciudades en desarrollo presentan un mayor
numero de “shocks”, mientras que las ciudades mas desarrolladas presentan un
comportamiento mas estable, lo que daria sustento a este tipo de escenarios.

Los modelos recuperan con rapidez su estabilidad al enfrentarse a shocks, son
independientes del punto de partida, y en caso de ser aplicados en un intervalo
particionado de tiempo, donde los cambios en la oferta y la transmision de la informacion
ocurren mas rapidamente, los resultados se acercan mas al equilibrio mientras mas fina
sea la particion. Esto sugiere que es posible desarrollar modelos donde se calibre el
tamano de los periodos, y obtener conclusiones sobre la lejania de la ciudad respecto al
estado de equilibrio y las fuerzas de mercado que la impulsan hacia éste.

El analisis empirico permitié corroborar que los modelos de cuasiequilibrio son, en
general, mas eficientes en el uso de recursos computacionales que el de equilibrio. Los
modelos de cuasiequilibrio consistentemente llegan al resultado de equilibrio en un
numero total de iteraciones menor, incluso en el caso de la ciudad estable. Este resultado
solo es violado en el caso de los modelos con regulaciones, que en su version de
cuasiequilibrio conservan sus puntos fijos cuando existen restricciones activas, y pueden
converger mas lentamente que el modelo de equilibrio.

Los modelos de cuasiequilibrio, cuando se ejecutan para un numero suficiente de
periodos, son estables frente a los cambios del punto de partida e independientes del
camino de la solucién (path-independent). No obstante, aparecen inestabilidades cuando
los parametros de los modelos logit son muy grandes. Esto corresponde a acercarse al caso
deterministico “todo o nada”, que es precisamente lo que busca evitarse al introducir
estocasticidad en los modelos, por lo que la existencia de estas inestabilidades no
constituye una limitacion importante.

Los analisis fueron realizados con una ciudad simplificada y sin un modelo calibrado con
datos reales, con el fin de simplificar el analisis y aislar los efectos de mejor forma. No
obstante, la definicion original de los modelos definidos, su generalizacion matematica y
las propiedades analiticas y empiricas (asi como también el simulador desarrollado) son
escalables a cualquier aplicacion real, con la inica restriccion de los datos disponibles y la
capacidad de célculo.

Este trabajo aporta sustento tedrico y empirico a la siguiente afirmacién: utilizando
modelos de cuasiequilibrio dindmico para la oferta y para la demanda, es posible
construir modelos de microsimulacién con mecanismos de remate, con base
microecondmica y con precios enddgenos, que presenten fuerzas de mercado que los
aproximen al equilibrio econémico de forma estable.
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6.3. Lineas de investigacion futura

El trabajo realizado da lugar a numerosas lineas de investigacion, que apuntan
profundizar en la caracterizacion teorica de los modelos de cuasiequilibrio y aplicar estos
en la modelacion por microsimulacion.

Resulta de interés introducir otras configuraciones del modelo de oferta, introduciendo
en particular mecanismos de regulacion continuos y diferenciables.

La caracterizacion completa de la contractancia de los modelos de cuasiequilibrio es un
tema abierto, de gran interés tedrico, y cuya formalizacion involucra numerosos aspectos
de la teoria matemadtica de puntos fijos y funciones contractantes. En este trabajo se
realizaron avances respecto a dicha caracterizacion.

Respecto a posibles aplicaciones reales, el permanente desarrollo de las bases de datos
geoespaciales de Chile, asi como la disponibilidad de datos de otros paises puede permitir
en el corto plazo la realizaciéon de un estudio que utilice modelos similares a los
introducidos en este trabajo.

Finalmente, una importante linea de trabajo es la aplicaciéon del paradigma de
cuasiequilibrio a modelos de microsimulacion. Si bien los modelos desarrollados utilizan
un enfoque agregado, pueden ser facilmente adaptados a un enfoque basado en agentes
—como en Hurtubia et al. (2012)- o a reglas de asignacion de un modelo de automatas
celulares —como del de Ramirez et al. (2014)—-, para incorporarse a modelos de mayor
escala existentes o para la generacion de nuevas plataformas de modelacion.
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Anexo 1

Implementacion de un prototipo
computacional

Se ha desarrollado un prototipo computacional, capaz de realizar la simulacién de
modelos de equilibrio y de cuasiequilibrio sobre datos de una ciudad introducidos por el
usuario, para horizontes de tiempo arbitrarios. Las caracteristicas del modelo, los datos
de la ciudad y los parametros especificos de la corrida se entregan al programa en
archivos de texto, de acuerdo a un formato establecido. El programa incluye una interfaz
grafica simple, capaz de graficar las distintas variables de salida de los modelos para una
ciudad de tamafio reducido. El desarrollo de este programa se realizé en Phyton 2.7.2,
utilizando la biblioteca Numpy para el tratamiento de matrices y la biblioteca Matplotlib
para la interfaz grafica.

Allocated H_h_vi per location
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Figura: Interfaz grafica del simulador

Seleccion de tiempo y nUmero de
iteracion para graficar
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Estructura del programa

A continuacién se describe la estructura de la plataforma computacional disefiada. Fsta
es de cddigo abierto, y se encuentra disponible para descarga en el repositorio
https://github.com/cristeprado.

Archivo Qsim.py

Clase: “SimulationStep”

Input: self, N_h, N_vi: corresponden a las dimensiones de hogares y de localizaciones.

El concepto “step”: se refiere a cada estado de la simulacion. Puede corresponder a una
iteracion dentro de un periodo o al resultado de un periodo. Si hay T periodos, habra T+2
steps, pues python permite la notacion steps[-1] y steps[-2] para acceder a los dos tltimos
elementos del arreglo. Esto permite almacenar en las ultimas 2 posiciones del arreglo los
valores de inicializacion para los periodos de modelacién t=-1y t=-2

Métodos:

e copy: devuelve una copia independiente del objeto. Sirve para duplicar los valores
de una iteracion durante el proceso iterativo.

Clase: “Simulation”

Input: data, model, sim_name (opcional)

Variables de instancia:

e self.params: contiene el set de parametros del modelo

e self.households_data: contiene la informacién de hogares

e self.probs_init: contiene la informacién de inicializacion de probabilidades
e self.locations_data: contiene la informacion de las zonas

e self.model: referencia al modelo que se ejecutara en la simulacion

e self.sim_name: almacena el nombre de la simulacion
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Métodos:

e _ init_ :inicializa el objeto, crea un objeto de parametros,

e make_step: crea un nuevo paso temporal de la simulacion

e init_steps: inicializa los pasos temporales, de t=-2 a t=T. Asigna los vectores
iniciales parab_h, P_h_i, gamma_i, S_i.

e Init_population: invocado por init_steps. Si el parametro “use_explicit_pop” es
verdadero, lee la poblacion inicial de los datos. Si no, la construye a partir de una
matriz inicial, aplicando un factor de crecimiento (incluido en los parametros).

e Run: ejecuta la simulacion, llamando al método “calc” del modelo y pasandole
como input los pasos de simulacion.

Archivo Readers.py

Se presenta dividido en dos partes. La primera contiene las clases DataReader,
ParameterSetReader, VerticalVectorReader, HorizontalVectorReader y MatrixReader.

Las ultimas 4 extienden a la primera (herencia). La tinica variable de instancia (heredada
de la clase padre) es “file_handler”, que corresponde a un archivo de entrada cuyo
nombre se recibe como input.

Todas las clases implementan el método “get_data”, que accede al archivo contenido en
la variable de instancia, leen la informacion y la introducen en un objeto de “DataSet” o
“ParameterSet” (definidos mas abajo).

La segunda parte contiene las clases DataSet y ParameterSet, que estan vacias, pues sdlo
sirven para contener los datos leidos. ParameterSet extiende a DataSet.

No se impone ninguna restriccion ex-ante al tipo de datos que dichas clases contienen. No
obstante, los métodos que crean estas clases cumplen lo siguiente:

ParameterSetReader crea un objeto ParameterSet a partir del archivo de parametros. Este
consiste en lineas, cada una con dos strings separados por coma. El primer string es el
nombre y el segundo un numero. El método crea variables de instancia del ParameterSet
con los nombres de los parametros leidos, y les asigna el valor correspondiente (intenta
asignarlo como entero, y si falla, lo asigna como double).

VerticalVectorReader y HorizontalVectorReader leen archivos de vectores verticales y
horizontales respectivamente. Ambos consisten en lineas que contienen informacion
separada por comas. El primero tiene los nombres de las variables en la primera linea y
los datos verticalmente hacia abajo, el segundo contiene los nombres en la primera

135



posicion de cada linea, y los datos correspondientes a continuacion en la misma linea. Los
métodos crean un numpy.vector’ de 2 dimensiones para cada variable, asignan los valores
(en la primera dimension si es vertical y en la segunda si es horizontal), crea un
diccionario!® en un DataSet y le asigna una entrada con el nombre de cada variable y su
valor correspondiente. Los valores se almacenan como tipo float.

MatrixReader lee informacion matricial de un archivo, que contiene el nombre de la
matriz en la primera linea, y los valores matriciales en las siguientes. En cada linea los
valores estan separados por comas. Crea una variable de instancia con el nombre de la
matriz en un objeto de tipo DataSet y devuelve el DataSet.

Estos métodos no verifican la validez de los nombres de las variables, por lo que el usuario
debe verificar estas condiciones si realiza modificaciones.

Archivo Models/model.py

Clase Model

Clase estructural de los modelos. Los modelos creados por el usuario deben extender a la
clase Model e implementar sus métodos.

Input: self, data

Variables de instancia: params, households_data, locations_data (todos leidos desde el

input “data”)
Meétodos:

e calc(dm, t): es llamado por el método “run” de la simulacion, descrito mas arriba.
Recibe un set de “steps” de simulacién y el periodo actual de calculo. Ejecuta las
iteraciones para un periodo. En particular, para cada iteracion almacena una lista
de los valores de todas las iteraciones (arreglo de “steps”) y actualiza los valores
llamando a los otros métodos de la clase.

e C(Calc_delta: calcula una medida de distancia entre dos iteraciones consecutivas.
Cuando esta distancia es menor que la tolerancia definida en los parametros, se
considera que el modelo convergio6 a un valor.

° Numpy es una biblioteca de Python, que permite manejar datos matriciales de forma similar a la de
Matlab.

10 EI objeto diccionario en python permite asociar objetos a un nombre de tipo string. La lectura se realiza
por medio de tablas Hash, en tiempo o(1) para todo efecto practico.
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e Calc b _h, Calc_ P _h_vi, Calc_r_vi, Calc_S vi, Calc_b_h_vi: métodos vacios, son
implementados por cada modelo especifico. Los modelos creados por el usuario
deben extender a la clase Model.

e Calc_gamma_vi, calc_I h_vi, calc B_h_vi, calc_I2, calc_avgZ vi: valores
calculados con férmulas definidas en base a los calculados anteriormente.

Otros archivos

Plotter.py

Contiene la clase “Plotter” que utiliza la biblioteca “matplotlib” de Python para generar
una interfaz gréafica de visualizacion de los resultados de una simulacién. Permite
seleccionar los datos que se despliegan, escogiendo entre las variables de simulacién (b_h,
b_hvi, P_hvi, etc.), y por medio de un deslizador, escoger la iteracion y el periodo.

Report_generators.py

Contiene la clase “ReportGenerator”, que recibe un objeto de la clase “Simulation”
(después de la ejecucion de “run”) e imprime reportes en base a los resultados. Recibe
como input también la direccion de la carpeta de salida de los reportes.

Custom_report_generators.py

Practicamente idéntica a la anterior, contiene la clase “CustomReportGenerator”, que
ejecuta reportes personalizados por el usuario.

Test.py

Contiene diversas clases que ejecutan tests de las distintas funciones de todas las clases,
utilizando datos ficticios. Si la ejecucion del programa test.py no arroja ningtn error, los
tests fueron aprobados correctamente. Permite realizar modificaciones de las clases y
verificar que ninguna funcionalidad result6 alterada. Debe actualizarse cada vez que se
agrega una nueva funcionalidad. Utiliza la biblioteca “unittest” de Python.
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Anexo 2

Analisis especifico del modelo D2S1

El analisis de casos reveld la necesidad de excluir el modelo D2S1 de las simulaciones,
pues su convergencia es mucho mas lenta que aquella del resto de los modelos. A
continuacion se justifica esta decision, y se muestra empiricamente que el modelo, si bien
tarda mas, alcanza de todas formas la convergencia en el tiempo, tal como predicen los
resultados tedricos. El modelo D2S1 estd descrito en la seccion 5.2.

Modelo D251 en ciudad con variables exdgenas constantes —
comparacion con los otros modelos

El primer escenario analizado corresponde a una ciudad invariante (como la descrita en
la seccion 4.4.1). Las principales caracteristicas son:

1. La poblacién de cada segmento de residentes es constante.
2. Los atributos exdgenos de la funcion de postura son constantes.
3. Las restricciones a la oferta no son activas

Se presentan a continuacion los resultados necesarios para justificar la separacion del
analisis del modelo D2S51.

Numero de iteraciones

Se observa que el numero de iteraciones del modelo D251 excede fuertemente al nimero
de iteraciones del resto de los modelos.
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Figura: C1 - Numero de iteraciones por modelo y por periodo (incluyendo el modelo D25S1)

Probabilidad de localizacion

Del mismo modo, no se observa convergencia en los valores de las probabilidades de
localizacidn, la postura de referencia, ni otras variables. Esto queda representado por la
siguiente figura, que representa la evolucion de los valores de la probabilidad de
localizacion para la categoria O y la zona 0 en el tiempo.

0.12

Probabilidad
o o o o
=) o =) =) IS
™1 = >N & -

o

Probabilidad de localizacion
P,,;(h=0,i=0)

e D0S0-C1

D1S1-C1
e D251-C1
e D351-C1

—DI451—C1

0 2 4 6 8 10

Periodos

Figura: C1 - Probabilidad de localizacion para la categoria de hogar 0 y l1a zona 0, por modelo
y por periodo (incluyendo el modelo D2S1)
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Oferta inmobiliaria

A diferencia de las variables anteriores, la oferta alcanza la convergencia a la misma
velocidad que el resto de los modelos, como muestra la siguiente figura. Esto se debe a
que el modelo de oferta de D251 es el mismo que el utilizado en los otros modelos de
cuasiequilibrio.

Oferta localizada

S,(i=0)

450

400

350

» 300 F
K
2250 e D0S0-C1
g 200 | D151-C1
£ I e D25 1-C1
5 150 e D3S1-C1
S 100 | e DA4S1-C1
£ 50 |
B
Z 0 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura: C1 - Oferta localizada en la zona 0, por modelo y por periodo (incluyendo el modelo
D2S1)

Postura de referencia

Por su parte, la postura de referencia b, de todos los modelos converge (a valores
distantes en una constante), salvo por el modelo D2S1, que oscila sin aparentemente
converger.
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Postura de referencia relativa
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» 02 e D251-C1
o3 D351-C1
i e D4S1-C1
04+ Jy
AR A

05 \4 AV 4 N\
0.6

0.7

Periodos

Figura: C1 - Postura de referencia relativa del agente 0 respecto al agente 1, por modelo y
periodo (incluyendo el modelo D2S1)

La aparente no-convergencia del modelo D251 en estos 10 periodos se estudia en detalle
a continuacion, expandiendo el rango de analisis.

Modelo D2S1 en ciudad con variables exdgenas constantes —
numero de periodos extendido

Los resultados tedricos sugieren que el modelo D251, como el resto, debe converger en el
tiempo cuando la ciudad es estable. Esto en principio se contradice con los resultados
observados en 4.4.2, por lo que se estudia a continuacion el comportamiento del modelo
D251 para periodos de andlisis mas largos.

Numero de iteraciones

Se observa que el modelo alcanza la convergencia efectivamente, pero en un nimero de
periodos mayor que los otros modelos estudiados. El nimero de iteraciones decrece hasta
1 iteracion por periodo aproximadamente 500 iteraciones. Es esperable que el nimero de
iteraciones decrezca en el tiempo, en la medida que la diferencia entre los valores entre
dos iteraciones consecutivas sea cada vez menor. A partir del instante en que dichas
variaciones son menores al nivel de tolerancia (condicion de salida de las iteraciones), se
observa una sola iteracion por periodo.
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Figura: C1 - Namero de iteraciones por periodo para el modelo D2S1, con nimero de periodos
extendido

Probabilidad de localizacion

La probabilidad de localizacion se estabiliza en el limite y de forma oscilatoria, lo que se

aprecia en la figura. En el periodo 120, la variacién de un periodo al siguiente ya es menor
al 1%.

Probabilidad de localizacion

012 P, ;(h=0,i=0)

0.1 —— D2S1-C1

0.08

0.06

0.04 |

Probabilidad

0.02

0 50 100 150

Periodos

Figura: C1 - Probabilidad de localizacion para la categoria de hogar 0 y la zona 0 para el
modelo D2S1, con numero de periodos extendido
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Oferta inmobiliaria

El modelo de oferta alcanza la convergencia, como muestra la siguiente figura para la
zona 0.

Oferta localizada

S,(i=0)
450

400
350 ——D2S1-C1
300

250
200
150
100

50

Nuamero de inmuebles

0 20 40 60 80 100 120

Periodos

Figura: C1 - Oferta localizada en la zona 0 para el modelo D2S1, con namero de periodos
extendido

Postura de referencia

La lenta convergencia de este modelo en comparacion con los otros estudiados se debe a
la forma funcional de la postura de referencia.

b L 2 S{"exp (bhi(P.fi_l'Zt_l))
=——In
" — H} exp u (b,tl* + bhl-(P_lti"l,Zt‘l)) + Ynen HE, expu (b,tl,"1 + bh,i(P_lti_l,Zf‘l))

A diferencia de los otros modelos estudiados, éste calcula el punto fijo sobre solo una
variable: para cada h, el valor de b, es el inico considerado en el punto fijo. Esto otorga
un grado de libertad mucho menor al modelo, a diferencia de los otros que, cuando
permiten el cdlculo de puntos fijos, lo hacen simultdneamente sobre todo el vector de
valores by, para cada valor h, lo que asegura una convergencia mas rapida.
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Postura de referencia
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Figura: C1 - Postura de referencia del agente 0 para el modelo D2S1, con namero de periodos
extendido

En efecto, en cada iteracion, el vector b, se inicializa con los valores de la iteracion
anterior, como expresa la siguiente ecuacion discretizada:

1
bt =—=In
u

5 St expu (b (P 2471))

= HE expt (b + by (P, 2670) ) + Sren HE exppt (BE + by (PG, 271))

En cada iteracidn, cada valor b, depende sélo de su valor en la iteracion n — 1, y no existe
interaccion entre los distintos by. Esto explica la lenta convergencia, pues existen menos
grados de libertad para el ajuste, y puede explicar el comportamiento oscilatorio, si una
iteracion lleva las posturas de referencia a un nuevo valor, para luego volver a un valor
cercano al anterior en la iteracion siguiente.
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