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COMPARACION Y PRUEBA DE MODELOS PARA GENERACION DELECTRICIDAD
POR VIGAS PIEZOELECTRICAS ENFOCADO A PEQUENOS DISPIDIVOS
ELECTRONICOS

Los materiales piezoeléctricos entregan la podinili de generar electricidad gracias a
diferencias de voltaje que se generan al deforma#b principio anterior, mezclado con un
agente externo que logre deformarlos periédicamerti@cerlos vibrar, puede convertirse en una
fuente de energia para multiples dispositivos @aatos, tomando significativa importancia en
dispositivos de control que se encuentren en zos@m®tas o de dificil acceso, en donde la
mantencion y cambio de bateria se vuelva una opeidgable, 0 demasiado costosa.

El objetivo de este trabajo es reproducir y compdras modelos existentes para vigas
piezoeléctricas, el primero es un modelo de unadal libertad y los siguientes dos, modelos
continuos, uno de estos considera el acoplamidetdre@mecanico y el otro no. Los modelos

predicen el voltaje, corriente y potencia produsiém funcion de la frecuencia que excita el
sistema, y se busca determinar cual de ellos repi@snas fidedignamente la realidad y bajo qué
condiciones es adecuado utilizarlos.

En los modelos continuos existen multiples frecisnoaturales que se corresponden con los
modos de vibracion. Para un mismo nivel de acetamaen la base, el modo que genera mayor
voltaje, corriente y potencia, es el primero, podes si se busca energizar un dispositivo
electrénico se debe buscar que el agente excitidta viga la haga resonar al primer modo de
vibracion. Debido a esto es que en trabajo de ieskai@nergia generada gracias al primer modo.

Como resultado del analisis de cada modelo se dgraugue, cada modelo tiene una resistencia
optima para la cual produce la mayor potencia p@sk objetivo final si se quiere implementar
esta tecnologia es determinar cual es esa resatelecmanera que el dispositivo que es objeto
de la energia, tenga la mayor cantidad de estardlsp.

Los tres modelos teéricos son comparados entre glton datos experimentales, estos ultimos
obtenidos luego de testear una viga piezoelécteah Para realizar la comparacion se definen
tres indicadores de error llamados “error de pe@kior de frecuencia” y “error de disipacion”.
Estos miden las diferencias que existen entre lasas teoricas de voltaje y la curva
experimental, en particular comparan el voltaje iméxfrecuencia natural y ancho de las curvas.

El modelo continuo acoplado es un modelo de fisitey compleja que requiere una gran
experticia para poder ser implementado, no obstaotasiderando los tres tipos de errores, es el
modelo que mejor se ajusta a la realidad.
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1.- Introduccion

En este primer capitulo se entrega una introducid@ndmeno piezoeléctrico y su aplicacion en
la generacion de energia a partir de vibracionasbién se describe la motivacion que tiene este
trabajo de memoria, sus objetivos, alcances y ladoogia seguida para desarrollarla.

1.1.- Antecedentes Generales, Motivacion y Contexto derdbajo.

Los materiales piezoeléctricos entregan la podinili de generar electricidad gracias a
diferencias de voltaje que se generan al deforma#b principio anterior, mezclado con un
agente externo que logre deformarlos periddicamerttacerlos vibrar, puede convertirse en una
fuente de energia para multiples dispositivos eaatos, tomando significativa importancia en
dispositivos de control que se encuentren en zos@®tas o de dificil acceso, en donde la
mantencioén y cambio de bateria se vuelva una opeidable, 0 demasiado costosa.

Lo anterior ha motivado el estudio de generadoeesreérgia en base a vigas piezoeléctricas, y
son muchos los documentos cientificos que han pstps diferentes modelos sobre el

comportamiento de estas vigas a estimulos vibostakternos. Existen modelos hechos por
expertos en las disciplinas de la ingenieria et&gtringenieria de materiales e ingenieria

mecanica, entre otros. Los diferentes modelos geaddistintos resultados respecto de la

diferencia de voltaje y las consiguientes corrigntgotencias eléctricas que pueden obtenerse,
dependiendo de varios aspectos de disefio.

El presente trabajo se enfoca en reproducir y coemp@es modelos existentes para vigas
piezoeléctricas, que predicen el voltaje, corriept@otencia producidos, en funcion de la
frecuencia de excitacion y amplitud del estimuloraiorio que excita la viga. El sistema fisico
sobre el cual trabajan los tres modelos, esté itwidst por una viga compuesta de dos capas de
material piezoeléctrico, con una capa metalicanmeia. La viga se encuentra empotrada en un
extremo, con una masa adherida al otro, y con tegredos unidos a las caras superior e
inferior. Un esquema de la viga puede verse eigla (1.1), y en el capitulo 3 se detallan mas a
fondo cada uno de sus componentes.
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Figura 1.1: Esquema de generador de energia eralvéga piezoeléctrica.[5]

La diferencia entre el primer modelo y los otros dadica en que este supone despreciable la
masa de la viga y solo se centra en el movimieetdadmasa adherida a ella, por lo que es
llamado “modelo de un grado de libertad”, en tagque el segundo y tercero, suponen a la viga
como un medio continuo con masa distribuida unigmante, lo que provoca que el movimiento
de cada uno de los puntos que componen la vigaasendente para el problema. El segundo
modelo considera que el campo eléctrico generatwneimente en el material no afecta su
resistencia mecanica, es decir, el dominio mecanioeléctrico estan desacoplados, en cambio
el tercer modelo los considera acoplados. Por terimn se nombra a estos modelos como
“modelo continuo desacoplado” y “modelo contingo@ado”, respectivamente.

El objetivo Ultimo del trabajo aqui expuesto estedminar cual de los modelos predice mas
fidedignamente el voltaje, corriente y potencia egados, y determinar ademas bajo qué
condiciones es adecuada su utilizacion.




1.2.-Objetivos.

Explicitamente los objetivos de este trabajo ssersiguientes:

Objetivo General:

Reproducir y comparar tres modelos de distinta d¢ejidad para vigas piezoeléctricas, y definir
cual de ellos es el mas fidedigno.

Objetivos Especificos:

Reproducir los tres modelos fisicos y determinas éauaciones que relacionan la
frecuencia de excitacion con el voltaje, la coteenla potencia, para cada uno de ellos.

» Para cada modelo, realizar en Matlab, un prograneapgrmita predecir el voltaje, la
corriente y la potencia como respuesta a una €k@itapara una viga piezoeléctrica
cualquiera.

* Realizar un montaje experimental que permita tesiea viga piezoeléctrica, y medir
empiricamente el voltaje, la corriente y la potancbmo respuesta una excitacion
vibratoria.

» Comparar los resultados experimentales con loggadios por cada uno de los modelos
previamente programados y determinar cudl es elogde error, luego con ello, definir
cual de los dos modelos es el mas fidedigno y logjé condiciones es adecuado
utilizarlos.




1.3.-Alcances

Esta memoria tiene como alcance determinar el jeoltarriente y potencia generados por una
viga piezoeléctrica, independiente del elemento quentualmente podria consumir dicha
potencia. Se supondra que el dispositivo conectad® viga es una simple resistencia y la
potencia medida, serd la que es transferida a Estamportante agregar que, si bien una
resistencia puede simular muy bien el patron deswmo de muchos dispositivos, no todos
pueden ser representados de esta manera.

Esta memoria se ocupa solo de las conexiones mexegara realizar las mediciones de los
parametros deseados, y no de las conexiones edaity que este sistema debiese tener para
estar acoplado efectivamente a un dispositivo réleicio funcional.




1.4.-Metodologia

En la figura 1.2 se muestra un esquema con la wleid de este trabajo, se observan tres
columnas la primera mas a la izquierda son los pasecisos de la metodologia que se
corresponden con los objetivos especificos. Lanspaucentral es el resultado que se obtiene de
completar cada uno de los pasos y la columna desmi los recursos necesarios para completar
cada paso. Las letras V, | y P representan ladb@ad'voltaje”,” intensidad de corriente” y
“Potencia”, respectivamente.

Pasos de la Metodologia Resukiado obtenido

Reproducir Ecunacionesanalificas:
modelos fisicos paa V. 1w P.

Programaren
Grificosde V, Iy P : :
Matlab Modelos T Programa Matlab

T Lt . Il
EsteAT UNA VIEA Grificos de V. I y P Wigas; mstrumentos

experimentales. e mfraestructum de
lxboratone

piezoeléctrica
experimentalmentes

Comparnaciin de
los resultados Informacion ¥ datos Datos
experimentales con comparativos. experimentales y
los simulados simulados,

Concloir cuil de

los modelos es Cumplimientecon &
mias fidedigno y objetivo de la
sus condiciones MEMOTIA

de utilizacidn

Figura 1.2: Esquema de la metodologia de la memoria
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2.- Antecedentes

En este capitulo de antecedentes se revisaransviinas relacionados al trabajo que se
desarrolla mas adelante. Se discutirdn topicos ctamodiferentes fuentes de vibraciones
mecanicas aprovechables para la generacion dei@nelgs métodos para lograrlo, los tipos de
recolectores de energia y sus principios de fuacioento, los problemas y posibles soluciones
de estos recolectores.

2.1.-Contexto de la recoleccién de energia por vibracion

Con el desarrollo de la electrénica de baja pogegcia tecnologia de recoleccién de energia,
sistemas de autoalimentacion se han convertidmgunto de investigacion en la Ultima década.
La principal ventaja de los sistemas autoalimerga@s que requieren un minimo de
mantenimiento lo que hace posible utilizarlos esngescala o desplegados en lugares remotos
gue antes eran impensados por la falta de auton®wmido tanto, el objetivo de la recoleccién de
energia es alimentar dispositivos que funcionenladitosofia deinstalar y olvidar”. Algunas

de las posibles fuentes alternativas de energiaghalia, incluyen la energia solar, la energia
térmica y la energia mecénica. Entre estas fuetdesnergia solar ya ha sido ampliamente
utilizada en fuentes de alimentacién. Las célutdgres proporcionan una excelente densidad de
potencia. Sin embargo, la recoleccidén de energiaamdo fuentes de luz restringe el entorno de
trabajo de los sistemas electronicos. Estos sistenwa pueden funcionar normalmente en
condiciones de poca luz o en condiciones de sutiddaenergia térmica se puede convertir en
energia eléctrica por el efecto Seebeck, pero &rem de trabajo para los sistemas termo
accionado también esta limitado. La energia mea&@epuede encontrar en los casos en que las
energias térmica o solar no son adecuadas, lo ageedue la extraccion de energia a partir de
energia mecanica un enfoque muy atractivo pardirtgemrtacion de sistemas electronicos. La
fuente de energia mecanica puede ser una estrwibsaate, un cuerpo humano en movimiento
o flujo de aire 0 agua. La frecuencia de la exmtamecéanica depende de la fuente: menos de 10
Hz para los movimientos humanos y tipicamente nre&30dHz para las vibraciones de maquinas

[1].

En la siguiente seccion se tratan con mas destalemétodos de transduccion de la energia
mecanica de vibraciones provenientes de maquinarias




2.2.-Modelo basico de un recolector de energia por vibciones.

En la recoleccion de energia de vibracion de launaga, la mayoria de los dispositivos
existentes se basan en sistemas de masa-resorntiigaamon. Como este tipo de sistemas son
lineales, estos recolectores de energia tambiéiliasnados recolectores de energia lineales. Un
modelo genérico de vibracion lineal de recolectal®®nergia se introdujo por primera vez por
Williams y Yates [2] como se muestra en la figurh El sistema consta de una masa inemal,
gue esta conectado a una carcasa con un relsoytein amortiguadob. El amortiguador tiene
dos partes, una es la amortiguacion mecanica tydees la atenuacion eléctrica que representa el
mecanismo de transduccion (método por el cualesesfiorma la energia mecénica en eléctrica).
Cuando un colector de energia vibra en la fuentgltacion, la masa inercial se mueve fuera de
fase con la carcasa del colector de energia.

I e

!r.'.l ﬁ,

Figura 2.1: Modelo genérico de un recolector degiagor vibracion[1]

En la figura 2.1, “X” es el desplazamiento absoldl® la masa de inercia, "y’ es el
desplazamiento de la carcasa y “z” es el movimiestativo de la masa con respecto a la
carcasa. La energia eléctrica puede entonces smidaxa través de ciertos mecanismos de
transduccion mediante la transformacion de cualgudesplazamiento o deformacion. La
potencia media disponible para el recolector dergéamepor vibracion, incluyendo potencia
suministrada a las cargas eléctricas y la eneggtada en la amortiguacibn mecanica, es [2]:

m{rY? (wﬂr)g w3

- (@) +[2ar ]

Ecuacion (2.1)

P(w) =




e {r : Factor de amortiguamiento total del sistema.

* Y[m] : Desplazamiento de la base (carcasa).
—| - Frecuencia de resonancia del sistema.

rad
L] o)r —

d . . ., .
) [1] - Frecuencia de excitacién del sistema.

S

e« ml[kg] :Masa inercial.

« P[W] :Potencia generada por el sistema.

Cada colector de energia lineal tiene una frecaetieiresonancia fija y siempre esta disefiado
para que esa frecuencia de resonancia sea lo n@épdsable. De la ecuacion (2.1) es facil ver
gue una potencia de salida maxima se consigue cuaricecuencia de resonancia del generador
coincide con la frecuencia de vibracion ambientecigamente lo anterior es la razon por la cual
un colector de energia se disefia con una frecueatigal baja, ya que de esta manera se hace
mas facil alcanzar el régimen en el cual el re¢oteentrega mas potencia.

Si las frecuencias se igualan, la ecuacién (2.&ylgicomo:

p = M Ecuacion (2.2)
4(r
O también:
p ma? Ecuacion (2.3)
4¢rw,

e a=Yw,? [522] : Aceleracion de excitacion.

En la ecuacion (2.3) se muestra que la potencealida de un colector de energia de vibracion
es proporcional a la masa y al cuadrado de la racéd®m de excitacidbn e inversamente
proporcional a su frecuencia de resonancia y lartégnacion.




Cuando la frecuencia de resonancia del recoleaoertergia no coincide con la frecuencia
ambiente, el nivel de potencia de salida dismindigAnaticamente. Este inconveniente restringe
severamente el desarrollo de los recolectores d@egien lineales. Existen en general dos
soluciones posibles para este problema. La primgrsintonizar la frecuencia resonante de un
solo generador peridédicamente para que coinciddacfsacuencia de vibracion ambiente en todo
momento y la segunda solucion es ampliar el anelwadda del generador.

Hay tres mecanismos de transduccion de uso coméntra@magnéticos, piezoeléctricos y
electrostaticos. El desplazamiento relativo seizatilen transductores electromagnéticos y
electrostaticos, mientras que la deformacion skzaten el transductor piezoeléctrico para
generar energia eléctrica, precisamente en germesadoe utilizan este ultimo mecanismo de
transduccion son los que se estudian en estedrabaj

El modelo presentado en la figura 2.1 es sencikimple de implementar y funciona muy bien
para predecir la energia generada con sistemasoehagnéticos, pero no predice bien los
valores de potencia alcanzados con vigas piezoelEsty no entrega una relacion con la cual se
pueda determinar el voltaje, puesto que el mecandntransduccion se encuentra “oculto” en
coeficienteg;. Por lo tanto, es necesario el desarrollo de nosdelas complejos que consideren
el efecto piezoeléctrico y permitan determinar @caacion para el voltaje del sistema. Sin
embargo la importancia de entender el modelo basiterior, radica en que las conclusiones que
se obtienen respecto de como se relacionan laablesiy su respectivo efecto en la potencia,
siguen siendo validas incluso en transductorepléetricos.

En la subseccién siguiente se muestran los difesenbdelos de transduccion y se profundiza en
modelos mas complejos para vigas piezoeléctriegssgn el objeto de este trabajo.




2.3.-Tipos de transductores.

En esta seccion se presentan los tres tipos dedtretores para la conversion de energia
vibratoria en energia eléctrica.

2.3.1.-Recolectores de energia de vibracién, electromagigis.

La induccién electromagnética se basa en la leffataday, que establece que "una corriente
eléctrica se inducira en cualquier circuito cerradando el flujo magnético pase a través de una
superficie limitada por el conductor”. Esto se @pki el campo magnético cambia en fuerza o el
conductor se mueve a través de él. En los recotectie energia electromagnética como los que
se muestran en la figura 2.2, los imanes se usanahmente para producir un fuerte campo
magnético y las bobinas se utilizan como el corau®® bien el iman o la bobina se fijan al
bastidor (o carcasa) mientras que el otro estéoumid masa inercial. En la mayoria de los casos,
la bobina esta fija mientras que el iman es médueilgque la bobina es fragil en comparacion con
el iman, y la bobina estatica puede aumentar la vitl del dispositivo. El resultado de
vibraciones ambientales que inducen el desplazamietativo entre el iman y la bobina, genera
energia eléctrica. Segun la Ley de Faraday, la&ernsducida, también conocida como fuerza
electromotriz (fem), es proporcional a la fuerzd dempo magnético, la velocidad del
movimiento relativo y el nUmero de vueltas de laiba. La figura 2.2 muestra el principio de
funcionamiento de estos recolectores, para dosblpssiconfiguraciones, la primera (a), el
desplazamiento del iman es paralelo a la superficearrada por la bobina, en tanto que en la
segunda (b) el desplazamiento es perpendicularsagarficie encerrada por la bobina, y de
hecho entra y sale de ella.

B Direccion de
NiS) MN{S) Movimiento
S{N}

SN} Iman

. : €]
%. % % Bobina

(a) (1)

Figura 2.2: Dos tipos de configuracion para redoles electromagnéticod.]




2.3.2.- Recolectores de energia de vibracion, electroestas.

Los recolectores de energia electrostaticos senbasacondensadores variables. Hay dos
conjuntos de electrodos en el condensador varibleonjunto de electrodos estan fijados en la
carcasa mientras que el otro conjunto de electresgoanen a la masa inercial. La vibracion
mecanica impulsa los electrodos moviles para mevesa respecto a los electrodos fijos, 1o que
cambia la capacitancia. La capacitancia varia esitrmyaximo y el valor minimo. Si se ve
limitada la carga en el condensador, la carga seerdalesde el condensador a un dispositivo de
almacenamiento o la carga como la capacitanciaidlism. Asi, la energia mecanica se convierte
en energia eléctrica. Recolectores de energiaradtitica se pueden clasificar en tres tipos,
como se muestra en la figura 2.3.

|:| Mas=a

J . Electrodo Fijo

— ]
% D Electrodo Mawvil
[ [ “ Direccion de
Movimiento

(a) (b) (c)

Figura 2.3: Tres tipos de recolectores electragiat{a) In-Plane Overlap; (b) In Plane Gap
Closing; (c) Out of Plane Gap Closing. [1]

2.3.3.-Efecto Piezoeléctrico y Recolectores de energiavdbracion piezoeléctricos

El efecto piezoeléctrico fue descubierto por Pigriacques Curie en 1880. Es la capacidad de
algunos materiales (en particular los cristalesieyt@s ceramicos) para generar un potencial

eléctrico en respuesta al estrés mecanico apli¢adta recoleccion de energia piezoeléctrica, la

vibracion ambiental hace que las estructuras smmeh y eso se traduce en esfuerzo. Cuando el
material estd sometido a esfuerzo, su estructdraiea cambia y éste se polariza, por ejemplo en
un cristal de cuarzo como el que se representa fgura 2.4.




Estirado Sin tension Apretado

A
Silicio ke | Oxigeno
-

Figura 2.4: Representacion de cristal de cuardaefeeto que produce someterlo a esfueip.

El efecto mostrado en la figura 2.4, dependiendad®na en la cual se aplique la deformacion,
ocurre en mayor o menor medida en todo el mateariah particular las celdas pertenecientes a
un mismo grano se orientan y hacen que todo ebgsaroriente en la direccion de polarizacion,
a su vez cada grano ejerce una fuerza electramsf#ira que los demas granos se orienten en la
misma direccion que él, lo que se traduce en utaipacion total del material.

La polarizacion del material se puede aprovechea panectar dos electrodos a él a distintos
lados de la polarizacion, y hacer que los elecgdhg/an de un electrodo a otro gracias a la
diferencia de potencial existente, generando r@eicorriente utilizable. Si ademas la fuente que
produce la deformacion del material es una exditaaiibratoria, se producira una corriente
alterna, un esquema de lo ocurrido puede versa &gura 2.5.

/T._\_”/ T"\"ﬁ"f{ 1
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Figura 2.5: Esquema de la polarizacion de un nateiezoeléctrico y el consecuente potencial
eléctrico generad®4]




Del efecto piezoeléctrico se entiende que el paertectrico es proporcional a la deformacion.
Los recolectores de energia piezoeléctricos ocugsmn deformacion para generar potencial
eléctrico, luego como a mayor deformacidbn mayorepcotl se buscan materiales y
configuraciones geométricas de los mismos, queitsrana alta deformacion. En consecuencia
la mayoria de los recolectores de energia piezoel@s utilizan una configuracion en vigas,
pues éstas entregan una gran deformacion paravaetente bajos esfuerzos, ademas de ofrecer
la posibilidad de controlar la frecuencia natusl sistema.

Ahora bien, existen dos formas de aprovechar lardefcion del sistema, estas formas
técnicamente se llaman modos y existen de dos, tipsdlamados modos d31 y d33, que se
muestran en la figura 2.6. En el modo d31, unaztudateral se aplica en la direccion

perpendicular a la direccion de polarizacion, wmgjlo de ello es una viga en flexion que tiene
electrodos en sus superficies superior e infertona en la figura 2.6 (a). En el modo d33, la
fuerza aplicada esta en la misma direccion qué&daaon de polarizacion, un ejemplo de esto es
una viga en flexion que tiene todos los electragtosu superficie superior como en la figura 2.6
(b). Aunque los materiales piezoeléctricos en edeond31 normalmente tienen un menor

coeficiente de acoplamiento que en el modo d38icelo d31es mas comunmente utilizado, esto
es porque cuando una viga de doble sujecion seadeblesfuerzo lateral que se produce es
mayor que el esfuerzo vertical, lo que hace quersesafacil para acoplar en el modo d31.
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Figura 2.6: Dos recolectores de energia de vibngoid piezoeléctricos (a) modh; ; (b) modo
ds;3 [1]




3.- Suposiciones y Aspectos Generales de los
Modelos de Recolectores Piezoeléctricos

Los modelos analiticos de recolectores de eneigi@gléctricos que son objeto del trabajo de
esta memoria son tres, estos poseen diferente epdapol, aunque intentan modelar el mismo
problema. Dicho problema es determinar el voltajepgtencia que entrega una viga
piezoeléctrica.

3.1.-Composicién del sistema y suposiciones generales.

El sistema fisico sobre el cual trabajan estosnredelos es el mismo, esta conformado por una
viga de material piezoeléctrico, formada por dexg@b piezoeléctricas y una placa metdlica entre
estas, empotrada en un extremo, con una masaahatada en el otro, y con dos electrodos
unidos a ella en la cara superior e inferior comuesen la figura 3.1.

T ywicoswi

Figura 3.1: Esquema de recolector de energia dacidn piezoeléctricd5]

En la figura 3.1, “M” representa la masa inerci8l, la deformacién axial que sufre el material
piezoeléctrico, “z” es el desplazamiento vertiegpecto del punto de empotramiento y “V” el
voltaje generado. Los ejes aparecen con los numgyo2 y 3 corresponden &yy z,
respectivamente.




En la figura 3.2 se puede ver con mayor detallgelametria y composicion de la viga, la capa
superior e inferior son de material piezoeléctramo tanto que la capa entre estas es un metal (en
la imagen se utiliza la palabra en inglés “shimie @n este contexto significa pelicula delgada).
El largo y el ancho sohy b, respectivamente, la altura de cada capa del @liaztoico esh), y la

del metal esh,, ademas se muestra la distancia que hay entengtbade la capa metélica y el
centro de la capa de piezoeléctrica superior, devamta h,;. Las vigas compuestas de esta
manera tipicamente reciben el nombre de “vigas fphsj (vigas bimorfas), que hace alusion a
las dos capas de material piezoeléctrico que Ilgpoaen.

piezo _f iy

\—M I hs
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Figura 3.2: Esquema de la geometria y composicda giga[5]

La viga mostrada en la figura 3.2 es consideradaagla uno de los modelos en este trabajo,
como una viga compuesta y uniforme, ajustada @déa de la viga de Euler-Bernoulli. Lo
anterior es una suposicion razonable dado quetifnte las vigas utilizadas como recolectores
de energia son disefiadas y construidas con esp@soyepequeiios. Las deformaciones causadas
por las vibraciones se asumen pequefas y la aggucbmpuesta presenta un comportamiento
elastico lineal. Los mecanismos de amortiguacidierédn en cada modelo y se explican en los
capitulos correspondientes. Se asume también gugesa capas que componen la viga estan
perfectamente unidas, sin espacios, grietas u dafextos que puedan acumular esfuerzos o que
bajen el rendimiento de polarizacién. Los electeogoe cubren las caras superior e inferior de la
viga se consideran de espesor despreciable y rtabrgen al espesor total de ésta, ademas se
asumen perfectamente conductores. El campo elgciriducido en la viga se supone
perfectamente uniforme a lo largo de ésta.




Por otro lado el voltaje que muestra la figuraes kel llamado voltaje de circuito abierto, pues las

placas conductoras no estan conectadas entre @nmingun otro elemento, no obstante para

este trabajo se considera que el sistema estatadoeg una resistencia simple, y el voltaje que

se mide es el voltaje al que esta expuesta essteresa, asi aunque no aparezca en la figura 3.1,
dicha resistencia debe considerarse.

Es importante mencionar que cada una de las plaeaseléctricas genera una diferencia de
potencial por si mismas (sin ayuda de la otra),gmole la manera en que las placas se conecten
entre si y con la resistencia afecta al voltaj@@licido. En la figura 3.3 se muestran los tipos de
conexion que puede existir entre las placas piéetéalas, el esquema superior de la figura
muestra una conexién en paralelo, en tanto quafetior una conexion en serie, en ambas
imagenes no se muestra la resistencia conectadaigal pero debe considerarse. En la conexion
en serie los electrones fluyen desde uno de lotretlos hacia el otro (atravesando la resistencia)
y viceversa, como el movimiento oscilatorio hacemio@r la polaridad de las placas
piezoeléctricas se genera un voltaje y una cogialterna, debe notarse que para este tipo de
conexion las placas siempre mantienen vectores dligrizacion que apuntan en sentidos
opuestos. En la conexion en paralelo, los electrdlugen desde la capa metélica intermedia
hacia los electrodos (pasando por la resistenci@jeyersa, a diferencia de la conexion anterior
los vectores de polarizacion de las placas apusata misma direccion, aunque el voltaje y
corriente generados siguen siendo alternos, pdead@ieno oscilatorio continda obligando a las
placas a cambiar de polarizacion.
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Figura 3.3: Esquema de los tipos de conexion deta




Para todos los modelos es particularmente imperteaitular el momento de inercia de la viga
gue se muestra en la figura 3.2, como la viga nocosgpone de un solo material sino que mas
bien de dos, debe aplicarse el “método de la vigadyénea equivalente” y la expresion que se
obtiene al utilizar este método es la siguiente:

nsbhg’ Ecuacion (3.1)
12

bh’P3 2
I'=2|—2-+ bhyhys | +

Esn Ecuacion (3.2)

« I[m*] :Segundo momento de inercia de la viga compuesta.

* b[m] :Ancho de laviga.

* hy,[m] :Espesor de lacapa piezoeléctrica.

e hg[m] :Espesorde lacapa metélica.

* h,s [m] : Distancia entre el eje neutro de la viga y el pleentral del piezoeléctrico.
* E,[Pa] :Mdbdulo de Young del material piezoeléctrico.

e Eg, [Pa] : Modulo de Young del material metalico.

. 7 : Razon entre los Médulos de Young.




3.2.-Oscilaciones

La funcién de oscilacion que excita la base a & esta empotrada la viga puede ser una funcion
genérica cualquiera, pero en este trabajo se supoaees una oscilacion armonica. Esta
suposicion le resta generalidad al modelo, peramb® de ello las matematicas se vuelven
mucho mas manejables, por otro lado la excitacidndmica sigue siendo una suposicion

representativa en muchos casos importantes, pmpkjeen el caso en donde el recolector esté
montado sobre una maquinaria, o cuando esta sexitado con un flujo controlado de fluido.

La oscilacion se puede escribir de dos maneragedifes, como una funcién coseno (puede ser
seno también) o como una exponencial imaginarfapaouestra en las siguientes ecuaciones.

Ecuacion (3.3
y(t) = y, cos(wt) (3.3)

y(6) = y,elot Ecuacion (3.4)

d . . ., .
”: ] : Frecuencia angular de excitacion del sistema.

* y,[m] :Amplitud de la oscilacion.
o t|[s] : Tiempo.
e y(t)[m] : Funcion armonica de oscilacion.

s : Ndmero imaginario.

Noétese que las ecuaciones anteriores no son camm@ate equivalentes, puesto que la primera
de ellas es una ecuacion puramente de valoressrealetanto que la segunda involucra una
exponencial imaginaria, sin embargo la exponencmdginaria cumple con la “Férmula de
Euler” que es:

e/®t = cos(wt) + jsen(wt) Ecuacion (3.5)

Por lo tanto, si se toma la parte real de la funcié excitacion descrita por la ecuacion (3.4) se
recupera la funcion de excitacion de la ecuacidB)(3IBe muestran estas dos opciones para
describir la oscilacion excitante, pues dependietieltas ecuaciones del modelo puede ser mas
facil trabajar con una u otra. En particular cuahdg amortiguamiento es mas facil trabajar con

exponenciales complejas, debido al desfase entueraa y la respuesta.




Ahora bien ambas ecuaciones ((3.3) y (3.4)) desarils oscilaciones a las que se esta sometido
el sistema, pero la base siente en realidad unkeraceén que la estd desplazando, esa
aceleracion es la segunda derivada de la funcidfattgia, que en cada uno de los casos es:

j(t) = —y,w?cos(wt) Ecuacion (3.6)

it Ecuacion (3.7)

J(©) = —ywe

De las ecuaciones ecuacion (3.6) y ecuacion (8.desprende que a medida que la frecuencia de
excitacion aumenta, la amplitud de la aceleracidmemnta también si es que la amplitud de la
oscilaciény, permanece constante. Aumentar la aceleracion citaexn es, en otra palabras,
aumentar la energia que esté ingresando al sistemae puede llevar a una comparacion injusta
de los voltajes obtenidos, es por este motivo @sevbltajes, corrientes y potencias que se
calculan son normalizados por la aceleracion.




3.3.-Ecuaciones constitutivas de los materiales piezoelgcos.

Las ecuaciones constitutivas establecidas paraaterial piezoeléctrico lineal, que relacionan la
deformacién y el campo eléctrico generado, en fatenmatriz reducida son:

Ecuacion (3.8)

{$} = [s"HT} + [d]{E}

Ecuacion (3.9)

{D} = [dl{T} + [e"{E}

S: Vector de deformacion en el plano.

e T[Pa]: Vector de esfuerzo.

« sE[Pa']: Matriz de inversa de las constantes elasticagicioela la deformacion
obtenida, segun el esfuerzo realizado al material.

« d[V~im]: Matriz de constantes piezoeléctricas, relacionaaghpo eléctrico con la
deformacién inducida por este.

« E[Vm™1]: Vector de campo eléctrico.

« D[Cm™2]: Vector de desplazamiento eléctrico.

o eT[Fm™1]: Vector de permitidad eléctrica, relaciona el canefictrico aplicado en el

material, con la carga de polarizacién, inducidagste.

Un analisis mas detallado de las ecuaciones (B)pY se puede hallar en el anexo A.1 de este
trabajo.

Si se analiza la ecuacion (3.8) y se piensa erebo@mpo eléctric§E} es igual a cero, entonces
solo quedds} = [sE]{T} que no es mas que la ley de Hooke escrita mainierge, es decir, que
este material se puede deformar en cualquierasdgda dimensiones, pero en esencia es una
ecuacion mecanica. Ahora si se analiza la ecud8i®) y se imagina qug'} es igual a cero se
obtiene quelD} = [¢T]{E} en donde{D} es una densidad de carga, la anterior es unaiéouac
eléctrica que puede representar la densidad de clrglos placas paralelas cargadas, como lo
son los electrodos de la viga, lo importante es @gi@ina ecuacion puramente eléctrica. Si se
tienen las ideas anteriores en mente es facil darseta que el rol de la matiid] es relacionar

el comportamiento mecanico con el eléctrico de entderial, esto precisamente es la
caracteristica principal de un material piezoeiéatr




Si se asume que la Unica direccién de deformaandnoasideracion es la deformacion en la
direccion 1, y que el campo eléctrico solo actudaedireccion 3 (direccién en la cual estan
puestos los electrodos), ademas de que el mgtesak un plano de isotropia que es el 1-2 y una
direccién de simetria que es la direccion 3, erdsrlas ecuaciones matriciales (3.8) y (3.9)
guedan reducidas a las siguientes ecuaciones iescala

Ecuacion (3.10
S; = siiTy + dsiEs ( )

Dy = dy,Ty + ¢7E; Ecuacion (3.11)

Un analisis mas detallado de las ecuaciones (3.{8)L1) se puede hallar en el anexo A.2 de
este trabajo. Estas ecuaciones son ampliamehgadds en la literatura asociada a materiales
piezoeléctricos y se utilizan en los tres modelges gpn objeto de este trabajo.




3.4.- Suposiciones particulares de cada modelo

El primer modelo desarrollado por S. Roundy y PWKight [5] es llamado “modelo de un grado
de libertad”, recibe este nombre pues desprediadio de que la viga es un medio continuo con
masa, solo centra la atencion en el movimientceggemo libre de la viga y la Unica masa que
considera es la que esta atada a él, no obstame t masa de la viga si representa un
porcentaje importante de la masa del sistema, regiag dos tercios de la masa de la viga real de
la viga a la masa del extremo, a modo de compexidaecho de que la viga se considere sin
masa. Si el ajuste anterior no es realizado lauénecia natural del sistema podria ser muy alta
respecto de la real.

El segundo modelo llamado “modelo continuo desawnjly fue desarrollado por S. Chen [6], a
diferencia del primero, si considera a la viga camoobjeto continuo con masa y supone que
esta esta uniformemente distribuida. Debido a terar ahora si se considera el movimiento de
cada uno de los puntos de la viga y la deformad&ita misma en cada uno de ellos. La masa
inercial sigue estando presente en el extremo, [jweende la carga que sufre la viga se debe a
esta masa y la propia. El adjetivo “desacoplado’eenombre del modelo se debe a que se
supone que el campo eléctrico generado al defdanaga no afecta la resistencia mecanica de
la misma, esto se explica con mayor detalle erapitGlo 5 de este trabajo.

Finalmente el tercer modelo desarrollado por AulEfB8 y 9] denominado “modelo continuo
acoplado” al igual que el segundo contempla queida es un objeto continuo con masa
uniformemente distribuida, pero a diferencia desétonsidera el efecto que produce el campo
eléctrico generado por la deformacion en la rasistede la viga, nuevamente el detalle de estos
supuestos se encuentra en el Capitulo 6 este iaform

Los capitulos siguientes estan dedicados a exmitgrofundidad cada uno de los modelos y a
mostrar una implementacion computacional de cadaderellos.




4.- Modelo de un grado de libertad.

Como se explica en el Capitulo 3 el sistema fisic@ue se basa este modelo es el mostrado en
la figura 3.1. En el sistema el peso de la masdaadala viga (de aqui en adelante se considera
que esta masa tiene incluido el factor correctscu® en la seccion 3.4, parrafo 1) induce un
esfuerzo negativo en la direccion 3, ese esfueraduge que la viga se deflecte, a su vez esa
deflexion hace que la lamina superior de materi@tqeléctrico se encuentre en tension y la
inferior en compresion, con las deformaciones spoadientes representadas por la letra

En las siguientes dos subsecciones se desarrofigzita de este modelo y se muestra una
evaluacion computacional de él.

4.1.-Desarrollo fisico del modelo de un grado de liberth

El desarrollo fisico seguido en esta seccion taptado de la referencia [5].

En esta seccion escribiremos las variaBles;, D5, E5, s£;, ' de las ecuaciones (3.10) y (3.11)
comoS, T,D,Es, s, €.

Un material piezoeléctrico puede modelarse como tamsformador que relaciona el
comportamiento mecéanico con el eléctrico del maltepor consiguiente puede hacerse un
circuito equivalente que represente esa relacgmcicuito es el que se muestra en la figura 4.1.
(La justificacion completa de esta modelacion pusdkarse en [5] y [6])

L. R. c _ Eesistencia

—m— " =2
O”'“ Cy=—=R
| :

\ _..F \
i Y

Mecanica Eléctrica

Figura 4.1: Circuito equivalente al recolector pigéctrico.[5]




En el circuito mostrado en la figura 4.1, la patpiierda representa la componente mecanica del
sistema, y la derecha la eléctrica. En lado izqoida variable que asimila la corriente es la
velocidad de deformaciés, en tanto que la variable que asimila el voltag,el esfuerzo
inducido por las vibraciones que excitan el sistemalas variables mecanicas se relacionan
con las eléctricas por medio del transformadoraaaygon de vueltas e®™ y en lado eléctrico

las variables son las que suelen ser, es decnigt®i y voltajeV. Es importante mencionar
gue el voltajeV, es el que efectivamente entrega el modelo y danleidén que nos interesa
determinar. Se puede ver ademas que en el ladonioecdl circuito equivalente posee, un
inductor, una resistencia y un capacitor, cadadema&stos elementos eléctricos representa una
propiedad mecanica intrinseca del sistema, quetsdlala continuacion.,,, es la equivalencia
eléctrica de la masa de inercia atada al extremta dgga, R, representa el amortiguamiento
mecanico del sistema §, es la rigidez mecanica de la vigal) en el lado eléctrico(,
representa la capacitancia del material piezo@écyrfinalmenter es el dispositivo al cual va a
entregarse potencia y es el Unico elemento que parte del piezoeléctrico. Luego aplicando la
Ley de Voltaje de Kirchhoff (LVK) en el lado mecéaidel circuito se obtiene la ecuacion (4.1)
y aplicando la Ley de Corriente de Kirchhoff (LC&) el nodo 1 de lado derecho del circuito, se
desprende la ecuacion (4.2).

. . S .,
Oin = LS+ RS+ —+nV Ecuacion (41)

Ci
i= GV + V/R Ecuacion (4.2)
* 0y [Pa] : Esfuerzo inducido por las vibraciones que excitasistema.
e S : Deformacion en la direccion 1.
e VI[V] : Voltaje generado por el sistema.
o I[A] : Corriente generada por el sistema.

e L, [kgm™1] : Inductancia equivalente, representa la masa aietel sistema.

* R, [Nsm™?] : Resistencia equivalente, representa el amortigr@mimecanico.

o Cy [F] : Capacitor equivalente, representa el la rigideladega.
*n : Numero de vueltas del transformador.
e (y[F] : Capacitancia de la viga piezoeléctrica.
* RI[Q] : Resistencia conectada al sistema.
[ 55 )




La ecuacion (4.1) es la ecuacidn mecénica delnséste relaciona la variable de entrada al
sistemag;,, con la de salid& por medio de la deformacid) sus derivadas y las constantes. La
ecuacion (4.2), es la ecuacion eléctrica del sestgnelaciona la corriente y voltaje generados.

El desarrollo a continuacién, busca determinactasstantes de las ecuaciones (4.1) y (4.2), con
el objeto de crear un sistema de ecuaciones ddieles ordinarias que permita relacionar las
variablesS y V, para ello es necesario valerse en un momentasdecuaciones (3.10) y (3.11).
Una vez el sistema de ecuaciones, esta armands cangplicado encontrar una expresion para
V, que es lo que se desea saber.

La fuerza total que esté excitando la viggase debe al movimiento de la masa inercial y @ ro
gue sufre ésta contra el aire, que amortigua elimiento, y se puede escribir de la siguiente
manera:

Fr= F, + Fy, Ecuacion (4.3)
e Fr[N] : Fuerzatotal que esta excitando el sistema.
e F,[N] :Fuerzainducida por la masa debido a la aceleratgbsistema.

e F,n[N] : Fuerza de amortiguamiento, debido al roce comrel a

La fuerza ejercida por la masa se debe a la ac&largue esta siente, dicha aceleracién posee
dos componentes, la aceleracion debido a la vilmague es expuesta la base, y la aceleracion
debido al movimiento relativo entre la masa y eitpule empotramiento, de modo que podemos
escribir esta fuerza como:

F, =mj +mz Ecuacion (4.4)

e mlkg] :Masainercial del sistema.
« 3§ [ms™?] : Aceleracion que excita el sistema.

« Z[ms™?] : Aceleracion relativa de la masa del sistema.




Cada una de las componentegigdéa podemos anotar como una fuerza, de modo que:

. Ecuacion (4.5
Fin =my (4-)

E, = ms Ecuacion (4.6)

e F;, [N] :Fuerza de excitacion debido a la excitacion vibrato

e FE,[N] :Fuerza debido al movimiento relativo de la masa.

Reemplazando las ecuaciones (4.5) y (4.6), endaciin (4.4), se tiene que:

E ion (4.7
E, =F, +FE, cuacion (4.7)

Se puede relacionar los esfuerzos hechos en kecdirel(o direccion x) que las fuerzgs , F,
y Fp, producen, con estas mismas, por medio de una artestle proporcionalidad,,
guedando:

Fo= i Ecuacion (4.8)
n — k
1
P _Om Ecuacién (4.9)
=
k1
F = 9pm Ecuacion (4.10)
bm — kl

e o0, [Pa] : Esfuerzo de excitacion debido a la excitacion vdora, en la direccion 1.
e o0, [Pa] : Esfuerzo debido al movimiento relativo de la ma&sela direccion 1.
e oum [Pa] : Esfuerzo de amortiguamiento, debido al roce caire| en la direccion 1.

« k,[m™?] : Constante de proporcionalidad.




Nuevamente reemplazando las ecuaciones (4.9) §)(drilla ecuacion (4.7), se obtiene que:

ki F, = 0y, + 0, Ecuacion (4.11)

Segun las ecuaciones que se tienen de resistencrmikriales para una viga, el esfuerzo en la
direccion x, puede relacionarse con el momentorriotale ella en la direccion y, segun la
siguiente ecuacion.

M(x) - yn Ecuacion (4.12)

O-x(x’y) = I

* o,(x,y)[Pa] : Esfuerzo en la direccion x, depende del largola alturay.
e M(x)[Nm] :Momento interno de la viga en la direccion y, defgedel largox.
* Yy [m] : Altura de la linea de deformacion.

e I[m?*] : Momento de inercia de la viga.

Se ve que el esfuerzo descrito en la ecuacién)(4dépende de dos variablee y , en el eje
neutro de la viga el valor es cero, dado que suaaksy = 0. Ahora bien lo que interesa es
calcular es el esfuerzo en el material piezoetEtpor lo tanto el dominio de que interesa es
[—h, — hs/2,—hs/2|U[hs/2,hs/2 + hy], Segln lo que muestra la figura 3.2. Las vibragson
gue excitan la barra hacen que durante un ciclo fancapa superior como inferior del material,
pasen por fases de tension y compresion, por eoo® @ste es un problema dinamico, la
ecuacion (4.12) también debiese depender del tiePg@ obviar la dependencia del tiempo se
toma el esfuerzo que ocurre en el centro de lapiggoeléctrica, que para la capa superior es:

o M(x)-h h,+ h Ecuacion (4.13)
o'x(x) = o'x(x' hps) = fps : hps = %




Luego se define el esfuerzo promedio como:

le
1 Ecuacion (4.14
o= l—f o, (x)-dx ( )
e
0

* 7 [Pa] : Esfuerzo promedio en la direccion 1.

e [, [m] : Largo de los electrodos.

La integral de la ecuacion (4.14) tiene como lirsiiperiorl, que es el largo del electrodo, esto
tiene sentido puesto que el electrodo puede narceiblargo completo de la viga, si existe un
trozo de la viga que no esté cubierto con electremdonces ese trozo no genera corriente
eléctrica y por ende no es util. Colocar una masecial sobre la viga resta un trozo de esta, pues
cubre superficie que podria ocupar el electrodogsgluema de la figura 4.2 muestra esta
situacion.

Figura 4.2: Esquema del recolector especificanddel@os.

En la figura 4.2,, es el largo que utiliza la madg, es el largo libre de la viga, y por ende el
largo del electrodd, puede cubrir esa distancia o una inferior.

Reemplazando la ecuacion (4.13) en la ecuaciod)4sé obtiene que:

le
1 f M(x) * hys Ecuacion (4.15)
0= — | ————dx
le I
0




El esfuerzo que entrega la ecuacion (4.15) esfeée® producto de las fuerzas de aceleracion
gue se ejercen en la viga, asi que se cumple que:

G= 0y 40, Ecuacion (4.16)

Del andlisis de resistencia de materiales paraviga se logra calcular el momento interno de
ésta como funcion de, y la expresion es:

1 iG .
M(x) = F, (lb 4 Elm B x) Ecuacion (4.17)

* M(x) [Nm] : Momento interno de la viga.

.z . 7 . . 1,.
En la expresion de la ecuacion (4.17) se supondago&sa ejerce su peso a una dlsta@qa

desde el extremo libre. Reemplazando la ecuacid?)4n la ecuacion (4.15) y resolviendo la
integral, se tiene que:

bQ2ly + L, — 1) Ecuacion (4.18)
21

g=F,

Luego se reemplaza la ecuacion (4.18) en la eauddid6), y esta en la ecuacion (4.11) y se
obtiene una expresion para la constante

_bQ2L+ Ly — L) Ecuacion (4.19)
L=
21

Combinando las ecuaciones (4.8) y (4.9) con laa®@cnes (4.5) y (4.6), se llega a:

. Ecuacion (4.20
Oin = klmy ( )

6. = kymz Ecuacion (4.21)




Se puede ver de las ecuaciones anteriores, quea abkotienen expresiones directas para el
esfuerzo dado que se conoce la consteptéambién se conoce la funcién de excitagiopero

se debe hallar una expresién para la aceleraclativeeZ. Para hacerlo se utiliza la ecuacién de
deflexion de una viga que es:

d_zz M) Ecuacion (4.22)
dx? Epl

Integrando dos veces respectocdse tiene que:

K 1 Ecuacion (4.23)
20 =57 [(l” T3 lm) x]

La expresion en la ecuacion (4.23), puede evaluanseualquier punto de, pero el punto
representativo de la deformacion es= [, y es la razon por la cual este modelo se llama
“modelo de un grado de libertad”, pues solo intrkes deformaciore a ese valor de. Sin
embargo el efecto de la deformacion del resto deplmtos de la viga, estd contenido en la
deformacién promedi@ y por ende en la constankg. La expresion de la ecuacion (4.23)
evaluada e = [, es:

Flp? (2 1 i
2(x = 1) = 22 ( ) Ecuacion (4.24)

(=l + =1
2E,1\3 21 2

Ademas de la ecuacidén podemos ver g@sta relacionada con la fuerza de excitacion dedid
la aceleraciéonF,, pero es mucho mas conveniente temeen una relacion directa con la
deformacion, la justificacion de esto, es que mdslamte deben utilizarse las ecuaciones
constitutivas de los materiales piezoeléctricos gae las ecuaciones (3.10) y (3.11), éstas
relacionan la deformacién con el esfuerzo, no edoérza.

Por lo tanto de la ley de Hooke, se tiene que:

G=E,-S Ecuacion (4.25)

Reemplazando la ecuacion (4.25) en la ecuacioB)4sé obtiene:




Fab Ecuacion (4.26)
21 L,—1 '
ZEpI ( b + m e)

S =

Ahora se despej&, tanto de la ecuacion (4.24) como de la ecuacioB6j4 se igualan las
expresiones y se llega una relacion fayaz, que se muestra a continuacion.

1, (Zlb + %lm) Ecuacion (4.27)
30 Q2ly+ Ly, — L)

z=3S5

Se define una variable, como toda la expresion que acompafa a S, en lagehb de la
ecuacion (4.27).

1,? (ZZb + %lm) Ecuacion (4.28)
3b Ly + Ly — L)

k2:

 k,[m] :Constante de proporcionalidad entre S

De las ecuaciones (4.27) y (4.28) se tiene que:

7= k,S Ecuacion (4.29)

Se debe notar en este punto que tahtmmoz son en realidad funciones que dependen del
tiempo, dicha dependencia no se ha hecho exphiagta ahora por conveniencia de la notacion,
pero es facil ver que ambas funciones dependeR, dgue es la fuerza que depende de las
aceleraciones del sistema, que son funciones epti. Por lo anterior se puede escribir la
ecuacion (4.21) como:

o = kykym$ Ecuacion (4.30)

La expresion de la ecuacion (4.30) representafeée® hecho por la masa inercial en funcion
de la deformacién causada. Haciendo la analogidacecuacion (4.1),, es el esfuerzo a través
del inductor equivalentg,,, por ende se tiene que:




L, = kk,m Ecuacion (4.31)

Ahora se debe encontrar el parameigoque esta asociadoSa y se desprende de la fuerza de
amortiguamiento, podemos escribir dicha fuerza como

Fy. = b, 7 Ecuacion (4.32)

e b, [Nsm™1] : Coeficiente de amortiguamiento.

Recordando la ecuacion (4.10), se puede calcuksfetrzo debido al roce segun:

oy = b kyk,S Ecuacion (4.33)

De la ecuacion (4.33) se desprende que:

Ry = bykik, Ecuacion (4.34)

De la ecuacion mecénica del sistema definida poeclaacion (4.1), nos falta conocer dos
constantes, el capacitor equivalefifey el numero de vueltas del transformadoiEl capacitor
equivalente representa la rigidez de la viga, palahtoC, debe ser el Médulo de Young del
material.

Ecuacion (4.35)

Para determinar el nimero de vueltas que tieneesformador se utiliza la primera ecuacion
constitutiva de los materiales piezoeléctricos, gsida ecuacion (3.10), como el transformador
relaciona esfuerzo con voltaje, se asume que le aateformacion cero, es degjr= 0, por lo
tanto la ecuacion queda como:

T = —ds E,E; Ecuacion (4.36)




* T [Pa] : Esfuerzo en la direccion axial (direccion 1)
« d3;[V"Im] : Coeficiente piezoeléctrico, relaciona campo eléatcon la deformacion.
s E,[Pq] : Médulo de Young del material piezoeléctrico.

« E;[Vm™] : Campo eléctrico en la direccion 3.

El campo eléctrico entre dos placas cargadas exictiny viene dado por la expresion:

=Y Ecuacion (4.37)
s =

2h,,
e a : Coeficiente de conexion.

El coeficiente de conexidm diferencia si las capas piezoeléctricas de la ®8jan conectadas en
serie 0 en paralela, = 1 si la conexidn esta hecha en seria¥ 2 si es en paralelo.

Si se reemplaza la ecuacion (4.37) en la ecuadi@B) se obtiene:

—ads,E, v Ecuacion (4.38)
2h

D

La ecuacion anterior es la relacion entre el egtuejercido por la suma de las forzantes del
sistema y el voltaje generado, como no se coffoee se puede determindrde esta ecuacion,
pero es claro que la expresion que acompalfaea la constante de proporcionalidad que es
equivalente al nimero de vueltas del transformguwrende:

—ads, E, Ecuacion (4.39)

=0

p

Para la ecuacion eléctrica del sistema que esulacem (4.2) falta determinar la constafiey
la corrientei . C, no es mas que la capacitancia del piezoeléctritendido como un
condensador de placas paralelas, de esta manera:




_ a’ebl, Ecuacion (4.40)
b7 " 2n

p

La corrientei se determina utilizando la segunda ecuacién datigd de los materiales
piezoeléctricos, que es la ecuacién (3.11), esfoamador relaciona el desplazamiento eléctrico
con el esfuerzo en condicion de campo eléctrico geplicando la Ley de Hooke, se tiene:

D = dyE,S Ecuacion (4.41)

El desplazamiento eléctrico se puede entender aoracdensidad de carga en la superficie del
electrodo, por ende se puede calcular la corriggtgrica como:

i = abl,D Ecuacion (4.42)

Derivando la ecuacion (4.41), y reemplazandola ena&@on (4.42) , la corriente queda
determinada por:

i = abl,ds,E,S Ecuacion (4.43)

Después de este desarrollo se toman las ecuacb26€3, (4.31), (4.34), (4.35), (4.39), (4.40) y
(4.43) para reemplazarlas en las ecuaciones deftranador que son la ecuacion (4.1) y la
ecuacion (4.2) y con esto se llega al sistemaatifgal deseado.

—Ep S — b_mg Ep d31aV y Ecuacion (4.44)

T kkom” T m T kikgm 2, kg

Ecuacion (4.45)

En la ecuacién (4.44f”/k1k2 es una constante de rigidez que se puede asodiarr@sorte

equivalentek.




Las ecuaciones (4.44) y (4.45) pueden escribirsaai@dmente como:

51 | O 1 0 Jis] [o
_ —b kd .,
§lo k/im ™/ 316 2mhy | S| + |1 | 5 Ecuacion (4.46)
2
14 0 2hpd31Ep/a8 0 14 0

El sistema de ecuaciones diferenciales propuestdapecuacion (4.46), se resuelve para el
voltaje utilizando la Transformada de Laplace pistene:

2E,d31h 1 b
V(s) = 22 Pp, {53 + (—+ —m) s?

kyae RC,  m ) Ecuacion (4.47)
k 31 E, b k
e s : Variable de la Transformada de Laplace.
Ain : Transformada de la Laplace de la aceleracion diéaeian j

Se puede definir el coeficiente de acoplamientaqakctrico, la frecuencia natural del sistema y
el término de amortiguamiento, con el objeto deeshagplicito el hecho de que el sistema es de
un grado de libertad, como se muestra en las sigasiecuaciones.

ds,’E, Ecuacion (4.48)
k31 - €
k Ecuacion (4.49)
wy = E
b, Ecuacion (4.50)
— = 28w,
m
( )|
L * )



Notese que la ecuacion (4.50) define el coeficidstamortiguamiento del sistema dado fyor
este amortiguamiento debe ser medido experimenténoen ayuda de la respuesta en el
dominio del tiempo del sistema cuando este es sdon@tun pulso.

En la ecuacién (4.47) se puede cambiar la var@dbleaplaces porjw y de esa manera se evalla
el voltaje en dominio de frecuencias, si ademasesenplazan las ecuaciones (4.48), (4.49),
(4.50), entonces se llega a:

V(w) = {ja)

o
©onl
o dyu[VTim]
e hym)

s E [Pa]
© ky[m]

* RIQ]

* Cp[F]

© e[Fm™]
« ¢

o ki

ZEpdslhpAﬂ}{[‘”le - ( L % )wz]
as k) ||RC, \RC, " Ecuacion (4.51)

28w -
+jw [wrzl(l + k3 + = wz]
RC,

: NUmero imaginario.

: Frecuencia angular de excitacion del sistema.

: Frecuencia natural del sistema.

: Coeficiente piezoeléctrico del material.

: Alto de la capa piezoeléctrica.

: Amplitud de la aceleracion que excitan el sistema.
: Modulo de Young del material piezoeléctrico.

: Constante de proporcionalidad ertreS.

: Valor de la resistencia a la cual se le transfi@tencia.
: Capacitancia de la viga piezoeléctrica.

: Permitividad del material piezoeléctrico.

: Coeficiente de amortiguacion.

: Coeficiente de acoplamiento.




La ecuacion (4.51) representa la amplitud del joktaie pasa por la resistencia conectada a la
viga, pero no debe olvidarse que el voltaje enidadles una funcion oscilante coseno o seno
(dependiendo de como se defina la excitacion), agud solo importa la amplitud como funcién
de la frecuencia de excitacion. Notese que el jeolta directamente proporcional a la amplitud
de la aceleraciéd,,, luego para eliminar esa dependencia de la fuextiadora, lo que debe
hacerse es tomar el voltaje por unidad de aceferaeiste nuevo voltaje se llama “funcion de
voltaje de respuesta en frecuencia, normalizaddepaceleracion” y esta definido como:

V(w y
Vegr(w) = 9.81 - V(w) | Ecuacion (4.52)
Ain
© VY] : Voltaje de respuesta en frecuencia, sin normalizar.

 Verr [V/g] : Voltaje de respuesta en frecuencia, normalizadgpor

El coeficiente 9,81 de la ecuacion (4.52) se delppieade esta manera las unidaded/gg
guedan com(ﬁv/g] gue es el voltaje dividido por la aceleracioriadgravedad, esto entrega una

vision mas practica para realizar comparacionedgmas consigue tener una medida clara de
cuanta aceleracion se necesita (en términgg g@ara generar cierto voltaje.

De lo dicho anteriormente se definen la corrienta gotencia como funciones de respuesta en
frecuencia normalizadas por la aceleracion de dgadjdas expresiones son las siguientes:

. Verr(w) Ecuacion (4.53)
iprr(w) = — R
[Virr (@)]? Ecuacion (4.54)
Pprp(w) = 2R

La potencia mostrada en la ecuacion (4.54) es fanp@ rms (root mean square), que es la
potencia apropiada de calcular, pues el voltajgegoltaje alterno.




Como ya se discutié en el capitulo de antecedeatesltaje que genera el sistema aumenta
significativamente cuando la frecuencia de exdiadéjuala a la frecuencia natural € w,, ). Si
lo anterior ocurre la ecuacion (4.51) queda reduaid

] 2Epd31hp
Jw A; Ecuacion (4.55
V(o =w,) = g;w _km (4.55)
ja) (wzkgl + R_Cb) - 25(»3 2

Si se reemplaza la ecuacion (4.55) en la ecuadiéd), se obtiene la siguiente expresion:

2Cydstc\’ .
2 (£2p¥31%c) 42 -
1 RCb( kyaz ) Az, Ecuacion (4.56)

202 (482 + k%) (RCyw)? + 48kZ, (RCpw) + 42

Plw=w,) =

La expresién anterior puede ser derivada en furdédhy con ello se halla la resistencia éptima,
que es aquella a la cual el sistema entrega méagat

o1 26
4E%4 + kaq

Finalmente se puede decir que en la realidad moniaviga perfectamente empotrada como lo
muestra la Figura 4.2 es muy complicado de maneeauma opcidon de empotramiento mas
realista, que es el que efectivamente se utilzég gue se muestra en Figura 4.3.

Ecuacion (4.57)
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Figura 4.3: Empotramiento reali§&




En la figura 4.3, es el largo de la viga que estd empotrdgdaes el largo del electrodo que
coincide con el largo libre de la vigg y [,,, es el largo utilizado por la masa. Cambiar el tpo
empotramiento solo afecta las expresiones en lastaates, y k,, que quedan como:

hys(4l, + 31,,) Ecuacion (4.58)

e = 41
LU+ ) Ecuacion (4.59)

27 3b

Las expresiones mostradas por las ecuaciones (#(839) son las que se utilizan finalmente en
lugar de (4.19) y (4.28).




4.2.- Simulacion computacional del modelo de un grado diertad.

Esta seccion presenta una serie de graficos deklmdtico mostrado en la Seccion 4.1,
considerando una viga tedrica que posee los atsbubstrados en las tablas (4.1), (4.2) y (4.3).

Tabla 4.1: Propiedades geométricas de la vigaglaredelo de un grado de libertad.

Unidades Piezoeléctrico Metal

Largo (L) [mm] 60,00 40,00
Ancho(b) [mm] 10,00 10,00
Espesor(h,, hs) [mm] 0,30 0,15

Tabla 4.2: Propiedades fisicas de los materialesglanodelo de un grado de libertad.

Unidades Piezoeléctrico Metal

Material PZT-5X Acero
Mddulo de YoundE,, E) [GPa] 61 200
Densidad(p,, ps) [kg/m3] 7400 7850
Permitividad relativa(e,) [] 4500  -----
Constante piezoeléctri¢d,;;) [pC/N] -320 -

Tabla 4.3: Constantes del modelo de un grado detdid.

Unidades Valor

Largo empotramient@,.) [mm] 3,0
Largo electroddl,) [mm] 57,0
Largo masa(l,,) [mm] 00,0

Respecto del coeficiente de amortiguamigntoomo este debe medirse experimentalmente y lo
que se presenta en esta seccion son simulaciomesinas, se supone gée= 0.014, que es un
valor razonable segun la literatura. [5]

De la Tabla 4.3 puede verse que el largo de la msg@ro, esto no es un error, pues aunque la
masa existe esta no interfiere con el electrodovgueebajo de ella, por ello no le resta largo a
este, lo que en el modelo es equivalente a poreeeljargo de la masa es cero.




Los gréaficos muestran el comportamiento de lasabbes dependientes: voltaje RRFzr),
corriente FRFEizgzr) Yy potencia FREPz;r). La variable independiente es la frecuencia de
excitacion (w) medida en Hz, ademas se varia el parametique representa la resistencia
conectada a la viga. La variacion del paramBtee hace tomando un conjunto de seis valores de
éste y graficando las curvas de las variables dipetes versus la independiente, escogiendo un
valor de entre estos seis y manteniéndolo consthrdgo se repite el proceso con el resto de
ellos y por ende se generan seis curvas para eaddie dependiente. Los seis valores escogidos
para el parametr son:100[Q], 1[kQ], 10[kQ], 100[kQ], 1[MQ] y 10[MQ]. Estos valores son
escogidos pues son representativos del efectorgueqa cambiar la resistencia en las variables
dependientes.

Ademas de lo dicho en el parrafo anterior, tamlséranaliza como varian las curvas de las
variables dependientes, respecto del tipo de conexiie exista entre las placas de la viga, es
decir, conexion en serie 0 en paralelo. Los redafiaobtenidos para una conexién en serie se
muestran en la subseccion 4.2.1 y para la conexigraralelo en la 4.2.2.

Para todo lo expuesto en esta seccion hay quederasique aparte de los parametros fijados en
las tablas (4.1), (4.2), (4.3), se fija la masaesidla a la viga que es de 9,68 [gr] (sin la coiitgtc

de la masa de la viga). Luego los valores de lastaates; y k, se calculan de las ecuaciones
(4.58) y (4.59) y con ellos se puede determindrdauencia natural del sistenfa,,) segun la
ecuacion (4.49), estos resultados se muestraniabla 4.4.

Tabla 4.4: Constantes de la simulacién para unogdadibertad variando el parametro R

Unidades Valor

Masa extrem@M) [gr] 9,680
Masa viga correctorar,) [gr] 2,133
Masa totalm) [gr] 11,813
Constantek,) [107m™2] 3,237
Constantek,) [m] 3,064
Frecuencia naturafw,,) [Hz] 40,119

De todas formas si se varia la masa inercial giéeezsel extremo de la viga, de modo que esta
aumente, lo primero que puede decirse es que tadneia natural del sistema dada por la
ecuacion (4.49) disminuye, pues la constante déedg permanece constante peroaumenta

de manera que la fraccié’r](m disminuye y con ellaw,,. Un segundo efecto que tiene disminuir
w, (aumentarn), se puede ver al analizar la ecuacion (4.51)aieega la expresion del voltaje,
de ella podemos deducir que sb, disminuye entonces el denominador (si la expres&n
escribe como fraccién ) también lo hace, por lo gueoltaje crece. En el caso que la masa
inercial disminuya en lugar de aumentar entonce®tectos son los inversos a los previamente
descritos.




4.2.1.-Resultados y andlisis conexion en serie para el neld de un grado de libertad.

La Figura 4.4 muestra el grafico del voltaje FRFsus la frecuencia de excitacion cuando la

conexion entre las placas de la viga es en serideBe tener en cuenta que el eje Y tiene una
escala logaritmica.

Voltaje FRF serie vs Frecuencia (Serie)
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Figura 4.4: Voltaje FRF generado por la viga piézcteica, para diferentes resistencias
(conexion en serie, modelo de un grado de libertad)

En el grafico de la figura 4.4 puede verse quetlmé que tiene la funcién voltaje FRF es similar
para las seis curvas correspondientes a los skieesale resistencia. En particular esa forma
consiste en un peak, que se presenta cuando lzefreéia de excitacion iguala a la frecuencia
natural del sistemaw, = 36,315 [Hz] ), ademas de dos ramas que caen hacia ambosdeldos
peak. Se nombra “rama izquierda” a la parte dei&ibn que va desde los cero Hertz hasta la
cresta del peak y “rama derecha” a la parte qudegde la cresta del peak en adelante. Notese

gue la rama izquierda de la funcion es siempreeamexen tanto que la rama derecha es siempre
decreciente




Ademas de lo anterior se observa un comportamimotodtonamente creciente del voltaje con
respecto a la resistencia. Por otro lado el valer gresenta la cresta de cada peak es, a lo menos,
un orden de magnitud superior al valor que tierfariaion en un intervalo dé 10[Hz] fuera del
entorno de cada peak. El peak de mayor valor gaespresenta la curva d8[M(Q] y alcanza

aproximadamentg57[V /4] .

Se puede apreciar en el grafico anterior, queesi lzdis curvas de voltaje para valores pequefios
de resistencia tienen el peak donde se encuenfireclzencia natural del sistema, para las curvas
con mayores valores de resistend@0(kQ], 1[MQ]y 10[MQ]) el peak se corre unos cuantos
hertz hacia la derecha de la frecuencia naturahblen notese que a medida que la resistencia
aumenta la diferencias entre las curvas comienzéisrainuir, tanto asi que incluso las curvas
(1MQy 10MQ) parecen ser una sola. Lo anterior hace presunarlguurva de voltaje va
convergiendo a una curva maxima cuando la resistérade a infinito.

Para los datos expuestos en la figura 4.4 debesgera cuenta que el voltaje que ésta muestra es
el voltaje FRF, es decir, es el voltaje divido [#oaceleracion de gravedad. Lo anterior se traduce
en que para conseguir un voltaje de la magnitudhguestra el gréfico, la base debe acelerarse a
una vez la aceleracién de gravedad. Si considertaraaplitud de la ecuacion (3.6) y asumimos
gue la frecuencia de excitacion se empata coneleuéncia naturald( = w,, = 36,315 [Hz])
entonces el desplazamiento de la basdebiese ser de 7,439[mm] aproximadamente, para que
la aceleracion que excita el sistema sea iguahadkeracion de gravedad.

Respecto del corrimiento que presentan los peatia lederecha cuando la frecuencia es alta,
del punto de vista de las ecuaciones, esto secaxiglipor el denominador de la ecuacién (4.51)
(si se escribe como fraccion) pues de ahi se puedque el peak de la funcidén voltaje ocurre
para un par de valores dey R, y que cuand® es alto el peak no ocurre exactamente cuando las
frecuencias se igualan. Ahora bien el sentidodidie lo anterior es que cuando la resistencia que
se encuentra conectada a la viga aumenta, el edtare respecto de la corriente generada, lo
gue se condice con un aumento del campo eléctueosale de la viga, y luego un efecto
acoplado del aumento del campo eléctrico es el almnue la rigidez de la viga, que termina por
aumentar la frecuencia natural. En este modelfenéimeno fisico antes descrito no es modelado
modificando la frecuencia natural del sistema, siés bien multiplicandola por coeficientes en
el denominador de la ecuacién (4.51).




Pasando ahora a la figura 4.5 en ella se muestfad@curre con la intensidad de corriente FRF
versus la frecuencia de excitacion, nuevamentedmbnconexion es hecha en serie. Se ve que
las curvas de corriente FRF también poseen peakspar de ramas que decaen hacia los lados.
Al contrario que en el caso del voltaje, el comaaiento de la corriente FRF es mondtonamente
decreciente con respecto al aumento de la resiatesgto provoca que la curva que muestra el
mayor voltaje en la figura 4.4 sea la que tieneaneorriente FRF. El peak mas alto se da para

la curva del00 [Q] y alcanza un valor de[mA/g] aproximadamente, y al igual que para el caso

del voltaje FRF, fuera de un rango Hid 0[Hz] en torno al peak de la funcidn corriente FRF, la
diferencia del peak respecto del resto de la fumesde al menos un orden de magnitud.

. Intensidad de Corriente FRF vs Frecuencia (Serie)
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Figura 4.5: Intensidad de corriente FRF generaddapaga piezoeléctrica, para diferentes
resistencias (conexion en serie, modelo de un gtadibertad).

En el grafico también se puede apreciar el corntigle los peaks respecto de la frecuencia
natural del sistema, nuevamente las curvas de Ilasistencias pequefias
(100[Q], 1[kQ] y 10[kQ]) mantienen los peaks respecto de lo que predifeduencia natural,
pero las resistencias mayor@®(@[kQ], 1{MQ] y 10[MQ]) presentan corrimientos a la derecha en
el eje de las frecuencias. Se puede apreciar gudiflerencias entre las curvas disminuyen a
medida que el parametro de la resistencia decgeeyas curvas parb[kQ], 1[kQ] y 100[Q]

son muy similares. Se puede inferir de lo anteguee la curva de corriente FRF tiende a una
curva maxima cuando la resistencia tiende a cero.




La potencia FRF generada por la viga en su conei@erie se muestra en la figura 4.6, al igual
gue en las gréficas para para el voltaje FRF ytaente FRF, se puede ver la existencia de
peaks y las ramas caracteristicas, pero esta gezulyas no presentan un comportamiento
monatono creciente o decreciente con respecto deslatencia. Ahora bien para resistencias
pequefias100[Q], 1[kQ] y 10[kQ]) el peak de esas curvas se mantiene en la frdaueatural

del sistema, pero no para las curvas con resisienuoiayores en donde estas muestran un
desplazamiento de sus peaks hacia la derecha.

Potencia FRF vs Frecuencia (Serie)
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Figura 4.6: Potencia FRF generada por la viga piéztrica, para diferentes resistencias
(conexion en serie, modelo de un grado de libertad)

La potencia FRF maxima obtenida se alcanza eneltacdel peak de la curva tigpVQ] y es
aproximadamente d&0[mW /g?], nétese que este valor es solo ligeramente supgroel que
alcanza la cresta del peak de la curva pafdk(], y este a su vez es ligeramente menor al valor
de la cresta de la curva dé[kQ]. La situacion descrita anteriormente puede vers@r en la
figura 4.7 que es un zoom a la zona de interédaBabseccion 4.2.3 se muestra la curva con

potencia maxima.
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Figura 4.7: Potencia FRF generada por la viga piéetrica, para diferentes resistencias, zoom a
los peaks superiores (conexion en serie, modelmdgado de libertad).
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4.2.2.-Resultados y andlisis conexion en paralelo para elodelo de un grado de libertad.

En la figura 4.8 se muestra la evolucion del velteRF, pero ahora las placas de la viga estan
conectadas en paralelo. Vemos un comportamientosimuilar al descrito para la figura 4.4, ya
gue se aprecian los peaks y su corrimiento ha@euéncias mayores. La diferencia mas
significativa de este grafico respecto del que rmaes voltaje FRF en serie, se puede apreciar en
las resistencias mayores, como muestra de eso exde dijar la atencién en la curva para
100 [kQ], que en este caso tiene una diferencia menoraaunrva de resistencia superior de
1[MQ], a su vez esta también tiene una diferencia mergpecto de la curva generada con
10[MQ]. De lo anterior podemos decir que en el caso ealgla se necesitan resistencias
menores para tener una aproximacién bastante eemala curva maxima. El voltaje FRF
méaximo se alcanza en la cresta del peak para leacde 10[MQ] y es de290[V/g]
aproximadamente y en general los valores de lamswson menores que los que se alcanzan con
sus analogas en el caso en serie.

Voltaje FRF vs Frecuencia (Paralelo)
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Figura 4.8: Voltaje FRF generado por la viga piézcteica, para diferentes resistencias
(conexion en paralelo, modelo de un grado de kiort




La figura 4.9 muestra la corriente FRF cuando laeg@n esta hecha en paralelo. Las curvas
tienen la misma forma que en el grafico de la Agdr5, pero esta vez la diferencia entre las
curvas de menores resistencias como lo 460[kQ],10[kQ], 1[kQ]y 100[Q] son mas
acentuadas. De lo anterior se infiere que se regqui@sistencias menores, en comparacion a la
conexion en serie, para obtener una aproximacidgstaja de la curva de corriente FRF maxima
gue se obtiene cuandbtiende a cero. Por otro lado los valores de lagasude corriente FRF
son mayores en comparacion a sus analogas eroetrcaerie. La corriente maxima que muestra
la figura se alcanza en la cresta del peak de taacparal00[Q] y es aproximadamente de
8,5[mA/g].
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Figura 4.9: Intensidad de corriente FRF generaddapadga piezoeléctrica, para diferentes
resistencias (conexion en paralelo, modelo de adagyde libertad).

En el gréfico de la figura 4.10 se muestra la ppgeRRF generada por la viga para la conexion
en paralelo, la manera en la cual las curvas sepaxan sigue siendo la misma que la descrita
para el caso en serie. El voltaje alcanzado porctastas de los peaks de las curvas para
100[kQ] y 10[kQ] es virtualmente el mismo y es el maximo, aproxiamaente60[mW /g?],
esta situacion puede verse con detalle en la figurh
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Figura 4.10: Potencia FRF generada por la vigaopiéztrica, para diferentes resistencias
(conexion en paralelo, modelo de un grado de kiogrt
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Figura 4.11: Potencia FRF generada por la vigeopiéztrica, para diferentes resistencias, zoom
a los peaks superiores (conexién en paralelo, matkeln grado de libertad).




4.2.3.-Resultados y andlisis para resistencia 6ptima deladelo de un grado de libertad

Como se vio en la seccidon 4.1, de la ecuaci@i]4e puede desprender una expresion para la
potencia maxima, dada por la ecuacion (4.56), kadierivacion de esta obtenemos la resistencia
optima que maximiza la potencia. La expresion paraesistencia Optima se muestra en la
ecuacion (4.57) y nétese que como depende de &itapcia de la viga que varia dependiendo
de si la conexion es en serie 0 paralelo, entolecessistencia optima no es la misma si se
conecta en serie 0 en paralelo. Con los paramgtrese han fijado para realizar la simulacion
las resistencias Optimas en el caso en serie YIefBrason: Ry, serie = 26,372[kQ] 'y
Roptparaieio = 6,593[kQ]. A continuacion en las figuras (4.12), (4.13¥y1@) se presentan los
gréficos de voltaje FRF, corriente FRF y potendrRFFcomparando las conexiones en serie
versus en paralelo, cada una con su respectivsarsia 6ptima.

Voltaje FRF vs Frecuencia
1[] T T T T T T

Serie
----- Paralelo |]

10

Voltaje FRF [V/g]

0 10 20 30 40 50 60 70
Frecuencia [Hz]

Figura 4.12: Voltaje FRF conexion en serie versugegion en paralelo con resistencias optimas.

De los gréficos de las figuras (4.12), (4.13) L {3.puede observarse que si a ambas conexiones
se les asigna su resistencia optima, entoncesnkx@m en serie genera un mayor voltaje FRF,
pero a su vez la conexion en paralelo genera ugamoarriente FRF. En tanto que las curvas de
potencia calzan perfectamente y el valor maximesia es aproximadamer&2 [mW /g?], que
seria la méxima potencia alcanzable para estersisteajo los parametros presentados en las
tablas (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4).




1 Intensidad de Corriente FRF vs Frecuencia
1[] T T T T T T

Serie
Paralelo |]

—
=
=
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Intensidad de Corriente FRF [mA/g|

1 U 1 1 | |
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Figura 4.13: Corriente FRF conexion en serie vecsngxion en paralelo con resistencias
optimas.

, Potencia FRF vs Frecuencia (Multi-modo)
107 ¢ : : : : : :

Serie
----- Paralelo [

Potencia FRF [mW/ gz]

1 U | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70

Frecuencia [Hz]

Figura 4.14: Potencia FRF conexion en serie vaysnsxion en paralelo con resistencias
Optimas.




4.3.-Discusion modelo de un grado de libertad.

Primeramente se puede decir que la frecuencia atatiet modelo de un grado de libertad
depende de dos aspectos, la geometria de la wigainfluye en el momento de inercia de la
misma, y la masa adherida en el extremo libre the &s claro de la ecuacion (4.49) que si la
masa aumenta entonces la frecuencia natural digmimero es interesante entender que si se
mantiene la geometria de la viga constante, entoseepuede bajar la frecuencia natural del
sistema tanto como se desease simplemente aumendamasa inercial. La afirmacion anterior

si bien es respaldada por las ecuaciones podsdarmerta, pues la viga podria fallar por rotura o
fatiga si la masa del extremo resultase muy atiagpde para determinar con exactitud cuél es la
mayor cantidad de masa que puede adherirse adae&igebiese hacer un estudio de resistencia y
fatiga de la misma, lo que escapa de los alcareestd memoria.

Ahora si se analiza lo que ocurre con el largoadéda, se puede decir que al aumentar el largo
total se podria aumentar el largo de los electroglaen ello aumentar el valor de las constantes
k. Yy k, (se puede ver en las ecuaciones (4.58) y (4.9Po) consiguiente disminuir el valor de
la constantét, que a su vez conlleva a disminuir la frecueneitumral del sistema. Ademas se
debe recordar de la ecuacion (4.51) que cualqa@iebm que tenga como efecto disminuir la
frecuencia natural tiene como efecto, en este mpdementar el voltaje.

Disminuir la frecuencia natural y aumentar la poterson efectos deseables para el objetivo
ultimo de las vigas piezoeléctricas, que es enargiensores. Disminuir la frecuencia natural
permite que los peaks de las funciones, voltaje, [ERFiente FRF, y potencia FRF se den para
frecuencias de excitacion menores, lo que es magtipo pues en general las vibraciones del
ambiente que pueden utilizarse son menores a 180 ¢dmo ya se discutid en el capitulo de

antecedentes. Como se muestra en la seccion 4.2nganrel voltaje por medio de variar la

resistencia, no siempre implica obtener un aumeet@otencia, pues ese aumento de voltaje
puede ocurrir en detrimento de la corriente gerseracton ello la potencia final podria ser

incluso menor a la original, pero si se mantieneefastencia constante y el voltaje aumenta por
causa de la disminucion de la frecuencia natunébnees la potencia aumenta también.

Como en general se desea que la potencia genecaidal gistema sea la méaxima posible,
conviene que el sistema esté conectado a la msstéptima, ahora bien como muestra la
Figura 4.14 , la curva de potencia maxima puedalsanzada tanto para una conexion en serie 0
en paralelo, por ende como parametro de decisidelsiese considerar si se desea que el sistema
genere mas voltaje 0 mas corriente, y en base areescoger la conexion en serie si se desea lo
primero y la conexion en paralelo si se desea ¢mrsgo, como lo avalan las figuras (4.12) y
(4.13).




5.- Modelo continuo desacoplado.

Como ya se ha dicho este modelo comprende a lacag® un medio continuo, en donde su
masa de esta se distribuye uniformemente a lo ldegla misma, debido a eso ahora se deben
considerar dos tipos de masas, la masa inherente dga y la masa adherida a ésta. En este
modelo el campo eléctrico y el consecuente voljajeerados por la viga, no alteran la resistencia
mecanica de ésta, que es la suposicion fundamé&mtdas siguientes subsecciones se desarrolla
la fisica de este modelo y un modelo computacidabimismo.

5.1.- Desarrollo fisico del modelo continuo desacoplado.

El desarrollo fisico seguido en esta seccion faptado de la referencia [7]

La masa inherente vuelve importante la deflexiorcalda punto de la viga, ya que todos ellos
contribuyen a generar una diferencia de potenpaalende ahora se debe considerar la ecuacion
de movimiento que describe el comportamiento caotirLa viga y el sistema asociado a ésta
siguen siendo los que muestra la figura 3.1, gdaacion de movimiento es la siguiente.

Bl 64;1)(:: t) - azgg, t) ‘e an;, t) _ 6263;(;) 50— 1) Ecuacion (5.1)
o Q(x,t) [m] : Funcion de deflexion total de la viga.
o« y()[m] : Funcion de excitacion del sistema.
s E,[Pq] : Modulo de Young del material piezoeléctrico.
o I[m*] : Momento de Inercia de la viga.
* mlkg/m] : Densidad lineal de masa de la viga.
* ¢4 [Ns/m] : Coeficiente de roce con el aire.
* M [kg] : Masa adherida al extremo de la viga.
 L[m] : Largo de la viga.

e 8(x—L)[m 1] : Delta de Dirac.




La funcidnQ(x, t) representa la deflexion total de cada punto dada a una distancia del
punto de empotramiento y a un tiempaesta deflexion estd medida respecto de un sistiema
referencia fuera del sistema. La funcigfx, t) es la funcién de excitacion, o desplazamiento de
la base, a la cual estd empotrada la viga, luegtefiee la funciénz(x,t), que representa la
deflexion relativa respecto del punto de empotratoieDe lo anterior se cumple que:

Qx, t) = z(x,t) + y(t) Ecuacion (5.2)

e z(x,t)[m] : Desplazamiento relativo o deflexion relativa ahfopude empotramiento.

Notese que la funcién de excitacignit) es la funciobn que se describe en la seccion 8.2, e
particular para este modelo se trabajara con radarompleja de esta funcién que viene dada por
la ecuacion (3.4).

Reemplazando la ecuacion (5.2) en la ecuacion &lgbtiene que:

04z(x, t) 0%z(x,t) 0z(x,t)
[— =+ m— "t ¢,
0x dt ot Ecuacion (5.3)
0%y(t) dy(x, 1)
otz 9T ot

Ep

=—[m+ M&(x — L)]

Podemos definir la parte derecha de la ecuaci@) ¢dmo una funcion forzante, de manera que:

azy(t)_c dy(x, t) Ecuacion (5.4)
ot2 * ot

F(x,t) = —-[m+ M&(x — L)]

Luego la ecuacion (5.3) puede ser escrita como:

0*z(x,t) 0%z(x, t) 0z(x,t) Ecuacion (5.5)
E,l Ep +m 32 + cq Fra F(x,t)
[ 54 )




La EDP (ecuacion en derivadas parciales) que naukstrcuacion (5.5), puede ser resuelta en su
version homogeénea por el método de separacionribles, por ende se supone que:

z(x,t) = X(x) - T(¢) Ecuacion (5.6)

e X(x) . Parte espacial de la funciaf, t)

e T(t)[m] : Partetemporal de la funciéx,t)

Si reemplazamos la ecuacion (5.6) en la versiénolgémea de la ecuacion (5.5), se llega a la
siguiente ecuacion de variables separadas:

EJX"() T(t) N c_aT(t) o, Ecuacion (5.7)
m X  |T® " mT®| ©

Noétese de la ecuacion anterior que el término &daierda del primer igualando depende
Unicamente de la variabbe mientras que el que esta a la derecha, depetalelesda variable
temporalt, por ende cada parte de este igualando es untaotnsespecto del otro y por ende
ambas se igualan a la constante

Se puede definir las siguientes constantes:

o2 @ Ecuacién (5.8)
m

g4 w_2 Ecuacion (5.9)
C2

De manera que podemos separar la ecuacion (51d3 eios ecuaciones diferenciales siguientes:

X" (x) = B*X(x) = 0 Ecuacion (5.10)

T + :n—“T(t) + W?T() =0 Ecuacion (5.11)




La ecuacion (5.10) es la ecuacion diferencial éapaen tanto que la (5.11) es la temporal. La
ecuacion espacial entrega los modos de vibracida dga, si esta se resuelve la solucién es:

X(x) = Cysen(Bx) + C,cos(Bx) + Cssenh(Bx) + C,cosh(Bx) Ecuacion (5.12)

La ecuacion (5.12) tiene cuatro constaritg€’,, C; y C, que deben ser determinadas, ademas de
la constantes. Para determinar las constantes deben evaluassotaliciones de borde de la
viga, estas aparecen en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1: Condiciones de borde de la viga.

Condicion de borde Ecuacion asociada
i.  Deflexion cero en el empotramiento. z(x=0,t) =0
. . . 0z
ii.  Pendiente cero en el empotramiento. a_(x =0,t)=0
X
. 0%z
lii.  Momento cero en el extremo libre. El 'F(x =L,t)=0
X
v Fuerza cortante en el extremo libre g El 0%z =L,t)|=M 0%z =L,t
' | | g =L =M (=10

Las condiciones de borde generan cuatro ecuacipaes las constantes C's, este juego de
ecuaciones es el siguiente:

C,+ C,=0 Ecuacion (5.13)

Ci+ C3=0 Ecuacion (5.14)

—Cysen(BL) — C,cos(BL) + C3senh(BL) + C,cosh(BL) =0 Ecuacion (5.15)

C; |—cos(BL) + ﬁWMsen(ﬁL)] + C, [sen(ﬁL) + ﬁWMCOS(ﬁL)] Ecuacion

(5.16)
+ C3 [cosh(ﬁL) + ﬁWMsenh(ﬁL)] +C, [senh(ﬁL) + ﬁWMcosh(ﬁL) =0




Las cuatro ecuaciones anteriores se pueden esuoahiicialmente de la siguiente manera:

0 1 0 1 C, 0
1 0 1 0 C, 0
—sen(pBL) —cos(BL) senh(BL) cosh(BL) Cs 0
—cos(BL) sen(BL) cosh(BL) senh(BL)
pM . BM LBM L BM C,| |0
+75en(,8L) +Wcos(,8L) +Wsen (BL) +7cos (BL)

Ecuacion ( 5.17): Ecuacion matricial para las coiodies de borde.

Para que el sistema de ecuaciones no tenga uradsottvial el determinante de la matriz de
coeficientes debe ser nulo, luego calculando @rdehante e imponiendo que sea igual a cero se
obtiene la ecuacién caracteristica siguiente:

1 + cos(BL) cosh(BL) + [%VI [cos(BL) senh(BL) — cosh(BL)sen(BL)] = 0 Ecuacion (5.18)

De la ecuacion anterior se obtiene los valoreg dgue son soluciones de la ecuacion, estas
soluciones son un conjunto infinito, pero en lda@h2 se muestran los primeros cinco valores en
orden creciente.

Tabla 5.2: Primeras cinco soluciones de la ecug&idr)

B[1/m]  Valor

B, 17,184

B, 69,553

Bs 124,411

B, 179,405

B 234,456
[ 57 )



Ahora se tiene una cantidad infinita de valorega paque se nombraran respecto de un subindice
n, de modo qu¢,, es el enésimo valor de beta que es solucién Bedacién (5.18). Como ya se
determiné los valores para beta, ahora se debenndear el valor de las constantes C’s, para
ello se resuelve el sistema de ecuaciones mostada ecuacion (5.17), pero notese que la
matriz es singular por ende no se pueden despejacuatro constantes, lo mejor que puede
hacerse es dejar tres de ellas en funcidn de lsacm este caso se dejaran todas las constantes
en funcion de&,. Finalmente la funcion espacial queda como:

X, (x) = Co{[cos(Bpx) — cosh(Bpx)] — a,[sen(B,x) — senh(B,x)]} Ecuacion (5.19)

sen(BuL) — senh(BuL) + B o [cos(BuL) — cosh(ByL)]

= 7 Ecuacion (5.20)
cos(ByL) + cosh(ByL) — B [sen(BnL) — senh(B,L)]

On

El subindicen en X,,(x) indica que la funcién espacial depende del vadobeta escogido, esta
funcion espacial es lo que se conoce en la litexate vibraciones como modo de vibracion del
sistema, en particular este es el enésimo modolatacion. Notese ademas ggetiene una
relacién con la constante, segun lo que indica la ecuaciéon (5.9), luego cghmuede tomar
varios valores y es una constante; tiene que tener la libertad de ajustarse a losresldes

por endaw también depende de lo que se muestra en la siguiente ecuacion.

w, = Bnc Ecuacion (5.21)

* w,[rad/s] :Enésima frecuencia natural de la viga.

La constantev,, es la frecuencia natural de la viga, y como depealeh, existe mas de una, por
ende la ecuacion (5.21) es la enésima frecuentimahael sistema, y de lo anterior puede verse
gue existe una relacion directa entre el modo deawion de la viga y su correspondiente
frecuencia natural.

Como ya se tiene la ecuacion espacial, se debeacéatatencion en la ecuacion temporal del
sistema que esta expresada por la ecuacion (hdtEse que ahora esw;, y como es tipico en
la literatura de vibraciones se puede introducir amortiguamiento modal, definiendo la
siguiente expresion.




C

Ecuacion (5.22
aa = 2§pwp ( )

e &, : Factor de amortiguamiento.

Luego la ecuacion (5.11), queda expresada como:

Fot) + 26000 Tut) + @02 T(D) = 0 Fovacion (5:23)

La ecuacion diferencial anterior tiene tres posilsieluciones dependiendo del valor del factor de
amortiguamientd@, estas soluciones se presentan en la siguierige tab

Tabla 5.3: Soluciones de la ecuacion espacial hénmesy

Tipo de amortiguamiento. Solucion asociada
T, (t) = Ae ¢“ntsen(wyt + @)
I.  Amortiguamiento debi(¢, < 1
g (. <1 conw, = JT—E2
ii.  Amortiguamiento criticqé, = 1) T,(t) = (A; + Ayt)e @nt

— — [&2_ — 2_
ii.  Sobre-amortiguamienté, > 1) | Tn(t) =e font [Ale OnVEETIE 4 Apemems 1t]

Las soluciones mostradas en la tabla 5.3 debeevaéradas en las condiciones iniciales para la
viga, pero notemos que en realidad cada una de &sliaciones tiende a cero cuando el tiempo
tiende a infinito, es decir, las soluciorggt) son soluciones transientes del problema, pero en
realidad interesa el comportamiento estacionaridesi®meno (el que permanece en el tiempo),
por ende estas soluciones se descartan. Notesgi¥g (x) y T,(t) hallados hasta aca son
soluciones de las ecuaciones (5.10) y (5.23) quesean de la forma homogénea de la ecuacion
(5.5), por ende son soluciones homogéneas tambaamp ya mencionamos anteriormente se
descartdl;, (t) por ser transiente, sin embargaXglx) nos arroja los modos de vibracion de la
viga que responde a un propiedad intrinseca de mst&nde es igualmente valido indpendiente
de si el fendmeno es transiente o estacionariololanterior se deduce que se debe hallar la
solucion estacionaria pafg (t), y para hacerlo se utiliza la ecuacion (5.5) effaema no
homogénea valiéndose de [g(x) ya encontrados.

( 1
1 >° J




Lo primero debe notarse para encontraif}gs) es notar que el desplazamiento relativo ya no es
la simple multiplicacion de la parte espacial juntm la temporal, sino mas bien una sumatoria
de estas soluciones, de modo que:

2(x,t) = ij(x) T(t) Ecuacion (5.24)
=1

Luego reemplazando la ecuaciéon (5.24) en la ecng@&db) y aplicando las ecuaciones (5.8),
(5.21) y (5.22), se llega a la siguiente ecuacion.

[oe]

D H@IHO + 26050 + 0 T0])

= Ecuacion (5.25)

M
= [1 + Ed(x - L)]j?(t) — 28 w;y(t)

La ecuacion anterior se puede usar para deterrijj@p valiéndose de que los modos de
vibracion son ortonormales, es decir, cumplen eaiduiente propiedad.

L
an(x) Xm(x)=0,; Vn#m Ecuacion (5.26)
0

Luego se multiplica la ecuacion (5.25) pog(x) y se integra entre 0 y L, de modo que se
obtiene:

Ta(®) + 28wn T () + wn?Ty(0)

= ho {X"(x) [1 + %5(" B L)]}dx 240, _ 28n@ny (1) foLXn(x)dx ECL(Ig.CZig?

S X2 (%) dx J X2 (%) dx

La ecuacion anterior aunque posee una expresiopleanno es mas una mas que una ecuacion
diferencial ordinaria con dos forzantes, podemdiiddas siguientes dos expresiones con el
objetivo de escribir la ecuacion (5.27) mas faciltee




= f"L {Xn(x) [1 il %6@ _ L)]} dx Ecuacion (5.28)

J X2 (x) dx

in

28,0 [} X (x)dx
[ X, (x) dx

Yoy = Ecuacion (5.29)

Luego la ecuacion (5.27), queda como:
T,(t) + 28w, T, () + 0, 2Ty(t) = =iy - F(&) + Pop - V(E) Ecuacion (5.30)
La solucion de la ecuacion diferencial anterior es:

n wp? — w2+ i 28w

Ecuacion (5.31)

Luego como la eleccion pararelen la ecuacion (5.27) fue completamente arbitrangonces la
ecuacion (5.31) es vélida para cualquigverteneciente a los naturales. De lo anteriorueel@
definir el desplazamiento relativo modal, segusidmiente ecuacion.

zi(x,t) = X;(x) - T;j(t) ; VjEN Ecuacion (5.32)

En consistencia con la ecuacion (5.24), se cumpe g

(o]

2(x,t) = Z 5t =Y X0 T()
j =1

j=1 Jj

Ecuacion (5.33)

Ahora que ya se conoce el desplazamiento relatara pada punto de la viga en cualquier
tiempo en estado estacionario, se debe relaciostar desplazamiento con la generacion de
voltaje, esto se por medio de las ecuaciones totigtis de los materiales piezoeléctricos, se
puede mostrar que las ecuaciones (3.10) y (3.1&)lepu escribirse alternativamente como se
muestra a continuacion, y dicho desarrollo se pbhedlar en el anexo A.2 de este trabajo.




_ Ecuacion (5.34
T, = Cf1'511_e31'E3 ( )

En las ecuaciones anteriores las constantes voadas por:

1 da; ds,? :

~E _ _ .5 _ .55 _ T 31 _ T 2 5

h =5 =Ep; 1= == ds1Ep; 653 = €33 — —— = €33 — d3;"E, Ecuacion (5.36)
s s s
11 11 11

De resistencia de materiales sabemos que la relacitie la deformacion axial y la deflexion
viene dada por:

92z(x, t)

Ecuacion (5.37)
0x?

Sll(x,Z, t) = —Z

En la ecuacion anterior no se debe confuadion z(x, t), la primera es la altura desde el eje
neutro de la viga y es en donde se evalla la defbém axial, en tanto que la segunda es la
funcion desplazamiento relativo. Como ya se exm@ic@l capitulo 4 se evalla la deformacion en
el centro de la capa piezoeléctrica que tiene istartiah,; al eje neutro, de modo que:

92z(x, t)

Ecuacion (5.38)
d0x2

Sulxt) = _hps

Ademas de lo anterior se pueden considerar a Gguadel piezoeléctrico como un capacitor de
placas paralelas que genera un voligje) y por ende el campo eléctrico asociado viene dado
por:

—v(t) .
E; = Ecuacion (5.39)
hp

Reemplazando las ecuaciones (5.38) y (5.39) eouac&n (5.35), obtenemos la ecuacioén que
relaciona el desplazamiento relativo de la viga&oroltaje generado por la misma.

0%z(x,t) —v(t)

D3 = ez — P gpz Ty Ecuacion (5.40)

p




Como la viga piezoeléctrica estd conectada a usigteacia, podemos calcular la corriente
eléctrica que circula por ella, integrando el daspiniento eléctricd; en €l area del electrodo, y

derivando por el tiempo, luego esa corriente ealiglivoltaje generado por la viga, dividido por
la resistencia. Lo anterior se puede ver en lacgng5.41).

d fﬁ ANRLO) 5
at n =R Ecuacion (5.41)
A
Al resolver la ecuacién anterior se obtiene:
e:bL dv(t) wv(t) o f63z(x t) .,
. = — Ecuacion (5.42
h, dt TR N e (5.42)

Notese que la ecuacidn anterior representa la mrude un circuito eléctrico, dicho circuito es
el que muestra la figura 5.1.

ﬁ
i(1) C._— R<v(h)

< Mgy
!

Figura 5.1: Circuito equivalente a la viga.

La analogia entre la Ecuacion (5.42) y la Figulagsta dada por las siguientes ecuaciones:

£33bL
C, = 33 Ecuacion (5.43)
hp
3z(x,t B
i(t) = —e31 " hys - bf ai(gxz)dx Ecuacion (5.44)

 C,[F] :Capacitancia de la viga.

e i(t) [A] : Corriente generada por la viga.




Debe notarse que la analogia circuital anteriorresgmta una sola capa de material
piezoeléctrico, luego para ambas capas se deberdifar como estan conectadas estas, si en
serie 0 en paralelo, dependiendo de la conexioncisiitos analogos resultantes son los

siguientes.

i(1) é) €
|

Figura 5.2: Circuito equivalente piezoeléctricorextados en serie.

4—|
i(1) €= E(I)C‘JP C.o0— Rz,
|

Figura 5.3: Circuito equivalente piezoeléctricorextados en paralelo.

Las figuras (5.2) y (5.3) se representan por las@ones (5.45) y (5.46), respectivamente.

Cp dvs(t) vs(t) .,
P, = i Ecuacion (5.45
ot R i(t) (5.45)
dv,(t) v,(t) ,
._P p — i Ecuacion (5.46

Los subindices s y p en los voltajes hacen aluai@h se esta calculando el voltaje para la
conexion en serie o en paralelo. Puede apreciadasdecuaciones (5.45) y (5.46) que estas
poseen una forma similar, lo que nos permite fleslien una sola ecuacion, de la siguiente
manera:




. dv(t) N v(t) _

4 dt Req {(t)

Ecuacion (5.47)

Cp .y ,
— { conexion serte

Ceq = 2 Req = {
Cp: conexion paralelo

R : conexion serie

2R: conexién paralelo Ecuacion (5.48)

Ahora solo resta resolver la ecuacion (5.47), motpse el término de corrieni¢t) en esta
ecuacion, depende de la funcion de desplazamietativio z(x,t), que a su vez es la suma
infinita de los términos;(x) - Tj(t), pero del mismo modo que se definié un desplazatmi
relativo modal, se puede definir una corriente rhedgun la siguiente expresion.

L
_ o 03z, (x,t)
in(t) = —e3;- hps ) bf#

0

Ecuacion (5.49)

Luego por la linealidad de las ecuaciones difesdasj se puede resolver la ecuacion (5.47) para

cada una de las corrientes modales, y se puederdgfie el voltaje obtenido sera un voltaje
modal, de modo que:

(o0}

v(t) = Z v (6) Ecuacion (5.50)

j=1

Desarrollando la integral y las derivadas parci@esla ecuacion (5.49) y reemplazando esa
expresion en la ecuacién (5.47), se obtiene elesigei par de ecuaciones.

_dvn(t) 4 v ()
4 dt R

= H,(w)e't Ecuacion (5.51)
eq

Yo (¢1nw2 + ilpan)

— _. . . 2 . 1
Hp(w) = &1 hps b Br” - iw Wy — w2 +1i- 28w,

L
an(x)dx Ecuacion (5.52)




Para resolver la ecuacion (5.51) suponemos unaiéolule la formav, (t) = V,e'“t, lo que
entrega la solucion siguiente para el modo de gibran:

Hy

qla)+(/R )

iwt

€ Ecuacion (5.53)

vn(8) =

En la ecuacion anterior la amplitud compleja ddlaje modal queda definida como:

H .
v, = r Ecuacion (5.54)

Ceqiw + ( /R )

Como se puede apreciar el voltaje calculado endaaon (5.53), es un voltaje complejo, esto se
debe a que la funcidon de excitacip(t) que se utilizd lo es, pero en realidad la funai@n
excitacion debe ser real, definirla compleja, ®aina herramienta matematica que ayuda en los
calculos. El voltaje real es una funcion seno eoosxon desfase, por ende es un voltaje alterno,
pero las variaciones temporales del voltaje no d®rinterés, lo que se busca es calcular la
amplitud de este, y como esta varia en funciénadeekcuencia de excitacion, lo que se llama
voltaje FRF (funcion de respuesta en frecuenciajn@ya se explico en el capitulo 3, el voltaje
resultante depende de la amplitud de la aceleraci@ncual se excita la base, para eliminar esa
dependencia se debe normalizar el voltaje por ééeeacion. Se define entonces el voltaje FRF
modal como sigue:

V() |

VFRFTl(w) = 9.81 - wz

Ecuacion (5.55)

o

Finalmente el voltaje FRF total, que es la contiibn de cada uno de los modos, asi como la
corriente FRF y potencia FRF quedan definidos @®etuaciones siguientes:

Virr(w) = Z Vrrj(w) Ecuacion (5.56)
. Verr(w) Ecuacion (5.57)
iprr(w) = — R

[Virr (@)]? Ecuacién (5.58)

Pprp(w) = 2R

[ e )




5.2.-Resultados del modelo continuo desacoplado.

Los graficos hechos para este modelo se realizatosamismos parametros que se utilizaron en
el modelo de un grado de libertad, pero ahora lsampaopia de la viga cuenta y aporta un nuevo
parametro. Ademas la frecuencia natural no es gneada modo de vibracion posee su propia
frecuencia natural, debe tenerse en cuenta elj@adital se obtiene como la suma del voltaje que
aporta cada modo de vibracidn, pero estos soritwgirnpor ende se acotaran a solo los primeros
tres modos de vibracion. Como se vera mas adeam@r solo esta cantidad es una suposicion
razonable, pues los demas modos de vibracién tisrenencias naturales muy elevadas y no
afectan el comportamiento de los primeros. En defenlos parametros utilizados son los que se
muestran en las siguientes tablas.

Tabla 5.4: Propiedades geométricas de la vigaglanmdelo de un grado de libertad.

Unidades Piezoeléctrico Metal

Largo (L) [mm] 60,00 40,00
Ancho(b) [mm] 10,00 10,00
Espesor(h,, hs) [mm] 0,30 0,15

Tabla 5.5: Propiedades fisicas de los materialesglanodelo de un grado de libertad.

Unidades Piezoeléctrico Metal

Material PZT-5X Acero
Densidad(p,, ps) [kg/m3] 7400 7850
Mddulo de YoungE,, E) [GPa] 61 200
Permitividad relativa(e,.) 4500  -----
Constante piezoeléctri¢d;,) [pC/N] -320 -----

Notese que ahora se tiene un coeficiente de amartigntoé por cada modo de vibracion,
nuevamente, al menos uno de estos coeficienteesdeber determinado experimentalmente y
resto podria ser calculado con la ayuda de lasidresias naturales? y la ecuacién (5.22). La
realidad es que la introduccion del amortiguamientalal lineal a través del termi2g, w, en
cualquier modelo de vibracion, es una aproximasitiple al fendmeno de amortiguacion, y los
coeficientest,, la mayoria de las ocasiones no cumplen con lecgpuéb.22), razon por la cual
se relajara la condicion impuesta por esta ecuacipara los coeficientes de amortiguacion se
toman los valores expuestos en la tabla 5.6.




Tabla 5.6: Valores de los coeficientes de amortigumapara el modelo continuo desacoplado.

M1 Valor
& 0,016
&, 0,014
& 0,012

5.2.1.-Frecuencias naturales sistema continuo desacoplado.

Antes de mostrar los resultados para las varialiktaje FRF, corriente FRF y potencia FRF, se
debe determinar cuanta masa se adhiere en el exttera viga, y aunque se puede escoger una
arbitraria, es interesante ver el efecto que cagsegar masa en las frecuencias naturales. Con el
objetivo anterior se analiza la ecuacion (5.21)es® que en ella no esta explicita la dependencia
de las frecuencias naturales con la masa adherada@ue en realidad dicha dependencia se
produce a través de la varialflg, que si depende explicitamente de ella, como lestna la
ecuacion (5.18). Notese que para las caractedstjeameétricas y densidades mostradas en las
tablas (5.4) y (5.5), la viga posee un masa ta@&,2{gr] (sin considerar la masa adherida). Las
curvas de las frecuencias naturales en funciéradedsa adherida, se muestran en las figuras
(5.4), (5.5) y (5.6).
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Figura 5.4: Primera frecuencia natural en funciériadmasa en el extremo.




fn vs M (n=2)
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Figura 5.5: Segunda frecuencia natural en funceétagnasa en el extremo.
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Figura 5.6: Tercera frecuencia natural en funciémadnasa en el extremo.




De las figuras (5.4), (5.5) y (5.6), se puede aprean decaimiento exponencial de las
frecuencias naturales con el aumento de la mashextremo, este decaimiento parece tener una
cota inferior que difiere en cada caso, lo antes®mpuede apreciar mejor en los graficos de las
Gltimas dos figuras. La curva de la primera frecieematural, comienza en un valor superior a
los 100[Hz], pero puede llegar a caer hastad0§Hz] para20[gr], inclusive puede decaer mas
con mas masa. Lo anterior es particularmente puiess como ya se ha discutido anteriormente
bajar la frecuencia a rangos incluso inferioreess6D[Hz], permite encontrar varias hipotéticas
fuentes de vibracion que pudiesen alimentar aga gn la realidad.

Con la perspectiva que entregan los graficos déidasas (5.4), (5.5) y (5.6) se fija una masa
para la simulacion d®,68[gr] que es aproximadamente 3 veces la masa de lal@ighgccion
anterior se hace particularmente pensando en mlepnmodo de vibracion que es el que mas
interesa por el rango de frecuencias en el qugEesa.

Las masas y frecuencias naturales quedan defirkdada tabla 5.7, que se muestra a
continuacion.

Tabla 5.7: Pardmetros asociados a la masa paréasiorudel modelo continuo desacoplado.

Parametro Unidades Valor
Masa viga(m,,) [g7] 3,20
Masa extrem@M) [g7] 9,68

Primera frecuencia naturgto,) [Hz] 29,30
Segunda frecuencia naturéb,) [Hz] 480,00
Tercera frecuencia naturgtvs) [Hz] 1535,00




5.2.2.-Resultados y analisis conexién en serie para modetontinuo desacoplado.

En esta subseccidon se presentan los resultadas sielilacion del modelo para las variables
voltaje FRF, corriente FRF y potencia FRF, cuardoonexion estd hecha en serie. El gréfico de
la figura 5.7 muestra el voltaje FRF versus ladegcia de excitacion, medida en Hertz.
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Figura 5.7: Voltaje FRF para diferentes resistenfianexion en serie, modelo continuo
desacoplado).

Al igual que en el caso del “modelo de un graddilokrtad” el voltaje presenta peaks, pero a
diferencia de este, los peaks no son uUnicos, easel de este grafico se presentan tres de ellos,
estos peaks aparecen donde se encuentran localizada una de las frecuencias naturales del
sistema. Cada una de estas curvas es llamadaevieR& multi-modo, pues estan construidas con
el aporte de cada uno de los modos, segun la écugbi56). Nuevamente se observa un
comportamiento monétonamente creciente del volE#, con respecto al aumento de la
resistencia y a partir d@ = 100[kQ] las curvas no pueden distinguirse, de lo que fesreénque

las curvas tienden a una curva maximal cuandosiatemcia tiende a infinito, ademas de eso las
curvas tienden a juntarse a medida que la frecaeti@ce. También puede apreciarse que
manteniendo constante la resistencia, es decmdfijda atencion en una sola de las curvas,
siempre el peak del voltaje FRF para el primer madeovibracion es superior al del segundo
modo y este al del tercero. Lo anterior quiere rdgue, para el mismo nivel de aceleracion




entrante, el voltaje absoluto del primer modo deradion es el mayor, luego viene el del
segundo modo y finalmente el tercero.

En el grafico anterior se puede ver que los peakprimer modo de vibracion superan por a lo
menos en un orden de magnitud el valor del peakeatpindo modo, y a lo menos dos 6rdenes de
magnitud al peak del tercero, ademas de eso leseineias naturales de lo modos segundo y
tercero, son muy elevadas para estar en un raifigahie, razén por la cual se centra el analisis
en el primer modo. En la figura 5.8, se muestraagrcamiento a la zona en que ocurre el primer
peak de las curvas en el grafico de figura 5.7.
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Figura 5.8: Zoom a la zona del primer peak dedaré 5.7

Se puede ver de la figura anterior que el volt&€& maximo alcanza un valor de aproximado de
103[V/g] para la resistencia de0[MQ], aunque la curva pargMQ] es indistinguible, por lo
puede asumirse que ese nivel de voltaje puedels@rzado a partir dé[MQ]. Por otro lado
cuando la resistencia es #@0[kQ], el peak no alcanza el nivel d¢V/g]. Puede observarse
ademas que ninguno de los peaks se corre de laefreéia natural, lo anterior es una
caracteristica de este modelo ya que se asumd goeptamiento electromecanico es nulo.




En la figura 5.9 se presenta el gréfico para lai@we FRF. En este grafico nuevamente puede
verse la estructura de peaks ubicados en las fie@asenaturales del sistema, pero la corriente
presenta un comportamiento monétonamente decreaentel aumento de la resistencia. Puede
observarse que la curva pd@MQ], que es la que presenta mayor voltaje FRF segfiguiea

5.7, a su vez es la que presenta la menor caerlRE. Las diferencias entre los peaks de una
misma curva también son significativas, y son ttermenos un orden de magnitud entre el peak
del primer modo y el resto. Otra cosa que puedesgees que las curvas tienden a separarse a
medida que aumenta la frecuencia de excitaciortrarmmente a lo que ocurre con el voltaje
FRF.
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Figura 5.9: Corriente FRF para diferentes resisasnconexion en serie, modelo continuo
desacoplado).

Por las mismas razones anteriores es de particuéés ver que es los que ocurre en torno al
peak del primer modo. En la figura 5.10 se muastraoom de la figura 5.9 a la zona deseada.
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Figura 5.10: Zoom a la zona del primer peak déglard 5.9.

En el gréafico de la figura 5.10 el mayor valor gmmaza con la curva de)0[Q], aunque esta se
encuentra montada sobre las curvasljdg)] y 10[kQ] y por ello son indistinguibles con este
nivel de acercamiento. Dicho valor maximo es apnadamente dé[mA/g]. En contraparte la
curva paralO[MQ] alcanza un peak de aproximadameft&[mA/g]. Nuevamente puede
apreciarse que tanto en la figura 5.9 como enidaird 5.10, los peaks no sufren corrimientos
respecto de su frecuencia natural.

En la figura 5.11 se presenta la potencia FRFueoidn de la frecuencia de excitacion. En este
grafico podemos notar que la potencia no presant@mportamiento monétono con respecto a
la resistencia, puede observarse que las curvamgastran mayores potencias en los peaks de
un modo de vibracion, no necesariamente son lasnquestran mayor potencia en los otros
peaks, un ejemplo de lo anterior lo podemos verlasrcurvas para[kQ] y 100[kQ] en los
peaks del segundo y tercer modo de vibracion,2érrale lo anterior es el decaimiento de las
curvas, pues algunas decaen bruscamente con ehtmude la frecuencia, como la curva para
10[MQ], en tanto que otras decaen mas suavemente conmeepaplo la curva dé00[Q]. La
figura 5.12 muestra un acercamiento a la zonariteep modo de vibracién.




Potencia FRF vs Frecuencia (Multi-modo,Serie)
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Figura 5.11: Potencia FRF para diferentes resigtgrfconexion en serie, modelo continuo
desacoplado).
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Figura 5.12: Zoom a la zona del primer peak déglard 5.11.




En el gréfico de la figura 5.12 se puede ver masaniente la no monotonia de la potencia con
respecto a la resistencia, ademas se aprecia gaelparimer modo la curva que ofrece mayor
potencia es la d&00[k€] con un valor aproximado &100[mW /g?], nétese la gran diferencia
entre el valor maximo de los peaks de cada cumiavglor que estas presentan en20§Hz] y
40[Hz], en donde la funcion ha bajado por lo menos dden@s de magnitud.

5.2.3.-Resultados y analisis conexién en paralelo para melo continuo desacoplado.

En esta sub-seccion se presentan los mismos @ssllexpuestos en la seccién anterior, pero

para la conexion en paralelo, partiendo por eligvadel voltaje FRF que se muestra en la figura
5.13.
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Figura 5.13: Voltaje FRF para diferentes resis@n{tonexion en paralelo, modelo continuo
desacoplado).

En el grafico anterior se puede apreciar el misoroportamiento de las curvas descrito para la
figura 5.7, salvo por el valor exacto que alcaneatas, en particular podemos notar que las
curvas a partir d@0[kQ] en adelante estan bastante superpuestas en eslesda el segundo
modo en adelante, de lo que se infiere que pacariaxion en paralelo se puede obtener una
buena aproximacion a la curva maximal de voltaj& EBn una resistencia menor. Nétese que la
curva del0[MQ], que es la mayor aqui expuesta, presenta valoeesres que su analoga en
serie, a iguales valores de la frecuencia.




El acercamiento a la zona del primer modo de vibrase muestra en la figura 5.14.
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Figura 5.14: Zoom a la zona del primer peak déeglard 5.13

En la figura 5.14, se observa que para el primedania curva delO[k{] aun presenta
diferencia, respecto de las curvas con resistemayores. El voltaje maximo alcanzado por el
peak de la curva deD[M(] es alrededor d&70[V/g] que es menor que el analogo en serie que
es aproximadamente)00[V /g]. Ahora bien puede notarse que para la curva[ki€], el valor
méaximo alcanzado es aproximadamenteldf//g], en tanto que su analogo en serie es de
aproximadamenté.5 [V /g].

La Figura 5.15 muestra la corriente FRF para & easparalelo. Aqui ocurre lo contrario lo que
pasa en el voltaje, pues la curvaldgk(] se muestra mas separada de las curvas con las que
estaba superpuesta en el caso en d@¥Q]y 1[kQ]. La curva de corriente maxima, aqui
expuesta, es la dd0[Q] y posee valores mayores que su anadloga en pargjguales valores

de frecuencia. El valor maximo de esta curva pwedse en la figura 5.16 y es aproximadamente
de6,5[mA/g].
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Figura 5.15: Corriente FRF para diferentes rest&snconexion en paralelo, modelo continuo
desacoplado).
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Figura 5.16: Zoom a la zona del primer peak deglaré 5.15




La potencia FRF en paralelo se muestra en la figutd y presenta el mismo comportamiento
gue el descrito para el caso en serie, pero clar@noifieren en los valores exactos de las curvas.
El valor de potencia FRF maximo simulado se alcawrala curva dd00[kQ] y puede verse

en la figura 5.18, su valor es aproximadamente3d® [mW /g?].
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Figura 5.17: Potencia FRF para diferentes resigtgifconexion en paralelo, modelo continuo
desacoplado).
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Figura 5.18: Zoom a la zona del primer peak dedarg 5.17




5.2.4.-Resultados y analisis para resistencia éptima deladelo continuo desacoplado.

Para hallar una resistencia optima en este modelse puede seguir el procedimiento hecho
para el modelo de un grado de libertad, ya quevaletina expresion analitica de la ecuacion
(5.56) resultaria un proceso muy engorroso, de ngo@opara hallar dicha resistencia optima se
corrieron varias simulaciones con el objetivo dadotando la potencia maxima alcanzada y
determinar la resistencia a la cual ocurre, seenbtgue la resistencias 6ptimas aproximadas son
las siguienteR ¢ serie = 100[kQ] Y Ropt paratero = 40[kQ]. Los graficos para el voltaje FRF,
corriente FRF y potencia FRF con las resistenc@snds de muestran en las figuras (5.19),
(5.20) y (5.21).

Voltaje FRF vs Frecuencia
10 E T T T T T T T T

Serie |
----- Paralelo |7

Voltaje FRY [V/g]

1 1 1 1 | | | 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Frecuencia [Hz]

Figura 5.19: Comparacién Voltaje FRF serie-paratelo resistencia éptima.

Se puede ver en el grafico anterior, que el volEfF- siempre es superior en serie que en
paralelo, si ambas configuraciones trabajan coresigtencia optima. Se puede observar que el
voltaje maximo para el primer peak en serie eslatter de630[V/g] en tanto que en paralelo
es de250[V/g]. Para la corriente FRF que aparece en la figu2Q, 5se aprecia que la
configuracion en paralelo siempre es superiormé@gimos para el primer peak son@eA/g]|

y 5,75[mA/g] para las configuraciones en paralelo y serie ptiaenente. Finalmente las
curvas de potencia no son iguales como ocurre enodelo de un grado de libertad, aqui la
figura 5.21 muestra que se puede obtener mas p@t@ada configuracion en serie, en donde los
peaks para el primer modo seh50[mW /g?] y 1600[mW /g?] para las configuraciones en
serie y paralelo, respectivamente.




Corriente FRF vs Frecuencia
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Figura 5.20: Comparacion Corriente FRF serie-plralen resistencia éptima.

Potencia FRF vs Frecuencia
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Figura 5.21: Comparacion Corriente FRF serie-plralen resistencia éptima.




5.3.-Discusién modelo continuo desacoplado.

Se puede ver de los gréaficos para las frecuena@sates en funcion de la masa en el extremo
gue es posible bajar considerablemente éstas emiihirimasa, ahora bien en algin momento
como la curva tiene una cota inferior seguir suroéndiasa solo provocara un descenso muy
pequefio en la frecuencia natural de los modosnteriar no va en perjuicio de que las variables

dependientes voltaje FRF, corriente FRF, y poteRBl& puedan seguir aumentando aunque la
frecuencia ya no baje. Dado que las variablesrdbpetes aumentan y las frecuencias naturales
disminuyen es ideal agregar masa, pero se debe deitado con la cantidad de masa que se
coloca en el extremo, la viga podria fallar poctuea o fatiga, y como ya se dijo anteriormente

se debe hacer un analisis para determinar laessiatde la viga a esas fallas o inclusive si su
rendimiento se ve disminuido luego de un nimeroides.

El primer modo de vibracion de la viga es el msdrtante pues es el que genera mayor voltaje,
corriente y potencia para una aceleracién detedninademas de que su frecuencia natural se
encuentra en los rangos Utiles, en donde es posildentrar fuentes que la alimenten de
vibraciones. La explicacion acerca de porque eh@rimodo siempre entrega mayor voltaje,
respecto de los demas, tiene que ver con el hegbggra este modo la viga se deflecta sin
generar puntos de inflexion, por ende el vectopalarizacion de cada capa de la viga apunta
siempre en la misma direccion a su largo, en cambilbs modos mayores hacen que luego de
un punto de inflexion la polarizacién de la vigantée y por ende hay zonas en donde el voltaje
se anula, lo que finalmente genera que el vol@@ @l integrar toda la viga sea menor, y
consecuentemente menor su corriente y potencia.

Se puede ver de los gréficos de las figuras (5y115.17) que la potencia no tiene un
comportamiento monétono con la resistencia y pateesi se desea encontrar la resistencia
optima para obtener la mayor potencia posible, ed#e dconsiderar a que frecuencia o en qué
modo de vibracion se desea esa potencia maxima.

A lo largo de todo este capitulo se puede ver quando la resistencia tiende a infinito o a cero
las curvas de las variables voltaje FRF y corridiiRe-, respectivamente, tienden a una curva
maxima en donde se obtiene el mayor valor de estaables para una frecuencia dada, no
obstante la variable mas importante para efectasstietrabajo es la potencia, pues la potencia
alimentara al hipotético dispositivo conectada &ifja, luego en general para llegar a un cierto
nivel de potencia se dispone de dos alternativagrimera es escoger un voltaje alto y una
corriente pequefa o viceversa.




6.- Modelo continuo acoplado

Este modelo al igual que el anterior considera &iga como un medio continuo de masa
distribuida uniformemente, pero introduce dos éiferas, la primera es la introduccion de otro
factor de amortiguamiento denominado amortiguaraiéet Kelvin-Voigt y esta relacionado con

la pérdida de energia producido por el roce inteistos atomos del material, de manera que este
modelo considera que el material tiene un compoetaim visco-elastico respecto del esfuerzo y
deformacion.

La segunda diferencia, considera que el camporigi@generado al deformar la viga, ejerce un
efecto en aumentar la resistencia mecanica de danamilo anterior se debe a que el efecto
piezoeléctrico es un fendbmeno reversible en elidgemte que un material piezoeléctrico puede
ser sometido a un esfuerzo y generar un camporietécb inversamente ser sometido a un
campo eléctrico y generar una deformacion comoemuencia. De modo que cuando la viga es
afectada por un esfuerzo y se genera un campgaietéaste inmediatamente intenta revertir la
deformacioén generando un esfuerzo contrario. Ebrfeano anterior es llamado acoplamiento
electromecanico y hace referencia a que los efertdes dominios mecéanicos y eléctricos del
material no pueden ser separados, luego se ingoglu@l modelo por medio de la aparicion de
un término extra a la ecuacion (5.1), relacionautoéd.

En el desarrollo fisico de este modelo muchos de goocedimientos coinciden con los
desarrollados en el modelo continuo desacoplado,l@aue ciertos pasos serdn omitidos,
comprendiendo que son similes a los ya hechos. Aslexa utilizara la misma notacion de las
variables y constantes utilizadas en el capituterar con el fin de que el lector comprenda su
significado y procedencia.




6.1.- Desarrollo fisico del modelo continuo acoplado.

El desarrollo fisico que aqui se sigue es una adejpt de las referencias [8] y [9]

Al introducir tanto el nuevo término de amortig@ati asi como el acoplamiento
electromecanico, la nueva ecuacion de movimienta gi@a queda como:

Bl 6425;, t) e 022(;, t) .. a;i(:;tt) . azg; t) T 90 d6d§cx) B d5(2x— L)
=—[m+Mé(x — L)]%— ca%
Ecuacion ( 6.1): Ecuacion de movimiento de la vigadelo continuo acoplado.
o z(x,t) [m] : Funcion de deflexion relativa al punto de empoteata.
o« y()[m] : Funcion de excitacion del sistema.
s E,[Pq] : Médulo de Young del material piezoeléctrico.
e I[m?*] : Momento de Inercia de la viga.
s mlkg/m] : Densidad lineal de masa de la viga.
* M [kg] : Masa adherida al extremo de la viga.
* ¢4 [Ns/m] : Coeficiente de roce con el aire.
e ¢ [Ns/m?] : Coeficiente de roce de Kelvin-Voigt
 L[m] : Largo de la viga.
e §[m™] : Delta de Dirac.
« IJ[C] : Coeficiente de acoplamiento.

El acoplamiento electromecénico depende del tipo cdeexion que tengan las placas
piezoeléctricas entre ellas, de modo que son defnidos coeficientes de acoplamiento
electromecéanico uno para el caso paralelo y otra phcaso en serie, segun las siguientes
ecuaciones.




&a1b [h? ( hs) L
9. = — — (A — Ecuacion (6.2
S th[ < (1, + 6.2)

&b [hs* ( hs> 5
= = = _ = Ecuacion (6.3
9, = 29, b [ T (ot 5 (6.3)

Notese que la ecuacion (6.1) depende del fact@cdplamiento y como este a su vez depende
del tipo de conexion, finalmente el voltaje que@biene depende del tipo de conexion.

Este modelo al tener dos tipos diferentes de aguamniento, la relaciébn con el amortiguamiento
modal difiere respecto del modelo anterior y losfimientes de roce con el aire e interno del
material, cumplen con la siguiente ecuacion.

clwy?

E,l

C .,
28,0, = + E“ = 288w, + 28%w, Ecuacion (6.4)

El amortiguamiento de Kelvin-Voigt solo afecta asdlazamiento relativo de la viga pues es un
desplazamiento intrinseco del material, por endsralrtiguamiento que se encuentra en el lado
derecho de la forzante en la ecuacion (6.1), st afectado por el roce con el aire.

Luego para resolver la ecuacion (6.1), que es gnacgn en derivadas parciales, se sigue el
mismo proceso realizado en el capitulo 5, es deeirasume a la funcidr(x,t) como una
funcidn de variables separables con una parte iespa¢x) y una temporal, (t). La variables
utilizada por el modelo anterior sera reemplazaataipen este modelo, este reemplazo solo se
hace para facilitar los calculos matematicos. Llacién entref y A se expresa en la ecuacion
siguiente.

A= p-L Ecuacion (6.5)

Bajo el mismo procedimiento del capitulo anterios Inodos de vibracion y las frecuencias
naturales vienen dados por las siguientes ecuacione




sen (AT"L) — senh (AT” L) + AT"% [cos (AT" L) - cosh(T" L)] |
an_cos A—”L + cosh A—”L M sen A—"L " senh(n L) Ecuacion (6.7)
? oo Ecuacion (6.8
On =M o uacion (6.8)

Otra diferencia de este modelo respecto del comtdesacoplado es aqui supondremos que la
masa adherida en el extremo tiene una inercia admces decir, no es una masa puntual. El
término de la inercia de la masalgs y la consideracion anterior afecta la terceradmmén de
borde de la viga, luego la ecuacion caracterigfiase obtiene es la siguiente:

1 + cos(A) cosh(1) + fn_ﬂz [cos(1) senh(A) — cosh(A)sen(A)]

31, A*MI,, B
- [cosh(A) sen(1) — cos(A) senh(1)] + T [1 — cos(A)cosh(A)] =0

Ecuacion (6.9): Ecuacion caracteristica para elalmocdontinuo acoplado.

De la ecuacion anterior se obtiene los valoresl dpie son soluciones de la ecuacion, estas

soluciones son un conjunto infinito, pero en lal&ghl se muestran los primeros cinco valores
en orden creciente.

Tabla 6.1: Primeras cinco soluciones de la ecug@®)

A Valor
A 0,979
Ay 3,779
A3 6,105
Ay 8,342
As 11,181

(o]



La ecuacion (6.6) puede reemplazarse en la (6.4diligar la ortonormalidad de los modos
normales, consiguiendo asi una ecuacion diferepaia la funcion temporal, que queda expresa
en las siguientes ecuaciones.

To(6) + 2&nwn T (1) + wn 2Ty () + xnv(0)

G [1+ EsGe - 1]} dx - 50 | 288w, 9(0) Jy Xu()dx  Ecuacion

B Jy X2 (x) dx Ji X2 (x) dx (6.10)
-9 dXn(x) Ecuacion (6.11)
In=0—p=|

La amplitud arbitrariaC, de los modos de vibracién puede ser escogida denmmaue esta
normalice los modos y se cumple la siguiente réfaci

L

anZ(x) dx =1

0

Ecuacion (6.12)

Luego se define una funcién forzante como:

ful) = — f b1+ %&x—w]}dx-y(t) — 28%0,3(t) f X (x)dx EC[(Jg.Clig;l
0

0

Reemplazando la ecuacion (6.13) en la ecuaciof)6sé obtiene:

Tn(t) + zfnwnTn(t) + wnzTn(t) +)(n1.7(t) — fn(t) Ecuacion (614)




Notese que para la ecuacion diferencial anteraltahla funcion tempordr, (t) no es tan simple
como en el modelo anterior, pues el términeo(t) no hace posible realizar el mismo proceso de
solucion, ya que la funcién tempof@l(t) y la funcion del voltajer(t), que es la funcién que se
quiere determinar, quedan acopladas en la mismaciécu Para poder superar el problema
anterior se debe poner atencion en la ecuaciomit@tequivalente a la viga expresada en la
Ecuacion (5.47).

., .dv(t) N v(t)

i(t i6 :
Ry Req i(t) Ecuacion (5.47)

Recuérdese qu&,, y R., dependen del tipo de conexion, luego si se coresiglée la expresion
general para la corriente proveniente de la ecng8id4), se puede expresar esta como:

. C d2X;(x) . |dT;(®) Ecuacion (6.16
l(t)=z —e31 " hys - f dajcz dx c]it ( )

0

A partir de la ecuacion anterior se puede definitaérmino de acoplamiento modal como sigue.

d*X; (x) L dX,(x) Ecuacion (6.17
dx = —&31 hys b C}‘x . 6.17

Kp = —€31" hps b.[

Si se utiliza la expresion compleja par@) y ademas se define la funcion forzante como un
nimero complejo de tal manera qfigt) = E,e'“t, entonces se puede escribir la amplitud
compleja de la funcién forzante como:

L

_ _f{xn(x) [1 + %m — L)]}dx.yowz 289w,y fxn(x)dx
0

0

Ecuacion (6.18)

Luego se puede definir como una funcion complejtotéa funcion temporal como el voltaje de
manera que:

T,(t) = H,e't Ecuacion (6.19)
v(t) = Vel®t Ecuacion (6.20)
[ g9 )




Ahora se puede escribir las ecuaciones (6.14) ¥7)Y5como un sistema de ecuaciones
diferenciales complejas.

(wp? — w? + 28w, w)H, + 3,V = E, Ecuacion (6.21)
1 N y
R_eq +iwCeq |V — La)z K- Hj = Ecuacion (6.22)
j=1

Si se soluciona el sistema de ecuaciones anterggeguede llegar a una solucién para la
amplitud de la funcion voltaje que queda definidmo:

o w6, E,
=\ w2 — w? + 28w

1 . o w0
g T iwCeq + Zj=1< 1

V=

Ecuacion (6.23)

wp? — w? + 28w

Como el voltaje depende de si la conexidn estdeheahserie o en paralelo, la ecuacion (6.23)
presenta dos factores que son los que cambiandiepdo de si la conexion es de un tipo u otra,
estos son el acoplamiento electromecanico modavaguted? y la capacitancia equivalente
Ceq. €N latabla 6.2 se presenta cuanto vale cadamifas respectivos casos.

Tabla 6.2: Valor de los coeficient@§’ y C,,

Conexién en Serie Conexién en Paralelo
dX,(x) dX,(x)
eq — n JE— n
9n —631 " hps - b dx oL _2631 - hps - b dx L
C €§3bl‘ €§3bL
eq 2h, h,

Notese de la ecuacion (6.23) que el voltaje ahfesgalo es la amplitud y que el voltaje total,
junto su dependencia temporal lo entrega la econa@®0), pero como no es de interés el
dominio temporal del voltaje, solo se toma en ca&npara definir el voltaje FRF. Por otro lado
debe apreciarse que el voltaje obtenido es prodietmdos los modos de vibracion de la viga,
por ende es llamado multi-modo, y que obtener upaesion para un voltaje modal no es directo

de la ecuacion (6.23) pues se deben desacoplaédmsnos de la sumatoria para hacer eso
posible.




Finalmente el voltaje FRF, corriente FRF y poteid®r, quedan definidos segun las ecuaciones
(6.24), (6.25) y (6.26). La potencia se divide gos, ya que es la potencia media, esta medida es
la adecuada ya que la potencia es una funciéreoseil

[V (w)] Ecuacion (6.24
Verr(w) =9.81- w2 ( )
o
. Verr(w) Ecuacion (6.25)
iprr(w) = R
[Vere (@) |? Ecuacion (6.26)
Pprp(w) = ~ or
[ 91 )



6.2.- Resultados del modelo continuo acoplado.

Los resultados de este modelo estdn hechos comamete los mismos parametros que el
modelo continuo desacoplado y estos se muestrdasetablas (5.4) y (5.5), nuevamente se
acotara la suma infinita de modos de vibracion l@ $os primeros tres. En cuanto a los
coeficientes de amortiguacion modal se tomaramigsos valores absolutos, pero la diferencia
es que estos valores ahora estan compuestos d@dade los efectos del roce interno y del roce
con el aire, los valores precisos se encuentrda tabla 6.3

Tabla 6.3: Valores para los coeficientes de amaatighn.

t 2N Modol Modo2 Modo3

& 0,006 0,004 0,002
EKV 0,010 0,010 0,010
¢ 0,016 0,014 0,012

En cuanto a la frecuencia natural nétese que lagcemmes (5.21) y (6.8) son completamente
equivalentes, pero las ecuaciones caracteristi£as8)(y (6.9) difieren por la inclusion de la
inercia en la masa del extremo, por ende las freztag naturales varian y se deben recalcular.

6.2.1.-Frecuencias naturales sistema continuo desacoplado.

La viga simulada sigue teniendo una mas&,dfgr], la variacion de las frecuencias naturales

por adhesion de masa se muestra en las figurgs (&.2) y (6.3), para los tres primeros modos
respectivamente.

Puede verse de la figura 6.1 que la curva no vawieho respecto de la mostrada en la figura 5.4,
ambas comienza relativamente cerca dell{Hz] y terminan muy cerca de I@H[Hz]| para

una masa en el extremo 2@[gr]. Ahora bien las frecuencias naturales para elrsggy tercer
modo, respecto de sus analogas para el modelongontiesacoplado que se muestran en las
figuras (5.5) y (5.6), varian mas, si bien pagarlos mismos valores de frecuencia, esta decae
mucho mas en el caso con inercia. Por ejemplo &guea 5.5 la frecuencia natural del segundo
modo, parece no decaer de WS)[Hz] no importa cuanta masa se agregue, pero cuando se
considera la inercia, como muestra la figura 6s2, eota es traspasada ampliamente y vemos
como dicha frecuencia es alrededo#@6[Hz] para20[gr].
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Figura 6.1: Primera frecuencia natural en funciéadmasa en el extremo (modelo continuo
acoplado).
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Figura 6.2: Segunda frecuencia natural en funcélaanasa en el extremo. (modelo continuo
acoplado).




f11 vs M, (n=3)
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Figura 6.3: Tercera frecuencia natural en funciémadnasa en el extremo (modelo continuo
acoplado).

Nuevamente con la perspectiva que entregan loggsade las figuras (6.1), (6.2), (6.3) se fija la
masa para la simulacion @/68[gr] que es aproximadamente 3 veces la masa de la viga

Las masas, inercia y frecuencias naturales pasanalacion, quedan definidas en la tabla 6.4,
gue se muestra a continuacion. Notese que lasefne@s naturales del segundo y tercer modo,
son menores que sus analogas en el modelo cordgsaxoplado, pero que el primer modo se
mantiene igual.

Tabla 6.4: Parametros asociados a la masa par&sigrudel modelo continuo acoplado.

Parametro Unidades Valor
Masa viga(m,,) [gr] 3,20
Masa extrem@M) [gr] 9,68
Inercia masa extrem@,,) [1078kg -m?] 5,428
Primera frecuencia naturgtw,) [Hz] 29,30
Segunda frecuencia naturédb,) [Hz] 436,20
Tercera frecuencia naturdtv) [Hz] 1138,30
(=)



6.2.2.-Resultados y analisis conexidn en serie para modetontinuo acoplado.

En esta subseccidon se presentan los resultadas sielilacion del modelo para las variables
voltaje FRF, corriente FRF y potencia FRF, cuardoonexion estd hecha en serie. El gréfico de
la figura 6.4 muestra el voltaje FRF versus ladegcia de excitacion, medida en Hertz.

Voltaje FRF vs Frecuencia (Serie)
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Figura 6.4: Voltaje FRF para diferentes resistenfianexion en serie, modelo continuo
acoplado).

Se puede apreciar del grafico anterior que enrastielo persiste el comportamiento monoétono
creciente del voltaje con respecto al aumento dedstencia. EI comportamiento descrito para
las curvas del voltaje FRF del modelo continuo deskdo sigue siendo valido aca. La
diferencia mas importante que puede apreciarsesidegeafico con respecto al analogo en el
modelo anterior es el valor que alcanza el pealpdeler modo de vibracion, esto se puede ver
con mayor detalle en la figura 6.5, ademas de gsi@daks del segundo y tercer modo parecen
no decaer tanto como lo que se ven la figura 5.7.

En la figura 6.5, se pueden distinguir dos cosgsoitantes, lo primero es que el maximo se
alcanza con la curva d®[MQ] y es aproximadamen®)0[V /g] , lo segundo es que a partir de
un valor de resistencia los peaks comienzan aaemglke hacia la derecha.
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Figura 6.5: Zoom a la zona del primer peak dedari 6.4.

En la figura 6.6 se presenta la corriente FRF yaefigura 6.7 un acercamiento a la zona del
primer peak, de estos graficos se puede ver querfeente maxima se alcanza para la curva de
100[Q] y es aproximadamente de2[mA/g], ademas de que los peaks de las curvas para
resistencias mayores nuevamente se desplazanléaeigecha.




Corriente FRF vs Frecuencia (Serie)
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Figura 6.6: Corriente FRF para diferentes resisasnconexion en serie, modelo continuo
acoplado).
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Figura 6.7: Zoom a la zona del primer peak degarfi 6.6




La evolucion de la potencia FRF puede verse efigasas (6.8) y (6.9). La potencia maxima se
alcanza en la curva d®0[k()] y es aproximadamente dgnW /g2].

Potencia FRF vs Frecuencia (Serie)
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Figura 6.8: Potencia FRF para diferentes resisasr(cionexion en serie, modelo continuo
acoplado).
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Figura 6.9: Zoom a la zona del primer peak degarfi 6.8




6.2.3.-Resultados y analisis conexién en paralelo para melo continuo acoplado.

En esta sub-seccion se presentan los resultadaapesnexion en paralelo, en forma resumida,

por no presentar mayores diferencias de lo ya sadmeen el capitulo 5 y lo mostrado en la sub-
seccion anterior.

, Voltaje FRF vs Frecuencia (Paralelo)
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Figura 6.10: Voltaje FRF para diferentes resis@n{tonexion en paralelo, modelo continuo

acoplado).
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Figura 6.11: Zoom a la zona del primer peak déeglard 6.10




Corriente FRF vs Frecuencia (Paralelo)
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Figura 6.12: Corriente FRF para diferentes rest&snconexion en paralelo, modelo continuo
acoplado).

Corriente FRF vs Frecuencia (Paralelo) Zoom modo 1

1[] T T T T T T T T T
——R=100[0)]
— R=1[kQ]
=14] 1
=10 e R=10[k0] [3
E —meen R =100 [kO)] |]
) PN — —R=1[MQ]
0 F o - ——R=10[MQ] [
o ]
=
s
£ 10
(=]
&
=
-2
- 10
-]
=
E
2 q0°
=
10_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 22 24 2 28 30 32 34 36 38 40

Frecuencia [Hz]

Figura 6.13: Zoom a la zona del primer peak deglaré 6.12




Potencia FRF vs Frecuencia (Paralelo)
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Figura 6.14: Potencia FRF para diferentes resigtgifconexion en paralelo, modelo continuo
acoplado).
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Figura 6.15: Zoom a la zona del primer peak deglaré 6.14




6.2.4.-Resultados y analisis para resistencia éptima deladelo continuo desacoplado

Al igual que con el modelo continuo desacopladexg#ora la resistencia Optima que hace que el
sistema entregue la mayor potencia posible, lasteesias Optimas para el caso en serie y
paralelo SONRype serie = 100[kQ] Y Ropt paratero = 40[kQ].

Potencia FRF vs Frecuencia (Multi-modo)

1[] T T T T T T T T

Serie
----- Paralelo
10° | .

Ptencia FRF [mW/ gz]
i

10

10

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Frecuencia [Hz]

Figura 6.16: Comparacion Potencia FRF entre cdnelerie-Paralelo con resistencia éptima

Se puede observar de la figura anterior que lassude potencia FRF son muy parecidas cuando
las conexiones ocupan su resistencia optima, ptenpia maxima alcanzada en el primer peak
es de aproximadamen&8[mW /g?]. A pesar de que no aparecen las curvas de voltaje
corriente tienen el mismo comportamiento que el efmdnterior, es decir, la configuracion en
serie posee una curva de voltaje superior querdaxion en paralelo, y con la corriente ocurre
justo lo contrario.




6.3.- Discusién modelo continuo acoplado.

Las discusiones planteadas en los parrafos segued®ro y cuarto de la seccion 5.3, son
perfectamente aplicables a este modelo.

Al igual que con el modelo anterior, se puede elod gréaficos para las frecuencias naturales en
funcion de la masa en el extremo, que la frecueratiaral puede bajarse considerablemente si se
aumenta la masa, incluso en este modelo se pubtiemeo frecuencias naturales menores gracias
a considerar que la masa tiene un inercia asocadaue sigue existiendo una cota minima.
Nuevamente que las variables dependientes volR§e Eorriente FRF, y potencia FRF puedan
seguir aumentando aunque la frecuencia ya no baje.

Una diferencia importante que existe entre esteetoog el anterior, es que los peaks de las
variables dependientes voltaje FRF, corriente FRRBtgncia FRF se desplazan hacia frecuencias
mayores cuando la resistencia toma valores elsyaclisa que no ocurre en el continuo
desacoplado. Otra diferencia es que las curvasmades (cuand® — o) de las variables
dependientes en general parecen ser menores qogrVas maximales del modelo anterior, por
lo que los maximos son menores que sus analogosnteoior se debe directamente al efecto de
incluir el acoplamiento electromecanico que hace lguviga tenga una resistencia mecanica
superior y por ende su deformacion sea menor.




7.- Experimentacion y Comparacion

En este capitulo se presentan los resultados dbterdel testeo experimental de una viga
piezoeléctrica, primeramente se hace una descnigt@bmontaje y procedimiento experimental,
para luego mostrar los resultados de las medicidelesoltaje FRF.

7.1.- Montaje y procedimiento experimental.

El montaje experimental que se realizara, es wamns&sque permite someter a oscilaciones cuatro
vigas piezoeléctricas simultdneamente y poder netdioltaje generado por cada una de ellas. El
hecho de poder testear cuatro vigas a la vez ksdytara variar la masa en el extremo de cada
una de las vigas testeadas. Ademas de las vigpmprente tal se necesitan una serie de equipos
MAas que en su conjunto componen el montaje expetad=n la Figura 7.1, se puede ver un
diagrama de bloques que muestra la relacion evgredquipos.

—} Amplificador Agitador

Adguisicion

Figura 7.1: Diagrama de bloques de los equiposqo®onen el montaje experimental

El generador que aparece en el diagrama, es umragiemede ondas marca Rigol modelo
DG2041A, y la funcion de este equipo es generantia de excitacion del sistema, se definid
como onda de entrada una funcién seno con unatachpkeak-to-peak d@00[mV]. El segundo
equipo es un amplificador de sefiales marca SINOCERAelo YES5871A, y se utiliza para
amplificar la sefial proveniente del generador ya g@ necesita un voltaje mayor para hacer
funcionar el agitador que es el tercer equipo.&ingura 7.2 se puede ver el generador de ondas
y en la figura 7.3 el amplificador.




Figura 7.2: Generador de ondas

Figura 7.3: Amplificador de sefiales.

El agitador es el actuador que efectivamente hdwandas vigas que estan anclada a este, este
agitador es de marca SINOCERA, debe considerarge equ realidad las vigas no estan
conectadas directamente al agitador, sino que estéladas a una base de acrilico que las
mantiene empotradas y esta base a su vez estaradsat otra base mas grande, también de
acrilico, que es la que esta conectada al agitadorg lo muestra la figura 7.4.




Figura 7.4: Agitador con bases de acrilico y vigapotradas.

Las vigas son vigas piezoeléctrica fabricada pbtG&ERAMICS, INC, el material especifico
de la cual estan compuesta es un piezoceramicarileado PZT-5X45 y el substrato interior
(capa entre los piezoeléctricos) es un materialpc@sto por fibra de carbono, plata y adhesivos.
La conexion entre las placas piezoeléctricas fushdecon soldadura por quien emite este
informe, y se optd por una conexion en paraleleyrats se le adhiri6 una masa de acrilico con
placas metdlicas, pernos y tuercas, en el extrérg ton el objeto de obtener el peso deseado
para cada prueba. La figura 7.5 muestra una imadgds viga.

Figura 7.5: Viga piezoeléctrica con conexiones garen el extremo.
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En el diagrama de la figura 7.1, también debe denaise parte de las vigas las resistencias
asociada a estas. Para realizar el circuito quecataras vigas con la resistencia y estas con el
sistema de adquisicién de datos se utilizd unaapdiecpruebas, cada una de las vigas se conect6
en serie con una resistenciald&]. En la figura 7.6 se puede ver el circuito.

Figura 7.6: Placa de pruebas con circuito conecdds vigas y al sistema de adquisicion

El sistema de adquisicion de datos mide el volibjeual estd sometida la resistencia y muestra
en un programa computacional especializado. Cada den los cuatro voltajes medido le
corresponde un canal de adquisicion, ademas erasda brande de acrilico se instald un
acelerometro, que le correspondia un quinto cdfrala Figura 7.7 se puede ver el sistema de
adquisicion de datos y en la figura 7.8 se puedeura vista mas cercana de las vigas y su
empotramiento asi como el acelerémetro (cubo plajue se encuentra a un costado de la base
de piramidal de acrilico.




Figura 7.8: Base, vigas y acelerémetro.

Finalmente el montaje completo se muestra en lar&ig.9.

Figura 7.9: Montaje Experimental

El procedimiento experimental se basé en testearclmtro vigas con distintas masas en el
extremo, con el objetivo de investigar el primerdmale vibracién, para ello se procedié a
excitar la base desde una frecuencid %lé{z] hastab5[Hz] con pasos d@,5[Hz], de modo que
cada una de las vigas pasara por la resonanciprideér modo de vibracion en ese rango de
frecuencias. Con el sistema de adquisicion se guamdos datos del voltaje en el dominio del
tiempo para una muestra de 10 segundos de vibrgooteriormente se procesaron los datos
para extraer la amplitud del voltaje para cadauiacia. Las masas que se unieron a cada viga y
los parametros fisicos de estas se pueden hallas ¢éablas (7.1) y (7.2), respectivamente.




Tabla 7.1: Masa adherida en el extremo de cada viga

o . Masa

N® de Viga Extremo [gr]
N°1 5,74
N°2 7,06
N°3 8,38
N°4 9,68

Tabla 7.2: Propiedades de la viga experimental.

Unidades Piezoeléctrico Substrato

Material PZT-5X Compuesto
Densidad [kg/m3] 7400 1500
Modulo de Young [GPa] 61 40
Permitividad relativa [] 4500 -
Constante piezoeléctrica [pC/N] -320 -
Largo [mm] 60,00 60,00
Ancho [mm] 10,00 10,00
Espesor [mm] 0,30 0,15

El substrato es un material compuesto de fibreadeono, plata y adhesivos, y se estima que su
densidad y Mddulo de Young son los que aparecéa €abla 7.2 .




7.2.-Resultados experimentales y comparacion con curvéeoricas.

En esta subseccidn se presentan las curvas teveiass los datos experimentales tomados en el
laboratorio, ademas se definen indicadores de c@uidam que permiten crear criterios de
comparacion entre las curvas.

En la Figura 7.10 se presenta grafico para la Mitfasegun la tabla 7.1, en él se puede apreciar
gue la curva experimental no se ajusta perfectaanantinguna teorica, sin embargo la rama
izquierda se asemeja bastante a la rama izquiegtanddelo continuo acoplado y la rama
derecha a su analoga pero en el continuo desacopladcurva experimental presenta un peak
aproximado del[V/g] a los40[Hz] en tanto que el modelo continuo acoplado tiengeak
aproximado dé,65[V/g] pero a lo889[Hz]. Se puede apreciar también que el peak del modelo
continuo desacoplado es tié[V/g] aproximadamente, y que la curva del modelo deraday

de libertad difiere bastante de la experimental.
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Figura 7.10: Curva experimental versus teodricaa gl

Pasando a la figura 7.11 se puede ver los ressltabienidos para la viga N°2, que posee una
masa en el extremo dg06[gr]. Nuevamente se ve que la curva experimental npacal
perfectamente con ninguna de las tedricas perorkaaue mas se le acerca es la de modelo
continuo acoplado. El valor maximo de la curva expental es dd [V /g] para una frecuencia




de 35,5[Hz], y el modelo continuo acoplado presenta un peakxapado de0,7[V/g] a la
misma frecuencia. El modelo continuo desacoplasttetun peak d&9 [V/g] alos35,7[Hz] y
nuevamente el modelo de un grado de libertad seleete muy distante de la curva
experimental.
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Figura 7.11: Curva experimental versus teodricaa N

En la figura 7.12 estan las curvas para la masa Ei3ste grafico se puede notar que la curva
experimental se ajusta bastante bien al modelorezanticoplado, solo se muestra una diferencia
pequeia en la altura del peak y en el rango dedrmias entre 1085 [Hz] y 30 [Hz], en donde

la curva experimental se separa de la curva tegrisamenta su valor. La curva experimental
presenta una altura d®9[V/g] y la del modelo continuo acoplad®,75[V/g],
aproximadamente. En las frecuencias, ambas curwssstran una frecuencia natural muy
cercanas, la experimental alrededoB@@Hz] y la tedrica33[Hz].

Finalmente la figura 7.13 exhibe los resultados pawviga N°4. En este grafico es en donde mas
se diferencia la curva experimental y las curvasidas. El peak de la curva experimental es de
1,5[V/g] a los28[Hz], en tanto que para los modelos continuos acopkdesacoplados son de
0,8[V/g]y25[V/g], respectivamente y ambos ocurren a los 81¢#z], aproximadamente.




Se puede ver ademas a lo largo de los cuatro gsafgque si bien el modelo de un grado de

libertad presenta siempre grandes diferencias ®pdaks, a medida que aumenta la masa las
frecuencias naturales comienzan a acercarse laefie@ natural de los peaks experimentales.

Respecto del modelo continuo desacoplado este ralastmismas frecuencias naturales que el

modelo acoplado, pero un mayor valor del peak.
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Figura 7.12: Curva experimental versus teoricaa NEgS.




: Voltaje FRF vs Frecuencia (M = 9.68[gr])
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Figura 7.13: Curva experimental versus tedricaa Ngg.

Para determinar mas fidedignamente el error de oadaelos respecto del resultado

experimental se definen tres indicadores. El prand® ellos mide la diferencia porcentual que
existe entre la amplitud del peak tedrico de unetmd el experimental y se nombra “error de

peak”. El segundo mide la diferencia porcentuases frecuencias naturales y es llamado “error
de frecuencia”, y el ultimo mide la diferencia enlos anchos del peak a una altura que
corresponde a la mitad de su alto (una medida disilgacion del peak) y es nombrado “error de
disipacion”. Estos indicadores quedan definidosl@®siguientes ecuaciones:

Vinax teo = Vimax ex Ecuacion (7.1
%ePeak:‘ 2 7 AP % 100 (7.1)
max exp
Wnteo — W Ecuacion (7.2
Yoepn = [— e(‘; R % 100 (7.2)
nexp
QAteo — QAexp Ecuacion (7.3)
%edisipaci(m = a— x 100
exp




* %epeak : Error porcentual en el peak.
e Vaaxteo [V/g] : Voltaje maximo del peak tedrico.

* Vmaxexp [V/g] :Voltaje maximo del peak experimental.

* Y%eun : Error porcentual en la frecuencia natural

*  Wyteo [HZ] : Frecuencia natural tedrica

* Wyexp [HZ] : Frecuencia natural tedrica

s %egisipacion . Error porcentual en el ancho del peak a mediaaaltur
*  Qteo [HZ] : Ancho del peak tedrico a media altura

* Qe [HZ] : Ancho del peak experimental a media altura

Luego la tabla 7.3 muestra los pardmetros relesaméelos graficos presentes en las figuras
(7.120), (7.11), (7.12) y (7.13), estos datos sandoe se utilizan para evaluar la certeza de los
modelos. En la tabla 7.4 se presentan los caldéosrror provenientes de los parametros de la
tabla 7.3.

Tabla 7.3: Parametros para evaluacion de los medelo

OBy Mowo  VORmamo  Fecen | Avchoala)
Experimental 0,968 40,00 6,20

VigaN°1  1G. Libertad 2,177 44,80 6,50
(Gréfico 7.10) C. Desacoplado 1,602 39,15 5,70
C. Acoplado 0,648 39,04 6,00

Experimental 1,028 35,50 5,75

Viga N°2  1G. Libertad 2,368 41,30 6,10
(Grafico 7.11) C. Desacoplado 1,912 35,69 5,30
C. Acoplado 0,696 35,63 5,30

Experimental 0,898 32,00 5,00

Viga N°3  1G. Libertad 2,546 38,60 5,50
(Grafico 7.12) C. Desacoplado 2,221 33,02 4,50
C. Acoplado 0,741 32,95 5,00

Experimental 1,460 28,50 4,40

Viga N°4  1G. Libertad 2,710 36,40 5,20
(Grafico 7.13) C. Desacoplado 2,527 30,89 3,80
C. Acoplado 0,783 30,84 4,70




Tabla 7.4: Tabla de errores porcentuales de loemsdespecto del experimental

. o Error de Error de
( G\r/é?i?:oNNﬂ Modelo E(r ror de (5 ez;k Frecuencia Disipacion
€peak [ 0] (eam [%D (edisipacién [%])
Viga N°1 1G. Libertad 124,9 12,0 4,8
iga N°
(Gréfico 7.10) C. Desacoplado 65,5 2,1 8,1
C. Acoplado 33,1 2,4 3,2
Viga N°2 1G. Libertad 130,4 16,3 6,1
iga N°
(Grafico 7.11) C. Desacoplado 86,0 0,5 7,8
C. Acoplado 32,3 0,4 7,8
Vida N°3 1G. Libertad 183,5 20,6 10,0
iga N°
(Grafico 7.12) C. Desacoplado 147,3 3,2 10,0
C. Acoplado 17,5 3,0 0,0
Vica N°4 1G. Libertad 85,6 27,7 18,2
iga N°
(Gréfico 7.13) C. Desacoplado 73,1 8,4 13,6
C. Acoplado 46,4 8,2 6,8




7.3.-Discusion de los resultados experimentales

Se puede ver de la Tabla 7.4 que en la columrfard® de peak” todos los modelos presentan
en general altos porcentajes de error. El peooslenlodelos, para este parametro, es el modelo
de un grado de libertad, que incluso tiene errsuperiores al 180% para el caso de la viga N°3.
El modelo que mejor se ajusta a la curva experiahepaira todas las vigas testeadas, es el
modelo continuo acoplado y el menor error con étmido es de 17,5% para la viga N°3. Otro
aspecto que se puede comentar respecto de estedades el siguiente, nétese que si se excluye
la medicion de la viga N°4 el comportamiento detde de peak” es decreciente para el modelo
continuo acoplado y creciente para los modelosimomtdesacoplado y de un grado de libertad,
segun aumenta la masa puesta en el extremo (onelrale la viga testeada). El andlisis anterior
junto al grafico de la figura 7.13 abre la posdall de que las mediciones hechas para la viga
N°4 no se hayan realizado correctamente o el moetqjerimental haya tendido alguna falla.

Ahora si se considera el “error de frecuencia”,gmds ver que los modelos continuos, tienen
indices de error bajo el 8,5% en todos los casogjuk es una cifra que puede considerarse
aceptable y mas aln si no se considera la vigayé°que entonces los errores de estos modelos
no superan el 3,5%. El modelo de un grado de &been esta materia es el que presenta peor
desemperfio, ya que el error menor es de un 12%aarga N°1, pero este es creciente con el
aumento de la masa en el extremo, y llega finalenanin error del 27,7% para la viga N°4. El
error mayor del modelo de un grado de libertad leggéo al hecho de que este considera la masa
de la viga solo como un factor correctivo que se@ea a la masa del extremo (dos tercios de la
masa de la viga se adhieren a la masa del extrgem)no considera que la masa esté distribuida
realmente a lo largo de la viga, lo que afectaadoren como se calcula la frecuencia natural del
sistema.

Respecto del “error de disipacion” se puede velaerabla 7.4 que los resultados son variados,
mientras que para la viga N°2 el modelo de un gdelan grado de libertad es el que tiene el
menor erro (6,1%), para el resto de las vigas alalwocontinuo acoplado es el que muestra
mejores resultados, inclusive teniendo un erroOd¥b para la viga N°3.

La explicacion de los errores puede tener multiphesivos, pero principalmente el autor los
atribuye a errores en la estimacién de los par@sieikperimentales, ya que no se conocian
algunos de ellos de las vigas testeadas, ya qéebetante no los especifico y tuvieron que
suponerse y/o aproximarse, a partir de datos pesaie los que se disponia.




8.- Conclusiones

En los modelos continuos existen multiples frecisanoaturales que se corresponden con los
modos de vibracion. Para un mismo nivel de acdtamaen la base, el modo que genera mayor
voltaje, corriente y potencia, es el primer modar, Ip tanto si se busca energizar un dispositivo
electrénico se debe buscar que el agente excitidta viga la haga resonar al primer modo de
vibracion.

Para los tres modelos en general el resultado mieraar la masa en el extremo libre de la viga,
es bajar la frecuencia natural de los modos dewibn y aumentar el voltaje de salida. Solo en el
modelo de un grado de libertad la frecuencia nefarade bajarse cuanto se desee, pero en los
modelos continuos existe una cota inferior.

El modelo de un grado de libertad resulta Gtil,spee un modelo de fisica facil de implementar y
relativa rapida programacion, sin embargo debesgose por un factor que aumente la masa y
de esa forma lo ayude a mejorar su rendimientolodeontrario, las frecuencias naturales
alcanzadas por este modelo serian mucho mas altadag experimentales y el “error de
frecuencia” tendria porcentajes mas elevados,siaLlque los que se muestran en este trabajo.

El modelo continuo desacoplado si bien no mostrbuen desempefio en cuanto a ajustarse con
la curva experimental, no por eso es un modelopgeela ser desechado, todo lo contrario este
modelo ofrece buenas oportunidades para ser cdorgmir factores que lo ayuden interpretar
mas fidedignamente los datos reales, ademas déadigca que sustenta este modelo es una
buena aproximacién a la compleja fisica real quenida el fendbmeno de los materiales
piezoeléctricos. Ademas de lo anterior este mope&me ser interpretado como una buena cota
superior del fenomeno, puede entenderse que laascexperimentales debiesen estar siempre
por debajo de la curva de este modelo.

El modelo continuo acoplado es un modelo de fisltgy compleja que requiere una gran
experticia para poder ser implementado, no obstaatpuede decir que es el modelo que mejor
se ajusta a la realidad y se cree que puede aamsntdesempefio si es los parametros del
substratos son determinados mas fidedignamente.




Como lo indican las ecuaciones vy los graficos, aatade los modelos acé tratados tienen una
resistencia Optima para la cual producen una p@tenéxima, si se quiere implementar esta
tecnologia se debe determinar cudl es esa restale manera que se recolecte la mayor
cantidad de energia disponible.

A pesar de que no se trata en este trabajo, es glag un uso mas inteligente de las vigas
piezoeléctricas es juntarlas en conexiones en grafpmentando a un dispositivo, de manera tal
gue puedan armarse configuraciones en donde pumgtawecharse las distintas frecuencias
naturales de cada viga y de esa manera lograrlguesade las vigas siempre esté en resonancia
o cerca de ella, para lograr entregar mas potencia.

Se hace necesario hacer un estudio de fallasgmragas piezoeléctricas, tanto por ruptura como
por fatiga, y estudiar si es que el nimero de sidisminuye el rendimiento de estas.
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Anexo A:Ecuaciones constitutivas de los piezoceramicos.

En este anexo se presentan las ecuaciones funddeseqtie constituyen el comportamiento de
los materiales piezoeléctricos, en particular depi@zoceramicos que es el tipo de material que
ha sido utilizado en esta memoria.

A.l.- Forma tridimensional de ecuaciones constitutivas des piezoceramicos.

En general, un piezoceramico monolitico polarizadain material transversalmente isotropico.
El plano de isotropia es el plano 1-2 (o plano,xpgr lo tanto exhibe simetria en relacion a la
direccion 3 (o direccion z), que es la direccidbnptdarizacion. La variables que relaciona la
ecuacion constitutiva son : el esfuerdy;), la deformaciony;;), el campo eléctricoE) y el
desplazamiento eléctric®y)

De las cuatro variables antes mencionadas, se puetear dos de ellas como variables
independientes y las otras dos como variables dép@es, la forma mas comdn de ver la
relacion entre estas variables se mestra en lagieces (A.1) y (A.2)

Sij = StTa + dijiEx (A1)
D; = dyTi + €Ex  (A.2)

* S;j[]: Deformacion en el plano ij, sii = j es la defoniga que sufre el material en el eje
i.

* Ty[Pa]: Esfuerzo en el plano ki, si k = | es el esfuerae ge produce en el gje k.

o sf[Pa~!]: Matriz de inversa de las constantes elasticagciola la deformacion
obtenida, segun el esfuerzo realizado al material.

« d[mV~1]: Vector de constantes piezoeléctricas, relaciongaehpo eléctrico con la
deformacién inducida por este.

* E.[Vm™1]: Campo eléctrico en la direccion k.

» D;[Cm™?]: Desplazamiento eléctrico en la direccion i.

« &T[Fm™1]: Vector de permitidad eléctrica, relaciona el camapéctrico aplicado en el

material, con la carga de polarizacion, inducidagste.

Los supraindices E y T exf y T indican que estas constantes son aplicadas ercitores de
campo eléctrico contante y esfuerzo constanteeotispmente.




Las ecuaciones (A.1) y (A.2) pueden escribirseoem# matricial como:

Ol= Sl @

La ecuacion (A.3) en su version extendida es:

S1) [St1 Stz Stz 0 0 0 0 0 dai] (1)
gz sk, sk sk 0 0 0 0 0 dsuf|T2
3 sE. sE sE. 0 0 0 0 0 dyll|Ts
Sy o 0 o0 sE 0 0 0 dys of|T
1Ss¢r=1| o 0 0 0 s 0 dis 0 0 ({75 (A4
Se 0 0 0 0 0 Sé O 0 0 ||Te
Dy 0 0 0 0 ds 0 & 0 0]|D
D, 0 0 0 ds 0O 0 0 & 0[]|D,
\D;)  ldy, dyy dss O O 0 0 0 &5]\Dy)

En la ecuacion (A.4) se ha utilizado la notaciérvdat's (11 -1, 22 -2, 33 -3,

23 -4,13 -5, 12 —» 1), por ende se deduce la siguiente relacion.

(51 S11) T1 (T11)

SZ SZZ TZ TZZ

S3 S33 T3 T33

<S4>_ <2523>,<T4>— <T23> (A.5)
Ss 2813 Ts Ty3

(56 ) \2512)  \Ts) Uury

Notese que en la ecuacion (A.4) ya se ha aplicadorietria del material que se traduce en

E _ E _
S11 = S22 Yd31 = d3;.




A.2.- Ecuaciones reducidas para una viga delgada.

Si el piezoeléctrico es una viga delgada que sstaaja las condiciones de la teoria de la viga de
Euler-Bernoulli, el unico esfuerzo que es distid® cero, es el esfuerzo que se hace en la
direccion del largo de la viga (direccion 1 o »@,rdanera que:

T2=T3=T4=T5=T6=0 (A.6)

Ademas de la simplificacion anterior si solo segoalectrodos en la direccidon 3 (o direccion z),
entonces se cumple que:

E2= E3= 0 (A.7)

Aplicando las condiciones (A.6) y (A.7) a la ecuec(A.4), obtenemos:

51} st1 day {T1}
= A9
{D3 [d31 ggg E3 ( )

La ecuacion (A.9) es la ecuacibn mas ampliamenteoaida y trabajada para vigas
piezoeléctricas delgadas en la bibliografia, pergp@ede hallar una ecuacion equivalente que
utiliza como variables dependientes al desplazamieléctrico Ds) y al esfuerzoT;). De (A.9)

se puede deducir facilmente que:

E —
B [ S P |4
o=l ey 1o

Luego si pre-multiplicamos por la matriz del ladquierdo tenemos que:
ARE AN

Finalmente obtenemos:




En la ecuacién (A.12) los coeficientes de la matiénen dados por:

2
1 d d

B - _ @3 ¢ 7 31

C11= g 7631 = —f 7 €3~ &3~ — 3 (A4.13)
S11 S11 S11




Anexo B:Programas

B.1.- Modelo de un grado de libertad

function  [wn,Vs] = UnGrado(Mtg,Lmm)
%UNTITLED Summary of this function goes here
% Detailed explanation goes here

%% Variables de Entrada del Modelo

L = Lmm/1000; %[m] Largo de la viga.

Lmp = 10/1000; %[m] Largo de la masa.

Lcp = 3/1000; %[m] Largo de la zona de sujecion.
Lbp=L-Lcp-Lmp; %[m] Largo de viga libre.

hp = 0.30/1000; %[m] Grosor piezoeléctrico.

hsh = 0.15/1000; %[m] Grosor placa metélica.

b = 10/1000; %[m] Ancho de la viga.

hps = (hp + hsh)/2; %[m] Ditancia desde el eje neutro a la medicién de
deformacion.

Lep = Lbp; %[m] Largo del electrodo.

Ain = 2.25; %[m/s"2] Amplitud de las oscilaciones.
as=1; %[ ] Coeficiente de conexion serie.

ap =2; %] ] Coeficiente de conexion paralelo.
M = Mtg/1000; %[kg] Masa inercial.

%% Constantes Fisicas de los materiales.

%Spp = 16.4*(10"(-12)); %[m”"2/N] Inv. de la consta nte elastica.

Ep = 61*(10(9)); %[Pa] Mddulo de Young del Piezoeléctrico (PZT).
Esh = 2*(107(11)); %[N/m”2]=[Pa] Constante elastica del shim (acero)
(M6dulo de Young).

nsp = Esh/Ep; %][] Razon de constantes elasticas.

d31p =-320*(107(-12)); %[C/N] = [m/V] coeficiente de deformacién
piezoeléctrica.

erp = 4500; %][] Permitividad Relativa.

eo = 8.854*(10"(-12)); %][F/m] Permitividad del vacio.

ep = erp*eo; %[F/m] Permitividad total.

%% Constantes del modelo

Ip = 2*((b*(hp”"3))/12 + b*hp*(hps"2)) + (nsp*b*(hsh "3))/12; %[m~4] Momento de
inercia de la viga.

%empotrada

k1 = (hps*(2*Lbp + Lmp - Lep))/(2*Ip); %[1/m"2]
Constante de Areal

k2 = ((Lbp"2)/3*hps)*((2*Lbp + 3*Lmp/2)/(2*Lbp + Lm p - Lep)); %[m] Constante
de Area2

%Clamped i
klc = (hps*(4*Lbp + 3*Lmp))/(4*Ip) %[1/m"2] Constante de Areal clamped.




k2c = (Lbp*(Lcp + Lbp))/(3*hps) %[m] Constante de Area2 clamped.

Cbs = ((as"2)*ep*b*Lep)/(2*hp); %[F] Capacitancia de la viga
piezoeléctrica.

Cbp = ((ap”2)*ep*b*Lep)/(2*hp); %[F] Capacitancia de la viga
piezoeléctrica.

shi =0.014; %][ ] Raz6n de amortiguamiento.

k31 = sqrt(((d31p"2)*Ep)/ep); %] ] Coeficiente de acoplamiento

% En el paper calculan un k31p = 0.14 , en la tesis imponen un k31p = 0.12,
% si calculamos el caso anterior nos da k31p = 0.34 4 pero en la tesis dice
% que debemos multiplicar la cifra anterior por 0.7 5

k31r = 1*k31; %][] Coeficiente de acomplamiento real.

k = Ep/(k1lc*k2c); %]

%k = Ep/(k1*k2); %l]

wn = sqrt(k/M)
%% Voltaje Serie.

w = (0:0.1:70)*2*pi; %][rad/s] Vector de frecuencia de excitacion.
Rv =[100,1000,10000,100000,1000000,10000000];
%Rv = [10,100,500,1000,10000,100000];

% Anélisis de Resistencia.

VRs = zeros(length(w),length(Rv));
VRabss = zeros(length(w),length(Rv));
VRRFRs = zeros(length(w),length(Rv));
IRRFRs = zeros(length(w),length(Rv));
PRRFRs = zeros(length(w),length(Rv));

for i1 = L:length(Rv)

VRs(;,il1) = (1j*w*((2*Ep*d31p*hp)/(as*ep))*(Ain/k2c ) ...
F(((wn™2)/(Rv(i1)*Cbs) - ((1/(Rv(i1)*Cbs)) + 2 *shi*wn)*(w.*2)) +
1j*w.*((wn"2)*(1 + k31r*2) + (2*shi*wn)/(Rv(i1)*Cbs ) - (W.”2))).M(-1);

VRabss(;,i1) = abs(VRs(;,i1));

VRRFRs(;,i1) = 9.81*(VRabss(:,il)/Ain);
IRRFRs(:,il) = 1000*VRRFRs(:,i1)/Rv(il);
PRRFRs(;,i1) = 1000*(VRRFRs(:,i1)."2)/(2*Rv(i1));
end

% Resistencia Optima.

Ropts = (1/(wn*Cbs))*(2*shi/sqrt((4*shi"2) + k31r"4 )

Vs = (1j*w*((2*Ep*d31p*hp)/(as*ep))*(Ain/k2c))
F(((wn”2)/(Ropts*Chs) - ((1/(Ropts*Chs)) + 2*s hi*wn)*(w."2)) +

1j*w.*((wn"2)*(1 + k31r*2) + (2*shi*wn)/(Ropts*Cbs) - (W.22))).7(-1);

Vabss = abs(Vs);

VRFRs = 9.81*(Vabss/Ain);

IRFRs = 1000*VRFRs/Ropts;

PRFRs = 1000*(VRFRs."2)/(2*Ropts);

%% Voltaje en paralelo.




% Anélisis de Resistencia.

VRp = zeros(length(w),length(Rv));
VRabsp = zeros(length(w),length(Rv));
VRRFRp = zeros(length(w),length(RV));
IRRFRp = zeros(length(w),length(Rv));
PRRFRp = zeros(length(w),length(RV));

for il = L:length(Rv)

VRp(:;,il) = (1j*w*((2*Ep*d31p*hp)/(ap*ep))*(Ain/k2c
F(((wn”2)/(Rv(i1)*Cbp) - ((1/(Rv(i1)*Cbp)) + 2
1j*w.*((wn”2)*(1 + k31r*2) + (2*shi*wn)/(Rv(i1)*Cbp

VRabsp(;,il) = abs(VRp(:,il));

VRRFRp(:;,il) = 9.81*(VRabsp(:,il)/Ain);
IRRFRp(:,i1) = 1000*VRRFRp(:,i1)/Rv(il);
PRRFRp(:,il) = 1000*(VRRFRp(:,i1).2)/(2*Rv(il1));
end

% Resistencia Optima.
Roptp = (1/(wn*Cbp))*(2*shi/sqrt((4*shi*2) + k314

Vp = (1j*w*((2*Ep*d31p*hp)/(ap*ep))*(Ain/k2c))
F(((wn”2)/(Roptp*Cbp) - ((1/(Roptp*Cbp)) + 2*s
1j*w.*((wn"2)*(1 + k31r*2) + (2*shi*wn)/(Roptp*Chp)

Vabsp = abs(Vp);

VRFRp = 9.81*(Vabsp/Ain);

IRFRp = 1000*VRFRp/Roptp;

PRFRp = 1000*(VRFRp."2)/(2*Roptp);

) ...
*shi*wn)*(w."2)) +
) - (W.2))).A(-1);

)

hi*wn)*(w."2)) +
- (W."2))).1(-1);




B.2.- Modelo Continuo Desacoplado

function  [Wn,Wv,VRsRFRtotal] = Continuon4(n,Mtg,Lmm,alpha)

% Continuolv2 Entrega el voltage generado por un vi ga piezoeléctrica
% bimorph que es sometida a una deformacién ciclica producida por una
% fuente vibratoria.

%% Variables de Entrada del modelo

L = Lmm/1000; %[m] Largo de la viga.

W = 10/1000; %[m] Ancho de la viga.

tp = 0.30/1000; %[m] Espesor de cada una de las dos placas piezoelé ctricas.
tsh = 0.15/1000; %[m] Espesor de la placa de acero, ubicada en medio de la
viga.

Mt = Mtg/1000; %[kg] Masa anclada a la punta de la viga.

yo = 10/1000000; %[m] Amplitud de la excitacion.

%a = 2; %][ad] Coeficiente de conexion (se rie(1) 6 paralelo(2))

% L: Largo de la viga.

% W: Profundidad o ancho de la viga.

% tp: Espesor de cada una de las dos placas piezoe |éctricas.

% tsh: Espesor de la placa de acero, ubicada en med io de la viga.
% M: Masa anclada a la punta de la viga.

% n: Modo de vibracion.

% w: Frecuencia de excitacion.

% yo: Amplitud de la excitacion.

% a: Coeficiente de conexién (serie 6 paralelo)

%% Constantes Fisicas de los Materiales

Esh = 2*(107(11)); %[Pa] Médulo de Young de la placa de acero(shim).
Ep = 61*(107(9)); %[Pa] Médulo de Young del Piezoeléctrico (PZT).
rhosh = 7850; %[kg/m"3] Densidad del Acero.

rhop = 7400; %[kg/m”3] Densidad del Piezoeléctrico.

d31 =-320%(10"(-12)); %[C/N] = [m/V] Coeficiente Piezoeléctrico.

%ers = 3.9; %[ad] Permitividad Relativa de la Silicona.
erp = 4500; %][ad] Permitividad Relativa del Piezoeléctrico.

eo = 8.854*(10"(-12)); %[F/m] Permitividad del Vacio.

%es = ers*eo; %[F/m] Permitividad Total d e la Silicona.
ep = erp*eo; %[F/m] Permitividad Total del Piezoeléctrico.

% Constantes Fisicas adaptadas
e31 = Ep*d31; %[C/m”2] Constante Piezoeléctrica adaptada.
e33 = ep - (d31"2)*Ep; %[F/m] Constante de permitividad adaptada.

%% Masas

mp = 2*L*W*tp*rhop; %[Kg] Masa del piezoeléctrico(Ambas capas).

msh = L*W*tsh*rhosh; %[Kg] Masa de la capa de acero(shim).

m = mp + msh %[Kg] Masa total de la viga.

ml = m/L; %[Kg/m] Densidad de masa lineal de la viga.

%% Segundo Momento de Area (Método de la seccién ho mogenea equivalente).
N = Esh/Ep; %[ad] Raz6n de Mdédulos de Young.




| = 2*%((W*(tp"3)/12) + W*tp*((tp + tsh)/2)"2) + N*W *(tsh”3)/12; %[m"4]
Segundo Momento de Area de la viga.

%% Betas y frecuencias naturales.

Betan = ZerosIFC2(n,0.1,Mtg,Lmm); % Arreglo de los ceros positivos de la FC.
¢ = sqgrt((Ep*)/ml); %[m~"2/s] Coeficiente ¢
Whn = c*(Betan."2); %][rad/s] "Enésima" Frecuencia natural

Fn = Wn/(2*pi)

%ca = 0.66;
%Shia = ca./(2*mI*Wn);

%cs = ??7?
%Shir = cs*I*Wn/(2*Ep*I);

Shiamedidos = zeros(1,6);
Shiamedidos(1) = 0.016;
Shiamedidos(2) = 0.014;
Shiamedidos(3) = 0.012;
Shiamedidos(4) = 0.014;
Shiamedidos(5) = 0.014;
Shiamedidos(6) = 0.014;

Shia = zeros(1,n);
for k1=1:n

Shia(k1) = Shiamedidos(k1);
end

%% Modos de Vibraciéon

TLnum = sin(Betan*L) - sinh(Betan*L) + Betan*(Mt/ml ).*(cos(Betan*L) -
cosh(Betan*L));

TLden = cos(Betan*L) + cosh(Betan*L) - Betan*(Mt/ml ).*(sin(Betan*L) -
sinh(Betan*L));

TL = TLnum./TLden;

Cc2=1,;

X = 0:0.0001:L;

CL = zeros(1,n);
DL = zeros(1,n);

modo = zeros(length(x),n);
modocuad = zeros(length(x),n);

for k=1:n

modo(:,k) = C2*(cos(Betan(k)*x) - cosh(Betan(k)*x) + TL(K)*(sin(Betan(k)*x) -
sinh(Betan(k)*x)));

modocuad(:,k) = (C2"2)*(cos(Betan(k)*x) - cosh(Beta n(k)*x) +

TL(K)*(sin(Betan(k)*x) - sinh(Betan(k)*x)))."2;




CL(K) = trapz(x,modo(:,k));
DL(k) = trapz(x,modocuad(:,k));
end

EL = C2*(cos(Betan*L) - cosh(Betan*L) + TL.*(sin(Be tan*L) - sinh(Betan*L)));
%[m]

%% Constantes del modelo

Cps = e33*W*L/(2*tp); %][F] Capacitancia del piezoelectico (conexién en

serie)

Cpp = e33*W*L/tp;

Rs =100000; %[Ohm] Resistencia equivalente (conexién en serie)

Rp = 40000;

Zp = (tp + tsh)/2; %][m)] Distancia desde el eje neutro al centro de una de las

placas piezoeléctricas.

%Rvs = [100,1000,10000,100000,1000000,10000000];
%Rvp = 2*[100,1000,10000,100000,1000000,10000000];

Rvs =[10000,50000,75000,100000,500000,1000000];
Rvp = 2*[10000,25000,30000,37500,40000,500001;

Sigmal = (CL + (Mt/ml)*EL)./DL; %[ad]
Sigma2 = -2*Shia.*Wn*alpha.*(CL./DL); %[ad]

%% Voltaje en serie.
Wv = (0:0.01:1800)*2*pi; %4*wn; %][rad/s] Barrido de frecuencias
%Analisis de Resistencia.

JRs = zeros(length(Wv),n);

KRs = zeros(length(Wv),n);
YRs = zeros(length(Wv),n);
HRs = zeros(length(Wv),n);
VRs = zeros(length(Wv),n);
VRsabs = zeros(length(Wv),n);
VRsRFR = zeros(length(Wv),n);

VRsRFRtotal = zeros(length(Wv),length(Rvs));
IRsRFRtotal = zeros(length(Wv),length(Rvs));
PRsRFRtotal = zeros(length(Wv),length(Rvs));

for j1 = l:length(Rvs)

for r=1:n

JRs(:,r) = (Sigmal(r)*(Wv. 2)*yo)./(Wn(r)"2 - Wv." 2) +
li*(2*Shia(r)*Wn(r)*Wv));

KRs(:,r) = 1i*(Sigma2(r)*Wv*yo)./(Wn(r)"2 - Wv."2) +

li*(2*Shia(r)*Wn(r)*Wv));

YRs(:,r) = JRs(:,r) + KRs(:,r);

HRs(:,r) = e31*Zp*W*(Betan(r)*2)*1i*(Wv.").*YRs(:,r )*CL(r);
VRs(:,r) = HRs(:,r)./(Cps*1i*(Wv.") + (1/Rvs(j1)));

VRsabs(:,r) = abs(VRs(:,r));

VRsRFR(;,r) = 9.81*VRsabs(:,r)./(yo*(Wv.")."2);




end

for j=1:n

VRsRFRtotal(;,j1) = VRsRFRtotal(:,j1) + VRSRFR(:,))

end

IRsRFRtotal(:,j1) = 1000*(1/Rvs(j1))*VRsRFRtotal(:,

PRsRFRtotal(;,j1) = 1000%(1/Rvs(j1))*(VRsRFRtotal(:

end
% Multi-Mode

Js = zeros(length(Wv),n);

Ks = zeros(length(Wv),n);

Ys = zeros(length(Wv),n);

Hs = zeros(length(Wv),n);

Vs = zeros(length(Wv),n);
Vsabs = zeros(length(Wv),n);
VsRFR = zeros(length(Wv),n);

VsRFRtotal = zeros(length(Wv),1);

for r=1:n

Js(;,r) = (Sigmal(r)*(Wv.2)*yo)./(Wn(r)"2 - Wv."2
1i*(2*Shia(r)*Wn(r)*Wv));

Ks(:,r) = Li*(Sigma2(r)*Wv*yo)./((Wn(nN"2 - Wv."2)
Ys(:,r) = Js(;,r) + Ks(:,r);

Hs(:,r) = e31*Zp*W*(Betan(r)"2)*Li*(Wv.").*Ys(:,n)*
Vs(:,r) = Hs(;,r)./(Cps*1i*(Wv.") + (1/Rs));
Vsabs(:,r) = abs(Vs(:,);

VSRFR(:,r) = 9.81*Vsabs(:,r)./(yo*(WV.")."2);

end

for j=1in
VsRFRtotal = VsRFRtotal + VSRFR(:,));
end

IsRFRtotal = 1000*(1/Rs)*VsRFRtotal;
PsRFRtotal = 1000*(1/Rs)*(VsRFRtotal)."2;

%Single-Mode
%Modo 1

Jsmls = (Sigmal(1l)*(Wv.A2)*yo)./((Wn(1)"2 - Wv.
1i*(2*Shia(1)*Wn(1)*Wv));

Ksmls = 1i*(Sigma2(1)*Wv*yo)./(Wn(1)*2 - Wv."2

1i*(2*Shia(1)*Wn(1)*Wv));
Ysmls = Jsmils + Ksmls;

Hsm1ls = e31*Zp*W*(Betan(1)"2)*1i*Wv.*Ysm1s*CL(1

Vsmils = Hsm1s./(Cps*1i*Wv + (1/Rs));
Vsmlsabs = abs(Vsm1ls);
Vsm1sRFR = 9.81*Vsmlsabs./(yo*Wv."2);

%Modo 2
Jsm2s = (Sigmal(2)*(Wv.”2)*yo)./(Wn(2)"2 - Wv.
1i*(2*Shia(2)*Wn(2)*Wv));

jn);
J1)).72;

)+
+ 1i*(2*Shia(r)*Wn(r)*Wv));

CL(r);

/\2) +

)+

/\2) +




Ksm2s = 1i*(Sigma2(2)*Wv*yo)./(Wn(2)"2 - Wv."2

1i*(2*Shia(2)*Wn(2)*Wv));
Ysm2s = Jsm2s + Ksm2s;

Hsm2s = e31*Zp*W*(Betan(2)"2)*1i*Wv.*Ysm2s*CL(2

Vsm2s = Hsm2s./(Cps*1i*Wv + (1/Rs));
Vsm2sabs = abs(Vsm2s);
Vsm2sRFR = 9.81*Vsm2sabs./(yo*Wv."2);

%Modo 3

Jsm3s = (Sigmal(3)*(Wv.*2)*y0)./((Wn(3)"2 - Wv.

1i*(2*Shia(3)*Wn(3)*Wv));

Ksm3s = 1i*(Sigma2(3)*Wv*yo)./(Wn(3)"2 - Wv."2

1i*(2*Shia(3)*Wn(3)*Wv));
Ysm3s = Jsm3s + Ksm3s;

Hsm3s = e31*Zp*W*(Betan(3)"2)*1i*Wv.*Ysm3s*CL(3

Vsm3s = Hsm3s./(Cps*1i*Wv + (1/Rs));
Vsm3sabs = abs(Vsm3s);
Vsm3sRFR = 9.81*Vsm3sabs./(yo*Wv."2);

%% Voltaje en paralelo.
%Analisis de Resistencia.

Jp = zeros(length(Wv),n);

Kp = zeros(length(Wv),n);

Yp = zeros(length(Wv),n);

Hp = zeros(length(Wv),n);

VRp = zeros(length(Wv),n);
VRpabs = zeros(length(Wv),n);
VRpRFR = zeros(length(Wv),n);

VRpRFRtotal = zeros(length(Wv),length(Rvp));
IRpRFRtotal = zeros(length(Wv),length(Rvp));
PRpRFRtotal = zeros(length(Wv),length(Rvp));

for j1 = l:length(Rvp)

for r=1:n

Jp(:,r) = (Sigmal(r)*(Wv.~2)*yo)./(Wn(n"2 - Wv."2
1i*(2*Shia(r)*Wn(r)*Wv));

Kp(:,r) = 1i*(Sigma2(r)*Wv*yo)./(Wn(r)"2 - Wv."2)
Yp(:,r) = Ip(;,r) + Kp(:,n);

Hp(:,r) = e31*Zp*W*(Betan(r)"2)*1i*(Wv.").*Yp(;,rn*
VRp(:,r) = Hp(:,n./(Cpp*1i*(Wv.") + (1/Rvp(j1)));
VRpabs(:,r) = abs(VRp(:,N));

VRpRFR(:,r) = 9.81*VRpabs(:,r)./(yo*(Wv.")."2);
end

for j=1:n

VRpRFRtotal(:,j1) = VRpRFRtotal(:,j1) + VRpRFR(:,))

end

IRpRFRtotal(:,j1) = 1000*(1/Rvp(j1))*VRpRFRtotal(:,

PRpRFRtotal(:,j1) = 1000*(1/Rvp(j1))*(VRpRFRtotal(:

end

)+

/\2) +

)+

)+
+ 1i*(2*Shia(r)*Wn(r)*Wv));

CL(r);
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% Multi-Mode

Jp = zeros(length(Wv),n);

Kp = zeros(length(Wv),n);

Yp = zeros(length(Wv),n);

Hp = zeros(length(Wv),n);

Vp = zeros(length(Wv),n);
Vpabs = zeros(length(Wv),n);
VpRFR = zeros(length(Wv),n);

VpRFRtotal = zeros(length(Wv),1);

for r=1:n

Jp(:,r) = (Sigmal(r)*(Wv.~2)*yo)./(Wn(nN"2 - Wv."2
1i*(2*Shia(r)*Wn(r)*Wv));

Kp(:,r) = 1i*(Sigma2(r)*Wv*yo)./(Wn(r"2 - Wv.»2)
Yp(:,r) = 3Ip(,r) + Kp(,r);

Hp(:,r) = e31*Zp*W*(Betan(r)2)*1i*(Wv.").*Yp(:,rn*
Vp(:,r) = Hp(:,r)./(Cpp*1i*(WVv.") + (1/Rp));
Vpabs(:,r) = abs(Vp(:.,r));

VpRFR(:,r) = 9.81*Vpabs(:,r)./(yo*(Wv.")."2);

end

for j=1in
VpRFRtotal = VpRFRtotal + VpRFR(.,j);
end

IpRFRtotal = 1000*(1/Rp)*VpRFRtotal;
PpRFRtotal = 1000*(1/Rp)*(VpRFRtotal)."2;

%Single-Mode

%Modo 1

Jsmlp = (Sigmal(1)*(Wv.~2)*yo)./(Wn(1)"2 - W.
1i*(2*Shia(1)*Wn(1)*Wv));

Ksmlp = 1i*(Sigma2(1)*Wv*yo)./(Wn(1)"2 - Wv."2
1i*(2*Shia(1)*Wn(1)*Wv));

Ysmlp =Jsmlp + Ksmlp;

Hsmlp = e31*Zp*W*(Betan(1)"2)*1i*Wv.*Ysm1p*CL(1

Vsmilp = Hsm1p./(Cpp*1li*Wv + (1/Rp));

Vsmilpabs = abs(Vsmlp);

Vsml1pRFR = 9.81*Vsmlpabs./(yo*Wv."2);

%Modo 2

Jsm2p = (Sigmal(2)*(Wv. 2)*yo)./(Wn(2)"2 - Wv.
1i*(2*Shia(2)*Wn(2)*Wv));

Ksm2p = 1i*(Sigma2(2)*Wv*yo)./(Wn(2)"2 - Wv."2
1li*(2*Shia(2)*Wn(2)*Wv));

Ysm2p = Jsm2p + Ksm2p;

Hsm2p = e31*Zp*W*(Betan(2)"2)*1i*Wv.*Ysm2p*CL(2

Vsm2p = Hsm2p./(Cpp*1i*Wv + (1/Rp));

Vsm2pabs = abs(Vsm2p);

Vsm2pRFR = 9.81*Vsm2pabs./(yo*Wv. 2);

%Modo 3
Jsm3p = (Sigmal(3)*(Wv.*2)*yo)./(Wn(3)"2 - W.
1i*(2*Shia(3)*Wn(3)*Wv));

(
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Ksm3p = 1i*(Sigma2(3)*Wv*yo)./(Wn(3)"2 - Wv."2
1i*(2*Shia(3)*Wn(3)*Wv));

Ysm3p = Jsm3p + Ksm3p;

Hsm3p = e31*Zp*W*(Betan(3)"2)*1i*Wv.*Ysm3p*CL(3

Vsm3p = Hsm3p./(Cpp*1li*Wv + (1/Rp));

Vsm3pabs = abs(Vsm3p);

Vsm3pRFR = 9.81*Vsm3pabs./(yo*Wv. 2);

)+




B.3.- Modelo Continuo Acoplado

function  [W,Vsabs] = ContinuonE(n,alpha,beta,Mtg,Lmm)

% ContinuonE Entrega el voltage generado por un vig a piezoeléctrica

% bimorph que es sometida a una deformacién ciclica producida por una
% fuente vibratoria.

% Las variables de entrada de la funcién son:

% n:  Numero de modos que se quieren incluir en e | analisis.
% shin: Amortiguamiento de los modos.

% Mtg: Masa en el extremo de la viga (en gramos).

% Lmm: Largo de la viga (en milimetros).

%% Variables de Entrada del modelo

L = Lmm/1000; %[m] Largo de la viga.

b = 10/1000; %[m] Ancho de la viga.

hpz = 0.30/1000; %[m] Espesor de cada una de las dos placas piezoelé ctricas.
hsh = 0.15/1000; %[m] Espesor de la placa de acero, ubicada en medio de la
viga.

Mt = Mtg/1000; %[kg] Masa anclada a la punta de la viga.

Wo = 10/1000000; %[m] Amplitud de la excitacion.

ac = 3.2/1000; %[m] Lado del cubo de masa.

It = beta*Mt*((ac"2)/6 + ((ac+hsh)/2 + hpz)"2) %[kg*m”2] Inercia de la masa.

%% Constantes Fisicas de los Materiales

Esh = 2*(107(11)); %[Pa] Mdédulo de Young de la placa de acero(shim).
2%(107(11));

Epz = 61*(107(9)); %[Pa] Modulo de Young del Piezoeléctrico (PZT).
rhosh = 7850; %[kg/m”"3] Densidad del Acero. 7850

rhopz = 7400; %[kg/m”"3] Densidad del Piezoeléctrico.

d31 =-320*(10"(-12)); %[C/N] = [m/V] Coeficiente Piezoeléctrico.

%ers = 3.9; %[ad] Permitividad Relativ a de la Silicona.
erp = 4500; %][ad] Permitividad Relativa del Piezoeléctrico.

eo = 8.854*(10"(-12)); %][F/m] Permitividad del Vacio.

%es = ers*eo; %|[F/m] Permitividad Total de la Silicona.
ep = erp*eo; %[F/m] Permitividad Total del Piezoeléctrico.

% Constantes Fisicas adaptadas

e31 = Epz*d31; %[C/m"2] Constante Piezoeléctrica adaptada.

e33 = ep - (d3172)*Epz; %[F/m] Constante de permitividad adaptada.

% Acoplamiento

thetas = (e31*b/(2*hpz))*((hsh”2)/4 - (hpz + hsh/2) A2); %[C] = [Nm/V]
Acoplamiento electromecanico en serie.

thetap = 2*thetas; %[C] = [Nm/V]

Acoplamiento electromecénico en paralelo.

%% Masas

mpz = 2*L*b*hpz*rhopz; %[Kg] Masa del piezoeléctrico(Ambas capas).
msh = L*b*hsh*rhosh; %[Kg] Masa de la capa de acero(shim).

m = mpz + msh %[Kg] Masa total de la viga.

ml = m/L; %[Kg/m] Densidad de masa lineal de la viga.




%% Segundo Momento de Area (Método de la seccién ho

mogenea equivalente).

N = Esh/Epz; %[ad] Raz6n de Médulos de Young.

| = 2%(b*(hpz"3)/12 + b*hpz*((hpz + hsh)/2)"2) + N* b*(hsh"3)/12; %[m~"4]
Segundo Momento de Area de la viga.

%% Betas, Frecuencias naturales y Amortiguacion.

¢ = sqrt((Epz*l)/ml); %[m~2/s] Coeficiente ¢

Lambda = ZerosFP(n,0.1,Mtg,It,Lmm) % Arreglo de los ceros positivos de la FC.

Whn = c*(Lambda/L)."2; %][rad/s] Vector de frecuencias naturles.

Fn = Wn/(2*pi) %[Hz] Vector de frecuencias naturles.

%ca = 0.66;
%Shia = ca./(2*mI*Wn);

%cs = ???
%Shir = cs*I*Wn/(2*Ep*l);

Shia = zeros(1,6);
Shia(1) = 0.006;
Shia(2) = 0.004;
Shia(3) = 0.002;
Shia(4) = 0.005;
Shia(5) = 0.005;
Shia(6) = 0.005;

Shira = zeros(1,6);
Shira(1) = 0.016;
Shira(2) = 0.014;
Shira(3) = 0.012;
Shira(4) = 0.015;
Shira(5) = 0.015;
Shira(6) = 0.015;

%% Modos de Vibracion, Derivas e Integrales.
%x = 0:0.0001:L;

TLnum = sin(Lambda) - sinh(Lambda) + Lambda*(Mt/(ml
cosh(Lambda));

TLden = cos(Lambda) + cosh(Lambda) - Lambda*(Mt/(ml
sinh(Lambda));

TL = TLnum./TLden;

Modobarral = cos(Lambda) - cosh(Lambda) + TL.*(sin(
Modoibarral = -sin(Lambda) - sinh(Lambda) + TL.*(co
%C =1,

C = 1./sgrt(ml*L + Mt*ModobarralL.”2 + It*((Lambda/L

%Modo = C.*(cos((Lambda/L)*x) - cosh((Lambda/L)*x)
sinh((Lambda/L)*x)));

*L)).*(cos(Lambda) -

*L)).*(sin(Lambda) -

Lambda) - sinh(Lambda));
s(Lambda) - cosh(Lambda));

).~2).*(Modoibarral).*2);

+ TL.*(sin((Lambda/L)*x) -




ModoL = C.*(cos(Lambda) - cosh(Lambda) + TL.*(sin(L

%Modoi = C.*(Lambda/L).*(-sin((Lambda/L)*x) - sinh(
TL.*(cos((Lambda/L)*x) - cosh((Lambda/L)*x)));
ModoiL = C.*(Lambda/L).*(-sin(Lambda) - sinh(Lambda
cosh(Lambda)));

%IModo = (C./(Lambda/L)).*(sin((Lambda/L)*x) - sinh
cos((Lambda/L)*x) - cosh((Lambda/L)*x)));

IModoO = (C./(Lambda/L)).*(-2*TL);

IModoL = (C./(Lambda/L)).*(sin(Lambda) - sinh(Lambd
cosh(Lambda)));

%% Constantes del modelo

%Serie

Cpz = e33*b*L/hpz;

condensador

Xhis = thetas*ModoilL;

Xhip = thetap*ModoilL;

K = -e31*((hpz + hsh)/2)*b*ModoilL;

F = m*Wo*(IModoL-IModo0) + Mt*Wo*ModoL;
F2 = 2*Wo*(IModoL-IModoO0)*alpha;

R = 10000;

la viga.

Ropts = 100000;

Roptp = 40000;

Rv =[100,1000,10000,100000,1000000,10000000];

%% Voltaje Serie

ambda) - sinh(Lambda)));

(Lambda/L)*x) +

) + TL.*(cos(Lambda) -

((Lambda/L)*x) + TL.*(-

a) + TL.*(-cos(Lambda) -

%][F] Capacitancia del

%[ (sqrt(Kg)/V)*(m/s"2)]
%[(sqrt(Kg)/V)*(m/s"2)]
%[C/(m*sqrt(Kg))]
%[Kg*m]

%[Ohm] Resistencia conectada a

W = (0:0.01:1800)*2*pi; %][rad/s] Vector de frecuencias de excitacion.

% Analisis Resistencia.

SumRsl = zeros(1,length(W));
SumRs2 = zeros(1,length(W));

for r=1.n
SumRsl = SumRs1 + 1i*W*K(r).*((W."2).*F(r) +
F2(r)*Shira(r)*Wn(r)*W)./(Wn(r)"2 - W.A2 + 1i*2*Shi
SumRs2 = SumRs2 + 1i*W*K(r)*Xhis(r)./(Wn(r)"2 -
1i*2*Shira(r)*Wn(r)*W);
end

VRs = zeros(length(W),length(Rv));
VRsabs = zeros(length(W),length(Rv));
VRsRFR = zeros(length(W),length(Rv));
IRSRFR = zeros(length(W),length(Rv));
PRsRFR = zeros(length(W),length(RV));

for k= l:length(Rv)

VRs(:,k) = SumRs1./(1/Rv(k) + 1i*W*Cpz/2 + SumRs2);
voltaje total en serie (complejo).

VRsabs(:,k) = abs(VRs(:,k));

voltaje total en serie (real).

ra(r)*wn(r)*W);
W.A2 +

%[V] Amplitud del

%[V] Amplitud del




VRsRFR(;,k) = 9.81*VRsabs(:,k)./((W."2)*Wo)."; %[V/g] Respuesta en
Frecuencia del voltaje en serie (real).

IRSRFR(:,k) = 1000*(1/Rv(k))*VRsRFR(:,k); %[mA/g] Respuesta en
Frecuencia de la intensidad de corriente en serie ( real).

PRsRFR(:,k) = 1000*(1/Rv(K))*(VRsSRFR(:,k))."2; %[mW/g”~2] Respuesta en
Frecuencia de la potencia en serie (real).

end

%Multi-Mode
Suml = zeros(1,length(W));
Sum2 = zeros(1,length(W));

for r=1.n
Suml = Sum1 + 1i*W*K(r).*((W.*2).*F(r) + F2(r)* Shia(r)*Wn(r)*W)./(Wn(r)*2
- W.A2 + 1i*2*Shira(r)*Wn(r)*W);
Sum2 = Sum2 + 1i*W*K(r)*Xhis(r)./(Wn(r)*2 - W.A 2 + 1i*2*Shira(r)*Wn(r)*W);
end
Vs = Suml./(1/Ropts + 1i*W*Cpz/2 + Sum2); %[V] Amplitud del voltaje total
en serie (complejo).
Vsabs = abs(Vs); %[V] Amplitud del voltaje total en
serie (real).
VsRFR = 9.81*Vsabs./((W.*2)*Wo); %[V] Respuesta en Frecuencia del

voltaje en serie (real).
IsSRFR = 1000*VsRFR/Ropts;
PsRFR = 1000*VsRFR."2/Ropts;

%Single-Mode

%Modo 1
Vsmils = 1i*2*W*R*K(1).*((W.~2).*F(1) + F2(1)*Sh ia(1)*Wn(1)*W)./((2 +
1*W*R*Cpz).*(Wn(1)"2 - W.A2 + 1i*2*Shira(1)*Wn(1)* W) +
(Li*2*W*R*K(1)*Xhis(1))); %[V] Amplitud del voltaje para el modo ns en serie
(complejo).
Vsmilsabs = abs(Vsm1s); %[V] Amplitud del voltaje para
el modo ns en serie (real).
Vsm1sRFR = 9.81*Vsm1lsabs./((W."2)*Wo); %[V] Respuesta en
Frecuencia del voltaje para el modo ns en serie (re al).
%Modo 2
Vsm2s = 1i*2*W*R*K(2).*((W."2).*F(2) + F2(2)*Sh ia(2)*Wn(2)*W)./((2 +
1i*W*R*Cpz).*(Wn(2)"2 - W.A2 + 1i*2*Shira(2)*Wn(2)* W) +
(Li*2*W*R*K(2)*Xhis(2))); %[V] Amplitud del voltaje para el modo ns en serie
(complejo).
Vsm2sabs = abs(Vsm2s); %[V] Amplitud del voltaje para
el modo ns en serie (real).
Vsm2sRFR = 9.81*Vsm2sabs./((W."2)*Wo); %[V] Respuesta en
Frecuencia del voltaje para el modo ns en serie (re al).
%Modo 3
Vsm3s = 1i*2*W*R*K(3).*((W.*2).*F(3) + F2(3)*Sh ia(3)*Wn(3)*W)./((2 +
1i*W*R*Cpz).*(Wn(3)"2 - W.A2 + 1i*2*Shira(3)*Wn(3)* W) +
(Li*2*W*R*K(3)*Xhis(3))); %[V] Amplitud del voltaje para el modo ns en serie
(complejo).
Vsm3sabs = abs(Vsm3s); %[V] Amplitud del voltaje para

el modo ns en serie (real).




Vsm3sRFR = 9.81*Vsm3sabs./((W."2)*Wo);
Frecuencia del voltaje para el modo ns en serie (re

%% Voltaje en Paralelo
% Analisis Resistencia.

SumRp1l = zeros(1,length(W));
SumRp2 = zeros(1,length(W));

for r=1.n
SumRpl = SumRpl + 1Li*W*K(r).*((W.*2).*F(r) +
F2(r)*Shia(r)*Wn(r)*W)./(Wn(n"2 - W.A2 + 1i*2*Shir
SumRp2 = SumRp2 + 1i*W*K(r)*Xhip(r)./(Wn(r)"2 -
1i*2*Shira(r)*Wn(r)*W);
end

VRp = zeros(length(W),length(Rv));
VRpabs = zeros(length(W),length(Rv));
VRpRFR = zeros(length(W),length(Rv));
IRPRFR = zeros(length(W),length(Rv));
PRpRFR = zeros(length(W),length(Rv));

for k= l:length(Rv)

VRp(:,k) = SumRp1./(1/(2*Rv(k)) + 1i*W*Cpz + SumRp2
voltaje total en paralelo (complejo).

VRpabs(:,k) = abs(VRp(;,k));

voltaje total en paralelo (real).

VRpRFR(:,k) = 9.81*VRpabs(:,k)./((W.2)*Wo).";
Frecuencia del voltaje en paralelo (real).
IRPRFR(:,k) = 1000*(1/Rv(K))*VRpRFR(:,k);
Frecuencia de la intensidad de corriente en pararel
PRpRFR(:,k) = 1000*(1/Rv(K))*(VRpRFR(:,k))."2;
Frecuencia de la potencia en paralelo (real).

end

%Multi-Mode
Suma3 = zeros(1,length(W));
Sum4 = zeros(1,length(W));

for r=1.n

Sum3 = Sum3 + 1i*W*K(r).*((W.~2).*F(r) + F2(r)*
- W.A2 + 1i*2*Shira(r)*Wn(r)*W);

Sum4 = Sum4 + 1i*W*K(r)*Xhip(r)./(Wn(r)"2 - W.A
end

Vp = Sum3./(1/(2*Roptp) + Li*W*Cpz + Sum4);

%[V] Respuesta en
al).

a(n*wn(r)*w);
W.A2 +

); %[V] Amplitud del
%[V] Amplitud del
%[V/g] Respuesta en
%[mA/g] Respuesta en

o (real).
%[mW/g"2] Respuesta en

Shia(r)*Wn(r)*W)./(Wn(rn"2

2 + 1i*2*Shira(r)*Wn(r)*W);

Vpabs = abs(Vp); %[V] Amplitud del voltaje total en

paralelo (real).

VpRFR = 9.81*Vpabs./((W.2)*Wo0);
voltajeen paralelo.

IPRFR = 1000*VpRFR/Roptp;
PpRFR = 1000*VpRFR."2/Roptp;

%[V] Respuesta en Frecuencia del




%Single-Mode

%Modo 1
Vsmilp = 1i*2*W*R*K(1).*((W."2).*F(1) + F2(1)*Sh ia(1)*Wn(1)*W)./((1 +
1*W*R*Cpz).*(Wn(1)"2 - W.A2 + 1i*2*Shira(1)*Wn(1)* W) +
(Li*2*W*R*K(1)*Xhip(1))); %[V] Amplitud del voltaje para el modo ns en
paralelo (complejo).
Vsmlpabs = abs(Vsmilp); %[V] Amplitud del voltaje para
el modo ns en paralelo (real).
Vsm1pRFR = 9.81*Vsmilpabs./((W.2)*Wo0); %[V] Respuesta en
Frecuencia del voltaje para el modo ns en paralelo (real).
%Modo 2
Vsm2p = 1i*2*W*R*K(2).*((W."2).*F(2) + F2(2)*Sh ia(2)*Wn(2)*W)./((1 +
1i*W*R*Cpz).*(Wn(2)"2 - W.A2 + 1i*2*Shira(2)*Wn(2)* W) +
(Li*2*W*R*K(2)*Xhip(2))); %[V] Amplitud del voltaje para el modo ns en
paralelo (complejo).
Vsm2pabs = abs(Vsm2p); %[V] Amplitud del voltaje para
el modo ns en paralelo (real).
Vsm2pRFR = 9.81*Vsm2pabs./((W."2)*Wo0); %[V] Respuesta en
Frecuencia del voltaje para el modo ns en paralelo (real).
%Modo 3
Vsm3p = 1i*2*W*R*K(3).*((W.*2).*F(3) + F2(3)*Sh ia(3)*Wn(3)*W)./((1 +
1i*W*R*Cpz).*(Wn(3)"2 - W.A2 + 1i*2*Shira(3)*Wn(3)* W) +
(1i*2*W*R*K(3)*Xhip(3))); %[V] Amplitud del voltaje para el modo ns en
paralelo (complejo).
Vsma3pabs = abs(Vsm3p); %[V] Amplitud del voltaje para
el modo ns en paralelo (real).
Vsm3pRFR = 9.81*Vsm3pabs./((W."2)*Wo0); %[V] Respuesta en
Frecuencia del voltaje para el modo ns en paralelo (real).




