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INTERVALOS ERRANTES EN TRANSFORMACIONES DE
INTERCAMBIO DE INTERVALOS AFINES

El estudio de la existencia de intervalos errantes en distintos tipos de sistemas dinamicos se
remonta al Teorema de Denjoy, que lo realizé en los homeomorfismos del circulo.

Las transformaciones de intervalos son generalizaciones naturales de las rotaciones del circulo
que se pueden obtener al considerar una seccién de Poincaré de un flujo lineal en una su-
perficie compacta orientable. Las transformaciones de intervalos afines son perturbaciones de
transformaciones de intervalos en las que cada pendiente es positiva, pero no necesariamente
igual a uno.

Se han encontrado y estudiado varios ejemplos de transformaciones de intercambio de inter-
valos afines con intervalos errantes. Particularmente, se han estudiado casos en las que estas
transformaciones de intervalos afines con intervalos errantes son semiconjugadas a transfor-
maciones de intercambio de intervalos autosimilares.

Este trabajo se concentra en este tltimo caso. Especificamente, se encuentran condiciones pa-
ra que, dada una transformaciéon de intercambio de intervalos autosimilar, exista una trans-
formacion de intercambio de intervalos afin que sea semiconjugada a ésta y que contenga
intervalos errantes. El caso que se considera es donde la matriz de renormalizacion tiene un
valor propio moédulo mayor a 1 y que, al normalizarlo, induce una rotacién irracional en el
circulo. Una herramienta esencial para probar el resultado son los modelos geométricos frac-
tales de la sustitucion asociada a la transformacion de intercambio de intervalos autosimilar.

El resultado principal que se obtuvo es que cierta condicién aritmética, que se llamara la
propiedad de representacion unica, implica el resultado buscado. Esta tiene que ver con la
cantidad de maneras que los puntos extremos de los fractales pueden ser escritos como series
de ntimeros complejos.

Un segundo resultado fue encontrar otras condiciones que implican la propiedad de represen-
tacion tnica. Estas son: (i) condicién algebraica: el valor propio mencionado anteriormente
es conjugado de Galois al inverso del valor propio de Perron-Frobenius, (ii) condicion geo-
métrica: condicion de finitud sobre ciertos puntos extremos de los fractales, (iii) condicion
combinatorial: condicién sobre las componentes minimales de cierto skew product.

El ultimo resultado es aplicar las técnicas desarrolladas en este trabajo al mapeo ctbico de
Arnoux-Yoccoz, probando que existe una transformacioén de intercambio de intervalos afin
con intervalos errantes semiconjugado a este mapeo.
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Introducciéon

El topico de la existencia de intervalos errantes ha sido estudiado por mucho tiempo en la
teorfa de sistemas dindmicos. Denjoy |[Den32| mostré que un difeomorfismo C* del circulo que
preserva orientaciéon con nimero de rotacion irracional es conjugado a una rotaciéon irracional
si y s6lo si no tiene intervalos errantes y construyo ejemplos de tales difeomorfismos de clase
C" con intervalos errantes para todo r < 2. La ausencia de intervalos errantes esta asegurada
para un difeomorfismo C2.

Al considerar un flujo de suspension de una rotacion, se obtiene un flujo lineal en un toro de
dos dimensiones. Una generalizacion natural de estos flujos son los flujos lineales en superficies
de género mayor, que, mediante una secciéon de Poincaré, producen transformaciones de
intercambio de intervalos. En este sentido, una transformacién de intercambio de intervalos
es una generalizaciéon natural de una rotacion del circulo.

Un mapeo biyectivo T": [0,1) — [0, 1) se dice una transformacion de intercambio de intervalos
(i.e.m.) si existe una particion finita (I,;a € A) de [0,1) compuesta por intervalos tal que
T(t) =t+J, para cada t € I, y a € A. Claramente, T es una isometria por pedazos del
intervalo unitario que intercambia los intervalos {I,;a € A}. Una t.ii. T se dice autosimilar
si existe 0 < a < 1 tal que la transformacion T3 : [0, ) — [0,a) de primer retorno por T
al intervalo [0, ) es, salvo un reescalamiento, igual a 7. Una transformacion de intercambio
de intervalos afin (t.i.i. afin) f:[0,1) — [0,1) es un mapeo biyectivo, afin por pedazos con
pendientes positivas.

La extension simbolica natural de una t.i.i. autosimilar es generada por una sustitucion. En
este caso, la matriz de renormalizacion de la transformaciéon coincide con la matriz de tal
sustitucion.

Levitt [Lev87] construyé un ejemplo de una t.i.i. afin que no es tnicamente ergodica y tiene
intervalos errantes, mostrando que existen contraejemplos de tipo Denjoy con regularidad
arbitraria. Camelier y Gutiérrez [CG97| encontraron un ejemplo de una t.i.i. afin tinicamente
ergddica con intervalos errantes que es semiconjugada a una t.i.i. autosimilar. Este ejemplo
es fue estudiado mas profundamente por Cobo |[Cob02|. En particular, se examin6 la regula-
ridad de tales conjugaciones. Mas tarde, Bressaud, Hubert y Maass [BHM10| determinaron
condiciones algebraicas suficientes en la matriz de renormalizacion de una t.i.i. autosimilar
para que exista una t.i.i. afin con intervalos errantes que sea semiconjugada a ésta. En este
caso, existe un valor propio real de médulo estrictamente mayor a uno distinto del valor pro-
pio de Perron-Frobenius que es conjugado de Galois a este ultimo. El caso en el que el vector
de logaritmos de la extension afin yace en un subespacio propio neutral fue considerado por



Bressaud, Bufetov y Hubert en |BBH14], concluyendo que en este caso no hay intervalos
errantes. Marmi, Moussa y Yoccoz [MMY 10| probaron que casi toda t.i.i. posee una t.i.i. afin
con intervalos errantes semiconjugada a ésta.

Este trabajo es de una naturaleza similar a [BHM10|, pero se concentra del caso en el que
la matriz de renormalizacion de una t.i.i. autosimilar 7" tiene un valor propio no real
con |B| > 1y con arg(/)/m irracional. Este caso no ha sido considerado previamente. El
trabajo se apoya en gran medida en los modelos geométricos para sustituciones definidos por
Arnoux, Bernat y Bressaud en |[ABB11]. Estos modelos son obtenidos considerando «lineas
quebradas» generadas por los prefijos de las aplicaciones sucesivas de la sustituciéon a una
letra y por un vector propio asociado a § y luego renormalizando por una potencia apropiada
de . Los conjuntos resultantes son frecuentemente de naturaleza fractal. Se vera que algunas
propiedades de estos fractales son condiciones suficientes para la existencia de una t.i.i. afin
con intervalos errantes que sea semiconjugada a 1. Especificamente, se probara lo siguiente:

Teorema 1 Sea T una t.i.i. autosimilar. Supongase que su matriz de renormalizacion M
tiene un valor propio complejo 5 con |5| > 1 y arg(8) /7 irracional que tiene un vector propio
asociado vy con coordenadas no nulas. Si 'l tiene la propiedad de representacion tunica para
By, entonces T es semiconjugada a una t.i.i. afin con intervalos errantes.

La propiedad de representaciéon unica se relaciona a las diferentes formas que los puntos
extremos, que son algunos puntos de interés en la frontera de los fractales, pueden ser escritos
como sumas complejas. La definiciéon precisa puede ser encontrada en la Seccion [2.3.2]

Se probara también que la propiedad de representacion tnica es implicada por otras hipotesis
que pueden parecer més naturales:

Teorema 2 Sea T una t.i.i. autosimilar. Supongase que su matriz de renormalizacion M
tiene un valor propio B con |B| > 1 y arg(B)/m irracional que es Galois-conjugado a la inversa
del valor propio de Perron-Frobenius de M. Si los fractales asociados a 8 y 7y satisfacen la
condicion geométrica y combinatorial, entonces T es semiconjugada a una t.i.i. afin con
intervalos errantes.

La condicién geométrica es una condicién de finitud y la condicién combinatorial se relaciona
con las componentes minimales de un cociclo que aparece al estudiar la manera en la que se
generan los puntos extremos.

Se aplicaran las técnicas desarrolladas en este trabajo al ejemplo cubico de Arnoux-Yoccoz,
probando que existe una t.i.i. afin que es semiconjugada a éste. Este ejemplo se comporta
bastante bien y satisface todas las hipotesis.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sustituciones y Subshifts Sustitutivos

Para una referencia sobre la teoria general de sustituciones, ver [Que87| y |[Fog02].

Sea A un conjunto finito o alfabeto. Una palabra es una cadena finita de simbolos en A, es
decir, w = wy ... w,_1, donde a n se le llama el largo de w. La palabra vacia ¢ se define como
la palabra de largo cero. El conjunto de todas las palabras en A se denota A* y el de las
palabras de largo positivo se denota AT = A* \ {e}.

Se considerarédn palabras indexadas por enteros. Esta clase de palabras se denotardn como
W=W_pp...W_1.Wg...W,, donde m,n son enteros no negativos y el punto separa las coorde-
nadas positivas y negativas. El conjunto de secuencias infinitas en una direccion w = (wy)n>1
en A se denota AY. Analogamente, A” es el conjunto de secuencia infinitas en ambas direc-
ciones w = (Wi )mez-

Una sustitucion es una funcion o: A — AT. Estas funciones se extienden naturalmente a
A+, AN v AZ por concatenacion. Para w = (W, )mez € AZ la extension estd dada por

o(w)=...0(w_g)o(w_1).0(wp)o(wy) ...,

donde el punto central separa las coordenadas positivas y negativas de o(w). Otra convenciéon
natural es que la imagen por ¢ de la palabra vacia € es €.

Sea M? la matriz con indices en A tal que My, cuenta el ntmero de veces que b aparece
en o(a) para cualquier a,b € A. La sustitucion se dice primitiva si existe n > 1 tal que,
para cualquier a € A, 0"(a) contiene todas las letras de A (aqui ¢” significa n iteraciones
consecutivas de o). Bajo primitividad, se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que
todas las coordenadas de M7 son positivas.

Sea €, C A? el subshift inducido por o. Esto es, w € €, si y sblo si toda subpalabra de
w es una subpalabra de ¢™(a) para algin entero n > 0y a € A. Llamamos (2, el subshift
sustitutivo asociado a . Este subshift es minimal si o es primitiva. También es o-invariante,
esto es, a(€),) C €.



Supdngase que o es primitiva. Para toda secuencia w € §2,, existe una tnica secuencia
(D> Comy Sm)m>0 € (A* x A x A*)N tal que, para todo m > 0, 0(Cni1) = PmCmSm ¥

.0 (p3)a? (pa)at (p1)po-cosoo (51)0?(s2)0(s3) . . .

es la parte central de w, donde el punto separa las coordenadas positivas y negativas. Obsér-
vese que los p,, (respectivamente los s,,) son en el subconjunto finito de A* que consiste en
todos los prefijos (respectivamente todos los sufijos) de o(a) para todo a in A. Esta secuencia
se conoce como la descomposicion prefijo-sufijo (d.p.s.) de w (ver, por ejemplo, |[CSO1]).

Si solo finitos sufijos s,, son no vacios, entonces existen a € A y enteros no negativos m y ¢
tales que

Wio,00) = 008001 (81) .. .U”(sn) W]LLH;O crmq(a),

Anéalogamente, si solo finitos prefijos p,, son no vacios, entonces existen a € A y enteros no
negativos n y ¢ tales que

W(eoo—1) = lm 0™(a)o" (pn) ... 0" (p1)po-

1.2. Transformaciones de Intercambio de Intervalos

Las transformaciones de intercambio intervalos son un tépico clésico en dindmica que ha
recibido bastante atencion en las dltimas décadas. Esto se explica por dos razones principa-
les. Por un lado, poseen una formulaciéon particularmente simple, pero atin asi exhiben un
comportamiento rico. Por otro lado, estdn intimamente relacionadas con otros objetos en
dindmica y en muchas otras areas de la matematica.

En esta seccion se recopilan algunos resultados basicos de las transformaciones de intercambio
de intervalos directamente de [Via06|, con minimos cambios de notacion para adaptarse mejor
a este trabajo.

Definicion 1.1 (Transformacion de Intercambio de Intervalos) Sea I C R un intervalo
cerrado a la izquierda y abierto a la derecha y {I, | a € A} una particion de este intervalo
en subintervalos cerrados a la izquierda y abiertos a la derecha, indexada por un alfabeto A
con d > 2 letras.

Una transformacion de intercambio de intervalos T: I — I es una funcion biyectiva tal que
T|;, es una traslacion para cada a € A.

Una transformacion de intercambio de intervalos puede determinarse con la siguiente infor-
macion:

1. Un par m = (mp,m) de biyecciones m.: A — {1,2,...,d} que describen el orden en
el que quedan los subintervalos antes y después de aplicar la transformacion. Esto se

representara como
al ay... df
= (91 %2 d
ai al al
1 2 ... d
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Figura 1.1

donde a5 = 7 "(a) para e € {0,1} y j € {1,2,...,d}.

2. Un vector A = (A\y)eca de entradas estrictamente positivas que representa el largo de
cada subintervalo I, llamado vector de largos.

Ejemplo 1.1 La transformacién de intercambio intervalos descrita por la figura corres-
4231

ponde al par m = (123 1).

Ejemplo 1.2 Para d = 2, hay esencialmente una posible transformacion, cuya informacion
combinatorial esta dada por (¢?).

La transformacion de intercambio de intervalos asociada a (m, A) esta dada por

T(z) = T+ N s?xela
T+ A, siz € I,

Identificando el intervalo I con el circulo R/((A, + \y)Z), obtenemos que T'(x) = x + A,
moéd (A, + A\p)Z. Esto es, T' es exactamente una rotacion de angulo A,/(A, + Ap).

Claramente, una transformacion de intercambio de intervalos no puede tener intervalos erran-
tes, pues T preserva la medida de Lebesgue.

Por simplicidad, supondremos siempre que el intervalo donde estan definidas las transforma-
ciones es [0, 1).

1.2.1. Transformaciones de Intercambio de Intervalos Autosimilares

Una t.i.i. T se dice autosimilar si existe 0 < a < 1 tal que el mapeo T™W: [0,a) — [0, ) de
primer retorno por 7" al intervalo [0, «) es, salvo un reescalamiento, igual a 7.

Las t.i.i. autosimilares tienen propiedades algebraicas interesantes. Para cada a € A definase
Lgl) = al, y dendtese por M la matriz de renormalizacion de T cuyas coordenadas estan
dadas por M., = {0 <k <7, | T’“(le)) C I,}|, donde 7, es el tiempo de primer retorno
de IV a [0, ). Se tiene que « es el inverso del valor propio de Perron-Frobenius de M y que
es un valor propio de M asociado al vector propio d. Ademé4s, A\ es un vector propio de MT

asociado al valor propio a~!. Més atin, 6, A € Q(a)*. Para mas detalles, ver el Teorema 6 en
[LPVO8|.



Sistema simbolico asociado a una t.i.i. autosimilar

Sean 7' una t.i.i. minimal y autosimilar e (1,)qec4 los intervalos asociados. Dado t € [0,1) se
construye una secuencia simbélica w = (W, )mez € A%, donde w,, = a si y sélo si T™(t) € 1,.
Sea Qp C A” la cerradura del conjunto de secuencias construidos de esta forma para todo
t € [0,1). Claramente, la secuencia asociada a T'(t) corresponde a S(w), donde S: AZ — AZ
es el shift por la izquierda. Un resultado clasico asegura que existe una funcién continua y
sobreyectiva mp: Qpr — [0,1) tal que T o 1y = 7w 0 S. Mas aun, mp is invertible salvo en
numerables puntos que corresponden a las érbitas de las discontinuidades de T. Como T es
minimal y autosimilar, la restriccion de S a Qr es minimal (todas las o6rbitas para el shift
son densas) y €27 es un subshift sustituvio asociado a una sustitucion o: A — AT, esto es,
Qr = Q, para algtn ¢. La sustitucion se construye de la siguiente forma: o(a) = wy . .. w,,_1
si y solo si T"(Lgl)) C I,, paratodo 0 <n <71,y a € A. Se tiene entonces que M? = M, la
matriz de renormalizacion asociada a T'. Para méas detalles, ver [CG97].

1.3. Extensiones Afines con Intervalos Errantes

Definiciéon 1.2 (Transformacion de Intercambio de Intervalos Afin) Una funcion biyectiva
f:00,1) — [0,1) es una transformacion de intercambio de intervalos afin (t.i.i. afin) si es
afin por pedazos y tiene pendiente positiva en cada trozo. Si (I,)eea son los intervalos de
continuidad de f, se dice que £ = ({y)aeca es el vector de pendientes de f, donde ¢, > 0 es la
pendiente de f restringida a I,. Claramente, una t.i.i. es una t.i.i. afin con £ = (1,...,1).

Una t.i.i. afin puede tener intervalos errantes, como se muestra en |[Lev87| en el caso no
tnicamente ergodico y en [CG97| en el caso tinicamente ergodico.

Sean ahora T': [0,1) — [0,1) una t.i.i. y (I,)se sus intervalos asociados. El problema general
que es de interés es el siguiente:

Problema ;Existe una t.i.iafin f: [0,1) — [0, 1) con intervalos errantes que es una extension
de T (o, equivalentemente, semiconjugada a 7')?

Supoéngase que T es autosimilar con vector de largos A. Se tiene que existe una t.i.i afin
f:10,1) — [0,1) con vector de pendientes ¢ que es semiconjugada a T' si y solamente si
log ¢ = (log £y)aca €s ortogonal a A, como se probo6 en [CG97|. Resultados previos muestran
lo siguiente:

e si log/ pertenece a un subespacio M-invariante y estable para M, entonces f es conju-
gada a T'. Luego, f no tiene intervalos errantes (ver [CG97]);

e si 5 es un valor propio de M con |3 = 1y log ¢ pertenece al subespacio propio asociado
a f (si B ¢ R se considera el espacio generado por las partes reales de los vectores
propios asociados a 3 y [3), entonces f es conjugada a 7. Nuevamente, f no puede
poseer intervalos errantes (ver [BBH14).
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e si 8 es un valor propio real de M con > 1 que es Galois-conjugado y distinto al valor
propio de Perrén-Frobenius, entonces se puede elegir f de modo que tenga intervalos
errantes (ver [BHM10]).

El caso que se analizara en este trabajo es el siguiente: 5 es un valor propio asociado a M
con |B] > 1y arg(B3)/m irracional y log ¢ pertenece al espacio propio generado por las partes
reales de los vectores propios asociados a 5y .

En [CG97| se desarrollo ademas la siguiente estrategia general para encontrar una extension
afin para una t.i.i. T

Teorema 1.3 Si existe una medida boreliana p sobre [0,1) tal que:
1. p tiene dtomos y soporte completo;

2. existen reales positivos { = (Ug)aca tales que p(T(J)) = Lau(J) para cada boreliano
JCI,yae A

entonces existe una extension afin de T con vector de pendientes (.

Esta estrategia se describe mas detalladamente en la Seccion

1.4. Fractales Asociados a Espacios Expansivos
Sea T una t.i.i. minimal y autosimilar con matriz de renormalizacién M y sustitucion asociada
o.

A continuacién se presentara como se definen los fractales asociados a o para un espacio
expansivo, como se definen en |[ABB11].

Sea F' @ G una descomposicion invariante de R4 tal que la restriccion de M a G es estricta-
mente expansiva y sea II la proyecciéon sobre G paralela a F'.

Para a € Ay n > 0, se define la linea quebrada asociada a ¢"(a) = w;...w,, como el

conjunto
m
Lgn) = {O,ewl,ew1 + ey, -, Zewj} ;
j=1

donde (e,)qc4 €s la base candnica de R4,

Se define el fractal a a € A como el conjunto §, = J, -, M—"II(L7" ). Estos conjuntos son
compactos y conexos por caminos. En la Seccion se analizan estos conjuntos en detalle. Se
presentara una definicién distinta a la expuesta aqui, que se puede verificar que es equivalente
mediante un céalculo elemental.



Capitulo 2

Teorema Principal

2.1. Estrategia

Sea T:[0,1) — [0,1) una t.i.i. autosimilarcon intervalos de continuidad (/,).c4. El objetivo
es probar que bajo las hipotesis del Teorema [l| existe una t.i.i afin f: [0,1) — [0,1) con
intervalos errantes que es semiconjugada a T o, equivalentemente, que es una extension
topologica de T'.

Para lograr esto, se seguira la estrategia desarrollada por Camelier y Gutiérrez en [CG97] y
usada por Cobo en [Cob02] y por Bressaud, Hubert y Maass en [BHM10|. Esto es, se busca
una medida de probabilidad borealiana con atomos p en [0,1) que asigna medida positiva
a todo intervalo abierto con la siguiente propiedad: para cada a € A existe un real positivo
l, tal que p(T(J)) = Lou(J) para cada boreliano J C I,. Dada tal medida p, la funcion
g(t) = u([0,t]) es estrictamente creciente, continua por la derecha y tiene limites por la
izquierda. Por lo tanto, g admite una inversa por la derecha h. No es dificil ver entonces que
f =goToh esuna t.i.i. afin con vector de pendientes ¢ = ({,)aca ¥ que, sit € [0, 1) es algtn
atomo de pu, entonces el intervalo [lim, ;- g(s), g(t)] es un intervalo errante para f.

Una forma de construir tal medida es encontrar una secuencia w € (27, donde (r es la
extension simbolica de T construida codificando las 6rbitas 1" de los puntos respecto a los
intervalos de continuidad (I,)se4, un vector complejo v € CA, ¢ € S' y un real p > 0 tales
que:
Re n W ;. Re —n\W
h'minfM >0 vy hmme

n—00 nr n—00 ne

> 0, (2.1)

donde v, (w) =Yoo+ + Yoy ¥V Von(w) = —=(Yw_,, + -+ + Yw_,) para todo n > 0.

Las condiciones anteriores implican que K = ), exp(— Re({v,(w))) < 0o. Si w es la codifi-
cacion de ¢ € [0,1), la medida p = % >, exp(— Re(7,(w))) 17n(y) satisface las propiedades
deseadas para el vector de pendientes ¢ = (exp(— Re(£7(a))))aca debido a que T"(t) € I, si
y s6lo si y(wy,) = v(a).

Se ha reducido el problema a probar (2.1)) en el subshift minimal Q7. Esto se lograra impo-
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niendo las condiciones del Teorema [2.14l

2.2. Secuencias minimas de una t.i.1. autosimilar

Sea T una t.i.i. autosimilar que intercambia los intervalos (1,)q.c4. Supongase que 8 € C es un
valor propio complejo de M, la matriz de renormalizacion asociada a T, tal que arg(/3)/7 es
irracional. Sea v = (7(a))qea un vector propio asociado a 3. Recuérdese que T esta asociada
a una sustitucion o: A — A* con M7 = M.

Para una palabra dada w = wy ... w,, € A* se denota y(w) = y(wy) + -+ - + y(wp,). Es facil
ver que para todo entero n > 0:

(0" (w)) = " y(w). (2.2)
Definicion 2.1 Un prefijo w' de una palabra w € A* se dice minimo para w y la direccién

TS s
Re(vy(w')) = min{Re(ry(w")) | w” es un prefijo de w}.

Para una secuencia w = (wp,)mez € Qr se define y(w) = 0, vp(w) = Y(wp ... w,—1) para
n>1yy(w)=—y(w,...w_1) paran < —1.

Definicién 2.2 Una secuencia w € Qrp se dice minima para la direccion 7 € St si
Re(my,(w)) > 0 para todo n € Z.
El objetivo es probar que algunas secuencias minimas para la direccion 7 € S! verifican

la ecuacion (22.1). Esta desigualdad no es satisfecha, en general, por una secuencia minima
arbitraria.

El siguiente lema ilustra la definicién anterior de otra forma tutil para palabras finitas.

Lema 2.3 Sea w € Qp una secuencia minima para la direccion 7 € S'. Entonces, para
enteros cualesquiera n < —1 y m > n se tiene que

Re(my(wp .. .w_1)) < Re(my(wn - . . wm)).

DEMOSTRACION. Si m < —1, entonces
Re(my(wp ... w-1)) — Re(my(wn . .. wm)) = — Re(Tym41(w)) <0
porque w es una secuencia minima. Si m > 0, entonces
Re(my(wn - .- wm)) — Re(7y(wy, . .. w_1)) = Re(Tym(w)) >0

porque w es una secuencia minima. ]



Bajo una condicién débil sobre ~ se tiene la existencia de secuencias minimas en (.

Lema 2.4 Supdngase que y(a) # 0 para cada a € A. Entonces, existe un abierto = C S' tal
que para cada T € Z existen secuencias minimas para la direccion T.

DEMOSTRACION. Primero se construird el conjunto = apropiado. Para cada 7 € S', definase
At(1) ={a € A | Re(ry(a)) >0}y A (1) = {a € A | Re(ry(a)) < 0}. Se afirma
que existe un abierto = C S! tal que para cada 7 € = se tiene que A" (7) y A~ (7) son no
vacios y cumplen A = A" (1) U A (7). En efecto, primero nétese que v no puede ser de la
forma v = 27 con z € C y 7/ € R4, pues en este caso se tendria que 4’ es un vector propio
asociado al ntiimero no real §, lo que no es posible. Luego, existen a,b € A distintos y un
abierto =’ compuesto por 7 € S! que verifican Re(7vy(a)) < 0y Re(7y(b)) > 0. Por hip6tesis,
para cada ¢ € A el conjunto de 7 € S! tales que Re(7y(c)) = 0 es finito. Se concluye que
la interseccion del complemento de la union de estos conjuntos finitos con =, denotado =,
cumple las propiedades deseadas.

Ahora se probara la existencia de secuencias minimas para cada 7 € Z. Como T es minimal
y T €2, existen a € A (1) y b € AT(7) tales que I, NT~1(I;) # @. Por lo tanto, ab aparece
en alguna secuencia en .

Sea By = B/|B| y considérese (ny)r>1 una sucesion de enteros tal que 5;* — 1 cuando k — 0.
Notese que 7y(c™(a)) = 7™v(a) = T|8]"™ By v(a) y que Ty(c"™ (b)) = 7|8|" By*~(b), por
lo que
Re(rvy(0™(a))) = —oo and Re(my(c™(b))) — oc.
De este modo, hay una descomposicion
o (ab) = " (a)o™ (b) = 0" (a)o"™ (b) = W W myt1 -+ W_1 - WoW1 - - Wint
donde Re(my(w_m,, - . -w-1)) < Re(7y(w_m, - - -wm)) para cada m € {—my, ..., m}} y ambas

secuencias, (my)ren v (M} )ken, divergen a infinito cuando k — oc.

Al tomar una subsucesién se puede Suponer que Wy, W41 - - - W_1 - WoW - - - Wy CONVErge
a una secuencia w € A%. Como ab es una subpalabra de un punto en Q7 y o(Q7) C (Qr),
se tiene que w € Qp. Mas aun, se concluye que Re(7v,(w)) > 0 para cada n € Z, lo que
demuestra que w € () es una secuencia minima para 7. O

Se vera posteriormente en el Capitulo {4] que la condicién del lema anterior esta garantizada

cuando [ es conjungado de Galois a «, el inverso del valor propio de Perron-Frobenius de M.

2.3. Fractales asociados a una t.i.1. autosimilar

2.3.1. Definiciones y propiedades basicas

Sea a € A. Se define

So = {(Pms Cm, Sm)m>1 | o(a) = preisy and o(cpm-1) = PmCmSm for all m > 2}.
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Para cada x € S, se escribird x = (p},, ¢, ¥ )m>1. Ademas, se definen los niimeros complejos

fa(@) = a1 B (%) v T () = S0 B (L)

Definiciéon 2.5 El fractal asociado a a € A es el conjunto §, = {fo(x) | © € S,}. También
se define 3 = (f)(z) | = € S,}.

Sea a € A. Obsérvese que §, = Unzlsff”). En efecto, sea x € S, y n > 1. Se puede

l’|n xln I‘n) ( I

“truncar” = del siguiente modo: sea x|, definido por (pm", cm", Sm pr .t st para cada

m'n

1 <m <n.Seam > n.Se continl’la inductivamente tomando cm‘ll € Ay s\, € A" tales que
a(cﬂ") = cﬂllsﬂil y tomando pmJrl = ¢. Es facil ver que z|, € S, y que f.(z],) = ) (),
por lo que %’a C §. v se obtiene lo deseado. De manera similar, se puede construir un
punto z € S, tal que p%, = ¢ para cada entero m > 1. Claramente, f,(z) = 0, por lo que
0 € §.. Més atn, §, # {0}. En efecto, sea b € A tal que v(b) # 0. Por primitividad existe
un entero n > 0 tal que o™(a) contiene a la letra b. Es facil ver que algtn prefijo w de
0" (a) entonces satisface y(w) # 0. Finalmente, existe una secuencia finita (P, G, Sm)™—t

tal que 0™ Y (p,_1)0" " 2(Pr_2)...po = w con o(Crni1) = PmCmSm Para cada 0 < m < n — 2

y 0(a) = pnpcnsy. Se define x por (pf,, ¢k, st) = (Pn—m, Cn—m, Sn—m) Para todo 1 < m < ny

m

pr, = € para cada m > n + 1, que pertenece a S,. Usando ([2.2)) no es dificil ver que
=Y B(E) =Y BV (Pam)
m=1 m=1
=8> B (Pn-m)
m=1

=B B (pm) = By (w) #0.
m=0

Un calculo elemental muestra que §, es un caso particular del fractal construido al proyectar
lineas quebradas en un plano expansivo, como se define en [ABB11| y no es necesariamente un
fractal de Rauzy clésico. Luego, cada §, es un subconjunto compacto y conexo por caminos del
plano. Ademés, en [ABBI11]| se estudian los fractales asociados a la t.i.i. cibica de Arnoux-
Yoccoz, probando que tienen interior no vacio y que estan relacionados de algiin modo al
fractal de tribonacci. Este mapeo servird como ejemplo para ilustrar el resultado principal y
las técnicas desarrolladas en este trabajo. Aunque esta t.i.i. no sea autosimilar en el sentido
definido anteriormente (ver Capitulo , el Teorema (1| se le puede aplicar al hacer algunas
pequenas modificaciones.

Los puntos extremos de estos fractales sobre ciertas direcciones son de interés.

Definicién 2.6 Para 7 € St yn > 1 se define

ve(7) = minRe(7z) and vV (1) = min Re(r2).
2€EJa ZEE((L"L)
Se llama al conjunto E,(1) = {z € Sa | Re(rz) = va( )} el conjunto de puntos extremos
de §, para la direccion 7 y se define ES”(r ) {z€ 3" | Re(rz) = oS (7)} para un entero
n > 1. Claramente v,(1) < o )( ), pues 3 C 5.
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Se necesitaran algunas propiedades simples de los puntos extremos.

Lema 2.7 (Propiedad de continuaciéon) Seana € Ay 7 € St. Six € S, y fu(x) € Eu(7),
entonces fer (S(x)) € Eer (By'7), donde S es el shift usual. Mds ain,

Re(rfa(x)) = Re(r8~v(p})) + |8 ver (85 ' 7).

Similarmente, si x € S, y fu(T) € EM (7) para n > 1, entonces fez (S(x)) € E(E?_l)(ﬂo_lT) Yy
Re(rfi"V(x)) = Re(rf ™y (p]) + 8] o~ (55 7).

DEMOSTRACION. Siz € S, entonces fq(x) = 87y (pf) + 87 .(S(2)). Sifeu (S(z)) ¢ Ee (85'7),
se tiene que existe y € S tal que Re(8y ' 7 (y)) < Re(By '7fes (S(x))). Més atin, se tiene que
(pf,cf, sT)y € Sa y que Re(7f.((pf, cf, s7)y)) < Re(7fa()), lo que implica que f,(z) ¢ E,(7).

La igualdad
Re(fa(x)) = Re(r8~ v (p1)) + |8l vey (85 ' 7).

se desprende directamente del hecho que fer (S(2)) € Sz (8, ). El resto de la demostracion
es analoga.

]

Lema 2.8 (Aproximacién exponencial) Sean a € A y 7 € St. Para cada enteron > 1 se
tiene que [0S (T) = va(7)| < C|B|™™, donde C = méx{—vy(r) | be A 1 €S}

DEMOSTRACION. Sea = € S, con f,(x) € E,(7). Entonces, v,(7) < vén)(T) < Re(Tfén)(x)).
Luego,

08 (1) = va(7)] = v (1) — va(7) < — Re (r > /3”"‘7(19%)) =~ 1B e (75™),

m>n

donde en la ultima igualdad se us6 la Propiedad de continuaciéon del lema anterior. O]

Para cadaa € Ay 7 € S! es claro que |E,(7)| > 1, ya que §, es compacto. Se define entonces
T, ={re€S' | |E,7)| > 2}, esto es, el conjunto de direcciones para las cuales existen al
menos dos puntos extremos.

Lema 2.9 Para cada a € A, el conjunto %, es a lo mds numerable.

DeMOSTRACION. Para Z C Cy 7 € S!, sea Ez(7) = {2z € Z | Re(7z) = min,cz Re(72')}, el
conjunto de los puntos extremos de Z para la direccion 7y (1) = {7 € S' | |Ez(7)| > 2},
el conjunto de direcciones para las cuales existen al menos dos puntos extremos. Dendtese la
envoltura convexa de Z por conv(Z).

Sea a un elemento fijo de A. Claramente, E,(7) = E5,(7), (1) = T3, (7). No es dificil
ver que Eeony(z,)(7) = conv(Ey (7)) v que Teonv(z.) = Ta, ya que |Ey(7)| > 2 si y solo si
|conv(E, (1)) > 2.
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Como conv(§,) es convexo y compacto, puede ser igual a un punto, un segmento de recta o
ser homeomorfo a un disco cerrado. En los primeros dos casos Tconv(z,) €s finito, por lo que
se puede suponer que el tercer caso ocurre. Sea ®: S! — dconv(F,) un homeomorfismo entre
S y la frontera de conv(F,). Se tiene que 7 € T, si y s6lo si el mapeo Re(7®): S! — R es
constante en un intervalo abierto de S'. Como tales intervalos abiertos deben ser disjuntos
para distintos 7 € S! y una familia de abiertos disjuntos en S! esa lo mas numerable, se
concluye que ¥, es a lo mas numerable. O

2.3.2. Secuencias minimas y puntos extremos

Los puntos en S, se pueden ver como elementos «revertidos» de (2. En efecto, considérese una
secuencia minima w € Qp para la direccion ¢ € S' y sea (p¥, ¢, 52 ),,>1 su descomposicion
prefijo-sufijo. Recuérdese que 5y = (/|0

Sea (ny)r>1 una sucesion creciente de enteros tal que £585* — 7 € S'y ¢ = a € A para
cada k£ > 1. Para todo k > 1 considérese un punto z,, € S, que comience con

(p:‘;k_l’ C(;”L)k—17 SU’Vik—l)<pL’;LJk—27 C:k—27 S(’:k—g) tet (pg’ 0‘57 SBJ)

Tn = . . . , .
y tal que p,,* = € para cada m > ni. Esta es una secuencia obtenida al revertir los indices
de finitas coordenadas de la descomposiciéon prefijo-sufijo de w. Supoéngase que la sucesion
(@, )k>1 converge a x© € S,,.

Lema 2.10 Para cualquier x € S, construido como arriba, f,(x) es un punto extremo en

E. (7).

DEMOSTRACION. Como w es una secuencia minima para &, el Lema [2.3] asegura que para todo
k > 1la palabra wy = o™ '(p;"™*) ... pn* es minima para o™ (a) en la direccién €. Seay € S,
tal que fu(y) € E,(7). Se tiene que o™ '(pY)o™ 2(ps) ... pY es un prefijo de 0" (a), por lo
que Re(&y(wy)) < Re(§y(a™ 1 (pY) ... pY,)). Mas atin, de (2.2) se deduce que

Ywe) =Y By (pt) = B BT () = 8" a(wn,).
m=1 m=1

Por lo tanto,

Re(£0p" fa(rn,)) = Re (563’“ > 6‘m7(pfr7k))

= |B]7" Re(§v(wr))
< |87 Re(&y (o™ (pY)o™ 2(py) ... ph,))

= Re (&33’“ > Bmv(pym)>
= Re(£65" 17 (y))-

13



Como f,(y) € E4(7), tomando k — oo se concluye que Re(7f,(x)) < va(7).

O

Definicion 2.11 Para a € A y z € §,, se dird que x € S, es una representacion de z si

2 = fa(x).

Lema 2.12 Para cada a € A, los puntos extremos de §, no tienen representaciones ultima-
mente periodicas en S,.

DEMOSTRACION. Sea z un elemento ultimamente periédico de S,. Entonces, existen enteros no
negativos ) y P tales que para cada k> 0y 0 < m < P — 1 se tiene que

(pz)+kP+ma CZ)JrkPera S%JrkPer) = (Pm> Cm» Sm)-

Supongase que f,(r) es un punto extremo para la direccion 7 € S'. Por definicién y periodi-
cidad, para cada k > 0:

Q+kP P—1
Re(rfa(2)) = Re (r > waw) +[B[79* Re (rﬁoQ’“P D /smfy(pm)) :

§>0 m=0

Definase z = 3. 677F S P By (p). Luego,

Q+kP

Re(rfa(z)) = Re (T )3 B‘mwpfn)) T |89 Re(r5 @ ).

Del Lema , Re(r3, 97" 2) = UCQ(TB()_Q_kP). Asi, Re(18, ¢ 2) < 0 para todo k > 0. Co-
mo (By ") >0 es denso en S, se deduce que z = 0 y, consecuentemente, que Ve (TBy Q_kp) =0
para todo k > 0. Finalmente, por continuidad y densidad, v, (£) = 0 para todo § € St. Como
Seo 1O es igual a {0} se obtiene una contradiccion. O

Obsérvese que del lema anterior se deduce que v,(7) < 0 para cada a € Ay 7 € Sl. En
efecto, v,(7) < 0y siv,(7) = 0 se tendria que 0 € §, es un punto extremo, lo que contradice
el lema.

Definiciéon 2.13 Para a € A y 7 € S', un punto extremo z € E,(7) se llamard punto
extremo limite si tiene una representacion x € S, tal que para cada entero m < 0 existe
(P Cmy Sm) en A* X A X A* con 0(¢m) = Pm+1Cm+1Sm+1 Y Co = a tal que

fcm((perl? Cm+1, 5m+1) cee (po, Co, So)x) € Ecm(BJmT)-

El conjunto de los puntos extremos limite de §, para la direccion T se denota por EX(T).

Un punto extremo limite es un punto extremo que tiene una representacion que tiene infinitas
preimégenes por el shift en (J,. 4 S,. Se puede probar facilmente de la construccién que el
punto obtenido en la demostracion del Lema es un punto extremo limite. Més atn, esto
se puede lograr para cualquier 7 € S.
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La propiedad deseada es que los puntos extremos limite en E(7) tengan una tnica repre-
sentacion en S, para todo a € Ay 7 € S. Si la tltima propiedad se satisface, se dira que T
tiene la propiedad de representacion unica para 8y 7.

2.4. Teorema Principal

2.4.1. Enunciado del Teorema Principal

Teorema 2.14 Sea T una t.i.i. autosimilar. Supongase que su matriz de renormalizacion
M tiene un valor propio complejo 5 con |B| > 1 y arg(B)/m irracional que tiene un vector
propio asociado y con coordenadas no nulas. Si T tiene la propiedad de representacion unica
para B y vy, entonces T es semiconjugada a una t.i.i. con intervalos errantes.

Como se menciono en la Seccion [2.0] la demostracion de este teorema es una consecuencia
de un enunciado mas técnico.

Teorema 2.15 Bajo las mismas condiciones del Teorema [2.1]}, ewiste una direccion & € S,
una secuencia minima w € Qp para la direccion & y un numero p > 0 tales que

lminf RE@) g i ReE7n(@))
n

> 0, (2.3)
n—o00 npP n—o00 P
donde Y (W) = Yo+ + Vo1 Y Von(W) = =Yoo, + -+ Yw_,) para n > 0.

La propiedad de representacién tnica puede parecer técnica y dificil de verificar para un
ejemplo especifico. Se presentaréan entonces algunas condiciones algebraicas y geométricas que
implican esta propiedad en la Seccion [d] Mas precisamente, se tiene una condicion algebraica
como en el caso de [BHMI10|, una condicién geométrica sobre los fractales y una tltima
condicion relacionada con las componentes minimales de un skew product que aparece al
estudiar la manera en la que se generan los puntos extremos.

2.4.2. Pasos principales para probar el Teorema [2.15

Sea T una t.i.i. autosimilar que intercambia los intervalos (I,),ec4 v considérense valores de
By v como en el enunciado del Teorema [2.14]

Primero se deben describir algunas propiedades de diferenciabilidad del mapeo v, : S' — R.
Lema 2.16 Sea a € A y 7 € S'. Se tiene que

V(T exp(it)) — v, (7)

y _ +
tl_l)%ﬁr P - Im(Tea (T))7
i 2T = 0nT) _ prem(y),
t—0~ t
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donde e} (1),e, (1) son los puntos de E,(T) tales que z +— Im(7z) es mdzimo y minimo,

)Y a

respectivamente. Como consecuencia, v,: S' — R es continuo.

DEMOSTRACION. SOlo se probara la primera igualdad, ya que la segunda es anéloga. Sean
z =€} (7),2 € E.(Texp(it)) y definanse 7z = rexp(if) y 72, = ryexp(if;) para r,ry > 0,
6,0, € [0,27). Se asumira que 0 < ¢t < 7/2.

Por lo tanto, se debe probar que
i Tt cos(f; +t) — rcos(0)

t—0+ t

= —rsin(0).

Como z; € E,(Texp(it)), se tiene que
rcos(f +t) = Re(Texp(it)z) > Re(rexp(it)z;) = 1y cos(0; + t).
Luego,

0 > rycos(fy +t) —rcos(d + 1)
= (rycos(0y) — rcos(8)) cos(t) + (rsin(f) — rysin(6;)) sin(t). (2.4)

Ademaés, como z € E,(7) se tiene que rcos(f) = Re(7z) < Re(72:) = 1 cos(6;). Se concluye
que (r¢cos(;) — rcos(#)) cos(t) > 0 para todo t suficientemente pequenio. Por lo tanto, de
que sin(t) > 0y (2.4), se tiene que rsin(#) —r; sin(6;) no puede ser positivo. Esto prueba que
Im(7z) = rsin(0) < rysin(0;) = Im(72;).

Se afirma que lim, o+ Im(72;) = Im(72). Fijese un real n > 0 y considérese
u(t) = min{Re(Texp(it)z’) | 2’ € Fo,Im(72") > Im(72) + n}.

Como z estda en E,(7) y se elige para que sea el mayor valor posible de Im(7z), se tiene
que Re(rz) < u(0). El mapeo u: [0,7/2) — R es continuo, por lo que existe t; > 0 tal
que Re(Texp(it)z) < Re(rexp(it)z’) para 0 < t < ty y 2/ € §, cualesquiera que verifi-
quen Im(72’) > Im(72) + 7. Por lo tanto, si 0 < t < t5 y Im(72;) > Im(72) + n entonces
Re(Texp(it)z) < Re(rexp(it)z), lo que contradice el hecho que z; € E,(Texp(it)). Esto
prueba que Im(7z;) < Im(7z) 4+ n para 0 < t < ty, por lo que se obtiene el resultado deseado
tomando 1 — 0.

La afirmacion anterior y (2.4]) implican que

P cos(0, +1t) —rcos(f +t) > lim (Im(r2) — Im(rz))sm(t) _o.
t—0+ t t—0+
Finalmente,
V(T exp(it)) — va(7)  1ecos(fy + 1) —1rcos(f + 1) 47 cos(0 +t) — rcos(6)
t t t ’
y el resultado se sigue tomando ¢ — 0. [
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Par aprobar la convergencia en (2.3 se necesita controlar la velocidad con la que 5 se acerca
a un namero 7 en S'. En lo que sigue,

d(t,7") = min{| arg(7) — arg(7')|, 27 — |arg(7") — arg(7)|}.

Definiciéon 2.17 Se dird que £ € S' es una buena direccion si para cada constante A > 1 se
tiene que liminf, o A"d(7,£87) > 0 para cada 7 € T = |J,c 4 Ta-

Se mostrara que casi toda direccion es buena.

Lema 2.18 Casi toda direccion £ € St es buena.

DEMOSTRACION. Sean A > 1y 7 € S, Primero se probara que
K(A, ) = {5 € S' | liminf A"d(r,£47) > 0}
n—oo
tiene medida de Lebesgue completa.

Considérense los conjuntos B, = {£ € S' | d(7,£87) < A™"}. Por el Lema de Borel-Cantelli,
la medida de Lebesgue de limsup, B, es cero, esto es, el conjunto de £ € S! que pertenecen
a infinitos B,, tiene medida de Lebesgue cero. Esto implica que para un & € S! tipico existe
algin N > 1 tal que A"d(1,£6}) > 1 sin > N. Se concluye asi lo deseado.

Ahora, como T es numerable, claramente la interseccion K(A) = (), .z K (A, 7) tiene medida
de Lebesgue completa. Finalmente, K = (1,5, K(1 + 1/k) tiene medida de Lebesgue total y
es facil ver que cualquier elemento de K es una buena direccion. O

Ahora se probara que la convergencia en (2.3]) para el caso en el que £ € S' es una buena
direcciéon que tiene una secuencia minima asociada. Luego se probara la existencia de tal
direccion &.

Proposiciéon 2.19 Supongase que € € S' es una buena direccion y que w € Qr es una

secuencia minima para la direccion £. Sean n > 0 con |B| —n > 1 y p = % > 0.
Entonces,
Re(&v, Re(&v-p
ltminf RE@) g g BE @) (2.5)
n—00 nr n—00 nr

DEMOSTRACION. Se probara solamente la primera desigualdad, ya que la otra es anédloga. De-
notaremos la d.p.s. de w por (p%,, ¢, s )m>0-

Primer paso: la d.p.s. de w tiene infinitos sufijos no vacios. Supongase que solo finitos sufijos
en (p¥,c, s )m>0 son no vacios. Luego, existe una letra ¢ € A y enteros positivos ¢ y N
tales que 09(c) = cs para alguna palabra s € AT y

WNWN 4 1WN 420N 43 - - . = csal(s)o?(s)a®(s) . ..

Como w es una secuencia minima para la direccion &, se tiene que Re(£7,(w)) > 0 para cada
n > 0. Luego, para cada k > 0 se obtiene que

0 < Re(¢(yn(w) +7(c) +7v(s) + B99(s) + - - - + 8"7(s)))
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(B — 1) 26)

= Re({(vn(w) +7(c))) + Re (57(3) 81— 1

e (§ (w(w) (o) — 5Z(i>1)) + 187 Re <(ﬂ§)k+1§q7_(_5>1> .

De (2.2) se tiene que 3%y(c) = v(0?(c)) = y(¢) +7(s) y luego que 7(s) = (67— 1)y(¢), que es
distinto de cero por hipoétesis. Sea z = gz(fi # 0. Por continuidad, existe un intervalo abierto
J C S! tal que u = sup,; Re(r2) < 0. Como ((B8)*!)x>0 es denso en S!, se obtiene que

(B9)k1 € J para infinitos k. Por lo tanto, para cualquiera de estos k

|5<I|k+1 Re ((Bg)k—i-lé(?—(_'s)l) — |5q|k+1 Re(ﬁé’“z) < |6q|k+lu <0.

Se obtiene que se puede elegir k > 0 tal que |37+ Re(8Y™ 2) es tan negativo como se quiera,
lo que contradice la ecuacion ([2.6)).

Sequndo paso: la contradiccion. Supoéngase que existe una secuencia creciente de enteros
(ng)k>1 tal que

lfm w = 0. (2.7)
k—o0 ny
Sea (pk, ek s ),,50 la d.p.s. de wr, = S™(w). Recuérdese que S es el shift en el subs-

hift correspondiente. Es facil verificar que la d.p.s. de w y S™(w) son tltimamente igua-
les (para una referencia, véase el Lema 18 en [BHM10]). Sea Nj el primer entero tal que
(P2, ¢ 89 ) N, = (PUF, %, 5% ) >N, . Tomando una subsucesion, se puede suponer que
(Ng)k>1 es una secuencia creciente de enteros. Mas aun, se puede suponer que

(i) ¢§, = cx. = a para cada k > 1;

(i) (p‘f\fk—hc%k—las%k—l) =(p,c,8)y (pm—hcm—p 5%2—1) = (p',d,s') para cada k > 1;
(iii) pc es un prefijo de p';
(iv) limy_e0 E4)% = 7 € ST

Como pc es un prefijo de p/, se tiene que

Wik

o pﬁq)---po

Nk—l( =0

N’“_l(p%k_l) L DEWO Wy 1 (2.8)

para cada k > 1.

Se procedera ahora a revertir los indices de la d.p.s. de w para construir un punto extre-
mo limite en S,. Sea (zn, )r>1 la secuencia en S, obtenida al revertir las coordenadas de
(p2, ¢, 52 )m=o hasta la (Ny — 1)-ésima coordenada y tal que py,* = & para cada m > Ny,
como se explica al principio de la Seccion Como ¢y, = a para cada k > 1, se tiene
que =y, € S, para todo k > 1. También se tiene que (pr’“,chk,stk) = (p, ¢, s) para cada
k > 1. Sin pérdida de generalidad, se supondra que esta sucesion converge a x € S,, que es la

representacion de un punto extremo limite E*(7) por el Lema y el comentario después
del Lema [2.13] Claramente, (p7,cf, s{) = (p, ¢, s).
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Sea (yn, )x>1 la sucesion definida por: (pi™*,ci™, s;™%)

m > N, y eligiendo (pm ,C%Nk,s?an’“)Nk de modo que

YN,
= (p/,d,s), pm* = e para cada

Re(E30 o (S(ym))) = vV V(€80

esto es, se elige para que fo(S(yn,)) alcance el minimo en ngv’“_l) para la direccion & Bév Rl
Como c§, = a para todo k > 1, se tiene que yy, € S, para todo k > 1. Sin pérdida de
generalidad, se puede suponer también que esta secuencia converge a y € S,. Claramente,

(p21/7 021/7 SZ{) - (p,7 Cla 3,)'

Aplicando v a la ecuacion (2.8)) y luego multiplicando por ]3]+, se obtiene que, para cada
kE>1,

Ny, Ng
0y BT (PR ) = £60™ Z B (DR—m) + EIBI e, ()
m=1

= £y Zﬁ Y(Pm*) + EBI M, (w),

donde la secunda desigualdad sale de la definicién de zy,. Tomando partes reales, se llega a

Re <§ﬁévk (Z BT (PN, —m) — h(ﬂfm))) = |87 Re(§yn, (w)). (2.9)

YN, YN k)

« ., . N
Por definicién de yy,, se tiene que (p; *,¢; %, 81 %) = (p,c,8") = (DX, Ny SN Y

Re(¢0y* 1a(S(ym.))) < Re <€5év’“_1 > ﬁ’"’y(pﬁlm)> :

m=2

Por lo tanto,

Re(£6)  fa(yn,)) < Re ( Zﬁ V(PN —m ) : (2.10)

Mas atn, Re(£65 " f.(zn,)) < Re(fﬁév’“fa(y]vk)) por el mismo argumento que el de la demos-
tracion del Lema - 2.10] Luego, por (2.9) y (2.10) se obtiene

0 < Re(€6™ (Fa(ym.) — Falzn,)) < 1817 Re(€yn, () (2.11)

Por otro lado, como wyw; . . .wy, 1 es una subpalabra de o™¥*(a) y o™ (a) crece como =M,

se tiene que ny, < (o~ ! + n)™ para k > 1 suficientemente grande, donde 7 > 0 se definié en
el enunciado del lema. Luego, por definicién de p,

ng’ > (a7t )N = (18] =)™ > BT

De la hipotesis ([2.7]), se obtiene que
. ([8] = n) ™™ Re(yn, (w) = lim 8] Re(¢m, (w)) = 0.
300 k—o00
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Amplificando la ecuacion (2.11)) por AV, donde A = | BIiB—| € (1,|8]), y usando la igualdad
anterior resulta que

0 < A™ Re(€67" (Fa(yn) — falzn,)) < (18] = 1)~ Re(€7, (w)

para k suficientemente grande. Luego,

Jim A Re(§4™ (Fa(yw,) — falwn,))) = 0. (2.12)

Ahora, se construira una contradiccion a (2.12)) suponiendo ([2.7). Especificamente, se mos-
trara que

fm sup AM Re(£65™ (fa(yn,) — fa(2n,))) > 0.

k—o0

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que existe una secuencia creciente de enteros
(L)g>1, con Ly < Ni, tal que:

(1) limg_oo ﬁO_L’“ =v eSS

INp TNy T T

(ii) para cada k > 1y 1 < m < Lj se tiene que (pilN’“,cm ySm ") = (pZ,ch,st) y que
<p?TJrJle,C;JnNk’S$nNk) — ( YooY gy )

m?m’ T m

Definase 7y, = £4'*. Como w es una secuencia minima para la direccion &, por el Lema [2.7]
2 0
y el Lema [2.10] se tiene que, para k > 1,

Re(7fa(2)) = Re(ry,fu(@x,)) = Re (v —m) Y ﬁ-wpm)
1175 (v, (r85™) =08 M 5™)) . (213)

Del lema [2.§
0 < g™ By ™) — vy (T By ™) < €1~
k

para todo k > 1, donde C' es una constante universal. Luego, usando esta igualdad, sumando
y restando \5\_Lkvca£ . (T, By L’“) a (2.13)) y usando la definicion de f,(IL’“) se obtiene que

Re(7fo(7)) — Re(rw,fa(zn,)) = Re((T — 7, )1 (2) (2.14)
+ 18] <Ucfk (78 ™) — Vg (TNkﬁ(;Lk)>
+ Ci| B,

para cada k > 1y algin Cj, con |Cy| < C.

Similarmente, de la definicién de yy, se tiene que

Re(7w By ey (5% (9)) = vy "~ (i By ).

Ly
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Luego, del lema se obtiene que
Re(7fa(y)) — Re(Tn,fa(yn)) = Re((T — 7n,)ie (1) (2.15)
1875 (v, (7B ™) = vy (™))
+ GBI,
para todo k > 1y algin C}, tal que |C}| < C.

Restando (2.14) y (2.15)) y usando que Re(7f4(x)) = Re(7f.(y)) se deduce que

0 < Re(r alyms) ~ falen,) 2.16)
= d(r, )| Re (200 0) - 1800)

(785 ™) = veg, (T, By ™)
d(By ™, T By )
A ) =g (tn o)
! d(r By v By ) ]
+ 187" (Cn, — Ch,),

—L Ucik
+ 1817

donde d(-, ) es la distancia en S! y se us6 que d(7, 7y, ) = d(78; "%, 7, By ©*). Como (7x, )r=1
converge a T,
, T — TN, i
lim — =7
k—oo d(T, Tn, )

Ahora, recuérdese que x = limy_,o zn, es la representaciéon de un punto extremo limite en
S, para la direccion 7 = limy_,oo 7n, € S*. De la ecuacion (2.11)), y = limy o yn, también
es la representacion de un punto extremo limite en S, para la direcciéon 7. Se tiene que
(pf,ct,s7) = (p,c,s) # (P, c,s) = (pY,cY,s), por lo que z # y. De la hipotesis del Teorema
todo punto extremo limite tiene una tnica representacion, por lo que f,(z) # f.(y). Se
sabe que Re(7f,(x)) = Re(7f.(y)) = va(7), por lo que se tiene que Im(7f,(z)) # Im(7f.(v)).

Finalmente, del Lema se obtiene que la expresion dentro de los corchetes en ([2.16|)
converge a

Re(ir(fa(2) = fa(y))) = = Im(7(fa(z) — fa(y))) # 0.

El otro término (2.16]) converge a 0 al ser multiplicado por AM¢ ya que A < |3]. Ademas,
ANed(7, 7y, ) > 0 para todo k > 1, de donde — Im(7(fo(x) — fa(y))) > 0.

Como £ es una buena direcciéon, por definiciéon se tiene que

lim inf ANed(7, £65F) = lim inf ANd(7, 7y,) > 0.
k—o0 k—o0

Luego, multiplicando (2.16)) por AM se llega a que
lim sup A Re(¢6" (Fa () — Fal,))) > 0,

k—o00

que es la contradiccion buscada. n
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2.4.3. Concusién de la demostracion del Teorema 2.15]

Recuérdese del Lema que = C S! es un conjunto abierto no vacio tal que existe una
secuencia minima para la direccion ¢ para todo & € =Z. Como del Lema [2.18| casi toda
direcciéon es buena y = es abierto, existe una buena direccién { € =. La Proposicién
entonces implica la convergencia de la serie para esta eleccion de £ y p = % > 0,
donde 1 > 0 es cualquier real positivo tal que |3] —n > 1.
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Capitulo 3

Mapeo de Arnoux-Yoccoz cibico

En esta seccion se ilustra el Teorema para la t.i.i. cibica de Arnoux-Yoccoz (o t.ii. de
A-Y por simplicidad). Este ejemplo no es autosimiliar en el sentido definido en el Capitulo .
Sin embargo, si verifica el resto de las hipdtesis del teorema. Ademas, la tinica parte donde la
autosimilaridad juega un rol es al obtener un sistema simbolico sustitutivo, lo que también
ocurre en este caso. Por otro lado, en [LPVO0S§| se prueba que un sistema inducido de la t.i.i.
de A-Y en un intervalo particular es una t.i.i. autosimilar, pero la sustitucion resultante es
innecesariamente compleja de analizar. Algunas modificaciones técnicas, pero no dificiles en
el estudio que se desarrollara para la t.i.i. de A-Y en esta seccién permiten probar que este
sistema inducido también verifica las hipotesis del Teorema [2.14]

3.1. La t.1.i. de A-Y

Sea « el tnico real tal que o + a? + a® = 1 y sea Gy, 4, el mapeo que intercambia las dos
mitades del intervalo [ty,¢;) manteniendo orientacion, esto es,

t+ (to+t1)/2 t € [to, (to +11)/2),
Gto,t1<t) =4qt— (t0+t1)/2 te [(t0+t1)/27t1>7
t t¢ [to,t1>.

Entonces, la t.ii. de A-Y estd dada por T = Gp1 0 Goa © Gaata2 © Gata21 (para mayor
claridad, ver las figuras y . Varias propiedades de T son discutidas extensamente
en [ABB11|. En particular, se prueba que el mapeo T es conjugado a su sistema inducido
en [0,a) y que, considerando una particion apropiada de [0,1) en nueve subintervalos, se
pueden codificar las o6rbitas de T para esta particion y las orbitas del sistema inducido para

la particion inducida por la siguiente sustitucion o en el alfabeto A = {1,...,9}:
(1) =35 o(4) =17 a(7) =29
o(2) =45 o(b) =18 o(8) =2
o(3) =46 o(6) =19 c(9)=3
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Figura 3.2: El mapeo T'.

Sea M la matriz asociada a la sustituciéon o, esto es,

_ o OO OO oo

=

|
O OO =K== OOO
O P OO OO oo
SO OO OO EFEO
SO OO O OO
[=lelNoNoNeNel =)
cNeNeNeNeoll S = Nolo)
OO OO OO OO
OO == OO O oo

Su polinomio caracteristico es (1 — t3)(t* +¢* +¢ — 1)(—t> + t* + ¢ + 1), donde los tltimos
dos factores son irreducibles. Las raices de t*> + 2+t — 1 son a, 7! y 37!, mientras que las
raices de —t3 +t>+t+1son o', By 3, donde o' es el valor propio de Perron-Frobenius.
Se supondré que [ es el valor propio con parte imaginaria positiva. Numéricamente, se tiene
que B ~ —0,771845 + 1,11514i. Se muestra en |[Mes00| que arg(/3)/7 es irracional. Se tiene
que el espacio propio asociado a [ es generado por

v=(B+B+1,-8,-8,-8"-8-1,8+1,8+1,-p-5-2-1,-1).

Claramente, y(a) # 0 para cada a € A. En lo que sigue, 5 y v son el valor propio y vector
propio de M usados en el enunciado del Teorema

3.2. Fractales asociados a la t.1.1. de A-Y

El teorema 6.4 de [ABB11| muestra que los fractales definidos en la Seccion existen y
verifican §2 = §3, §5 = S6 V 88 = S9. Una ilustracion de cada fractal es dada en la Figure

24



B.5] La frontera de cada uno de estos fractales puede construirse combinando piezas de la
frontera del fractal de tribonacci estandar y, por lo tanto, puede ser parametrizada, como se
verd después.

3.2.1. Parametrizacion de la frontera del fractal de tribonacci

Primero se enuncian algunas propiedades importantes del fractal de tribonacci. Se seguira
[Mes00] libremente. Sea N el conjunto de las secuencias en {0, 1} sin tres unos consecutivos.
El fractal de tribonacci (estandar) se define por

R = {Z BimamfZ

m>3

(am)mzl c N} .

Para (am)m>1 € N, se define v((am)m>1) = > ,538 " am—2. Para z € R, se dice que
(@m)m>1 € N es una representacion de z si z = t((ay)m>1). Claramente, toda secuencia
en N empieza con 0, 10 o 11. Se tiene lo siguiente:

Ro =B 'R ={z€ R | z tiene una representacion que empieza con 0},
Rio=B+B*R={2€NR | ztiene una representacion que empieza con 10},

Ru=p"+B*+B3R={2cNR | ztiene una representacion que empieza con 11}.

Estos tres subconjuntos de R son escalamientos, rotaciones y traslaciones de ‘R y son disjuntos
salvo en un conjunto de medida cero (ver Figura [3.3).

Claramente A es un subshift. Sea S el shift en N. Para z € Ry (ay)m>1 € N una repre-
sentacion de z, se tiene que t(S((am)m>1)) € Ry que

Bz sia; =0

B(z—B73) sia;=1.

Es facil ver que los puntos en Ry; son mapeados biyectivamente sobre Rig, que los pun-
tos en MRjg son mapeados biyectivamente sobre PRy y que los puntos en Ry son mapeados
biyectivamente sobre fR.

(S ((@m)m=1)) = {

Ahora, la parametrizacion de la frontera del fractal de tribonacci se construyec como sigue.
Definase 2z = 87%/(1 — 873) y para cada t € [0, 1] sea (d,,)m>1 una sucesién en {0, 1,2} tal
que t = Zm21 37" a,,. Definase k(t) = limy;, o0 Kay © Kay © ** * © Ka,, (20), donde

ko(z) = B+ 572,

_ 4 6 g1 4
ri(z)=8""+p +1_—6_3—5 z,
ke(2) = B3+ 8741+ 5732

Se muestra en la Seccion 4 de [Mes00| que « es biyectiva y que & = £([0, 1]) = RN(R+571).
Ademas, £ es un trozo de la frontera del fractal de tribonacci. El resto de la frontera se obtiene
escalando, rotando y trasladando &'.
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—38%2—48 -5

—23% 33 —4 —23%-38-3

Riy=pF2+87R ¢ 575+ 2R

B2 -928-3 ,
—_ 82281

R =B+ 871+ R
Ko (ﬁ/)

K1 (ﬁ/)

lﬁlg(ﬁ/)
R = ko(R) Uk1(R) U ra(8) 2282

Figura 3.3: El fractal de tribonacci con algunas caracteristicas importantes.
Se tiene que K C Ry U MRy, esto es, todo punto de K tiene una representacion que empieza
con 0 o 11. Mas atn, 8 = ko(8) U k1(R") U ke(R), lo que es una consecuencia del Lema 4

de [Mes00], ¥
ﬁ, N %O = Ko(ﬁ/) U K1 (ﬁ/), ﬁ/ N %11 = lﬁg(ﬁ/>.

Un célculo simple muestra que al aplicar el shift a & N Ry, se obtiene 373 4+ 372/’ vy que al
aplicarlo nuevamente se obtiene 37! (ver Figura .

Finalmente se enuncian algunas propiedades bésicas adicionales de R y K que se necesitaran:
Lema 3.1 Se tiene que

(i) ®N (9%+ —52;1) = o;

(ii) &N (SR+ %) s
(iii) & N2 R=g;

3.2.2. Parametrizacion de la frontera de los fractales de Arnoux-
Yoccoz

Se usarda 8 = R — zg para parametrizar la frontera de §, para cada a € A. No es dificil
ver que (luego de un calculo simple) que K es una curva con extremos x(0) — zg = 0y
k(1) — zg = (=% — 23 — 1) /2. Para obtener la parametrizacién se necesitaran los siguientes
cuatro lemas que finalmente prueban que la frontera de §, es una curva de Jordan.
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Lema 3.2 Se tienen las siquientes igualdades:
R=r(l)—R
R=PTRU(BIR+BP)U(BTPR+ 7).

DEMOSTRACION. La primera igualdad sale del hecho que & es simétrico, como se muestra en
el Lema 4 de |Mes00]. Mas atn, como K = ko(R') U k1 (R') U ko(R'), restando 2z, de ambos
lados, expandiendo y usando la primera igualdad se obtiene lo deseado. O]

Los siguientes dos lemas serviran para probar que partes de las fronteras de los fractales de
Arnoux-Yoccoz que provienen del fractal de tribonacci se intersectan en un tnico punto (ver

Figura .

Lema 3.3 Se tiene que KN <6ﬁ+ %) = AN (52§+ #) = {0}.

DEMOSTRACION. Recuérdese que zp = 371/(1 — 373) = % yque & = RN R+ 7).
Sea K; — &N (ﬁﬁ+ %) v Ky = &N <62§+ #)

(i) Se probara que —(3%z € K, para cada z € K. Por definicién, se tiene que

= Cmn= B0~ 20+ 2
donde (, (" € K. Por lo tanto,
, 2+1 , 2_1
(=B~ fro+ 20+ Dt =g+ T

De la discusion en la Seccion [3.2.1], (' tiene una representacion que comienza con 0 o 11.
Sean ai, a9, as las primeras tres letras de esta representacion de ¢’ y considérese el punto
(" = B(¢' — B3a;) € %R, esto es, el punto obtenido al shiftear la representacion de (. Se

obtiene que ¢ = (" + 7 2%a; + %, donde a; € {0,1}.

Del Lema |3.1| parte (i) se tiene que RN <i)f{ + %) = &, por lo que a; # 0y asi ajasas = 110.

Entonces, (' € & NNRy1, de donde (" € B3 + B2/ = B 2R + % y remplazando el

. . 244
valor de a; en las expresiones anteriores se llega a que ( = (" + 3’6+—26+3

Finalmente, se obtiene que z € KN <B‘2ﬁ + %) y luego que

= (% _ﬁ) N (—B28) = Ko,

donde la ultima igualdad se desprende del Lema y un calculo simple.

(ii) Se probarad que —(z € K para z € K,. La demostracion es similar a (i), por lo que se
omitiran algunos detalles.
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Por definicion, se tiene que

—B3%2 41
ZZC—ZOIBQ(CI—ZO)JFﬁT,
donde ¢, (" € &. Por lo tanto,
-p*+1 —B?—-2p8—1
(=FC~ Fratat Lt po s TP

Como en la demostracion de (i), ¢’ tiene una representacion que comienza con 0 o 11. Sean

ai, as, as las primeras tres letras de esta representacion de ¢’ y considérese el namero complejo
) s U3

"= B2’ — p3a; — B %ay) € R, esto es, el punto obtenido al shiftear la representacion de

¢’ dos veces. Se tiene que ¢ = (" + B~ a; + 7 2%ay + %, donde ay,as € {0,1}.

Se sabe que ajay # 10. Si ajay = 01, se tendria que ¢ = (" + % Del Lema parte
(ii) se tiene que & N (9% + %) = &, por lo que esto no puede pasar. Mas aun, de la

parte (iii) del mismo lema se tiene que & N 2R = &, por lo que a;ay # 00. Se obtiene que
ayasaz = 110, por lo que ¢ = (" + M;B% y("e IR =p1_+ %. Finalmente,

z€ RN (6‘1ﬁ+ %) y asi

Bz e <w - ﬁ) N (-88) = K,

donde la ltima igualdad se desprende del Lema y un calculo simple.

De (i) y (ii) se deduce que si z pertenece a K7 o Ko, entonces 5"z o — 3"z pertenece a K; UK,
para cada n > 1. Como K; U K es acotado y |3| > 1, se debe tener que z = 0. ]

Lema 3.4 Se tiene que (8 — 2% —338—4)N (ﬁ—l— %) es un unico punto.

DEMOSTRACION. Se ilustra la prueba en la Figura. Obsérvese que (R—23%—33—4) C R. Del
lema anterior y una traslacion, rotacion y escalamiento, & — 232 — 3 — 4 es un subconjunto

de int R salvo por un punto. Por otro lado, (ﬁ—l— %) C R —1-— "1 Sesabe de

Mes00] que R —1— 71 C C\ int R, por lo que ( & + =B34BT g un subconjunto de C\ R
2
salvo por un punto. O

Ahora se presenta la parametrizacion de la frontera de cada fractal de Arnoux-Yoccoz. Defi-
nanse

¢ =B 'RUBTR+F+B+1)U <ﬁ+ %#)

g (ﬁ2ﬁ+352+4ﬁ+3) U (51ﬁ+52+26+1)
2 2
U(§+62+25+1>
2 )
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Figura 3.4: Tlustracion de la demostracion del Lema .

@y:ﬁuwﬁ—ﬁﬂjOV%W;l>U(&%%W;J),

C=BRUMBIR+B+DU(BPR+B+1DU(BPR-—B—1)
y (ﬁ2ﬁ+ﬁ2+26+3> U (51ﬁ+62+2ﬁ+3)

2 2
€ = BRU(B'R+ B+ 1)U <5ﬁ+ W) g (ﬁljﬂﬁ%zﬁﬁ)’
¢ =BRUMR-NU(BR-1)U(B'R— B -5 -2)
G =B RU(R— 1)U (5@%) g (ﬁ+62+zﬂ+1)

y €3 =&, € =5, € = &.

Lema 3.5 Para cada a € A se tiene que €, es una curva de Jordan.

DEMOSTRACION. En la definicion de cada &€,, los términos entre las uniones corresponden a los
segmentos de la frontera de §, como se muestran en la Figura [3.5|en sentido horario. Luego,
es suficiente probar que la interseccion de dos segmentos consecutivos es un tnico punto. En
efecto, usando los resultados del fractal de tribonacci de [Mes00] se deduce que la interseccion
de la mayoria de los pares de segmentos contiguos tiene un sélo punto. La conclusion del lema
sale de los dos lemas anteriores.

Por ejemplo, considérense los segmentos '8 y 8728 + 52 + 8 + 1, que son parte de €.
Trasladando por —3 1z, y reemplazando £ por & — zj, se obtiene que estos segmentos se
intersectan en un tnico punto si y solo si S71& vy 872/ + 372 + 37! lo hacen. Estos dos
ultimos segmentos son parte de la frontera del fractal de tribonacci, que es una curva de
Jordan. Otro ejemplo son los segmentos K + % y 8718, que también son parte de €;.
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Figura 3.5: Descripcion de los fractales de Arnoux-Yoccoz y sus caracteristicas.
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Se puede amplificar por [ para obtener que estos segmentos se intersectan en un tinico punto
siysolosi Ry SR+ % lo hacen, lo que es una consecuencia del Lema O

Ahora se puede demostrar que los conjuntos €, son parametrizaciones de las fronteras de los
fractales de Arnoux-Yoccoz.

Lema 3.6 Para cada a € A se tiene que §, es la cerradura del interior (en el sentido de
Jordan) de €,. Mds ain, si o(a) se puede escribir como o(a) = bc con b,c € A entonces

Sy Nint(y(b) + F.) = @.

DeEMOSTRACION. Para simplificar la notacion, se haran las identificaciones 3 ~ 2, 6 ~ 5y
9 ~ 8. Por definicién de cada €, se obtiene que

2
B = (BPR)U(BPR+ B +28+2)U (6—1ﬁ B Gt +265 i 7)

U (5_3§+352+26B+7)U(5_2R+ﬁ2+;ﬁ+3)
U (ﬁ‘lﬁ+—ﬁ2+;5+3),

B =pTRU(R-1U (5‘1R+ W) U (§+ W) 7

Bl =RU(B2R+ L+ B+2QUB R+ +B8+2)
UBPR—BF—28-2)U (6‘3§+—3ﬁ2+45+5)

2

g (ﬁ2ﬁ+36+;1ﬁ+5)’

B¢ =RU(BIR+ B +B+2U (ﬁ+
U (ﬁ2ﬁ+—352 +24B+5),

BTG =FPRUBTIR - - B-1U(BTPR-F -5 1)

362+4ﬁ+5>
2

U(B*R—2p" =36 -3)U (ﬁ3ﬁ+ W)
U (ﬁ1ﬁ+ w> |

Bl =B RU(BTR- B —B-1)U (5—2 + W)
U (B‘1ﬁ+ %) _

Usando el Lema 3.2 cuando sea necesario, se concluye que

BlGUBH=B+E) = U(R-1),
B UB N =B+ E)=CGU (B 'R+ 82+ 8+2)U(B°R— 5 —28-2),
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B UBTH (BT + &) =g U <51ﬁ+ w>

2
o (5oa 22T, @)
FGUBT (AT + &) =5 U (6‘1ﬁ+ w> :
O R ]

Be, = ¢

Se tiene que las siguientes ecuaciones enunciadas en (6-1) de [ABB11| producen una tnica
solucion para la eleccion v dada:

F1=B""FUB (=B +73Ts5), Fo=B'FUB (=B +Fs),
Fa=B"5UB (B +F0), Fs =851 UB (B +Fs), (3.2)
=B85 UB (-8 +3Fs), Fs = BT

Finalmente, sea §/, la adherencia del interior de Jordan de €,. Se debe probar que (F,)aca

satisface (3.2). Se tiene que (ver Figura

R-1CF, (B'R+°+8+2QUB°R-2-20-2)CF
(B‘1ﬁ+—3ﬁ2+65+7)u(6‘3ﬁ+—3ﬁ2+65+7) c¥

2 2
2 2
(Blﬁ+ W) c3. (61ﬁ+ %) c 3.

Luego, por (3.1)), se concluye que (§,)qca satisface (3.2), que demuestra que §, = §, para
cada a € A.

La segunda parte del lema sale directamente de la parametrizacion dada (ver Figura|3.5). [

Es directo del lema anterior que

Corolario 3.7 0§, = €, for each a € A.

3.2.3. Propiedad de representaciéon tnica para la t.i.i. de A-Y

Finalmente se probara que cada punto extremo de cada fractal §, tiene una tnica represen-
tacion.

Lema 3.8 Para cada a € A, cada punto extremo de la frontera de §, tiene una unica
representacion.
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DEMOSTRACION. La demostracion es por contradiccion. Se probara que los puntos extremos en
§. con mas de una representaciéon tienen una representaciéon dltimamente periodica, lo que
contradira el Lema [2.12l

Sea z € 0F, un punto extremo con dos representaciones. Shifteando y usando el Lema
se puede suponer que las primeras letras de las representaciones son distintas. Esto implica
que o(a) no puede ser una tnica letra. Sea o(a) = be. Entonces, z € 871§, N 71 (y(b) + F.)
y, del Lema 3.6

2 € (B TN B YD) +Te) =087 T NABHY(b) + Te)-

Ahora, para obtener la contradiccién buscada se probara que todos estos puntos tienen una
representacion ultimamente periodica. Hay siete casos (ver Figura para entender los
casos):

(i) si @ = 1, entonces puede ocurrir que z = —1 0 z = % El punto x; € S, definido
por (pi', i, sit) = (3,5,¢) y pfl = ¢ para cada m > 2 es una representacion ultimamente

periddica de z = —1, y el punto x5 € S, definido por
e = (£,3,5)(,4,6)(1,7,¢)(g,2,9)(¢,4,5)(1,7,¢)(e,2,9)(g,4,5) ...

—B2-28-3,
2

Y

es una representacion ultimamente peridédica de z =

(ii) si @ = 2, entonces z = —f3? =28 —20 2z = $*+ B+ 2. El punto x; € &, definido
por (pi*, i, s7') = (4,5,¢) y pil = e para cada m > 2 es una representacion ultimamente
periédica de z = —f% — 28 — 2, y el punto zy € S, definido por (pi?,cj?,s{?) = (4,5, ¢),
(p32, 5%, 85%) = (1,8,e) y pf2 = € para cada m > 3 es una representacion ultimamente
periddica de z = 2 4+ 8 + 2;

(iii) si @ = 3, entonces z = =% =28 -2 0 2z = 2+ B + 2. El punto z; € S, definido
por (pi*, i, s7') = (4,6,¢) y pil = e para cada m > 2 es una representacion ultimamente
perioddica de z = —% — 28 — 2, y el punto zy € S, definido por (pi?,cj?,s{?) = (4,6,¢),
(P32, c3%,s5°) = (1,9,¢) v pf? = e para cada m > 3 es una representacion ultimamente
periddica de z = 3% + § + 2;

(iv) si @ = 4, entonces z = 2 +28+20 2 = =32 — 8 — 1. El punto z; € S, definido
por (pi*,cit, s7') = (1,7,¢) y pil = e para cada m > 2 es una representacion ultimamente
periddica de z = 32 + 28 + 2, y el punto xy € S, definido por (pi?,ci?,s7?) = (g,1,7),
(P32, c32,s5°) = (3,5,¢) v pf2 = e para cada m > 3 es una representacion ultimamente

periodica de z = —3? — 8 — 1;

v) si a = b, entonces z = 128420 2 = 340847 punto x; € S, definido por
5 8%+ 2B + 2 LERS
(pi*, ety s1') = (1,8,¢) v pfl = e para cada m > 2 es una representacion tultimamente
periodica de z = 3% + 28 + 2, y el punto x5 € S, definido por
zo = (£,1,8)(3,5,¢)(e, 1,8)(¢,3,5)(4,6,¢)(e,1,9)(¢,3,5)(4,6,¢) (g, 1,9) . ...
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., . . ., . 2
es una representacion tultimamente periodica de z = w;

(vi) si a = 6, entonces 2 = 2 +28+20 2 = Mfﬂ”. El punto z; € S, definido por
(pi*, ety s1h) = (1,9,¢) v pfl = e para cada m > 2 es una representacion ultimamente
periodica de z = %2 4+ 28 + 2, v el punto x5 € S, definido por

xe = (€,1,9)(3,5,¢)(e, 1,8)(e,3,5)(4,6,¢)(e,1,9)(¢,3,5)(4,6,¢)(¢,1,9) ...

1. R 2
es una representacion ultimamente periddica de z = w;

(vii) si @ = 7, entonces puede ocurrir que z = —1 or z = % El punto x; € S, definido

por (pi*, i, s7t) = (2,9,¢) y pil = ¢ para cada m > 2 es una representacion ultimamente

periddica de z = —1, y el punto x5 € S, definido por
xe = (€,2,9)(4,5,¢) (e, 1,8)(¢,3,5)(4,6,¢)(g,1,9)(¢,3,5)(4,6,¢)(¢,1,9) ...

e 1 2 1
es una representacion ultimamente peridédica de z = % O
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Capitulo 4

Condiciones algebraica, geométrica y
combinatorial para el Teorema [2.14

Sea T una t.i.i. autosimilar con intervalos de continuidad (1,)aec4. Recuérdese que 6 = (04)aca
es el vector de traslacion asociado a T, donde T'(t) =t + 0, para t € I,. Ademas, M es la
matriz de renormalizacion asociada a T'y « es el inverso del valor propio de Perron-Frobenius
de M. Considérese un valor propio complejo 5 de M con |G| > 1y arg(f)/m ¢ Q como en la
Seccion 2.4]

El proposito de este capitulo es mostrar que algunas condiciones algebraicas, geométricas y
combinatoriales implican la propiedad de representacion tnica y la existencia de un vector
propio asociado a [ con coordenadas no nulas, es decir, las hipotesis del Teorema [2.14]

4.1. La condicién algebraica

Esta condicion es muy similar a la usada en [BHM10|,
(CA) Los valores propios a y 8 son Galois-conjugados.

Esta condicion implica la existencia de un vector propio v asociado a f tal que vy(w) # 0
para cualquier palabra w que aparece en {27. Para esto se necesitara el siguiente lema clésico:

Lema 4.1 El vector de traslaciones 6 es un vector propio de M asociado al valor propio
a < 1. Mds aiin, 6 € Q(a)A.

DEMOSTRACION. Recuérdese que T' es igual, salvo reescalamiento, a su mapeo inducido sobre
. . . . 1
[0, ). Ademas, para cada a € A, r, es el tiempo de primer retorno del intervalo 1Y = a1,

a [0,«) por T. De la definicion de M se tiene que para todoa € Ay t € 1M

(M&)y =Y {0 <k <rg; THIDM) C L} 6,
beA
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Luego, T (t) =t + (MJ),. Por otro lado, como el tiempo de primer retorno de ¢ a [0, «) es
exactamente 74, se tiene que t + (MJ), = t + ad,. Por lo tanto, (M), = ad,. Esto prueba la
primera parte del lema.

Ahora, por el Teorema 6 de [LPVO08| se tiene que el vector de largos A = (\;)qea de T per-
tenece a Q(a™1)* = Q(a)*. Ademas, un resultado clasico muestra que § puede ser obtenido
al multiplicar A\ por una matriz entera, por lo que § € Q(a)*. H

Bajo la condicion algebraica (CA) existe un isomorfismo de cuerpos ¥: Q(a) — Q(8) que
«reemplaza o por (». Este isomorfismo puede extenderse naturalmente a un isomorfismo de
espacios vectoriales ¥: Q(a)?* — Q(B)*. Aplicando 1 a la igualdad Md = ad, dada por el
lema anterior, se obtiene que M () = 51(d), por lo que 1(d) es un vector propio asociado

a . Sea v = 1(0).

Lema 4.2 Sea w = wy ... w,_1 una subpalabra finita y no vacia de una secuencia en Q.
Bagjo la hipdtesis (CA) se tiene que y(w) # 0.

DEMOSTRACION. Por definicién de w y minimalidad de T, existe t € [0, 1) tal que T™(t) € I, siy
s6lo si w,, = a para cada 0 < m < n—1. Por definicion de 0, se tiene que T"(t) = t+d(w) y que
d(w) # 0, ya que T es aperiddico. Aplicando el isomorfismo ¢ se concluye que y(w) # 0. O

Obsérvese que el lema anterior implica que y(a) # 0 para todo a € A.

4.2. La condiciéon geométrica

Para enunciar esta hipotesis se necesita més notacion. Definase para cada a € A

Ao ={(p,c,s) € A" x Ax A% 0(a) = pcs},

A= Usea Aa ¥ Spes) = B Hv(p) +Fe) para (p, ¢, s) € A. Como se probé en la Proposicién
2.20 de |ABBL11], se tiene la siguiente descomposicion §, = U(p,c,s,)e,ia S(p.c,s) para cada a € A.
De esta descomposicion, se deduce que v,(7) = min, . g 1, V(pe,s)(7) para cada 7 € S', donde
V(pe,s)(T) es el minimo de z — Re(7z) sobre z € §(p.s). Entonces, es natural definir para
cada a € Ay 7 € St el conjunto Py(7) = {(p,c,8) € Au;va(T) = vpes)(7)}. Este contiene
los indices de los subfractales §(,. s de §, donde el minimo va(T) se alcanza. Notese que
|P,(T)] > 1y no es siempre igual a 1. Esto motiva la condicién geométrica:

(CG) Para cada a € A, el conjunto ¥, = {7 € S*;|P,(7)| > 2} es finito.

La condicién geométrica (CG) afirma que el minimo del mapeo z — Re(7z) se alcanza en
s6lo un subfractal de §,, excepto para las finitas direcciones en V,. Esta condicion sera usada
en la siguiente secciéon para definir un mapeo que permite describir los puntos extremos de
los fractales §,. Antes de eso, se necesita el siguiente lema:
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Lema 4.3 Supongase que se verifica la condicion (CG). Para cada a € A y (p,c,s) € Ag,
el conjunto

Ja(pes) = 1T € St (p, c, s) € Pu(1)}

es una union finita de intervalos cerrados.

DEMOSTRACION. Se probard que cada conjunto J, .. es cerrado y que tiene una cantidad
finita de componentes conexas. Sea (7,,)m>1 uUna sucesion en J, (cs) que converge a 7 € St
Sea (zm)m>1 Una sucesion en F,.s) tal que Re(7,2m) = va(7m). Como Fpes) €8 compacto,
se puede suponer que (Zp,)m>1 converge a z € F(pcs). Por lo tanto, Re(7z) = v,(7) y, por
definicion, se concluye que 7 € Jy (pc,s)- Asl, Jy (pe,s) €5 cerrado.

Ahora, como cada conjunto J, (s €s cerrado, si J es una componente conexa en Jg (. c.s) SU
frontera 0.J estd contenida en V,. Luego, por (CG), cada J, (s tiene una cantidad finita
de componentes conexas. O

4.2.1. El skew product H

La principal consecuencia de la condicion geométrica (CG) es la definicion de un skew product
H: AxS"— A xS! que permite describir los puntos extremos de los fractales.

Definicion 4.4 Sea X = S x A. Sea ms1: X — S! la proyeccion en la primera coordenada
y i X = A la proyeccion en la sequnda coordenada.

Se define el mapeo H: X — X por

H(r, (p,¢,8)) = (By "7, (1, ¢, 8),
donde (p',c,s') € A, y satisface T € Jo (o 51-

Como hay més de una eleccion posible para (p/, ¢, s') si T € U, se define H como el conjunto
todos los H definidos de esta forma. Este conjunto es claramente finito. Por definicion, si
T €8S, a € A entonces x € S, es la representacion de un punto extremo en FE,(7) si y s6lo
si existe H € H tal que (p},, ¢k, st) = ma(H™(T,(p,a,s))) para cada entero m > 1, donde

p, s € A* satisfacen (p,a,s) € A.

En lo que queda de esta seccion, se fijara H € H como la tnica elecciéon continua por la
derecha. El Lema [4.3] asegura que H es esencialmente una transformacion de translacion
de intervalos (t.t.i.). Estos mapeos son isometrias por pedazos no necesariamente biyectivas
de un intervalo con finitas discontinuidades. Propiedades basicas de las t.t.i. pueden ser
encontradas en |[BK95|. Para visualizar H como una t.t.i., se asocia a cada S' x {(p, ¢, s)}
con (p,c,s) € A un intervalo [t(_pw), tz;,c,s)) de largo 1/|A| que forman una particiéon de [0, 1).
El mapeo que H induce en [0,1) de la manera natural es una t.i.i..

Debemos definir una nocién de componente minimal para H. Como H no es continua, ne-
cesitamos extender la definicion clasica de dinamica topolégica. Esto se hace adaptando un
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procedimiento clasico en la teoria de t.i.i. a las t.t.i. que se resumira aqui siguiendo la dis-
cusion de la Seccion 2 de [BK95|. Para este proposito, se verd a H como un t.t.i. sobre el
intervalo [0, 1).

Primero se define un nuevo espacio X. Sea D el conjunto de discontinuidades de H junto con
sus preiméagenes por H, ademas de los puntos lim, ~ H(s) y sus imégenes, donde ¢ es una
discontinuidad de H. Luego, se construye el conjunto ordenado X=XUD U {1}, donde
D~ = {t";t € D} es una copia disjunta de D, poniendo cada punto ¢t~ inmediatamente a la
izquierda de t. Esto es, se introducen pequenos «agujeros» en [0, 1) en las posiciones t € D
y se llama al extremo de la izquierda del agujero ¢~ y al de la derecha t. El orden de [0, 1)
se extiende naturalmente a este nuevo conjunto. El conjunto X dotado de la topologia del
orden es un espacio métrico compacto. Finalmente, sea H: X = X el mapeo definido como
Hen X, Hit") = (lim, ~ H(s))” parat € Dy H(1) se define por continuidad. Se prueba
que H es un mapeo continuo en el espacio métrico compacto X. Mas aun, X es invariante
para H y H|yx (la restriccion de H a X) coincide con H.

Definicion 4.5 ([ST00]) Se dice que Y C X es una componente minimal de H siY = YNX,
donde Y es una componente minimal de H. Esto es, H(Y) =Y y cada punto en'Y tiene una

orbita H densa por en Y (para la topologia de X). Notese que para cadat € Y se tiene que

Usando el hecho que H es una t.t.i. aperidédica se obtiene que

Lema 4.6 H tiene un numero finito de componentes minimales.

DeEMOSTRACION. El Teorema 2.4 de |[STO00| asegura que una t.t.i. aperiédica tiene un nime-
ro finito de componentes minimales. Como H tiene una rotaciéon irracional en la primera
coordenada, se tiene que es aperiodica. O

Considérese nuevamente H vista en S' x A. Recuérdese que se ha identificado todo punto
(1,(p,¢,s)) € X con un tnico ¢t € [0,1). Esta identificacion puede ser extendida a X iden-
tificado ¢~ al mismo (7, (p,c,s)) € X que t para cada t € D. Se denotara por ¢ a cualquier
elemento de Y asociado a t € [0, 1], esto es, en la mayoria de los casos es solo ¢, pero puede
sertot”site D.

Lema 4.7 Cada componente minimal de H y H es una union finita de intervalos de largo
positivo.

DEMOSTRACION. Sea Y una componente minimal. Entonces, por definicion, ¥ = YNnXx para
alguna componente minimal Y para H. Para cada (p, ¢, s) € A definase

}A/W o = {7 €S (7, (p,c,s)) is associated in X to some £ in Y}

Sean t € Y y (7, (p,c,s)) € X asociado a . Se tiene que H™(f) esta asociado a un punto
cuya primera coordenada es ;"7 para cualquier entero m > 0. Como la rotaciéon por 3, !

es irracional, se tiene que {57 ™},,>0 = S'. Més atin, es posible encontrar subsucesiones que
) 0 m>0 )
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converjan a cualquier punto en S! por arriba o por abajo. Luego, tomando otra subsucesion

y notando que Y es compacto, se obtiene que S! = U(p,c,s)e 1 Y(p,es)- Notese que se ha usado

la convergencia en la topologia de X. Un argumento similar muestra que los Y(p,c,s) son
cerrados. Entonces, existe(p, c,s) € A tal que f/(nqs) contiene un intervalo abierto J C S
Por minimalidad, existe n > 1 tal que |J"_, H™(J) = Y. Finalmente, sea J = .J N X. Como
X y D~ son invariantes para H, se obtiene que Y = UL _o H™(J). Para concluir, se tiene
que J _, H m(j )y que J'_, H™(J) son uniones finitas de intervalos de largo positivo, pues
la imagen mediante H o H de un intervalo es una unién finita de intervalos (son t.t.i.). O

Dado (7, (p, ¢, s)) € X siempre existe una componente minimal contenida en la érbita cerrada
de (7, (p, ¢, s)) por H. En efecto, considérese el elemento ¢ € X asociado a (7, (p, ¢, s)). Se tiene
que su o6rbita cerrada por H contiene una componente minimal Y. Luego, témose Y =Y N X

que verifica Y C Orby(t) N X C Orby(7, (p, ¢, 5)).

Lema 4.8 Euxiste un entero Ny > 1 universal tal que para cada (7,(p,c,s)) € X y la
componente minimal Y contenida en la drbita cerrada de (7, (p,c,s)) por H se tiene que
HMi (7 (p,c,s)) € Y. En particular, existe una tinica componente minimal contenida en la
orbita cerrada de cualquier punto en X.

DEMOSTRACION. Sea (7, (p, ¢, s)) € X y sea Y una componente minimal contenida en la 6rbita
cerrada de (7, (p,c,s)) por H. Por definiciéon, ¥ = Y N X, donde Y es una componente
minimal para H con Y C Orbg(t), como se discutié antes del lema.

Por el Lema , se tiene que Y tiene interior no vacio. Como Y esté contenido en Orb (1),
existe un entero n > 0 tal que H "(t) alcanza el interior de Y. Esto implica en particular
que Orby(t) contiene una tnica componente minimal. Luego, Orby (t) = J,,~o H " (Y). Por
otro lado, Y tiene interior no vacio y H es continua, por lo que, por compacidad, existe
N > 1 tal que Orby(t) = Uan:O H~™(Y). Usando un argumento similar al presentado en la
demostracion del lema anterior para pasar de X to X, se deduce que HN (7, (p,c,s)) € Y.

Para concluir que Ny puede ser escogido uniformemente, se observa que, del lema 4.6, H y
H tienen finitas componentes minimales. O]

Sea Ay = (1, H™(X) el conjunto limite de H.

Lema 4.9 Ay = H™(X) para algin Ny > 1. Mds aiin, Ay es igual a la union disjunta de
las componentes minimales de H vy, por lo tanto, es una union finita de intervalos de largo
Positivo.

DEMOSTRACION. Del lema anterior, cada punto (7, (p,c,s)) alcanza la componente minimal
en la adherencia de su orbita en Ny pasos uniformemente. Ademés, H restringida a una
componente minimal es sobreyectiva. Luego, Ay = H™ (X) es igual a la unién disjunta de
las componentes minimales de H. O
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4.3. La condiciéon combinatorial

Esta condicién es esencialmente técnica, incluso ad hoc, y requiere la existencia de H como
en la seccion anterior. Se supondra entonces (CG).

Sean Ay = (1,50 H™(X) para cada H € Hy A =Uycy An-

Fijese (7, (p,c,s)) € X. Se tiene que cualquier H' € H coincide con la versién continua por
la derecha H € H, excepto por finitos puntos. Como H es aperiodica, existe un entero n > 0
tal que (H")™(1, (p,c,s)) = H™ " ((H")"(t, (p, ¢, s))) para todo entero m > n. Por lo tanto, si
Y’ C X es la componente minimal contenida en la érbita cerrada de (H')"(t, (p, ¢, s)) por H,
se tiene que (H')™(7, (p,c,s)) € Y’ para todo m > n. La componente minimal contenida en
la orbita cerrada de (7, (p, ¢, s)) por H puede o no coincidir con Y”. Si no coinciden para algin
H' € H se dira que (7, (p, ¢, s)) es una discontinuidad esencial de H. Existen discontinuidades
esenciales de H siempre que H tenga mas de una componente minimal.

Dada una componente minimal Y C X para H y (p, ¢, s) € A se define
Y(p,c,s) = {T S Sl | (T’ (p7 C?‘S)) S Y}

Se puede enunciar ahora la condicién combinatorial:

(CC) Sea H € H continua por la derecha. Entonces, para cada componente minimal Y C X
de H se tiene que {Y(, s X {(p, ¢, 5)} }(p,es)ea constituye una particion de Y. Ademas,
A no contiene discontinuidades esenciales de H.

Notese que la primera parte de la condiciéon combinatorial afirma que para cada componente
minimal Y C X de la version continua por la derecha H € H y para todo 7 € S! existe
un tnico (p,c,s) € A tal que (7,(p,c,s)) € Y. La segunda parte establece que un punto
en el conjunto limite A no puede moverse de una componente minimal a otra por distintas
elecciones de H € H.

Lema 4.10 Sean 7 € S', a € A y z,y € S, con f.(z),fu(y) € Eu(7). Supdngase que
(1, (p,a,s)) € A para algin p,s € A*. Si se verifica (CC), entonces x y y son ultimamente
1guales.

DEMOSTRACION. Sean H € H continua por la derecha y Y C X la componente minimal
contenida en la orbita cerrada por H de (7, (p,a,s)). Por (CC), se tiene que (7, (p,a, s)) no
es una discontinuidad esencial de H porque pertenece a A. Por definicién, existe n > 0 tal
que (By ™7, (pr,, cr,s8)), (B ™7, (pY,, ¢%,, s%,)) € Y para cada m > n. Por (CC), se concluye
que (pr,, ¢k, st) = (p¥,,c”, s¥ ) para todo m > n. O

m) m?
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4.4. Demostracion de la propiedad de representaciéon tini-
ca

Se probaréa ahora que (CA), (CG) y (CC) implican la propiedad de representacion tnica.
Por definicion, siT € S, a € Ay x € S, es la representacion de un punto en F,(7), entonces
fo(z) € EX(7) siy solo si (7, (p,a,s)) € A para algunos p, s € A*.

Teorema 4.11 Supdngase que T satisface (CA), (CG) and (CC) para  y . Entonces T
tiene la propiedad de representacion unica para 3 y 7.

DemosTRACION. Considérense a € A, 7 € S! y x,y € S, representaciones de puntos extremos
limite para la direccion 7 que satisfagan f,(x) = f.(y). Se probard = = y.

Por el Lema [4.10] = y y son ultimamente iguales. Como f,(x) = f.(y) se tiene que
o (2 Z BTy (pk) = Y BT (ph,) =7 (y)
m=1

para n > 0 suficientemente grande. Por lo tanto, v(o™ *(p?)...p%) = v(c™"1(pY)...pY). Sin
embargo, o1 (pt)...p% y o™ 1(pY)...pY son prefijos de 0™(a), por lo que, sin pérdida de

generalidad, se puede suponer que o™ *(p¥)...pY = o™ }(p?)...p°w para alguna palabra
no vacia w € A*. Esto implica que y(w) = 0, lo que contradice el Lema , que es una
consecuencia de (CA). O

4.5. T.i.i. de A-Y y las condiciones algebraica, geométrica
y combinatorial

Sea T' el mapeo cibico de Arnoux-Yoccoz. Las condiciones (CA), (CG) y (CC) son satis-
fechas por 7. Sin embargo, como T no es autosimilar, no se puede concluir de (CA) que
~v(w) # 0 si w aparece en una secuencia en {2y (este hecho es, en realidad, falso para T').
El mapeo T si satisface una versiéon méas débil del Lema que es suficiente para probar el
Teorema [4.T1] Esta condicion se enunciard en el siguiente lema. Ademaés, la versién autosi-
milar de T definida en [LPV07| también satisface las tres condiciones, pero, como se dijo al
comienzo del Capitulo |3 no se analizara en este trabajo.

Lema 4.12 Sea a € A. Si x,y son secuencias en S, que satisfacen pr, # p¥. y ¢k = c¥ para
alqunos enteros n > 1y m < n, entonces fo" (z) # £ (y).

DEMOSTRACION Shifteando las Secuenmas y usando el Lema 2.7 se puede suponer que m = 1.
Si ((ln)( ) = (y ) tendriamos que o ( )+ 5~ "SCT = ( )+B7"8 . Por otro lado, iterando
la conclusion del Lema [3.6]se obtiene que si wb, w'c con b, ¢ € A son preﬁjos distintos de 0™ (a)
entonces (y(w)+§p)Nint (y(w')+F.) = &. Tomando w = U”_l(pf) Lptyw =" pY) . pY
se obtiene una contradiccion. ]
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Este lema es suficiente para concluir el Teorema [I.11] ya que las secuencias z,y € S, en el
enunciado del teorema son ultimamente iguales.

Lema 4.13 Se tiene que

\Ill = {_1537771} \II5 = {Zﬁ?h _50771}
. . 71 73
= (i) v,

donde ¢ — 5 < arg(n) < 2¢ — 37” y 4p — 97” < arg(nr) < 2m, ¢ = arg(Po) € [0,27). Por lo
tanto, se satisface (CQG).

DEMOSTRACION. Las cotas para 1, y 7 fueron encontradas con un computador. El resto de las
direcciones se pueden encontrar analizando la parametrizacion de §, (ver Figura |3.5]). ]

Usando los resultados del lema anterior, es posible calcular la versiéon continua por la derecha
H € H casi explicitamente. Las cotas para n; y 17 son suficientemente buenas para que el
conjunto limite A, y sus componentes minimales, no dependa de los valores exactos de 7, y

7.

Lema 4.14 A consiste de dos componentes minimales, cuyas adherencias son

Mds ain, la adherencia de cada una de estas componentes minimales es tnvariante para
cualquier eleccion de H € H, por lo que A satisface (CC).

DEMOSTRACION. Iterando H € H continua por la derecha, se observa H*'(X) = H*'(X), por
lo que Ay = H3(X). Finalmente, A = Ap, pues |¥,| < 2 para cada a € A. Es directo
verificar que cada componente minimal es invariante para cada H € H. O
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Conclusion

En [MMY10|, Marmi, Moussa y Yoccoz mostraron que casi toda transformacion de intercam-
bio de intervalos posee una extension afin con intervalos errantes. Sin embargo, en general es
dificil encontrar ejemplos explicitos fuera de la clase estudiada en este articulo.

En esta direccion ha habido varios resultados que dependen del espacio en el que se encuentra
el vector de logaritmos de la transformacion de intercambio de intervalos afin (|CG97; BHM10}
BBH14] etc.), pero no se habia considerado previamente el caso con un valor propio expansivo
y no real.

Los objetos estudiados en este trabajo parecen ser la forma natural de abordar este tltimo
caso. En particular, el estudio del los fractales definidos en |[ABB11| y del skew product H
dice mucho sobre la convergencia del promedio ergddico necesaria para la existencia de la
extension afin.

De todos modos, las hipotesis no son faciles de verificar para un ejemplo explicito. Para
entender el mapeo ctubico de Arnoux-Yoccoz se requiri6 analizar muy profundamente los
fractales con métodos especificos para este caso. El estudio de los ejemplos de Arnoux-Yoccoz
de mayor orden deberfan ser el proximo paso a seguir para entender mejor las hipotesis.

Por la falta de ejemplos, es dificil comprender cuales hipotesis son realmente necesarias y
cuéales son las relaciones entre éstas. La propiedad de representacion tinica parece ser necesaria
para la convergencia y la condicion algebraica (CA) se ve natural. Falta encontrar condiciones
més simples, posiblemente algebraicas como la misma condicion (CA), que impliquen la
condicién geométrica. La condicion combinatorial es muy técnica y probablemente se pueda
eliminar o entender mejor estudiando més profundamente el mapeo H.

En resumen, es necesario estudiar mas a fondo los ejemplos para entender las relaciones entre
las hipodtesis y lograr una comprension mas profunda del fenémeno estudiado.
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