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MEMORIA PARA OPTAR AL TÍTULO DE INGENIERO CIVIL MATEMÁTICO
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ESTUDIO DE UN MODELO DE EVASIÓN EN EL TRANSPORTE PÚBLICO

El problema de la evasión del pago del pasaje en el transporte público es transversal a
distintos sistemas de transporte a lo largo del mundo, causando pérdidas a las empresas
operadoras y al Estado. Ya que la instalación de barreras f́ısicas y torniquetes no siempre
es posible o deseable, diversos sistemas recurren al control del pago del pasaje a bordo.
En esta tesis se modela el fenómeno de la evasión como un juego de Stackelberg sobre un
grafo dirigido en el que interactúan dos jugadores: un inspector (el ĺıder) y un evasor (el
seguidor). Para controlar la evasión, el ĺıder se ubica aleatoriamente sobre a lo más un
arco de la red. Para ello, su estrategia consiste en fijar una distribución de probabilidad
de inspección sobre los arcos del grafo. El seguidor, quien desea viajar entre dos nodos
fijos sin pagar el pasaje, reacciona escogiendo como estrategia un camino, y lo recorre de
manera que si atraviesa el arco donde se encuentra el inspector, deberá pagar una multa
antes de continuar su viaje.

Dependiendo de su comportamiento después de pagar la multa, se hace la distinción
entre un seguidor no adaptativo, que continúa su viaje por el camino escogido previamente
sin modificar su ruta, y uno adaptativo, que continúa su trayecto a través de un camino
mı́nimo con respecto a las distancias. Dada una distribución de probabilidad de inspección,
los tiempos de viaje y el valor de la multa, el objetivo del seguidor es encontrar un camino
de costo esperado mı́nimo. Mientras que para el seguidor no adaptativo este problema
se reduce a encontrar un camino mı́nimo con respecto a una versión modificada de las
distancias, la pregunta por la complejidad del problema del seguidor adaptativo queda
abierta. En esta tesis se diseñan algoritmos pseudopolinomiales para este último problema
en grafos aćıclicos y en grafos generales, además de un algoritmo fuertemente polinomial
en grafos generales para el caso en que la distribución de inspección es uniforme sobre los
arcos. Por último, se presenta un esquema de aproximación a tiempo totalmente polinomial
(FPTAS) en grafos generales, y se ampĺıa un resultado previo de Correa et al., donde se
muestra que el cuociente entre los valores óptimos de los problemas no adaptativo y
adaptativo es a lo más 4/3, mostrando un ejemplo donde la cota es ajustada.

El ĺıder, por su parte, es modelado de acuerdo a dos variantes. En la primera de ellas,
su objetivo es maximizar el costo esperado del seguidor. Se prueba que cuando el seguidor
es no adaptativo, este problema se puede resolver en tiempo polinomial, mientras que
para el seguidor adaptativo se diseña un FPTAS. En la segunda variante, el ĺıder busca
maximizar el valor esperado de la multa recolectada. En el caso del seguidor no adaptativo,
se demuestra que el problema de decisión asociado es NP-completo, mientras que para el
seguidor adaptativo la pregunta por la complejidad se deja abierta.
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Índice de figuras V

1 Introducción 1

1.1 Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Trabajo relacionado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Descripción del modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3.1 Problema de minimización del seguidor . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Introducción

El problema de la evasión del pago del pasaje en el transporte público es transversal a
distintos sistemas de transporte a lo largo del mundo, generando pérdidas a las empresas
operadoras y al Estado, quien usualmente financia a las primeras mediante subsidios. En
Santiago, donde la tasa de evasión ronda el 26 % [18], anualmente se pierden alrededor
de US$ 415 millones por no pago del pasaje, mientras que el monto del subsidio asciende
a los US$ 750 millones [13]. En Berĺın, si bien la tasa de evasión es cercana al 3.5 %, las
pérdidas anuales son del orden de 250 millones de euros [19].

En el caso de las ciudades mencionadas, aśı como también en Londres, Amsterdam
y Roma entre otras, la instalación de barreras f́ısicas o torniquetes en cada uno de los
buses y/o estaciones de trenes no siempre es posible o deseable y por ende, los sistemas
se sustentan en la confianza en los pasajeros y el control del pago del pasaje a bordo. De
esta manera, los pasajeros que son sorprendidos viajando sin haber pagado el pasaje se
exponen a ser sancionados con una multa cuyo valor es significativamente más alto que el
precio del pasaje.

El objetivo central de esta tesis es proponer y estudiar un modelo para la evasión
del pago del pasaje en el transporte público, formulando el problema como un juego de
Stackelberg que describe la interacción entre un inspector (el ĺıder) y un evasor (el seguidor)
en una red a través de un problema de optimización binivel. En el primer nivel, el ĺıder
decide la probabilidad de inspección para cada arco de la red, cuyo valor representa la
frecuencia de las inspecciones realizadas por él en ese arco. El seguidor, por su parte,
actúa en el segundo nivel y reacciona ante la decisión del ĺıder escogiendo un camino que
minimice el costo esperado de su viaje. El ĺıder podrá ubicarse en a lo más un arco de la
red para controlar la evasión, y si el seguidor escoge un camino que contiene a ese arco,
será inspeccionado y antes de continuar su viaje deberá pagar una multa cuyo valor es
independiente del arco donde es detectado.
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1.2. Trabajo relacionado Caṕıtulo 1

Abordaremos dos variantes posibles para la naturaleza del ĺıder: en una de ellas, su
objetivo es maximizar la probabilidad de atrapar al evasor o equivalentemente, maximizar
la fracción esperada de la multa recolectada. En la otra variante, el ĺıder busca que el se-
guidor incurra en el costo esperado más alto posible. Del mismo modo, consideraremos dos
variantes que describen el comportamiento del evasor. En la primera de ellas, el seguidor
escoge un camino antes de comenzar su trayecto y viaja a través de él independientemente
de si es inspeccionado o no. En la segunda, ante el evento de ser inspeccionado, el evasor
se adapta y prosigue su viaje a través de un camino mı́nimo con respecto a las distancias,
pues se asume que la multa incluye un pasaje para llegar al destino. Diremos que en este
caso el seguidor es adaptativo, mientras que en el primero es no adaptativo.

1.2. Trabajo relacionado

El trabajo de esta tesis se sitúa en el contexto de problemas de tipo Stackelberg network
pricing, en los cuales el ĺıder fija el precio de un subconjunto de arcos de la red y el seguidor
escoge el camino más corto definido como la suma de los costos de traslado más el precio
de los arcos recorridos. Se sabe que este problema es NP-hard [4, 16], y más aún, es dif́ıcil
de aproximar [11].

Tal vez la variante de mayor similitud al modelo de este trabajo fue la estudiada
por Correa, Harks, Kreuzen y Matuschke en [6]. En ella, el ĺıder asigna probabilidades
de inspección sobre los arcos sujetas a una restricción global de presupuesto sobre la
suma de ellas, que denota un número limitado de inspectores. El problema del seguidor
también se presenta en sus versiones adaptativa y no adaptativa, para las cuales diseñan
algoritmos exactos y de aproximación respectivamente. En ese modelo, a diferencia del que
estudiaremos en esta tesis, para un arco fijo en el camino del seguidor, el evento en que la
inspección ocurre en dicho arco es independiente del evento en que el seguidor no ha sido
inspeccionado antes. En nuestro modelo, por el contrario, la probabilidad de inspección
que el seguidor adaptativo percibe se amplifica a medida que recorre el camino escogido
y no ha encontrado al inspector. Con respecto al problema del ĺıder, los autores estudian
dos variantes: una donde el valor del pasaje es fijado exógenamente y otra donde puede ser
determinado por el ĺıder. Para la segunda versión, diseñan un algoritmo de aproximación
basado en programación lineal y utilizan un procedimiento de búsqueda local para realizar
un estudio computacional de todas las variantes del problema.

Un modelo previo al anterior, de Borndörfer et al. en [3] aborda el problema suponiendo
que hay multiples seguidores, donde cada uno representa un flujo de usuarios y bajo la
fuerte suposición de que tanto las rutas que sigue cada flujo y sus respectivas demandas
son conocidas a priori. Ellos formulan un problema de programación lineal para encontrar
la distribución de inspectores que maximiza la multa recolectada y un problema entero
mixto para minimizar la cantidad de evasores.

Otro trabajo relacionado es el de Washburn y Wood [20]. En él, el problema de la
evasión es modelado como un juego de suma cero donde el inspector busca maximizar la
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1.3. Descripción del modelo Caṕıtulo 1

probabilidad de atrapar al evasor a la vez que éste escoge un camino que minimiza dicha
probabilidad. Ellos muestran que el equilibrio del juego puede ser encontrado en tiempo
polinomial usando técnicas de flujo en redes.

Fuera del ámbito de los modelos de evasión, un problema de similares caracteŕısticas al
del seguidor adaptativo es el Online replacement path problem, estudiado por Adjiashvili,
Oriolo y Senatore en [1]. En él, un mecanismo de ruteo desea enviar un paquete entre
dos nodos de una red a través de un camino más corto, mientras que un adversario puede
hacer que uno de los arcos falle de manera online, despúes de que el ruteo haya comenzado,
forzando al mecanismo a seguir su ruta por un camino alternativo. Los autores probaron
que para la versión en que el adversario revela el arco que falla justo antes que el mecanismo
de ruteo lo atraviese, minimizar el peor tiempo de llegada puede ser resuelto en tiempo
polinomial.

En un contexto relacionado, los problemas de caminos mı́nimos aditivos donde existe
un trade-off entre dos funciones de costo han sido estudiados extensivamente en la li-
teratura. Tal es el caso del Restricted shortest path (también conocido como Bicriterion
shortest path) [8, 10, 14] y el Parametric shortest path [15, 5], por citar algunos algunos
ejemplos.

1.3. Descripción del modelo

Modelaremos la red de transporte mediante un grafo dirigido G = (V,E) y un vector
c ∈ ZE+ que representa los tiempos de viaje en cada arco, medidos en unidades monetarias.
Sobre este grafo estudiaremos el fenómeno de la evasión mediante un juego de Stackelberg,
en el cual interactúan dos jugadores: un evasor (el seguidor), que desea trasladarse entre
dos nodos s y t, y un inspector u operador de la red (el ĺıder) que se ubicará aleatoria-
mente sobre a lo más un arco del grafo para controlar la evasión. Para ello, escogerá una
distribución de probabilidades sobre los arcos π ∈ RE, con π ≥ 0 y

∑
e∈E πe ≤ 1, donde(

1−
∑

e∈E πe
)

corresponde a la probabilidad de que el inspector decida no controlar la
evasión. Supondremos un régimen estacionario donde el evasor ha aprendido el valor de
π y lo utiliza como parte su input. De este modo, el evasor escogerá un camino entre
s y t y lo recorrerá de manera que si atraviesa el arco donde se encuentra el inspector,
será multado con una infracción de costo F > 0 antes de continuar su viaje. Dado que
el inspector se ubica en a lo más un arco, el evasor podrá ser multado a lo más una vez
durante su trayecto.

En lo que sigue, dados dos nodos u, v ∈ V , diremos que W es un (u, v)-paseo si es
una secuencia finita (e1, . . . , ek) con ei = (vi, vi+1) ∈ E, v1 = u y vk+1 = v. En esta
secuencia, pueden haber nodos y/o arcos repetidos. Si además de lo anterior, todos los
vi son distintos, diremos que W es un (u, v)-camino. Si W1 es un (u, v)-paseo y W2 es
un (v, w) paseo, denotaremos por W1 ◦W2 al (u,w)-paseo formado por su concatenación.
Usualmente utilizaremos la letra W para referirnos a paseos y P para caminos. Cuando
el contexto sea lo suficientemente claro, nos referiremos a paseos y caminos omitiendo el
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1.3. Descripción del modelo Caṕıtulo 1

prefijo que denota su origen y destino.

Si W = (e1, . . . , ek) es un (u, v)-paseo, y vi, vj son dos nodos de W tales que vi aparece
antes que vj en la secuencia que define aW , denotaremos porW [vi, vj] al subpaseo formado
por los arcos de W comprendidos entre los nodos vi y vj, es decir, W [vi, vj] = (ei, . . . , ej−1).
De este modo, la probabilidad de inspección del paseo W , que llamaremos π(W ), está dada
por

π(W ) =
k∑
i=1

ei /∈W [u,vi]

πei .

Esta probabilidad corresponde a la suma de las probabilidades de todos los arcos distintos
de W . Por otro lado, definiremos el costo de W como c(W ), el cual corresponde a la suma
de los costos de sus arcos, incluyendo posibles repeticiones, es decir,

c(W ) =
k∑
i=1

cei .

Bajo las definiciones anteriores, si P es un camino, se tiene que π(P ) =
∑

e∈P πe y c(P ) =∑
e∈P ce. Dado un (u, v)-camino P , diremos que P es un (u, v)-shortest path si es un

camino mı́nimo con respecto a los costos c. En ese caso, denotaremos c(P ) = SPc(u, v).
Finalmente, nos referiremos por Wuv y Puv al conjunto de (u, v)-paseos y (u, v)-caminos
de G respectivamente.

1.3.1. Problema de minimización del seguidor

A continuación describiremos la reacción del seguidor ante una estrategia de inspección
escogida por el ĺıder. Dependiendo de su comportamiento después de pagar la multa,
distinguiremos entre un seguidor adaptativo y uno no adaptativo.

Seguidor no adaptativo

En la versión no adaptativa, la estrategia del seguidor es un camino P ∈ Pst, el cual
recorre de manera que si atraviesa el arco donde se encuentra el inspector, pagará una
multa F > 0 y continuará su recorrido sin modificar la ruta escogida. Denotando por
fN,π(P ) al costo esperado de un camino P ∈ Pst cuando la distribución de probabilidad
de inspección es π, se tiene que

fN,π(P ) = c(P ) + Fπ(P ).

Llamaremos FMPN (Non Adaptive Follower’s Minimization Problem) al problema de mi-
nimizar el costo esperado del seguidor en su versión no adaptativa , es decir

mı́n
P∈Pst

fN,π(P ). (FMPN)

4



1.3. Descripción del modelo Caṕıtulo 1

Notemos que fN,π(P ) =
∑

e∈P (ce + Fπe), con lo cual el problema FMPN se reduce a
encontrar un (s, t)-shortest path en G, donde el costo de cada arco e ∈ E está dado por
ce + Fπe. Este problema puede ser resuelto en tiempo fuertemente polinomial utilizando
el algoritmo de Dijkstra [2], el cual puede ser implementado usando Fibonacci heaps [7]
para alcanzar un tiempo de ejecución de O (m+ n log n).

Seguidor adaptativo

En la versión adaptativa, una estrategia del seguidor es un camino P = (e1, . . . , ek) ∈
Pst que recorre de manera adaptativa ante el evento de encontrarse con el inspector, esto es,
si es controlado en el arco ei = (vi, vi+1), pagará la multa F > 0 y al continuar su trayecto
lo hará por un shortest path entre vi+1 y t. Cuando el evasor no es controlado, simplemente
recorrerá P . El hecho que motiva esta variante del comportamiento del seguidor es que,
una vez controlado el evasor, la multa incluye la adquisición de un pasaje para continuar
su viaje. Según esta estrategia, el costo esperado del camino P bajo la distribución π, que
llamaremos fA,π(P ), estará dado por

fA,π(P ) = ce1 + πe1 (F + SPc(v2, t)) + (1− πe1)

{
ce2 +

πe2
1− πe1

(F + SPc(v3, t)) +(
1− πe2

1− πe1

)[
ce3 +

(
π3

1− πe1 − πe2

)
(F + SPc(v4, t)) + . . .

]
. . .

}
.

La expresión anterior considera que la probabilidad de inspección que el evasor percibe
cuando atraviesa el arco ej y no ha sido detectado en los arcos previos se amplifica por
un factor 1

1−
∑j−1
i=1 πei

al reducir su incertidumbre sobre la ubación del inspector a medida

que recorre P . De manera más compacta, se llega a que

fA,π(P ) =
k∑
i=1

(
1−

i−1∑
j=1

πej

)
cei + πei (F + SPc(vi+1, t)) . (1.1)

En esta fórmula, el i-ésimo sumando corresponde al evento en que el evasor llega a vi sin
ser detectado, en cuyo caso recorre ei. El costo esperado del evasor puede ser calculado
de manera equivalente considerando los eventos en que es controlado en cada arco de P ,
aśı como también cuando no es inspeccionado y por ende no paga la multa, obteniéndose

fA,π(P ) =
k∑
i=1

(
πei

(
i∑

j=1

cej + F + SPc(vi+1, t)

))
+ (1− π(P )) c(P ). (1.2)

Llamaremos FMPA (Adaptive Follower’s Minimization Problem) al problema de minimi-
zar el costo esperado del seguidor en su versión adaptativa, es decir

mı́n
P∈Pst

fA,π(P ), (FMPA)

Cabe notar que si P es un (s, t)-shortest path, la propiedad de suboptimalidad implica que
para todo v ∈ V (P ), P [v, t] es un (v, t)-shortest path, por lo que si el seguidor adaptativo

5



1.3. Descripción del modelo Caṕıtulo 1

es controlado, no necesita modificar su ruta. En este caso se tiene que fA,π(P ) = fN,π(P ).
Por otro lado, como F + SPc(s, t), corresponde al costo de tomar un (s, t)-shortest path
y pagar la multa, para una distribución π fija y un camino P ∗ ∈ Pst tal que fA,π(P ∗) =
mı́n
P∈Pst

fA,π(P ) se tienen en general las siguientes desigualdades:

0 ≤ fA,π(P ∗) ≤ fN,π(P ∗) ≤ F + SPc(s, t). (1.3)

1.3.2. Problema de maximización del ĺıder

Estudiaremos dos variantes que modelan la naturaleza del ĺıder. En la primera, el
operador de la red busca determinar una distribución π sobre los arcos de manera tal que
el costo esperado en que incurre el evasor sea lo más alto posible. Llamaremos LMPcost

X

(Leader’s Maximization Problem) a este problema:

máx
π∈RE

mı́n
P∈Pst

fX,π(P )

s.a. π ≥ 0,
∑
e∈E

πe ≤ 1.
(LMPcost

X )

En la segunda variante, el ĺıder determina π de manera de maximizar el valor esperado de
la multa recolectada, el cual cuando el evasor escoge el camino P ∈ Pst es Fπ(P ). Bajo
este enfoque, el ĺıder resuelve el problema LMPfine

X :

sup
π∈RE

Fπ(P ∗)

s.a. P ∗ ∈ argmin
P∈Pst

fX,π(P )

π ≥ 0,
∑
e∈E

πe ≤ 1.

(LMPfine
X )

En ambos problemas, X ∈ {A,N}, dependiendo de la naturaleza del seguidor.
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Caṕıtulo 2

Problema de minimización del
seguidor adaptativo

Como vimos en 1.3.1, el problema del seguidor no adaptativo FMPN se reduce a
calcular un shortest path. En este caṕıtulo estudiaremos el problema del seguidor en su
versión adaptativa. El input de este problema estará dado por una tupla (G, s, t, c, F, π),
donde G = (V,E) es un grafo dirigido con |V | = n y |E| = m, s, t ∈ V son los nodos
de origen y destino, c ∈ ZE+ es el vector de los tiempos de viaje sobre los arcos (en
unidades monetarias), F ∈ Z+ es el valor de la multa y π ∈ QE es una distribución de
probabilidades sobre los arcos que satisface π ≥ 0 y

∑
e∈E πe ≤ 1. Para representar la red,

para cada nodo v ∈ V utilizaremos una lista de adyacencia de arcos δ+(v) que contiene a
los arcos emanan de v, esto es δ+(v) = {(v, w) ∈ V : w ∈ V }. Como medida del tamaño
de los números involucrados, denotaremos por cmáx al máximo costo de un arco, y por
pmáx al mayor numerador o denominador que aparece en la representación de π. De esta
manera, el tamaño del input queda definido por los parámetros m, n, log(cmáx), log(pmáx)
y log(F ).

2.1. Un algoritmo pseudopolinomial para grafos aćıcli-

cos

En esta sección supondremos que G es un grafo aćıclico. Se sabe que este tipo de
grafos se caracteriza por la existencia de un orden topológico sobre sus vértices, esto es,
un orden tal que para cada arco (u, v) ∈ E, se tiene que u < v. Más aún, este orden puede
ser encontrado en tiempo O(m+ n) [2]. Sin pérdida de generalidad, supondremos que los
nodos de G satisfacen s = v1 < v2 < . . . < vn = t. Utilizaremos este orden para diseñar
un algoritmo basado en programación dinámica.

Dados q ∈ [0, 1] y v ∈ V , sea fv(q) el mı́nimo costo esperado de un camino entre v y
t dado que el evasor ha llegado a v sin haber sido controlado a través de un camino cuya
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2.1. Un algoritmo pseudopolinomial para grafos aćıclicos Caṕıtulo 2

probabilidad de inspección es q. Bajo esta definición, ft(q) = 0 para todo q ∈ [0, 1] y

fv(q) = mı́n
e=(v,w)∈δ+(v)

{
ce +

πe
1− q

(F + SPc(w, t)) +

(
1− πe

1− q

)
fw(q + πe)

}
para todo v ∈ V \ {t} y q ∈ [0, 1). Multiplicando por (1− q) se obtiene

(1− q)fv(q) = mı́n
e=(v,w)∈δ+(v)

{(1− q)ce + πe (F + SPc(w, t)) + (1− (q + πe)) fw(q + πe)} .

Denotando por Rv(q) = (1− q)fv(q), obtenemos la siguiente relación de recurrencia:

Rv(q) = mı́n
e=(v,w)∈δ+(v)

{(1− q)ce + πe (F + SPc(w, t)) +Rw(q + πe)} .

Por comodidad, definiremos Rt(q) = 0 para todo q ≥ 0. Al expandir la recurrencia
anterior, obtenemos el siguiente resultado:

Lema 2.1. Para todo i = 1, . . . , n y q ≥ 0, Rvi(q) = mı́n
P∈Pvit

{−qc(P ) + fA,π(P )}.

Demostración. Por inducción sobre el orden topológico. Para vn = t, el resultado es
trivial. Sea i < n y supongamos que para todo i < j ≤ n se cumple que Rvj(q) =
mı́n
P∈Pvjt

{−qc(P ) + fA,π(P )}. Entonces

Rvi(q) = mı́n
e=(vi,vj)∈δ+(vi)

{
(1− q)ce + πe (F + SPc(vj, t)) +Rvj(q + πe)

}
= mı́n

e=(vi,vj)∈δ+(vi)

{
(1− q)ce + πe (F + SPc(vj, t)) + mı́n

P∈Pvjt
{−(q + πe)c(P ) + fA,π(P )}

}
= mı́n

e=(vi,vj)∈δ+(vi)
mı́n
P∈Pvjt

{−q(ce + c(P )) + ce + πe (F + SPc(vj, t))− πec(P ) + fA,π(P )}

= mı́n
e=(vi,vj)∈δ+(vi)

mı́n
P∈Pvjt

{−qc(e ◦ P ) + fA,π(e ◦ P )}

= mı́n
P∈Pvit

{−qc(P ) + fA,π(P )} ,

donde la cuarta igualdad se debe a la forma de la función objetivo (ver 1.1) y la última
igualdad es porque P ∈ Pvit si y sólo si es de la forma e ◦ P ′ con e = (vi, vj) ∈ δ+(vi) y
P ′ ∈ Pvjt.

El Lema 2.1 muestra que Rvi(q) puede ser descrita como un mı́nimo de funciones
lineales afines en q indexadas por los caminos en Pvit. Como la pendiente de cada una
de estas funciones corresponde al costo de algún camino, dado un costo k fijo, podemos
escoger en la descripción a aquella función que domine a las demás funciones asociadas
a caminos del mismo costo k. Para acotar la cantidad de costos posibles de un camino,
notemos que para un nodo vi fijo, el (vi, t)-camino de mayor costo posible cuesta a lo más
(n− i)cmáx. Con esto se logra una representación más eficiente de Rvi(q), como se muestra
en la siguiente propiedad:
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2.1. Un algoritmo pseudopolinomial para grafos aćıclicos Caṕıtulo 2

Propiedad 2.2. Para todo i = 1, . . . , n y q ≥ 0, Rvi(q) = mı́n
0≤k≤(n−i)cmáx

{
−qk + φkvi

}
,

donde φ0
vn = 0 y

φkvi = mı́n
e=(vi,vj)∈δ+(vi)

ce≤k≤ce+(n−j)cmáx

{
ce + πe (F + SPc(vj, t)− (k − ce)) + φk−cevj

}
, (2.1)

i = 1, . . . , n− 1, k = 0, . . . , (n− i)cmáx.

Demostración. Por inducción sobre el orden topológico. El caso vn = t es trivial. Sea i < n
y supongamos entonces que la propiedad es cierta para todo i < j ≤ n. Entonces, para
todo q ≥ 0,

Rvi(q) = mı́n
e=(vi,vj)∈δ+(vi)

{
(1− q)ce + πe (F + SPc(vj, t)) +Rvj(q + πe)

}
= mı́n

e=(vi,vj)∈δ+(vi)

{
(1− q)ce + πe (F + SPc(vj, t)) + mı́n

0≤`≤(n−j)cmáx

{
−(q + πe)`+ φ`vj

}}
= mı́n

e=(vi,vj)∈δ+(vi)
mı́n

0≤`≤(n−j)cmáx

{
−q(ce + `) + ce + πe (F + SPc(vj, t))− πe`+ φ`vj

}
= mı́n

e=(vi,vj)∈δ+(vi)
mı́n

ce≤k≤ce+(n−j)cmáx

{
−qk + ce + πe (F + SPc(vj, t))− πe(k − ce) + φk−cevj

}
= mı́n

mı́n
e∈δ+(vi)

ce≤k≤ máx
e∈δ+(vi)

ce+(n−j)cmáx

mı́n
e=(vi,vj)∈δ+(vi)

ce≤k≤ce+(n−j)cmáx

{
− qk + ce + πe(F + SPc(vj, t))

− πe(k − ce) + φk−cevj

}
= mı́n

0≤k≤(n−i)cmáx

−qk + mı́n
e=(vi,vj)∈δ+(vi)

ce≤k≤ce+(n−j)cmáx

{
ce + πe (F + SPc(vj, t))− πe(k − ce) + φk−cevj

} ,

donde la última igualdad es producto de que si k < mı́n
e∈δ+(vi)

ce ó k > (n− j)cmáx + máx
e∈δ+(vi)

ce,

entonces {
e = (vi, vj) ∈ δ+(vi) : ce ≤ k ≤ (n− j)cmáx + ce

}
= ∅.

De la última igualdad se desprende también el valor de los coeficientes φkvi en (2.1).

La Propiedad 2.2 muestra que Rvi(q) queda completamente determinada por el valor
de los coeficientes φkvi , k = 0, . . . , (n− i)cmáx. Con esto, para resolver el problema FMPA

en grafos aćıclicos, proponemos el siguiente algoritmo que calcula recursivamente el valor
de dichos coeficientes utilizando el orden topológico y retorna un (s, t)-camino P ∗ tal que
fA,π(P ∗) = Rs(0):
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2.1. Un algoritmo pseudopolinomial para grafos aćıclicos Caṕıtulo 2

Algoritmo 1 Algoritmo para FMPA en grafos aćıclicos.

1: Calcular SPc(u, t) para todo u ∈ V .
2: Ordenar V en orden topológico. Remover los vértices anteriores a s y posteriores a t

en el orden. Sean s = v1 < . . . < vn = t los vértices ordenados resultantes.
3: Sea φ0

vn ← 0.
4: Sean φkvi ←∞ para todo i = 1, . . . , n− 1 y k = 0, . . . , (n− i)cmáx.
5: Sean suc(vi, k)← ∅ para todo i = 1, . . . , n− 1 y k = 0, . . . , (n− i)cmáx.
6: for i = 1, . . . , n− 1 do
7: for k = 0, . . . , (n− i)cmáx do
8: for all e = (vn−i, vj) ∈ δ+(vn−i) do
9: if ce ≤ k ≤ ce + (n− j)cmáx then

10: if φkvn−i > ce + πe (F + SPc(vj, t)− (k − ce)) + φk−cevj
then

11: φkvn−i ← ce + πe (F + SPc(vj, t)− (k − ce)) + φk−cevj
.

12: suc(vn−i, k) = (vj, k − ce).
13: Sea ` ∈ {0, . . . , (n− 1)cmáx} tal que φ`v1

= mı́n
0≤k≤(n−1)cmáx

φkv1
.

14: Retornar el camino P ∗ formado por los sucesores de (v1, `).

Propiedad 2.3. El (s, t)-camino P ∗ retornado por el Algoritmo 1 satisface fA,π(P ∗) =
mı́n
P∈Pst

fA,π(P ).

Demostración. Denotemos por P ∗ = (eα1 , . . . , eαk), con eαi = (vαi , vαi+1
), α1 = 1, αk+1 =

n al camino retornado por el Algoritmo 1. Entonces, P ∗ es un (s, t)-camino de costo

c(P ∗) = ` formado por los sucesores de la forma
(
vαi , `−

∑i−1
j=1 cαj

)k+1

i=1
. Entonces, para

todo i = 1, . . . , k se tiene

φ
`−
∑i−1
j=1 ceαj

vαi
= ceαi + πeαi

(
F + SPc(vαi+1

, t)−

(
`−

i∑
j=1

ceαj

))
+ φ

`−
∑i
j=1 ceαj

vαi+1
.

Luego,

fA,π(P ∗) =
k∑
i=1

(
πeαi

(
i∑

j=1

ceαj + F + SPc(vαi+1
, t)

))
+ (1− π(P )) c(P )

=
k∑
i=1

ceαi + πeαi

(
F + SPc(vαi+1

, t)−
k∑

j=i+1

ceαj

)

=
k∑
i=1

ceαi + πeαi

(
F + SPc(vαi+1

, t)−

(
`−

i∑
j=i

ceαj

))

=
k∑
i=1

φ
`−
∑i−1
j=1 ceαj

vαi
− φ

`−
∑i
j=1 ceαj

vαi+1

= φ`v1
− φ0

vn

= mı́n
P∈Pst

fA,π(P ).
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2.2. Extensión a grafos generales Caṕıtulo 2

Análisis de complejidad. La complejidad del Algoritmo 1 está dominada por los pasos
1, 4 y 6 - 12 . El paso 1 se puede realizar en tiempo O(m + n) en grafos aćıclicos [2],
mientras que el paso 4 toma O(n2cmáx) operaciones. Los pasos 6 - 12 incurren en un costo
de

n−1∑
i=1

(n−i)cmáx∑
k=0

∑
e=(vn−i,vj)∈δ+(vn−i)

O(1) =
n−1∑
i=1

(n−i)cmáx∑
k=0

∣∣δ+(vn−i)
∣∣O(1)

=
n−1∑
i=1

((n− i)cmáx + 1)
∣∣δ+(vn−i)

∣∣O(1)

≤
n−1∑
i=1

(ncmáx + 1)
∣∣δ+(vn−i)

∣∣O(1)

≤ (ncmáx + 1)mO(1)

= O(mncmáx)

operaciones. Esto nos da un tiempo de ejecución de O ((n2 +mn) cmáx), el cual es pseu-
dopolinomial en el tamaño del input.

Teorema 2.4. El problema FMPA en grafos aćıclicos puede ser resuelto en tiempo
O((n2 +mn)cmáx).

2.2. Extensión a grafos generales

El objetivo de esta sección es extender las ideas que nos permitieron diseñar el Algo-
ritmo 1 al contexto de grafos generales.

Para abordar el problema del seguidor adaptativo en grafos generales, se debe con-
siderar la posibilidad de que éste decida atravesar más de una vez un mismo arco (por
ejemplo, cuando la ruta escogida posee un ciclo). Para ello, extendemos la función objetivo
para evaluar el costo esperado de un paseo W = (e1, . . . , ek) ∈ Wst, con ei = (vi, vi+1),
v1 = s y vk+1 = t por

fA,π(W ) =
k∑
i=1

ei /∈W [v1,vi]

(
πei

(
i∑

j=1

cej + F + SPc(vi+1, t)

))
+ (1− π(W )) c(W ).

La expresión anterior corresponde al promedio ponderado de los costos en que incurre
el evasor al recorrer W . Si W contiene un arco repetido, la probabilidad de inspección
cuando éste es atravesado después de la primera vez es nula, pues el evasor ha aprendido
que ese arco no está siendo inspeccionado. Por ello, fA,π(W ) pondera los costos asociados
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2.2. Extensión a grafos generales Caṕıtulo 2

a los arcos distintos de W , lo cual se denota por ei /∈ W [v1, vi] en la suma principal.
Alternativamente, escribiremos

fA,π(W ) =
∑

e=(v,w)∈W
e/∈W [s,v]

(
πe

( ∑
e′≤W e

ce′ + F + SPc(w, t)

))
+ (1− π(W )) c(W ),

donde e′ ≤W e denota al conjunto de los arcos que preceden a e (incluyéndolo) en la
secuencia que define a W .

Intuitivamente, debiese esperarse que dado un paseo W ∈ Wst, el costo esperado del
camino directo P ∈ Pst subyacente a W debiese ser menor. Sin embargo, esto en general
no es aśı, como lo muestra el siguiente ejemplo:

u v
(cuv, πuv)

s t

v2

v1

(0, 3
4
)

(1, 1
8
)

(0, 0) (0, 0)

(10, 1
8
)

Figura 2.1: Dado un paseo W ∈ Wst, el costo esperado del camino directo P ∈ Pst puede ser estrictamente
mayor.

En el ejemplo de la Figura 2.1, para una multa F = 7, el paseo {(s, v1), (v1, v2), (v2, s),
(s, v1), (v1, t)} tiene costo esperado 9.25, mientras que el camino directo {(s, v1), (v1, t)}
tiene costo esperado 9.375.

No obstante lo anterior, el siguiente lema asegura que la estrategia óptima del evasor
es siempre un camino simple.

Lema 2.5. Sea u ∈ V . Entonces, para todo W ∈ Wut, existe P ∈ Put tal que fA,π(P ) ≤
fA,π(W ).

Demostración. Para u ∈ V fijo, sea W un (u, t)-paseo y P un (u, t)-camino directo sub-
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yacente a W . Se tiene que

fA,π(W ) =
∑

e=(v,w)∈W
e/∈W [u,v]

πe

( ∑
e′≤W e

ce′ + F + SPc(w, t)

)
+ (1− π(W )) c(W )

=
∑

e=(v,w)∈W
e/∈W [u,v]
e∈P

πe

( ∑
e′≤W e

ce′ + F + SPc(w, t)

)

+
∑

e=(v,w)∈W
e/∈W [u,v]
e/∈P

πe

( ∑
e′≤W e

ce′ + F + SPc(w, t)

)
+ (1− π(W )) c(W )

≥
∑

e=(v,w)∈P

πe

(∑
e′≤P e

ce′ + F + SPc(w, t)

)
+ (π(W )− π(P )) (F + SPc(u, t))

+ (1− π(W )) c(W )

≥
∑

e=(v,w)∈P

πe

(∑
e′≤P e

ce′ + F + SPc(w, t)

)
+ (1− π(P )) mı́n {F + SPc(u, t), c(W )} .

Luego, si c(W ) > F + SPc(u, t), la última desigualdad implica que

fA,π(W ) ≥ π(P ) (F + SPc(u, t)) + (1− π(P )) (F + SPc(u, t)) = F + SPc(u, t),

y este último término corresponde a al menos el costo esperado de un (u, t)-shortest path.
En caso contrario, si c(W ) ≤ F + SPc(u, t), como c(P ) ≤ c(W ), la misma desigualdad
mencionada implica que fA,π(W ) ≥ fA,π(P ).

El hecho que la expresión que define a fA,π(W ) considere sólo la primera aparición de
cada arco de W hace que el cálculo fA,π sea complicado de implementar eficientemente
desde un punto de vista algoŕıtmico, pues se haŕıa necesario llevar la cuenta de los arcos
previamente recorridos para evitar sumar costos asociados a arcos repetidos. Para solu-
cionar esto, proponemos estudiar la siguiente versión modificada de fA,π, que llamaremos

f̂A,π, definida para un paseo W = (e1, . . . , ek) ∈ Wst, con ei = (vi, vi+1), v1 = s y vk+1 = t
por:

f̂A,π(W ) =
k∑
i=1

(
πei

(
i∑

j=1

cej + F + SPc(vi+1, t)

))
+ (1− π̂(W )) c(W ),

donde π̂(W ) =
∑k

i=1 πei . De manera alternativa, podemos escribir π̂(W ) =
∑

e∈W πe y

f̂A,π(W ) =
∑

e=(v,w)∈W

(
πe

( ∑
e′≤W e

ce′ + F + SPc(w, t)

))
+ (1− π̂(W )) c(W ).

La función f̂A,π(W ) corresponde al promedio ponderado de todos los posibles costos en
que incurre el evasor, ponderando incluso el costo en los arcos repetidos como si estos se
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recorrieran por primera vez. En el mismo sentido, π̂(W ) corresponde a la probabilidad
de inspección de W contando los arcos como si todos ellos fueran distintos. Claramente,
f̂A,π(W ) y π̂(W ) coinciden con fA,π(W ) y π(W ) respectivamente cuando W no contiene

arcos repetidos. Además, f̂A,π(W ) podŕıa ser negativo cuando π̂(W ) > 1. La siguiente
propiedad es fácil de verificar y omitiremos su demostración.

Propiedad 2.6. Las siguientes expresiones son equivalentes a f̂A,π(W ):

(i)
∑

e=(v,w)∈W

(
πe

(
c(W [s, w]) + F + SPc(w, t)

))
+ (1− π̂(W )) c(W ),

(ii)
∑

e=(v,w)∈W

ce + πe

(
F + SPc(w, t)− c(W [w, t])

)
,

(iii)
∑

e=(v,w)∈W

(
1− π̂(W [s, v])

)
ce + πe

(
F + SPc(w, t)

)
.

Hasta ahora, en la definición de fA,π, aśı como en la de f̂A,π, siempre hemos supuesto
que el nodo de destino del paseo sobre el cual se calculan es t. Por conveniencia, extende-
remos esta definción para un (u, v)-paseo W , con v no necesariamente igual a t, a través
de las fórmulas

fA,π(W ) =
∑

e=(x,w)∈W
e/∈W [u,x]

πe

( ∑
e′≤W e

ce + F + SPc(w, t)

)
+ (1− π(W )) c(P ),

f̂A,π(W ) =
∑

e=(x,w)∈W

πe

( ∑
e′≤W e

ce + F + SPc(w, t)

)
+ (1− π̂(W )) c(P ).

En este caso, fA,π(W ) corresponde al costo esperado de W tomando en cuenta que si el
seguidor es inspeccionado en algún arco e = (x,w) ∈ W , entonces paga la multa F y
se desv́ıa hacia t por un (w, t)-shortest path, y si no es inspeccionado, sólo recorre W .
Claramente, cuando v = t esta definición coincide la definición que teńıamos para el costo
esperado de un seguidor adaptativo. Por su parte, f̂A,π(W ) corresponde a la extensión
análoga para este caso. Bajo las definiciones anteriores, es directo verificar la siguiente
propiedad de descomposición para f̂A,π:

Propiedad 2.7. Sea u ∈ V y W ∈ Wut. Entonces, para todo v ∈ V (W ),

f̂A,π(W ) = f̂A,π(W [u, v])− π̂(W [u, v])c(W [v, t]) + f̂A,π(W [v, t]).

Los dos lemas siguientes muestran la relación entre fA,π y f̂A,π.

Lema 2.8. Sea u ∈ V y W ∈ Wut. Entonces,

f̂A,π(W )− fA,π(W ) =
∑

e=(v,w)∈W
e∈W [u,v]

πe (F + SPc(w, t)− c (W [w, t])) .
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Demostración. De la definción de f̂A,π(W ) y fA,π(W ), se tiene:

f̂A,π(W )− fA,π(W ) =
∑

e=(v,w)∈W
e∈W [u,v]

πe

( ∑
e′≤W e

ce + F + SPc(w, t)

)
− (π̂(P )− π(P )) c(W )

=
∑

e=(v,w)∈W
e∈W [u,v]

πe

( ∑
e′≤W e

ce + F + SPc(w, t)

)
−

∑
e=(v,w)∈W
e∈W [u,v]

πec(W )

=
∑

e=(v,w)∈W
e∈W [u,v]

πei (F + SPc(w, t)− c (W [w, t])) .

Lema 2.9. Sean u ∈ V y W ∈ Wut. Si c(W ) ≤ F + SPc(u, t) ó π̂(W ) ≤ 1, entonces
f̂A,π(W ) ≥ mı́n

P∈Put
fA,π(P ).

Demostración. Sean u ∈ V y W ∈ Wut. Supongamos que c(W ) ≤ F +SPc(u, t). Entonces
c(W [v, t]) ≤ F + SPc(v, t) para todo v ∈ V (P ) (de lo contrario, sumando c(W [u, v])
a ambos lados se llega a una contradicción). Del Lema 2.8, se obtiene que f̂A,π(W ) ≥
fA,π(W ). Además, del Lema 2.5, existe P ′ ∈ Put tal que fA,π(W ) ≥ fA,π(P ′), con lo cual

f̂A,π(W ) ≥ mı́n
P∈Put

fA,π(P ).

Ahora supongamos que π̂(W ) ≤ 1. De la parte anterior, podemos suponer que c(W ) >
F + SPc(u, t). Entonces,

f̂A,π(W ) =
∑

e=(v,w)∈W

(
πe

( ∑
e′≤W e

ce′ + F + SPc(w, t)

))
+ (1− π(W )) c(W )

≥ π̂(W ) (F + SPc(u, t)) + (1− π̂(W )) c(W )

≥ F + SPc(u, t),

y como F + SPc(u, t) es al menos el costo esperado de cualquier (u, t)-shortest path, se
tiene que f̂A,π(W ) ≥ mı́n

P∈Put
fA,π(P ).

La siguiente propiedad, cuya demostración omitiremos por ser consecuencia directa
del Lema 2.9, permite, dado u ∈ V , reducir el problema de minimizar fA,π sobre todos

los caminos P ∈ Put a minimizar f̂A,π sobre todos los paseos W ∈ Wut que cumplan
π̂(W ) ≤ 1.

Propiedad 2.10. Para todo u ∈ V ,

mı́n
P∈Put

fA,π(P ) = mı́n
W∈Wut
π̂(W )≤1

f̂A,π(W ).
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El hecho de poder reducirnos a trabajar con f̂A,π nos permite explorar propiedades de
suboptimalidad para esta función, de las cuales fA,π carece. Las propiedades de subop-
timalidad suelen ser útiles en el diseño de algoritmos eficientes para encontrar caminos
mı́nimos en grafos.

Propiedad 2.11. Sea u ∈ V y P ∗ un (u, t)-camino tal que fA,π(P ∗) = mı́n
P∈Put

fA,π(P ).

Entonces, para todo v ∈ V (P ∗),

−π(P ∗[u, v])c(P ∗[v, t]) + fA,π(P ∗[v, t]) = mı́n
W∈Wvt

π̂(W )≤1−π(P ∗[u,v])

− π(P ∗[u, v])c(W ) + f̂A,π(W ).

Demostración. Denotemos P ∗ = (e1, . . . , ek) con ei = (vi, vi+1), v1 = u y vk+1 = t. Para
el nodo v1, π(P ∗[v1, v1]) = 0 y el resultado se tiene por la Propiedad 2.10. Para vi con
i > 1, supongamos que la propiedad es falsa. Luego, existe un paseo W ∈ Wvit, con
π̂(W ) ≤ 1− π(P ∗[u, vi]) tal que

−π(P ∗[u, vi])c(W ) + f̂A,π(W ) < −π(P ∗[u, vi])c(P
∗[vi, t]) + fA,π(P ∗[vi, t]).

Sumando a ambos lados f̂A,π(P ∗[u, vi]), queda

f̂A,π(P ∗[u, vi] ◦W ) < fA,π(P ∗)

(ver Propiedad 2.7). Luego, como el paseo P ∗[u, vi] ◦W cumple que π̂(P ∗[u, vi] ◦W ) =
π(P ∗[u, vi]) + π̂(W ) ≤ 1, de la Propiedad 2.10, se concluye que

mı́n
P∈Put

fA,π(P ) = mı́n
W∈Wut
π̂(W )≤1

f̂A,πf(W ) ≤ f̂A,π(P ∗[u, vi] ◦W ′) < fA,π(P ∗),

lo que contradice la optimalidad de P ∗.

A continuación, buscamos hacer uso de la Propiedad 2.11 con el fin de adaptar el
algoritmo para grafos aćıclicos estudiado en la sección 2.1 al contexto de grafos generales.
Al no contar con un orden topológico sobre los vértices, no es posible calcular las etiquetas
funcionales Ru(q) de manera recursiva. Para solucionar esto, proponemos un algoritmo
de tipo Bellman-Ford, el cual maneja una aproximación de estas etiquetas que mejora en
cada iteración. Para ello, inicializamos la función Rt(q) como

Rt(q) =

{
0 si 0 ≤ q ≤ 1

+∞ si q > 1.

El valor Rt(q) =∞ cuando q > 1 se hace necesario para descartar los paseos que llegan a t
con una probabilidad de inspección irrealizable. Para el resto de los nodos, actualizaremos
su etiqueta funcional propagándola a través de cada arco e = (v, w) mediante la fórmula

Rv(q)← mı́n{Rv(q), (1− q)ce + πe(F + SPc(w, t)) +Rw(q + πe)} ∀ q ≥ 0.

El algoritmo resultante, que calcula el valor óptimo del problema FMPA en grafos gene-
rales, se presenta a continuación:
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Algoritmo 2 Algoritmo para FMPA en grafos generales.

1: Calcular SPc(u, t) para todo u ∈ V .

2: Sea Rt : R+ 7→ R ∪ {∞} definida por Rt(q) =

{
0 si q ≤ 1

∞ si q > 1.

3: Sea Ru : R+ 7→ R ∪ {∞} definida por Ru(q) =∞ para todo u ∈ V \ {t}.
4: for i = 1, . . . , n− 1 do
5: for all e = (v, w) ∈ E do
6: Rv(q) ← mı́n{Rv(q), (1 − q)ce + πe(F + SPc(w, t)) + Rw(q + πe)} para todo
q ≥ 0.

7: Retornar Rs(0).

En el Algoritmo 2, diremos que ocurre una relajación del arco e = (v, w) cada vez que
el algoritmo actualiza el valor de Rv a partir de Rw al visitar dicho arco. Denotaremos
por una iteración a la secuencia de relajaciones sucesivas de todos los arcos del grafo que
ocurre en cada ejecución del ciclo for asociado a la variable i en la ĺınea 4. Los siguientes
resultados tienen como objetivo demostrar la correctitud del algoritmo propuesto.

Propiedad 2.12. En el Algoritmo 2, después de cada relajación, se cumple que

Ru(q) ≥ mı́n
W∈Wut

π̂(W )≤1−q

{
−qc(W ) + f̂A,π(W )

}
∀ q ≥ 0 ∀ u ∈ V. (2.2)

Demostración. Por inducción sobre el número de relajaciones. Al inicializar las etiquetas
funcionales Ru(q), u ∈ V , la desigualdad (2.2) se cumple trivialmente. Supongamos ahora
que ésta se sigue cumpliendo a lo largo de las primeras k − 1 relajaciones, y veamos que
se preserva después de la k-ésima. Digamos que esta relajación ocurre al visitar el arco
e = (v, w). Llamemos R̄v a la etiqueta funcional asociada a v al inicio de la k-ésima
relajación, y Rv a la que se obtiene al final de ésta. Notemos que R̄v es la única función
que puede cambiar después de esta relajación, de modo que

Rv(q) = mı́n
{
R̄v(q), (1− q)ce + πe(F + SPc(w, t)) +Rw(q + πe)

}
∀ q ≥ 0.

De la hipótesis de inducción se tiene que R̄v(q) ≥ mı́n
W∈Wv,t

π̂(W )≤1−q

{
−qc(W ) + f̂A,π(W )

}
para

todo q ≥ 0, por lo cual basta probar que

(1− q)ce + πe(F + SPc(w, t)) +Rw(q + πe) ≥ mı́n
W∈Wv,t

π̂(W )≤1−q

{
−qc(W ) + f̂A,π(W )

}
∀ q ≥ 0.

Esta desigualdad es directa para todo q ≥ 0 tal que Rw(q + πe) = ∞. Consideremos
entonces q ≥ 0 tal que Rw(q + πe) < ∞. Luego, de la hipótesis de inducción existe
W ∗ ∈ Wwt tal que π̂(W ∗) ≤ 1− q − πe y

− (q + πe) c(W
∗) + f̂A,π(W ∗) = mı́n

W∈Wv,t

π̂(W )≤1−q−πe

{
− (q + πe) c(W ) + f̂A,π(W )

}
.
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Con esto,

(1− q)ce + πe(F + SPc(w, t)) +Rw(q + πe)

≥ (1− q)ce + πe(F + SPc(w, t))− (q + πe) c(W
∗) + f̂A,π(W ∗)

= −q (ce + c(W ∗)) + ce + πe(F + SPc(w, t)− c(W ∗)) + f̂A,π(W ∗)

= −qc(e ◦W ∗) + f̂A,π(e ◦W ∗)

≥ mı́n
W∈Wv,t

π̂(W )≤1−q

{
−qc(W ) + f̂A,π(W )

}
.

Propiedad 2.13. Sea u ∈ V y P ∗ un (u, t)-camino tal que fA,π(P ∗) = mı́n
P∈Put

fA,π(P ). Sea

i ∈ {0, . . . , |V (P )| − 1}, y denotemos por v al (i + 1)-ésimo nodo de P ∗ contado desde t
hacia atrás. Entonces, al finalizar la i-ésima iteración del Algoritmo 2, se cumple que

Rv (π(P ∗[u, v])) = −π(P ∗[u, v])c(P ∗[v, t]) + fA,π(P ∗[v, t]).

En particular, después de la (|V (P )|−1)-ésima iteración, se tiene queRu(0) = mı́n
P∈Pst

fA,π(P ).

Demostración. Por inducción sobre el número de iteraciones. En beneficio de la claridad
de la demostración, denotemos P ∗ = (ek, ek−1, . . . , e1), donde ei = (vi+1, vi), vk+1 = u y
v1 = t. Denotemos también π∗i = π(P ∗[u, vi]). Al inicializar el algoritmo el resultado se
tiene trivialmente. Supongamos ahora que el resultado es cierto al final de la (i−1)-ésima
iteración es decir

Rvi (π∗i ) = −π∗i c(P ∗[vi, t]) + fA,π(P ∗[vi, t]),

y veamos que también lo es al final de la iteración i. De la Propiedad 2.12, al finalizar la
i-ésima iteración se cumple en particular que

Rvi+1

(
π∗i+1

)
≥ mı́n

W∈Wvi+1t

π̂(W )≤1−π∗i+1

{
−π∗i+1c(W ) + f̂A,π(W )

}
= −π∗i+1c(P

∗[vi+1, t]) + fA,π(P ∗[vi+1, t]),

donde la última igualdad es por la Propiedad 2.11. Durante la siguiente iteración, cuando
el algoritmo relaja el arco ei = (vi+1, vi), notando que π∗i+1 + πei = π∗i , de la definición de
Rvi+1

(q) y usando la hipótesis de inducción se obtiene

Rvi+1

(
π∗i+1

)
≤
(
1− π∗i+1

)
cei + πei (F + SPc(vi, t)) +Rvi

(
π∗i+1 + πei

)
=
(
1− π∗i+1

)
cei + πei (F + SPc(vi, t)) +Rvi (π∗i )

=
(
1− π∗i+1

)
cei + πei (F + SPc(vi, t))− π∗i c(P ∗[vi, t]) + fA,π(P ∗[vi, t])

=
(
1− π∗i+1

)
cei + πei (F + SPc(vi, t))−

(
π∗i+1 + πei

)
c(P ∗[vi, t]) + fA,π(P ∗[vi, t])

= −π∗i+1 (cei + c(P ∗[vi, t])) + cei + πei (F + SPc(vi, t))− πeic(P ∗[vi, t])
+ fA,π(P ∗[vi, t])

= −π∗i+1c(ei ◦ P ∗[vi, t]) + fA,π(ei ◦ P ∗[vi, t])
= −π∗i+1c(P

∗[vi+1, t]) + fA,π(P ∗[vi+1, t]),
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de donde se concluye que Rvi+1

(
π∗i+1

)
= −π∗i+1c(P

∗[vi+1, t])+fA,π(P ∗[vi+1, t]). De acuerdo
a lo anterior, al finalizar la i-ésima iteración se tiene que

Ru(0) = fA,π(P ∗) = mı́n
P∈Pst

f(P ).

Análisis de complejidad. Para implementar el Algoritmo 2, es necesario almacenar las
pendientes, coeficientes de posición y puntos de quiebre que describen a cada una de
las funciones Ru(q). Esto puede impactar negativamente en la eficiencia del algoritmo,
pues el hecho que Rt(q) = ∞ cuando q > 1 puede inducir que Rs(q) tenga una cantidad
exponencial de puntos de quiebre, como se muestra en el siguiente ejemplo:

v1 v2 v3 . . . vk vk+1 . . . vn vn+1

(1, 0)

(0, 1
2
)

(1, 0)

(0, 1
4
)

(1, 0)

(0, 1
2k

)

(1, 0)

(0, 1
2n

)

Figura 2.2: El ejemplo muestra que Rs(q) puede tener una cantidad exponencial de puntos de quiebre.

Consideremos el ejemplo de la Figura 2.2, para s = v1, t = vn+1 y un valor de la
multa F = 1. Cada (vk, vn+1)-camino puede ser codificado a través de un número binario
de n d́ıgitos, donde los primeros k − 1 d́ıgitos son iguales a 0, y para k ≤ j ≤ n, el
d́ıgito j-ésimo vale 1 si el j-ésimo arco del camino es el de arriba y 0 si es el de abajo.
Para i = 0, . . . , 2n+1−k − 1, denotemos por Pk,i = (x1

k,i, . . . , x
n
k,i) al (vk, vn+1)-camino

cuya codificación representa al entero i, es decir xjk,i = 0 para j < k y
∑n

j=k x
j
k,i2

j = i.

Sea además π(Pk,i) =
∑n

j=k(1 − xjk,i)
1
2j

la probabilidad de inspección del camino Pk,i.
Definiendo también π(Pk,−1) = 1 y π(Pk,2n+1−k) = 0, se tiene que

0 = π(Pk,2n+1−k) ≤ . . . ≤ π(Pk,i+1) ≤ π(Pk,i) ≤ . . . ≤ π(Pk,−1) = 1.

Los siguientes dos lemas son fáciles de verificar:

Lema 2.14. Para todo k = 1, . . . , n e i = 0, . . . , 2n−k, π(Pk,i) = 1
2k

+ π(Pk+1,i) y
π(Pk+1,0) ≤ 1

2k
.

Lema 2.15. Para todo k = 1, . . . , n+ 1 y q ∈ [0, 1], Rvk(q) ≤ (1− q) +
∑n

j=k
1
2j

.

Propiedad 2.16. Sea k ∈ {1, . . . , n+ 1} fijo. Entonces,

Rvk(q) =


fA,π(Pk,0) si q = 0

−qc(Pk,i) + fA,π(Pk,i) si q ∈ (1− π(Pk,i−1), 1− π(Pk,i)] , i = 0, . . . , 2n+1−k

∞ si q > 1.
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Demostración. Por inducción sobre k. Para k = n + 1 es directo de la incialización de
Rvn+1(q). Supongamos que la propiedad es cierta para k+ 1 y probemos que se tiene para
k. Comencemos en primer lugar con q = 0. En este caso se tiene que q ≤ 1 − π(Pk+1,0).
Luego, de la hipótesis de inducción se tiene que

Rvk(0) = mı́n

{
1 +Rvk+1

(0),
1

2k
+Rvk+1

(
1

2k

)}
= mı́n

{
1 + fA,π(Pk+1,0),

1

2k
− 1

2k
c(Pk+1,0) + fA,π(Pk+1,0)

}
=

1

2k
− 1

2k
c(Pk+1,0) + fA,π(Pk+1,0)

= fA,π(0 ◦ Pk+1,0)

= fA,π(Pk,0).

Consideremos ahora 0 < q ≤ 1. Sea i ∈ {0, . . . , 2n−k}. En este caso, se tiene que
Pk,i = 0 ◦ Pk+1,i. Sea q ∈ (1− π(Pk,i−1), 1− π(Pk,i)]. Luego, del Lema 2.14, se tiene que
q+ 1

2k
∈ (1− π(Pk+1,i−1), 1− π(Pk+1, i)] y que q ≤ 1− 1

2k
≤ 1−π(Pk+1,0). Del Lema 2.15,

se tiene que

1

2k
+Rvk+1

(
q +

1

2k

)
≤ 1

2k
+

(
1− q − 1

2k

)
+

n∑
j=k+1

1

2j

= (1− q) + fA,π(Pk+1,0)

= (1− q) +Rvk+1
(q).

De la desigualdad anterior y la hipótesis de inducción sigue que

Rvk(q) = mı́n

{
(1− q) +Rvk+1

(q),
1

2k
+Rvk+1

(
q +

1

2k

)}
=

1

2k
+Rvk+1

(
q +

1

2k

)
=

1

2k
−
(
q +

1

2k

)
c(Pk+1,i) + fA,π(Pk+1,i)

= −qc(0 ◦ Pk+1,i) + fA,π(0 ◦ Pk+1,i)

= −qc(Pk,i) + fA,π(Pk,i).

Por otro lado, si i ∈
{

2n−k, . . . , 2n+1−k − 1
}

, entonces Pk,i = 1 ◦ Pk+1,i−2n−k . Además,
q + 1

2k
> 1, luego

Rvk(q) = mı́n

{
(1− q) +Rvk+1

(q),
1

2k
+Rvk+1

(
q +

1

2k

)}
= (1− q) +Rvk+1

(q)

= (1− q)− qc(Pk+1, i) + fA,π(Pk+1,i)

= −qc(1 ◦ Pk+1,i) + fA,π(1 ◦ Pk+1,i)

= −qc(Pk,i) + fA,π(Pk,i).
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Finalmente, el hecho que Rvk(q) = ∞ para q > 1 es directo de la hipótesis de inducción.

De la Propiedad 2.16 se obtiene que la función Rv1(q) tiene al menos 2n−1 puntos
de quiebre, pues cada vez que i es par, P1,i+1 tiene exactamente un 1 más que P1,i en
su codificación. Luego en el punto q = 1 − π(Pk,i), Rv1(q) experimenta un cambio de
pendiente ya que c(P1,i+1)− c(P1,i) = 1.

2.3. Un algoritmo pseudopolinomial para grafos ge-

nerales

A continuación veremos resultados que nos permitirán diseñar un algoritmo pseudo-
polinomial para el problema del evasor en grafos generales. Dado u ∈ V , la siguiente
propiedad permite reducir el problema de minimizar fA,π sobre todos los caminos P ∈ Put
a minimizar f̂A,π sobre un conjunto de paseos W ∈ Wut cuyo costo c(W ) está acotado por
(n− 1)cmáx.

Propiedad 2.17. Para todo u ∈ V ,

mı́n
P∈Put

fA,π(P ) = mı́n
{
f̂A,π(W ) : W ∈ Wut, c(W ) ≤ mı́n {F + SPc(u, t), (n− 1)cmáx}

}
.

Demostración. Denotemos

ÔPT := mı́n
{
f̂A,π(W ) : W ∈ Wut, c(W ) ≤ mı́n {F + SPc(u, t), (n− 1)cmáx}

}
.

Sea P ∗ ∈ Put un (u, t)-camino tal que fA,π(P ∗) = mı́n
P∈Put

fA,π(P ). Primero veamos que sin

pérdida de generalidad podemos suponer que c(P ∗) ≤ F + SPc(u, t) . En efecto, se tiene
que

π(P ∗) (F + SPc(u, t)) + (1− π(P ∗))c(P ∗) ≤ fA,π(P ∗) ≤ F + SPc(u, t),

de lo cual se obtiene

(1− π(P ∗))c(P ∗) ≤ (1− π(P ∗)) (F + SPc(u, t)) .

Luego, si π(P ∗) < 1, entonces c(P ∗) ≤ F+SPc(u, t). Por otra parte, si π(P ∗) = 1, entonces
fA,π(P ∗) = F + SPc(u, t), y luego cualquier (u, t)-shortest path es también óptimo.

Ahora probaremos la propiedad. Notemos que c(P ∗) ≤ (n − 1)cmáx, con lo cual

fA,π(P ∗) ≥ ÔPT.

Por otro lado, dado W ∈ Wut arbitrario tal que c(W ) ≤ mı́n{F+SPc(u, t), (n−1)cmáx},
del Lema 2.9 se tiene que fA,π(P ∗) ≤ f̂A,π(W ), por lo tanto, fA,π(P ∗) ≤ ÔPT.
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En lo que sigue, definimos Kt := 0 y Ku := mı́n{F + SPc(u, t), (n− 1)cmáx} para todo
u ∈ V \ {t}. La siguiente propiedad de suboptimalidad de f̂A será clave para diseñar un
algoritmo pseudopolinomial para FMPA:

Propiedad 2.18. Sea u ∈ V y k ∈ {0, . . . , Ku}. Supongamos que W ∗ ∈ Wut es un paseo

de costo c(W ∗) = k tal que f̂A,π(W ∗) = mı́n
{
f̂A,π(W ) : W ∈ Wut, c(W ) = k

}
. Entonces,

para todo v ∈ V (W ∗), f̂A,π(W ∗[v, t]) = mı́n
{
f̂A,π(W ) : W ∈ Wvt, c(W ) = c(W ∗[v, t])

}
.

Demostración. Denotemos W ∗ = (e1, . . . , ek) con ei = (vi, vi+1), v1 = u y vk+1 = t.
Supongamos que para algún vi, con i ∈ {1, . . . , k+ 1}, la propiedad es falsa. Luego, existe
W ′ ∈ Wvit con costo c(W ′) = c(W ∗[vi, t]) y tal que

f̂A,π(W ′) < f̂A,π(W ∗[vi, t]). (2.3)

Sumando f̂A,π(W ∗[u, vi])− π̂(W ∗[u, vi])c(W
∗[vi, t]) a ambos lados, se obtiene

f̂A,π(W ∗[u, vi] ◦W ′) < f̂A,π(W ∗)

(ver Propiedad 2.7), y como c(W ∗[u, vi] ◦ W ′) = c(W ∗[u, vi]) + c(W ∗[vi, t]) = k, la de-
sigualdad anterior contradice la optimalidad de W ∗.

Propiedad 2.19. Sean φku, u ∈ V , k = 0, . . . , Ku etiquetas tales que

φku = mı́n
{
f̂A,π(W ) : W ∈ Wut, c(W ) = k

}
para todo u ∈ V y k = 0, . . . , Ku. Sea u ∈ V y W ∗ ∈ Wut con costo c(W ∗) = k. Entonces,
f̂A,π(W ∗) = φku si y sólo si para todo e = (v, w) ∈ W ∗,

φc(W
∗[v,t])

v = ce + πe (F + SPc(w, t)− c(W ∗[w, t])) + φc(W
∗[w,t])

w . (2.4)

Demostración. Denotemos W ∗ = (e1, . . . , ek) con ei = (vi, vi+1), v1 = s y vk+1 = t.
Supongamos que f̂A,π(W ∗) = φku. Entonces, la Propiedad 2.18 implica que f̂A,π(W ∗[vi, t]) =

φ
c(W ∗[vi,t])
vi para todo i = 1, . . . , k + 1. Luego, para todo ei = (vi, vi+1),

φc(W
∗[vi,t])

vi
= f̂A,π(W ∗[vi, t])

= cei + πei (F + SPc(vi+1, t)− c(W ∗[vi+1, t])) + f̂A,π(W ∗[vi+1, t])

= cei + πei (F + SPc(vi+1, t)− c(W ∗[vi+1, t])) + φc(W
∗[vi+1,t])

vi+1
.

Supongamos ahora que para todo ei = (vi, vi+1) se cumple que

φc(W
∗[vi,t])

vi
= cei + πei (F + SPc(vi+1, t)− c(W ∗[vi+1, t])) + φc(W

∗[vi+1,t])
vi+1

.
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Entonces,

f̂A,π(W ∗) =
k∑
i=1

cei + πei (F + SPc(vi+1, t)− c(W ∗[vi+1, t]))

=
k∑
i=1

φc(W
∗[vi,t])

vi
− φc(W ∗[vi+1,t])

vi+1

= φc(W
∗[v1,t])

v1
− φc(W ∗[vk+1,t])

vk+1

= φc(W
∗)

u − φ0
t

= φku.

Basados en las Propiedades 2.18 y 2.19, proponemos un algoritmo de tipo Dijkstra
para resolver el problema FMPA en grafos generales. En él, cada nodo u ∈ V posee
un conjunto de etiquetas φku, con k = 0, . . . , Ku, cuyo valor es una cota superior de

mı́n
{
f̂A,π(W ) : W ∈ Wut, c(W ) = k

}
que mejora en cada iteración. El algoritmo man-

tiene un conjunto S de pares (u, k) cuyas etiquetas φku tienen un valor permanente y su
complemento S̄, cuyos pares están asociados a etiquetas por actualizar. Comenzando con
S = ∅ y S̄ = {(u, k) : u ∈ V, k = 0, . . . , Ku}, en cada iteración, el algoritmo transfiere de
S̄ a S un par (w, k) ∈ S̄ cuya etiqueta asociada es mı́nima. Luego, escanea todos los arcos
e = (v, w) ∈ δ−(w) tales que ce + k ≤ Kv, y si φk+ce

v > ce + πe (F + SPc(w, t)− k) + φkw,
entonces actualiza φk+ce

v de modo que φk+ce
v = ce + πe (F + SPc(w, t)− k) + φkw y asigna a

(w, k) como sucesor de (v, k + ce). El pseudocódigo se presenta a continuación:

Algoritmo 3 Algoritmo para FMPA en grafos generales.

1: Calcular SPc(u, t) para todo u ∈ V .
2: Sean Kt ← 0, Ku ← mı́n{F + SPc(u, t), (n− 1)cmáx} para todo u ∈ V \ {t}.
3: Sean φ0

t ← 0, φku ←∞ para todo u ∈ V \ {t} y k = 0, . . . , Ku.
4: Sean suc(u, k)← ∅ para todo u ∈ V y k = 0, . . . , Ku.
5: Sean S ← ∅, S̄ ← {(u, k) : u ∈ V, k = 0, . . . , Ku}.
6: while S̄ 6= ∅ do
7: Sea (w, k) ∈ S̄ tal que φkw = mı́n

(u,`)∈S̄
φ`u.

8: S ← S ∪ {(w, k)}.
9: S̄ ← S̄ \ {(w, k)}.

10: for all e = (v, w) ∈ δ−(w) do
11: if k + ce ≤ Kv then
12: if φk+ce

v > ce + πe (F + SPc(w, t)− k) + φkw then
13: φk+ce

v ← ce + πe (F + SPc(w, t)− k) + φkw.
14: suc(v, k + ce)← (w, k).

15: Sea ` ∈ {0, . . . , Kt} tal que φ`s = mı́n
0≤k≤Kv

φks .

16: Sea W el paseo formado por los sucesores de (s, `).
17: Sea P el (s, t)-camino directo subyacente a W .
18: Retornar P .
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El siguiente invariante demuestra la correctitud del Algoritmo 3:

Propiedad 2.20. En cada iteración del Algoritmo 3 se cumple:

(i) Para todo u ∈ V y k = 0, . . . , Ku tales que (u, k) ∈ S,

φku = mı́n
{
f̂A,π(W ) : W ∈ Wut, c(W ) = k

}
.

(ii) Para todo u ∈ V y k = 0, . . . , Ku tales que (u, k) ∈ S̄,

φku = mı́n
{
f̂A,π(W ) : W ∈ Wut, c(W ) = k, ∀ v ∈ int(V (W )), (v, c(W [v, t])) ∈ S

}
,

donde int(V (W )) denota el conjunto de los nodos internos de W .

Observación: Si W = (e1, . . . , ek) ∈ Wut, con ei = (vi, vi+1), v1 = u y vk+1 = t,
entonces el conjunto de nodos internos de W es int(V (W )) = {v2, . . . , vk}.

Demostración. Por inducción sobre el número de iteraciones. En una iteración cualquiera,
el algoritmo transfiere de S̄ a S un par (w, k) tal que φkw = mı́n

(u,`)∈S̄
φ`u. Probaremos primero

que se preserva (i). De (ii), sabemos que

φkw = mı́n
{
f̂A,π(W ) : W ∈ Wwt, c(W ) = k, ∀ v ∈ int(V (W )), (v, c(W [v, t])) ∈ S

}
,

por lo que basta probar que para todo W ∈ Wwt con c(W ) = k y tal que alguno de
sus nodos internos v′ satisface (v′, c(W [v′, t])) ∈ S̄, se cumple que φkw ≤ f̂A,π(W ). Sea
W = (e1, . . . , ek), con ei = (vi, vi+1), v1 = w y vk+1 = t un paseo con estas caracteŕısticas,
y denotemos por vj al último nodo con la propiedad mencionada en la secuencia de nodos
que describe a W . Luego, el paseo Wj := W [vj, t] ∈ Wvjt es tal que todos sus nodos
internos u satisfacen (u,Wj[u, t]) ∈ S. Luego, de la elección de (w, k) y de (ii) se tiene que

φkw ≤ φc(Wj)
vj

≤ f̂A,π(Wj).

Además, como c(W ) = k ≤ Kw ≤ F+SPc(w, t), se cumple que c(W [vi, t]) ≤ F+SPc(vi, t)
para todo j = i, . . . , k + 1, luego

f̂A,π(Wj) ≤
j−1∑
j=1

cei + πei (F + SPc(vi+1, t)− c(W [vi+1, t])) + f̂A,π(Wj) = f̂A,π(W ),

por lo tanto, φkw ≤ f̂A,π(W ).

Ahora veamos que se preserva (ii). Después de que el algoritmo etiqueta permanen-
temente a (w, k), las etiquetas de algunos nodos en S̄ \ {(w, k)} pueden decrecer. Luego
de transferir a (w, k) de S̄ a S, el algoritmo actualiza las etiquetas (v, k + ce) para todo
e = (v, w) ∈ δ−(w) con costo ce ≤ Kv−k y asigna φk+ce

v = ce+πe (F + SPc(w, t)− k)+φkw
si φk+ce

v > ce + πe (F + SPc(w, t)− k) + φkw. Usando (i), dado (u, `) ∈ S̄ \ {(w, k)}, el
(u, t)-paseo formado por (u, `) y sus sucesores satisface la Propiedad 2.19 y por lo tanto
minimiza f̂A,π entre todos los paseos W ∈ Wut tales que c(W ) = ` y para todo nodo
interno u ∈ intV (W ), (u, c(W [u, t])) ∈ S.
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Análisis de complejidad. A continuación analizaremos la complejidad del Algoritmo 3.
El número de etiquetas que éste maneja es a lo más∑

u∈V

(Ku + 1) ≤ n ((n− 1)cmáx + 1) = O
(
n2cmáx

)
.

Además, en cada iteración, el algoritmo escoge una etiqueta mı́nima (w, k) en S̄, cuyo
cardinal decrece en una unidad con respecto a la iteración anterior. Utilizando Fibonacci
heaps, podemos actualizar el valor de la etiqueta mı́nima en tiempo del orden del loga-
ritmo de la cantidad de etiquetas en cada iteración, con lo cual se realiza una cantidad
O (n2cmáx log (n2cmáx)) operaciones para seleccionar etiquetas. A continuación, actualiza
las etiquetas de los pares (v, k) con e = (v, w) ∈ δ−(w) tales que k + ce ≤ Kv. Esta
actualización se realiza a lo más

∑
w∈V

Kw∑
k=0

∣∣{e = (v, w) ∈ δ−(w) : k + ce ≤ Kv

}∣∣ ≤∑
w∈V

Kw∑
k=0

∣∣δ−(w)
∣∣ ≤ m ((n− 1) cmáx + 1)

= O (mncmáx)

veces durante la ejecución del algoritmo. Esto nos da un tiempo total de

O
(
mncmáx + n2cmáx log

(
n2cmáx

))
,

el cual resulta ser pseudopolinomial en el tamaño del input.

Teorema 2.21. El problema FMPA en grafos generales puede ser resuelto en tiempo
O (mncmáx + n2cmáx log (n2cmáx)).

2.4. Una algoritmo fuertemente polinomial para la

distribución uniforme

Supongamos que la distribución π es tal que cada una de sus componentes puede asumir
sólo dos valores posibles: o bien vale 0, o bien vale r, para un cierto r ∈ Q∩[0, 1] fijo. En este
caso podemos aprovechar esta estructura para diseñar un algoritmo similar al Algoritmo
3 para calcular mı́n

W∈Wvt
π̂(W )≤1

f̂A,π(W ), que por la Propiedad 2.10, es igual a mı́n
P∈Put

fA,π(P ). Para

ello, notemos en primer lugar que en este caso el mayor valor posible de π̂(W ) sujeto
a que π̂(W ) ≤ 1 es

⌊
1
r

⌋
r. Siguiendo el diseño del Algoritmo 3, utilizamos etiquetas φpv,

con v ∈ V y p ∈
{

0, r, 2r, . . . ,
⌊

1
r

⌋
r
}

. Cada etiqueta φpv representará una cota superior

para el valor mı́n
W∈Wsv
π̂(W )=p

f̂A,π(W ). Comenzando con φ0
s = 0 y φpv = ∞ para todo (v, p) ∈

V ×
{

0, r, . . . ,
⌊

1
r

⌋
r
}
\ {(s, 0)}, definimos los conjuntos S = ∅ y S̄ = V ×

{
0, r, . . . ,

⌊
1
r

⌋
r
}

.
A continuación, en cada iteración se seleccionará una etiqueta (v, p) ∈ S̄ tal que φpv =
mı́n

(w,`)∈S̄
φ`w, para transferirla de S̄ a S y escanear los arcos e = (v, w) ∈ δ+(v) tales que

p + πe ≤ 1, y si φp+πew > (1− p) ce + πe (F + SPc(w, t)) + φpv, hacemos la actualización
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φp+πew = (1− p) ce + πe (F + SPc(w, t)) + φpv y asignamos a (w, p + πe) como sucesor de
(v, p).

Algoritmo 4 Algoritmo para FMPA en grafos generales cuando πe ∈ {0, r} ∀ e ∈ E.

1: Calcular SPc(u, t) para todo u ∈ V .
2: Sean φ0

s ← 0, φpu ←∞ para todo u ∈ V \ {s} y p = 0, r, . . . ,
⌊

1
r

⌋
r.

3: Sean suc(u, k)← ∅ para todo u ∈ V y p = 0, r, . . . ,
⌊

1
r

⌋
r.

4: Sean S ← ∅, S̄ ← V ×
{

0, r, . . . ,
⌊

1
r

⌋
r
}

.
5: while S̄ 6= ∅ do
6: Sea (v, p) ∈ S̄ tal que φpv = mı́n

(w,`)∈S̄
φ`w.

7: S ← S ∪ {(v, p)}.
8: S̄ ← S̄ \ {(v, p)}.
9: for all e = (v, w) ∈ δ+(v) do

10: if p+ πe ≤ 1 then
11: if φp+πew > (1− p) ce + πe (F + SPc(w, t)) + φpv then
12: φp+πew ← (1− p) ce + πe (F + SPc(w, t)) + φpv.
13: suc(v, p)← (w, p+ πe).

14: Sea ` ∈
{

0, r, . . . ,
⌊

1
r

⌋
r
}

tal que φ`s = mı́n
0≤p≤b 1

rcr
φps.

15: Sea W el paseo formado por los sucesores de (s, `)
16: if c(W ) > F + SPc(s, t) then
17: Sea P un (s, t)-shortest path.
18: Retornar P .
19: Sea P el (s, t)-camino directo subyacente a W .
20: Retornar P .

De manera análoga al Algoritmo 3, se puede probar la correctitud del algoritmo pro-
puesto, la cual resulta como consecuencia de la siguiente propiedad de suboptimalidad,
cuya demostración sigue el mismo esquema que la de la Propiedad 2.18:

Propiedad 2.22. Sea u ∈ V y p ∈
{

0, r, 2r . . . ,
⌊

1
r

⌋
r
}

. Supongamos que W ∗ ∈ Wsu

es un paseo con π̂(W ∗) = p tal que f̂A,π(W ∗) = mı́n
{
f̂A,π(W ) : W ∈ Wsu, π̂(W ) = p

}
.

Entonces, para todo v ∈ V (W ∗), f̂A,π(W ∗[s, v]) = mı́n
{
f̂A,π(W ) : W ∈ Wsv, π̂(W ) =

π̂(W ∗[s, v])
}

.

Una análisis de complejidad similar al del Algoritmo 3 nos permite afirmar que el
número de etiquetas que maneja este algoritmo es O

(
n
r

)
, mientras que el número de

actualizaciones de etiquetas es O
(
m
r

)
, lo cual mediante el uso de Fibonacci Heaps nos

arroja una complejidad total de

O
(m
r

+
n

r
log
(n
r

))
.

En particular, si el vector π corresponde a la distribución uniforme, entonces πe = r = 1
m

para todo e ∈ E, con lo cual el problema del evasor adaptativo puede ser resuelto en
tiempo fuertemente polinomial.
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Teorema 2.23. Si π es la distribución uniforme, el problema FMPA en grafos generales
puede ser resuelto en tiempo O (m2 +mn log (mn)).

2.5. Un FPTAS para grafos generales

En esta sección diseñaremos un FPTAS (Fully Polinomial Approximation Scheme)
para el problema FMPA en grafos generales. Un algoritmo A es un FPTAS para un
problema de optimización (P ) si dado un input I para (P ) y ε > 0, A encuentra en
tiempo polinomial en el tamaño de I y 1/ε una solución S para I que satisface

|val(I)− val(S)| ≤ εval(I),

donde val(I) es el valor óptimo de una solución para I.

De la desigualdad (1.3), si P ∗ ∈ Pst es un camino tal que fA,π(P ∗) = mı́n
P∈Put

fA,π(P ),

entonces

0 ≤ fA,π(P ∗) ≤ F + SPc(s, t) ≤ F + (n− 1)cmáx.

Con el fin de manejar una aproximación de fA,π(P ∗), dividiremos el intervalo [0, F +

(n − 1)cmáx] en potencias de
(
1 + ε

n

)
. Sea K =

⌈
log1+ ε

n
(F + (n− 1)cmáx)

⌉
. Definimos

los intervalos I0 = [0, 1), Ik =
[(

1 + ε
n

)k−1
,
(
1 + ε

n

)k)
para k = 1, . . . , K − 1 e IK =[(

1 + ε
n

)K−1
,
(
1 + ε

n

)K]
. Cada intervalo Ik, k ∈ {0, . . . , K} contendrá una lista de eti-

quetas
(
Lkv
)
v∈V , donde para cada v ∈ V , Lkv será de la forma (f, q, P ), con f ∈ Ik el

costo esperado de un (s, v)-camino, q la probabilidad de inspección de este camino y
P la lista ordenada de arcos que lo describen. Comenzando con L0

s = (0, 0, ∅), en una
iteración cualquiera el algoritmo recorrerá cada arco e = (v, w) ∈ E y propagará las eti-
quetas Lkv , k = 0, . . . , K a través de e generando etiquetas Lkw de la forma (f ′, q′, P ′), con
f ′ = f + (1 − q′)ce + πe(F + SPc(w, t)), q

′ = q + πe y P ′ = P ◦ {e}. La propagación de
(f, q, P ) a través de e = (v, w) sólo será admisible si w /∈ V (P ). Además, si la propagación
de una etiqueta a través de un arco da lugar a dos etiquetas (f ′, q′, P ′) y (f ′′, q′′, P ′′) para
un mismo nodo tales f ′ y f ′′ pertenecen a un mismo intervalo Ik, se descartará aque-
lla cuyo camino asociado contenga la menor probabilidad de inspección. Formalmente, el
algoritmo es el siguiente:
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Algoritmo 5 FPTAS para FMPA en grafos generales.

1: Calcular SPc(v, t) para todo v ∈ V .

2: Sea K ←
⌈
log1+ ε

n
(F + (n− 1)cmáx)

⌉
.

3: Sean Lkv ← ∅ para todo (v, k) ∈ V × {0, . . . , K}.
4: Sea L0

s ← (0, 0, ∅).
5: for i = 1, . . . , (n− 1) do
6: for all e = (v, w) ∈ E do
7: for k = 0, . . . , K do
8: if Lkv 6= ∅ then
9: push(Lkv , e).

10: Sea (f ∗, q∗, P ∗) ∈ argmin
{
f : (f, q, P ) ∈ Lkt para algún k

}
.

11: Retornar P ∗.

12: procedure push(L = (f, q, P ), e = (v, w))
13: if w /∈ V (P ) then
14: Sea f ′ ← f + (1− q)ce + πe (M + SPc(w, t)).
15: Sea q′ ← q + πe.
16: Sea P ′ ← P ◦ e.
17: Sea k ← mı́n

{
` ∈ Z+ : f ′ <

(
1 + ε

n

)`}
.

18: if Lkw = ∅ then
19: Lkw ← (f ′, q′, P ′).
20: else
21: Sea (f ′′, q′′, P ′′)← Lkw.
22: if q′ > q′′ then
23: Lkw ← (f ′, q′, P ′).

A partir de la discusión anterior, se obtiene directamente el siguiente lema:

Lema 2.24. Si el Algoritmo 5 crea una etiqueta (f, q, P ) en un nodo v ∈ V , entonces P
es un (s, v)-camino con fA,π(P ) = f y π(P ) = q.

En lo que sigue, sea P ∗ = (e1, . . . , ek), con ei = (vi, vi+1), v1 = s y vk+1 = t un
(s, t)-camino tal que fA,π(P ∗) = mı́n

P∈Put
fA,π(P ) y c(P ∗) ≤ F + SPc(s, t) (la existencia de un

camino óptimo de costo menor o igual a F + SPc(s, t) se argumenta en la demostración
de la Propiedad 2.17). Denotemos por f ∗i = fA,π(P ∗[s, vi]) y q∗i = π(P ∗[s, vi]). Además
supondremos sin pérdida de generalidad que para todo e ∈ E, Fπe ≥ 1 si πe > 0. Esto se
puede lograr escalando c y F por un factor α ∈ Z+ adecuado. Notemos que al escalar M
y c por α, el costo esperado de todo camino se amplifica exactamente por α. Más adelante
veremos que podemos escoger α de manera que no afecte drásticamente el tiempo de
ejecución del algoritmo.

Propiedad 2.25. Al final de la iteración i-ésima del Algoritmo 5, existe una etiqueta
(fi, qi, Pi) en el nodo vi tal que

fi ≤
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i − (q∗i − qi)+ · c(P

∗[vi, t]).
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En particular, al final de la (n − 1)-ésima iteración, existe una etiqueta (f, q, P ) en t tal
que

fA,π(P ) ≤
(

1 +
ε

n

)n−1

fA,π(P ∗).

Observación: Para x ∈ R, x+ denota la parte positiva de x, es decir, x+ = máx{x, 0}.

Demostración. Por inducción sobre i. El caso i = 0 es trivial por la inicialización del
algoritmo. Supongamos que la propiedad es cierta para la iteración i-ésima y veamos que
se cumple en la iteración i + 1. Consideremos ei = (vi, vi+1) ∈ P ∗. Supongamos primero
que vi+1 /∈ Pi. En este caso, la etiqueta (fi, qi, Pi) se propaga a través de ei, obteniéndose
una etiqueta (fi+1, qi+1, Pi+1) con qi+1 = qi + πei , Pi+1 = Pi ◦ ei y

fi+1 = fi + (1− qi)cei + πei (F + SPc(vi+1, t))

≤
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i − (q∗i − qi)+ · c(P

∗[vi, t]) + (1− qi)cei + πei (F + SPc(vi+1, t))

=
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i − (q∗i − qi)+ · (cei + c(P ∗[vi+1, t])) + (1− qi)cei + πei (F + SPc(vi+1, t))

=
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i + (1−máx{q∗i , qi}) cei + πei (F + SPc(vi+1, t))− (q∗i − qi) c(P ∗[vi+1, t])

≤
(

1 +
ε

n

)i
(f ∗i + (1− q∗i )cei + πei(F + SPc(vi+1, t)))− (q∗i − qi)+ · c(P

∗[vi+1, t])

=
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i+1 −

(
q∗i+1 − qi+1

)
+
· c(P ∗[vi+1, t]).

Por otro lado, si vi+1 ∈ Pi, entonces vi+1 aparece en el (s, vi)-camino Pi. Luego,
(fi, qi, Pi) proviene de la propagación de una etiqueta (f ′i+1, q

′
i+1, P

′
i+1) que en alguna ite-

ración anterior hubo en vi+1, la cual puede o no seguir existiendo al final de la iteración
i+ 1. A continuación probaremos que

f ′i+1 ≤
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i+1 −

(
q∗i+1 − q′i+1

)
+
· c(P ∗[vi+1, t]).

Denotemos por (eα1 , . . . , eα`), con eαj = (vαj , vαj+1
), vα1 = vi+1 y vα`+1

= vi a la secuen-
cia de arcos que define al subcamino Pi[vi+1, vi]. Entonces qi = q′i+1 + π(Pi[vi+1, vi]) y
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2.5. Un FPTAS para grafos generales Caṕıtulo 2

recordando que c(P ∗) ≤ F + SPc(s, t), se tiene que

fi = f ′i+1 +
∑̀
k=1

(
1− q′i+1 −

k−1∑
j=1

πeαj

)
ceαk + πeαk

(
F + SPc(vαk+1

, t)
)

= f ′i+1 +
∑̀
k=1

(
1− q′i+1 − π(Pi[vi+1, vi])

)
ceαk + πeαk

(
F + SPc(vαk+1

, t)
)

+
∑̀
k=1

∑̀
j=k

πeαj ceαk

= f ′i+1 +
∑̀
k=1

(
1− q′i+1 − π(Pi[vi+1, vi])

)
ceαk + πeαk

(
F + SPc(vαk+1

, t)
)

+
∑̀
k=1

k∑
j=1

πeαk ceαj

= f ′i+1 +
∑̀
k=1

(
1− q′i+1 − π(Pi[vi+1, vi])

)
ceαk + πeαk

(
k∑
j=1

ceαj + F + SPc(vαk+1
, t)

)

≥ f ′i+1 +
∑̀
k=1

πeαk (F + SPc(vi+1, t))

≥ f ′i+1 + π(Pi[vi+1, vi])c(P
∗[vi+1,t]).

En otras palabras, f ′i+1 ≤ fi −
(
qi − q′i+1

)
c(P ∗[vi+1, t]). Además, es fácil verificar que

πei + máx{q∗i , qi} − q′i+1 =
(
q∗i+1 − q′i+1

)
+
.

Usando la hipótesis de inducción y las observaciones anteriores, sigue que

f ′i+1 ≤ fi −
(
qi − q′i+1

)
c(P ∗[vi+1, t])

≤
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i − (q∗i − qi)+ · c(P

∗[vi, t])−
(
qi − q′i+1

)
c(P ∗[vi+1, t])

≤
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i − (q∗i − qi)+ · c(P

∗[vi+1, t])−
(
qi − q′i+1

)
c(P ∗[vi+1, t])

=
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i −

(
máx{q∗i , qi} − q′i+1

)
c(P ∗[vi+1, t])

=
(

1 +
ε

n

)i (
f ∗i+1 − (1− q∗i )cei − πei (F + SPc(vi+1, t))

)
−
(
máx{q∗i , qi} − q′i+1

)
c(P ∗[vi+1, t])

≤
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i+1 − πei (F + SPc(vi+1, t))−

(
máx{q∗i , qi} − q′i+1

)
c(P ∗[vi+1, t])

≤
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i+1 − πeic(P ∗[vi+1, t])−

(
máx{q∗i , qi} − q′i+1

)
c(P ∗[vi+1, t])

=
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i+1 −

(
πei + máx{q∗i , qi} − q′i+1

)
c(P ∗[vi+1, t])

=
(

1 +
ε

n

)i
f ∗i+1 −

(
q∗i+1 − q′i+1

)
+
· c(P ∗[vi+1, t]).

Si al final de la iteración (i + 1) la etiqueta (f ′i+1, q
′
i+1, P

′
i+1) ha sido reemplazada, de

manera que (f ′′i+1, q
′′
i+1, P

′′
i+1) es la última etiqueta que ocupa su lugar, entonces f ′i+1, f

′′
i+1 ∈

Ik para algún k ∈ {0, . . . , K} y q′′i+1 ≥ q′i+1. Si k = 0, entonces f ′i+1 = 0. En efecto, como
Fπ(P ′i+1) ≤ f ′i+1 < 1, se tiene que que π(P ′i+1) = 0, ya que hemos supuesto que Fπe > 1
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cuando πe > 0. Entonces, f ′i+1 = c(P ′i+1) < 1, lo que implica que c(P ′i+1) = 0, es decir
f ′i+1 = 0. Por otro lado, si k > 0,

f ′′i+1 ≤
(

1 +
ε

n

)
f ′i+1

≤
(

1 +
ε

n

)i+1

f ∗i+1 −
(
q∗i+1 − q′i+1

)
+
· c(P ∗[vi+1, t])

≤
(

1 +
ε

n

)i+1

f ∗i+1 −
(
q∗i+1 − q′′i+1

)
+
· c(P ∗[vi+1, t]),

concluyéndose la demostración.

Análisis de complejidad. La inicialización de las etiquetas toma O(nK) operaciones.
Las ĺıneas 5 a 9 implican una candidad mnK de llamadas a push(L, e), la cual a su
vez ejecuta O(K) operaciones en cada llamada. Esto nos da un complejidad total de
O(mnK2). Para lograr que Fπe ≥ 1 para todo e ∈ E con πe > 0, podemos escalar M y c

por α =
⌈

1
Fπmı́n

⌉
, con πmı́n = mı́n {πe : e ∈ E, πe > 0}. A continuación veremos que K es

polinomial en el tamaño del input y 1/ε, aún después de este escalamiento. En este caso,

se tiene que K =
⌈
log1+ ε

n
(α (F + (n− 1)cmáx))

⌉
. No es dif́ıcil probar que

log(α) ≤ 1 + log(pmáx).

log (F + (n− 1)cmáx) ≤ 1 + log(n) + log(cmáx) + log(F ).

A partir de estas desigualdades y del hecho que log
(
1 + ε

n

)
≥ ε

2n
cuando ε < 1, se

tiene que

K ≤ log1+ ε
n

(α (F + (n− 1)cmáx)) + 1

=
log(α) + log (F + (n− 1)cmáx)

log
(
1 + ε

n

) + 1

≤ 2n

ε
(log(α) + log (F + (n− 1)cmáx)) + 1

≤ 2n

ε
(2 + log(n) + log(cmáx) + log(pmáx) + log(F )) + 1,

y por lo tanto, K = O
(
n
ε

(log(n) + log(cmáx) + log(pmáx) + log(F ))
)
.

Teorema 2.26. Existe un FPTAS para el problema FMPA en grafos generales, que calcula

una
(
1 + ε

n

)n−1
-aproximación en tiempo

O

(
mn3

ε2
(log(n) + log(cmáx) + log(pmáx) + log(F ))2

)
.
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2.6. Impacto de la adaptatividad

Sean OPTA := mı́n
P∈Pst

fA,π(P ) y OPTN := mı́n
P∈Pst

fN,π(P ). Recordemos que la desigualdad

(1.3) establece que

0 ≤ fA,π(P ) ≤ fN,π(P ) ≤ F + SPc(s, t) ∀ P ∈ Pst.

A partir de ella, es directo que OPTA ≤ OPTN. Además, si bien el modelo estudiado
por Correa et al. en [6] es diferente al de este trabajo, los autores prueban que OPTN ≤
4
3
OPTA, y remarcan que la demostración sigue siendo válida cuando los caminos P ∈ Pst

tienen una probabilidad arbitraria π(P ). En particular, el resultado es cierto cuando las
inspecciones en arcos espećıficos no son eventos independientes, que resulta ser el caso
del problema en estudio. A continuación mostramos un ejemplo en que cota es ajustada.
Consideremos la instancia de la Figura 2.3:

s v t
0, 1

2

1, 0

0, 1
2

Figura 2.3: La instancia de la figura muestra que la cota OPTN ≤ 4
3OPTA es ajustada.

En la instancia de la Figura 2.3, sean e0 = (s, v) y e1, e2 los arcos (v, t) superior e
inferior respectivamente. Para un valor de la multa F = 2, se tiene que OPTA = 3

2
(donde

el camino óptimo es P = {(e0, e1)}) y OPTN = 2, el cual es alcanzado por ambos caminos.

Como comentario final de este caṕıtulo, remarcamos que la pregunta por la complejidad
del problema del seguidor adaptativo sigue abierta, incluso en grafos aćıclicos. En este
caso, una pregunta interesante que queda sin respuesta tiene que ver con determinar si
existe una cota superior subexponencial para la cantidad de puntos de quiebre de las
funciones Ru(q), o bien encontrar una instancia de ejecución exponencial del Algoritmo 1.
Con respecto al problema en grafos generales, aparte de la pregunta por la complejidad,
seŕıa de interés diseñar un FPTAS basado en el redondeo de los costos de los arcos para
luego utilizar el Algoritmo 3, cuyo tiempo de ejecución es pseudopolinomial.
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Caṕıtulo 3

Problema de maximización del ĺıder

En este caṕıtulo estudiaremos el problema de maximización que enfrenta el ĺıder, defi-
nido en la sección 1.3.2. Defnimos el input de este problema como una tupla (G, s, t, c, F ),
donde G = (V,E) es un grafo dirigido con |V | = n y |E| = m, s, t ∈ V son los nodos de
origen y destino, c ∈ ZE+ es el vector de los tiempos de viaje sobre los arcos (en unidades
monetarias) y F ∈ Z+ es el valor de la multa. De igual manera que en el Caṕıtulo 2, de-
notaremos por cmáx al máximo costo de un arco y F al mayor numerador o denominador
que aparece en la representación de F . Aśı, el tamaño del input queda definido por los
parámetros m, n, log(cmáx) y log(F ).

3.1. Problema de maximización del ĺıder ante un se-

guidor no adaptativo

3.1.1. Maximización del costo esperado del seguidor

Comenzaremos estudiando el problema de maximización del ĺıder para el caso en que
el seguidor es no adaptativo. En primer lugar analizaremos el objetivo de maximizar el
costo esperado del seguidor, es decir LMPcost

N . En la sección 1.3.1, vimos que el problema
de minimización del evasor en este caso puede ser resuelto en tiempo polinomial, pues se
reduce a calcular un (s, t)-shortest path en el grafo donde el costo de cada arco e ∈ E es
ce + Fπe. Es bien sabido [2] que este problema puede formularse como un problema de
programación lineal cuyo dual está dado por

máx
λ∈RV

λt − λs

s.a. λw − λv ≤ ce + Fπe ∀ e = (v, w) ∈ E.
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Agregando las restricciones asociadas a la distribución π, podemos reformular el problema
LMPcost

N como:

máx
λ∈RV ,π∈RE

λt − λs

s.a. λw − λv ≤ ce + Fπe ∀ e = (v, w) ∈ E∑
e∈E

πe ≤ 1

πe ≥ 0 ∀ e ∈ E.

Se sabe que un problema de programación lineal con una cantidad polinomial de restric-
ciones en el tamaño del input puede ser resuelto en tiempo polinomial [12], de lo cual
concluimos el siguiente resultado:

Teorema 3.1. El problema LMPcost
N puede ser resuelto en tiempo polinomial en grafos

generales.

3.1.2. Maximización de la multa recolectada

A continuación abordaremos el problema de maximizar la multa recolectada ante un
seguidor no adapativo, es decir, LMPfine

N . El problema de decisión asociado es el siguiente:

Dado r ∈ Q, ¿Existen un vector π ∈ QE y un camino P ∗ ∈ Pst tales que

(1)
∑

e∈E πe ≤ 1

(2) π ≥ 0

(3) P ∗ ∈ argminP∈Pst fN,π(P )

y Fπ(P ∗) ≥ r?

Claramente, un certificado para este problema consiste en un vector π ∈ QE y un
camino P ∗ ∈ Pst. Es fácil verificar si π satisface (1) y (2), mientras que (3) se puede
verificar en tiempo polinomial resolviendo FMPN usando a π como input (ver sección
1.3.1). Con esto, hemos probado que el problema pertenece a la clase NP.

En lo que sigue, probaremos que el problema de decisión asociado a LMPfine
N es en

realidad NP-completo. Para ello, nos inspiramos en un trabajo previo de Roch, Savard
y Marcotte [16], en el cual se estudia el problema Stackelberg shortest path, un problema
similar a LMPfine

N . En él, el ĺıder establece una asignación de precios en un subconjunto de
arcos de un grafo. Posteriormente, el seguidor viaja entre dos nodos a través de un camino
que minimiza la suma de los costos de traslado más el precio de los arcos recorridos. El
objetivo del ĺıder es asignar los precios a los arcos de manera de maximizar la recaudación
obtenida del camino que escoge el seguidor.
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Reduciremos desde 3-SAT. Una instancia de 3-SAT corresponde a una fórmula boolea-
na en n variables, definida como la conjunción de m cláusulas, cada una compuesta por la
disyunción de tres literales, donde un literal es una variable o su negación. El problema de
decisión consiste en determinar si existe una asignación de verdad sobre las variables que
sea satisfacible, es decir, que toda cláusula tenga al menos un literal con valor verdadero.

Dada una instancia de 3-SAT con m cláusulas y n variables x1, . . . , xn, construimos
una instancia del problema de decisión asociado a LMPfine

N como se explica a continuación.

El grafo G tendrá arcos simples aśı como también arcos múltiples entre algunos pares
de nodos. La idea de incorporar arcos múltiples es forzar a que en la solución óptima cada
uno de ellos tenga una probabilidad suficientemente pequeña. Por simplicidad, diremos
que un arco es “múltiple” y de “costo” c cuando en realidad corresponda a un conjunto
de arcos, cada uno de costo c, que compartan los mismos nodos de origen y destino.

Por cada cláusula (ui1 ∨ ui2 ∨ ui3) construiremos un subgrafo que da cuenta de los
literales asociados a la cláusula mediante caminos de costo 0 en que uno de sus arcos es
simple, más un cuarto camino formado por un arco múltiple de costo 1, como se ve en la
Figura 3.1.

1

Figura 3.1: Subgrafo para una cláusula (ui1 ∨ ui2 ∨ ui3) arbitraria. Las copias del arco superior tienen
costo 1. Todos los demás arcos tienen costo 0.

Estableceremos como nodo de origen s al primer nodo (en orden topológico) del sub-
grafo asociado a la primera cláusula. Para conectar dos cláusulas consecutivas, se utizarán
dos arcos, uno de ellos múltiple de costo 2 y el otro simple de costo 0. Adicionalmente,
conectaremos un arco múltiple de costo 1 entre cada par de literales en cláusulas distintas
que correspondan a una variable xi y su negación x̄i. Por último, conectaremos la última
cláusula con un arco múltiple de costo 0 a un nodo t, que será el nodo de destino (ver
Figura 3.2).
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s t

1

2

1

2

1

1

1

1
1

1

Figura 3.2: En la figura, a modo de ejemplo, se muestra el grafo correspondiente la fórmula (x1 ∨ x2 ∨
x̄3) ∧ (x̄2 ∨ x3 ∨ x4) ∧ (x̄1 ∨ x̄3 ∨ x̄4). Por simplicidad, sólo se especifican los costos de los arcos de costo
distinto de 0.

Finalmente, nos queda por especificar el valor de la multa F , el parámetro r y la
cantidad de copias que conforman los arcos múltiples entre cada par de nodos según
corresponda. Esta última será la misma para todos ellos, excepto para el arco múltiple
que conecta la última cláusula con t, el cual tendrá una copia menos. Sea k el número
de copias de este último arco. Sea C la suma de los costos de todos los arcos de G,
contando sólo una vez el costo de cada arco múltiple. Definiremos F = (5 + 2C)m − 2,
k = F (3m− 1) + 1 y r = 3m− 2. Como C ≤ m+ 2(m− 1) + (3m)2, se tiene que C,F, k
y r son polinomiales en el tamaño de la instancia de 3-SAT.

La siguiente propiedad se refiere a la instancia de LMPfine
N que acabamos de construir.

Propiedad 3.2. Existen un vector π ∈ QE y un camino P ∗ ∈ Pst que satisfacen (1), (2)
y (3) tales que Fπ(P ∗) ≥ 3m−2 si y sólo si existe una asignación satisfacible para 3-SAT.

Demostración. Supongamos que existen un vector π ∈ QE y un camino P ∗ ∈ Pst que
satisfacen (1), (2) y (3) tales que Fπ(P ∗) ≥ 3m− 2.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que en cada arco múltiple, todas sus
copias tienen la misma probabilidad. En efecto, si πe es la probabilidad mı́nima entre las
copias de un arco múltiple e, podemos reducir la probabilidad de las copias que exceden πe
hasta dejarlas en este valor y el camino P ∗ seguirá satisfaciendo (3) y Fπ(P ∗) ≥ 3m− 2.

Más aún, podemos suponer, también sin pérdida de generalidad, que en cada arco
múltiple de P ∗ distinto del arco final, todas sus copias tienen probabilidad 0. Esto, pues si
e es un arco múltiple de P ∗ tal que sus (k+1) copias tienen probabilidad πe > 0, podemos
reasignar esa cantidad (k + 1)πe de probabilidad agregando k+1

k
πe a la probabilidad de

cada una de las k copias del arco final, con lo cual P ∗ seguirá satisfaciendo (3) y Fπ(P ∗) ≥
3m− 2.
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Sea P el (s, t)-camino que en cada cláusula pasa por el arco múltiple de costo 1 y
entre cada par de cláusulas consecutivas pasa por el arco múltiple de costo 2. Luego,
fN,π(P ∗) ≤ fN,π(P ), es decir,

c(P ∗) + Fπ(P ∗) ≤ c(P ) + Fπ(P ).

De las observaciones anteriores, en cada arco múltiple de P , cada copia tiene probabilidad
a lo más 1

k
. Luego,

c(P ∗) ≤ c(P ) + Fπ(P )− Fπ(P ∗)

≤ 3m− 2 + F

(
3m− 1

k

)
− (3m− 2)

= F

(
3m− 1

k

)
.

Notemos que por definición, F y k satisfacen F (3m − 1) < k. Entonces, la desigualdad
anterior, junto al hecho que ce ∈ Z+ ∀ e ∈ E, implica que c(P ∗) = 0. De esto se desprende
que P ∗ debe tener la siguiente forma: pasa por cada cláusula a través de uno de los tres
caminos de costo 0 y en cada conexión entre dos cláusulas consecutivas pasa por el arco
de costo 0. A partir de esto, construimos la asignación satisfacible para 3-SAT asignando
valor verdadero al literal de cada cláusula asociada al camino por el cual pasa P ∗, y
estableciendo un valor de verdad arbitrario a las variables que eventualmente queden por
asignar. Para concluir, basta probar que esta asignación es factible, i.e. que no existe
una variable que aparezca en dos cláusulas distintas con valores de verdad opuestos. Para
verificar esto, debemos probar que P ∗ no pasa por dos cláusulas distintas cuyos literales
estén asociados a una variable y su negación.

En efecto, para obtener una contradicción, supongamos que ocurre lo anterior. Luego,
existe un arco múltiple e de costo 1 que conecta las cláusulas asociadas ambos literales.
Sea P ′ el camino que resulta de modificar P ∗ al tomar e en vez de los arcos que están
entre ambos literales. Sea ` ≥ 0 el número de cláusulas que P ′ se salta con respecto a
P ∗. Luego, el número de cláusulas en que P ∗ y P ′ coinciden es (m − `), mientras que el
número de arcos que conectan dos cláusulas consecutivas en que ambos caminos coinciden
es (m− `− 2). Además, en cada cláusula, por suboptimalidad del shortest path, el costo
esperado de P ∗ es a lo más el costo esperado de tomar el arco múltiple de costo 1, mientras
que en cada arco que conecta dos cláusulas consecutivas, el costo esperado de P ∗ es a lo
más el costo esperado de tomar el arco múltiple de costo 2. Entonces,

fN,π(P ∗) ≤ fN,π(P ′)

≤ (m− `)
(

1 +
F

k

)
+ (m− `− 2)

(
2 +

F

k

)
+ 1 +

F

k
+
F

k

≤ m

(
1 +

F

k

)
+ (m− 2)

(
2 +

F

k

)
+ 1 +

F

k
+
F

k

= 3m− 3 +
2mF

k
.

De la elección de F y k se tiene que 2mF < k, luego fN,π(P ∗) < 3m− 2, pero fN,π(P ∗) =
Fπ(P ∗) ≥ 3m− 2, lo cual es una contradicción.
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Ahora supongamos que existe una asignación satisfacible para 3-SAT. Entonces cada
cláusula contiene al menos un literal con valor verdadero. Construimos la distribución π de
la siguiente manera: en cada cláusula, asignamos probabilidad 1

F
al arco simple asociado

a uno de los literales que resulte verdadero y C+1
F

a los otros dos. Además, en los arcos
simples de costo 0 que conectan dos cláusulas consecutivas asignamos probabilidad 2

F
, y en

todos los demás arcos de G (que resultan ser exactamente los arcos múltiples) asignamos
probablidad 0. Notemos que F fue escogido de tal forma que la suma de las probabilidades
de todos los arcos en esta asignación es igual a 1. Sea P ∗ el (s, t)-camino definido por los
literales cuya probabilidad es 1

F
y que pasa por los arcos de probabilidad 2

F
entre dos

cláusulas consecutivas. Entonces P ∗ ∈ argminP∈Pst fN,π(P ), pues fN(P ∗) = Fπ(P ∗) =
3m− 2 y cualquier otro (s, t)-camino tiene costo esperado al menos C + 1, excepto por el
camino que resulta de tomar los arcos de costo 1 en cada cláusula y los de costo 2 entre
dos cláusulas consecutivas, cuyo costo esperado es también 3m− 2, pero la fracción de la
multa que recolecta es 0.

A partir de la Propiedad 3.2 hemos probado el siguiente teorema:

Teorema 3.3. El problema de decisión asociado a LMPfine
N es NP-completo.

3.2. Problema de maximización del ĺıder ante un se-

guidor adaptativo

3.2.1. Maximización del costo esperado del seguidor

Ahora nos enfocaremos en el estudio del problema que enfrenta el ĺıder ante un evasor
adaptativo. Al igual que en la sección anterior, comenzaremos estudiando el objetivo de
maximizar el costo esperado del seguidor, es decir, LMPcost

A . Dado P ∈ Pst la función
fA,π(P ) es lineal af́ın en π, aśı podemos reformular este problema como un problema de
programación lineal:

máx
λ∈R,π∈RE

λ

s.a. λ ≤ fA,π(P ) ∀ P ∈ Pst∑
e∈E

πe ≤ 1

πe ≥ 0 ∀ e ∈ E.

(LPcost
A )

Como vimos en la sección 2.5, el problema del evasor adaptativo FMPA admite un FPTAS.
Basándonos en este resultado y en la formulación lineal de arriba, diseñaremos un FPTAS
para LMPcost

A . La ideas que desarrollaremos a continuación siguen de cerca los análisis
publicados por Schulz et al. en [17].

Sea K un poliedro en Rd y ϕ, ν dos enteros positivos. Se dice que K tiene complejidad
de faceta a lo más ϕ si existe un sistema de desigualdades con coeficientes racionales que
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tiene como conjunto solución a K y el largo de la codificación de cada desigualdad del
sistema es a lo más ϕ. Se dice que K tiene complejidad de vértice a lo más ν si existen
conjuntos finitos I y J de vectores racionales tales que K = conv(I) + cono(J) y el largo
de la codificación de cada uno de los vectores en I y J es a lo más ν. Ambos conceptos
están relacionados mediante el siguiente lema:

Lema 3.4 ([9, 6.2.4]). Sea K ⊆ Rd un poliedro.

(a) Si K tiene complejidad de faceta a lo más ϕ, entonces K tiene complejidad de vértice
a lo más 4d2ϕ.

(b) Si K tiene complejidad de vértice a lo más ν, entonces K tiene complejidad de faceta
a lo más 3d2ν.

Un poliedro bien descrito es una tupla (K; d, ϕ), donde K ⊆ Rd es un poliedro cuya
complejidad de faceta es a lo más ϕ.

Supongamos que (K; d, ϕ) es un poliedro racional, bien descrito y acotado en Rd. En
otras palabras, K es un poĺıtopo cuya complejidad de faceta es a lo más ϕ. Sea K̄ una
“aproximación” de K en un sentido arbitrario. Consideremos los siguientes problemas:

Problema de separación aproximada fuerte para el poĺıtopo K y su apro-
ximación K̄ (S-APP-SEP): dado y ∈ Qd, decidir si (i) y ∈ K̄, o (ii) encontrar un
hiperplano que separe a y de K: encontrar c ∈ Qd, con ‖c‖∞ = 1 tal que cTy > cTx
para todo x ∈ K.

Problema de no vacuidad aproximada para el poĺıtopo K y su aproximación
K̄ (APP-NEMPT): (i) encontrar y ∈ K̄, o (ii) determinar que K es vaćıo.

El siguiente teorema, que citamos sin demostración, proviene del hecho que una versión
aproximada del Método del Elipsoide puede ser utilizado con un oráculo para S-APP-SEP
para resolver APP-NEMPT.

Teorema 3.5 ([17, A.6]). Supongamos que existe un algoritmo que puede resolver S-APP-
SEP en tiempo polinomial en d y ϕ. Entonces existe un algoritmo que puede resolver
APP-NEMPT en tiempo polinomial en d y ϕ.

A continuación buscamos aplicar el Teorema 3.5 con el fin de diseñar un FPTAS para
LMPcost

A . Dado ε > 0, nuestro objetivo es encontrar una (1−ε)-aproximación para LMPcost
A

en tiempo polinomial en m, n, log(cmáx), log(F ) y 1/ε. Para ello, definimos el poliedro
Q ⊆ Rm+1 como la región factible del problema de programación lineal LPcost

A :

Q :=

{
(π, z) ∈ Rm × R :

∑
e∈E

πe ≤ 1, πe ≥ 0 ∀ e ∈ E, z ≤ fA,π(P ) ∀ P ∈ Pst

}
.
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Además, para cualquier γ ≥ 0 fijo, sea

Qγ :=

{
π ∈ Rm :

∑
e∈E

πe ≤ 1, πe ≥ 0 ∀ e ∈ E, γ ≤ fA,π(P ) ∀ P ∈ Pst

}
.

En consecuencia, los problemas de separación aproximada fuerte y no vacuidad aproxi-
mada para los poliedros de la forma Qγ, utilizando a Q(1−ε)γ como su aproximación son:

Problema de separación aproximada fuerte para Qγ de una instancia
(G, s, t, c, F ) de LMPcost

A y su aproximación Q(1−ε)γ (S-APP-SEP-Qγ): dado
π ∈ Qm tal que

∑
e∈E πe ≤ 1 y πe ≥ 0 ∀ e ∈ E, decidir si (i) π ∈ Q(1−ε)γ, o (ii)

encontrar un hiperplano que separe a π de Qγ.

Problema de no vacuidad aproximada para Qγ de una instancia (G, s, t, c, F )
de LMPcost

A y su aproximación Q(1−ε)γ (APP-NEMPT-Qγ): (i) encontrar π ∈
Q(1−ε)γ, o (ii) determinar que Qγ es vaćıo.

A continuación estimaremos la complejidad de faceta de Q y Qγ. Recordemos que el
largo de la codificación de un entero k ∈ Z se define como 〈k〉 := dlog(|k|+ 1)e+ 1. Bajo
esta definición, las desigualdades

∑
e∈E πe ≤ 1 y πe ≥ 0 se pueden codificar en 2m + 3 y

m + 3 bits respectivamente. Por otro lado, dado P ∈ Pst, la desigualdad z ≤ fA,π(P ) se
puede codificar en ∑

e=(v,w)∈P

〈
F + SPc(w, t)− c(P [w, t])

〉
+ 〈1〉+ 〈c(P )〉

bits. No es dif́ıcil verificar que

〈
F + SPc(w, t)− c(P [w, t])

〉
≤ 4 + log(n) + log(cmáx) + log(F ) ∀ e = (v, w) ∈ P .

〈c(P )〉 ≤ 3 + log(n) + log(cmáx).

Con esto, se obtiene que∑
e=(v,w)∈P

〈
F + SPc(w, t)− c(P [w, t])

〉
+ 〈1〉+ 〈c(P )〉 ≤ n (5 + log(n) + log(cmáx) + log(F )) .

De lo anterior, la complejidad de faceta de Q es a lo más

ϕ = 2m+ 3 + n (5 + log(n) + log(cmáx) + log(F )) .

Análogamente se puede mostrar que la complejidad de faceta de Qγ es a lo más

2m+ 6 + n (5 + log(n) + log(cmáx) + log(F )) + 〈γ〉 .

Cuando la complejidad de faceta de Qγ está acotada polinomialmente por m, n,
log(cmáx) y log(F ), el Teorema 3.5 implica el siguiente teorema:
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Teorema 3.6. Fijemos ε > 0. Sea γ ≥ 0 tal que el largo de su codificación está polinomial-
mente acotado por m, n, log(cmáx) y log(F ). Supongamos que S-APP-SEP-Qγ puede ser
resuelto en tiempo polinomial en m, n, log(cmáx), log(F ) y 1/ε. Entonces, APP-NEMPT-
Qγ puede ser resuelto en tiempo polinomial en m, n, log(cmáx), log(F ) y 1/ε.

Observación: si bien el Teorema 3.5 sólo nos permite concluir a priori que APP-
NEMPT-Qγ puede ser resuelto en tiempo polinomial en m, n, log(cmáx) y log(F ), una
revisión cuidadosa de su demostración nos permite afirmar también la polinomialidad en
1/ε.

Utilizando el FPTAS para FMPA dado por el Algoritmo 5, es posible resolver S-
APP-SEP-Qγ en tiempo polinomial en m, n, log(cmáx), log(F ) y 1/ε, como lo muestra el
siguiente lema:

Lema 3.7. Fijemos ε > 0. Sea γ ≥ 0 tal que el largo de su codificación está polino-
mialmente acotado por m, n, log(cmáx) y log(F ). Entonces APP-NEMPT-Qγ puede ser
resuelto en tiempo polinomial en m, n, log(cmáx), log(F ) y 1/ε.

Demostración. Sean ε > 0 y π ∈ Rm tal que
∑

e∈E πe ≤ 1 y π ≥ 0. Consideremos el Algo-
ritmo 5, el cual es un FPTAS para FMPA, y ejecutémoslo en la instancia (G, s, t, c, F, π, ε).
Llamemos P̄ al camino obtenido y P ∗ al camino óptimo. Luego, si fA,π(P̄ ) ≥ γ, entonces
para todo P ∈ Ps,t, se tiene que

γ ≤ fA,π(P̄ ) ≤ (1 + ε)fA,π(P ∗) ≤ (1 + ε)fA,π(P ),

con lo cual (1− ε)γ ≤ fA,π(P ), es decir, π ∈ Q(1−ε)γ. Por otro lado, si fA,π(P̄ ) < γ, para
todo π′ ∈ Qγ se cumple que

fA,π(P̄ ) < γ ≤ fA,π′(P̄ ).

Luego, dado ε > 0, el Algoritmo 5 nos permite resolver S-APP-SEP-Qγ en tiempo poli-
nomial en m, n, log(cmáx), log(F ) y 1/ε. Del Teorema 3.6, se tiene que APP-NEMPT-Qγ

puede ser resuelto en tiempo polinomial en m, n, log(cmáx), log(F ) y 1/ε.�

A continuación proponemos el siguiente algoritmo como FPTAS para LMPcost
A . Para

ello, sea A un algoritmo que dado ε > 0, resuelve APP-NEMPT-Qγ en tiempo polinomial
en m, n, log(cmáx), log(F ) y 1/ε. La existencia de este algoritmo está garantizada por el
Lema 3.7.
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Algoritmo 6 FPTAS para LMPcost
A en grafos generales.

1: Calcular SPc(v, t) para todo v ∈ V .
2: Sean

a← 4(m+ 1)2 (2m+ 3 + n (5 + log(n) + log(cmáx) + log(F ))) (3.1)

A← 2a (3.2)

∆← (2A)−2 . (3.3)

3: Usando A, encontrar γ̄ ∈ Q v́ıa búsqueda binaria en [0, F + (n− 1)cmáx] tal que Qγ̃+∆

es vaćıo, pero Q(1−ε)γ̃ es no vaćıo. Sea π̄ el vector que A encuentra en Q(1−ε)γ̃.
4: Encontrar p, q ∈ Z tales que

1 ≤ q ≤ 2A y

∣∣∣∣γ̄ − p

q

∣∣∣∣ < 1

2Aq
. (3.4)

5: Usar A para resolver APP-NEMPT-Qp/q. Si A encuentra un vector en Q(1−ε)p/q, de-
notamos a ese vector por π̂.

6: Si A encuentra un vector π̂ en Q(1−ε)p/q en el paso 5, y p
q
> γ̄, entonces retornar

(π, z) = (π̂, (1− ε)p/q).
7: En cualquier otro caso, retornar (π, z) = (π̄, (1− ε)p/q).

Ahora probaremos la correctitud del Algoritmo 6. Denotemos por z∗ al valor óptimo
de LMPcost

A . En primer lugar, estableceremos que el algoritmo está bien definido mediante
las siguientes afirmaciones:

1. El interavalo de la búsqueda binaria del paso 3 es válido. Sabemos que para todo
vector π ∈ Qm tal que

∑
e∈E πe ≤ 1 y πe ≥ 0 ∀ e ∈ E, se cumple que 0 ≤ fA,π(P ) ≤

F + SPs,t ≤ F + (n − 1)cmáx ∀ P ∈ Pst, por lo que z∗ se encuentra en el intervalo
[0, F + (n− 1)cmáx].

2. El largo de la codificación de todo valor de prueba γ̄ obtenido de la búsqueda binaria
en el paso 3 está acotado polinomialmente por m, n, log(cmáx) y log(F ). Como la
búsqueda binaria del paso 3 se lleva a cabo en el intervalo [0, F + (n− 1)cmáx], el
numerador y denominador de cada valor de prueba γ̄ es no negativo. Además, la

búsqueda binaria del paso 3 efectúa
⌈
log
(
F+(n−1)cmáx

∆

)⌉
+1 iteraciones. Esto implica

que el denominador de cada valor de prueba γ̄ es a lo más

2

⌈
log
(
F+(n−1)cmáx

∆

)⌉
+1 ≤ 2

2+log
(
F+(n−1)cmáx

∆

)
≤ 4 (F + (n− 1)cmáx)

∆
.

Como la búsqueda binaria se lleva a cabo en el intervalo
[
0, F +

∑
e∈E ce

]
, el nume-

rador de cualquier valor de prueba γ̄ es a lo más 4(F+(n−1)cmáx)2

∆
. La afirmación sigue

de (3.1) - (3.3).
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3. El largo de la codificación de los enteros p y q calculados en el paso 4 está acotado
polinomialmente por m, n, log(cmáx) y log(F ). Por (3.4), y como A ≥ 1 y γ̄ ∈
[0, F + (n− 1)cmáx], se tiene que

p < γ̄q +
1

2A
≤ 2A (F + (n− 1)cmáx) + 1

p > γ̄q − 1

2F
≥ −1

2
.

Luego, |p| < 2A (F + (n− 1)cmáx) + 1. Como q ≤ 2A, la afirmación sigue de (3.1) -
(3.3).

Finalmente, el siguiente lema muestra que el Algoritmo 6 retorna una (1−ε)-aproximación
de LMPcost

A .

Lema 3.8. El Algoritmo 6 retorna un par (π, z) tal que π ∈ Rm es una solución factible
de LPcost

A y z ≥ (1− ε) z∗.

Demostración. En primer lugar, probaremos que máx {p/q, γ̄} ≥ z∗, considerando dos
casos:

1. γ̄ < z∗ < γ̄ + ∆. Consideremos p y q calculados en el paso 4 del algoritmo. Como
para todo vector π ∈ Qm tal que

∑
e∈E πe ≤ 1 y πe ≥ 0 ∀ e ∈ E, fA,π toma valores

racionales y z∗ ∈ [0, F + (n− 1)cmáx], se tiene que z∗ = r
s

para algún r ∈ Z≥0

y s ∈ Z>0. Además, la complejidad de faceta de Q es a lo más ϕ = 2m + 3 +
n (5 + log(n) + log(cmáx) + log(F )). Luego, del Lema 3.4, la complejidad de vértices
de Q es a lo más 4(m+ 1)2ϕ, y por lo tanto s ∈ (0, 2a) = (0, A). Como

r

s
− γ̄ = z∗ − γ̄ < ∆ =

1

(2A)2
≤ 1

2Aq
,

se tiene que ∣∣∣∣pq − z∗
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣pq − r

s

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣pq − γ̄
∣∣∣∣+
∣∣∣γ̄ − r

s

∣∣∣ < 1

Aq
<

1

sq
.

Luego, z∗ = p
q
, con lo cual máx {p/q, γ̄} ≥ z∗.

2. z∗ ≤ γ̄. Claramente, máx {p/q, γ̄} ≥ z∗.

A partir de lo anterior, mostramos ahora que la solución (π, z) que retorna el algoritmo
es factible para LPcost

A y que z ≥ (1− ε)z∗. Consideremos los siguientes casos:

1. p/q > γ̄. En este caso, se tiene que p/q ≥ z∗. Consideremos el output de A en el
paso 5 del algoritmo:
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(a) A encuentra π̂ ∈ Q(1−ε)p/q. Entonces, (π, z) = (π̂, (1 − ε)p/q) es factible y
z = (1− ε)p/q ≥ z∗.

(b) A retorna que Qp/q es vaćıo. Luego, z∗ < p/q. Por los argumentos de arriba, se
tiene que z∗ ≤ γ̄. Entonces, (π, z) = (π̄, (1− ε)γ̄) es factible y z = (1− ε)γ̄ ≥
(1− ε)z∗.

2. p/q ≤ γ̄. En este caso, tenemos que z∗ ≤ γ̄. Luego, (π, z) = (π̄, (1− ε)γ̄) es factible
y z ≥ (1− ε)z∗.

Análisis de complejidad. Ahora analizamos el tiempo de ejecución del Algoritmo 6. El

algoritmo hace un total de O
(

log
(
F+(n−1)cmáx

∆

))
llamadas a A, el cual corre en tiempo

polinomial en m, n, log(cmáx), log(F ) y 1/ε en cada llamada. De (3.1) - (3.3), sigue que el
tiempo total de ejecución de A en el Algoritmo 6 es polinomial en m, n, log(cmáx), log(F )
y 1/ε. Usándo el método de fracciones continuas [9, pp. 134-137], encontrar enteros p y q
que satisfacen (3.4) en el paso 4 del algoritmo puede hacerse en tiempo polinomial en m,
n, log(cmáx) y log(F ). Por lo tanto, el Algoritmo 6 corre en tiempo polinomial en m, n,
log(cmáx), log(F ) y 1/ε.

Teorema 3.9. Existe un FPTAS para LMPcost
A .

3.2.2. Maximización de la multa recolectada

La pregunta por la complejidad del problema de maximización del valor esperado de la
multa recolectada ante un seguidor adaptativo (LMPfine

A ) permanece abierta. No obstante,
creemos que el hecho de que el problema de decisión asociado a LMPfine

N sea NP-completo
debiese ser una evidencia de que el problema de decisión asociado a LMPfine

A sea al menos
tan dif́ıcil. Se intentó una demostración de la NP-completitud para este problema mediante
la misma reducción desde 3-SAT hecha para LMPfine

N , y si bien fue posible la construcción
de un asignación satisfacible a partir de una distribución π ∈ QE y un camino P ∗ ∈ Pst
que satisfacen (1), (2) y (3) tales que Fπ(P ∗) ≥ 3m − 2 como en la Propiedad 3.2, la
rećıproca no prosperó.
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