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DISTRIBUCIONES CUASI-ESTACIONARIAS PARA EL PROCESO DE BESSEL EN EL
INTERVALO (0, 1]

En la presente tesis se estudian las distribuciones cuasi-estacionarias para el proceso de Bessel
en el intervalo (0, 1]. Este proceso corresponde a una difusiéon uni-dimensional con coeficiente
de drift singular en 0, la cual se extingue al llegar a 1.

Debido a la naturaleza del problema, se hace un estudio sobre difusiones uni-dimensionales,
tocando temas tales como condiciones de explosion, existencia y unicidad. Posteriormente
se trata el problema en cuestion. La principal herramienta consiste en una representacion
espectral adecuada para el nicleo de transicion del proceso de Bessel, obtenido a partir del
Movimiento Browniano en la bola unitaria que se extingue al llegar a la frontera. Se demuestra
que existe una Unica distribucién cuasi-estacionaria para el proceso, que ademas resulta ser
su limite de Yaglom.

Se tocan algunos topicos adicionales sobre el proceso de Bessel tales como su tipo de fron-
tera y operadores diferenciales asociados. Esto dara orientaciéon a una posible generalizacion
de estos resultados a difusiones més generales.
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Introducciéon

El concepto de distribuciéon cuasi-estacionaria (o q.s.d. por sus siglas en inglés) ha con-
citado el interés de la comunidad matematica dentro de la teoria de Probabilidades pues se
presenta como el andlogo a las distribuciones estacionarias para procesos que se extinguirdan
casi-seguramente. Esto permite modelar una vasta gama de fenémenos, como por ejemplo,
dindmicas de poblaciones (vea [15] y [3]).

En el estudio de distribuciones cuasi-estacionarias ha resultado provechoso restringirse a
determinados contextos. En Collet, Martinez & San Martin [6], capitulo 6, se estudia este
objeto en difusiones uni-dimensionales de la forma:

dXt = —Oé(Xt)dt + dBt,

donde a € C*([0,b]). En este caso, el proceso X vive en [0,b] y es absorbido en los estados
{0,b}. En [6] se demuestra que existe una unica distribucion cuasi-estacionaria para X, la
cual también resulta ser su limite de Yaglom.

Resulta natural entonces preguntarse por difusiones de la forma:

donde ¢ € C*(0,1] y posee una singularidad en 0. Suponemos que esta difusién vive en (0, 1]
y se extingue al llegar a {1}. En este contexto, el proceso de Bessel en (0, 1], absorbido en
1, es una de estas difusiones (teorema , por lo que entender este modelo arrojaré luces

sobre )

El objetivo de esta tesis es el estudio de distribuciones cuasi-estacionarias para el proceso
de Bessel en (0,1]. Se trabajara en procesos de Bessel de orden = d/2 — 1 para d > 2
entero (vea [2] y (3.9)), los cuales corresponden a la norma euclidiana de un movimiento
Browniano d-dimensional. Se demostraré que para esta difusiéon existe una tinica distribucion
cuasi-estacionaria v, la cual es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue.
Adicionalmente, v resulta ser el limite de Yaglom para el proceso. La principal herramienta
a usar consiste en una representacion espectral adecuada para el nicleo de transicion del
proceso de Bessel, obtenida a partir del movimiento Browniano en la bola unitaria que se
extingue al llegar a la frontera.

Con el fin de entender el contexto de , se hace una revision bibliografica sobre ecuaciones
diferenciales estocésticas en una dimension. En los teoremas y se dan condiciones
de existencia y unicidad para estas ecuaciones. En la seccion se introduce el concepto
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de solucién en un intervalo y se define el tiempo de explosiéon como el momento en que la
difusion escapa del intervalo. Luego, en la seccion se dan condiciones para que haya
o no haya explosion, entre las que destaca el Test de Feller (teorema . Finalmente, en
la seccion [2.3.2] se presentan criterios para estudiar por donde explotara la difusion. Esto
sentard la bases para trabajar con distribuciones cuasi-estacionarias, dando herramientas
para el estudio correcto de y, en consecuencia, del proceso de Bessel.

Este documento se organiza de la siguiente forma. En el capitulo 1 se exponen conceptos
preliminares que seran usados a lo largo del documento. En el capitulo 2 se estudiaran
exhaustivamente algunos aspectos sobre las difusiones uni-dimensionales. En el capitulo 3 se
demuestra el resultado principal de esta tesis, ademés de tratar algunos topicos adicionales
sobre el proceso de Bessel tales como su tipo de frontera y operadores diferenciales asociados.
Vale la pena recalcar que el trabajo original de esta tesis consiste en el capitulo 3.



Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se enunciaran las principales nociones y herramientas a emplear en
esta tesis. Se omitiran las demostraciones, pues este material se encuentra bien desarrollado
en la literatura.

Para comenzar, daremos nociones bésicas sobre la teorfa de Semigrupos y como estos se
relacionan con Procesos de Markov. La formalizacion de estos conceptos seré el punto de
partida en el estudio de distribuciones cuasi-estacionarias. En segundo lugar, presentaremos
algunas herramientas del Célculo Estocastico que seran utilizadas en el Capitulo 2, entre las
que destaca una generalizacion de la Formula de It6 y el concepto de Ecuacion Diferencial
Estocastica. En la seccién final se expondran resultados béasicos sobre Distribuciones Cuasi-
Estacionarias, para finalizar con la revision de un caso particular: difusiones regulares en un
intervalo acotado.

1.1. Semigrupos y Procesos de Markov

Lo que sigue se puede encontrar en Williams & Rogers [13] y Blumenthal & Getoor [1]. A
continuacion, considere un espacio medible (£, &).

Definicion 1.1 La familia de kernels {P,}i>o se llamard funcion de transicion si

P ExE—[0,1]
(2,T) = Py(z,T)

e Vt>0, x€FE, Plx,-) esuna medida de subprobabilidad en £.
e Vt>0,I'e& x> Plx,I') es £- medible
e Vs, t >0,z e E, IT'e&



(E, &) representa al espacio de estados para un proceso. A su vez, P,(z,I') se interpreta
como la probabilidad de llegar de x a T" en ¢t unidades de tiempo. La ecuacion ([1.1)) se conoce
como Fcuacion de Chapman-Kolmogorov.

Una funcion de transicion { P, }+>o se denominara honesta, markoviana o conservativa
si P(x,E) =1Vt >0, x € E. Asuvez, se dird que { P, };>o es normal si Py(z,-) = 6,(-) Vx €
E. Denote por M;(&) al espacio de funciones f : E — R que son £/B(R) medibles y
acotadas. M(€) es un espacio de Banach con la norma ||f||ec = sup,cp |f(x)| < oco. Para
{P; }1>0 funcion de transicion y f € M,(E), defina:

Pf(a) = / f@)P(x.dy),  z€E. (1.2)

Comenzando por funciones indicatrices, se puede demostrar que P, f € M, (E). De esta forma,
cada funcion de transicion induce una familia de operadores P, : M,(E) — M, (E). Esta
familia sera lo que se conoce como Semigrupo Sub-markoviano.

Definicion 1.2 La familia (P;)i>0 € L(My(E), My(E)) se llamard Semigrupo Submar-
koviano s

(i) VfeME) 0<f<1=0<PFf<1

(’l'l) VS,tZO Ps+t:PsPt
(i5i) Yt >0  fo, \y0= P.f, \, 0

La condicion (ii) se conoce como propiedad del semigrupo. No es dificil ver que
(1.2) efectivamente define un semigrupo sub-markoviano. Por otro lado, un semigrupo sub-

markoviano siempre proviene de una funcién de transicion, como lo senala el siguiente teore-
ma.

Teorema 1.3 Para (P,)i>o semigrupo sub-markoviano, defina Py(x,T") := P 1r(x). Entonces,
P,(z,T) es una funcion de transicion tal que:

Pif(x) = [Ef(y)Pt(x,dy)

Vi e M), t >0, x € E. Ademds, esta funcion de transicion es la unica que permite
representar al semigrupo.

Ejemplo Considere como espacio medible (R%, B(R?)). Se define para x € RY y I' € B(R?):

2
oty Pexp (=) gy s> o0

P(z,T) = /F< ™) eXp( 2t v (1.3)
5.(T) sit=0

donde |y| = (X%, 42)"/? es la norma euclidiana. P,(z,T) es una funcién de transicion y

corresponde a P, (B; € T'), donde B; es un Movimiento Browniano d-dimensional. Note
que para t > 0 la medida P;(z,.) posee una densidad p;(x,y) con respecto a la medida de
Lebesgue. Asi:

Pif(r) = . f)pe(x, y)dy. (1.4)
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En lo que sigue, sea (X, ||.||) un espacio de Banach.

Definicion 1.4 La familia (P;)i>o € L(X, X) serd llamada Semigrupo de Contraccion
S84

(1) Vt=0 ||R|[ <1
(’l'l) \V/S,tZO Ps+t:PsPt

Mas ain, se llamard Semigrupo de Contraccion Fuertemente Continuo (SCCSG por
sus siglas en inglés) si

(i) Vf e X ||P.f — fl| — 0 cuando t — 0.

Esta nocién de semigrupo posee una estrecha relaciéon con ecuaciones diferenciales parabo-
licas (vea por ejemplo [4] y [9]). Para nuestros propositos, seré de gran utilidad pues permite
introducir la nocién de generador infinitesimal.

Definicion 1.5 Considere a (P;)i>o un SCCSG en X . Se define el generador infinitesimal
de (Py)i>0 como

Gf = Hmm7

R — (1.5)

donde el limite es en X y f es tal que el limite existe. Se define el dominio del generador
como D(G) :=={f € X | limpo Ph{;f existe }.

Es directo ver que D(G) es un subespacio vectorial y G : D(G) — X es un operador lineal
no acotado. A continuacién, se enunciaran algunas propiedades de G.

Proposiciéon 1.6 En el contexto anterior:

(i) (G,D(G)) es un operador cerrado y densamente definido.
(i) Si f € D(G), entonces P.f € D(G) para todot > 0 y el mapeo t — P, f es diferenciable.
(iii) Si f € D(G), denotamos por L P,f a la derivada de t — P,f evaluada en t. Se tiene
entonces que :

d
aR&f = Ptgf = gPtf (1-6)

para todo t > 0.
(i) Si f € D(G), entonces:

Bf—f= /0 PG fds — /0 GP,fds (L.7)

para todo t > 0.

En la teoria de Semigrupos, resulta clave el Teorema de Hille-Yosida-Phillips (vea teorema
3.4.4 de Haraux & Cazanave [4]) el cual caracteriza a los operadores no acotados que son
generadores de semigrupos.



Ejemplo Continuando con el ejemplo anterior, considere X = Cy(R?), el espacio de funcio-
nes continuas de R? a R tales que desvanecen en el infinito. X es un espacio de Banach bajo
la norma uniforme. El semigrupo (P;);>o definido en resulta ser un SCCSG en X. En el
caso d = 1, su generador resulta ser G = 1A con D(G) = {f € X | Af existe y estd en X}.

La nocién de semigrupo esté directamente relacionada con los Procesos de Markov a tiem-
po continuo. En efecto, la ecuacion de Chapman-Kolmogorov ((|1.1))) sugiere cierta pérdida
de memoria para el proceso. En lo que sigue, considere un espacio de probabilidad (€2, M, P)
dotado de una filtracion {M;};>¢ en M.

Definicién 1.7 (Primera definicion) Sea X = (X;)i>0 un proceso estocdstico definido en
(Q, M, My, P), adaptado a M, y a valores en (E,E). X se dird Proceso de Markov con
funcion de transicion honesta Py(x, A) si:

Vs,t >0, f € My(E) E[f(Xosr)|M,] = P.f(X). (1.8)

La ecuacion (|1.8)) sugiere que bajo la informacion que provee My, la ley de la transicion
en s unidades de tiempo esta determinada por el operador P,. Note que esta transiciéon no
depende de t.

Esta definicion resulta insuficiente para muchas aplicaciones, pues considera una tnica
medida de probabilidad. En general, se buscara que el proceso comience de un punto arbitra-
rio, dando origen a miltiples medidas de probabilidad. La siguiente definiciéon nos brinda esta
y mas herramientas. Entre ellas, se hace cargo del problema de explosion para un Proceso de
Markov. En lo que sigue considere T = [0, 00].

Definiciéon 1.8 (Segunda definicion) X = (Q, M, M, Xy, 0;,P*) se dird Proceso de Mar-
kov a valores en (E, &) si cumple:

Axioma 0:

Considere En == EU{A} yEx =0(E)
(Q, M) es un espacio medible y {M; : t € T} una filtracion en (2, M). Considere un
punto wa € €.

{X; : t € T} es una coleccion de funciones Xy : Q — Ea tal que para todo w, si
Xi(w) = A, entonces Xs(w) = A Vs > t. Ademds, X es constante igual a A y
XO(WA) =A.

{0; : t € T} es una coleccion de funciones 6; : @ — Q tal que Oy (w) = wa.

{P*}ser, €s una familia de medidas de probabilidad en (2, M).

Axioma R:

o VteT: X, es M;/En medible.
e VB &, t>0, z— P*X; € B) es& medible.
o PA(Xy=A) =1.

Axzioma H:



e Para todot,h e T: X;o060,=X;;.
Azioma M: (Propiedad de Markov)

e Vx e Ea,Beépryt,seT:
P*(X;.s € BIM,) = P*O(X, € B). (1.9)

El estado A corresponde a un estado de extincion. Se diré que el proceso X explota cuando
llega a A. De esta forma, se define el tiempo de explosion para X como:

Ci=Mf{t >0 X, = A}. (1.10)

Para x € Ea, se suele interpretar a P* como la medida del proceso X al comenzar en =x.
Esto no se desprende de la definicién anterior, por lo que es necesario introducir el siguiente
concepto.

Definiciéon 1.9 Un Proceso de Markov X = (0, M, My, Xy, 0, P*) se dird Normal siVx €
E, {z} e yP*(Xy=12)=1.

En lo que sigue, considere un Proceso de Markov X = (2, M, M,, X;,0;,P*) a valores en
(E,E).

Proposicién 1.10
(i) Vf € My(En), t €T x— E*[f(X})] es Ea medible.
(11) Bajo el Azioma 0, R y H, Azioma M es equivalente a :
E*[f (Xiys)Mi] = EXO[f(X,)] (1.11)
Ve € Epn, s,t€eT, f € Mb(gA)

A cada proceso de Markov se le puede asociar un semigrupo. Este semigrupo (junto con
la ley inicial) determina de forma tnica a la ley del proceso.

Teorema 1.11 Considere
Ni(z, A) :=P*(X, € A) (1.12)

parat >0, x € Ex y A € En. Entonces :
(i) {Ni}i>0 es una funcion de transicion en (Ea,En).
(1)) Vt >0, € E, f € My(Ea) :

E*[f(X¢)] = Nef (). (1.13)
Asi, (1.13)) define un semigrupo markoviano.

La ecuaciéon se puede generalizar a funcionales de toda la trayectoria. A esto se le
llamara la Propiedad de Markov. Defina las o-algebras Fy := (X, : s < t) parat > 0
y F° :=o0(Xs : s € T). Empleando el Axioma R junto al Teorema de la Clase Mono6tona
Funcional, se puede demostrar que x — E*(Y) es £4 medible para todo Y € M, (F°).
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Teorema 1.12 (Propiedad de Markov) Va € Ea, t € T, Y € My(F°):

E*[Y o 6| M,] = EXV[Y]. (1.14)

La generalizacion de esta propiedad a M;-tiempos de parada se conoce como la Propie-
dad de Markov Fuerte. En lo que sigue, se denota por £X a la completacion universal de
En (vea [1] pag. 26).

Definicion 1.13 Se dird que X = (Q, M, My, Xy, 0, P*) posee la Propiedad de Markov
Fuerte si para todo M;-tiempo de parada T':

o XT € MT/(.C:Z
o Vf e ./\/lb(gA), t>0, x € En:

E°[f (Xepr) M) = EXD[£(X,)] (1.15)

Si X posee esta propiedad, se dirda que X es un Proceso de Markov Fuerte. Si asi lo
fuera, la ecuacion (|1.15)) se puede generalizar a funcionales Y € M (F°) (vea proposicion 8.4
en [1]).

Definicion 1.14 Sea Ea un espacio métrico tal que B(EA) C Ea. Se dird que X es quasi-
left-continuous si para todo tiempo de parada T :

[ ] XT € MT/(.C:Z

o V(7)) nen secuencia creciente de tiempos de parada con limite T, se tiene que X (1,) —
X(T) cast seqguramente en {T < (}.

Todas las definiciones anteriores se funden en la nocién de Proceso Estandar. Este tipo
de proceso es suficientemente rico como para solucionar multiples problemas técnicos y a la
vez, suficientemente general como para cubrir una gran gama de aplicaciones.

Definicién 1.15 Un proceso de Markov normal X = (Q, M, My, Xy, 0;,P*) a valores en
(E,€) se dird Proceso Estandar si:

(i) E es un espacio topoldgico localmente compacto y de base numerable (LCCB), con
E = B(E). Considere a Ex dotado de la topologia de la compactificacion en un punto.
(ii) My = My = M. Donde M, es la completacion construida en [1], pdgina 26 y 27.
(i1i) La trayectorias t — Xi(w) son continuas por la derecha en [0,00) y poseen limite por
la izquierda casi sequramente en [0, ().
(iv) X es Markov Fuerte.

(v) X es quasi-left-continous.

Sea (P;)¢>0 un semigrupo submarkoviano. Empleando el teorema de Kolmogorov, se puede
construir un proceso de Markov X (bajo la definicion que tenga a P, como semigrupo
asociado. De mayor complejidad resulta demostrar, bajo ciertas condiciones de regularidad,
que se puede construir un Proceso Estandar X que tenga a (P;):>o como semigrupo asociado.
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Teorema 1.16 Sea E un LCCB y £ = B(E). Denote por Co(FE) al espacio de funciones
continuas que se desvanecen en el infinito. Sea Pi(x, A) una funcion de transicion en (E,E)
con semigrupo asociado (P;)i>o tal que:

(it) P, : Co(E) — Co(E) Vt>0.
(i) Vf € Co(E) ||Pif — flloo —> 0 cuando t — 0.

Entonces, eziste un proceso estindar X con funcion de transicion Py(x, A).

1.2. Elementos de Calculo Estocastico

Lo que sigue se puede encontrar en Karatzas & Shreve [11], capitulo 3. Considere un entero
d > 1, un espacio de probabilidad (2, F,P) y {F;}+>0 una filtracion en F.

Definicién 1.17 Sea p una medida de probabilidad en R?. Un proceso W = {W;, F;0 <
t < oo} adaptado, a valores en R, se dird Movimiento Browniano de ley inicial p si:

(i) W posee trayectorias continuas.
(ii) P(Wy € T) = u(T) para todo T € B(RY).
(11i) VO < s <t W;— Wy es independiente de Fs.

(iv) YO < s <t Wy— Wy posee una distribucion normal multivariada de media 0 y cova-
rianza (t — s)1.

Sid = 1, se hablara de movimiento Browniano unidimensional. Ademas, si ;1 = g se dira
que W es un movimiento Browniano estandar. Note que esta definiciéon involucra también
a la filtracion.

Definicion 1.18 Sea X := {X;, F;;0 <t < 00} un proceso a trayectorias continuas tal que
Xo = 0 c.s. Suponga que existe una secuencia creciente (T,,)nen de {F;} tiempos de parada
tales que:

{Xinr,, F1;0 <t < 00} es una martingala (1.16)

Vn > 1 y tales que Pllim,,_,o T, = oo] = 1. Entonces, se dird que X es una martingala
local continua, lo cual se escribe como X € Mo,

1.2.1. Representacién de Martingalas Locales

Los siguientes teoremas nos permiten representar martingalas locales como integrales es-
tocésticas o cambios de tiempo del movimiento Browniano. Para esto, seré clave introducir la
nocion de extension de espacio de probabilidad. Con esta idea buscamos hacer aparecer
un movimiento Browniano independiente en nuestro proceso. En esta secciéon asumimos que
todas las filtraciones de partida cumplen las condiciones usuales.



Sea X = {X;, F;;0 <t < oo} un proceso adaptado , definido en un espacio (£, F,P). Sea
ademas, (Q }" ]P’) otro espacio de probabilidad con un movimiento Browniano d—dimensional

_{Bt,}"t,0<t<oo} Se define: Q:=QxQ, G:=F@F, P=PP, G :=F F.
Resulta que {Qt}t>0 es una filtracion en G que quizas no cumple las condiciones usuales.
Sea N la coleccion de P- despremables de é entonces se define .7-} = Ngnt a(gs UN) y
F = a(g UN). Se puede probar que {E}t>0 es una filtracion en F que cumple las condiciones
usuales. Ademés, se define ¥(w, @) €

Xi(w,w) = Xy(w) Bi(w,w) = By(w)

B:={B,F;0<t<oo}yX:={X;, F;0<t<oo}son procesos adaptados. Es mas, B es
un Movimiento Browniano d-dimensional independiente de X. Ademas, la ley de X es igual
ala de X.

El siguiente teorema caracteriza a las martingalas locales con variaciéon cuadratica abso-
lutamente continua como integrales estocasticas. Esto sera fundamental para demostrar el
teorema 2.9

Teorema 1.19 Sea M = {M;, F;0 < t < oo} una martingala local continua defini-
da en (0, F,P) tal que t — (M), es absolutamente continua. Entonces, existe una ez-
tension (Q, F, P) de (Q, F,P) en donde existe un movimiento browniano uni-dimensional
= {W,, F;0 < t < 00} y un proceso X = {X;, F1;0 < t < oo} medible y adaptado tal
que:
(i) VO<t < oo P[ff X2ds < oo =1
(ii) P-c.s. YO <t < 00 :

t
Mt:/ X, dW, (1.17)
0

(ii) P-c.s. YO < t < 00 :

t
M>t:/ X2ds (1.18)
0

El siguiente teorema nos dice que toda martingala local tal que (M), = co es un cambio
de tiempo del movimiento Browniano.

Teorema 1.20 (Dambis, Dubins, Schwarz) Sea M = {M;, F;;0 < t < oo} € M*¢ definida
en (2, F,P) tal que limy_,oo(M); = +00  P-c.s. Defina:

T(s):=f{t>0] (M), > s}, 0<s<oo

Entonces, el proceso By := Mrp(s), Gs := Fr(s) es un movimiento browniano estdndar. Ade-
mds, P-c.s.
M, = By, V0<t<oo (1.19)

Podemos debilitar la hipétesis sobre el limite de la variacion cuadratica.

Teorema 1.21 Sea M := {M,;, F;;0 <t < oo} € Metee definida en un espacio (Q, F,P).
Entonces, existe una extension (Q, F,P) y un movimiento Browniano B alli tal que P-c.s.

Mt:B<M>t V0 <t < oo.
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1.2.2. Tiempo Local para el Movimiento Browniano

Considere la familia Browniana en una dimension: {W;, F;;0 < t < oo}, (2, F), {P*}.er
donde {F; }+>0 es la interseccion de todas las aumentaciones F;' para medidas finitas. Se tiene
que esta filtracion es continua por derecha.

Definicion 1.22 Sea B € B(R). Se define el tiempo de ocupacion de B como:

Iy(B) = /Ot 15(W,)ds

Note que I'4(B) = A ({0 < s <t | W, € B}), donde ) es la medida de Lebesgue. Asi, I';(B)
mide la cantidad tiempo que ha estado W en el conjunto B en el horizonte de tiempo [0, ¢].
Veremos que I';(e) posee una densidad con respecto a la medida de Lebesgue, la cual sera
conocida como tiempo local.

Definicion 1.23 Sea L = {Li(z,w) | t € [0,00), z € R, w € Q} un proceso a valores en
[0,00) tal que para todo par (t,x) , Li(x) es una variable Fi-medible. Se dird que L es un
tiempo local para el movimiento Browniano si existe un Q* € F tal que P*(Q2*) = 1
para todo z € R y tal que:

(i) Yw e Q" (t,x) — Li(z,w) es continuo.
(i) Yw € Q*, 0 <t < oo, B e B(R) :

Ft(B,w):/BLt(x,w)dx (1.20)

La existencia del tiempo local fue probada por Trotter en 1958 usando una version del
criterio de continuidad de Kolmogorov. El tiempo local no necesariamente es tinico , pero dos
versiones de él son iguales para todo (¢,z) con probabilidad 1, para toda medida P?. Para
efectos practicos, se hablara de un tnico tiempo local.

El tiempo local nos permite hablar del tiempo que pasa el movimiento Browniano en
un punto z. En efecto, de la definicion es facil ver que para todo z € R, de forma P*-

.8 Ly(z) =m0 A ({0 < s <t | |[W, — 2| < e}). Ademas, (1.20) puede extenderse de la

siguiente forma.

Proposicion 1.24 FEziste un Q* € F tal que P*(Q*) =1 para todo z € R y tal que:

/0 fWy(w))ds = /_OO f(x)Ly(z,w)dx (1.21)

Vie M (B(R)), 0<t<oo, weN"

La siguiente formula permite dar una representacion de L;(a) en términos de W. En lo
que sigue considere un a € R.
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Teorema 1.25 (Formula de Tanaka) Para a € R considere el proceso L(a) = {L(a), F:; 0 <
t < oo} continuo y a valores no negativos. Para este proceso se cumple que para todo z € R
, PP-c.s VO <t < o0

(i) Lt(a):%<(Wt—a) (z—a)" — [1 dW)
(ii) Ly(a) =1 <(Wt —a) = (z—a) + [} 1(_w7a}(Ws)dWs>
(iii) Li(a) = |W; —a| — |z —a| — [ sgn(W, — a)dW,

La féormula anterior permite concluir que E*[L;(a)] < oo para todo z € R. A continuaciéon
enunciamos otras propiedades.

Proposicion 1.26 FEl proceso L(a) = {L(a), F;0 < t < oo} cumple para todo z € R:

(i) Lo(a) =0 P*—c.s.
(ii) t — L(a) es creciente P* — c.s.

(iii) Se tiene que:
/ Lo (Wo)dLi(a) =0 P* — c.s. (1.22)
0

(iv) POVt > 0 L;(0) > 0] = 1.
El tiempo local resulta fundamental para estudiar variables de la forma:
t
A = / F(W.)ds (1.23)

0

Lema 1.27 Sea f € M (B(R)), x € R y T un tiempo aleatorio tal que:
T
Pl0 < T < oc] =1, IP’O[/ flx 4+ Ws)ds < o] >0
0

Entonces, existe € > 0 tal que f; flx+y)dy < .

Lo anterior sefiala que para una funciéon f que no es integrable entorno a x, el movimiento
Browniano hara a ((1.23)) igual a oo c.s. Usando este hecho se puede demostrar.

Teorema 1.28 (Ley 0-1 de Engelbert-Schimdt) Sea f : R — [0,00) una funcion Borel
medible. Son equivalentes:

(i) POLf) f(Wy)ds < 00; VO <t < o0] >0
(i) POLfS f(Wy)ds < o0; YO <t <oo] =1
(Z@Z)Pxfo Wyds <oo; V0<t<oo]=1 VzelR

(iv) f es localmente integrable.
La recurrencia del movimiento Browniano sugiere el siguiente resultado.
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Proposicion 1.29 Sea B = {B;, F;;0 < t < oo} un Movimiento Browniano en una dimen-
sion de ley inicial p, definido en un espacio de probabilidad (2, F,P). Sea f € M (B(R))
tal que \({y € R | f(y) > 0}) > 0. Entonces:

/OO f(Bs)ds =00 P— c.s. (1.24)

1.2.3. Tiempo Local para Semimartingalas y Regla de Ito6 General

El concepto de tiempo local se puede extender a semi-martingalas X. Esto permitira lidiar
de mejor forma con expresiones del estilo:

Avuwmms

Considere un espacio de probabilidad (€2, F,P) con una filtracion {F;} que cumple las con-
diciones usuales. Sea X = {X; = Xo+ M, + V;, F;;0 < t < oo} una semimartingala continua
donde M = {M;, F;;0 <t < oo} € My V ={V,, F;;0 < t < oo} es un proceso continuo,
a variacion acotada y adaptado tal que Vo = 0 c.s.

Definicion 1.30 Se dird que:
A= {Ala,w) [t €[0,00), a € R, we QY (1.25)
es un tiempo local para X si:

(i) (t,a,w) — Ai(a,w) es medible y w — Ai(a,w) es Fi-medible. Ademds, Ai(a,w) > 0
para todo a,t,w.

(i) Ya € R fijo, se tiene P-c.s. que t — Ai(a,w) es continuo y creciente, con Ao(a,w) =0
Y

[t Cinaw) = o (1.2

(11i) Para todo f: R — [0,00) Borel-medible se tiene que:

/0 f(Xs(w))d(M)s(w) = /_Oo fla)Ai(a,w)da (1.27)

Para todo 0 <t < 0o y para todo w P-c.s.

(iv) Para todo w, P-c.s. los siguientes limites existen para todo (t,a) € [0,00) x R

h’rrtl A (byw) = Ai(a,w), lfim A (byw) = AN(a,w)

b\a b, a

Hay continuidad en ¢ para el tiempo local. En la coordenada espacial, s6lo tenemos la
propiedad cadlag. La existencia del tiempo local en este caso resulta atin mas dificil.

Teorema 1.31 Sea X una semimartingala. Entonces, su tiempo local existe.
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En el caso de una martingala local, (V' = 0) podemos obtener mas propiedades.

Proposicion 1.32 Si X; = Xy + M, entonces (t,a) — Ai(a,w) es continuo para todo w — P
c.s. Ademds, se tiene la Formula de Tanaka-Meyer:

t
| Xy —a| =|Xo—a| + / sgn(Xs — a)dM; + Ay(a) (1.28)
0

Mediante (1.28) se puede demostrar que el tiempo local para un movimiento Browniano
W coincide con la definiciéon hecha en el capitulo anterior. Ademés, para una martingala local
M; podemos demostrar que

Proposicion 1.33 Sea f: R — R una funcion en L, (R). Entonces

/ FOn)dO, (1.20)

Mas atin, podemos trabajar con la igualdad ctp de forma satisfactoria.

FExiste para todo 0 <t < oo , P-c.s.

Proposicion 1.34 Sea f,g: R — R funciones en L} (R) tales que f = g ctp. Entonces,
P-c.s VO <t < 00 se tiene que:

/0 PO, - /0 g(X)d(M), (1.30)

Sea f una funcion absolutamente continua. Se sabe que su derivada existe ctp f/, y esta
es integrable en compactos. Esto permite definir: fot f'(X5)d(M)s. Este es simplemente el
primer paso para una generalizacion de la Formula de 1t6.

Teorema 1.35 (Formula de [t6 General) Sea X = Xo+ M;+V; una semimartingala definida

en el contexto anterior. Sea ademds, f € C'(R) con f" absolutamente continua. Entonces, se
tiene P-c.s. que:

f(Xy) = f(Xo) + /f dM+/f s)dVs + = /f

Para todo t > 0.

1.2.4. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

En esta tesis, el objeto de estudio es lo que llamamos difusiones. De forma informal,
diremos que una difusion es una solucién a una Ecuaciéon Diferencial Estocastica. Estas
se ven como:

14



Buscamos darle sentido a esta expresion. Para esto, considere 7 y d enteros positivos. Ademaés:

bi :[0,00) x RY — R

donde b; es Borel medible Vi € {1..d}. Llamaremos vector de drift a b(t,z) := (b;(t, z))L;.
Ademas, considere Vi € {1..d} y Vj € {1..r}

0ij :[0,00) x RT — R
(t, x) — O'ij(t, .Z')

Donde o;; son funciones Borel medibles. Llamaremos matriz de dispersion a o(t,z) =

S0 Wyl ) >

ecuacion (|1.31). En este contexto, definimos la matriz de difusiéon de la ecuacion (|1.31])
como:

a(t,z) = o(t, )0’ (t,2)
donde o7 (¢, x) es la matriz traspuesta o (¢, z). Note que a(t, z) es una matriz de d x d simétrica
y semidefinida positiva para todo (¢, z).

A continuacion construiremos la nocién de solucion fuerte para (1.31)). Considere (Q, F, P)
un espacio de probabilidad completo y W = {W;, F}V;0 < t < co} un movimiento Browniano
r-dimensional que parte en el origen en él. Ademés, asumimos que existe un vector aleatorio
¢ a valores en R tal que: ¢ es independiente de FV y P[¢ € T'] = u(T) VI € B(R?), donde p
es una medida de probabilidad dada en R¢.

Consideramos las tribus: G; := o(§) V FV = (£, W,;0 < s < t). Es facil ver que {G; }+>0
es una filtracién en F. Ademaés, se puede probar que G, = o(£)V FY .Considere la coleccion:
N ={NCQ|3GeGy : NCGyP(G) =0} con la filtracion aumentada: F; := (G, U
N) 0<t<oocon Fy :=0(UoFi). Entonces, de la completitud se tiene que {F;};>¢ es
una filtracion en F. Mas atin, se puede demostrar que {F;};>o cumple las condiciones usuales
y que £ es Fo-medible. Por ultimo, se obtiene que {IW;, F;;0 < t < 0o} es un movimiento
Browniano r-dimensional.

Note que la filtracion {F;}i>0 es simplemente aumentar la filtracion natural }"tW, inclu-
yendo a & y luego completando. Por tanto, ser adaptado a {F;}1>0 se puede pensar como ser
funcién del movimiento Browniano W.

Definicion 1.36 Sea (2, F,P),{F:} el contexto descrito anteriormente con movimiento
Browniano W = {W,, F;0 < t < oo} y condicion inicial £. Una solucion fuerte de
la ecuacion

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th (132)
es un proceso X = {X;, F;0 <t < oo} tal que:

(i) X es adaptado y posee trayectorias continuas.
(i1) P[Xo =¢] =1
(1)) V1 <i<d V1I<ji<r V0<t<oo:
t
]P’[/O |bi(s, X)| 4 07;(s, X )ds < oo] =1
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(iv) Pes yvVl<i<d V0<t<oo.
X =x{ +/ bi(s, X,)ds + Z/ oi;(s, X, )dWY) (1.33)

La clave de esta defincion es la condicion (7). Esta nos dice, que el proceso X; es adaptado
a J;. Por tanto, se puede ver a X como un output de W y £. El concepto de unicidad para
estas ecuaciones es el siguiente.

Definicién 1.37 Diremos que la ecuacion (L.31) posee unicidad fuerte si para todo con-
texto (U, F, Fy, P, W, &) y para todo par de soluciones fuertes X y X alli se tiene que:

P[X, = X;;0<t<o0] =1 (1.34)
Es decir, si existe unicidad fuerte, entonces dos soluciones serén indistinguibles. Ahora,

introducimos una nocién de soluciéon mas débil. De hecho, esta sera la nocién de solucion que
usaremos a lo largo de este texto.

Definicion 1.38 Una solucion débil de (1.31)) es una tripleta:
(X7W)>(Q>‘Fap)7{Ft} (135)
donde:

(i) (Q,F,P) es un espacio de probabilidad y {F;}i>0 es una filtracion en F que satisface
las condiciones usuales.

(ii) X = {X;, F;;0 <t < oo} es un proceso adaptado a valores en RY y a trayectorias
continuas. W = {W,, F; 0 <t < oo} es un movimiento Browniano r-dimensional.

(i) V1<i<d V1<j<r Y0<t<oo:
t
]P’[/ Ibi(s, X.)| + 0% (5, X,)ds < oo] = 1 (1.36)
0
(iv) Pes yvVl<i<d V0<t<oo:

X0 = X0+ [ xgas Y [ yfe xgw (137
0 j=1 0

Para una solucion débil, definimos la distribucién inicial de la soluciéon como la medida
de probabilidad z en R? dada por u(T') = P(X, € T') para todo ' € B(R?).

Definicion 1.39 Diremos que existe Unicidad Trayectorial para la ecuacion (1.31)) si
para todo par de soluciones débiles:

(X, W), (Q,F,P){F} y (X, W), (Q,F,P),{F} (1.38)

Con movimiento Browniano W comiin y espacio (2, F,IP) comiin, tales que P[X, = X =1
se tiene que P[X; = X; ; VO <t < o0] = 1.

16



Al momento de probar la unicidad trayectorial se puede suponer que {F;} = {]:"t} Esto
pues, se puede considerar la filtracion G, = F; U F; v completarla adecuadamente. Se debe
probar que W es un movimiento Browniano bajo esta filtracion.

El siguiente teorema nos da condiciones para asegurar unicidad trayectorial en una di-
mension.

Proposicion 1.40 (Yamada & Watanabe) Considere la ecuacion (1.31) con d = r = 1
donde los coeficientes satisfacen:

[bt,2) = b(t,y)| < K|z —yl, |o(t, ) —o(t,y)] < h(lz - yl)

Para todo 0 <t < oo y para todo x,y € R donde K es una constante positiva y h : [0, 00) —
[0,00) es una funcion estrictamente creciente con h(0) = 0 y tal que:

1>
/ h™2(u)du = 0o Ve >0
0
Entonces hay unicidad trayectorial para (1.31)).
La siguiente nociéon de unicidad resultaréd clave también.

Definicion 1.41 Diremos que existe Unicidad en Ley para la ecuacion (1.31)) si para todo
par de soluciones débiles:

(Xa W)7 (Qa‘/t‘? P)a {‘Ft} Y (Xa W)? <Q>ﬁa ED)? {ﬁt} (139)
tales que P[X, € T = P[X, € '] para todo T € B(RY), se tiene que X y X poseen la misma
ley.

Enunciemos el teorema que relaciona ambos conceptos:

Teorema 1.42 (Yamada & Watanabe) En la ecuacion (1.31)), la Unicidad Trayectorial
implica la Unicidad en Ley. Ademds, si la ecuacion (1.31) posee ezistencia débil y unicidad
trayectorial, entonces posee existencia fuerte.

De manera informal, se puede decir que las soluciones a ecuaciones diferenciales esto-
casticas son procesos de Markov. Para una precision sobre esta afirmacién vea por ejemplo
Karatzas & Shreve [I1], capitulo 5.4.

1.2.5. Soluciones hasta Tiempo de Explosiéon

A continuacion definimos el concepto de solucion débil en el intervalo. Este sera un proceso
X a valores en un intervalo cerrado, donde se considera que X explota al llegar a la frontera.

Considere un intervalo abierto I = (I,7) € R con —oco < | < r < oo, con funciones
b,o : I — R Borel medibles. Consideramos la ecuacion:
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Definicion 1.43 Una solucion débil en el intervalo I = (I,r) de la ecuacion (1.40) es una
tripleta (X, W), (Q, F,P),{F} donde:

(i) (Q,F,P) es un espacio de probabilidad y {F;} es una filtracion alli, que satisface las
condiciones usuales.

(i) X = {X¢, Ft;0 <t < oo} es un proceso a valores en [l,r], adaptado y continuo (en la
topologia de [l,7]) tal que P(Xo € I) =1. W = {W;, F;;0 <t < 0o} es un movimiento
Browniano estdndar uno-dimensional.

Sea {1,}>2 | una secuencia estrictamente decreciente tal que lim, oo l, = 1 y {rp}o,
una secuencia estrictamente creciente tal que lim, o1, =71 yl <1, < 1, < r para
todo n > 1. Se define para n > 1, entero:

Spi=Mmf{t >0] X, & (ln,70)} (1.41)

(#ii) Se tiene para todo n > 1 y para todo t > 0:
t
PL[ (DX + 02(X.)) s, s < o] = 1 (1.42)
0
(iv) Se tiene ¥n >1 :

t t
]P)[Xt/\Sn = Xo +/ b(XS)]l{SSSn}dS +/ U(Xs)ﬂ{sggn}dws Y0 <t< OO] =1 (143)
0 0

Considere ademds,
S:= lim S,
n—o0

(v) Se tiene P-c.s. en {S < oo} que:
Xt = XS Vt 2 S

No es dificil ver que la definicién anterior funciona independiente de las secuencia (1,,)nen
V (Tn)nen elegidas. Ademas, se puede probar que S = inf{t > 0| X; ¢ I}. Por esto, hablamos
de S como el tiempo de explosiéon para el proceso X. En el caso en que I = R se tiene
que este proceso realmente explota como una ecuaciéon diferencial.

Es de bastante utilidad considerar que X°" es una semimartingala y esta dada por:
t t
X=X+ / b(X ) (s<s,yds + / o (X)L <5, AW (1.44)
0 0

para todo t > 0, P-c.s. Ademés, se puede probar que X es una solucion en el sentido tradi-
cional hasta el tiempo de explosion, es decir: P-c.s.

t t
VO<t<S Xt—X0+/ b(Xs)der/ o (X,)dW,
0 0

1.3. Distribuciones Cuasi-Estacionarias

En esta seccion se desarrollaréd el concepto de distribucion cuasi-estacionaria. En primera
instancia trataremos el caso general, para pasar rapidamente al caso de interés: difusiones en
una dimension. Para esto, seguimos a Collet, Martinez & San Martin [6].
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1.3.1. El caso general

Sea E un espacio polaco localmente compacto con su tribu boreliana B(F). Considere un
proceso de Markov Estandar Y = (Q, M, M,,Y;,0,,P,) a valores en E. Considere un
conjunto OF € B(E) de estados prohibidos, el cual se asume ¢ # OF # E y cerrado en
E. Denotamos E® := E \ OF y lo llamamos conjunto de estados permitidos. Se define
ademas:

T:=f{t >0|Y, € 0E} (1.45)

T sera llamado tiempo de extinciéon y representa el momento en que Y llega a un estado
absorbente. Supondremos que el proceso muere al llegar a OF. En otras palabras, Y, =
Yr V¥Vt > T de forma P,-c.s. para todo = € E. Por tltimo, suponemos que el proceso se
extingue en tiempo finito.

Ve e B P, (T <o0)=1 (1.46)

Denote por P(E“) al espacio de medidas de probabilidad p en E*. Como es usual, para
p € P(E®) se define la medida P, := [,,P.p(dx). Es facil ver que bajo no pueden
existir distribuciones estacionarias p € P(E?). Por esto, se introduce la nocion de distribucion
cuasi-estactonaria.

Definicion 1.44 La medida v € P(E®) se llamard distribucion cuasi-estacionaria (o
q.s.d por sus siglas en inglés) para el proceso Y extinguido en OF si:

P,(Y,e B|T>t)=v(B) VB e B(EY), t>0 (1.47)
Por otro lado, v se llamard limite de Yaglom para el proceso Y extinguido en OF si:

lmP,(Y, € B|T>t)=v(B) V¥BeBE"), zck (1.48)

Dado que OF es cerrado, (1.47) es equivalente a que P,(Y; € B) = v(B)P,(T" > t) para
todo B € B(E*) y t > 0. La nocién de limite de Yaglom recoje la idea de como se comporta el
proceso condicionado a no morir. Esto es interesante, pues no morir es un evento de medida
nula.

A continuacién se enunciaran algunas propiedades elementales sobre distribuciones cuasi-
estacionarias. Estas se pueden encontrar en [6], capitulo 2.

Teorema 1.45 Sea v una q.s.d. Entonces existe 0(v) > 0 tal que:
P, (T >t)=e ™ vt>0 (1.49)

FEs decir, comenzando bajo v, T estd distribuido exponencialmente con pardmetro 6(v).
Si v es cuasi-estacionaria, entonces 0(v) = —1logP, (T > t), Vt > 0. Por esto, 6(v)
recibira el nombre de tasa exponencial de supervivencia. Ademas, esta exponencial no

es degenerada, es decir, (v) € (0,00). Juntando todo, se puede probar que v € P(E“) es
una q.s.d. si y s6lo si:

30 € (0,00) P,(Y,€B,T>t)=v(B)e ™" (1.50)
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En la busqueda de distribuciones cuasi-estacionarias resulta clave estudiar el siguiente
operador:
Pif(x) = E[f (Vi) Licr] (1.51)

Donde f € My(E*) o f € M, (E*) yt >0, « € E* Usando la propiedad de Markov,
se puede probar que (F;);>o es un semigrupo submarkoviano (1.2)) en (E* B(E®)). Note
ademas que Py(z, E*) = P1(x) = P,(T > t). Asi, de (1.46) se desprende que esta funcion de

transicion perderd masa para un t > 0 suficientemente grande.

A continuacién, enunciamos una caracterizacion para distribuciones cuasi-estacionarias en
base al semigrupo P;. Esto guiarda buena parte del trabajo en el capitulo 3.

Proposicion 1.46 v € P(E®) es una distribucion cuasi-estacionaria si y solo si:

3> 0 / Pof(x)v(dz) = " / F@)(de) (1.52)

Vf e My(E®), Yt > 0. Ademds, 0 corresponde a la tasa exponencial de supervivencia.

La demostracion de este hecho proviene de ((1.50) y de la linealidad en f de (|1.52)).

1.3.2. Difusiones Regulares en [0, b]

En esta seccion se estudiaran difusiones en el intervalo [0,b] donde {0,b} constituye el
estado absorbente. Considere « : [0,b] — R de clase C[0, 5], es decir a es C*(0,b) y posee
derivada por la derecha en 0 y por izquierda en b. Ademaés, estas derivadas laterales extienden
continuamente a o/. Para x € (0,b), considere la ecuacion diferencial:

Con condicién inicial X, = x. Para todo = € (0,b) existe una solucién fuerte hasta tiempo
de explosion de ([1.53)). Ademas, la solucion es unica en el sentido trayectorial. Recuerde que
las soluciones en el intervalo se extinguen en la frontera.

Pasando al espacio canénico, podemos construir un espacio filtrado con medidas de pro-
babilidad y operadores de shift (2, F, F;, Xy, 6;,P,) y un proceso adaptado B = { By, F; 0 <
t < oo} tal que B es un movimiento Browniano que bajo P,, para todo = € (0,b). Ademas,
P, -c.s. se cumplira

t
X, - _/ a(X,)ds + B,
0

Paratodot < T :=inf{t > 0| X; ¢ (0,b)}. Se puede demostrar que X = (2, F, Fy, Xy, 04, P,)
es un proceso de Markov Estandar.

En [6] se demuestra que existe una tunica distribucion cuasi-estacionaria v para el proceso
X. Ademés, v resulta ser absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. A
continuacioén, expondremos parte de la técnica que lleva a este resultado, la cual, guia en
gran medida el trabajo original de esta tesis.
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De la continuidad de « en el 0 podemos definir:

Y(z) =2 /0 Ca(2)dz, A) = /0 RRICER

Resulta que A es una funcion de escala (vea (2.72))) para la ecuacion (L.53)). Asi, A € C*[0, ],
A(0) = 0, es estrictamente creciente y ademas (%&m — ad,)A = 0. Ademas, N'(z) = 7@,
Considere la medida:

du(y) == e " Wdy (1.54)

La cual es finita y consiste en la mitad de la medida de velocidad (vea la definicion (2.107)).
Por la regularidad de a se puede probar (mediante el teorema [2.36)) que el proceso X casi-
seguramente abandona el intervalo (0, b). Considere el semigrupo:

Pif(x) i= B [f(Xi)Lier]

Usando el teorema de Girsanov, se puede demostrar que para todo t > 0, P, posee un kernel
con respecto a la medida u, dado por:

_ ()2
e 2t

V27t

Donde p = 3(a® — /) y @,y € (0,b). Para cada t > 0y z € (0,b) se tiene que la funcion
rgb) esta bien definida dy-c.s. Buscaremos una version suave para el kernel r, la cual resultara
simétrica. Definimos C' = C(b) = méx{—3(a?(z) — &/(z)) : 0 <z < b} que por regularidad

esté bien definido. Obtenemos las siguientes cotas para r.

rib) (z,y) = e%(v(w)ﬂ(y))]Em(e— Il e(Bo)dsy, 1| B, = y)

(y=a)?
) < es0@Hwren e 2

V27t

< k(t,b) = max e%(7($)+v(y)+0t)e

x,y€[0,b]? v 27t

Por tanto, r° tendra una cota gaussiana, la cual permitird extender este semigrupo. Para
esto, considere el problema de valores propios:

b
) (z,y

_(y—=)?
2t

~Au = )\
T Au =X (1.55)
u(0) =u(b) =0
Donde A es el operador:
Au = %&mu + %(8104 —a®)u (1.56)

De la teoria expuesta en Coddington & Levinson [5], capitulo 7, se tiene que 7 es un pro-
blema autoadjunto de valores propios. Por ende, sus valores propios son reales. Ademés, las
funciones propias {6, },—1.. forman una base ortonormal de L?[0, b]. Estas funciones se pue-
den representar como 0, ,(z) = rpu(z, A\, p). Donde u(., A) es la solucion de —Au = Au con
u(0) =0y «/(0) = 1. Es mas, podemos establecer que el espectro es de la forma:

0< /\Lb < /\275 < ... < )\mb — 0

21



Donde ademas, cada valor propio es simple. Se define la transformada:

g\ = /0 F(E)ult, \)dt (1.57)

Para f € L?[0,b]. Ademas, considere la la distribucién discreta I', en R dada por masas de
tamartio |1, |* en A, . El soporte de esta ley es {\, : n > 1}. De [5] obtenemos:

[ irwra = [ gpriay (158)

ro- [ "t Ng(VTH(dN) (1.59)

—00

Donde (1.59)) es en L?. Con estas herramientas, en [6] se genera una familia de resolventes
de contraccion, los cuales, mediante el teorema de Hille-Yosida (teorema 3.4.4 de Haraux &
Cazanave [4]), generan un semigrupo de contraccién fuertemente continuo en L?([0,b], du) al

que llamamos (Tt(b))tzo. Resulta que:
Teorema 1.47 Vt > 0,z € [0,0] y h € L*([0,b],du) se tiene que:
E,[h(X)1ier] = T h(x) (1.60)
Considere el generador de la difusiéon dado por £ = %&m — a0,. De la regularidad de los
coeficientes, podemos considerar soluciones 1 de clase C1[0,b] a L1y = — A1), con condiciones

¥2(0) =0y ¥, (0) = 1. Con mucho trabajo se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 1.48 Tenemos la representacion Vt > 0 y dx ® dyc.s.:

[e.9]

(@) =Y Iraple 0, (@), () (1.61)

n=1

Donde la serie converge uniformemente en [g,00) X [0,b]* para todo € > 0. Esta represen-
tacion nos da una version continua no negativa del kernel de transicion r® en (0, 00) x [0, b]2.

Desde ahora, usaremos la version continua de 7 dada por (1.61)). Considere a continua-
cion:

A= /\Lb
U =rit,

Esta funciéon cumple £ = =\ , (0) = ¥(b) = 0, fob @%y)du(y) =1y E/(O) > 0.
Teorema 1.49 (Ezistencia de QSD) Uniformemente en (z,y) € [0,b]*:
lim i (2,y) = G()P(y) (1.62)
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En particular )(z) > 0 para todo = € (0,b). Ademds, la medida v en (0,b) con densidad:

Y(z)e )
J(y)eWdy

es una distribucion cuasi-estacionaria para el proceso Xiar. Ademds, la tasa exponencial de
supervivencia es igual a \.

v(dz) = dz (1.63)

Para demostrar ([1.62)), resulta crucial la representacion (1.61]). Este hecho, resultara esen-
cial para demostrar la unicidad.

Teorema 1.50 (Convergencia y unicidad) En el contexto anterior:

(i) Para todo h € L?([0,b],du) y uniformemente en x se tiene

ltm ME, (h(X,),t < T) = B(x) / W) D) duly) (1.64)

t—o00

(i) Yh € M,([0,b]) y para todo x € (0,b) se tiene:

i B (h(X) [ £ <) = [ h(y)avly) (165

Es decir, v es el limite de Yaglom para Xinr. Ademds, el limite anterior es uniforme
en x en compactos de (0,b).

(111) Sea & una medida de probabilidad con soporte en (0,b). Entonces, para todo h €
L2([0, 8], dy):

Jim E¢(h(X) | ¢ < 7) = [ h(y)avly) (1.66)

En particular v es la unica q.s.d para Xiar.
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Capitulo 2

Difusiones en una Dimension

En el presente capitulo se estudiaran algunos aspectos sobre difusiones en una dimension.
Todo lo que sigue existe en la literatura y se encuentra recopilado en Karatzas & Shreve [11],
capitulo 5.5. Se usaré la nociéon de solucion y explosion expuestas en el Capitulo 1.

Este capitulo provee el primer paso para entender el fenémeno de distribuciones cuasi-
estacionarias en difusiones de (0,1] con drift singular en 0. Mas adelante, veremos que el
proceso de Bessel en el intervalo (0,1] es una difusion de esta clase (teorema [3.1)). Algunas
ideas de este capitulo resultaréan clave para nuestro resultado principal, entre las que destacan
la funcidn de escala, la medida de velocidad y la funcion de Green.

Comenzamos por introducir un cambio de tiempo adecuado para el movimiento Brow-
niano, el cual dara condiciones para la existencia y unicidad de soluciones a ecuaciones con
coeficiente de drift b = 0. Luego, se introduce el concepto de funcion de escala y medida de
velocidad. Estos elementos daran condiciones de existencia y unicidad para ecuaciones en el
caso general. Por ultimo, trabajamos en condiciones de explosion para estas difusiones.

2.1. El Método del Cambio de Tiempo

En esta seccién estudiaremos la ecuacion:

Donde ¢ : R — R es una funciéon medible. Denotamos por Z(o) := {z € R | o(x) = 0}.
Si x € Z(0), entonces existe una solucion débil que consiste en: Y; = V¢ > 0. De forma
reciproca, si (X, W), (Q, F,P),{F:} es una solucion débil de tal que X; = = Vit >
0 P — c.s., entonces z € Z(0). A continuacién demostraremos que las soluciones de (|2.1])
nunca explotan. Comenzamos considerando el siguiente lema:

Lema 2.1 Considere W = {W;, F;;0 <t < oo} un Movimiento Browniano estindar y X =
{X4, F1;0 < t < oo} un proceso progresivamente medible, definido en un espacio (2, F,P)
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donde {F} cumple las condiciones usuales. Considere un {F;}-tiempo de parada T, finito
c.s. tal que P-c.s.

t
/ Xids<oo Vt<T (2.2)
0

Entonces, se tiene c.s en {fOT X2ds = oo} que

t

t
lim sup/ X, dW, =00, liminf | X dW, = —00
t T 0 t/T 0

La intuicién de este lema proviene de la representacion M; = By, del teorema [T.21] La
demostracion en si resulta ser altamente técnica y por lo tanto se omite.

Teorema 2.2 Sea (X, W), (Q, F,P),{F:} una solucion débil hasta tiempo de explosion de
(2.1). Entonces P[S = oo] = 1.

tAS 9

DeMosTRACION. Considere para t > 0, E; := { "~ 0*(X,)ds = oo}. Por hipotesis se sabe que

P-c.s. JAS" 0?(X,)ds < oo. Asi, de forma P-c.s. en E;, tAS, < tASy del lemase deduce
que:

tASh
lim sup Xyrg, = Xo + lim sup/ o(X)dWs =00 P—cs. en E;
0

n—oo n—oo

tASh
lim inf Xirg, = Xo + lim inf/ o(X)dWy =—00 P —cs. en E;
n—oo n—oo 0

Si P(E;) > 0, entonces habria un conjunto de medida positiva donde no hay continuidad
para X;,s, cuando n — 0o. Esto es una contradiccion con la definicion, por lo que P(E;) =

0. De esta forma, para todo t > 0, fJAS 0%(X,)ds < oo P — c.s. y se puede hablar de

foms 0(Xs)dWs. En particular, por la continuidad de la integral:

tAS
Xips = Xo + / o(Xs)dWy
0

Con lo que [X;rg| < 00. de forma P — c.s.. Notando que {S < 0o} C (J,,en{|Xmnas| = 0o} se
concluye que P[S < oo] = 0. O

Si X es una solucion de entonces X; — Xy es una martingala local y por es un
cambio de tiempo del movimiento Browniano. Esto lleva a pensar que se puede construir una
solucion a directamente mediante un movimiento Browniano y un cambio de tiempo.
Esto es lo que haremos a continuacion.

Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad con un movimiento Browniano estandar uni-
dimensional B := {B;, FP;0 <t < oo} y una variable aleatoria real ¢ independiente de F2
y con ley . Considere una filtracion {G; }1>0 en F que satisface las condiciones usuales y tal
que {B;,Gi;0 <t < oo} es un Movimiento Browniano y £ es Gy medible. Defina el proceso:

B:={¢+B,G:;0<t< o0} (2.3)
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el cual resulta ser un movimiento Browniano con ley inicial p. Considere:

T-—/s+d—“ 0<s< 00 (2.4)
T Jo o€+ B B '

Con la convencion de que UQL(I) = +o00 cuando o%(x) = 0, la integral T,(w) esta bien definida

en R, para todo w € Q. Ademas {T},G,;0 < s < oo} es un proceso adaptado y creciente a
valores en [0, co] con trayectorias continuas por la derecha en la topologia de [0, o0].

Proposicion 2.3 T :=lim,_,, 15, = +oo P-c.s.

DEMOSTRACION. Note que T, fo 02 §+B ———=du. Como ( y > 0 para todo z € R , y como B
es un movimiento Browniano, de se concluye que IP’(T =o00) = 1. O

En este contexto, se define la tnversa de T como:
Ay=inf{s >0 | T, >t} 0<t<oo (2.5)

Maés adelante veremos que en cierto sentido A, = T, *. Observe que A, es el hitting time del
abierto (t,00] por parte del proceso {7s,Gs;0 < s < oo}, por lo que es un {G,+} tiempo
de parada. De las condiciones usuales, se tiene que A; es un {G,} tiempo de parada. Como
proceso, (Ay)i>o es creciente, lo que permite definir en R :

As := lim Ay (2.6)
t—o0
A continuacién enunciamos algunas propiedades basicas de A;.

Proposicion 2.4 En el contexto anterior:

(i) Ag =0

(i1) Ay < oo para todo 0 <t < oo, P -c.s.
(iii) Ay es un {Gs} tiempo de parada, para todo 0 <t < oco.
(v) A =Inf{s > 0| T; = oo}

(v) Ty, =00 P-cs.

DEMOSTRACION. Para (i) observe que 0+(x) > 0, lo que implica que que Ts(w) > 0 para todo
s > 0. Por tanto Ap(w) < s para todo s > 0, lo que implica que Ag(w) = 0. Para (ii) observe
que:

{To = o0} €[ {4 < o0} (2.7)

>0

Del lema2.3/se concluye. Para (iii), considere ¢ > 0 fijo. Observe que {A; < s} = U,cq, {Ts—¢ >
t}. Por esto {A; < s} € G,. De las condiciones usuales, se concluye que A; es un {Gs} tiempo
de parada.

Finalmente, para (iv), considere w € {inf{s > 0 | Ty = co} = co}. Entonces, se tiene que
para todo s > 0 T,(w) < oco. Entonces, estamos en el caso en que el proceso es estrictamente
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creciente. Sea M > 0 arbitrario y ¢t = Tj(w). Entonces, para todo s > M se tendra que
Ts(w) > t. Por lo tanto Ay > M y de esta forma A,, > M para todo M > 0. Por tanto
Aoo(w) = oo. Ahora, considere w € {inf{s > 0 | T, = o0} < oo}. Sea s > 0 tal que
Ts(w) = oo > t para todo t. Por tanto A; < s para todo ¢ lo que implica que A, < s =
A <inf{s > 0| Ty = oo}.

Considere también que A; < A < A, + € para todo ¢ > 0 y para todo t > 0. Asi,
Vt>036 >0 Tates(w) >t. Asi, Ty e >t paratodo t y por ende Ty ;. = co. Usando la
continuidad por derecha de T = oo. Esto implica en particular que Ay, > inf{s >0 | Ts =
oo} y se tiene la igualdad. El punto (v) se desprende de lo anterior y de la proposicion . O

Por esto, hablamos de A,, como el tiempo de explosion para el proceso Ti. A continua-
cion estudiamos propiedades trayectoriales del proceso (T5)s>0 ¥ (At)e>o0-

Proposicion 2.5 En el contexto anterior:

(i) La trayectorias s — Ty son continuas y estrictamente crecientes en [0, Aw).

(ii) El siguiente limite existe en R,

T, = lim T, 2.8
Az = A (2.8)
Ademds, s +— T, es una biyeccion de [0, Ay) a [0,T,- ).
(iii) P-c.s., las trayectorias t — A; son continuas y estrictamente crecientes en [0,T,- )
(iv) V¢ > T, : A = Ay

DEMOSTRACION. Para s < Ay existe e > 0 tal que s < s+ < Ay, por lo que Ty < Ty, . < 00.
Por tanto, Ty = fo el { " B , de donde se concluye la continuidad y el crecimiento estricto.
Esto demuestra (i). Para (i ) el crecimiento estricto entrega la existencia del limite, el hecho
de que s + T; es inyectiva en [0, As) y que Ty < T,-. De la continuidad se tiene la
sobreyectividad.

Veamos (i7i). De la proposicién anterior, para w € {T, = oo} se tiene que A;(w) < oo
para todo t > 0. Sea (t,)nen tal que t,, Sty t, <t.Como el proceso (A;)i>p €s creciente,
lim,, 00 A;, < A;. Por otro lado, considere para ¢ > 0, un s(¢) € (A; — ¢, A;). Entonces,
Ty(s) < t. Del crecimiento estricto, podemos tomar s(¢) tal que Ty < t. Asi, existe un N € N
tal que Vn > N Ty) < t, <ty por tanto s(e) < A;,. Asi, A, —e < s(e) < limy 00 Ay,
Llevando el € a 0, obtenemos que A; < lim,, o Ay, .

Suponga que t > 0y sea (t,)neny una sucesion tal que ¢, \ t y ¢, > t. Del crecimiento,
se dedue que A; < lim,,_,o, A;,. Dada la finitud de los tiempos (A;), para todo € > 0 existe
s(e) € [Ay, Ay + €) tal que Ty > t. Asi, existe un N € N tal que ¢ < t, < Ty para
todo n > N. Asi, A;, < s(e) = lim, 0 A, < s(e). Llevando € — 0, se obtiene que
lim,, oo Ay, < A;. Con esto se concluye la continuidad.

Para el crecimiento estricto, considere t; < ty € [O,TA;). De lo anterior, existe s; < s
tal que Ty, = t1 < Ty, = ta. Sea ¢ > 0 tal que 57 < s7 + ¢ < Ay (w) por estricto crecimiento
t1 < Tshe. Ast Ay < 514+ = A < s1. Por otro lado , si Ay, < s; entonces existe un
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momento A;, < r < s; tal que T, > t; lo cual no puede ser por crecimiento. Asi, concluimos
que s; = A;,. De forma anéloga s; = Ay,. Asi, Ay, < A,. Con esto se obtiene (7ii).

Por tltimo, considere ¢ > T',- , entonces Vs < A, T, < ¢ lo que implica que A4; > s.
Como es para todo s. Para s — A, se tiene que A; > A.. O

Note que T, puede ser finito como infinito. Esto depende de cuanto vale la integral 7
al momento de explotar. La variable T, se interpreta como el momento en que (A;) toca
A. En efecto, con lo anterior se puede demostrar que:

T, —mf{t>0]A4 = A} (2.9)

A continuacion vemos que A; y T, se comportan como inversas.

Proposicion 2.6 Para todo w € §:

(i) Ta, =t YO<t<T,_
(ii)) Ar, =s Y0 <s< Ay

DEMOSTRACION. Para (i) suponga que T,- (w) > 0 y por tanto A, (w) > 0. Sea 0 < t <
T, (w). Entonces, existe s € [0, A (w)) tal que T, = t. En particular A;(w) < A (w) < oo.
Sit =0, entonces Ty, = Tp = 0. Si t > 0, entonces A;(w) > 0. Dado que s — Ty es
continuo en [0, Ax(w)), vy 0 < Ay(w) < oo, de las propiedades de un hitting time se tiene
que Ty, (w) € J[t,00) = {t}. Para (i7), considere que s — Ts(w) es una biyeccion. Tomando
inversa por la derecha en (i), se concluye. ]

Terminamos esta seccién con algunos lemas que seréan de utilidad en el futuro. Las demos-
traciones son similares a lo hecho anteriormente y por lo tanto se omiten.

Lema 2.7

(i) Ty=mf{t >0 A >s} V0<s<o0
(ii) Defina las o-dlgebras Fy := Ga, Yt > 0. Entonces {F;} es una filtracion en F que
cumple las condiciones usuales.

(iii) Ts es un {Ga, }+>0 tiempo de parada Vs > 0.
(Z'U) Vt,SZO At/\TS :At/\S.

2.1.1. Los Teoremas de Engelbert y Schimdt : Existencia

A continuacién se introduce un conjunto de gran importancia en lo que viene. Defina:

I(o)::{xER]/j%:m Ve > 0} (2.10)

En otras palabras, (o) es la colecciéon de puntos donde x +—» o+m no es localmente integrable.

Se puede esperar que los ceros de o correspondan a puntos de I(o). Esto no es siempre ast,
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como lo muestra el siguiente hecho:

1 1 0 1
1, _)<x s? <a< (2.11)
0 T« =00 si a>1
Analizando R\ I(0), es directo ver que I(o) es un cerrado. Defina:
R:=mmf{s>0|¢+ Bs€I(o)} (2.12)

R es el hitting time del conjunto I(c) por parte de B. Asi, R es un {G,} tiempo de parada.
Ademas, de la recurrencia del movimiento Browniano se desprende que I(0) # ¢ = P(R <
o0) = 1.

El siguiente lema relaciona R con el proceso (T5)s>¢ definido en (2.4).

Lema 2.8 R= A, [P-c.s. En particular:

R du
/0 m =00 P-c.s. (213)

Es decir, el momento en que explota el proceso 1" es justamente cuando el proceso & + B
llega a (o). Aunque esto parece intuitivo, su demostracion requiere de algunos tecnicismos.

DEMOSTRACION. Veamos primero que Ay, < R c.s. Si I(0) = ¢ no hay nada que probar. Para
I(0) # ¢ = P[R < oo] = 1. Ademas, para s > 0 se tiene de forma P-c.s.

o du e du 3 du s du
/0 ME/R m_/o m—/g AT By 21

Donde W, = Bgy, — Br es un movimiento Browniano estandar. Inspirados por la ley 0-1
de Engelbert-Schmidt pensamos que la dltima expresion de (2.14) es infinita. Concre-
tamente, para x € I(0):

s du . . s du B R 5 du — 0
P[/O o (x + W) = oo] =P {w '/0 o2 (x + w(u)) = oo =P [/0 o2(x +wu) ]

Donde pasamos al espacio canénico con P la medida de Wiener. Si P°[ [ #&(u)) =o00] < 1,
entonces por |1.27| debe existir un € > 0 tal que f . mdy < 00 lo cual contradice el hecho
que z € I(0). Por tanto P[f; 02(w+W) = oo] = 1 para todo = € I(0).

Ahora, razonamos guiados por la nocién de probabilidades totales. Considere el proceso
Y; := & + Bg para t > 0. Se tiene que FY C Gg. De la propiedad de Markov, obtenemos que
Y es independiente de W. Defina:

Loty iy = o (215)

0 sino

(Y, W) = {
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De esta forma:

$ du
- / E[®(Y, W)Y = yluy (dy) = / E[®(y, W)y (dy) = / E[®(y, W)y (dy)
C[0,00) C0,00) {yyo€l(o)}

5 du
/{y:yoel(a)} </0 o?(yo + W) OO) pov ()

Considere s, = = para n € N. Entonces, combinando lo anterior con (2.14) se obtiene:

R+sp du
P-cs. Vn € N ———— =00 2.16
.A o%(§ + Bu) (210)
En este conjunto se tiene que fom % = 00 y por lo tanto A, < R de forma P-c.s..

Para R < A, considere primero el caso I(0) = ¢. Bajo este supuesto, la funciéon x +— U%(x)

es localmente integrable. De la la Ley 0-1 de Engelbert-Schmidt [1.28] se concluye que T es
finito para todo s > 0, lo que implica que A,, = oco.

En el caso I(0) # ¢, defina:
szﬁeRhwﬂwngi}nzl (2.17)

Donde d(z, I(0)) := inf ey |2 — y|. Recuerde que d(.,I(c0)) es una funcion continua, por lo
que I';, es un cerrado. Ademés, (I';,),>1 es una familia decreciente tal que I(o) = ﬂnz1 r,.
En esto se usa el hecho que I(0) es cerrado. Definimos:

R, =mf{s>0|(+B; €T} (2.18)

(Rn)n>1 es una secuencia creciente de {G,} tiempos de parada. Por tanto, su limite existe en
R, y resulta que: lim,, .., R, = R. Ahora, defina:

%m:{wmd@ﬂm

1 d(z, (o) (2:19)

AN
Sie3 =

No es dificil verificar que o, es localmente integrable. De nuevo, del teorema se concluye

que P-c.s.
du

< —_ 2.2
V0 < s < oo /00%(§+Bu)<oo (2.20)

El conjunto donde esto pasa lo llamaremos €2*. Considere w € 2*, s > 0 y n > 1. Entonces
se tiene que:

Rn(w)/\s du Rn(w)/\ du s du

= <
[ s ﬁ@@+&w»¢Aﬁ@m+&WDz;)
Sea s < R(w). De esta forma u — {(w) + Byu(w) no visita I(o) en [0, s]. Por Con‘cinuidaci7 la

imagen de B(w)[0, s] es un compacto y existe una distancia positiva a I(c). De esta forma,
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existe un N > 1 tal que d(¢(w) + By(w), I(0)) > 1/N para todo u € [0, s]. De esta forma,
para todo n > N:

s d s d
/ _ 4 - / 5 “ < (2.22)
0 o)+ Bu(w)) Jo ox(€(w)+ Bu(w))
Asi, llevando n — oo :
y du /3 du
< < 00 2.23
| @i mw = ) 7w mo 22
Para s +& < R(w) también es vélido el hecho anterior, por lo que Ty(w) = [ m <

oo para todo s < R(w). Asi, R(w) < A (w) en 2*. Es decir, R < Ay, , P -cs.

En la seccién anterior, introducimos los ceros de o como:
Z(o):={zxeR|o(z) =0} (2.24)

El siguiente teorema nos brinda una condicién necesaria y suficiente para la existencia de
soluciones débiles de (2.1]). En esta construccion sera clave los procesos T'y A.

Teorema 2.9 (Engelbert & Schimdt) La ecuacion (2.1) posee una solucion débil para toda
distribucion inicial p st y solo si
I(o) C Z(0) (2.25)

DEMOSTRACION. Veamos que (2.25)) implica la existencia. Suponga el contexto del comienzo del
capitulo. Definimos Q" = (1, ({A; < 0o} € F. De la proposicion , sabemos que P(2*) = 1.
Con esto, defina:

By (w) siwe
My(w) = {O Gwe (2.26)
Xt = 5 + Mta .Ft = gAt (227)

Del lema , {F:} es una filtracion en F que cumple las condiciones usuales. Demostraremos
que:

M = {M,;, F;0 < t < oo} es un proceso adaptado y una martingala local continua.

Ser adaptado proviene de las condiciones usuales de {F;}. La continuidad es directa de la
continuidad de ¢t — A;. Ademas, My =0 P—c.s. Considere los tiempos (7},)nen definidos en
(2.4). De 2.7, cada uno es un {F;} tiempo de parada. Ademas, son crecientes y P[lim,, T}, =
oo] = 1. Veamos que {Mr,, F;0 < t < oo} es una martingala. Recuerde que por 2.7, de
forma P — c.s. : Miat,, = Ba,,;,, = Ba,an Para todot > 0y n € N. Asi, Myaz, es integrable.
Usando el teorema de Parada Opcional de Doob:

E [MtQ ATy,

El] = E[BAtg/\n|gAt1] = BAtl/\TL = Mt1/\Tn

De donde concluimos que M € M&toe,
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Hacemos el siguiente claim en relacion a (M).

Para esto, consideramos las variables:

N  JAw) siwe
Ay(w) = {0 Gwd (2.29)

A= {At, Fi;0<t < oo} es un proceso adaptado, a trayectorias continuas, reales, indistin-
guible de A y tal que Ay =0 P-c.s. Debemos probar que el proceso: {M? — A, F0<t< oo}
es una martingala local. Analogo a lo hecho anteriormente, escogemos los tiempos de parada
(T}))nen- Considere que P-c.s.

2 1 _ 2 _ w2
Mt/\Tn - At/\Tn — BAt/\Tn - At/\Tn — BAt/\n - At /\ n

De donde obtenemos que M2 T, AMTH es integrable para todo t > 0. Ademas, del teorema
de Parada Opcional de Doob (en la martingala B?,,, —t A n), se tiene que:

E[]wfz/\Tn - Atz/\Tnu:tl] = ]E[BitQ/\n - At2 A n|gAt1] = B124t1/\n - (At1 A n) = Mth/\Tn - Atl/\Tn

para 0 < t; <ty < co. Asi, {M? — A;, F;;0 < t < 0o} es una martingala local, por lo que A
es una version de (M) , y en consecuencia A es una version de (M).

El siguiente paso es ver que esta variacion posee una version a trayectorias absolutamente
continuas. Nuestro siguiente claim es:

t
A = / o*(X,)dv Y0O<t<oo P-cs. (2.30)
0

Seaw € {R = A} NQ*. Para s < Ay (w) se tiene que u — T),(w) desde [0, s] es finito y esta
dado por:
Tuw:/ <oo YV0O<u<s (2.31)
W=, A+ B

Por tanto u +— T,(w) es absolutamente continua en [0, s] y su derivada estd definida ctp.
Un representante es T/ (w) = m Vu € [0,5] ctp . Por la integrabilidad o2(£(w) +
B, (w)) > 0 de forma u-ctp y por tanto o(&(w) + By(w))T.,(w) = 1 u-ctp. Ademaés, se tiene

para u < s que X7, (w) = {(w) + M(w, Tu(w)) = {(w) + B(w, Az, (w)) = &(w) + B(w,u).
Consideremos un tiempo ¢ tal que A;(w) < Ao (w). Entonces, para s = A;(w)

At(w) At (w) Ap(w)
Ayfw) = /O du = /0 2(€(w) + Bu(w))T! (w)du — /0 o2(Xr. ()T (w)
Ta, (W) t
/ (X, (w))dv = / 2(X,(w))du

To(w) 0

Defina el tiempo 7(w) := T~ (w). Para t < 7'( ) se tiene que Ai(w) < Aso(w). Si T(w) = oo,
entonces tenemos la proposicion para todo ¢ > 0.
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Supongamos ahora que 7(w) < oo. Esto implica en particular que A, (w) < oco. Entonces
podemos definir A;(,) que por continuidad resulta ser A, (w). Sea (t,)nen una sucesion tal
que t, /* 7(w) por contmuldad se tiene que:

7(w)
A(w) = / o2(X, (w))dv (2.32)
0
Entonces se tiene para t = 7(w). Considere que ¢ > 7(w) entonces,

Xi(w) = §(w) + Ba,(w) = §(w) + Ba, (w) = {(w) + Br(w) € I(0) (2.33)

Pues I(0) es cerrado y R(w) < oo. Por hipotesis {(w) + Br(w) € Z(0) y o(Xi(w)) = 0. De
esta forma para t > 7(w) la integral no suma mas. Por lo tanto:

/OtU(Xv(W))dU = /OT(W) U(XU(W>)CIU+/: o(Xo(w))dv = /OT(W) o (X, (W))dv = Ay = As(w)

(w)
De esta forma, se concluye ([2.30)).

Asi, M es una martingala local con variacion cuadratica igual a fot 0%(X,)dv, la cual posee
trayectorias absolutamente continuas. Del Teorema de Representacion de Martingalas [1.19]
existe un espacio (Q, F,P) con una filtracion alli {F;} que cumple las condiciones usuales, un
movimiento Browniano estandar W = {W;, F;;0 < t < oo} y un proceso medible y adaptado
p = {p, F1;0 < t < oo} tal que IP’fO ’dv < 00| =1 V0 <t < oo. Extendemos M (y lo
volvemos a llamar M) y de se obtiene que P — c.s.:

¢ ¢
M, = / pudW, (M), = / pidv Y0 <t < oo (2.34)
0 0

También se extiende X y se obtiene
N t t
P {Vt >0 / o?(X,)dv = / padv < oo} =1 (2.35)
0 0

De donde se desprende que @[JQ(XU) = pi Vo >0 ctp] = 1. Esto nos hace pensar que el
movimiento Browniano que buscamos es W. La verdad es que no es asi y se debe hacer una
pequena modificacion. Defina W, = fot sgn(pyo(Xy))dW,, donde

1 siz >0

sgn(z) = { o (2.36)

-1 six<0

Del teorema de Levy, se observa que W = {WV;, Fu0<t< oo} es un movimiento Browniano
estandar. Ahora, tenemos los ingredientes para nuestro claim final:

(X7 W)7 (Q7 f? P)v {ft}tZO (237)
Es solucion débil de (2.1]) con ley inicial p.

Veamos cada item:
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(i) (€, F,P) es un espacio de probabilidad con {F;};s filtracion alli que satisface las
condiciones usuales.

(i) Xi(w,w) = &(w,w) + M;(w,w) es un proceso a trayectorias continuas y adaptado a
{Fi}i>0. Es facil ver que £ extendido es medible en Fy. Ademés, W = {W;, F;;0 <t <
oo} es un Movimiento Browniano.

(iii) Para ¢t > 0 se tiene que f(f 0?(X,)dv = A; c.s. Ademas esta variable es finita c.s. por lo
que I@’[fot o?(X,)dv < oo] = 1.

(iv) Sea t > 0 fijo. Se tiene que:

t t t
1 21 = o sgn\o — ] 2
E[( /0 o (X)W, — /0 pod)?] = E[( /0 (X,)59n(0(X.)po) — podWi)?]
t

t
— [ / (0(X,)sgn(o(Xu)pw) — pu)?du] + E| / 0(X0)? — 20(Xy)pusgn(o(Xo)p) + p2dv]
0 0

t
= E[]l{p%:o'Q(Xu),uctp}/o 2[)12) - 2U(Xv)pU59n(a(Xv)pv)dv]

Sea w € {p? = 0*(X,),u — ctp}. Particionando en v € {p,(w) = o(X,(w))} y v €
{pv(w) # 0(X,(w))} se concluye que:

/0 200(w)* — 20(X,(w))po(w)sgn(o(Xu(w))ps(w))dv = 0

De esto se concluye que fOtU(XU)de = fot pvdVNVU P — c.s. Asi, P -c.s. se tiene que
Vo<t < oo:

t t
/ o(X,)dW, = / podWy = M, = £+ M, — € = X, — X, (2.38)
0 0

(v) Por tltimo P(X, € T) =P(X, € T) = P(€ + My € T) = P(¢ € T) = u(T") y la ley inicial
es p.

Veamos que la existencia implica I(0) C Z(o). Para x € R existe una solucion débil:

(X, W), (2, F,P), {F }+>0 de la ecuacion (2.1) tal que P(Xy = ) = 1. Defina:
t
M= X, — Xo = / o(X,)dW, (2.39)
0

Se tiene que M := {M;, F;;0 < t < oo} € M. Ademés , su variacién estd dada por
ft 0%(X,)dv. Defina:

0

Ts=mf{t>0| (M), > s} (2.40)
Se puede verificar que:
SAN{M)oo ={(M)y, YV0<s<oo P- cs. (2.41)

Ahora, empleando el teorema de Dambis, Dubins & Schwarz [1.20] (o su analogo [L.21)), obte-
nemos una extensiéon y un movimiento Browniano B definido alli tal que B, = M;. Con
lo anterior podemos hacer el siguiente calculo:

/WM%O du B /<M>Ts du B /Ts (M),
0 o2(Xo+B.) J 02(Xo+B,) Jo 02X+ M,)

T. T.
> d(M), s
= = ﬂ o d < Ts
/0 o2(X,) /0 {o2(X,)£0} 0V =
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Sea x € Z(0)°. Entonces X no es una solucion constante y en consecuencia P[(M),, > 0] > 0.
Es maés:
ds >0 P{(M)s >s]>0 (2.42)

De lo contrario, para todo s > 0 se tiene que P[(M),, < s|] = 1. Tomando una secuencia
descendiente a 0 se tiene que P[(M),, = 0] = 1 lo cual es una contradiccion. Ademas, observe
que (M) >s=Ts <00y :

s du SMM) oo du
R M T <oo P—cs.oen {(M)y > 2.43
/0 o2(x+ B,) /0 At By e Pres e {Me>sp (243
Asi, P[] % < 00| > 0. Usando el lema |1.27] se tiene que = € I(o)°. De esta forma
Z(0)¢ C I(0)¢y por tanto (o) C Z(o). O

Este teorema brinda una condicién facil de verificar para deducir existencia de soluciones.
Por ejemplo, o(x) = sgn(x) cumple con la hipotesis mientras que o(x) = 1¢(z) no. También,
es facil verificar el siguiente hecho:

o es continua = I(o) C Z(o)
De esta forma, existe soluciéon débil para toda ecuacion de la forma:
dXt == |Xt|ath (244)

Donde « > 0. Sin embargo, como veremos mas adelante, no existe unicidad en ley para todo
a > 0.

2.1.2. Los Teoremas de Engelbert y Schimdt : Unicidad

Hasta ahora, hemos logrado construir una solucion a (2.1 bajo la condicion I(o) C Z(o).
Para la solucién X anteriormente construida, defina:

T:=mf{t >0|X; € I(0)} (2.45)
Lema 2.10

(i) 7=T,. P-cs.
(11)) Xy = X, para todot > 7 c.s. en {T < o0}
(1i1) Plr >0,Vt <7 X; = Xo] =0

DEMOSTRACION. Veamos (7). Consideremos w € {T,,, = co} N{R = A, }. Comenzemos viendo
que T (w) < 7(w). Si 7(w) = 0o es directo. En el caso contrario, suponga que existe ¢t > 0
tal que X;(w) € I(0). Entonces &(w) + By, (w) € I(0) = R(w) < At(w) = Ax(w) < Ax(w).
De acé se desprende que 7, (w) <t = T, (w) < 7(w). Para la desigualdad 7(w) < T~ (w)
suponemos que T, (w) < oo. En este caso se tendrd que XTAgo (w) = &(w) + BATA_ (w) =

§(w) + Ba, (w) = &(w) + Br(w) € I(0). De esta forma 7(w) < T (w).
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Para (i1), si 7 < 00, de lo anterior se obtiene que X, = £ + By c.s. Ahora , sea t > 7. Para
weE{Tw =00} N{R = Ay} se tiene que X; =&+ By, =&+ Ba, = X,

Para (i7i) basta probar que P[t > 0 ,Vt <7 X; = Xo, R = A, Too = 00,7 =T, ] = 0.
Sea un w en este conjunto. Aca, By, (w) = 0 para todo t > 0. Como 7(w) > 0 se tiene que
Aso(w) > 0. Demostremos que:

t — By(w) es constante en [0, Ay (w)) (2.46)

Por contradiccion, si no lo fuera sea 0 < u < A, tal que B, # 0. Por continuidad, u = A;
para algin ¢ y se tendria la contradiccion. Asi, nuestro conjunto es subconjunto de {w €
Q| 3s >0t~ By(w) es constante en [0, s)}. Esto es de medida 0 debido a que el movimiento
Browniano osicila infinta veces entorno al 0. O

Con esto, ya contamos con los ingredientes para demostrar el principal teorema de exis-
tencia y unicidad en esta seccion:

Teorema 2.11 (Engelbert & Schmidt) La ecuacion (2.1)) posee una solucion débil inica en
ley para toda ley inicial p st y solo si:

(o) = Z(0) (2.47)

DEMOSTRACION. Suponga que existe una solucién tnica en ley, para toda ley inicial u. De
la existencia se obtiene I(0) C Z(o). Supongamos por contradiccion que Iz € Z(o)\I(0).
Entonces, como o(z) = 0 podemos construir una solucion débil (Y, W), (Q, F,P), {F;} tal que
Y, =2 Vt > 0. Por otro lado, consideremos la solucién antes construida (X, W), (2, F,P),
{F:} con ley inicial P(X, = z) = 1. Como (o) es cerrado, se tiene que P[7 > 0] = 1. Del
lema [2.10} se tiene que: P[X; =2 Vt > 0] <P[r > 0,Vt < 7 X; = X] = 0. Esto contradice
la unicidad en ley.

Veamos <. De (o) C Z(o) se obtiene la existencia. Veamos que Z(o) C I(o) implica
la unicidad. Considere (X, W), (2, F,P),{F:} una solucion débil de la ecuacion con
ley inicial pu. Asi, andlogo a la demostracion anterior, considere la martingala local M :=
{M; = Xy — Xo ,F7+ 0 < t < oo} con variacion (M), = fot 0?(X,)ds. Del teorema de
Representacion, se puede obtener un movimiento Browniano B = {B;, Gs; 0 < s < 00} en un
espacio extendido tal que:

My = Buy, YV0<t<oo P-—ecs. (2.48)

Se puede probar (resulta muy técnico) que Xy es Gy medible , por lo que (Bjs)s>o es inde-
pendiente de Xj. Asi, {Xo + Bs,Gs ; 0 < s < oo} es un movimiento Browniano de ley
inicial PX, . Defina T, = inf{t > 0 | (M); > s}. De la demostracién anterior recogemos que
Vs >0 P—c.s:

SA(M) o
/0 02 XO + B /O ]1{02(X1,)7£0}dv < Ts (249)

También consideramos 7 := inf{t > 0| X; € I(0)}. En {7 > 0} se tiene que X;(w) ¢ I(0), lo
que implica que X;(w) ¢ Z(0). De esta forma 0?(X;) > 0y (M), es estrictamente creciente
en [0,7] , P-c.s.
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Defina R := inf{s > |Xo+ By € I(0)}. Del lema [2.8 se desprende que f0R+ g =

02(X0+Bu)
oo c.s.. Hacemos el siguiente claim :
R = (M), cs.en {1 < oo} (2.50)

En efecto, si w € {7 < 00} se tiene que Xo(w) + By, (w) = Xo(w) + M;(w) = X;(w) € I(0)
para todo w c.s., por lo que (M), > R. Entonces, por continuidad, existe un ¢(w) tal que
R(w) = (M)i(w)(w). Asi Xo(w) + By, (W) = Xy € I(0). De esta forma t(w) > 7(w) =
(M) (w) = (M)7(w) = R(w) = (M)-(w).

Veamos ahora que R = (M). c.s. En efecto, para w € {R < (M)} se tiene que
Tr < oo. Entonces, podemos considerar una sucesion de nimeros positivos (s,) N\, 0 tales
que R(w) + 8, < (M) (w). Entonces

(w)+sn du
/o 2 Xo() + Balw)) @) (2.51)

du
o2 (XU +Bu)

anterior, esto sucede en un conjunto de medida 0. Por lo tanto P[R > (M),,| = 1. Ahora, si

Usando la continuidad por derecha, se deduce que: f0R+ < Tg. Pero por el lema

T < 00, entonces R= (M), < (M) c.s. Si T = oo entonces f0<M>°° m =Ty =
00. Asi, fo m = 00. Del lema anterior , sabemos que R es el primer momento

en que el limite por derecha de la integral se hace infinito. Por lo tanto R < (M), c.s.

Hacemos el siguiente Claim:

+
B du

M T W<s<oo P—cs. 2.52
/0 72(Xo + B <s< o0 c.s (2.52)

Consideremos en primer lugar un s < (M),. Entonces Ts < 0o. Ademés: T < 7. En efecto,
siTy >717= (M), > (M), = s> R > (M) lo cual es una contradiccion. Como Ty < 7
entonces para v < T se tiene que X, ¢ I(0) = X, ¢ Z(0). De esta forma:

s du T
; m = ; ]1{02()(1})750}61'0 = Ts < 0 P —c.s. (253)

Lo mismo se puede hacer para s + ¢ < (M),. Usando la finitud, concluimos que Ty =
st

N W Si s = (M)s = R se tendra entonces que Ts = ooy por otro lado la integral
R
fo * m = 00. Por crecimiento, de aqui en adelante seran ambas infinito.

Analogo a 2.7] se puede demostrar que (M), = inf{s > 0 | Ty > t}. De esta forma,
<M>t = mf{s > O ‘ fO W
¢:(Xo, B.) Es decir, cada variable es funcién de Xj y del movimiento Browniano. Por tanto,
se pueden determinar las leyes finito dimensionales de X en funcién de Xy y B. Asi, la ley
de X queda completamente determinada si se determina Xj. O

> t}. Con esto, nos damos cuenta de que Xy = Xo+B), =

De (2.11)) se concluye que la ecuacion dX; = | X;|*dW,; posee unicidad en ley si o > 1

2"
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Ademas de estos resultados, podemos concluir algunas cosas sobre las soluciones. Por
ejemplo, si I(0) = Z(0) = ¢, entonces se tendra que R = A, = oo con probabilidad 1. Por
lo tanto, nuestro reloj A; crecera sin cota. Asi, Xoo = £+ Ba,, = £+ By de donde se concluye
la recurrencia de X.

La siguiente proposicion nos da condiciones para la unicidad trayectorial de las soluciones.
Estas se inspiran en el resultado [[.40} Para esto, sera fundamental el uso del tiempo local
para martingalas locales, el cual es tratado en la seccion [1.2.3]

Teorema 2.12 Suponga que ezisten funciones f : R — [0,00) y h : [0,00) — [0, 00) tales
que:

(i) Para todo x € I(0)° existe un € > 0 tal que:

/:+E <M)2dy < 0 (2.54)

—. \o(y)

(i1) La funcion h es estrictamente creciente, satisface h(0) =0 y es tal que:

¢ du
/0 H2(u) =00 Ve>0 (2.55)
(i11) Existe un a > 0 tal que:
oz +y) —o(@)] < f2)h(ly]) VreR Vye[-aqd] (2.56)

Entonces existe unicidad trayectorial para ([2.1).

DeMosSTRACION. Comencemos viendo que bajo estas hipotesis se tiene que Z(o) C I(o)

C I(0). En
efecto si o(x) = 0 se tiene que |o(z + y)| < f(@)h(|y|) = |olz +y)|*> < f2(2)h*(ly|]) —
UQ(QLFy) > (f(m)hlﬂy‘))g. De esta forma, para todo € > 0 se tendra que:

© dy © oy oy [Ty [T e
[ awn = w70 | gy =2 | o

Entonces, se tendra que x € I(0).

Asi, para nuestras soluciones débiles podemos recuperar la construccion hecha en la de-
mostracion del teorema anterior. En particular, para (X, W), (Q, F,P), {F;} solucion débil,
podemos considerar 7 como en (2.45)) y demostrar que P-c.s.

X, = Xinr VO<t< oo, P-—ecs. (2.57)

En efecto, suponga que 7 < co. Entonces (M), = R = (M) de forma P-c.s. Asf, parat > 7
<M>t = (M)oo y por tanto X; = Xo + B<M>t = Xo+ Bp = X,.

Considere (XM, W), (Q, F,P), {F} vy (XO W), (9, F,P),{F} soluciones débiles de la

ecuacion. Recuerde que podemos suponer la misma filtracion para ambas (comentario luego
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de [1.39). Ademas, suponga que IP’[X(()I) = X(()Q)] = 1. Definimos para i = 1,2 7@ := inf{t >

0] X I(0)}. Ya sabemos que X = Xt(A - Ademés, veamos que basta probar que:
XY o=x® >0 P-cs (2.58)
AT T A = o )

Si esto ocurre, y 7() = 0o entonces se tiene. Si no, se tendra que X( )> € I(o) y por tanto
7@ < 7 Entonces tambien se tiene para 73 y Xi(g) € I(o) por lo que 7® < 7 P-cs.
Asi, 7® = 70 P — ¢.s . Una vez que esto se tiene, entonces ambos procesos parados son

iguales.

Considere A, := Xt(l) — Xt(2). Entonces, tendremos que:

Ay = / (X)) o (X)W, (A), = / o(X0) — (X Pds (2.59)

s

Asi | el proceso A = {A;, F;;0 < t < oo} es una martingala local continua. Por tanto
se puede considerar su tiempo local A2 (z), el cual es continuo P-c.s. Ademas, tenemos la
formula de Tanaka-Meyer ([1.28]): Para todo w P-c.s. se tiene que para todo t > 0:

t
Al = [80] + [ sgn(8.)d8, + 420) (2.60)
0

Hacemos el siguiente Claim:
Basta con demostrar que : A%, (0) =0 P—c.s (2.61)

En efecto , como Ag = 0 de forma c.s. y como se tiene para todo t en un conjunto de medida
1.

tArD)
Ao = / sgn(A)dA, + A3 (0)
0
tAr(D)
_ / sgn(A) (0(XWV) = o (XD))aW, + A3, (0)
0

Como A%,)(0) =0 P-cs. , por crecimiento del tiempo local se tiene que A5 ) (0) = 0 de

(1)
forma P-c.s. De esta forma |A,, o] = [T gn(As)(a(Xs(l)) - U(XS ))dWS. De esta forma,
la integral estocastica es una martmgala local no negativa, es decir es una supermartingala.

Asi, para todo t > 0, E[|A,.0|] < E[|Agr-o|] = 0. De esta forma, X(l)(l) Xt(/\) oy P-

c.s. para todo t. De la continuidad de las trayectorias y (| se concluye el claim.

Procedamos entonces a demostrar que Afm (0) = 0 de forma P-c.s. Considere k£ un entero
mayor a 1/a. De ([2.55) se obtiene la existencia de un g, > 0 tal que felk/k h=2(u)du = k.

Tomemos un w tal que A2 (z,w) es conjuntamente continua en (¢, ). Ademas, consideramos
un tiempo aleatorio 7 < oco. Entonces, se tiene que:

e A A
<z R ()| Ay (@, w) — A, (0,w)]dx

€k

< |ATA(¢,J) (Cl?k, OJ) - ATA(UJ) (07("))‘

1/k
: / B2 () A8, (2 w)dz — AP (0, )

€k
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Donde x; < 1/k tal que se alcanza el maximo de |ATA(W) (r,w) — AT(M)(O w)|. Hemos probado

que:
1/k

lim % h=2(x)A2 (2)dx = A2(0) P —c.s. (2.62)

k—o0 .

Sabemos por propiedad del tiempo local que existe un 2* tal que Vw € Q* se tiene que:

[ oanianw) = [ gwapen vizo (2.63)

o0

para g : R — [0, 00) boreliana. Ahora, tomemos un w en este conjunto y sea t = 7(w).
Se tendré entonces que:

1/k 7(w)
/ B2(2)AR,, (o,w)ds = /0 B2 (A ()T g (D) d(A) ()

7(w)
- /0 B2 (@) L1 (D)) [0 (X D (@) — 0 (X (w)2ds

Esta ultima desigualdad viene de considerar que para Ag(w) € [&?k, 1/k] se tiene en par-

ticular que |A,(w)| < a. Ademés, si consideramos X» = Xt(l) A¢(w). De esta forma
o(Xi?) = o (X = |o(X[ = M) = o(X[V(@))] < F(X (@))h(A(w)). Combinando
todo lo anterior, se tiene que A2(0) < liminfj 1 [; f3(X xW ) P—cs..

. 1 1 .
Considere M; = Xt( ) Xé ), proceso que es una M®°¢. Entonces, M admite la represen-
tacién usual en el espacio extendido, con B un movimiento Browniano: M; = By),. Ademas,

M), = fo 2(x{M)ds. Ademés, az(Xél)) > 0 para 0 < v < 7V, Asi, con un cambio de
Varlable

t (M)
/ F(XW)dy = / P2+ Bo 2 XY + Bydu Vo<t < W (2.64)
0 0
Definamos los tiempos de parada:

—inf{t > 0| d(XD I(0) <2}, Ry o= inf{s > 0| d(xX® + By, I(0)) < %} (2.65)

SEES

Analogo al caso (M), = R se tiene que R,, = (M), cs. en {1, < oo}. Supongamos el
caso en que I(o) # ¢. En este caso se tendra que X; = Xo + By, — Xo + Br € 1(0).
Por lo tanto 7,, < oo para todo n, P-c.s. De esta forma R,, sera finito también. En este caso
definimos:

fo(z) =0op(x) =1sid(x,I(0)) <
fn(@) = f(z) on(r) = o(x) sid(z,I(0)) =

S|I—3 |+
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oR

que en el caso del lema anterior). Supongamos que 7 > 0 (si no es trivial). Ahora, usamos
la ley 0 — 1 de Engelbert y Schmidt [1.28) y obtenemos que [, (XM = I fz(X(()l) +
B)o (X" + B,)du = Ik " 2(xY + Bo (XY + By)du < oo P-c.s. Asi, usando la
desigualdad anterior, concluimos que A2 (0) =0 P-c.s. Como 7, — T, se tiene que A2(0) =
0 [P-c.s. (Este puede ser infinito, de todas formas se tiene).

Por la hipotesis (i) se tiene que 2% es una funcion localmente integrable. (Se hace lo mismo

Si I(c) = ¢ se tiene que 7Y = co. Entonces, siempre 02(X51)) > 0 para todo v. Ademas,

2072 es localmente integrable. De esta forma :
t <M>t
/ FAXDNdy = / P2V + B 2(XY + B)du < oo (2.66)
0 0

De esta forma A2(0) =0 P-c.s. y esto para todo t. En particular, el limite creciente se tiene
que A2(0) =0 P-cs. O

El teorema de Yamada & Watanabe nos permite concluir la existencia y unicidad de
soluciones fuertes para esta ecuacion.

Corolario 2.13 Bajo las condiciones (E) y (i) — (iit) se tendrd que la ecuacion (2.1]) posee
una unica solucion fuerte para toda ley inicial p.

Ejemplo Considere la ecuacién exponencial:

Aqui, o es la identidad, por lo que I(0) = Z(0) = {0}. Ademés, usando f(x) =1y h =id se

tienen las condiciones del teorema[2.12] De aqui se obtiene la existencia de una tnica solucion
. . . 1

unica fuerte para esta ecuacién. Para X, = 1, esta soluciéon es X; = e"Vt—2?.

Ejemplo La ecuacion
dXt - |Xt|ath (268)

Posee una tunica solucion fuerte para o > 1. Sabemos que para o > 1/2 se cumplen las

condiciones I(0) = Z(0). En este caso ¢ € C*(R) (pues a > 1) y o () = a|z|*"'. Escojamos

un a > 0 cualquiera. Entonces, para y € [—a, a] se tendra que existe un £ € [z — a, z + a tal

que :

olx+y)—o(x)
Yy

De esta forma, para todo y se tiene que: [o(z +y) — o(x)| < |y|supecy_qpia @IS

ly|a[|z—al*tV|z+a|*7]. De esta forma , definimos h(y) = yy f(z) = af|lz—a|*'V|z+a|*!]

la cual es una funcion continua y por ende localmente acotada. Por [2.12] se concluye.

— a’aoﬁl

|a—1 —

2.2. El Método de Remocion del Drift

En esta seccion volvemos a la ecuacion general en una dimension:
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Consideraremos como nocién de solucién a esta ecuacion la de solucion débil en el intervalo
I (definicion [1.43]). A continuacion estudiamos existencia y unicidad para (2.69). Recuerde
que lo que sigue es una revision de Karatzas & Shreve [I1], capitulo 5.5.

2.2.1. Preliminares

Por esto, consideraremos un intervalo I C Ry b, 0 : I — R coeficientes medibles. Nuestra
estrategia es hacer una transformacion en nuestras soluciones para reducirnos al caso anterior,
es decir, buscamos remover el drift. Asumimos dos hipotesis en lo que sigue:

(i) Non-Degeneracy (ND) :

o*(z) >0 Vzel (2.70)
(ii) Local Integrability (LI) :
r+e
VexelIde>0 tal que / ’b(y)’dy < 00 (2.71)
a—e 02(Y)

Desde luego, este € > 0 debe ser tal que B(x,e) C I. La condicion (i) nos dice que el

coeficiente de dispersion no posee ceros. Esto hara algunas cosas mas faciles. La condicion

(1) es equivalente a pedir que y +— :2(1(’;) sea una funcion en L} ().

La siguiente definicion seré clave en lo que sigue y en el capitulo 3.

Definicion 2.14 Sea ¢ € I un real fijo. Bajo las condiciones anteriores se define la funcion
de escala como:

p(x) = /x exp{—2 /u Jbgis)) ds}du xz €l (2.72)

La funcion g(u) := [ ¢ :2(2) ds esté bien definida gracias a la hipotesis anteriores y resulta

ser absolutamente continua con ¢'(u) = :2(22) ctp en /. Veamos algunas propiedades de p.

Proposicién 2.15 FEn el contexto anterior:

(i) pe CHI) y p'(x) > 0 para todo x € I
(ii) p es estrictamente creciente.
(iii) p' es derivable ctp en I y su derivada satisface:
o*(x
#p”(m‘) +b(x)p'(x) =0 ctpenl (2.73)
Estas propiedades son faciles de verificar. Por lo tanto, su demostracion se omite.

La funcién de escala depende de el valor ¢ € I escogido. Se puede pensar en p como la
solucién de la ecuacion diferencial (2.73), con p(c) = 0y p/(c) = 1. Claramente, las propieda-
des anteriores son validas para todo ¢ elegido como pivote. Hacemos explicita la dependencia
al nombrar como p.(z) a la funcion de escala. En la siguiente proposicion explicitamos la
relacion:
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Lema 2.16 Va,ce ]
Pa(x) = pa(c) + pl(c)pe(z) Vax el (2.74)

La cual también es facil de chequear. Esto nos dice que al cambiar el pivote se encontrara
una transformacion lineal afin positiva de p.(x). Como veremos méas adelante, estudiaremos
propiedades de la funcién de escala que no dependeran de el pivote elegido. Esto gracias a
(12.74).

A continuaciéon, nos reducimos al caso I = R. Nuestro objetivo es buscar soluciones débiles
hasta tiempo de explosion. Como la funcién p : R — R es creciente, podemos definir los
siguientes limites en R.

p(oo) := lim p(t), p(—oc):= lim p(t)

t—00 t——o0

Si algiin limite es infinito entonces crece o decrece sin cota. Si son acotadas, entonces
crece con asintota. De esta forma, podemos indentificar la imagen de p de la forma p(R) =
(p(—00), p(00)). Del estricto crecimiento, se tiene que la funcion p es inyectiva y por tanto se
puede invertir en su imagen. De esta forma definimos:

q: (p(—00),p(c0)) — R

Como la inversa de p. Enumeramos sus propiedades a continuacion.

Proposicion 2.17 En el contexto anterior:

(i) g € C'(p(—00),p(0)) y ¢'(y) > 0 para todo y € (p(—00), p(c0))
(11) q es estrictamente creciente.

(111) ¢ es derivable ctp y su derivada satisface:

2b(q(y))
" / 2

q¢"(y) — (¢'(y))" =0 ctp en (p(—00),p(c0)) (2.75)
a*(q(y))
DeMosTRACION. Como p : R — R es continua e inyectiva, su inversa ¢ es continua. Ademaés,
por ser p diferenciable, de la formula de la derivada de la inversa, tenemos que:

1
/

q'(y) @) Vy € p(R) (2.76)
Esto tiene sentido pues p’ > 0. Ahora, esto nos dice que ¢’ es continua y estrictamente positiva.
Con esto tenemos (7). Ademas, de la derivada sabemos que ¢ es estrictamente creciente. Esto
es (ii). Para (7ii), consideremos el conjunto A = {z € R | p”(z) existe }. Entonces A¢ es
un conjunto despreciable. Dado que p es C!, en particular es absolutamente continua, por lo
tanto p(A°) es despreciable en p(R). Ademés, p(A°) = p(R)\p(A). Asi, sea y € p(A), entonces
y = p(z) = q(y) = x, por lo que ¢(y) es un punto de derivabilidad de p’. Aqui,

. _ 2b(q(y)) P'(a(y)) _ 26(a(y))

O = GignE” WO = S Y T )

Todo esto en p(A), de complemento p(R)\p(A) = p(A°), despreciable por lo anterior. Asi, la
ecuacion se tiene c.s. en p(R). [l

d')? (277
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Podemos extender la funcién p a [—oo, 00| con la notacion p(—oo), p(c0). Esto deja a la
funcion extendida p como continua. De la misma forma, se puede extender g a [p(—o0), p(c0)],
definiendo ¢(p(—o0)) := —00 y q(p(c0)) := o0.

Consideremos el siguiente ejemplo en I = R

Ejemplo
dX; = sgn(X;)dt + odW, (2.78)

con o > 0. En esta ecuacion b(x) = sgn(x) y o(x) = ¢ > 0. De esto se desprende la no
degenerancia. Ademas, %—Z)' = 0_—12 lo cual es localmente integrable. Para calcular la funcion
de escala, consideremos ¢ = 0. Asi, para z > 0 :

pa) = [ eFau=-TeF = T H)
; 2 2

En este caso p(co) = % y p(—00) = =%

Ejemplo Consideremos la ecuaciéon del Movimiento Browniano con drift g > 0 y dispersion
oc>0

dX; = pdt + odW, (2.79)
Con I = R. Para el pivote ¢ = 0 encontramos que la funcién de escala esta dada por
2
p(z) = ;_H(l - e_%m) reR
En este caso p(oco) = % y p(—o0) = —o0.

2.2.2. Remover el Drift

En esta seccion desarrollamos teoremas de existencia y unicidad para la ecuacion:
Con I =R y bajo las condiciones de (ND) y (LI). Se define:

) i {p’(q(y))a(q(y)) si p(-00) <y < p(o0) (2.81)

0 en otro caso.

Proposicion 2.18 Sea (X, W), (Q, F,P), {F:} una solucion débil hasta tiempo de explosion
de (2.80)), bajo las condiciones (ND) y (LI). Entonces, el proceso Y = {Y; := p(X3), F;0 <
t < oo} en la tupla anterior, es una solucion débil de:

dY; = 5(Y,)dW, (2.82)

con p(—o0) <Yy < p(oo) P—cs
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La conclusion analoga se tiene en el caso en que X sea una solucion fuerte hasta tiempo
de explosion de (2.80)). Entonces, Y; = p(X;) seré una solucion fuerte de de ([2.82)).

DEMOSTRACION. Debemos demostrar que (Y, W), (2, F,P), {F;} es una solucién débil de (2.82)).
El item (7) se tiene de forma directa. Para (i), considere que p : [—00, 00] — [p(—00), p(c0)]
es una funcion continua. Por esto, se tiene que Y; = p(X;) esta bien definida y posee trayec-
torias continuas a valores en [p(—o0), p(c0)] C R. Claramente, {Y; := p(X;), F;;0 <t < oo}
es adaptado.

Si | Xo| < oo entonces Yy = p(Xp) € (p(—00),p(c0)). Por tanto p(—o0) < Yy < p(oo) de
forma P-c.s. Para (i74) y (iv), considere el proceso X°» para un n > 1. Usamos la formula
de Tto General ([1.35) en p(X*") junto a (2.73)) y obtenemos:

t 1 t
PO =pX0) + [ pOeaxs g [ aenaee),
0 0
t

t
— p(Xo) + / P(Xops )0(X) Lo, yds + / P (Xons )0 (X)L pocsy IV,
0 0

_ T\ SRwm/ XS d({X>"m B
+ 2 /0 0_2 (XS/\Sn) p ( /\Sn) < >

t

t
IP(X0)+/ P’(XsAsn)b(Xs)]l{sSSn}dS+/ P (Xans, )0 (X)L is<s,ydWs
0 0

1 t _2b<XS/\S ) / 2
———p (X X))y d
| o (s )0 (X s s

2
t

t
_p(XO)+/ p/<Xs/\Sn)b(Xs/\Sn>]1{s§Sn}d5+/ p,(Xs/\Sn)U(Xs/\Sn)]l{sgsn}dWS
0 0

1 (" —2b(X,ps,) , )
- — (X, X, Lys d
2/0 P(Kops,) o) Kons T sssiy o

t t
= p(X0> + / p/<Xs/\Sn)U(Xs/\Sn)]l{sgsn}dws = p<X0) + / p/(Xs)U(Xs)]l{sgsn}dWs
0 0

De esta forma, identificamos p(X;) = Y; , de donde obtenemos que X; = ¢q(Y;). Asi:

t
Yis, = Yo+ [ #lal¥)o(a(¥) L s, W, (2.83)

0
Si S, > 0, entonces se tendra que |X;| < n para 0 < s < 5,,. En particular, X seré real

e Y, = p(X.) € (p(—00), p(00)). Por esto p/(q(Y.))o(q (Yo))Ljscs,y = 0(Ys)lgscs,y Con esto,
se tiene que para todon > 1yt > 0:

tASh
Yinsg, = Yo+ / &(Y,)dW, (2.84)
0

Si S, = 0 también se tiene. Por continuidad de las trayectoria Ying, —> Yias, lo que implica
que el lado derecho de la ecuacion también debe converger. Del lema sabemos que en
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{ f NS 5 52(Y,)ds = oo} el limite 1fm,, o, Yips, N0 va a existir en R lo cual es una contradiccion
con la contmuldad. Esto implica que para todo t > 0

tAS
/ 72 (Yy)ds < oo P —c.s. (2.85)
0

En {S < oo} se tiene que X; = Xg para todo t > S. Por tanto, para t > S Y, = p(X;) =

p(Xs) = Ys. Asi, YV, = Vs para todo t > 0. Ahora, se tiene que |Xg| = oo, por tanto
Ys € {p(—o0),p(c0)}, de esta forma 7(Ys) = 0. Asi, se tiene Vt > S &(Y;) =0en {S < oo}.
Es decir, la dispersion auxiliar (Y;) se desvanece en S.

Probaremos ahora (iii). Considere ¢t > 0. Si t < .S, entonces se tiene que fot 52(Yy)ds =

f(;s/\s 52(Y,)ds < oo de forma P-c.s.En {S < t} se tiene que:

/Ot 7*(Yy)ds = /OS 5°(Ys)ds + /ts 5*(Yy)ds = /OSM 52(Y,)ds < 00 (2.86)

Asi, se tiene (iii) y P-c.s:
t
/ 72(Yy)ds < oo Vt>0 (2.87)
0
De esta forma, queda bien definido el proceso fo )dW a valores reales y con trayectorias

continuas. Por lo tanto, llevando al limite la ecuacion se tiene que P-c.s. para todo
t>0:

tAS
Yos=Yot [ s(vaw, (2.58)
0

Note que de lo anterior Y; = Y;,g posee valores reales para todo t > 0. Veamos que se cumple
(iv). De la observacion anterior tenemos que para todo t > 0: Y; = Y, + f Y5)dWs. Si
S = oo se cumple (iv). Si S < oo se tendré la ecuacion para t < S, sit > S, se tendra que:

S t t
Yt:YO+/ 5 (Y.)dW, +/ GV W, = Yy + / AL (2.89)
0 s 0
m
Esta proposicién nos dice que una soluciéon a nuestra EDE, mediante un cambio, se trans-
forma en solucién a otra ecuacién. Serd muy importante la discusion sobre el tiempo de

explosiéon para nuestras soluciones. Esta proposiciéon nos da una primera guia. Sea X una
solucion hasta tiempo de explosion de (2.80) bajo las condiciones (ND) y (L), entonces:

p(+oo) = too = P[S = 00| =1 (2.90)

Esto pues, en {S < oo} se tendra que |Ys| = |p(Xg)| = 0o. Si P[S < oo] > 0 entonces Y;
explotara con probabilidad positiva. Esto contradice al teorema [2.2] Esta es una condicion
suficiente para asegurar la no explosion, pero como veremos luego, no es necesaria.

Ahora, buscamos la conversa a la proposicion anterior, tomando como punto de partida
una solucion de ([2.82)). Comenzamos con el siguiente lema:
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Lema 2.19 En el contexto anterior, considere (Z,W), (2, F,P),{F:} una solucion débil de
(2.82)), con p(—o0) < Zy < p(co) P — c.s. Se define:

T:=mf{t > 0] Z ¢ (p(—00),p(c0))} (2.91)

Entonces, Ziar es solucion débil de (2.82)).

DEMOSTRACION. Se observa que T es el hitting time de un cerrado. Por esto, de la condiciéon
de partida se tiene que P[T" > 0] = 1. Se define Z7 := {Z;,7, F;;0 < t < oo} el cual es un
proceso adaptado y a trayectorias continuas. De esto, se desprende (i) y (i7). En {T" < oo} se
tendra que Zp ¢ (p(—00),p(00)) por lo que 6(Zr) = 0. Asi, 6(Zinr) = 6(Z;)L<ry. De esta
forma, para todo ¢ > 0: [ 63(Zoar)ds < [ 62(Zs)1seryds < [, 72(Z,)ds < co. De donde se
tiene (ii7).

Ademaés, para (iv) considere

t t tAT
/ 5'(ZSAT)CZS = / &(Zs)]l{s<T}dS = / 5'<Zs)d3 = Zt/\T (292)
0 0 0

Por lo tanto Z;,7 también es solucion. Ademas, su condicién inicial también es 7 y esta c.s.
en (p(—00), p(00)). O

La ventaja de la solucion Zi 1 es que dado que P[T" > 0] = 1 se tiene que Z;zr se queda
estacionada al llegar a la frontera de [p(—o00), p(c0)] y cumple que P-c.s.

Zinr € [p(—00),p(c0)] VE >0 (2.93)

Proposicion 2.20 Considere (Y, W), (2, F,P),{F:} una solucion débil de (2.82)), con p(—o0)
<Yy < p(oo) P—c.s. Se puede suponer que Y es de la forma descrita en el lema anterior.

Entonces, el proceso
X ={X;, =q(V}),F; 0<t < o0} (2.94)

estd bien definido y (X, W), (2, F,P),{F:} es una solucion débil hasta tiempo de explosion
de (P80).

DEMOSTRACION. Del lema anterior, sabemos que P-c.s. las trayectorias de Y se mantienen en
[p(—00), p(c0)]. Llamemos a este conjunto A. Se tiene que P(A) = 1. Entonces, se define para
todo ¢t > 0.

R o

Es decir, es la version de ¢(Y;) parchada donde hayan problemas. Por esto, X = {X;, F;0 <
t < oo} es un proceso a valores en R | y con trayectorias continuas. Por las condiciones
usuales, se tiene que X es adaptado. De esta forma, se tiene (i) y (i7).

Como p(—o0) < Yy < p(o0) de forma P-c.s. se tiene que P(|Xy| < o) = 1. De esta
forma , definimos las variables S,, = inf{t > 0 | |X;| > n}, las cuales son {F;} tiempos de
paradas. Nos gustaria usar la formula de Ito en ¢(Y") pero , el problema es que cuando Y estéa
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en la frontera, la funcién arroja valores al infinito. Debemos introducir un tipo de control.
Consideremos el proceso:

tASy t
Y =Yy + / 5(Ys)dW s = / o (Ys)1{s<s,1dW's (2.96)
0 0

Por lo que (Y5") fo 57 (Ys) L (s<s,yds. Ademas, se tiene para todo n > 1 que P-c.s. se tiene
que Y7 € (p(— oo),p(oo)) Vt > 0. Considere que el conjunto donde | X;| < oo para todo
s < S,. Este posee medida 1. Entonces, para s < S, se tiene que Y; € (p(—00),p(c0)), pues
de otra forma Y tendria un valor de frontera con lo que |X| = [¢(Y;)| = |¢(p(£00))| = o0

Asi, se puede aplicar la férmula de It6 generalizada en Y7, con lo que se obtiene que:

t t
Xons, i= a00) + [ 4 Wans JAY5 + [/ Vans, )y,
0 0
t 1 t 9
= X0+/ 7' (Ysns, )5 (Ys)Lis<s, dWs + 2/ q"(Yans,)o° (Yol po<s,yds
0 0

tASH 1 tASh
= Xo+ / ¢ (V)5 (Vo)W + / ¢(Y,)5(Y2)ds
0 0

tASh 1 tASn
=X+ [ A0 e A+ 5 [ R ) v ds

/ 252 <
) Po2 gy P ) e (a(¥s)d

De esto se desprende en particular que fot (Yips, )d{(YSn) fOMS” b(X,)ds de forma c.s.
La parte izquierda de la ecuacién es la integral de una funcién L} . (derivada de funcion
absolutamente continua) con respecto a una variacion cuadratica. Esto es finito c.s. segtn el
lema |1.33] Asi, se tiene que fot/\s" b(X)|ds < 0o P-c.s.

De forma similar, como la integral del cuadrado ¢'(Ys) esta bien definida, se tiene que
th’Q(Y;/\Sn)d<YS )s esta bien definida. De esto se obtiene que ftAS" 0%(X,)ds < oo P-cs.

Veamos (v). Considere el tiempo de salida de (p(—o0),p(c0)) por Y denominado 7. En

{S < oo} se tiene que |¢(Ys)| = |Xg| = oo. Por tanto Yg esta en la forntera del intervalo.
Asi S > T'. De esta forma sea t > S. Entonces X; = ¢(Y;) = ¢(Ys) = Xg , pues luego de T
el proceso Y se queda parado. O

Este teorema es de extrema utilidad pues nos permite buscar soluciones a la EDE general
observando el caso sin drift. Este caso esté estudiado ampliamente en la seccién anterior. La
idea es ver bajo que hipotesis la ecuacion dY; = (Y;)dt posee solucion y tomar la solucion
construida y obtener una soluciéon al caso general. Esto lo haremos en el siguiente teorema:
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Teorema 2.21 Considere la ecuacion (2.80)) bajo las condiciones (ND) y (LI). Suponga
ademds que o~2 es localmente integrable. Entonces (2.80) posee solucion débil hasta tiempo
de explosion para toda ley inicial . Ademds, esta solucion es unica en ley.

DEMOSTRACION. Bajo las condiciones anteriores, considere la ecuacion auxiliar dY; = 6(Y;)dt.
Demostremos que I(¢) = Z(5).

Dada las condicion de (N D) se tiene que o(g(y)) # 0 por lo que Z(5) = (p(—o00), p(c0))°.
Si Z(G) # ¢, escojamos un punto yo aqui. Entonces (y) serd cero en un ¢ a la derecha de
Yo 0 a la izquierda de yy o ambos. En cualquier caso, serd identico igual a 0 en un continuo
en la bola B(yo,¢) lo que implica que yo € I(5). Por lo tanto, Z(5) C I(5). Si Z(5) = ¢,
también se tiene.

Por otro lado sea yy € (p(—00), p(c0)). Escogemos € > 0 tal que:

p(=00) <yo—€ <yo <Yo+e<p(oo) (2.97)
+e d +e d . . .
Entonces [ Zi]o . Jny) = y%“fg Wgﬂq(y)). Realizamos un cambio de variable con ¢(y) = =
la cual es C'! y creciente en el intervalo. Asf ¢/(y)dy = dx =3 y))dy = dx. Asi:
yote g a(yo+e) d 1 [alvwte) 4
/ Y :/ %g_/ <o (2.98)
yo—se O (y) alyo—e) P (27)0' (l’) C Jqyo—e) O (l’)

Donde ¢ = inf,cigyo—e)qwo+e) P () > 0. De esta forma, Z(5)¢ C I(5)°. Asi, se tiene que
I(¢) = Z(5). Considere una ley inicial ;4 en R. Entonces definimos la ley v(-) := u(p~'(+)) la
cual concentra en (p(—o0),p(00)). En efecto v(p(R)) = u(p ' (p(R))) = pu(R) = 1.

Por el Teorema de Existencia de Engelbert & Schmidt, existe una solucion débil (Y, W),
(Q, F,P), {F} de con ley inicial v. Se tiene que Yy estd en (p(—o00),p(o0)) de for-
ma [P-c.s. y que presenta el comportamiento requerido debido a la unicidad. De la pro-
posiciéon anterior, mediante g, obtenemos una soluciéon débil hasta tiempo de explosion
(X, W), (Q, F,P),{F} ala EDE (2.80).

Ademas, para todo A € B(R) se tiene que:
P[Xo € A] = Pg(Yo) ' A =PY; ¢ A = v(p(A)) = ulp~'p(A)) = u(A) (2.99)
pues p es inyectiva. Asi, la ley de X es p.

Veamos la unicidad en ley. Considere dos soluciones XM y X hasta tiempo de explosion
de la ecuacion , ambas con la misma ley p. Entonces de la proposicion , sabemos
que p(XM) y p(X?)) son soluciones débiles de la ecuacion sin drift con la misma ley
inicial. Por el Teorema de Unicidad de Engelbert & Schmidt, las soluciones p(X ™) y p(X®)
poseen la misma ley. Asi, considere A € B(C[0,00),R). Como p es inyectiva, { X € A} =

{p(XM) € p(A)}. Ast:
POIXD e A] = PY[p(XV) € p(A)] = PP p(X?)) € p(A)] = PP [XP) € A] (2.100)

Asi, hay unicidad en ley. m
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Volvamos al ejemplo discutido anteriormente:
dX; = sgn(X,)dt + odW, (2.101)

con o > 0. Ya vimos que este cumple las condiciones (ND) y (LI). Ademas, -5 es localmente
integrable. Por lo tanto, para toda ley inicial u existe solucion débil hasta tiempo de explosion.

A continuacion enunciamos resultados sobre unicidad trayectorial para la ecuacion ([2.69)).
Referenciamos las demostraciones a Karatzas & Shreve [I1], capitulo 5.5 B. El siguiente
resultado esta basado en el teorema [L.40l

Corolario 2.22 Asuma que la ecuacion (2.80) cumple la condicion de (ND), (LI) y o>
es localmente integrable. Ademds, asuma que para todo x,y € R se cumple que:

b(z) = b(y)| < K|z —y|, |o(z)—o(y)| <h(lz —yl) (2.102)

Donde K > 0 es una constante y h una funcién como en [1.40 Entonces, hay unicidad
trayectorial para soluciones hasta tiempo de explosion de la ecuacion (12.80)).

Adaptando el teorema de Yamada & Watanabe a este caso, se obtiene la existencia
y unicidad trayectorial para soluciones fuertes hasta tiempo de explosion, de la ecuacion

(2.80)).Veamos el ejemplo:
Ejemplo Considere la ecuacion:

dX; = pdt + cdW, (2.103)
Conpu#0yo>0

En esta ecuacion b(z) = p y o(x) > 0. De aqui, se observan las condiciones (ND) y
(LI). Claramente o2 es localmente integrable. Ademaés, el drift y la dispersion es Lipschitz.
Por el teorema anterior, para esta ecuacion existe una tnica soluciéon fuerte hasta tiempo de
explosion. Esta corresponde al movimiento Browniano con drift X; = & 4+ ut + oW,.

Volvamos a nuestro ejemplo: dX; = sgn(X;)dt + odW, , con ¢ > 0. En este caso el drift
b(x) = sgn(x) no es continuo por lo que no podemos aplicar el teorema anterior. El siguiente
teorema nos permite trabajar con este caso.

Proposicion 2.23 Considere b acotada y o una funcion Lipschitz-continua tal que o(x) # 0
para todo x € R. Entonces, la ecuacion (2.80) posee una tinica solucion fuerte.

2.3. Test de Feller para Explosiones

2.3.1. Preliminares

En esta seccion, estudiaremos procesos a valores en un intervalo I = (I,7) con —oco <1 <
r < oo. Para esto, considere las funciones b,0 : I — R Borel medibles. Consideramos la
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ecuacion diferencial estocéastica en una dimension:
dX; = b(Xy)dt + o(X;)dW,, (2.104)

donde la nocion de solucion es la de solucion débil en un intervalo (1.43)). En lo que sigue,
consideramos las siguientes hipotesis.

(i) Non-Degeneracy (ND)’ :
o*(z) >0 Vzel (2.105)

(ii) Local Integrability (LI)’ :

14 [b(y)]

Veelde>0 tal que / 5 dy < o0, (2.106)
ae  02(Y)

donde B(z,¢e) C I.

14b(y)|

Esto es equivalente a que y — —57% () ©Suna funcion L} o)

o%(y)
(I). Por tanto, estamos también en el caso (LI). Note que bajo

las condiciones anteriores I(0) = Z(o) = ¢.

(I). Esto nos dice que y

loc

y que y — 021( ) estan en L}

loc

Para ¢ € I, consideramos la funcion de escala p € CY(I) definida en (2.72)). Recuerde
que p'(z) > 0 para todo z € I y es solucion de )p (x) +b(x)p'(x) =0 ctpen I.

Definicion 2.24 Se define la medida de velocidad en este contexto como la medida m en

(I,B(I)) dada por la densidad:
2dx

mldr) = e )

(2.107)

para x € I.

Se ve que la densidad esta bien definida y m(dx) > 0 para todo = € I. Por esto, esta bien
definida la medida. Ademas, para todo compacto K C I se tiene que m(K) < co. En efecto,
podemos considerar C' := inf,¢x p'(x) > 0 y obtener que ﬁ < % De esta forma, gracias a

() 2d 2 [ d
K= [t = | o < <

De esto se desprende que la medida es o-finita.

Definicion 2.25 Considere [a,b] C I con a < b, se define la funcion de Green en [a, D]
como Ggyp @ |a,b] X [a,b] — R donde

(p(x ANy) — p(a))( (b) p(zVy))

Gap(z,y) = (2.108)

para todo x,y € |a,b.

Se observa que G,; es una funcién no-negativa y acotada. Esto ultimo pues p es una
funcion acotada en [a, b].
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Definiciéon 2.26 En el contexto anterior, se define:
Voalo) = [ Gualem(ay (2.109)
para todo x € |a,b).
Es directo obtener la siguiente formula para M, .

Lema 2.27 En el contexto anterior, para todo x € |a,b|:
T b
p\r)—pla
Mas(e) = = [ ola) = pyymtay) + DI [0~ pgym(ay).

A partir de esto, se puede obtener:

Proposicion 2.28 La funcion M,y € C'([a,b]), con derivada M}, absolutamente continua.
Ademds M, () es solucion del problema:
o*(z)
2
con My p(a) = M, (b) = 0.

My(z) +b(x) Mgy (z) = =1 Yz € (a,b) ctp (2.110)

2.3.2. Propiedades de las Soluciones

A continuacion, usamos las funciones construidas anteriormente para obtener propiedades
de nuestras soluciones en el intervalo. En especial, nos interesa estudiar el problema de
la salida de una solucién por un intervalo (a,b). En lo que sigue, considere un intervalo
I=(l,r) CR y dos reales a,b tal que [ <a <b <r.

Teorema 2.29 Sea (X, W), (2, F,P),{F:} una solucion débil en el intervalo I de|2.104) tal
que Xo =2 P —c.s conx € (a,b). Se define:
Top :=nf{t >0| X; ¢ (a,b)}. (2.111)
Entonces:
(1) E[Tup) < o00.
(’I/L) E[Ta,b] == Mmb(ﬂf).
(iii) La variable Xr,, estd bien definida P-c.s. y

Pty — a2 =2

5 plz) —pla)
=2 =50 P[Xr,, = b] = S OETO) (2.112)

DeMOSTRACION. Dado que Xy = z c.s se tiene que P[T,;, > 0] = 1. Por esto , las trayectorias
del proceso X7t esta en [a,b] de forma c.s. De las hipotesis se tiene que:

t t
X[ = Xy +/ b(X2"" )L yer, ,yds +/ (X" ser, ,y AW,
0 0
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Por lo que la semimartingala posee variacion igual a (X7at), = f(f OQ(XZ“’b)]l{SSTa’b}ds. Usan-
do la formula de It6 generalizada en M, se obtiene que:

Mab(X ): ab ab / ab anb /M// <XT‘”’>

7. 3 T, Ta
/ Xs ’b)]l{nga,b}ds‘f‘/O Mé,b(XS ’b)U(XS ,b)]l{ngayb}dWS

1 T,
+2A 1 XA XT er, yds

tATq T T
e a’b(.%')—i—/ (;,b(XSa!b)b(Xsayb)—i—
0
tATq
[ Mo aw,
0

t/\Ta’b T
= M, () —(t/\Ta,b)—F/ ;7,,(XS“”’)U(XS P)dWs.
0

Considere los tiempos de parada:

1nf{t>0|/ X" ds > n}.

De esta forma, se obtiene que
t/\Ta’b/\Tn T T
M(l,b(XTayb/\t/\Tn) = Ma,b<x> - (t A T(z,b A\ Tn) + / CIL,b(XS uyb)U(Xs a’b)dWs-
0

Pero [ T"™ M1 (X )202(XT*")ds < [| M]3, J{" T 62(X1*)ds < ||My,|[%n. Porlo
tanto, la variacion es acotada, por BDG la 1ntegral estocastica posee todos sus momentos
acotados de forma uniforme. Por tanto es una martingala.

En particular E[ftAT“ oA M;, (XZ“’I’)U(XZ“’b)dWS] = 0. De esta forma, obtenemos que:

E[MCL,b(XTa’b/\t/\Tn)] = Ma,b('x) - E[t A Ta,b A Tn]-

Se tiene que 7, converge al tiempo de explosion de la integral, llamemos a esto 7. Ahora, por
la hipotesis (7i7) se tiene que la integral a t A T, es finita. Por esto ¢t A T, < 7. Por tanto
Tos NtAT, — Tup NtAT =T, At. Dado que M, es acotado, se tiene por TCD que
E[Ma (X1, jrinr)] — E[Map (X1, ,00)]- Y dado que t ATop A 7, <t acotado, también por
TCD se tiene que: E[t AT, A 7,] — E[t A T,;). Asi, obtenemos que:

E[Map( X1, jnt)] = Map(x) — E[t AT ]

Ahora, queremos que ¢t — oo. Asi, t A1y, — 1, v de forma creciente. Por TCM se tiene
la convergencia de E[t A T, ] — E[ up). Ademaés,

E[t A Ta,b] - Ma,b(x> - E[Ma,b<XTa,b/\t)] < Ma,b(x)
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Por lo que E[T,;] < M,,(x) < oo. Esto implica que el tiempo T,; es finto c.s. De esta
forma, esta bien defino el limite X7, ,», — X7, ,. Por TCD se tiene que: My (X7, ,)] =
M, y(7) — E[T,p]. Como P[0 < Ty, < oo] = 1 se tiene que Xr,, € {a,b} de forma P-c.s.
Dado que M, vale 0 en la frontera, se tiene queE[M, (X1, ,)] = 0. De esto se concluye que
]E[Ta,b] = Ma7b($).

Para (i4i), obervemos que de lo anterior P[X7, , € {a,b}] = 1. Por lo que la variable es
integrable y

Elp(Xt,,)] = p(a)P[Xr, , = a] + p(b)P[ X7, , = b]

Como dijimos anteriormente, P-c.s. el proceso X7et estd en [a, b], en particular en /. Usamos
la férmula de Itd6 de la misma forma que en la secciéon anterior y obtenemos:

t 1 t
p(X[™) = p(Xg™") + / PX )X / P (X" d(X ),
0 0

Tap

t
= p(a) + / P XT)o (XT) g,y WV,
0

Ahora, usando los tiempos anteriores:

t/\Tn/\Tayb T T
P(Xipountns) = pla) + / DX (X T 1y,
0

De forma anéloga a lo anterior, obtenemos que ftAT"AT” b p/(XST“‘b)202(XST“‘b)ds <|Ip'||?
y por lo tanto, la esperanza de la integral es 0.

E[P(XtATnATa,b)] = p(x)

Como el proceso vive en [a, b] se tiene que la funcion de escala p es continua y acotada acé. Asi
usando TCD y llevando n — oo se tiene que E[p(X;a7,,)] = p(x). De igual forma podemos

o [a,b] "t

llevar t — oo y concluir que E[p(X7, ,)] = p(x). De esta forma:
p(x) = p(a)P[Xz,, = a] + p(O)P[Xz, , = b] = p(a)P[Xz, , = a] + p(b) — p(b)P[ Xz, , = a]
_ o p) —p() p(b) p(z)
= FE = =0) T ) @

]

Esto nos dice en particular que 7, ;, < 0o,P — c.s.. Es decir, las soluciones en el intervalo
escapan de todo compacto en torno a la partida con probabilidad 1. Note que esto no significa

que tocaré todo punto del intervalo, pues puede escapar de todo compacto siempre hacia un
lado.

Ejemplo Considere un Movimiento Browniano W = {W;,F; | 0 < t < oo} definido en
un espacio (2, F,P) con las condiciones usuales. W, es solucion de la EDE homogénea con
b(x) = 0y o(z) = 1. De esta forma I = R y se tienen las condiciones de (LI)" y (ND)'.
Con esto, la funcion de escala para ¢ = 0 consite de p(x) = = la identidad. La medida de
velocidad es m(dzr) = 2dx. Ademaés, se puede demostrar que:

b—x

b—a

E[T,p] = (z —a)(b— x) PWr,, =a] = (2.113)
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Cabe observar que para ecuaciones sin drift se tiene que p(x) = x. Es decir, X ya se encuen-
tra en su escala natural. En este caso es un movimiento Browniano con un reloj estocéstico.
Ahora, este reloj lo lleva en parte la medida de velocidad.

El siguiente teorema nos da propiedades cualitativas de nuestras soluciones. Ademas de
una primera aproximacion al problema de explosion. Consideramos nuestro intervalo I =
(I,7) € R. Como la funcion de escala p es creciente podemos definir los siguiente limites en

R.
p(r—)=lmp(z)  p(i+) = limp(x) (2.114)

Teorema 2.30 Sea (X, W), (2, F,P),{F:} una solucion débil en el intervalo I de|2.104 tal
que Xo=x €1 P —c.s. Tenemos los siquientes casos:

(a) Sip(l+)= —o0,p(r—) = oo, entonces:
]P’[S:oo]:]P’{ sup Xt:r} :IP’{ inf Xt:l] =1
0<t<oo 0<t<oco
(b) Sip(l+) > —o0 ,p(r—) = 0o, entonces:
P{lith:l} :]P’{sup Xt<7"} =1
t/s 0<t<S
(c) Sip(l4+) = —o0,p(r—) < oo, entonces:
P{lith:r] :]P’[ inf Xt>l} =1
t S 0<t<S

(d) Sip(l+) > —o0 ,p(r—) < oo, entonces:

“li = -l -] 5555

DemosTRACION. Considere en el intervalo I = (I,7), reales a < b tales que [ <a <x <b <.
Observemos primero que en todos los casos T,;, < S de forma PP-c.s. Sabemos que T es
finito c.s. Por esto, si S = oo se tiene. Ademaés, si S < oo entonces existe un S,, tal que
Top < S, <S.817T,;, =5 entonces el valor serfan los extremos del intervalo, pero esto es un
evento de probabilidad 0. Por tanto P[T,, < S] = 1.

Hagamos el caso (a). Consideremos entonces el evento {X7,, = a}. En este evento ,se
tiene que existe un valor ¢t = T, ,(w) tal que X; = a, todo esto con probabilidad 1. Por tanto,
se tendra en este caso que {info<;<s X; < a}. Note que ademaés, T,;, < S. Asi:

Pl inf X, <a] >P[X7,,=a] = 1 —p(z)/p(b)

v == T @ ) (2:415)

Llevando el b 7 r se concluye que Plinfy<;«s X; < a] = 1. Como esto es para todo a podemos
tomar una sucesion (a,)nen que decrezca a . Haciendo una interseccién numerable se tiene

95



que:

P|Vn>1: infSXt <a,| =1 (2.116)

0<t<

En este conjunto, se tendra que info<;gX; < [. Ademaés, todo valor X; > [ por tanto
info<;<s Xt > [ es directa. Asi, se obtiene que: P [infoc;cs Xp = 1] = 1.

De forma analoga se tiene que {X7,, = b} C {supy<,.5 X; > b}. Asi, se tiene que:

p(z)/pla) =1

Plsup X; > bl >PXr =b =22 7V7  ©

oy Ko 2 W2 B == )

Llevando a — I se tiene que que P[sup,<; ¢ X; > b] = 1. Tomando una sucesioén creciente a

r. Se obtiene que P[supy<,. g5 X; > 7] = 1. Ademds, como cada valor es menor que r se tiene
que P[supg<;.g Xy = 7] = 1.

(2.117)

Si {S < oo} se tendra que el limite de X; existe. Este limite es [ o r. Si el limite es r
entonces por la continuidad de las trayectorias, el infimo antes de la explosion se alcanza:
infoo;cs Xy = ming;5 X; v es mayor que [. Esto pues, estoy antes de la explosion, por tanto,
estoy en el interior del intervalo. De esta forma infyo.;.g X; > [. Si el limite es [, entonces de
forma analoga se tendra que supy<,.g Xt < r. De esta forma: {S < 0o} C {supj<;.g X <
r} U {info<;<s X; > 1}. Los cuales son eventos de probablidad 0. Asi P[S < oo] = 0y
P[S = o0] = 1.

Note que hemos desmotrado que:

p(r—) :oo:>IP’[ inf Xt:l] =1 p(+) :—oo:>]P’{sup Xt:r] =1 (2.118)

0<t<S 0<t<S

Veamos el caso (b). Dado que p(r—) = oo, se tiene que P[info<;«g X; =[] = 1. Considere
una sucesion (a,)nen tal que x > a,, N\ [. Considere un real b € I. Demostremos el claim de
que:

{XTan,b =b} M{I0<t<S X, =0} (2.119)

El evento A, = {Xr, , = b} se lee como llegar a b antes que a a,,. Ahora, si se llega a b antes
que a, entonces se llega a b antes que a,,.1. Esto pues a,.1 < a,. Asi A, C A, 1. Veamos que
el limite creciente es {30 < ¢ < S X; = b}. Claramente {Xr7, , =b} C {30 <t < S X, = b}
para todo a, por lo que: |J, .y An € {30 <t < S X, = b}. Por otro lado, si antes de explotar
X, = b, entonces existe un limite inferior que no fue tocado. Este es el minimo de una funciéon
continua (que se alcanza) por lo que tiene que estar en I. Asi, debe haber un a, abajo de él.
Asi, {30 <t < S X; = b} C U,,en An- Queda demostrado el claim.

Por la continuidad de la medida , se tiene que: P[30 <t < S : X; = b] = lim,, ;0 P[X7, , =

_ p)—p(an) _ p(z)—p(+
b = limy o pO®)—plan) _ p(®)—p(t
Hacemos el siguiente claim:

)) . Ahora, considere una sucesion (b, )nen tal que z < b, 7 r.

{0<t< S Xy =b,} \({sup Xy =r} (2.120)

0<t<S

Llamemos B, = {30 < ¢t < S X; = b,}. Entonces si existi6 un momento en que toqué
bn+1 toque todo punto intermedio entre = y b, (por continuidad), entonces también toqué
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b,. Asi B,.1 C B,, por lo que la familia es decreciente. Veamos que este limite es lo que
corresponde. Si {supy<; g X; = r} entonces estoy tan cerca de r como quiera, por lo tanto
toco todo punto entremedio (todo punto en [z, 7)), en particular todos los b,,. Asi,

{sup X, =r}C (({F0<t<S X, =b,} (2.121)

0<t<S n>1

Por otro lado si toco b, , entonces supy<;.g X; > b,. Llevando esto al limite se tiene que
Supg<;<5 Xt = r. Con esto se tiene el claim. Por continuidad de la medida se tiene que:

Plsup X;=r]=1lm PE0<t< S X, =b,] = limw

=0 2.122
0<t<S n—00 n—o0 p(by) — p(l+) ( )

Por tanto se tiene que P[supy,.¢ X; < 7] = 1. Veamos a continuacion la existencia del limite.
De la Formula de Ito sabemos que el proceso p(Xirs, ) — p(x) es una martingala local. Como
X% vive e un intervalo compacto, este proceso es acotado y se tiene que es una martingala.
Definamos

Y™ = p(Xins,) — p(I+)

Asi Y™ es una martingala no negativa. Podemos tomar limite y obtener el proceso Y; =
p(Xins) — p(I+). Esto pues p : [I,7] — R sigue siendo continua. Como c.s. el supremo de X;
no es r, si ocurre explosion, esta no sera por r. De esta forma X;,g toma valores en [[,7) y
por hipotesis p(Xyas) posee valores reales.

Consideremos s < t. Usando el lema de Fatou:

E[p(Xins) = p(i+)] = Elliminf p(X;ns,) — p(I+)]
< liminf E[p(Xins,) — p(i+)] = im inf E[p(Xo) — p(I+)] = p(z) — p(i+)
Por lo que las variables Y; son integrables. Ademas:

E[p(Xins) = p(H)|F] = Eflim inf p(Xins, ) — p(I+)|Fo] < liminf E[p(Xins, ) — p(1+)[F]
= liminf p(Xsps,) — p(I+) = p(Xsrs) — p(I+)

n—o0

Por tanto Y; es una supermartingala no negativa y por tanto posee limite. Sumando p(l+)
se obtiene que lim; ,., p(Xins) existe P — c.s.. Si .S < oo entonces el limite del proceso Y;
existe hacia S. Si S = oo, entonces el teorema anterior nos dice que existe el limite hacia S.
Asi.

}%p(Xt) existe P — c.s. (2.123)

Como p : [l,7) — R es estrictamente creciente, podemos obtenere una inversa continua
q:p(l,r)) SR — [l,r) y obtener que: lim; »g X; existe P — c.s.. Veamos que este limite
es [. Por una parte, necesariamente lim; »g X; > [. Pero ademas, si no fuera [ entonces el
infimo no serfa [. De esto se concluye:

P [Hth = l} =1
t 5
Con esto se concluye el caso (b). Los casos (¢) y (d) son anélogos. O
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Veamos el caso (a). Este es el tnico caso donde se nos habla de el tiempo de explosion.
Cuando los valores limites son infinitos, entonces la soluciéon no explota. Esto generaliza la
propiedad en el caso I = R. Ademés, el proceso se acerca arbitrariamente a los limites. A
pesar de esto, no los toca (pues no explota). Esto implica un comportamiento recurrente de la
solucién. Pasa por todos los puntos una infinidad de veces. En particular, el limite no existe
para estos procesos.

Ejemplo Considere un Movimiento Browniano (W,);>¢. Entonces, consideramos la martin-
gala exponencial Z;, la cual es soluciéon de

dZt = thWt

La cual es solucion bajo el intervalo I = (0,00). De esta manera, o(x) # 0. Se puede probar
que la funcion de escala en este caso es p(z) = x — 1. Por tanto p(0—) = =1 > —oc0 y
p(o0) = oo. Por esto, la martingala exponencial cae en la categoria b). Ademés, sabemos que
no explota por lo que si Xy = x c.s., se tiene que

Zy — 0

como ya sabfamos.

Ejemplo Veamos nuestro clasico ejemplo:

dX; = sgn(X,)dt + odW,

—2|z|

con o > 0. De la seccion anterior sabemos que p(z) = gsgn(x)(l — e +7 ). En este caso

p(o0) = § y p(—o0) = —%2. Por tanto estamos en el caso I = (—00,00) y en el caso (d).

De (22.23) sabemos que esta solucion no explota. Del teorema anterior tenemos que el
proceso puede converger a 0o 0 a —00. Supongamos que nuestro proceso comienza en 0.

Entonces:
IP’[th'm Xy =o00]=1- p(r=) — plz) =
—00

1
=) —p(i4) 2 (2.124)

2.3.3. Teorema de Feller

En esta seccion estableceremos el Teorema de Feller o Test de Feller para Ezplosiones, el
cual nos da condiciones necesarias y suficientes para la explosion. Consideramos una ecuacion
en el intervalo I con coeficientes que cumplen las hipotesis (ND’) y (LI?).

En este marco, sera clave construir una funciéon que satisfaga una ecuacion diferencial
adecuada, para obtener propiedades mediante la formula de Itd. Se define recursivamente la
familia de funciones {u,}>°, tales que u, : I — R. Fijando uy(z) := 1 para todo z € I 'y

Up(x) = /xp’(y) /y Up—1(z)m(dz)dy €l ,n>1 (2.125)

Donde ¢ es un real fijo en I. En particular, definimos v := u;. Usando el Teorema de Fubini,
escribimos

ole) = [ 0 / " wo(2)m(dz)dy = / (@) — p(z)m(d2) (2.126)
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Lema 2.31 En el contexto anterior

(i) Para todon >0 wu, € CY(I) y u,, es absolutamente continua

(11) un(z) >0 para todox € [ yn >0
(111) u, es estrictamente decreciente en (I, c) y estrictamente creciente en (¢,r) para n > 1

(iv) Para todo n > 1 se cumple la ecuacion
0-2 ('r) " /
Tun(:zc) + b(z)u, (v) = up—1(z) Vo ctp en (2.127)
Estas funciones son el primer ingrediente para nuestro teorema
Lema 2.32 En el contexto anterior, la serie
= un() (2.128)
n=0
converge para todo x € 1. Ademds:
(i) u(z) € CHI) y /() es absolutamente continua.
(11) u es estrictamente decreciente en (I, c) y estrictamente creciente en (c,r)
(11i) w satisface la ecuacion:
o*(z)
Tu”(x) +b(x)u(x) =u(x) Vo ctpenl (2.129)
Conu(c)=1yu(c)=0
(2.130)

(iv) Para todo x € I se tiene que
1+v(z) <u(z) <e'@

DEMOSTRACION. Comenzemos obervando que

) = {p'<x>m<<c,x>>
—p/ (@)m((z,0))

1c<
Bes4 (2.131)

U .
stz <c

fx fy (dz)dy =

tiene que v(z) = |,
x)). Para x < ¢, usando el TFC se

En efecto sabemos que para puntos x > ¢ se
[Fy ((c,y))dy. De esta forma v'(x) = p/'(z)m((c,x)).
Obtiene que v'(z) = p'(x)gi(z) = p'(x) [ m(dz) = —p/(z) [; m(dz) = —p/(x)m((=,c)).
Hacemos el siguiente claim:
() (2.132)

Yn>0 u,(z) < oy

El caso n = 0 y n = 1 es inmediato. Razonamos por inducciéon. Sea n > 2. Considere

primero el caso ¢ < z. En este caso.
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i) = [0 [Csomiazy < [ [Tz
1

<oty [ P [Cmiay < L [ e mc s

_ 1 ¢ n—1 / _ 1 v(@) n—1 _ 1 u” U(w)_vn(‘r)
_(n—l)!/c v (y)“(y)dy_(n—m/v(c) v = o G =

Para < ¢ es analogo. De aqui se tiene que para todo z € I u(z) = Y " ju,(z) <

n ., L .
Yoo ”n(,m ) = ¢¥®@) < 0o, Por esto, la funcién converge para todo punto, y esta bien defi-
nida la funcion u. Ademas, como todos los términos de las serie son positivos, se tiene que

1 +v(z) < u(zx). De esta forma obtenemos (iv).

A continuacién hacemos el siguiente claim:

n—l(x)
—= Vn>1V I 2.133
|y ()] < fo <)|(n—1) nz1vre (2.133)
En efecto, sea = > ¢, entonces lur (@) = p'(2) [ tn-1(z)m(dz) < p’(x)un 1(x)m((c, :U)) <
v’(:c)”(jl 11(;”,) = |v'(x)]= ( 1),) Para x < c¢se tiene que ]u (x )| = —ul(z) =p/(z) [ tun_1(z)m(dz)

<P (@) un (@)m(z,0)) = =’ (@)un1 () < o' (2)] =2,

Sea K un compacto, entonces podemos considerar el espacio C1(K) el cual es un Espacio
de Banach con la norma ||f||c1 = [|f]lec + ||f']lcc- Sea K un compacto. Entonces se tiene

que u,(x) < ”n( ) por 1o que |[uy]]os < %'“ Usando la continuidad de v se obtiene que
|o||n, = ||U"HOO De esta forma: [[u,|l < = De forma analoga |[u),||. < ||v’||m%
Usando esto, no es dificil ver que:

o0

D luallor = €o=(1 4 ]| |) < o0 (2134)

n=0

Como la serie de las normas converge entonces la serie converge en el espacio C*(K). Como
el limite es uniforme y este implica el puntual, se tiene que el limite es u|x. De esta forma,
la funcién v es continua y posee derivada en todo punto. Ademas, esta derivada es continua.
De esta forma u € C''(I). Por tanto, obtenemos la funcién «'. Usando las cotas y el TFC no
es dificl ver que:

= ul(z) (2.135)

Considere a < b, entonces se tiene que el espacm de las funciones absolutamente continuas
ACla,b] con la norma || f||ac(ap := ff |f(t)|dt + f |f(t)|dt es un espacio de Banach (este es
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igual a Whl[a, b]). Con esto, queremos probar que u’ es absolutamente continua. Sea a < b:

Zuunnwm— / uf |dt+z / (0
< — a)[u, ||oo+z/ 2[b 2\
<=l [ JZ—@Huwuw 200

b2 2|b(t)]
< (b — ! [[o]]oo [[o]]oo / o]0
< (b—a)||v'|]|ee +e /a (1) [|v']]|s0€ /a 2 ()dt

La expresion de la derecha es finita por la hipotesis (LI"). De esta forma u' es absolu-
tamente continua. Esto prueba (i). Para (i7) observemos que para x > c¢ se tiene que
o0 / /

u'(x) =Y ul(x) > 0y para z < ¢ se tiene que v'(x) = Y >~ ul(z) < 0. Esto, junto
a la hipotesis de ser C! nos arroja (ii).

()] +

Ju, (£)]dt

Veamos que v’ = > > -/ (x). ctp. Primero, de la EDO podemos observar que

S ula) 2> (@) (2136)

n=0

Por lo que la serie converge puntualmente ctp. Ahora

| > un(@)] < %e”“” + QJbEz;‘ o] [e!IV! (2.137)

lo cual es L}, debido a las hipotesis. Por tanto para a < z se tiene que:
/ St =Y / u(t)dt = S (x) — (a) = o (x) — () (2.138)
@ n=0 n=0" n=0

Usando el TFC en su version ctp se concluye que:

=> ul() (2.139)

De esta forma, podemos sumar en la edo y obtener

7)1 (0) + bl ) = 12
z) Zuﬁ(x) + b(z) Zu;(x) = Zun,l(x)
o*(z)

5 u'(z) + b(x)u' (z) = u(z)

Ademas, u(c) = Y ju,(c) = uo(c) = 1y w'(c) = > oo u,(c) = 0. Con esto, obtenemos

n=0 "n
(7ii) y podemos concluir. O
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Ahora vemos que

Lema 2.33
p(r—) =00 = v(r—) = oo (2.140)

p(l+) = —o0 = v(l+) = 0 (2.141)

DEMOSTRACI()N Sea ¢ < . Entonces podemos considerar un £ > O tal que ¢+ & < x. Asi,
= [T (y) [} m(dz) dy = [Tp )dy Donde f = [Tm es una funcién con-

tmua Obtenemos que v(z) = [7 p y)dy > [ p/( f( Ydy = f(£c+57x) [ (y)dy >
fle+e)(p(x) —plc+e)). De donde p( ) oo:v(r—) = 00.

Siz < ¢—¢e < ¢ entonces v(z) = [Tp(y f (dz)dy > [T°p'(y fym(dz)dy:
Je..omld2) [P )y 2 [ m(d2)lple - &) = pla)) m

De nuevo, podemos preguntarnos como afecta la dependencia en ¢ a nuestra funciéon v.
Esto lo explicitamos en la siguiente propiedad:

Proposicion 2.34 Sea a,c € I, entonces:
vo(2) = va(c) + 0 (c)pe(x) +ve(z) weT (2.142)

En particular, la finitud o no de v.(r—) y v.(I+) es independiente de c.

DEMOSTRACION. Probemos la independencia, basada en la formula. Supongamos que v,(r—) =
oo para algin a € R. Probemos que v.(r—) = oo para todo ¢ € R. En efecto, de a ecuacion
anterior:

va(x) < va(€) + [vg(0)l[pe(2)] + ve(x) (2.143)

Si p.(r—) = oo entonces se concluye por el lema anterior. Si no, existe un K > 0 tal que:
V() < K 4+ v.(x). Para todo x > ¢. Se concluye que v.(r—) = oco. El caso de v,(l4+) = oo
es analogo. En efecto, si p.(I+) = oo se concluye por el lema anterior. Si no, para < ¢ se
tiene que v,(z) < K + v.(x) para un K. De esta forma v.(I+) = co.

De esta forma, si algiin limite fuera finito para v,, entonces todos lo seran. De lo contrario,
existiria uno infinito y v, sera infinito, lo cual es una contradiccion. O]

Ahora estamos en condiciones de establecer el resultado mas importante de esta seccion.
Teorema 2.35 (Test de Feller para explosiones) Sea (X, W), (Q, F,P),{F:} una solucién

débil en I = (I, 7) bajo las condiciones (ND)" y (LI)". Considere ademds que Xo =z € I P-
c.s. Entonces:

PS=o]=1<v(+)=v(r—) =00 (2.144)
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DemosTrRACION. Considere la semimartingala X" que como sabemos estd bien definida a
valores en I de forma c.s. Defina f(¢,2) = e 'u(x). Usando la formula de Ito:

t
f(t, X2") = £(0, Xo) / 5/ (s XS”)ds+/ PG X5)dXSn + / o 2f 5, XY d(X5n)
t tASh tASh
() — / e~ u(X5)ds + / e/ (X5 )b(X,)ds + / e (X5 (X ) AW,
0 0 0

1 tASh
. / e (X502 (X,)ds
0

' —s S / 02(X5) "
=u(z)+ e —U(Xs") +u (Xs)b(Xs)]l{sgsn} + 5 U (XS)IL{SSSH} ds
0

tASh
+ / e U/ (Xs)o(Xs)dWs
0

Como esto es una igualdad de procesos c.s., reemplazamos t por t A S,,. Con esto, la integral
de Lebesgue se hace 0. Lo que resulta es:

tASh
COS(Xis) =)+ [ (X )o(X,)aw, (2145
0

Consideremos M™ := e~ (#"Sn)y(Xg, oy ). Entonces se tiene que:

tASy
M™ = M+ / e=*u (X))o (X,)dW, (2.146)
0

Entonces M,™ — u(z) es una martingala local. Ademas, \Mt(") —u(x)| = |e Iy (Xg, p) —
w(z)] < Ju(Xg,ae)[+u(x) < ||ul|reop, ) +u(z) < co. Por tanto M™ —u(z) es una martingala.
Asi, Mt(") es una martingala con respecto a {F;} (filtracion que lleva a Wy a X'). Extendemos

u, dandole valores u(l+) y u(r—) en los extremos del intervalo. Esta extensién hace de
u: [l,r] — R continua. De esta forma se tiene que:

Im M™ = ey (X0g) (2.147)

n—oo

Donde este limite es a valores en R,. Veremos que en realidad toma valore reales. Definimos

el proceso: M; = lim,, Mt(n). Hacemos el claim: M, es una supermartingala con respecto a

la filtracion {F:}.

Primero, cada Mt(n) es JF; medible. Por tanto el limite M, es F; medible. Segundo, usando
el lema de Fatou:

E[M,] = E[lim e"*)u(X,;1g,)] < liminf E[e™*)u(X,g,)] = u(z) (2.148)

n—oo n—oo

Por lo que las variables son L. Por tltimo, para t > s > 0:

E[M,|F,] =< lim inf E[e®*"5")u(X;rg, )| Fs] = lminf e u(X 55, ) = M, (2.149)

n—o0 n—oo
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Y se demuestra el claim. Note que las variables M, al ser L! en particular son finitas c.s. Al
ser M; una supermartingala positiva, posee limite c.s.

My := lim e_(tAS)u(Xt/\S) (2.150)

t—o00

Ademas, este limite es integrable. En particular, finito c.s.

Veamos <. Si v(l4+) = v(r—) = oo , entonces de la desigualdad 1 + v(z) < u(z) se
tiene que u(l+) = u(r—) = oco. De esta forma, en el evento {S < oo} se tiene que My, =
eSu(Xg) = co. Es decir {S < oo} C {M,, = cc}. Asi P[S < o00] =0y P[S = o0] = 1.

Para =, argumentamos por contrarreciproca, es decir, suponemos que v(r—) < oo 0
v(l4+) < oo. Supongamos que v(r—) < oo. Ademas, podemos considerar, sin pérdida de
generalidad, que ¢ < x < r. Esto pues, para otro ¢ se tendra que tambien posee limite por
derecha finito, y genera una funciéon u que cumple con las edo y con el tratamiento antes
expuesto. Definimos el tiempo de parada T, = inf{t > 0 | X; = ¢}. Entonces, hacemos el
siguiente claim: el proceso

Mz, = 37(MTE/\S)U<XU\TC/\S) (2.151)

Es una martingala acotada. En efecto, como consiste en parar una {F;} supermatinga-
la con un {F;} tiempo de parada, entonces es una supermartingala. Veamos que también
es submartingala. En efecto, sabemos que e~ "9 Te)y(X, s r.) es martingala, por lo que
—e~ (INIAT) (X pg, A7) €5 martingala. Ademas,

e~ ST (X n g ar) < u(r—) (2.152)

Esto pues X toma valores en [c,r] donde la funcion es estrictamente creciente. Por tanto
u(r—) — e NINT)y (X, 06 A7) €s una martingala no negativa. Por lo tanto, haciendo un
argumento anélogo al anterior, el proceso:

u(r=) — ey (X psnr,) (2.153)

es una supermartingala. Asi —e~ ("9 Te) 4( X, g57.) es una supermartingala. De esta forma,

e~ WASAT) (X asar.) €s martingala. De la desigualdad anterior se desprende que:
0 < e” SNy (Xypgar,) < u(r—) (2.154)
Por lo que es acotada. Asi, queda demostrado el claim.

De lo anterior, se tiene que la martingala es uniformemente integrable y por tanto posee
limite c.s. y en L!. De esta forma:

u(z) = Ele”""u(Xsar,)] = Ele~u(Xs)Ls<r,] + Ele™ ™ u(Xr,) I7,<s]
= u(r—)Ele™ ls<r,] + u(c)Ele™ " 17,s]
Si P[S = oo] = 1, entonces u(z) = u(c)Ele "] < u(c) lo que contradice el hecho de que u

es estrictamente creciente en [c, z]. Por tanto P[S < oo] < 1. Si u(l+) < oo la deduccion es
analoga. O

Veamos algunos ejemplos:
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Ejemplo (Movimiento Browniano) En este caso b(z) =0y o(z) = 1 se tiene que p(z) =z
y m(dz) = 2dz. De esta forma:

o@) = [ ple) = plwmian) = [ 2o -pidy =~ -yPh=s*  (215)
0 0
Asi, se tiene que v(£o00) = oc.
Ejemplo (Martingala exponencial.) En este caso b(x) =0y o(x) = z se tiene que p(z) =z
y m(dz) = 222 En este caso, se tlene que v(x) = 2(x —logz — 1). Se puede demostrar que

efectivamente v(oo) oo tomando e’ y usando la Regla de L'Hopital. Ademas, claramente
v(0—) = 0.

Ejemplo Consideremos:

dX, = ngdt + dW, (2.156)

Con I = (—00,00). Se tiene para z € R que p(z) = [ e du con ¢ = 0. De esta forma

= / e’ / 2¢* dzdy (2.157)
0 0

Veamos que v(0o0) < oo. Considere el integrando , usando la regla de L’Hopital:

m(dz) = 2¢**dz. De esta forma:

y2 23 2 y3 2
ttm 02 2 w2 =0 (2.158)
y—oo €Y y—oo eV 3y?  y—oo Jy?

. a3 3
Esto nos suguiere que e foy e* ~ y—12 cuando y — oo. En efecto:

h'myf ~ ev’y? —I—nyyezdz_ . 2fyezdz 1
y—oo  ev’ y—o0 3y2ev’ yﬁoo 3yev’ 3
zlimze—y?)—l——:h'm 2 +1:1

y—oo 3e¥’ + 9y2e¥’ 3 yo03+9y2 3 3

Llamemos ™%’ Iy e*’ = g(y) , entonces 3¢(y)y> — 1 cuando y — oo. Considere ¢ = 1,
entonces existe un M > 0 tal que para todo y > M se tiene que:

2
Bo(yly® — 1 <1= -1<3g)y” ~1<1=0<3g(y)y’ <2=0<gW) < 35

De esta forma,

v(00) = /Ooo 29(y)dy = /OM 29(y)dy + /MOO 29(y)dy < /OM 29(y)dy + /MOO 342dy < o0
(2.159)

Por Test de Feller, concluimos que P[S < oo] > 0.
A continuacion, veremos cuando podemos asegurar que P[S < oo] = 1.
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Teorema 2.36 Sea (X, W), (Q,F,P),{F:} una solucion débil en I = (l,r) bajo las condi-
ciones (ND)" y (LI). Considere ademdas que Xo =x P-c.s. para x € I. Entonces se tendrd
que P[S < oo| =1 si y sdlo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(1) v(r—) < oo yu(l+) < o0

(it) v(r—) < oo y p(l+) = —c0
(1i1) v(l+) < 0o y p(r—) = o0

En el primer caso, se tiene ademds que E[S] < co.

Esto no elimina todas la posibilidades. De lo anterior, se tendra que si v(r—) < ooy
v(l+) = oo pero p(l+) < oo, entonces 0 < P[S < oo < 1.

DEMOSTRACION. Comenzemos viendo <. Supongamos que (i), entonces, en particular se tiene
que p(r—) < ooy p(l+) > —oo. Por esto, se puede extender la funcion de Green de la
siguiente forma:

(p(x Ay) — p(I+))(p(r—) — p(z Vy))
p(r—) — p(l+)

G(z,y) = (2.160)

Donde todo esta bien definido en R. Definimos M (z) = [, G(z,y)m(dy). Para z € I. Veamos
que bajo las hipotesis de (i) se tiene que M(z) < oo. En efecto, G(z,y) > 0, por lo que
calculamos:

_ [T ply) —p(+)(p(r—) —p(z)) " p(z) = pH)(p(r—) —py))
M= [P @)+ [ B ()
_ (p(r—) = p(=)) J;" p(y) — pU+)m(dy) + (p(z) — p(i+)) [, p(r—) — p(y)m(dy)
p(r—) —p(+)

Consideramos que p(y) = ap.(y) + b para todo y € I donde p, es la funciéon de escala con
constante z, y a > 0 y b € R. De esta forma p/(y) = ap,(y). Asi m(dy) = m,(dy). De esta
forma:

[ v = pmtan) = [ atout) = patt)zma ) = [ p.6) = peEmalay

/ﬁmﬂ—mwmmmz%wm<m

De forma analoga [ p(r—) — p(y)m(dy) = [ ps(r—) — pa(y)ms(dy) = v,(r—) < co. Con
lo que concluimos que M (x) < oo.

Ahora, buscamos tomar limite en la expresion E[T, ;] = M, (x). Consideremos una su-
cesion (I,,7,) que se abre a (I,r). Por un lado: M, , (z) = [; Ly, (4) G, (2, y)m(dy).
Donde debido a la continuidad de p: 1y, ,.1(¥)Gi, . (z,y) — G(x,y) puntualmente en y.
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Ademas para n € N tal que [,, < = < r, se tiene que:

ﬂurmwelruuﬁg<MIAw <>xm > p(z Vv y))

_ ey —p A

- p(ro) — p(lo)
p(r—) — p(l+)
< ) —pllo) T @Y

Que como vimos es integrable con respecto a m(dy). Usando el Teorema de Convergencia
Dominada se tiene que M;, , (vr) — M(z). Por otro lado S,, ,/* S. Por TCM se tiene que
E[S,]  E[S]. Tomando limite en la expresion E[S,| = M, ,, (x) se obtiene que: E[S] =
M (x) < co. Por tanto S es integrable. En particular P[S < oo] = 1.

Para el caso (ii) consideramos una secuencia (I, )nen tal que I, N\ [. Definimos los tiempos:
T,=mf{t>0|X;=r} R,=mf{t>0]|X,=1,} (2.161)

Como v(r—) < ooy v(l,) < oo se tiene de forma analoga a lo anterior que E[R,, A T, < co.

Por tanto, se tiene que:
PVn>1R, AT, <oo| =1 (2.162)

Ahora, como v(r—) < oo se tiene que p(r—) < co. Ademés, de la hipotesis p(I—) = oo se ve
que estamos en el caso (c¢) del teorema anterior. Asi, el proceso posee limite igual a r y su
infimo es mayor a [ de forma c.s. Esto hace que T, = .S de forma P — c.s. En particular:

P[3no > 1 tal que Vn > ng R, = o] =1 (2.163)

En el evento {S = oo} se tiene que que cs. R, AT, = R, NS = R, para todo n. Asi,
estas variables, por un lado seran todas finitas y por otro existird un punto donde todas son
infinitas. Esto es una contadiccion. Por tanto P[S = oo] = 0. Asi P[S < oo| = 1.

El caso (iii) es andlogo. O
Veamos algunos ejemplos

Ejemplo Volvamos a ver
3
dX, = Edet + dW, (2.164)

en [ = (—00,00) . Ya hemos visto que v(o0) < oo. Por otro lado p(z) = [ e~ du por lo que
p(—0o0) = —oo. Asi, por el teorema anterior se tiene que S < oo c.s. De esta forma, siempre
debemos esperar explosion para estas soluciones.

Ejemplo
dX, = 2X}dt + dW, (2.165)

En I = R. Se tiene que p(z) = [ e " du y que m(dz) = 2¢*" dr. Ademas:

£ 4 Y 4
= / eV / 2e¢* dzdy (2.166)
0 0



Mediante la Regla de LHopital podemos ver que e ' foy 2e* ~ # cuando y — o0, por

lo que v(00) < co. Para x < 0 se tiene que
0 4 0 4
v(x) = / eV / 2e* dzdy (2.167)
z v

Mediante la Regla de LHopital podemos ver que e v fyo 2e%" ~ % con lo que v(—o0) < oc.

Note que en este caso p es mas simetrica (debido a la paridad de y*). Asi, esto corresponde
al caso (7) anterior. De esta forma: E[S] < oo.

Cabe mencionar que las condiciones sobre v y p para estudiar la explosiéon guardan relacion
con la clasificacion de frontera hecha por Feller en [9)]. Para una aplicacion a difusiones vea
la seccion [4.5] del Apéndice.
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Capitulo 3

Distribuciones Cuasi-Estacionarias para
el Proceso de Bessel

En esta seccion se trabajara el problema principal de esta tesis. Comenzamos estableciendo
algunos hechos sobre el proceso de Bessel X en el intervalo (0, 1], para luego enunciar el
resultado principal. En la seccion [3.1.1]se calcula la funcion de escala y la medida de velocidad
para X. Con esto, en la seccion se construye una medida cuasi-estacionaria v analizando
al movimiento Browniano B en la bola unitaria, el cual se extingue en la frontera de la bola.
Para demostrar la unicidad se requerirda un analisis més fino de B, el cual se hace en la
seccion Empleando estos resultados, se demuestra que v es la tnica distribucién cuasi-
estacionaria y que corresponde al limite de Yaglom para X. Por tltimo, se tocan algunos
topicos adicionales, los cuales orientaran el trabajo futuro.

3.1. Preliminares

Sea d > 2 un entero. Consideremos (€2, F) un espacio medible con medidas de probabilidad
{P,}1era. Sea ademés {F; }1>o una filtracion y B = { By, F4; 0 <t < 0o} un proceso adaptado,
a trayectorias continuas, d—dimensional, y tal que B es un movimiento Browniano bajo P,
con P,[By = x] = 1 para todo # € R?. Esta construccién se puede hacer usando el espacio
canonico (vea por ejemplo Karatzas & Shreve [I1], pagina 73). En este caso F = B(C[0, c0)?)
y JF; es la filtracion natural del proceso. En este caso z — P,(F') es Borel-medible para todo
F € F. Ademas, consideramos la completacién F* := FF= con la aumentacion Fii=F VN,
donde N, son los P, despreciables de . Como B es un proceso de Levy, se tiene que {F;}
cumple las condiciones usuales (vea Protter [12], teorema 31).

En este contexto, se define el proceso de Bessel de dimensién d como X; = |B|
donde |.| es la norma euclidiana en R%. Es conocido el hecho que para d > 2, el movimiento
Browniano no llega a ningtn punto en particular con probabilidad positiva (fuera del punto
de partida). En particular, si Ty = inf{t > 0| X; = 0} se tiene que:

P.(Th =o00) =1 Ve #0 (3.1)
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Como anunciamos en un comienzo, el proceso de Bessel es soluciéon de una ecuacion estocas-
tica, cuyo coeficiente de drift es singular en 0.

Teorema 3.1 En el contexto anterior, Vx # 0 existe un movimiento Browniano estdndar
W = {W, F50 < t < oo} tal que (X, W), (Q, F*,P,),{FF} es una solucion débil en el
intervalo I = (0, 00) de:
d—1
2X;

dX, = dt + dW, (3.2)

DEMOSTRACION. De lo anterior, {F}} es una filtracion que cumple las condiciones usuales en
(Q, F*,P,). El proceso X = {X;, FJ;0 <t < oo} es un proceso adaptado, a valores en [0, c0)
y a trayectorias continuas. Considere:

W, = / °_dB (3.3)
(@)
De (3.1)) se obtiene que FBSS\ estd bien definido P,-c.s. De la continuidad de las trayectorias
(@)
continuas, se observa que P,| fg(%)%s < oo] = 1, por lo que la integral estocastica esta

bien definida para todo 7. De esta forma, W; es una F; martingala local continua tal que
Wy =0 P, — c.s. Usando el teorema de Kunita-Watanabe:

d o (i) d o p(d) o p(J) d t @) pli)
Bs : Bs , Bs . B.Y By . .
[E / —_dBW], = E [/ _dggl),/ — _dBY), = E / = _4[BY, BU),
d t i)\2 t d ()2 ¢
S [ [ B
= Sds = Sds= [ ds=1

Del teorema de Levy, se concluye que W := {W,;, F¥;0 < ¢t < oo} es un movimiento Brow-
niano estandar.

Considere {1,,}>° | una secuencia estrictamente decreciente tal que lim,, oo 1, = 0y {r, }°2,
una secuencia estrictamente creciente tal que lim,, .7, =00y 0 < [, < r, < oo para todo
n > 1. Se define para n > 1, entero, S, := inf{t > 0 | X; ¢ (l,,7,)}. Entonces para
w € {Xo = |z|} se tiene que:

' fld-1 t/od-1
X 2(Xy)) 1 = 1)1 < T |
/0 (16(Xs)| + 0°(X5)) Lis<s,yds /0 <2Xs + ) {s<sn}d8_/0 (2(|x/\ln)+ )ds<oo

De donde se desprende (1.42). Para (1.43)), considere la funcién f : R? — R definida por
f(x) = |z, la cual es de clase C*(R¢\ {0}). Para i, j = 1...d, se tiene que:

of @ Of ()= it sliA (3.0
— 7 - 127932 . . . .
or; || 0z ,;0x; | |‘x|3 Losii=
En particular, Af(z) = S0, % = #(al|ac|2 — |z|?) = %. Considere el proceso B

para n > 1, el cual es un vector de martingalas locales. Este proceso vive en la corona
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{y e RY | 1, < |y| < r,} por lo que B se mantiene alejado acotadamente del 0. De la
formula de Ito:

f(BS")—f(Bo)JrZ/O of (Bfn)ngi%Smr% > / ﬁ(gfn)d[g(n,sn’B(j),sn]s
i=1 .

8561'
d tASn
=+
i=1 70

of W, L[ S
S (BB + /0 AF(BS)d(s A S.)

~ 2
d tASh B(’L) @ 1 tASh
— * dBYW 4+ = Af(Bs)d
> [ en g [ Arms
tAS, tAS, tAS,
nd—1 " nd—1
= |z| + W, n—i—/ —ds-:v+/ dWs+/ ds
A Wos + 0 g @ =k ] o 2X,

O

La ecuacion (3.2) es una ecuacion hasta tiempo de explosion en el intervalo I = (0, 00).
Para la construccion que hicimos, P[S < oo] = 0 donde S = lim,,_,o, S, es el tiempo de
explosion. Los coeficientes b(z) = £ y o(z) = 1 cumplen con las condiciones (ND)’ (2.105)

y (LI)” (2.106), lo que implica, mediante el teorema [2.21] que hay unicidad en ley para la
ecuacion ((3.2)).

Esto tiene una consecuencia de gran importancia. Considere z,y € R%\ {0} tales que
|z| = |y|. Bajo P, y P, el proceso X; es solucién de con Xy = |z| = |y|. Como la
condicién inicial es la misma y hay unicidad en ley, se tiene que X posee la misma ley bajo
P, y Py, es decir:

Corolario 3.2 En el contexto anterior, sea F : C[0,00) — R medible y acotada. Sea
ademds z,y € R? tales que |x| = |y|, entonces:

E.[F(X)] = Ey[F(X)] (3-5)

Veamos a continuacion que X es un proceso de Markov Fuerte en el sentido de [I.§)y
Considere como espacio de estados ((0, 00), B(0, 00)). Dado que el proceso X siempre se
mantiene en (0, 00), no agregamos un estado de extincion A ni una variable X,. Considere
el operador de shift (6;);>0 en Q = C[0,00) y defina para r > 0 la medida P, := P, . o).

Proposicion 3.3 (Q, F, F;, 0, X;,P,.) es un proceso de Markov Fuerte en (0,00). Ademds,
su semigrupo es normal y conservativo.

DeMosTRACION. Muchas de las condiciones de son directas de la construccién. Ademés,

ignoramos las que hacen alusion a A. Veamos las méas interesantes.

De la medibilidad de = — P, (B; € B) se obtiene la medibilidad del mapeo r — P,.(X; € A)
en (0,00) paratodot >0y A € B(0,00). Para considere que X posee trayectorias conti-
nuas lo que hace al proceso progresivamente medible. Esto implica que X es progresivamente

71



medible con la filtracion {F;}. Empleando el teorema 6.11 en Blumenthal & Getoor [I], se
deduce que para T un {F;} tiempo de parada, se tiene que Xt es Fr/B(0,00) medible.

Demostremos la propiedad de Markov fuerte para t > 0, r > 0 y T un F; tiempo de
parada tal que P.(T" < oo) = 1. Considere ademéas f € M, (B(0,00)). Usando el corolario
3.2k

E [f(Xerr)|Fr] = B [f(1Besr)IFr] = By [f (1 Be)] = Ejpery [f(1Be])] = Ex(r)[f (X))

]

Consideraremos el proceso de Bessel que inicia en (0, 1] y tiene a {1} como estado absor-
bente. Defina:

T:=mf{t >0 X, =1} (3.6)

Estudiaremos las distribuciones cuasi-estacionarias del proceso X r bajo las medidas de
probabilidad {IP,},c(,1). Esto lo denominamos como el Proceso de Bessel en el intervalo
(0, 1]. Por propiedades del movimiento Browniano, se tiene que P,.(T" < oo) = 1 para todo
r € (0,1]. Asi, este proceso se extinguira casi seguramente por el 1 y nunca por el 0.

En lo que sigue, sera de gran importancia el semigrupo submarkoviano:

T.f(r) == E[f(Xi)Licr] (3.7)
Donde f € My(B(0,1)), t > 0,r € (0,1). De 3.2 se desprende que:

Va,y € R? 2| = |y| = Eo[f(Xe)Licr] = Ey[f(Xt)]lt<T] (3.8)

Cabe mencionar que el proceso de Bessel admite una definicién mas general. En Borodin
& Salminen [2], pagina 73, se define el proceso de Bessel X de orden 8 € R como la solucion
a la ecuacion
26+1

t

dX; = dt + dW, (3.9)
para los 5 que permiten solucion tnica hasta tiempo de explosion en [0, oo]. En este contexto,
los procesos de Bessel que se consideran a continuacién son los de orden = % — 1 donde
d > 2 es un entero. Vea el final de este capitulo para una discusion de nuestros resultados en
el contexto de g € R.

3.1.1. Escala y Medida de Velocidad

A continuacién se estudiara el generador asociado al proceso de Bessel. Por [3.1] se obtiene
que este corresponde al operador diferencial:

u'(z) (3.10)



Donde d > 2 es un entero. En la notacién de Collet, Martinez y San Martin [6], a(z) = — %1
Note que a € C*(0,1] y que posee una singularidad en el 0. La funciéon de escala para la

difusion viene dada por:

pel(z) = / " exp{—2 / ' :gig)ds}du: / "2l ot gy, (3.11)

Donde ¢ € (0,1). Ahora, de la regularidad de a en 1, se tiene que p.(1—) < oo y por tanto
se puede considerar la funciéon de escala con ¢ = 1, la cual se denotara por p.

/ exp(2 / ds}du,  x € (0,1] (3.12)

La funcién p es de clase C?(0, 1], estrictamente creciente y tal que Lp = 0 con p(1) = 0.
Ademas, para z € (0,1] se define la funcion v(z) = 2 fl s)ds. De esta forma, p(x) =
flx ¢"®)dz. Para el caso de £ se puede hacer este calculo de forma explicita.
Lema 3.4 Sea d > 2 un entero. Entonces:
T 1 —~(z _
y(z) = —(d—1)logz, '@ = g e @ = gd-1 (3.13)
log x sid=2
T) = 3.14
P(7) {d—IQ(l—#) sid>3 (3.14)
DEMOSTRACION. Para z € (0, 1) se tiene que y(z) = 2 [} a(s)ds = —2 f s)ds = 2 f Clds =
f: 4=1ds = (d — 1)[log1 — logz] = —(d — 1)loga:. Asi, 67(‘” = exp{loga: (A=D1 = g~ d Dy
e (@) = 2971 Si d = 2 se tiene que: p(x) = flx e Wdy = — fml %“ = log . En cambio, si d = 3,
1 _(q— 1—(d—1) 1 2—d 1 2-d
p(x)z—fxu(d1)duz—%$:—3ﬁx:—<ﬁ—id>:ﬁ(l—z%)- O

De lo anterior se observa que 7 y e€” poseen singularidad en 0, mientras que e~ resulta
ser C'[0, 1]. Siguiendo a [6] y a [11], se define la medida de velocidad m y la medida p como:
2dx 2dx

— — — 9@
m(dzx) = YT e T 2e dx (3.15)

p(dz) = e " @dy = x 1 dx (3.16)

Ambas son medidas en ((0,1),8(0,1)). Note que la medida p es finita en (0, 1) a pesar de la
singularidad en 0 de «a. Resulta de interés la funcién v definida en (2.126)):

@ v @ y
ve() :/ p'(y)/ m(dz)dyz?/ 67(9)/ e 7D dzdy

Dada la regularidad de «, se puede trabajar con ¢ = 1. A esta funciéon la denominaremos v.

Lema 3.5 En el contexto anterior:

1ip2 _ — d =
o - (RS e
qd—2) std>3

(3.17)

73



! 1 1
Sy =2 [ g (3= ) dy =3 [ e~ vy

1
Si d = 2, entonces v(x) = f;i —ydy = [logy — %]L = (—% — logz + % = %@2 -

_ 1
2logz — 1). Si d > 3, se tiene entonces que v(z) = 2 ;ydl,l —ydy = 2 (y;_; — y—;) =
2 ( 1 1 2274 | 22\ 2 (2—(2—d)—222"94(2—d)2a?\ _ d—2z ("D _(d—2)2a2 _ 2z (=D (d—2)z2—d
i\ia— 222 1T3%)=a 20=d) = =) = 2d—2) :

]

De lo anterior, note que v(1),p(1) < oo mientras que v(0) = co y p(0) = —oo. Empleando
y [2.36, se confirma el hecho que el proceso abandonaré el intervalo (0,1) y lo hara
siempre por el 1.

3.2. QSD para el proceso de Bessel: Existencia

En esta seccién se demostrara que existe una q.s.d. para el proceso de Bessel, sin importar
su dimension. Para esto, se utilizara la teorfa espectral de operadores elipticos con condiciones
de borde Dirichlet. Esto se puede encontrar en Evans [§], capitulo 6.5. y en el apéndice
Considere el problema:

—2tAw=Aw enU
{ 2 (3.18)

w=0 en OU
Donde U = {x € R? | |#| < 1} es la bola unitaria abierta en R? bajo la norma euclidiana.

El operador L = —%A es uniformemente eliptico y simétrico, por lo que aplica la teoria de
.3 De esta forma, el espectro X es real, discreto y se puede ver como:

O<>\1<)\2§)\3§...)\k—>00 (319)

Ademas, existe una base ortonormal {13}, de L?(U) donde 1, € C=(U) es una funcién
propia de \g, para todo k > 1. El valor propio principal A\; es estrictamente positivo y simple.
Por tultimo, su funcién propia 1; se puede elegir (y lo haremos) positiva en U.

[P

Note que \; corresponde a 2 donde \ es el valor propio principal del problema:

(3.20)

—Aw=X v enU
w=20 en OU

Corilo —%Awl = A7y se tiene que —Avy = M\;. De esta forma, ¢ es también funcién propia
de \.

Considere a B, el movimiento Browniano construido en la secciéon [3.1] Estudiaremos el
proceso Biar, donde T se puede reformular como inf{t > 0 | B; € U}, para medidas P, con
x € U. En otras palabras, estudiamos el movimiento Browniano en la bola unitaria que se
extingue en la frontera. El siguiente resultado para By, se encuentra en [6], pagina 9.
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Teorema 3.6 B;\r posee una q.s.d. n absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesque, con densidad dada por:

n(dx) = fuLdm (3.21)
U

Donde u > 0 es la solucion de con A = \. Ademds, la tasa exponencial de supervivencia
estd dada por %

De esta forma, la tasa exponencial de supervivencia esta dada por A\; y la densidad dada

por vaﬁ A continuaciéon, buscamos una propiedad adicional para ;.

Definicion 3.7 Diremos que f: U — R posee simetria radial o es radialmente simé-
trica si para todo x,y € U tal que |z| = |y| se tiene que f(x) = f(y).

Si f es radialmente simétrica, entonces sélo es funcion del radio. Por tanto, podemos
definir la funcion asociada F': [0,1] — R tal que F(r) := f((r,0...0)). Queremos ver que
11 es radialmente simétrica. Para esto considere:

Teorema 3.8 (Gidas, Ni & Niremberg ([10])) En la bola @ = {z € R? | |z| < R}, sea u >0
una solucion positiva en C*(Q) de:

(3.22)

Au+ f(u) =0 en$)
u=>0 en 0S)

Con f de clase C*. Entonces, u es radialmente simétrica y % <0 para 0 <r < R.

El resultado anterior también se encuentra en [8] pagina 558. Como 1; es una solucion
positiva de (3.22)) para f(u) = 2\ju, se concluye que 9, es radialmente simétrica. Entonces,
se define:

Py(r) == 1((r,0...0)) r € [0,1] (3.23)

Asi, ¢ (r) es una funcién estrictamente decreciente de clase C2[0, 1]. En particular 1, (r) > 0
para todo r € [0, 1).

Teorema 3.9 (Existencia) La medida v en (0,1) con densidad:
-1
11/11(7“)7" dr
Jo 1 (v)vi-tdv

es una distribucion cuasi-estacionaria para el proceso Xiar. Bajo v, la tasa exponencial de
supervivencia es igual a \i.

v(dr) = (3.24)

DEMOSTRACION. De|3.2]se obtiene que la funcion z — E,[f(X;)11s] es radialmente simétrica.
Usando coordenadas esféricas (vea [4.4), se deduce que E ;[f(X;)1rs] es constante como
1

re
funcion de ¢ € St = 9U. De esta forma, para todo r € (0, 1]:
1 _
E.[f(Xe)lrs] = W i Erg)[f(Xt)]lT»]de 1 (3.25)
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Denote por C := fol Ui (r)r¢=tdr . Sea f € My((0,1)) y t > 0:

1
E,[f(Xe)lrs] = / E,[f(Xe)psi|v(dr) = C/ [f (X)) Lpsg)tbr (r)r®tdr

C/ [S4-1] Jga-r E.glf F(X)Lps dST ey (r)r®tdr

C\Sd 1!/ /sd . FX)Upspy (r)rd=1dS  dr
e G [, o Bl 0B i)
1 (z)dx
C‘Sd 1’/ F(IBe) Lrsi)ipr (x)dx _fUCL;d_I\/UEx[f(’Bt)]ITNM(dx)
= %HEW[JCGBtDﬂTN]

Usando B.6t
Uy (z)dz Yi(x)de
b Bl = S [ (ot

1 —Ait 1 gt 1 - B
= g | Hee = e [ e as

_ éem /O 1 F)Yy (r)rdr = e /0 1 f(r)v(dr)

De la proposicion [1.46| se concluye. ]

d—1

Note que 77" = r9=1 por lo que esta q.s.d. es proporcional a ¢y (r)u(dr).

3.3. El Proceso Bi\r

En esta seccion se estudiara el proceso Biar, al cual hace alusion el teorema [3.6] Concre-
tamente, estudiaremos el semigrupo:

Pf(x) :==E,[f(B:)li<r] (3.26)

Donde f € My(U) y z € U. (P);>0 es un semigrupo submarkoviano actuando en My(U),
donde U es la bola unitaria abierta de R?. Lo primero es demostrar que P, posee una densidad
con respecto a la medida de Lebesgue.

Proposicion 3.10 Existe un nicleo pi(x,y) el cual para cada t > 0 y xz € U estd definido
dy-c.s. tal que

= /U fW)pe(w,y)dy (3.27)



Ve My(U), t >0, x € U. Ademds, para todo x € U, t > 0:

1 ly —af
< S 2
pt(J:?y) = (27Tt)d/2 exp ( o (3 8)

De forma dy-c.s.

En lo que sigue, denote por k;(z,y) := W exp <—%>

DEMOSTRACION. Sea f € M (U). Se define f := fly € M, (R?%). Note que:

f(B)lier < 7(31&) (3.29)

En efecto, si t < T se tiene la igualdad en (3.29). Asi:

E.[f(B)licr] < Eo[f(By)] = 9 F)ke(z, y)dy = /U F@)k(z, y)dy (3.30)

Como el semigrupo P, es sub-markoviano, de la proposicion se obtiene que el kernel
q(z,T) := PIp(z) es una funciéon de transicion tal que: Pt = [, f(W)a(z,dy) para
toda f € My(U). Para B € B(U), se tiene que: ¢(x, B) = Pt]lB (z) < [, 1gki(z,y)dy =
[ ki(x, y)dy. Si B posee medida de Lebesgue 0 entonces ¢;(z, B) = 0. Mediante el teorema de
Radon-Nykodim, ¢;(z, ®) posee una densidad con respecto a la medida de Lebesgue, pi(x,y) >
0, la cual esté definida dy-c.s. De esta forma:

=/f(y)pt(m,y)dyé/f(y)kt(:ﬂ,y)dy (3.31)
U U

Para f € My(U) y no negativa. Tomando f = 1p donde B € B(U), se obtiene que
Japi(z,y)dy < [, ki(z,y)dy para todo B € B(U). Usando la Proposicion 2.4.14 en [14],
se concluye que p;(z, o) < ki(x, o) dy-c.s. O]

A continuacion buscamos extender el semigrupo P; a L*(U). Con este fin, considere:

1
Note que sup, ,crs W exp(— |y;f‘ ) = ¢. Asi:
pe(z,y) < ¢ (3.33)

De forma dy-c.s. De esta forma, p;(z,e) € L y ||pi(x, ®)||o < .

Proposicion 3.11 En el contexto anterior:

(i) Vf € L2U) se tiene que E.[|f(Bi)li<r|] < 0o. De esta forma, se define: P,f(z) :=
Eo[f(Bi)li<r] en L2(U).

(ii) Vf € L2(U) se tiene que P f( fU y)pi(x,y)dy, por lo que P, estd bien definido
desde L*(U).
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(111) ¥t > 0, P, es un operador lineal tal que Vf € L*(U):

P flloo < el flloran (3.34)
1P flloo < el UM2|| 12w (3.35)
P fllczwy < el UNfllz2 (3.36)

Donde |U| el volumen de U.

DEMOSTRACION. Para (i), considere f € £2(U). Entonces, mediante (3.30)):

1/2
Eo[lf(B)Licrl|] = Ea[[f[(B)lecr] < /U LIk, y)dy < || f] 2w (/U kf(x,y)dy)

1/2
summm([f%@ =[£Izl U[M? < oo

Para (ii), considere que si f € L*(U) se tiene que [, |f(y)|pi(x,y)dy < [, [f(y)]|ady <
1l z2@yce|UIM2. Por esto, la expresion [, f(y)pi(z,y)dy tiene sentido. Sea f € M. (U),
entonces f,, = f A m es una secuencia de funciones acotadas tales que f,, / f cuando
m — oo. Por convergencia monotona:

E, [f(Bt)]lt<T] = Ea:[wy_rgo fm(Bt)]lt<T] = 7711_{20 Em[fm(Bt)1t<T]

_annmmww@—zj@mmw@

m—00

Si f € L%(U) entonces, f = f, — f_ donde ambas funciones son de clase £*(U). Entonces:
Eo[f (Bo)Licr] = Eo[(f+ — f-)(B)Lear] = Eo[ f+(Be) Licr] — Eo[ f-(By)Li<r]
=/ﬁwmmw@—/f@mumw=/f@anw
U

Por tanto, se tiene para f € L%(U) que Pyf( fU y)pe(x,y)dy. Si f = g son iguales
dx-c.s, entonces P, f(z) = Pig(z). Por tanto, B esta bien deﬁmda desde L*(U) a M(U).

Para (iii), de la representacion de P; se desprende que el operador es lineal. Sea f € L?(U),
entonces en particular esta en L'(U). Para (3.34) considere:

s@) < [ 1@l dy < e [ 156 = luod (3.37)
U U
Tomando supremo en x € U se obtiene || P, f||o < || f||21@)ce- Para (3.35), considere:

1/2
| P f ()] S/U!f(y)lpt(ﬂf,y)dy < [z (/Upt(a:,y)Qdy) <[l UIV? - (3.38)

Tomando supremo se concluye. Por ultimo, para (3.36)) se obtiene que:

Hﬂmhm=LGﬁmfwsLqummmmfd

suﬂ@wﬁwyémgumé@&WP

De esta forma, || P f||r2w) < [ fllz2@ye|U]- 0
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Asi, P, es un operador lineal y continuo de L? a L?. Un hecho importante es como se
comporta este semigrupo en {¢y }x>1, las funciones propias de [3.18]

Lema 3.12 Vk > 1,t >0, x € U:

Py (z) = e My () (3.39)

DEMOSTRACION. Recuerde que {1 }4>1 es una coleccion de funciones C*(U) tales que —1 Ay, =
Aitby en U. Considere los tiempos T, := inf{t > 0 | B; ¢ B(0,1— 1)} paran > 2. Paraz € U
se tiene que T,, /T de forma PP,-c.s. En lo que sigue, considere n > ng, donde ng > 2 es tal
que z € B(0,1— %) De esta forma P, (7, > 0) = 1. Considere bajo la medida P,, el proceso

Binr, = (B&)Tn, ey Bt(i)Tn) el cual es un vector de martingalas. Usando la formula de Itd en

f(ta l’) = 6Akt¢k('r>7

81/% T (i
B, dBTn ()
axi ( /\Tn) s

t d t
Mn(Bur,) = tale) + [ N (Bun s+ Y [ e
0 — Jo

d
2 0 8$Zal’3 5 " ’ s

ij=1

t d tATy a¢k .
= () + /0 Ake*kwk(BsATn)dH; /0 e 3, (Bsar, )dBY
d AT, 2
- 8 Buar )d(B® BU)Y,
+22/ M e (Burn, (B0 B)

d

t \ tA\Ty, \ awk ]
= Yu(z) + / M€ (Bapr, )ds + § / e ks_ax (Bgar, )dBY
0 i=1 70 ‘

tATy,
+ / e Ay (Bspr, )ds
0

N | —

Se denota M, = Z?Zl JAT" e’\ks%(BsATn)st(i). Asi:
tAT, tAT,
n n 1
MO (B) = o)+ [ M B )ds+ [ A (B, )ds + M
0 0

1

tATy
= ¢k($> + /0 6)"“5 (/\kd)k(Bs/\Tn) + §A¢k<Bs/\Tn)) ds + Mt

= Y(z) + M,

Queremos chequear que E [M;] = 0. Para esto, considere que M; = Z?Zl Mt(i) donde
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Mt(i) _ JeAks%(BsATn)ﬂséTnngi)‘ Se calcula:

d ? o ?
]Ex / 2\ s (a’l/}k (Bs/\Tn)> ]lngndS S ECE 62)\kt/ awk ds
0 T 0 Li || Lo (T)
= te2 Mt 0¢k < 00
83@1 ﬁ)
Por lo que E, [M( | = 0. De esta forma,
B, [y (Biar, )] = i) (3.40)

Entonces, por Convergencia Dominada se obtiene que E,[e**\ ")) (Byr)] = i (7). De esta
forma:

V() = Bo [ D (Biar)] = o[ Dy (Byar ) yer] + By [eA’“(tAT)?/Jk(BtAT)]ngt]
= Eo[e™ 4 (Be) Licr] + Eo [ 0 (Br) lray] = €M Ea[1h(By) Lir)
= 6>\ktPt¢k (z)

Asi, se concluye que Py (x) = e My (z). ]

Mediante el lema anterior, se obtiene una cémoda representacién para P;. Sea f € L*(U),
entonces:

Pf =P (Z(f, m)m) =P ( lim  (f, wkm) = lim > P ((f.n)vn)
k=1

k=1 k=1
= lim D (o) Pt =Y e (f, i)
k=1 k=1
De esta manera:
Pf =) e (f,)vn, Ve LP(U) (3.41)

k=1

Donde la igualdad es en L2 Este hecho permitird decir atin mas.

Proposicion 3.13 Vt > 0 el operador P; es autoadjunto en L*(U). Ademds, (P;)i>0 €s un
Semigrupo de Contraccion Fuertemente Continuo en L*(U) (vea .

DEMOSTRACION. Sea f, g € L?(U), entonces:

(Pef.9) Ze M)k, 9) = > e M (f, k) (Y, 9) (3.42)
k=1 k=1
= (£, e (g, v)vn) = (f, Pig) (3.43)
k=1
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Ya se sabe que P, € L(L*(U), L*(U)) para todo ¢ > 0. Ademas, Pyf(z) = E.[f(Bo)lo<7| =
E.[f(Bo)] = f(x), por lo que Py = I. Se calcula:

1P f 120, mek Z|fPt¢k =Z ()P <) ()|
k=1

k=1
= Hfllmm

De donde se obtiene que ||P|| < 1. Para la propiedad del semigrupo considere:

PP.f = Z P )k = Y e, Pl = > e e (f )iy
k=1 k=1

= Z e_Ak(tJrs)(f? Up)be = Piysf
k=1

Para la continuidad fuerte, note que (P, f — f, ) = (P f, ¥r) — (f, ¥x) = (f, Pob) — (f, x) =
e M f ) — (f, k) = (e — 1)(f, ). De esta forma:

1P = fll2awry = D NP = Fron))? =3 (1= )| (f,00)
k=1 k=1

Donde (1 — e )2|(f,41,)[*> — 0 de cuando ¢ N\, 0. Ahora, para t, > 0 fijo y para t < tg
se tiene que 0 < 1 — e Mt <1 — e M Como (1 — e )2 (f, )2 < (1 — e w0)2|(f 1)) |2
Y > ope (1 — e )2 |(f 4)]> < oo, por Convergencia Dominada se concluye que ||P,f —
fHL2 — 0 cuando t N\, 0. O

Con lo anterior, se puede construir una version regular del kernel de transicion p;(x,y).
Defina:

C(t,z,y) = Ze Acbapy (1) (y) (3.44)
k=1
Parat >0, x,y € U.

Lema 3.14 La serie (3.44)) es convergente ¥Vt > 0, x,y € U. Es mds, ( converge de forma
uniforme en o, 00) X U x U para todo o > 0.

DEmosTRACION. Por (3.42)), se tiene que (Pyf, f) = Yoo, e | (f,¢%)]* < oo para toda f €
L*(U). Es maés, usando (3.34)) se obtiene:

(Pif, f) < /U\Ptf(ﬂf)Hf(xﬂdx < |[Pefllooll fllzrwy < el fllawy (3.45)

Considere z € U fijo y denote por |B(z,1)| al volumen de la bola B(z,<). Considere
no € N tal que B(z, nio) C U. Entonces se define para todo n > ng las funciones f,(z) =

—|B(zll)‘]lB(z,l)($)' Esta es una coleccion de funciones acotadas y tales que ||f,||p1@) =

|B(zll)\ fB(z,%) dy = 1. Por ({3.45)):

e (o )P < (3.46)

k=1
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Para todo n > ng. Ademas, (f,, ¥x) = BET l/n | fB(Z 1/n) Ui (y)dy = Yr(zn ), donde 2, es un

punto en B(z,1/n) ( veau Cuando n — oo, ocurre que 2, — 2 Y (fu, V) = Yr(2n k) —
Yr(z). Usando el Lema de Fatou:

Ze At oy (2) Ze At hm (o, ) |? < hmlane M (fos )P < ¢ (3.47)

k=1 k=1 k=1

De esta forma, lo anterior se tiene para todo z € U. Ahora, para =,y € U, usando la
desigualdad de Cauchy-Schwartz:

00 0o 172 / 1/2
> e (@) (y)| < (Ze“%i(w)) <Ze*“wi(y>> < (3.48)

k=1

Por lo tanto, se tiene la convergencia de la serie asociada a (. Es mas, |((t,z,y)| < ¢ para
todo t > 0, z,y € U. Para la convergencia uniforme nos guiamos por el teorema 2.1.4 en
Davies [7]. Observe que ((t,z,z) = Y 7o e *p2(z) es acotada en z y por tanto, integrable.
Asi:

/ C(t,x, x)dr = / D e () Pdr =) e / [n(z)Pdz =) " e M < oo (3.49)
U U k=1 k=1 U k=1
Ahora, parat > a >0y x,y € U:

e M ()i (y)| = e3Py () [ My (y)]
= & M3 Pystbi ()| Pryston ()] < €73 Pysthn ool | Prystinl oo
< €30y U2 4 sl U2 el 2wy < (U] e
< |U|c2 ge o7

Donde se us6 (3.35)) y el hecho que ¢; es decreciente en t. En particular:
e M |Yll3 < (U jze (3.50)

Tomando supremo, en [a, 00) X U x U se obtiene:

Y lle e gn(o)ti(o)||re < |Ulch5 Y e < oo (3.51)
k=1

[]

De esta forma, el ntcleo ¢ esta bien definido y ((¢, e, ®) es acotado. Ademés, como cada
sumando es continuo, se obtiene que ¢ es una funcion continua en (0, 00) x U x U. El siguiente
teorema prueba que ((t,z,y) es una version de p;(z,y).

Teorema 3.15 Vf € L*(U), t >0, z € U:

@:Zj@xw%w@ (3.52)



DEMOSTRACION. Sea t > 0y x € U fijo. Para f € L?(U), note que ((t,z, ®) es acotada por lo
que f(®)((t,x, ) es integrable. Ahora:

/U F)C(t 2, y)dy = / y)e s (2 (y)dy (3.53)

k=1

Usando (3.48)), se obtiene | >_1_, f(y)e "y (x)vr(y)| < |f(y)|cs, lo cual es integrable. Por
Convergencia Dominada:

[ 1w txydy—Z/f Je M@y = S eMUF bn(z)  (354)

k=1

Ahora, si f = ;

/U Gi)C(t o, y)dy = 3 e ) () = €N Ui(x) = Pta(a)

k=1

Por lo tanto, (3.52)) es cierta en la familia {1y }x>;. Por linealidad, (3.52)) es cierta para las
combinaciones lineales finitas de elementos de {1 };>1. Este conjunto es denso en L*(U). Sea

entonces f € L*(U) y (fn)nen una sucesion de funciones que cumplen (3.52)) y convergen a
f. Por un lado:

C(t,x,y)dy — /fn twydy‘

|- y)dy‘

1/2
< / 1 = Ll @) 9)ldy < 11F — full ey ( / <2<t,x,y>dy)
U U
< U1 = fullz — 0

Por otro lado, usando ([3.35]) se obtiene que |P,f,(z) — P.f(x)| = |P(fn — f)(z)] < ||P(fr —
o < UM fo = fllr2@w) — 0, cuando n — oo. Tomando limite en la expresion

Ju fo(@)C(t 2, y)dy = P faz), se concluye que [, f(y)C(t z,y)dy = P.f(z) para toda f €
LX(U). 0

Si considera f = 1 para B € B(U), se obtiene que [,((t,x,y)dy = Plg(z) > 0.
Esto implica que ((¢,z,8) > 0 de forma dy-c.s. Dada la regularidad de ¢, se concluye que
C(t,x,y) > 0 para todo t > 0, z,y € U.

3.4. QSD para el proceso de Bessel: Unicidad

En esta seccidon se demostrarda que v es la tnica distribucién cuasi-estacionaria para el
proceso X;,r. Para esto, se construird un niucleo regular para el semigrupo E,[f(X;)1;<7].

Considere:
o

pi(a,y) ==Y e (@) vn(y) (3.55)

k=1
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Parat > 0, z,y € U. En la seccion anterior se demostré que py(x, y) es una densidad continua
y no negativa para el semigrupo P, f(z) = E,[f(B;)1i<r]. Ademas:

1
pe(r,y) < ¢ = ( Va,y e U (3.56)

2mt)?/2

Cabe mencionar que py(x,y) es simétrico, es decir: py(x,y) = pi(y,z) Vr,y € U. De esta
forma, parat >0, y € U, v € (0, 1), se define:

Q)= [ mlyod)ast (3.57)

Note que:
27 T T
Wy, v) = 00)g()dprdes . . . dpy- 3.58
Quly.v) / / / Py, 0)g()dbrdgs ... dbur (3.58)

Donde g(¢) = sin® 2(¢1) sin® 3(¢y) . . . sin(da_s). Asi, py(y,v0)|g(d)| < ¢ por lo que la inte-
gral en (3.58)) esta bien definida.

Lema 3.16 Q;(y,®) es una funcion continua.

DEMOSTRACION. Sea t > 0, y € U fijo. Considere (v,)nen una sucesion en (0, 1) que converge
av € g(),l). Entonces, V¢ € S : v,0 — wv¢. De la continuidad de p; se obtiene:

pi(y,va0) — pi(y,vé). Note que |py(y, v,0)g(¢)| < ;. Mediante (3.58) y Convergencia
Dominada, se concluye que Q;(y, v,) — Q:(y, v). ]

Lema 3.17 Q:(e,v) es radialmente simétrico.

DemMosTRACION. Considere y, z € U tales que |y| = |z|. Defina para v € (0,1) y ¢ > 0, el
conjunto D, = {z € U | v < |z| < v+ }. De[3.2] se obtiene que:

P,(X; € (v,v+¢)) =P.(X; € (v,0+¢)) (3.59)
Ademés,
Py(Xt S (’U,U + 6)) = Py(Bt S DE) = ]P)y(Bt S De,T > t) = Ey[]lDE(Bt)]lT>t]

1
- /U 1, (2)pe(y, 2)da = /U Uy ey (12, 2) ks = /0 /S A (il et
1 R v+e
= / L, ppe) () / pe(y,7)dS™ dr = / r1Qu(y, r)dr
0 Sd—1 )

De la continuidad de Q;(u, ®) se obtiene:
v+te

1 1 - -
?{% gPy(Xt € (v,v+e¢)) = ll{l(l) -/ r 1 Qu(y, r)dr = v Qy(y, v) (3.60)

De (3.59) se obtiene que este limite es también igual a v¥1Q,(z,v). Asi Q;(y,v) = Qi(2,v).
]
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De esta forma, para t > 0, w,v € (0, 1) se define:

ri(w, v) 1= Qy(wer,v) (3.61)

donde e; = (1,0,...,0). A continuacién se demostrard que 7; es un niicleo de transicion
simétrico para el semigrupo E,[f(X;)1;<7], con respecto a la medida pu.

Lema 3.18 r,(w,v) es simétrico.
DEMOSTRACION. Sea t > 0, w,v € (0,1). Usando el lema [3.17]
_ 1 p a1 _ 1 / / v N Jad—1 g qd—1
ri(w,v) = 5] /Sdl Qi(wy,v)dS;~ = 5T Jous qupt(ww’vgb)ds‘f’ sy,

_ 1 2 n d—1 jod—1 __ 1 / / n 0 d—1 71 0d—1
e Lo | mtvbewiyasiasit = e [ i wiyasi s

d-1 _ 7 (v, w) d—1
|Sd 1‘/ Qt U¢, )dS ’Sd 1| /Sdldsd) :rt(v,w)

Considere para w € (0,1) :

w) =/ [STih (w) (3.62)

Teorema 3.19 Vf € M((0,1)), t >0, v € (0,1) :

B [F(X)Lior] = / £ (w)r(v, w)du(w) (3.63)
Ademds, Yv,w € (0,1) : o
lim Mty (v, w) = B(0)(w) (3.64)

DEMOSTRACION. Usando el corolario 3.2

Bl F(X0her] = rmry [ Bl B Lerlds™™ = ey [ [ fulmuCwoyayas™

= Sd—1|// f(]y\)pt(y,v(ﬁ)de*ldy: W/UfﬂyDQt(yv”)dy
d—1 ;gd—1
Sd 1|//Sd1 Qtwgb,) dS* dw

-/  fw)rew, v)dp()

Considere v,w € (0,1):

e’\ltrt(v,w) = e’\tht(vel,w) = e’\lt/ pt(vel,wg?))dsd_l
Sd—l

= e)‘lt/ Z e‘Aktwk(vel)@bk(wé)dsd_l
Sd—l 1
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Por medio de (3.48) se obtiene que | > 7 _, e~y (vey )p(wd)| < ¢;. Usando el Teorema de
Convergencia Dominada, se obtiene:

eMiry (v, w) eAltZ/ e~ My (ver )y (we)d ST Z M1=A)bapy (vey / Y (we)dst
=1

=ti(ver) [ un( we)dSTH 4y " e Ay (vey) ) 1¢k(w¢3)dsd*1
S k=2 Sa—

= 1 (v)1 (w) ]S4 + Z e My (vey ) . Uk (wh)ds*

k=2 S

Donde se us6 la simetria radial de v; (recuerde (3.22))). Como A; es simple, ety (ve;)
Jsa—1 Ur(we)dSt — 0 cuando t — oo, para k > 2. Ademés, para todo ¢ > to > 0:

O gfoer) [ duwd)ast < e en)] [ )]st
< MMy oen)| [ o)l < el [ dst
Sd—1 gd—1
<t [ st U] e s
gd—1

Donde se uso (3.50). Este término es sumable en k debido a (3.49). Por Convergencia
Dominada:

Mry(v,w) = i (V) (w)|STH + Y My (ve ) Ue(wd)dST — P(v)d(w)
k=2

Sd—1
(3.65)
O

A continuacién se demuestra que v es un Limite de Yaglom para el Proceso de Bessel.
Adicionalmente, es la tnica distribucién cuasi-estacionaria.

Teorema 3.20 (Convergencia y Unicidad)
(i) Vh € My((0,1)), v € (0,1):
by NE, (R(X0).t < T) = B0) [ w)Tw)duto) (3.66)
(ii) Yh € My((0,1)), v € (0,1):
I E,(h(X,) | T > 1) = / h(w)dv(w) (3.67)

Donde v es la medida de probabilidad definida en (3.24]).
(iii) Sea & una medida de probabilidad con soporte en (0,1). Entonces, Vh € M,((0,1)):

lim Ee(h(X,) | T > t) = / h(w)dw () (3.68)

t—o00

En particular v es la unica q.s.d para Xipr.
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DEMOSTRACION. De la demostracion anterior, para t >ty > 0:

gd—1

My (v, w) = Py (V) (w)|STH + Z eM = My (vey ) Y (we)dSa—
k=2

<[Pl + D MM gy (ver) | i(we)dS
k=2

gd—1

<Gl + e [ jastuie, 326**”0/3 M, < o0
S

Sea h € M,((0,1)) y v € (0,1). De lo anterior se desprende que |h(w)eMir (v, w)| <
||h||oo My, Para (i), recuerde que u es una medida finita. Entonces, por Convergencia Domi-
nada:

(X)) = [ o, whutde) — [ B))dw)ud
= 5(0) [ hlw)iw)dn()

Para (ii), si h = 1, se obtiene: lim; o, eM'P,(T > t) v) [(w p(w > 0. Esto implica
que para v € (0, 1) existe un ty tal que Vt > ty se tlene IP’ (T > t) > 0. Esto implica que
P,(T > t) > 0 para todo t > 0. Esto le da sentido a la expresion E,(h Xt) | T > t). Ahora:

E,(h(Xy), T >t)  eME,(h(X,),T >t)
P (T >t) eMP,(T >t)

D0 fy )P )dutw) [
Do) 2 9 (w)du(w) / i)

Para (ii7), considere £ una medida de probabilidad tal que £(0,1) = 1. Entonces:

E(h(Xe) | T > 1) =

Ee(h(X)1rs)  fy Bo(h(Xe)Irs)€(dv) [y e Ey(h(Xy)1rse)E(dv)
P

BT =02 "0 TR o) T BT > ()

Para t >ty > 0 : |[eME,(h(X)1er)| < fol |h(w)erir, (v, w) | u(dw) < |h]|eo My, ((0,1)).
Como ¢ es una medida de probabilidad, esta cota es integrable. Asi,

o MR Irg(dr) o P) (folhw u(w)) £(dv)
Jo NP (T > 1)&(dv) P (fo >§(dv)

o hw)Redu)
T i) = [ htwyartw

Por tltimo, veamos que v es la tnica q.s.d. Sea £ una medida de probabilidad en (0, 1). Para
B € B((0,1)), considere h = 1. Entonces lim; o P¢(X; € B | T > t) = v(B). Si £ fuera
una q.s.d. entonces se tendria que lim o Pe(X; € B | T > t) = £(B) = v(B). De donde se
concluye la unicidad. O]
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La densidad con respecto a la medida Lebesgue para el limite de Yaglom es f(r) =
Y1(r)r?=t. Note que f es de clase C*[0,1] y f(0) = f(1) = 0. De esta forma, cuando el
Proceso de Bessel ha conseguido sobrevivir mucho tiempo lo més probable es que se encuentre
en un punto r* € argma,c(o,q1)f(r) el cual esta en (0,1). ;Serd tnico este punto? ;Si lo es,
cual sera?

3.5. Topicos Adicionales

En esta secciéon tocamos algunos topicos adicionales sobre el proceso Xy r. Comenzamos
analizando el operador A, el cual es usado en para estudiar difusiones regulares en el
intervalo acotado. Para atacar el caso [0,00), en Collet, Martinez & San Martin [6], capitulo
6, se trabaja con A de tipo limit-point at infinity. Por esto, nos interesa saber, segun la clasi-
ficacion propuesta por Weyl (vea [5], capitulo 9 y en el apéndice), a que tipo corresponde
A. Asi, se respondera a la pregunta: jEs A de tipo Limit-point o Limit-circle 7 Recuerde:

1 1
Au = §u” + 5(&;@ —a?)u (3.69)

Donde a(z) = —%L es de clase C*(0,1]. Por lo tanto Au(z) tiene sentido para z € (0,1].
Resulta interesante estudiar —.A4 pues este se escribe como —Au = —(pu')’+qu donde p(x) = %
y q(z) = —1(0,a(x) — a*(x)). Asi, —A es formalmente autoadjunto. Note que la singularidad
de a en 0 impide (a priori) estudiar el operador como se hace en [5], capitulo 7. Considere

para x € (0, 1]:

o) = 5+ (Do) —a(@) = 3 (0%(x) ~ Bear(a)) = ((—dg;lf - <—d2;1>’)

2 2
1 ((d—1)? (d—l) 1/ (d-1)?* 2d-2\ d?—2d+1—2d+2
2 42 22 2 42 472 ) 42

@ —4d+3 _ (d—1)(d-3) _r(d)

N | —

82 82 x?
Donde r(d) := W. De esta forma:
1 r(d)
— Au(x) = —§u"(:1:) - ?u(a:) (3.70)

Observe que el coeficiente g(z) posee una singularidad en el 0, la cual no es integrable, por lo
que debe ser tratada como un caso singular (ver [5], capitulo 9), excepto si d = 3, entonces
se tiene que ¢(z) = 0y —Au = %u”. Note que para d > 3 ¢(z) > 0y si d > 4 entonces

q(x) — 400 cuando z \, 0. Por otro lado cuando d = 2 se tiene que r(d) = —3 y por
consiguiente:
r(2) 1
=—""=—— 3.71
wla)= "2 = (3.71)

Se pueden estudiar las soluciones de Au = Au mediante el generador L. La relacion esta dada
por el siguiente lema:
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Lema 3.21 Sea ¢ € C?(0,1] una solucion del problema L) = M\ para A € R. Entonces,
u(z) = P(2)e”"@/2 pertenece a C?(0,1] y es solucion de Au = \u.

DemosTRACION. Como 1 y e~ son de clase C?(0,1] entonces ve=? = ¢/ € C?(0,1] por
lo que u € C%(0,1]. Asi, para x € (0,1) se tiene que: v’ = ¥'e /2 4 4h(e™/2) = p'e™/2 +

e /2 (_T'Y,) = )'e % £ ape™2(—a) = e V2 (Y — a) y por tanto: v’ = e V2 (Y" — Yo —

va')+ e (—a) (W — Ya) = e 2 — Yo — Yo — a'pa?) = e V(Y — 2000 —po!
+pa?) = e 2 (Y —200) — (o’ — a?)). Asi tu" = e (3 — o)) — Lo — aP)yY) =

e 2 () — %(O/ —a®)u = \u — %(O/ — a?)u. O
Lema 3.22
1 .
o PX(x)dp(r) <oco  sid=2,3. (3.72)
01 pA(z)du(z) =00  sid> 4.
DemosTRACION. Considere la funcion ¢(x) = —xlogz. Se sabe que esta funcién posee limite

en 0 igual a 0. Asi, ¢ es una funcién continua no negativa en [0,1]. Se denota ||¢||ec =
SUPze(o,1] [p()].

Sid=2: fol p}(x)e " @dr = fol zlog? xdr = fol —zrlogz (—logz)dx = fol é(x)(—logz)dx
< 8]l fy —logzdz = [[¢]|o0 (z — zlogz)[s = [|@][oc[1 — 0 — 0+ 0] = [|¢||c < oo.

. 1 _ 1 2 _ 1
Sid >3 [y p(e)e”Wde = e Jy (1= 7=) 2" e = g Jo (1= 5= + 2=1)
_ 14— 1 g-
l’d 1dx:(d_#2)20xd1—2:c+xm_4ﬁdx:(d_%2)2Dxd1—2x+xd%3dx.

Por lo tanto, para d = 3: fol p*(x)e " Wdr = @ fol 22 — 22+ 1dx < co. En cambio, para
=4 [} pP@)e " @de = gl (C+ fy sde) = oo 0

Con lo anterior, podemos clasificar A como Limit-point o Limit-circle. Vea la seccion
en el Apéndice para una breve descripcion de estos conceptos.

Teorema 3.23 El operador A en (0,1] es de clase Limit-point si d > 4 y Limit-circle si
d=2,3.

DeMosTRACION. Considere la funciéon de escala p, la cual es solucion de Lp = 0. Entonces
del lema la funcion u(x) = p(x)e7@/2 es solucion de Au = 0. Si d > 4, se tiene que
fol u?(x)dr = fol p*(x)e 7@ dr = oo, donde se emplea el lema . Asi, para A = 0 se tiene
que existe una solucién a —Au = Au que no es de cuadrado integrable. Por tanto, —A es tipo
limit-point.

Si d = 3, entonces —Au = —%u” . Consideremos \ = —%. Entonces —Au = Au no es més
que u” = wu. Dos soluciones linealmente independientes de este problema son cost y sint,
ambas de clase L*(0, 1]. Por tanto, toda solucién a —Au = Au es de cuadrado integrable. Asf
—A es de tipo limit-circle.
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Para d = 2 sabemos que p(z) = log x. Asf ul( ) —p( ) @/ = 212 ]og x = \/rlogx es
solucion de Au; =0y por el lema fo u?(x)dr = fo x)dp(r) < oo.

Notemos que 1 — log x también es solucion de Lv = 0. Por tanto uy(x) = /z(1 —logx) es
solucion de Aug(x) = 0. Ademas, us(x) = /r — J/xlogx = /x — ui(x). Es facil ver que u; y
uy son dos soluciones L? linealmente independientes de Au = 0. Asi para A = 0 toda solucién
de —Au = Au es de cuadrado integrable. Se concluye que —A es de tipo limit-circle. ]

Otro aspecto a analizar es el tipo de frontera que posee el operador £ actuando en (0, 1).

Nos remitimos a la clasificacién de frontera presentada por Feller en [9] y enunciada en el
apéndice En particular, estudiaremos la funcion Wy a='W ! definidas en la secciéon

Teorema 3.24 Para d > 2 se tiene que 0 es una frontera Entrance mientras que 1 es una
frontera Regular.

DEMOSTRACION. Consideremos un punto ¢ € (0,1) y calculemos para = € (0,1) la funcion

(o) = exp{ [ 30} = oxpl= [ e} = oxpl— [T 2} = exp(~ (0~ oz -
(d—1

logel]} = exp{~(d — 1) log (£)} = exp{log (£) "} = (£) .

De esta forma a™'(z)W ™! (z) = 2 (%)dil. Ambas funciones son continuas en el 1 y por

tanto integrables en [c, 1]. Asi, 1 es una frontera regular. Para el 0 considere — fco W (z)dz

=5 (%)_(d_l) do = 1 [T 4 = oo

Por otro lado, a*W ™! sf es integrable al 0, pues es continua. Calculamos para = < c:
—a @)W @) [T W (s)ds = 2 (2) 1 (0) T s = 2 (0) T et [ e = 000 [T

xr sd—1°

Sid > 3, entonces: —a~ ()W (z) [T W (s)ds = 2z** <x27d_c27d> = 2270 |, oyal

2—d d 2
es continua en el 0 y por tanto, integrable. Para d = 2, se tiene que —a ™! (z)W fc W (s)ds
= 2z(logc — logx) = 2z logc — 2z log x. La cual también es continua en el 0 y por lo tanto,
integrable. Asi, se comprueba que esta frontera es Entrance. n

Considerando ¢ = 1 lo anterior se puede escribir como:

1 1 1
/ e Ddz = o0 / 67(‘”)/ " dzdr < oo (3.73)
0 0 T

Si v es una q.s.d. para el proceso de Bessel, entonces T' posee ley exponencial bajo P, y
por ende E,(T) < oo para todo z € (0, 1) de forma v-c.s. A continuacién, probaremos que T
posee esperanza finita bajo toda medida P, y daremos una férmula explicita para calcularla.

Considere la funcion de escala p. Se define el nicleo G(z,y) = —p(xz Vy) para x,y € (0,1)
y la funcion M (x fo m(dy) para z € (0,1).

Proposicion 3.25 En el contexto anterior, M (z) < oo para todo x € (0,1). Ademds:

1 — 2?2

E,(T) = M(z) = vz € (0,1) (3.74)

90



DEMOSTRACION. Para z,y € (0, 1) se tiene que G(z,y) > 0. Ademas:
1 T 1

M(z) = / —p(x V y)2e W dy = / —2p(x)e "W dy +/ —2p(y)e "Wy
0 0 T

x 1
=—mmw/‘a“%w+2/"—mweww@
0 T

Dado que m es una medida finita, se tiene que la primera integral es finita. La segunda es
finita por la continuidad de p y v en 1.

Para calcular M (x) nos guiamos por lo hecho en el capitulo 2, particularmente . Para
z € (0, 1) fijo, recuerde que X; es solucion de bajo P, con condicion inicial z. Considere
sucesiones {1}, {r,}>° estrictamente monotonas tales que I} < & < 7y, I, <7y, 1l \(Oy
rn /1. Sedefine S, =inf{t > 0| X; ¢ (l,,r,)} y S:=mf{t > 0| X; ¢ (0,1)} = lim,, o Sy.
Se sabe que P, (S =T') = 1. Considere ademaés:
(p(y A z) — p(ln))(p(rn) —p(y V 2))

Ginral8:2) = p(ra) — (L) pre @D

Minira®) = | Glora(y, 2)midz) -y € (0,1)

En se prueba que E,[S,] = M, .. (z). A continuacion se tomar4 limite en esta expresion.

Veamos primero que: 1y, ,.1(y)Gi,r,(2,y) — G(z,y) puntualmente en y. En efecto sea
y € (0,1). Entonces dng tal que VYn > ng se tiene que y € [l,,,7,]. Asi, para n > ny se tiene
que:

(p(z Ay) —p(ln))(p(rn) — p(z Vy))
P(Tn) _p(ln)

plz Ay)/p(ln) — 1

P(Tn)/p(ln) -1

— (p(1) ~ plz Vy)) 7 = ~pla V)

L) W) Gl i, (7, 9) =

= (p(rn) —p(z Vy))

Considere 0 < z < w < 1. Entonces p(z),p(w) < 0y p(z) < p(w) por lo que p(w)/p(z) < 1.
’;(Z;) = i(é) = -2 = 0. Por tanto, para

< e. De esta forma:

De esta forma 0 < p(w)/p(z) < 1. Ademés, lim,,_,

p(rn)
p(ln)

e < 1 existe ng € N tal que Vn > ng :

Pz Ay)/pln) — 1
p(rn)/p(ln) -1

G(x,y)

ﬂmmﬂwG%m@w)S@@w—p@VyW¥sz;iﬁ)S—vaw

L-paagp/pln) 1
1- p(rn)/p(ln) —1 _p(rn)/p(ln)

G(z,y)

= —p(z Vy)

—1—¢

Lo cual es integrable con respecto a m(dy). Usando el Teorema de Convergencia Dominada

se tiene que M, , (r) — M(x). Por otro lado, S,  S. Por Teorema de Convergencia
Monotona: E,(S,) , E.(S) = E.(T). Tomando limite en E,(S,) = M,, ,,(x), se obtiene
que: E.(T) = M(x) < oc.
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Para realizar el calculo explicito, considere d = 2. Entonces:

x 1 x 1
M(x) = —2p(:z)/0 eiW(y)dy + 2/ —p(y)eiV(y)dy = —210gx/0 ydy — 2/ ylog ydy

T 1 2
= —logx/ 2ydy — / 2ylogydy = —a?logz — <y2 logy — ?/2)
0 T

1

T
2 2

1 1 2
= —2%logz — <021:210g:c+a;> :—x21og:c+§+x210gx—%:

1—=x
2

Si d > 3. Tenemos entonces que:

z 1
M(.CU) = —2])(%)/() @77(y)dy —+ 2/ —p(y)efv(y)dy

2 1 @ 2 ! 1
=——- (1- d=lgy, — = 1— 414
d—2< xH)/oy Y d—u( yH)y ’
2 1 @ 2 !
- (1 - d*ld e d*l_d
d—2< xd_2>/0 TN A
2 1 x4 yt 2 ! 2 2@ 22 1 1 2t 2P
=——{1-—=— |5+ |5 -= =———— ([5S-S5 +5--S+=
d—2 rd-2 ) d d 2|, d—2\d d d 2 d 2
2 [(1-2% 22-1 2 5
= = 2(1 — d(z? — 1
d—2< i T > 2a(d —z) 20— #) +d@" — 1))

1 1

OS] (2(1 —2%) —d(1 - a?)) = dd—2)

(d(1—2?) —2(1 —2?)) =

Por tltimo, consideramos una pregunta natural: ; Es posible generalizar estos resultados a
procesos de Bessel de orden € R 7 Siguiendo a Borodin & Salminen [2], en se definio
el proceso de Bessel X de orden 5 € R. De [2], paginas 73-76 , se obtiene que sélo para § > 0
el 0 es una frontera de entrada. Ademaés, la funcion de escala para § > 0 es regular en 1, por
lo que el estudio de distribuciones cuasi-estacionarias en (0, 1] solo tiene sentido para 5 > 0.

Ahora, encontrar distribuciones cuasi-estacionarias para [ > 0 resulta dificil de lograr a
partir de los resultados anteriores. Esto pues, en este trabajo se ha explotado fuertemente el
hecho que X; = |W;| donde W; es un movimiento Browniano d-dimensional. Esta represen-
tacion no es posible para otros valores de f3.
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Conclusion

En la presente tesis se establecio la existencia y unicidad de distribuciones cuasi- estacio-
narias para el proceso de Bessel en el intervalo (0, 1]. La técnica utilizada sigue la linea del
caso regular (seccion en cuanto construye una representacion espectral para la densi-
dad del semigrupo P;. Adicionalmente, hay rasgos clave que permiten proceder con el trabajo
técnico, entre los que destacan la simetria radial de ; (teorema , la desigualdad y
el hecho que trabajamos en un espacio de medida finita: la bola unitaria. Note que, mas que
la ecuacion diferencial que satisface el proceso de Bessel, se uso6 el hecho de que este proviene
de el movimiento Browniano.

El trabajo futuro consiste en hacer una teoria general de distribuciones cuasi-estacionarias
para difusiones en un intervalo con coeficiente de drift singular. Dado que las herramientas
utilizadas en esta tesis descansan fuertemente en la estructura del proceso de Bessel, este
trabajo debe verse como un ejemplo para guiar la futura investigacion. Siguiendo el trabajo
expuesto en Collet, Martinez & San Martin [6] con respecto al caso [0, 00), resulta razonable
establecer alguna condicion de frontera en 0. Como el 0 es una frontera de tipo entrance para
el proceso de Bessel (teorema , se sugiere comenzar por este caso. En particular, por el
caso de procesos de Bessel de orden > 0 (vea ({3.9)).
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(Glosario

Sea (E, ) un espacio medible.

o & :=N,eyEH donde U es la familia de todas las medidas finitas en (£, &).
o My(&):={f:FE— R| fes&/B(R) medible y acotada }
e M (&):={f:FE—R| fes &/B(R) medible y no negativa }

Sea X un espacio de Banach.

o L(X,X):={T:X — X | T es lineal y continuo }
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Capitulo 4

Anexo

4.1. Analisis Real

Proposicién 4.1 Sea K un compacto conexo en R y f : K — R continua. Entonces,
existe un punto £ € K tal que:

1
16) = o [ 1wy 41
© = [ W) (11)
DeMOSTRACION. Como K es compacto, los supremos e infimos de f en K se alcanzan. Asi,
1
— 00 < Inf xg—/ x)dr < su T) < 00 4.2
Bl 1@ < g [ @ < sup (o (42)

Ademas, como f es continua, se tiene que f(K) es un conexo compacto. Es decir f(K)
es un intervalo acotado cerrado. Es més, f(K) = [inf,cx f(x),sup,cx f(x)]. De lo anterior,
gedliimos que ﬁfK f(x)dz € f(K), lo que implica que ﬁfK f(x)dz = f(&) para algﬁé]l

€ .

4.2. Problema Singular de Valores Propios

En esta seccion adaptamos la clasificacion Limit-point y Limit-circle hecha en [5], capitulo
9, al caso de un intervalo acotado. Considere un intervalo real (a,b) y un operador:

Lx .= —(pz') + qz (4.3)

Donde p,p’ vy ¢ son reales y continuas en (a,b]. Ademas, p(t) > 0Vt € (a,b]. Se estudiara el
problema de valores propios: Lx = lz para t € (a,b] y [ € C.

Definiciéon 4.2 Se dird que el operador L es de tipo Limait-circle si:

b
3lp € CVyp € C?*(a,b] solucion de Lz = lyz - / 2t < oo (4.4)
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St no es Limit-circle, se dird que L es de tipo Limit-point.

De esta forma, L es Limit-point si:
Viy € C 3¢ € C*(a,b] solucion de Lz = loz : [ |¢|*dt = o0 (4.5)
Teorema 4.3 L es Limait-circle si y solo si:

Vip € CVyp € C*(a,b] solucion de Lz = lox : | |p*dt < oo (4.6)

De forma analoga, L sera Limit-point si:

b
Jlp € C Jp € C?(a, b] solucion de Lx = lgz - / lp2dt = oo (4.7)

4.3. Valores Propios para Operadores Elipticos y Simé-
tricos

Considere:

{Lw—)\w en U (4.8)

w=>0 en OU

Donde U C R"™ es un abierto acotado conexo y L un operador diferencial de la forma:

n

Lu=— Z (a7 ug, ), (4.9)

ij=1

Donde a” € C>=(U) para i,j = 1...n. Se supone a L uniformemente eliptico y simétrico.
Esto tltimo corresponde a a” = a’ para i,j = 1...n. Diremos que A es un walor propio
si existe una solucion w € Hg(U) no trivial de . Esta solucion se llamaré funcion propia
asociada a \. Note que en el caso @ = §;; se cumplen los supuestos y se tiene que Lu = —Auw.

Teorema 4.4 En el contexto anterior:

(i) Cada valor propio de L es real.

(i) Si repetimos cada valor propio de acuerdo a su multiplicidad, la cual es finita, se obtiene
que X = {\¢}32,. Donde:

A, — 00 cuando k — oo (4.11)

(1ii) Finalmente, existe una base ortonormal {wy}>, de L*(U) donde wy, € H}(U) es una
funcion propia de N\, para todo k > 1.
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Por resultados de regularidad, obtenemos que wy € C*(U). Si 9U es suficientemente
regular, se tendra de hecho que wy, € C*(U). Sera de gran importancia el primer valor
propio A\; > 0, también llamado valor propio principal.

Teorema 4.5 FEn el contexto anterior:

(i)
A = min{Blu,u] | u € Hy(U), ||ul|z2 = 1} (4.12)
(ii) El minimo anterior es alcanzado por una funcion wy € HY(U), positiva en U y funcion
propia de \i.
(iii) El valor propio \; es simple. Es decir, para cualquier solucion w € H}(U) de con
A = )\ se tiene que u es un maultiplo de w;.

De lo anterior, el espectro X se ve como:

Recuerde que Blu, v] fU iie1 a”ux v dz. La ecuacion se conoce como Formula de
Rayleigh y se puede escribir como:
Blu, ul

A= min ——— (4.14)
ue H} (U)\{0} ||u||L2(U

En el caso del Laplaciano, Blu,u] = [, >
Rayleigh queda como:

| U g, dr = [ |Vul?dz. Asi, la formula de

7:_

Vull?
N omi VUl (4.15)
weH N0} [ulZ2

4.4. Coordenadas Esféricas
Sea U la bola unitaria en R?. Denotamos por S¢! = 9U, a la esfera d — 1 dimensional.
Consideramos el cambio de coordenadas de x = (x1,...xz4) & (7, @1, ...¢04—1) por medio de:
x1 = rcos(¢r)
x9 = rsin(¢q) cos(¢2)
xg = rsin(¢q) sin(¢s) cos(¢s)
xg = rsin(¢r) ...sin(¢g_2)sin(pg_1)
Diremos que z = rngﬁ. El elemento de volumen esta dado por:

dV = r? 1 sin®2(¢y) sin? 3 (¢2)... sin(pg_z)drddides . . . dpg_ (4.16)

El elemento de volumen de la esfera S?! est4 dado por:
dST" = sin?7?(¢y) sin (). sin(dg—2)dprdeps . . . dpg_s (4.17)
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De esta forma, para una funciéon f : R — R acotada consideramos:

Frd)ds™! =

Sd—1

27 T T
/ / e F(ré) sin?=2(¢y) sin?=3(¢2).... sin(dg_2)drds . . . ddg_,
$d—1=0 J pq_2=0 ]

1=0

4.5. Clasificacion de Frontera en Difusiones

A continuacion se enuncia la clasificacion de frontera propuesta por Feller en [9] con el fin
de estudiar ciertas difusiones. Considere el intervalo —oo < r; < x < ry < 00 y la ecuacion:

a(x) Uy + b(x)u, =0 (4.18)

Donde a,a’,b son continuas en (ry,73) y a(x) > 0 para todo x € (r1,72).

Definicion 4.6 En el contexto anterior, defina:

W(x) := exp{— / (s)ds} x € (r,72) (4.19)
Donde x¢ € (r1,72) estd fijo. Se tiene entonces que:
(i) r; es Regular si:
W(z) € L' (xo,15), a ' (z)W N x) € L (xg,7)) (4.20)

(11) r; es Exit si:
a ' (z)WHx) & L*(xo,7;), W(z) /ﬂﬁ a ' ()W (s)ds € L' (zo, 1) (4.21)

(111) r; es Entrance si:
W(z) ¢ L' (xo,75), a_lVV_l(:v)/ W (s)ds € L' (xo,7;) (4.22)

() r; es Natural en cualquier otro caso.

Para o : I — R continua, donde I = (ry,rs), se considera la ecuacion diferencial hasta
tiempo de explosion: dX; = —a(X;)dt + dBy, la cual posee como generador a:

1
Lu = §u” — au’ (4.23)

Se enunciara la clasificacion de frontera para el operador £. Para esto, considere un valor fijo
c € I. Entonces:

0 =ew(= [ 205 —ew(= [ s —ewiz [ als)isy =
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Observe que la funcion de escala corresponde a p(z) = [ W (s)ds. Ademas:
W z)a  (z) = 2e7@

Es decir, Wla™! corresponde a la densidad de la medida de velocidad. La clasificacion
entonces es:

Teorema 4.7 (Tipos de Frontera) La frontera r; se clasificard para el operador L como:

(i) Regular si:

e'y(z) e Ll(c7 Tj>7 677(1) c LI(C, rj) (424)
(ii) Exit si:
e ¢ Le,ry), 67(33)/ e "ds € L'(c,r) (4.25)
(111) Entrance si:
67(96) ¢ L (C7 rj)? e_V(x) / e’y(S)dS = Ll(c> rj) (426)

(iv) Natural en cualquier otro caso.
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