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ESCURRIMIENTO DE FLUIDOS NEWTONIANOS Y NO NEWTONIANOS EN
MEDIOS POROSOS

Si se representa un medio poroso por medio de una red de tubos por los cuales puede circular
un fluido, el problema de escurrimiento a través de un medio poroso se transforma en un
problema de célculo de caudales en una red de tubos interconectadas. La solucion de este
ultimo problema hace uso de las leyes de conservacion clasicas en mecanica de fluidos, com-
plementadas con leyes de comportamiento adecuadas, como lo son los fluidos newtonianos y
fluidos tipo Bingham.

En cada tubo se hacen simplificaciones tales como suponer un problema cuasiestatico, lo
que permite trabajar con problemas unidimensionales (acoplados en las conexiones de los
tubos) de resolucién numérica simple.

A continuacién, se programa un algoritmo que modela el flujo por una red de tubos capi-
lares que simula un medio poroso. El programa se caracteriza por su versatilidad para poder
simular distintos fluidos, y mallas con distintas geometrias. Se realizan distintos experimentos
donde se compara con datos experimentales y con la literatura asociada, con el fin de darle
mayor robustez al programa.

il



v



Tienes razon. Todo laberinto tiene una salida, pero la vida no es un laberinto, y si tuviera
que encontrar comparacion, diria que se parece mds a un enorme matorral.
(Informacién Sentimental, Ases Falsos, 2012)
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Introduccion

El problema que se estudia es el de la filtracion de un fluido a través de un muro repre-
sentado como un medio poroso.

A un lado del muro, se tiene una cierta altura H de fluido, que puede fluir a través del
muro. Dicho escurrimiento depende de diversos factores, entre los que se cuentan la altura H
del fluido, las caracteristicas del fluido (como densidad, viscosidad, etc.) y las caracteristicas
del muro como son su geometria y el material que lo constituye.

Para el caso de fluidos newtonianos, los escurrimientos en medios porosos han sido larga-
mente estudiados (ver [3]). La mayor dificultad se presenta cuando la zona mojada es una
variable del problema. En tal caso, el problema entra en la categoria de problema de fronte-
ra libre. Este tipo de problemas ha sido abordado desde el punto de vista matemético por
varios autores (ver [I], [5]) estableciendo existencia y unicidad de soluciones.

Para la resolucion numérica del problema del flujo de un fluido newtoniano en un me-
dio poroso, numerosos trabajos han propuesto métodos, considerando principalmente dos
enfoques.

El primero se origina en el trabajo de [5], que para probar la existencia de una solucién,
considerd un problema equivalente introduciendo una presién extendida que esta definida y
calculada en todo el dominio poroso (zona mojada y zona seca). Esto permite plantear un
problema en dominio fijo, de resolucién estandar. Sin embargo, la presién extendida introduce
una no linealidad en las ecuaciones que aumenta la dificultad de la resolucién. Con esto, la
zona de escurrimiento se obtiene a partir de la solucién, buscando la zona donde la presion
extendida resulte ser positiva. Bardet y Tobita (ver [2]) muestran, entre otros autores, cémo
se puede implementar esta idea, incluso utilizando una planilla de calculo tipo Excel.

El segundo enfoque consiste en utilizar un método iterativo que determina por aproxi-
maciones sucesivas el dominio mojado real. En cada iteraciéon se obtiene una zona mojada
aproximada, la cual es modificada, analizando en qué parte de la superficie de separacion
(entre la zona seca y la zona mojada) falla la condicién de no flujo. El trabajo de [6] utiliza
este enfoque, haciendo uso de una malla deformable, cuya forma converge a la regiéon mojada.
En este enfoque, el campo de velocidades del fluido al interior del medio es modelado con la
Ley de Darcy:



U=—-KVh, (1)

donde U es el campo de velocidad de Darcy, h es el campo de cargas hidraulicas en la zona
mojada y K es una constante de proporcionalidad llamada conductividad hidrdulica que se
calcula segun:

K =09 )

1
donde k es la permeabilidad, que es propia del medio poroso, independiente del fluido, p es
la densidad del fluido, u es la viscosidad y ¢ la constante gravitatoria.

Ahora, es objeto de estudio también el caso cuando el fluido que penetra el muro es no
newtoniano, en particular un fluido tipo Bingham. Los trabajos de investigacién en este
problema son escasos. Esto es agravado si se combina con la dificultad de determinar una
superficie libre.

Algunos autores han propuesto una generalizacién de la Ley de Darcy para el caso de
fluidos Bingham. Es el caso de los trabajos de [12] y [10] para escurrimientos de fluidos
Bingham en un medio poroso. Esta generalizacién de la ley de Darcy tiene la forma:

U =—K(h)Vh. (3)

En donde la permeabilidad es variable con h.

Motivacion

Una parte fundamental del proceso de explotacion del cobre u otros minerales, consiste
en el transporte y almacenamiento de la roca molida que ha sido despojada del mineral a
lugares especificamente habilitados para la acumulacion de tales desechos. Este transporte
puede ser realizado mediante ductos, canaletas o medios motorizados (camiones o trenes),
siendo inviables estos tltimos cuando las distancias son muy grandes (el caso de interés en
esta ocasién). En el problema a tratar, debido a estas grandes distancias, los desechos son
transportados mediante una canaleta, por lo que son mezclados con agua, obteniéndose pulpa
minera. Sin embargo, la cantidad de recursos hidricos ha ido en desmedro con los anos, por
lo que se ha convertido en un tema de gran interés disminuir la cantidad de agua utilizada en
este proceso. Esto, como es logico, trae consecuencias inmediatas, siendo la mas significativa,
un cambio cualitativo en el comportamiento del fluido. Esto es; la pulpa minera comienza a
comportarse como un fluido no newtoniano.

En este punto es de utilidad recordar que un fluido newtoniano es un fluido tal que para
cada punto, su tension de esfuerzo es proporcional a su velocidad de deformacion angular.



Ejemplos de tales fluidos son el agua, el aire, los aceites, y, en general, la mayor parte de los
fluidos conocidos. Un fluido no newtoniano, sin embargo, es un fluido que no cumple esta
proporcionalidad, obteniéndose comportamientos algo mas extranos. Ejemplos de fluidos no
newtonianos son el ketchup y la pasta de dientes (que son sélidos rigidos hasta aplicar una
cierta tension en ellos, momento en que fluyen como liquidos normales) y la maizena con
agua (que es liquida hasta aplicar una cierta tensién en ella, momento en que se comporta
como sdlido rigido). Como es de esperar, hay muchas formas de no cumplir la relacién de
proporcionalidad anterior, sin embargo, se estima que la pulpa minera se modela bastante
bien siguiendo un modelo Bingham (que serd explicado més adelante).

Objetivo (General

El objetivo de la tesis es estudiar el problema de filtracién en medios porosos a través
su representaciéon por medio de una red de tubos capilares, resolviendo las ecuaciones de
movimiento mediante un algoritmo que sea versatil en cuanto a geometrias de discretizacion,
tipos de fluidos y material del medio poroso.

Objetivos Especificos

e Encontrar un modelo adecuado para el estudio matematico de fluidos newtonianos y
no newtonianos (en particular, plasticos Bingham) en tubos.

e Construir el dominio en funciéon de una red de nodos y tubos, donde la geometria pueda
ser variable.

e Desarrollar un algoritmo que resuelva las ecuaciones del flujo.

e Comparar los resultados computacionales con la literatura y los datos obtenidos expe-
rimentalmente.

Estructura de la Tesis

La estructura utilizada en este documento para exponer el trabajo realizado es la siguiente:

e Capitulo 0. Introduccion Descripcién del tema, la motivacion de éste y los objetivos
del trabajo realizado.

e Capitulo 1. Preliminares En este capitulo se explica, a partir de los fundamentos,
los conceptos necesarios para la comprension y contextualizacion del trabajo.

e Capitulo 2. Tiempos de calculo y de simulacion Se testea con distintos mallados
en tiempo y espacio el tiempo de calculo del programa. Se comparan y se proponen
formulas para determinar el tiempo de calculo en funcién del tiempo que se desee
simular.



Capitulo 3. Estudio de carga hidraulica para distintos mallados Se hace un
experimento para estudiar el efecto del mallado en la solucion.

Capitulo 4. Modelo comparado con datos experimentales Se comparan los
resultados del modelo con datos experimentales.

Capitulo 5. Caso newtoniano Resultados tedricos para la evolucién del flujo de un
fluido newtoniano. Resultados numéricos para contrastar.

Capitulo 6. Caso estacionario Resultados tedricos para la solucion en estado esta-
cionario. Resultados numéricos para contrastar.

Capitulo 7. Aplicacion: Tranque de relave sobre fondo poroso horizontal Mo-
delamiento de un problema con condicién en el borde superior. Se muestran resultados
tedricos para el caso estacionario y ejemplos numéricos.

Capitulo 8. Manual de Usuario Se adjuntan los principales codigos para explicar
el funcionamiento del programa.

Capitulo 9. Conclusiones Conclusiones del trabajo realizado y posibles lineas de
trabajos a realizar en el futuro



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Descripcion del movimiento de un fluido

Para describir el movimiento de un fluido, se necesitan conocer las variaciones de ciertas
magnitudes fisicas, como por ejemplo: la densidad, la velocidad, la presion, la temperatura,
el esfuerzo, etc., en funcion del tiempo y en todo punto del dominio espacial.

Existen dos métodos para describir el movimiento de un fluido. El primer método sigue
cualquier particula arbitraria con sus cambios de velocidad, aceleracion u otra magnitud fisica,
que se llama descripciéon Lagrangiana. El segundo método estudia los cambios de velocidad
en posiciones fijas del espacio (z,y, z) € R3 y en el tiempo ¢. Esta es la descripcién Euleriana
y, hoy en dia, es el método mas comun y efectivo en la mayoria de los casos.

Sea 2 C R3 una regién ocupada por un medio continuo, en este contexto se supondrd en
estado liquido. Para cada t € R, Q ocupa distintas regiones de R?, por lo que se denotard al
conjunto como €2(¢).

Definicién 1.1 Dadot € R, un punto de Q(t) se denomina particula material (o particula

fluida).

Cuando se habla de particula fluida, se refiere a una pequena region infinitesimal de fluido
sobre el que se discuten formulaciones mateméticas (por ejemplo, tomar un limite para la
derivada). Pero se entendera que la regién es grande en comparacién a la distancia que hay
entre moléculas. Asi, a cada particula fluida se le puede asociar propiedades fisicas (tales
como temperatura y densidad) y se asumird que tienen posicién y velocidad bien definidas.

1.1.1. Descripciéon Lagrangiana

Una particula se identifica por su posicion inicial en 3. Se asume que ty5 = 0. Sea X =
(X1, Xo, X3) la posicién de una particula P € Q en ty y © = (21, x9,23) la posicién en el

5



tiempo t. Se supondra que cada particula de 2 se traslada de un punto a otro de manera
continua.

Definicién 1.2 Sea ¢ : Q x R, — R3 una funcion continua tal que, dada una particula X
y un tiempo t, ¢(X,t) = x es la posicion de X en el tiempo t.

Con esto, para un instante fijo, ¢(-, t) transforma Q(0) en Q(t).

Definicién 1.3 Para X fijo, t — ¢(X,t) = c(t) corresponde a la trayectoria de la particula
X.

Dada la posicién de la particula, se puede calcular su velocidad y su aceleracion.

Definiciéon 1.4 La velocidad de la particula X en la velocidad del medio es

V(X,t)= % (X,t) =d(t)

Definicién 1.5 La aceleracion de una particula se define como:

oV 0?
AX 1) = 5o (X 1) = Z50(X 1),

Otras magnitudes fisicas, como densidad p y presion p también pueden ser expresadas en
funcién de (X, 1), esto es:

p=p(X,t), p=p(X,t).

1.1.2. Descripcion Euleriana

En la descripcién euleriana se especifican propiedades del fluido (como por ejemplo, densi-
dad, velocidad, presién) en un punto y tiempo fijos. Por lo tanto, corresponde a la descripcién
de la propiedad en un sistema de referencia inercial.

v(z,t), p(x,1), p(z,1).

Una vez que se conoce una propiedad fisica para toda particula en todos los tiempos, es na-
tural preguntarse como se logra conocer la propiedad para todos los puntos fijos en cualquier
tiempo. En otras palabras, cémo se relaciona el sistema Lagrangiano con el Euleriano.

Supongamos que la informaciéon de la velocidad de todas las particulas se conoce:



V =V(X,t) (1.1)

¢ _

5 = V(X). (1.2)

Integrando, podemos obtener la posicién de la particula x en el tiempo ¢:

o(X,t) — o(X,0) :/0 V(X,7)dr

r=¢(X,t) = X—i—/t V(X,T)dr.
0

Ese resultado se puede invertir para obtener

X :¢($»t) :¢_1($7t)7 (13)
siempre que el determinante del Jacobiano de la transformacion ¢ sea no nulo para todo
tiempo t. De ahora en adelante se asumira, ademés de lo anterior, que ¢ es una transformacién

biyectiva.

Una vez que la posicién de una particula en el tiempo t es conocida, cualquier propiedad
fisica de la particula se puede ver como la propiedad en alguna posiciéon del espacio. Por

ejemplo, sustituyendo ((1.3) en (|1.2)) se obtiene

v(x,t) =V ((z,t),t) = V(X,1),

lo que entrega la velocidad FEuleriana, esto es, el campo de velocidades en cualquier punto
fijo. Similarmente se puede obtener la presion Euleriana a partir de la Lagrangiana:

P(?ﬂ(x’t)at) = p(x,t).

Se considera ahora un campo de velocidades Euleriano conocido en todo el espacio

v =uv(x,1).

Como la particula X en el tiempo ¢ estd en ¢( X, t), la velocidad Lagrangiana de la particula
X es la misma que la velocidad Euleriana. Por lo tanto:



0
vz, t) = a—f

Esta ecuacién es un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, y si se puede resolver
para la condicién inicial ¢(X,0) = X, se tiene que

99
Ox
lo que corresponde a la velocidad Lagrangiana. Sea k(z,t) cierta magnitud fisica cuya des-

cripcién Euleriana es dada. Si se sigue la trayectoria de una particula fluida X, obtenemos
que k sélo depende de t

=v(o(X,1),1) = V(X,1),

K(X,t) = k(¢(X,1),t) = k(. 1).

Ahora que se tiene la descripcion de la magnitud fisica tanto en el sentido Euleriano como
en el Lagrangiano, se puede conocer la variacion de k en tiempo segun las dos descripciones.

e Para Euler, la variacién de k queda descrita como a , la derivada parcial con respecto
al tiempo y corresponde a la variacién de k en un punto fijo del espacio.

e Para Lagrange, la descripciéon se hace siguiendo a la particula X. Por lo tanto, se

calcula:
0 0 °. Ok 0 ok ok
K01 = o (K($(X, 1), 1)) = . 9y E it s —Vi(X,t).  (L4)

Como se puede ver, la descripcion de la variacion de una magnitud fisica ”siguiendo”la
particula da origen a otra expresion, que depende de la velocidad del medio continuo. Esto
motiva la definicién de derivada material.

Definicién 1.6 (Derivada material, sustancial o total)
Dk 0k <~ Ok
1.5
= Z (15)

Dt = 8xj

El segundo término se denomina tasa de variacién convectiva ya que surge porque la
particula fluida se mueve a otros lugares.

Asi, se tiene lo siguiente:

e En la descripcién Lagrangiana:
D

)
(X 1) = S K(X,1)
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e En la descripcion Euleriana:

D Ok
Bkl t) =S 4 V.

Por ejemplo, la aceleracién de una particula fluida es:

o oV DV
x4 _ v
Xt =5 +V-VV =50

1.2. Teorema de Transporte

En la mecanica de particulas, la segunda ley de Newton requiere de equilibrio entre la
tasa de cambio del momentum de la particula y las fuerzas que se le aplican. En la mecanica
continua, se necesita calcular la tasa de cambio en un volumen de fluido, que se facilita
mediante el Teorema de Reynolds.

A continuacién se deduce un teorema para un volumen w(t) que se mueve con el fluido,

de borde dw(t).

Teorema 1.7 Sea k(x,t) una propiedad del fluido por unidad de volumen. Luego

/// kdV = // —dV+//8wkﬁdS, (16)

donde n es la componente normal de la velocidad en un punto de Ow.

Primero, se nota lo siguiente:

i yi [, o)
— kxth—hm— k(z,t + At)dV — k(x,t)dV
dt sy (z.1) A0 AL\ Jyta0) ) w(t) (1)
xt—l—Ath—/ k(x,t)dV
AHO At (/w t+AL) ) w(t+At) (z1)
+ / k(x,t)dV —/ k:(:l:,t)dV)
w(t+At) w(t)
At) —
— lim k(x,t+ At) k(x,t)dv
At=0 Sy (ttat) At
1
—l—hm—(/ kx,th—/ kx,th)
At=0 A\ S (e at) (@) w(t) (@)
El limite fw(HAt) %de existe cuando At — 0 y converge a fw(t) %(w, t)dV.
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Debido al movimiento de dw(t), el cambio de volumen por un elemento de superficie dS
es nAtdS. Asi:

///1u(t+At) N ///w(t) - //aw(t) nALS. (1.7)

Luego, se tiene:

i/ k(:v,t)dV:/ %(x,t)dwr// k(z, )AdS, (1.8)
L w(t) O dw(t)

lo que concluye la demostracién. Si w(t) es un volumen que contiene las mismas particulas
fluidas en su movimiento, entonces n = v - n, y % es la derivada material. Por lo tanto, se
tiene el siguiente teorema llamado Teorema de Transporte o Teorema de Reynolds.

Teorema 1.8 (Teorema Cinemético de Transporte) Sea k(x,t) una propiedad del fluido por
unidad de volumen, y w(t) un volumen que contiene particulas fluidas en movimiento. Luego:

%///wkdv:///w%dij//awkvindS’ (1.9)

A continuacion se aplica el teorema para deducir ciertas leyes de conservacién.

1.2.1. Transporte de Masa

Sea k = p = densidad y sea w(t) un volumen de fluido en el que se supondrd que no hay
fuentes ni escapes de masa. Por conservacién de masa debe tenerse lo siguiente:

% ///w(t) pdV = 0. (1.10)

Usando ([1.9) se obtiene

///w(t) %dv+//8w(t) pv - ndS = ///w@) (% +V(pv)) dv = 0. (1.11)

Como el dominio corresponde a un volumen arbitrario, el integrando necesariamente debe
ser nulo, por lo tanto:

10



ap B
a5 + V(pv) = 0. (1.12)

Esta es la forma diferencial de la ley de conservacién de masa, también llamada ecuacién
de continuidad, vélida para todo punto en el fluido. De manera alternativa se puede escribir:

dp _Dp B
a—l—vaerV-v—DthpV v=0. (1.13)

Para el caso de un fluido incompresible, no homogéneo, se tiene la siguiente condicion:

Dp
— =0 1.14
Reemplazando en (1.13)), queda
Vv =0. (1.15)

1.2.2. Conservacion de Momentum

La ecuacién de movimiento se deriva de asumir que la Segunda Ley de Newton del movi-
miento es valida para cualquier volumen arbitrario en el fluido. Asi, la variacién de momentum
de un volumen fijo es el momentum neto que fluye a través del borde del volumen, mas el
total de fuerzas actuando sobre el volumen. Por lo tanto:

d —
—/ pudr = _j[ pU(V - n)dS —I—/ pfdx +7é nodS. (1.16)
dt Juwe) dw(t) w(®) dw(t)

El término del lado izquierdo de la ecuacién es la variacién del momentum del
cuerpo w(t). El primer término del lado derecho es el momentum que fluye a través de dw(t).
Los otros términos son la fuerza interna por unidad de masa f y las fuerzas de superficie,
respectivamente. o es un tensor de esfuerzos simétrico tal que n7 son las fuerzas en Jw(t).

Luego, aplicando el Teorema de Reynolds al momentum, queda lo siguiente:

/w(t) (6(6217) +V- (,OUUT)) dr = /w(t) <pf+ V- 0') da. (1.17)
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En este caso, 707 es una matriz donde la componente ij es v;v;. Como lo anterior es vélido

para todo volumen w(t), la igualdad se escribe como:

dopU o
%:—V-(pUUTwprrv-a. (1.18)

El término no lineal en v se puede reescribir como:

V- (pv") = pv- VT + 0V - (pt). (1.19)

Usando la definicién de derivada material, y la ecuacién de continuidad ((1.12) podemos

reescribir (1.18) como:

—

v —
bv_ o 1.2
Py =P/ tVo (1.20)

La ecuacion ((1.20]) se conoce como la Ecuacién de Momentum de Cauchy.

1.3. Fluidos de Bingham

Dado un conjunto  C R? conexo, presentamos la ecuacién de transferencia de momentum
de Cauchy

v —
pﬁ—pf—l-v-aen Q, (1.21)
v=0en 0Q, (1.22)

p es la densidad local del medio, v es la velocidad del fluido, f es una fuerza externa por
unidad de volumen y o es el tensor de esfuerzos que, para el caso Bingham, esta definido por:

D
o= —pl +V2r (v) +2uD(v) en Qo(v), (1.23)
|D(v)]
y para el caso newtoniano:
o= —pl +2uD(v), (1.24)
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donde p es la presién, I es la matriz identidad, p es la viscosidad, 7 es la tension de fluencia
y D(v) es el tensor de velocidad de deformacién, que se define de la siguiente manera:

. 1 (%j 8vi ..
D(U>ij - § (81’1 + 8ZEJ> , 4] € {17273}7

y Qo(v) = {z € Q,|D(v)| # 0}, donde | - | corresponde a la norma matricial de Frobenius:

Notemos que para el tensor de esfuerzos ([1.23)), si la tensién de fluencia 7 fuera igual a 0,
se obtiene el tensor de esfuerzos de un fluido newtoniano, la ecuacién (|1.24)).

Ademas, se asume incompresibilidad, lo que implica (|1.15)). Usando como referencia el
trabajo hecho por Unda (ver [9]) se puede hacer una reduccién a dos dimensiones del problema
para trabajar en el caso de una canaleta de la forma ) = 2xR, con €2 un circulo. Supongamos
que la solucién es de la forma v = (0,0, u). Asi, la condicién de incompresibilidad se traduce
en

_ ey, (1.25)

V'U—&—

lo que significa que u = u(x,y). A su vez, el tensor de velocidades de deformacién queda de
la siguiente manera:

. 0o 0 &
D(v) = = 0O 0 a—“ (1.26)
2 ou Ou Oy
oz Oy

Si se define

%j‘j) (1.27)

se tiene entonces que

[Val], (1.28)

con || - || la norma euclidiana.
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Por otro lado, por ([1.25)) la derivada material queda:

&—@4_0@4_0%4_ %—@
Dt ot or oy oz ot

Suponiendo que

como V-0 = BL; , con 0; la j-ésima fila de la matriz o, notando en (|1.23|) que

do3
0z
D(v
Vo = —Vpl + V21V (|D§U;|> + 24V D(v)
o ( 5
0z \ ||Vul| 8 du
ou 0z Qx
9 9 Bzgu
Vo=-Vp+r71 92 ||V?ZH +u 8253_%2
2 () + 2 (2 AT
oz \ [[Vul| dy \ [IVull

Reemplazando en ([1.22)), se obtienen tres ecuaciones

0=pfo— L2 u
e e T AT T

B op 0 o O
O—IOfy_a_y‘F& Tm‘i‘ﬂa—y

ap 0 du au>

ou op 0 du ou\ 0 o du
vélidas en Qy(v) = Qo(u) = {z € Q, ||Vu|| # 0}.

En aplicaciones, la tinica derivada que se conoce de p es aquella con respecto a la coorde-
nada longitudinal de la canaleta, y las dos primeras ecuaciones sirven para conocer como se
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relaciona la fuerza externa con estos gradientes. Es por esto que la ecuacién mas interesante
es la 1ltima, que se puede reescribir de la siguiente manera:

ou
Por

con Qo(u) = {(z,y) € Q, [|Vu|| # 0}.

Vu
=pf. — + TV - <—> + pAu en Qq(u), 1.29

Es interesante reducir el problema a una dimensién, pues se puede obtener una solucién
explicita.

El punto de partida es la ecuacién ([1.29)) junto con la condicién de borde que se desprende
de (1.22) del problema original:

u =0 en 0N. (1.30)

Para poder resolver, se buscard una solucion en régimen permanente, esto es

ou
2 -0
ot
y supondremos que
8
La ecuacion queda:
Vu )
™V | = | + pAu=C. (1.31)
(I|VUI|

Se busca una solucién de la forma w(r) = u(x,y), con r = y/2? + y2. Usando regla de la
cadena:

8u_8wx ou 8wg'

r = orr oy arr

@_W_wijra_w =5 32u_62wy_2+8_w r=2\
0z o Or2 r2 or 72 ) ayQ - or2 r2 or 2 ;




2 /02 2
Notemos que ||Vul|| = \/(2—1:> (I :;y ) = %—Q:

Se calcula la divergencia ahora:

o ( 5 \_o (33
Ox \ |[Vul| | — 0z \ |22]
_ Owx 1 %—1:8210{_‘_ 1 82wx_2+8_w r—%
N 07"r|3_w‘2}88—w|8r2r }%—“’| or2r2  Or r2
or T T
__x202w 1 n 1 82wm2+8w 7“—””72
N ﬁ@rﬂ%—ﬂ ‘%—ﬂ or2r2 ' or 72
)

De manera analoga,

o ( 5 \_ & (r=%
oy \[[Vull )~ [5e] \ 2

Asi, la divergencia queda de la siguiente manera:

Vu 9w q T 0 Guw
V- — 7 Or - _ 7 _or_ | .
i (IIWH) 2k rar<r|%—l:\>

Por otro lado, al aplicar el cambio de variable, el término del laplaciano queda

ro [ % pd [ ow\
;5 <Tw> + ;E (TE) = C, para r Qo(w> (132)



donde Qy(w) = {r € (0, R), ‘(z—w‘ # 0}, y R = { es el radio del circulo Q. La condicién de
r

borde se reduce a

w(R) = 0. (1.33)
h) —w(—h
Por otro lado, como w es par, w(h) 2}3}( ) = 0. Por lo que se debe tener que
ow
~Z0)=0 1.34
2 (0) (134)

La ecuacién ([1.32) se puede reescribir como

0 9w ow  Cr?
o <|—1 FH 7) Sopmr et -

y por lo tanto, integrando con respecto a r,

ow
gw ow Or A
(Wgz; tag - _> = para r € Q(w), (1.36)

con A € R una constante que debe ser cero. Si A # 0,

‘811) A Ccr A |Cr u
Pial =17 T 5 ~ Tlouw| = > " TTow
orl fr2 T |2 |F
Al ||C v
e | &
R
A C
2%—‘%—7‘—>+oocuandor—>0siA7é().
dw : . ) v
Como — es una magnitud fisica, se espera que sea acotada. Asi, A = 0 y la ecuaciéon
r
[[30) queda
ow
5 ow Cr
or
———=0 e ,
T}%_l;}| +'u87" 5 para r o(w)
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Observemos que es posible determinar el signo de la constante C. Como 7, 4 > 0, notemos
que

s dw =5 o + Ow =5 cr = sgn(C)
gn 5 on Tlaw ,ua gn 5 = sgn(C).

Orientando los tubos en el sentido del flujo y suponiendo C' < 0, se tiene que %—‘;ﬁ <0y
8w

por lo tanto | a ‘ = —1 y la ecuacién queda:
or

ow Cr 1
EZZﬂL;pamrEQO( w).

Asi, podemos calcular Qy(w) de manera explicita por la férmula:

Cr 7
<0
2 p
2T -
o <
21 4 2 J
obteniendo Qg(w) = <_UT’ 5) y si _UT > 5 se establece la convencién Qq(w) = 0.

J 2 Jw 5 (Cs T c (6 T (0
o(3) o= [ G- [ (G )e=m(5-)+ 2 (37),

y con la condicién de borde ([1.33]),

()_Q 2 0 LT e (220
wr—4lur 1 Mr 5 ) siT o3

Como fuera de Qy(w) se tiene ‘g’“ =0, parar < —727 se puede deducir la siguiente férmula
evaluando:

C 2r\? 2 T(2r ¢ (27 + %)2
w(r)=— — ) - =+ === | ==
4p C 4 w\C 2 e



Llamemos ry = —%T el radio critico, y a —C' = ||Vp||, donde p es la presién motriz y se define

como p = p + pgz. Finalmente, escribamos la solucién en estos términos:

Vol (2 _ 82 . rollpl 5 5
e Gk el Gl R ()
g
2

)2TH r € (0,79).

Vale decir que si r < rg la velocidad es uniforme, esto significa que el fluido tiene un com-

portamiento tipo sélido rigido.

A partir de esta férmula, podemos calcular el caudal integrando la velocidad en una seccion

transversal al eje del tubo de la siguiente manera:

Se calculan ambas integrales por separado. La primera queda:

70 2 N 2 2 N -
/ ch_g>IW@mh:fgoﬁ_m5+§MVm0:JW@H
0

4 3
35
Ap 2 4 4 811 (TO To0 F

Mientras que la segunda integral se expresa de la siguiente manera:

L nllall (e (1)
4p 4 21 3 4 ) 4p
| Vp| & s 8 ok L/o* rd
T _———— R — —_— e —_—— ——
on \U°\24 3 16 4 2 \ 64
VDIl (100® 15 %o by O N o Lo
on \ 24 3 16 "4 1288

Ahora se calcula el caudal, reemplazando en (|1.38))
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Q:2ﬂ|\v;au(r_g_rg_a+52rg 5t s 553r0+@_5%g>

o \4 4 6 128 24 240 T4 16

oIVl (1, 5 o)

L 24 128 48
w0Vl . 87ro N 167]
128y 36  304)°

Finalmente, usando la relaciéon entre el gradiente de presiéon motriz y la carga hidraulica:

h=—p=—p+ 2z, (1.39)
P9 P9

se tiene la férmula de caudal para fluidos Bingham en un tubo:

pgd* 8ro 16 /rg\4
_ 1= =22 4= (2 . 14
@ =5, IV ”( 35+3<5>> (1.40)

A partir de la ecuacién, se infiere que si 7 es suficientemente grande, o bien ||Vp|| sufi-
cientemente pequeno, entonces el radio critico cumplira que ry = R, y la formula entrega
@ = 0. Con esto, el fluido se mueve como solido rigido ocupando la totalidad del tubo, y por

la condicién de adherencia a la pared, v(R) = 0 provoca la detencién del flujo. Por eso, més
alla del valor critico r¢, el fluido permanecera detenido.

Se puede describir una condicién para que lo anterior ocurra imponiendo que rg > g:

V
N N | >

v

4T
& — > ||VA
el

Por lo tanto, se obtiene la siguiente expresion para el caudal:

mpgd? r o\ 4 : *
Q_{ﬁﬁWW(P€§+§@))SWWW>T (L.4)

0 si ||Vh|| < 7,



en donde 7" = % es un parametro adimensional llamado pardmetro de fluencia.

Podemos escribir el término no nulo en funcién 7*, quedando:

1
128/ VA 3 \TVAT
0 si ||Vh|| < 7.

Tpgd* 4 T* T* 4 : *
||Vh||<1—§ +1( )) 5 ||Vh|| > 7

Q@ (1.42)

En el caso del fluido newtoniano, se sigue un procedimiento similar, con el cuidado de que
7 = 0. La ecuacién de caudal queda entonces como:

Tpgd?
= hll. 1.4
Q=2 v (143

1.4. Una expresion para § diametro de los tubos

Notemos que en , se ha expresado el caudal () en funcién de parametros que se
pueden medir en la practica, a excepcion del didametro del tubo d, que nace a partir de
modelar un medio poroso a través de una red de tubos capilares. Es por eso que necesitamos
expresar ¢ en funcién de parametros medibles.

Definicién 1.9 (Porosidad del medio) Es la cantidad de espacio vacio en el medio poroso
por unidad de volumen. Se denota con e

Definicién 1.10 (Area de la superficie en contacto con el liquido) Es el drea en el medio
poroso en contacto con el liquido por unidad de volumen. Se denota por .

Pasaremos a otro concepto tradicional en el estudio de flujos en canales y tuberias, que
es el diametro hidraulico. Utilizando éste término se puede estudiar el comportamiento del
flujo de la misma forma como si fuera una tuberia de seccién circular.

Definicién 1.11 (Didmetro hidraulico)

dor — 4V _ 4 Volumen liquido
B ™ “drea de la superficie mojada por el liquido

(1.44)
En el caso de una tuberia de secciéon circular, el didmetro hidraulico corresponde precisa-
mente al didmetro del tubo.

Para modelar el medio poroso granular con una red de tubos cilindricos, se consideran
tubos de didametro § = dp.

El volumen de un fluido en un volumen total totalmente mojado (saturado) Vy de muro
se puede expresar a partir de la porosidad de la siguiente manera:

21



Para la obtencién del area de la superficie mojada (superficie de los poros), primero escri-
bimos el area como:

Y =N, x5, (1.46)

esto es, el producto del nimero de particulas (N,) contenidas en el volumen Vr por el drea
de la superficie de cada particula (X,). Para esto, se asume que las particulas no se superpo-
nen. Asimismo, si llamamos V,, al volumen de cada particula, notamos que el volumen total
ocupado por las particulas lo podemos expresar como Vi — V. Por lo que, usando ([1.45)), el
nimero total de particulas se obtiene de:

Vp =V Vp
N, = =(1—¢)—. 1.47
Estas expresiones nos llevan a escribir
e V
0=4 = 1.48
1—¢ X, ( )

Si se tratara de particulas esféricas de didmetro D, usando la expresién para el volumen
y el area de la esfera, se puede llegar a lo siguiente:

£
1—¢

5= %D (1.49)

Para particulas no esféricas, usaremos el concepto de esfericidad, introducido por Wadell
(ver [I1]) como una medida de la redondez de una particula, definido de la siguiente manera:

¢ =5 (1.50)

esto es, la razén entre el drea de una esfera del mismo volumen (V},) que la particula y el
area de la particula. Es claro que para una particula esférica, ¢ = 1. Mas atn, puesto que la
esfera es la forma geometrica cuya area es minima para un volumen encerrado dado, ¢ < 1
para cualquier posible forma de particula. Usando este coeficiente de esfericidad:
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s _ ¢%D. (1.51)

en donde D es el didmetro de la esfera de volumen V),. Si aproximamos este valor (D) por el
didmetro medio (Ds) de las particulas, obtenemos finalmente:

. 2D50¢8
§ = 3023 (1.52)

1.5. Algoritmo

El modelo propuesto representa el medio poroso como una red de tubos, de modo que
en cada uno de ellos se resuelve un problema de llenado unidimensional. Estos tubos se
caracterizan por su densidad espacial (cantidad de filas y columnas) y por su didmetro propio
(relacionado con la porosidad del medio). Con ello se escriben las ecuaciones del movimiento
estacionario de un fluido Bingham en términos de sus cargas hidraulicas inicial y final, para
cada tubo. Se usa una variable que indica el porcentaje de llenado. Esto va a permitir dibujar
la frontera libre que separa la zona mojada de la seca.

Cada tubo comunica un nodo ¢ con un nodo j. El caudal entre ¢ y 7 depende del gradiente
de carga entre estos nodos segin la relacién (1.41)), donde el gradiente se aproxima como
hj—hi
VAl = 222

En el caso de los tubos parcialmente llenos, el gradiente se calcula segin la distancia de
llenado de tubo, digamos LL y la condicién que el extremo esté en contacto con el aire h = z,

por lo tanto, en este caso, ||Vh|| = Z.

Ahora, para cada nodo i se obtiene una ecuacién de balance:

QY = Qi; =0, Vinodo, (1.53)
JEV;
donde V; = {j, nodo es vecino del nodo i}. Se tiene entonces un sistema con un mismo

numero de incégnitas como de ecuaciones. Se resuelve este sistema con un algoritmo de
Newton para funciones de varias variables.

Una vez conocidas las cargas hidraulicas en los nodos y en los bordes, es necesario actuali-
zar la posicién del fluido al interior de la red. Esto sélo es necesario en los tubos parcialmente
llenos que se encuentran en el borde derecho de la zona saturada. Para actualizar las posi-
ciones del fluido transcurrido un tiempo At, se utiliza una aproximacién de primer orden en
funcién del caudal:
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I+ AL = U(8) + A2 (1.54)

o2

Una vez hecha la actualizacion de posiciones, se procede al célculo de las nuevas cargas
hidraulicas resolviendo (|1.53]).

Para representar de mejor manera el esquema de simulacion, se representa el algoritmo
en distintos instantes, desde un tiempo ¢ = 1s. La disposicion inicial se aprecia en la figura
(1.1) donde a la izquierda se aprecia un volumen de fluido, y que se filtra en la red segin
los tubos que se encuentren bajo la altura del fluido. Para efectos del calculo, se impone que
cada tubo cuyo nodo esté "mojado” presente un llenado inicial de dx0.

Los nodos que se encuentran en contacto con la pared izquierda son aquellos donde la
carga hidraulica es conocida h = z, con z la altura del fluido. Ademas, se sabe que los
puntos de contacto del fluido con el aire h = y, siendo y la altura del llenado en el tubo
correspondiente. Podemos utilizar entonces para actualizar las posiciones del fluido
para el instante t + At.

x 1072 Caudal en el tiempo t=1

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Figura 1.1: Ejemplo del algoritmo, instante ¢ = 1s

Si para t + At atin no se ha alcanzado ninguno de los nodos secos, entonces las tinicas
variables que han cambiado son las posiciones.

x 1072 Caudal en el tiempo t=10

pa

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Figura 1.2: Ejemplo del algoritmo, instante ¢ = 10s
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x 1072 Caudal en el tiempo =20

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

Figura 1.3: Ejemplo del algoritmo, instante ¢ = 20s

x107° Caudal en el tiempo t=25
Z \

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Figura 1.4: Ejemplo del algoritmo, instante ¢ = 25s

Para el caso en que se alcanza un nodo seco que corresponde a un nodo del lado izquierdo,
la carga hidraulica en ese nodo es igual a la altura del fluido en el lado izquierdo. Ademas,
para los tubos incidentes al nodo se anade un llenado dx0.

x 1072 Caudal en el tiempo t=25.8
15 V%
10
5
0
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Figura 1.5: Ejemplo del algoritmo, instante ¢ = 25.8s

Cuando un nodo seco que no pertenece al muro izquierdo es alcanzado, se actualiza la
lista de nodos internos NI y se usa (1.53|) para determinar las cargas hidrdulicas de los nodos
internos.
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Caudal en el tiempo t=30.9

VAV

0.01

0 0.01 0.02 0.083 0.04 0.05 0.06 0.0/ 0.08 0.09

Figura 1.6: Ejemplo del algoritmo, instante ¢t = 30.9s

Caudal en el tiempo t=32.3

0.02 \/ \/ \/
0.01
0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Figura 1.7: Ejemplo del algoritmo, instante ¢t = 32.3s

Caudal en el tiempo t=33.8

0.03 / \/ \/ \/ \/ )

0.02

0.01

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

Figura 1.8: Ejemplo del algoritmo, instante t = 33.8s
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Capitulo 2

Tiempos de calculo de una simulacion

Como todo algoritmo programado, es de gran importancia conocer cuanto demora en
ejecutarse en funcién de la discretizacion. Como es un problema que evoluciona en el tiempo,
tanto la discretizacion del tiempo y del espacio seran variables a considerar.

Se entregan dos definiciones que permitiran realizar los estudios.

Definicién 2.1 (Tiempo de Simulacién) Se define como el tiempo de evolucion que se modela

en el programa.

Definicién 2.2 (Tiempo de Célculo) Es el tiempo que el computador tarda en calcular el
programa desde t = 0 hasta T, el tiempo de simulacion.

Con esto, se compararan los tiempos de simulacion, cada uno medido con distintos parame-
tros de discretizacion, con los tiempos de calculo, para asi tener una idea de cuanto se demora
el computador en computar 7" segundos de evolucién del problema.

2.1. Parametros

Los experimentos fueron realizados considerando los siguientes parametros:

Altura H [m]

Largo [ [m] | Pardmetro de fluencia

Angulo de talud [grados]

Viscosidad [m-Pa- s]

8

40

0.22

35

0.02155

Tabla 2.1: Parametros de la simulacion.
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2.2. Experimento para dt = 0.001

2.2.1. Comparando fronteras

A continuacién se muestra la frontera de la zona mojada, para distintos refinamientos de
la malla, con dt = 0.001. Se usaron tres tiempos de simulacion: T'= 0.5, 1.0, 1.5.

Figura 2.1: Frontera en una malla de 10 x 10 usando dt = 0.001s para tiempos de simulacién
(de izquierda a derecha) T'= 0.5,1.0 y 1.5s,

Figura 2.2: Frontera en una malla de 15 x 15 usando dt = 0.001s para tiempos de simulacion
(de izquierda a derecha) T'= 0.5,1.0 y 1.5s
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Figura 2.3: Frontera en una malla de 20 x 20 usando dt = 0.001s para tiempos de simulacién
(de izquierda a derecha) T'= 0.5,1.0 y 1.5s

Figura 2.4: Frontera en una malla de 25 x 25 usando dt = 0.001s para tiempos de simulacion
T=0.5,1.0y 1.5s
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Figura 2.5: Frontera en una malla de 30 x 30 usando dt = 0.001s para tiempos de simulacion
(de izquierda a derecha) T'=0.5,1.0 y 1.5s

Se puede apreciar que, para cada tiempo de simulacién, la frontera se desplaza de izquierda
a derecha, lo cual es esperable dado que el fluido se filtra desde el muro izquierdo. Ademas, a
medida que se afina la malla, se aprecia que la frontera adquiere mayor detalle. En la siguiente
figura se hace mas grafico lo anterior, pues se comparan los tiempos finales de simulacion.

Caudal en el tiempo t=1.6

Figura 2.6: Frontera para distintas mallas en un tiempo de simulacién T = 1.6s, con dt =
0.001s
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2.2.2.

Tiempo de calculo vs tiempo de simulacion

Se adjunta una tabla con datos que se recopilaron al ejecutar el programa con distintas
mallas (10x10, 15x15, 20x20, 25x25, 30x30). Se muestra el tiempo que demora la subrutina
que ejecuta el algoritmo de Newton, el tiempo que demora el programa en su totalidad, y
el drea de la zona mojada para ciertos Tiempos de Simulacién (T=0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1.6). Se

usa dt = 0.001
10x10 15x15 20x20
T | Newton Total Area Newton Total Area | Newton Total Area
0,1 ] 1,407 5,419 21,818 | 5,658 15,18 24,147 | 23,596 38,501 24,512
0,2 | 3,829 12,082 29,024 | 19,422 37,928 31,491 | 69,898 100,465 37,581
0,4 | 10,993 28,998 48,848 | 58,457 99,336 49,365 | 207,208 271,342 50,324
0,8 | 32,324 78,001 63,656 | 174,108 263,104 64,91 | 633,131 769,366 66,229
1,6 | 97,952 210,703 80,823 | 507,915 690,279 82,992 | 1863,111 2157,383 84,532
25x25 30x30
T | Newton Total Area Newton Total Area
0,1 | 66,416 88,596 25,552 | 159,144 192,941 29,786
0,2 | 204,427 251,108 38,438 | 514,536 587,575 39,284
0,4 | 612,801 710,553 51,69 | 1568,26 1713,367 52,496
0,8 | 1856,371 2069,897 67,425 | 4774,43 5088,058 68,351
1,6 | 5477,602 5939,15 85,767 | 14245,486 14908,346 87,29

Tabla 2.2: Tiempos de calculo del algoritmo de Newton y del total del programa, con dt =
0.001s

En el siguiente grafico se puede observar el valor del area de la zona mojada en fun-
cién de los tiempos de simulacién, para dt = 0.001. Se usaron tiempos de simulacién T =
0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1.6. Como la zona mojada es un poligono, se identificaron las coordena-
das de los vértices asociados a dicho poligono, y con el comando polyarea de MATLAB se
calcula el area.
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Area zona mojada vs tiempos de simulacion. T=0.1 0.2 0.4 0.8 1.6. dt = 0.001
% \ \ \ \

80—

70—

@
3
T

Area zona mojada
@

g

I

a0

2 | | | | I | |
0 0.2 0.4 0.6

0.8
Tiempo de simulaciA3n [sec]

Figura 2.7: Gréfico de la zona mojada en funcién del tiempo de simulacién, para distintas
mallas, con dt = 0.001.

El siguiente grafico nos muestra las escalas logaritmicas de los tiempos de célculo del
programa y de la subrutina que ejecuta el algoritmo de Newton, en funcién de distintos
tiempos de simulacion T'= 0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1.6s, para dt = 0.001s. Los tiempos se tomaron
para distintas mallas.

Tiempos log del algoritmo de Newton y del programa total. Simulaciones T=0.1 0.2 0.4 0.8 1.6. dt=0.001
T T T T T

10° ¢ | o T ! | ! ! o
E : : 10x10
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Figura 2.8: Gréfico loglog de los tiempos de calculo en funcién de distintos tiempos de simu-
lacion "= 0.1, 0.2, 0.4, 0.8 y 1.6s, con dt = 0.001s
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Se observa que las pendientes de las rectas en cada mallado son similares, por lo que se

hace un ajuste lineal en la escala logaritmica de los datos, dando el siguiente resultado.

Ajuste lineal del tiempo total en escala logaritmica. Simulaciones T= 0.1 0.2 0.4 0.8 1.6. dt = 0.001

10x10
— 15x15
— 20x20
—— 25x25
— 30x30
Ajuste 10x10
Ajuste 15x15
Ajuste 20x20
Ajuste 25x25
Ajuste 30x30

log(Tiempo de calculo del programa)

-1
log(Tiempo de simulacion)

-05

0.5

Figura 2.9: Ajuste lineal de los tiempos de calculo en escala logaritmica. T'= 0.1, 0.2, 0.4, 0.8

y 1.6s, con dt = 0.001s

Las ecuaciones de las rectas ajustadas para cada mallado son:

e (10x10) log(y) =
e (15x15) log(y) =
e (20x20) log(y) =
e (25x25) log(y) =
e (30x30) log(y) =

1.3235 log(x) + 4.6655
1.3808 log(z) + 5.8780
1.4553 log () + 6.9707
1.5177log(x) + 7.9708
1.5658 log(x) + 8.8805

Para salir de la escala logaritmica entre x e y se usa el siguiente procedimiento, valido

para una ecuacion lineal genérica de pendiente m y coeficiente de posicion n:

Lo que nos deja finalmente las siguientes relaciones exponenciales entre x e y:

log(y) = mlog(z) +n
log(y) = log(z™) +n
log(y) — log(z™) =n

log () =

ogl—=—)=n
mm
i_lon
xm

y=a"-10"
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(10x10) y = 213235146655

(15x15) y = g1-38081()5-8780

(20x20) y = z145531(6-9707

(25x25) y = x-5177107-9708

(30X30) Yy = 11:565871()8-8805

2.3. Experimento para dt = 0.005

2.3.1. Comparando fronteras

A continuacién se muestran la la frontera de la zona mojada, para distintos refinamientos
de la malla, con dt = 0.005. Se usaron tres tiempos de simulacion: 7' = 0.5, 1.0, 1.5.

Figura 2.10: Frontera en una malla de 10 x 10 usando dt = 0.005s para tiempos de simulacion
T=0.5,1.0y 1.5s
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Figura 2.11: Frontera en una malla de 15 x 15 usando dt = 0.005s para tiempos de simulacién
(de izquierda a derecha) T'= 0.5,1.0 y 1.5s

Figura 2.12: Frontera en una malla de 20 x 20 usando dt = 0.005s para tiempos de simulacion
(de izquierda a derecha) T'= 0.5,1.0 y 1.5s
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Figura 2.13: Frontera en una malla de 25 x 25 usando dt = 0.005s para tiempos de simulacion
(de izquierda a derecha) T'=0.5,1.0 y 1.5s

Figura 2.14: Frontera en una malla de 30 x 30 usando dt = 0.005s para tiempos de simulacion
(de izquierda a derecha) T'= 0.5,1.0 y 1.5s

Aca se muestra en un mismo grafico el estado final del borde de la zona mojada para un
tiempo de simulacion T' = 1.6s, para distintas mallas, considerando dt = 0.005s.
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>~/

Caudal en el tiempo t=1.6

20

25

Figura 2.15: Frontera para distintas mallas en un tiempo de simulaciéon T' = 1.6s, con dt =

0.005s

2.3.2.

Tiempo de calculo vs tiempo de simulacién

Se adjunta una tabla con datos que se recopilaron al ejecutar el programa con distintas
mallas (10x10, 15x15, 20x20, 25x25, 30x30). Se muestra el tiempo que demora la subrutina
que ejecuta el algoritmo de Newton, el tiempo que demora el programa en su totalidad, y el
area de la zona mojada para ciertos Tiempos de Simulacién (T=0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1.6) s. Se
usa dt = 0.005s

Tabla 2.3: Tiempos de calculo del algoritmo de Newton y del total del programa, con dt =

0.005s
10x10 15x15 20x20
T | Newton Total Area | Newton Total Area | Newton | Total Area
0,1 0,679 1,787 26,282 | 2,205 5,319 26,448 | 6,573 9,434 25,142
0,2 | 1,212 3,09 32,656 | 5,737 10,634 38312 | 18,847 24,646 37,924
0,4 | 3,36 6,362 50,899 | 15,669 24,521 50,355 | 55,201 67,413 50,431
0,8 | 8,626 15,562 65,119 | 44,764 61,246 65,512 | 164,075 190,258 66,186
1,6 | 23,016 37,615 81,399 | 124,547 159,176 83,104 | 477,21 534,477 84,427
25x25 30x30
T | Newton Total Area | Newton Total Area
0,117,323 20,647 28,601 | 38,2704 41,6436 29,2719
0,2 | 51,126 59,068 38,205 | 120,005  129,4725 38,6121
0,4 | 156,875 173,473 51,395 | 385,122  406,0547 51,8584
0,8 | 477,328 514,955 67,005 | 1206,859 1258,408 67,6423
1,6 | 1405,293 1492,395 85,399 | 3779,407 3826,48 86,7258
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En el siguiente grafico se puede observar el valor del area de la zona mojada en funcion
de los tiempos de simulacién, para dt = 0.005s. Se usaron tiempos de simulacién T =
0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1.6s. Como la zona mojada es un poligono, se identificaron las coordenadas
de los vértices asociados a dicho poligono, y con el comando polyarea de MATLAB se calcula
el area.

Area zona mojada vs tiempos de simulacion. T=0.1 0.2 0.4 0.8 1.6. dt = 0.005

90 1 T T T

10x10
15x15

80—

70—

@
3
T

Area zona mojada
@

g

I

40—

20 i i i i i i i
0 02 04 06 08 1 12 14 16

Tiempo de simulaciA3n [sec]

Figura 2.16: Gréfico de la zona mojada en funcién del tiempo de simulacién, para distintas
mallas, con dt = 0.005s.

El siguiente grafico nos muestra las escalas logaritmicas de los tiempos de célculo del
programa y de la subrutina que ejecuta el algoritmo de Newton, en funcién de distintos
tiempos de simulacion 7= 0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1.6s, para dt = 0.005s. Los tiempos se tomaron
para distintas mallas.
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. Tiempos log del algoritmo de Newton y del programa total. Simulaciones T=0.1 0.2 0.4 0.8 1.6. dt=0.005
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Figura 2.17: Gréfico loglog de los

log(Tiempo de simulacion [sec])

simulacion T'= 0.1, 0.2, 0.4, 0.8 y 1.6s, con dt = 0.005s

tiempos de célculo en funcién de distintos tiempos de

Al igual que para dt = 0.001, se observa que las pendientes de las rectas en cada mallado
son similares, por lo que se hace un ajuste lineal en la escala logaritmica de los datos, dando

el siguiente resultado.
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Ajuste lineal del tiempo total en escala logaritmica. Simulaciones T= 0.1 0.2 0.4 0.8 1.6. dt = 0.005
i \ \ \

10x10
— 15x15
— 20x20
81— ——— 25x25
— 30x30

Ajuste 10x10
Ajuste 15x15
7 Ajuste 20x20
Ajuste 25x25
Ajuste 30x30

log(Tiempo de calculo del programa)
IS
T

-1 -05 0 0.5
log(Tiempo de simulacion)

Figura 2.18: Ajuste lineal de los tempos de cédlculo en escala logaritmica. 7" = 0.1, 0.2, 0.4, 0.8
y 1.6s, con dt = 0.005s

Las ecuaciones de las rectas ajustadas para cada mallado son:

o (10x10) log(y) = 1.1124log(z) + 3.0206
o (15x15) log(y) = 1.2333log(x) -+ 4.4140
o (20x20) log(y) = 1.4597 log(x) + 5.5754
o (25x25) log(y) = 1.5475log(z) + 6.5804
e (30x30) log(y) = 1.6324 log(z) + 7.4931

Por lo que la relacién entre los tiempos de cédlculo y los tiempos de simulaciéon queda de
la siguiente manera:

1.1124 103.0206

1.2333 104.4140

( Jy==z
( Jy==z
° (QOXQO) y = 371.4597105.5754
( Jy==1x
( Jy==x

1.5475 106.5804

1.6324107.4931

2.4. Comparaciéon con la Complejidad

En esta seccion se comparan los tiempos del algoritmo de Newton y del programa total
para comprobar en la practica el orden de los codigos.
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Usando la Tabla de datos para dt = 0.001, se tabulan los tiempos de calculo del

algoritmo de Newton asociados a T' = 1.6.

10x10=100 | 15x15 = 225 | 20x20 = 400 | 256x25 = 625 | 30x30 = 900
Newton 97.952 507.915 1863.111 5477.602 14245.486
Total 210.703 690.279 2157.383 9939.15 14908.346

Tabla 2.4: Tiempos para medir complejidad con dt = 0.001.

Se observa que para la malla mas grande (N = 900), el algoritmo de Newton ocupa un
95 % del tiempo total, por lo que de acd en adelante se realizan los anélisis con respecto a este
algoritmo. A continuacién, se toma el tiempo de un experimento de tamano N,, denominado
Tn, v se divide con el anterior experimento de tamano Vi, es decir Tl,, lo cual se adjunta
en la siguiente tabla.

Ta2s Tago To2s Tooo
T100 Tho5 Tyo00 To25
Newton | 5.1853 2.9306 | 2.6007

Tabla 2.5: Cociente entre tiempos de calculo para distintos tamanos de malla

Dicho cociente debe estar relacionado con O(n?), el orden del algoritmo. Por lo que se
compara con (%)7

Imponiendo v = 2.12 se comparan las diferencias de (%)7 con %2 y la mayor diferencia
1
es de 0.4343.

De manera andloga para dt = 0.005, se usa la Tabla para tabulan los tiempos de
calculo del algoritmo de Newton asociados a T = 1.6.

10x10=100 | 15x15 = 225 | 20x20 = 400 | 25x25 = 625 | 30x30 = 900
Newton 23.016 124.547 477.21 1405.293 3779.407
Total 36.615 159.176 232.477 1492.395 3826.48

Tabla 2.6: Tiempos para medir complejidad con dt = 0.005

Se observa que para la malla més grande (N = 900), el algoritmo de Newton ocupa un
98 % del tiempo total, por lo que de acd en adelante se realizan los anélisis con respecto a este
algoritmo. A continuacién, se toma el tiempo de un experimento de tamano N,, denominado
TN, v se divide con el anterior experimento de tamano Ny, es decir Ty, lo cual se adjunta
en la siguiente tabla.

Ta5 Taoo To2s Tooo
AT Tho5 Ty00 Tg25
Newton | 5.4113 | 3.8316 | 2.9448 | 2.6894

Tabla 2.7: Cociente entre tiempos de célculo para distintos tamanos de malla con dt = 0.005.
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Dicho cociente debe estar relacionado con O(n?), el orden del algoritmo. Por lo que se
compara con (%)7

Imponiendo v = 2.18 se comparan las diferencias de (%)7 con % y la mayor diferencia
1

es de 0.4751. En la teoria, v = 3 pues la funciéon que toma la mayor cantidad de operaciones
tanto en el algoritmo de Newton como en el programa total es el cdlculo de la inversa de
la matriz de N x N. Sin embargo, las componentes de la matriz toma valores no nulos de
forma directamente proporcional a los nodos internos que van apareciendo en la evolucién
del modelo. Por lo tanto, MatLab reconoce una matriz con muchos valores nulos, y optimiza
el algoritmo de inversion. Por lo tanto, se pueden considerar valores de v menores.
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Capitulo 3

Estudio de carga hidraulica para
distintos mallados

3.1. Parametros usados

El siguiente experimento se ejecutd con el objetivo de conocer el comportamiento de las
cargas hidraulicas en los nodos internos en un intervalo de tiempo dado.

Los parametros usados fueron los siguientes:

Se comparan sobre tres mallas: La primera se compone de 10 tubos horizontales y 10 tubos
verticales, la segunda de 19 tubos horizontales y 19 tubos verticales y la tercera de 37 tubos
horizontales y 37 tubos verticales, como se puede apreciar en la Figura ({3.1)

Parametro Valor
Altura h 8m
Largo [ 40 m
Parametro de fluencia G 0.22
Angulo de talud «a 35 grados
Viscocidad p 0.0215 mPa - s
Densidad p 1616 Kg/m?
Discretizaciéon de tiempo dt 0.005s
Tiempo simulado T’ 1.2s

Tabla 3.1: Parametros del experimento para calcular cargas.
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(a) Malla 10x10 (b) Malla 19x19

(c) Malla 37x37

Figura 3.1: Distintas mallas usadas en el experimento

Los nodos se etiquetan en {1,---, N}, con N el nimero total de nodos, de izquierda a
derecha, de abajo hacia arriba. Notemos que, a partir de la numeracién de la malla de 10x10
podemos conocer sus respectivas etiquetas en la malla de 19x19 y 37x37, dado que los nodos
en la malla menos fina mantienen la posicién en la malla mas fina.

Sea una malla dem x my sea el vector N los indices de los nodos de dicha malla. Se refina
colocando un tubo entre dos filas y un tubo entre dos columnas, quedando asi una malla de
(2m-1) x (2m-1). La siguiente funcién de MatLab, posref (N,m) nos indica el etiquetado
de los nodos en la malla refinada

function y=posref (N, m)
y=(2xmod (N—1,m)+1) + floor ((N—1)/m)*2x (2+m—1);
end

El término 2((N —1)mod m)+1 indica la columna en la que esta ubicado el nodo, mientras
-1
que el término {—J 2(2m — 1) muestra la fila en la que se ubica el nodo, donde |-] es la
m
funcién cajon inferior.

Asi, si las etiquetas de la malla de 10x10 son N=1:100, las respectivas etiquetas en la malla
de 19x19 serdn posref (N, 10). Mientras que en el de 37x37 serdn posref (posref (N,10),19).

3.2. Resultados numeéricos

Se muestran la evolucion en el tiempo de las cargas hidraulicas en cada nodo.
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XX=fliplr (rot90 (reshape (NODOS (1, :), [37,371),3));
YY=fliplr (rot90 (reshape (NODOS (2, :), [37,371),3));
for j=1l:floor (3+«fh/3)
HCl=reshape (hc3(3j,:),[37,37]1);
figure (1)
pcolor (XX, YY, fliplr (rot90 (HC1,3))); colorbar;
title(['Cargas en el tiempo t=' num2str (dtx(j—=1))1);
end

El codigo muestra cémo se reordend el vector de cargas hidraulicas en una matriz cuadrada
(que tiene como dimension el tamano de la malla) y se reflej6 y roté6 de manera que las
cargas quedaran ubicadas tal como se ubican en las mallas del experimento. El comando
pcolor ignora la ultima fila y columna de los datos, pero en este ejemplo en particular no
se utiliza dicha informacién. Con el comando shading(gca,’interp’); se puede rescatar
dicha columna y fila.

Cargas en el tiempo t=0.395 Gargas en el tiempo t=0.795

10 15 20 25 30 35 40

a) Cargas en el instante t = (b) Cargas en el instante t = (c) Cargas en el instante ¢ =
0.395 s. 0.795 s. 1.2 s.

Figura 3.2: Evolucion de las cargas hidraulicas en distintos instantes en una malla de 10x10

Cargas en el tiempo t=0.395 Cargas en el tiempo =0.795 Cargas en el tiempo =1.2

a) Cargas en el instante t = (b) Cargas en el instante t = (c) Cargas en el instante ¢ =
0.395 s. 0.795 s. 1.2 s.

Figura 3.3: Evolucién de las cargas hidraulicas en distintos instantes en una malla de 19x19
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Cargas en el tiempo t=0.395

a) Cargas en el instante t =
0.395 s.

Figura 3.4: Evolucién de las cargas hidraulicas en distintos instantes en una malla de 37x37

Ahora bien, tiene sentido preguntarse si al refinar la malla, un nodo que mantenga su
posicion en el refinamiento mantendra o no el valor de su carga hidraulica en un instante
dado. Es por esto que, con la funcién posref se rescataron los nodos que tienen en comun la
malla de 10x10 con las de 19x19 y 37x37. Se reordena en una matriz de 10x10 y se muestra

su evolucion en el tiempo.

Cargas en el tiempo t=0.395

a) Cargas en el instante t =
0.395 s.

Figura 3.5: Evolucién en el tiempo de las cargas hidraulicas en la
cuya posicion coincide con los nodos de la malla de 10x10

Cargas en el iempo t=0.395

a) Cargas en el tiempo ¢t = (b) Cargas en el tiempo ¢ =
0.795 s.

0.395 s.

Figura 3.6: Evolucion en el tiempo de las cargas hidraulicas en la malla de 37x37 de los nodos
cuya posicion coincide con los nodos de la malla de 10x10

Cargas en el tiempo t=0.795

Cargas en el iempo =0.795

Cargas en el tiempo t=0.795
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0

b) Cargas en el instante ¢t =
0.795 s.

b) Cargas en el instante ¢ =
0.795 s.

Gargas en el tiempo t=1.2

c) Cargas en el instante ¢ =
2 s.

Cargas en el tiempo t=1.2

Cargas en el instante ¢t =

S.

malla de 19x19 de los nodos

Cargas en el iempo t=1.2

Cargas en el tiempo t =
2 s.



A continuacion se tomo el vector de cargas hidrdulicas de la malla de 10x10, se reajustaron
los vectores de cargas de las mallas de 19x19 y 37x37 tomando los nodos en comun con la
malla de 10x10 y se comparo la evolucion en el tiempo de la norma infinito de la diferencia
entre estos vectores, con el objetivo de estimar el cambio que representa para el modelo
un refinamiento de la malla. Cabe destacar que al tomar la norma infinito de la diferencia
entre vectores de cargas hidraulicas en distintos mallados, se esté escogiendo entre todas las
diferencias de las cargas aquella de mayor médulo. Adicionalmente, se comparan las mallas
de 19x19 y 37x37 entre si.

Diferencia de las normas de las matrices de cargas a lo largo del tiempo
8 T T I I I
—*— Diferencia entre la matriz de 10x10 y la matriz 19x19
—6&— Diferencia entre la matriz de 10x10 y la matriz 37x37
——+— Diferencia entre la matriz de 19x19 y la matriz 37x37 ||

Figura 3.7: Grafico de la norma de las diferencias

Se observa que, cuando se compara la malla de 10x10 con la malla de 19x19, se ve que hay
intervalos de tiempo donde hay poca diferencia entre las cargas, ain cuando hay instantes
donde pareciera haber gran diferencia. Esto es mas recurrente cuando se compara la malla
de 10x10 con la de 37x37.
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Capitulo 4

Modelo comparado con datos
experimentales

4.1. Parametros

Basdandonos en los datos experimentales que se documentan en el Informe Proyecto Muro
de Relave: Comparacion entre el Modelo Matematico y los Resultados Experimentales, del
Lm4-CMM, Universidad de Chile el ano 2014, se model6 en MatLab dicha experiencia.

Para lograr esto, se programé que el flujo externo al medio poroso aumentara de manera
lineal por trozos en el tiempo. Se muestra el codigo que programa dichas alturas. Se utiliza la
base de datos de datoalturas.mat que contiene las diferentes alturas que el fluido obtenia
en distintos instantes.

function [t, alt] = alturas (num,dt)
load('datoalturas.mat');
d=datoalturas{num};
t=0:dt:max(d(:,1));

alt=0;

for i=1:(length(d(:,1))—1 )
m=(d(i+1,2)—-d(i,2))/(d(i+1,1)—d(i,1));
alt=alt+(d(i,l)<=t & t<d(i+1,1)) .* (mx(t—=d(i,1))+d(i,2));

end

alt (length(alt)) = max(d(:,2));

A continuacién se grafican los distintos niveles que alcanza la altura del fluido en funcion
del tiempo hasta que alcanzan una altura final H que varia en cada experimento.

48



Grafico de la altura del flujo externo al medio poroso en funcion del tiempo

Grafico de la altura del lujo externo al medio poroso en funcion del tiempo

i ; ;
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Tiempo(s)
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(a) Evolucién de la altura del flujo segtin  (b) Evolucién de la altura del flujo segin
experimento 1 experimento 2.

Grafico de la altura del fujo externo al medio poroso en funcion del tiempo
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(c) Evolucién de la altura del flujo segin
experimento 3

Se muestran distintos desarrollos de cada experimento. Se utilizan los siguientes parame-
tros en cada experimento:

Experimento | p|Kg/m?] | 7r[Pa] | H[m| | a|Grados] | u[mPa - s]
1 1075 7.6 0.1294 | 39.4945 8.2
2 1063 3 0.127 38.4604 7.05
3 1063 2.7 0.122 36.5022 6.9

Tabla 4.1: Parametros de los experimentos

Para todas las simulaciones de los 3 experimentos, ademas de los parametros correspon-
dientes, se usa la malla de 10 filas y 30 columnas, de largo 0.4m en el experimento 1 y de
largo 0.5 en los experimentos 2 y 3. La altura del muro es el valor H correspondiente a cada

experimento, ademas de dt = 0.1s.

Experimento | ¢ o) Dim] | d[m] T*
1 0.6 | 0.927 | 0.0067 | 0.0062 | 0.4641
2 0.65 | 0.91 | 0.0067 | 0.0075 | 0.1524
3 0.65 | 0.91 | 0.0067 | 0.0075 | 0.1372

Tabla 4.2: Parametros de porosidad, esfericidad y didmetro medio de los tubos para cada
experimento
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4.2. Resultados numéricos

A continuacion se presenta la evolucion en el tiempo del experimento 1 en distintos ins-
tantes de tiempo, con € = 0.6 y ¢ = 0.927 La curva roja corresponde a la frontera que separa
la zona mojada de la zona seca calculada por el programa. La curva verde corresponde a la

frontera obtenida a partir de los datos experimentales-

Caudal en el tiempo t=45
77T NN
0722 NN
00724 AT NN
! Thnnna
A RN

01

035 04 045 05

(a) Experimento 1. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 45

Caudal en el tiempo t=133
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(a) Experimento 1. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 133

Caudalen el empo 1221
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Caudal en el tiempo t=89
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(b) Experimento 1. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 89
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(b) Experimento 1. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 177.
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(a) Experimento 1. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 221

Caudaten et empo 1310
TS
AN

015 02

(b) Experimento 1. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 265.

Caudal en el iempo =354
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(a) Experimento 1. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 310

(b) Experimento 1. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 354.
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Caudal en el tiempo 1=398

]
W
VVAANNNNNNN
PIAANA \NNNNNNN
AVAVAYAYANANANN|
\( NNN]

o
(] 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

(a) Experimento 1. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 398

Caudal en el tiempo t=442
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(b) Experimento 1. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 442.

Se puede observar una buena representacion del modelo en funcién de los datos experi-
mentales, dada la cercania entre la frontera obtenida por el programa y la descrita a partir
de los datos experimentales. A continuacién se describe la evolucion del experimento 2 en
determinados instantes de tiempo. Se usé ¢ = 0.65 y ¢ = 0.91.
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(a) Experimento 2. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 57
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(a) Experimento 2. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 173
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(a) Experimento 2. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 288
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(b) Experimento 2. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 115.
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(b) Experimento 2. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 230.
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(b) Experimento 2. Evolucién del escu-

rrimiento en el instante 346.
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(a) Experimento 2. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 403

(b) Experimento 2. Evolucién del escu-

rrimiento en el instante 461.
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(a) Experimento 2. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 519

A continuacion se describe la evolucién del experimento 3 en determinados instantes de

tiempo. Se us6 € = 0.65 y ¢ = 0.91.
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(a) Experimento 3. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 59
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(a) Experimento 3. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 178
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(b) Experimento 2. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 576.
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(b) Experimento 3. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 119
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(b) Experimento 3. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 237
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(a) Experimento 3. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 297
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(b) Experimento 3. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 356
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(a) Experimento 3. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 415

(b) Experimento 3. Evolucién del escu-
rrimiento en el instante 475.
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Caudal en el tiempo t=534 Caudal en el iempo =594
o

IAUMHAAL\\\\\\\\\\\\\
AN

01

vy
N

0 o
(] 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

(a) Experimento 3. Evolucién del escu- (b) Experimento 3. Evolucién del escu-

rrimiento en el instante 534 rrimiento en el instante 594.

Segun lo mostrado, con la eleccion de los parametros € y ¢ se logra una coherencia entre
los datos experimentales y los resultados del modelo numérico a medida que evoluciona en el

tiempo.
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Capitulo 5

Caso Newtoniano

Como se mostré en (|1.43)), se dedujo una férmula para el caudal de un fluido newtoniano
en un tubo que estd en funcion del gradiente de cargas hidraulicas y de otras propiedades del
fluido, como son la viscosidad y la densidad.

En este capitulo, se usara como referencia el modelo estacionario desarrollado por distintos
autores (Bardet y Tobita [2], Borja y Kishnani [4], Lacy y Prevost [7], Oden y Kikuchi [§]) y
se vera como el modelo propuesto en esta tesis desarrolla la evolucién en tiempo del problema
hasta llegar al estado estacionario. Con esto se extiende el rango de aplicabilidad del modelo,
desde los fluidos tipo Bingham a fluidos newtonianos clésicos.

5.1. Flujo estacionario para tiempos cercanos a 0

Figura 5.1: Tubo con nodo en el borde izquierdo del dominio.

Siguiendo la Figura (5.1)), se tiene la altura del llenado z descrita como:
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z = zo — I(t) sin(0). (5.1)

Recordando la férmula de caudal de Poiseuille (1.43)), se aproxima la norma del gradiente
como:

z—H

vkl = 5

(5.2)

Por otro lado, el caudal que pasa a través del tubo es igual a la velocidad que lleva el
fluido por la seccion transversal del tuvo, esto es:

87 dl
= ——. 5.3
Q=7 (5.3)
Igualando ([1.43)) con (5.3):
s wotpg 2 — H
—U'(t) = — 5.4
0=, 1(1) (54)
62pg zo — 1(t) sin(0) — H
U'(t) = — 9.9
82pg 1 &%pgsin(6)
U'(t) = — -H — 4+ ——— 5.6
Para simplificar, denominaremos A = —%22‘;9 (20— H)y B= (V,qusi;w)‘ Si zg < H, entonces

A < 0.Y sif <0 (siguiendo la convencién de que un dangulo es negativo midiendo en sentido
horario), entonces B < 0.

Teniendo en cuenta de que necesariamente [(0) = 0, se impone como condicién inicial y
queda la siguiente EDO de primer orden, no lineal:

—A
I'(t) = —+B
0= 5+ (5.7
[(0) = 0. (5.8)
Reescribamos la EDO como:
{ dl
—A+Bl dt (5.9)



Integrando con respecto a t se tiene:

/th—/t; ﬂd7‘ (5.10)
o Jo —A+BIl dt '
()=l l
t= ——dl 5.11
/1(0):0 —~A+ BI (5.11)
l I=1(t) 1 l
t= (— In(—A + Bl)) —— / In(—A + Bl)dI (5.12)
B 1=0 B 0
t :é In(—A + Bl) — %((—A + Bl)In(—A + BI) — BI)I=\" (5.13)
t —é In(—A + BI) — %((—A + Bl)In(—A + Bl) — Bl + Aln(—A)) (5.14)
I A
t =5t —5 (In(=A + BI) — In(—A4)). (5.15)

Asi, t = f(l), donde f(I) = L+ 4 (In(—A+ Bl)—In(—A)), y se quiere encontrar el llenado
[ en funcién del tiempo t. Dada la condicién inicial, la derivada tiende a infinito a medida
que [ se acerca a 0. Por lo que serd necesario usar una aproximacion de Taylor para llegar a
una solucién explicita, esto es, aproximar f(I) &~ a + bl + cl?. Se calculan las derivadas de f:

+ %<%+Bl)v lo que implica que f/(0) =0,
e ['(l)= _%(ﬁ)QB. por lo que f”(0) = _%.

Asi, f tiene una aproximacién de segundo orden que es f(l) ~ —ﬁlQ, cerca de [ = 0.
Siguiendo esta aproximacion, se tiene que:

5.2. Experimentos

A continuacion se procede a simular distintos experimentos de filtraciones de fluido new-
toniano en medios porosos que se encuentran en la literatura. Primero se estudia el caso de
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Largo del dominio 1 5 m.
Altura del dominio H 10 m.
Altura del desagiie h_der 2 m.
Viscosidad eta 1.
Densidad rho 997 kg/m?.
Didametro de tubos del 0.003 m.
Numero de filas NF 21
Numero de Columnas NC 11.
Tiempo de simulacién T 3442 s.

Tabla 5.1: Pardmetros del experimento con desagiie

un dominio rectangular con un desagiie. Luego se simula el caso de un dominio rectangular
con un drenaje en la zona inferior del medio poroso, y finalmente se simula el caso de un do-
minio rectangular con desagiie que presenta una muralla impermeable en el borde izquierdo
del dominio. En cada experimento se cambian las condiciones de borde de manera apropiada
para modelar cada situacion.

5.2.1. Dominio rectangular con desagiie

En la siguiente geometria, se modela la filtracion de agua en un medio poroso rectangular,
donde se permite la salida del flujo por el borde derecho del dominio. Las condiciones de
borde para modelar esto son las siguientes:

e Borde izquierdo: carga igual a la altura de llenado.

e Borde derecho: Los nodos que estén a altura menor o igual al desagiie tienen valor igual
a la altura del desagiie. El resto de los nodos son una incégnita del problema.

Los parametros utilizados se describen en la siguiente tabla:
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Caudal en el iempo =45 Caudal en el tiempo 1=398

1 1

o 1 2 3 4 s o 1 2 3 4 s

(a) Experimento con desagiie en el cos- (b) Experimento con desagiie en el cos-
tado inferior izquierdo. Evolucion del es- tado inferior izquierdo. Evolucion del es-
currimiento en el instante 45 currimiento en el instante 398.

Caudal en el tiempo t=1042 Caudal en el tiempo t=2242

1 1

o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5

(c) Experimento con desagiie en el cos- (d) Experimento con desagiie en el cos-
tado inferior izquierdo. Evolucion del es- tado inferior izquierdo. Evolucion del es-
currimiento en el instante 1042 currimiento en el instante 2242.

——Present

~~~~~~~ Borja and Kishnani

-~~~ Lacyand Prevost
* Odenand Kikuchi

Caudal en el iempo =3442

1

o 1 2 3 4 5

(e) Experimento con desagiie. Evolucién (f) Resultado obtenido por distintos au-
del escurrimiento en el instante 3442  tores.

Se calcula el drea de la zona mojada del modelo (41.5 uni?) con el drea de la literatura
(42.625 uni?) lo que da un error relativo del 2.64 %.

5.2.2. Dominio Rectangular con drenaje

El siguiente experimento involucra un dominio rectangular, con la condiciéon particular
que en el sector derecho del borde inferior (el suelo) el agua puede drenarse. Las condiciones
de borde para modelar este caso son:
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Borde izquierdo: carga igual a la altura de llenado.

Borde inferior: Los nodos que estan en el drenaje tienen carga hidraulica igual a 0. El
resto de los nodos tienen su carga hidraulica como incognita.

Largo del dominio 1 = 6 m.

Altura del dominio H= 5 m.

Largo del drenaje toe= 3 m.

Viscosidad eta= 1.

Densidad rho = 997 kg/m?.

Diametro de tubos del = 0.003 m.

Nimero de filas NF = 11. Nimero de Columnas NC = 13.

Tiempo de simulacién T = 3442 s.

Caudal en el iempo =45 Caudal en el iempo =398

(a) Experimento con drenaje. Evolucién (b) Experimento con drenaje. Evolucién
del escurrimiento en el instante 45 del escurrimiento en el instante 398.

Caudal en el iempo t=1042 Caudal en el iempo t=2042

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 6

(c) Experimento con drenaje. Evolucién (d) Experimento con drenaje. Evolucién
del escurrimiento en el instante 1042  del escurrimiento en el instante 2042.

Caudal en el tiempo t=3442 =

T Present
- -"-".Bora and Kishnani
B

® Oden and Kil

5m

)

IR RN NPy

oy

eescccsccsccsccscey
cessccsccsccsccsce
S0 0000000000000y
000000 RLNOEONRNS
eesccccccsccsccy
0000000 OONOSODN

eeceecccceccrcccccncen
eeceecccccccccce

eeccsccsccccccee
eescccscccccce
000000000000,
0 0000000000 0y
eecccccce/
cecccce e/

20 e-e

Av4

(e) Experimento con drenaje. Evolucién (f) Resultado obtenido por distintos auto-
del escurrimiento en el instante 3442  res.
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En este experimento, si bien el comportamiento de la frontera es similar en el estado
estacionario, se puede notar que la longitud de la frontera de llenado del modelo propuesto
es mayor que la obtenida en la literatura. Quizas, ajustando los parametros se lograba un
mayor parecido, pero uno de los objetivos era repetir todos los experimentos con los mismos
parametros tal y como se hacia en la literatura respectiva.

A pesar de lo anterior, se calcula el drea de la zona mojada del modelo (16.7344 uni?) con
el drea de la literatura (17.125 uni?) lo que da un error relativo del 2.28 %.

5.2.3. Dominio rectangular con un trozo de muralla impermeable,
y con desagiie

En este experimento, el borde izquierdo tiene un bloque impermeable, por lo que el flui-
do se filtra sélo por la zona permeable del borde. Esta sitaucion requiere de las siguientes
condiciones de borde

e Borde izquierdo: Los nodos que estan bajo la muralla impermeable tienen carga igual a
la altura de llenado. Los nodos que estan en la muralla impermeable tienen carga igual
a 0.

e Borde derecho: Los nodos que estén a altura menor o igual al desagiie tienen valor igual
a la altura del desagiie. El resto de los nodos son una incognita del problema.

e Largo del dominio 1 =5 m.

e Altura del dominio H= 7 m.

e Altura del desagiie h_.der= 1 m.

e Largo de la zona impermeable h_imp = 4m.

e Viscosidad eta= 1.

e Densidad rho = 997 kg/m?3.

e Didmetro de tubos del = 0.003 m.

e Numero de filas NF = 15. Nimero de Columnas NC = 11.

e Tiempo de simulaciom T = 3442 s.

Caudal en el iempo (=45 Caudal en el tiempo 1=398
7

(a) Experimento con muralla impermea- (b) Experimento con muralla im-
ble. Evolucién del escurrimiento en el permeable. Evoluciéon del escurrimiento
instante 45 en el instante 398.
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Caudal en el tiempo t=1042 Caudal en el tempo t=2042

(] 1 2 3 4 5 (] 1 2 3 4 5

(a) Experimento con muralla impermea- (b) Experimento con muralla im-
ble. Evolucién del escurrimiento en el permeable. Evolucion del escurrimiento
instante 1042 en el instante 2042.

Caudal en el tiempo (=3442 . 5m

Present
rja and Kishnani (1991)
cy and Prevost (1987)
fen and Kikuchi (1980)

- Bor
La
. od

v
n

(] 1 2 3 4 5

(a) Experimento con muralla impermea-
ble. Evolucién del escurrimiento en el (b) Resultado obtenido por distintos au-
instante 1042 tores.

Se calcula el drea de la zona mojada del modelo (18.8438 uni?) con el drea de la literatura
(19.75 uni?) lo que da un error relativo del 4.59%. En el interior del dominio se observan
rectas propias de la discretizacion del dominio.
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Capitulo 6

Caso Estacionario

6.1. Resultado Teorico

La ecuacién de caudal que rige el sistema es ([1.42)).

En el estado estacionario del sistema, el flujo esta detenido debido a que no hay caudal
en ningin tubo. Sea h : R — R la funcién de cargas hidraulicas. Si antes de la detencion, se
cumplia que ||Vh|| > 7" y pasada la detencién la condicién es ||Vh|| < 7%, por razones de
continuidad en la detencién se debe tener que:

|Vh|| =T

Ademas, en la cara izquierda del muro, el fluido presenta una altura H por lo que en dicho
borde, la carga hidraulica cumple una condicién tipo Dirichlet:

h = H, sobre el muro izquierdo.

Por ende, podemos establecer la condicion de detencién mediante la siguiente ecuacién
eikonal:

[Vh|| =77, en (6.1)
h = ¢, sobre I' C 0f2.

La idea es determinar h en €2, o al menos en una parte de §2. El siguiente teorema entrega
una relacién entre la geometria del dominio y las cargas hidraulicas. Para esto, Se consideran
I'y y I's dos curvas de nivel en €2 donde h toma los valores ¢; y ¢o respectivamente. Se definen

I :={P, €Ty :3y:[0,1] = R? continua tal que v = Vh,7(0) = P;,y(1) € Ty}, (6.2)
I, :={P, € Ty : 3y:[0,1] — R? continua tal que v = Vh,y(0) € T'y,7(1) = B}. (6.3)
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Es decir, entre I} y I', puede seguir una trayectoria que tiene gradiente igual a Vh. Ahora
se puede enunciar el teorema.

Teorema 6.1 Sea h solucidn de (6.1), y sea I'i y Iy como antes. Entonces, la distancia
entre cada punto de I} y la curva Iy es exactamente d = |CZT_—*C” (Es decir, las curvas I y
Iy estan a distancia constante d)

DEMOSTRACION. Sea P, € I'}. Como

dist(Py, 'y) = min{dist(Py, P), P € I'y}, (6.4)

si P, es un punto arbitrario de I'y, dist(Py, Py) >dist(P;, ) y la igualdad se tiene para algin
punto P, a distancia minima. Considérese entonces la recta r(t) que conecte P; con Py, esto
es, 7(0) = P, y r(1) = P,. Luego:

¢y — c1| =|h(Py) — h(P1)]

b d
6o

_ / Vh+(t) r’(t)dt'

< [ iwnlircar
<T |P2 PlH

Por lo tanto, se tiene que

Cy — Cl| S T*diSt(Pl, FIQ) (65)

Para probar la desigualdad inversa, se considera P, € I"}. Por lo tanto, existe una curva
v(t) que cumpla 7" = Vh(7), con v(0) = P; y, se integra hasta alcanzar la curva 'y en t = 1,
esto es, 7(1) € I'y. Obtenemos asi una curva vy que conecta Py con P, := ~(1). Es méds, por
definicién, P, € T,

En este caso se tiene lo siguiente:
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cy — c1| =|h(P,) — h(P)]

= / Vh- r dt‘
_ / HVh||2dt‘
0
b
-|/ ||Vh||ur'<t>||dt]
b
-1/ Hr’(t)lldt‘

=[r"largo(7)|
>7*dist( Py, Th).

Lo que completa la demostracion, es decir:

ey — c1| = 7dist( Py, T) (6.6)

]

Este resultado dice que las curvas de nivel son paralelas en el sentido que estan a distancia
constante.

Si consideramos el muro trapezoidal, la curva de nivel h = H sera una recta de pendiente
tan(a), y luego todas las curvas de nivel serdn rectas oblicuas de pendiente tan(a) en un
subconjunto de €.

Considerando la férmula de la distancia recta-punto, se tiene que d = sin(«a)z — cos(a)z.
Por lo que podemos obtener la carga en funcion de la posicién en el estado estacionario:

h(xz,z) = H + 7"(cos(ar)z — sin(a)x) (6.7)

La curva de saturacion se obtiene de la condicion sobre la presién p = 0, lo que implica
por (1.39) que h(z,z) = z, y por lo tanto se puede obtener z = z(x):
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6.2. Caso muro vertical

La idea es simular la filtracién del fluido Bingham en distintos medios porosos, con el fin de
tener distintos parametros de fluencia 7*. De esa manera, se trabaja con distintas pendientes
de la recta de saturacién de (6.8)).

6.2.1. Resultados Numéricos

Los parametros usados fueron los siguientes:
e largo 1= 2,

e tensién de fluencia tau0= 7.6,

e viscosidad eta= 8.2,

e densidad rho= 1075,

e angulo de talud alpha= 90,

e diametro de particulas D= 0.0067,

e tiempo de simulacién T= 29447.

Para modelar distintas porosidades se usaron los siguientes parametros de porosidad del
medio ¢, y esfericidad de particula ¢, que nos entregan el diametro del tubo ¢ y el parametro
de fluencia 7*.

€ 0] o T*
0.6 | 0.8605 | 0.0057 | 0.5
0.45 | 0.7888 | 0.0028 | 1

0.26 | 0.9184 | 0.0014

Tabla 6.1: Distintos parametros de porosidad para estudiar el caso estacionario.

Se prueba otro caso, con 7F = 0.5
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Caudal en el tiempo t=542

08
07
06
05
04
03
02

01

Caudal en el tiempo t=20542

08

07

06

05

04

03

02

01

A continuacién se presentan las curvas de nivel

tiempos, hasta alcanzar el estado estacionario.

Distribucion de cargas en el tiempo t=542

Distribucion de cargas en el tiempo t=20542

Se prueba

otro caso, con 7 =1

01

01
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Caudal en el tiempo t=10542

06 08 1 12 14 16 18

Caudal en el tiempo 129542

02 04

de las cargas hidraulicas en distintos

06 08 1 12 14 16 18

Distribucion de cargas en el tiempo t=10542

Distribucion de cargas en el tiempo t=29542

01

01



Caudal en el tiempo t=542 Caudal en el tiempo t=10542

1 1
09 09
08 08
07 07
06 06
05 05
04 04
03 03
02 02
01 01
] 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 ] 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
A Caudal en el tiempo t=20542 A Caudal en el tiempo t=29542
09 09
o, o,
orf 07
06 06
05 05
04 04
03" 03
02 02
01 01
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

A continuacién se presentan las curvas de nivel de las cargas hidraulicas en distintos
tiempos, hasta alcanzar el estado estacionario.

Distribucion de cargas en el tiempo t=542 Distribucion de cargas en el tiempo t=10542
1 1 1 ‘ 1
09 09 09 0o
08 08
08 08
07 o7t
{ 07 07
06| 0.6
“ 06 06
ost| | st
0s 05
0af 0af
| 04 0.4
03 03
|
oal | | 03 0l 03
|
o1t | 02 01 02
L 01 ‘ 01
0 06 08 1 12 14 16 18 2 0 1 12 14 16 18 2
Distribucion de cargas en el tiempo (=20542 Distribucion de cargas en el tiempo t=29542
1 1
09 09
08 08
07 07
06 06
0s 0s
04 04
03 03
02 02
01 01

A continuacion se presenta la evolucién del caso 7 = 2 hasta su estado estacionario.
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Caudal en el tiempo t=542 Caudal en el tiempo t=10542

1 1
o o
08} 08}
43 07|
06 06
[ o5k
04f 04
03" 03"
02 02"
o1 o1

o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Caudal en el tiempo t=20542 Caudal en el tiempo t=29542

1 1
095 095
08} 08}
07 07
06 06
[ o5k
041 04F
03" 03"
02 02
01 01

(9 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 (] 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Se observa que al llegar a los 30000 segundos de simulacion, el llenado alcanza la recta de
saturacion cuando hay tubos que lo intersecten. Por ende, un mallado mas fino (una mayor
cantidad de tubos) representaria una curva de saturacién mas similar a la recta teérica.

A continuacién se presentan las curvas de nivel de las cargas hidraulicas en distintos
tiempos, hasta alcanzar el estado estacionario.

Distribucion de cargas en el tiempo (=542 Distribucion de cargas en el tiempo =10542
1 1 1 1
09 09 09 09
08 08
08 08
o7 o7
o7 o7
06 06
06 { 06
05 o5t
|
05 05
04 04
04 04
03 03 ‘
03 | 03
02 02
|
01 02 o1l | 02
|
L . o1 L o1
o o0z o4 06 08 1 12 14 16 18 2 (] 06 08 1 1z 14 16 18 2
Distribucion de cargas en el tiempo t=20542 Distribucion de cargas en el tiempo t=29542
1 T T T T T 1 1 T T T T T 1
09 00 09 00
08 08
08 08
07 07
o7 07
06 06
\ 06 \ 06
| ARRR
ost| ost|
| |
[ [
04 ‘ 04 ‘
04 04
03 ‘ 03 ‘
03 03
02 ‘ 02 ‘
|| - A y
- 01 ‘ 01
(9 06 08 1 12 14 16 18 2 (] 06 08 1 12 14 16 18 2
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Se observa que las curvas de nivel son paralelas al borde izquierdo, tal como lo anuncia el
teorema.

6.3. Caso muro no vertical

Ya se vi6 en la seccion anterior que para a = 7, esto es el caso de un dominio simétrico,

el teorema se cumplia y ademds, la recta de saturacion de la solucién estacionaria es
alcanzada por el modelo.

Si a < 7, por la geometria del dominio no se puede cumplir el resultado, pues existen
puntos en el borde izquierdo (curva de nivel I'1) donde la distancia a otra curva de nivel I'y
es necesariamente mayor que la establecida por el teorema.

Por ende, se hace necesario refinar el teorema, y encontrar un subconjunto del dominio en
donde se pueda establecer una relacion entre las cargas y la geometria del dominio.

Figura 6.10: Condicién para que el teorema pueda cumplirse

Consideremos la ecuacién de la recta de saturacién dada por (6.8)), z(z). Sea S el dngulo
con el que se intersecta al eje X. Para poder aplicar el teorema, deben pasar las siguiente
condiciones:

e Por la geometria del problema, el angulo 5 no puede ser menor que .
e Por la demostracion del teorema (6.1]), 5 no puede superar al angulo & + a.

Asi, la condicion queda dada de la siguiente manera

a<5<a+g. (6.9)
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Conociendo la pendiente de la recta de saturacion, podemos establecer la siguiente relacién:

T sin o

tan § = — (6.10)

1—7*cosa

Por lo que podemos encontrar = (7%, ). El objetivo es encontrar condiciones sobre 7*

y « para asegurar .

Notemos que la condicién la podemos reescribir como  — o € (0, 7). Esto es equivalente
a que la siguiente proposicion sea cierta:

tan(f —a) >0 (6.11)

Puesto que a < 3 indica la positividad de la tangente, y 8 < o + 7 indica que la funcién
tangente esta definida en su dominio. Desarrollando esta identidad se llega a lo siguiente

tan(f) — tan(«)

tan(0) =0 < t —a) = 6.12
an(0) an(8 —a) 1 + tan(B) tan(a) (6.12)
sin(a) - sin((a))
cos(a)— =% cos(a
- sin?(a) (613)
sin(a) cos(a) —sin(a) cos(a)—i—%
= e (6.14)
a Cosz(a)—wjiga)—&—sinQ(a) '
cos? (a)ficof_ia)
_ Sin(a)( - sin(«) (6.15)
(1 - elady o — cos(a)
0 < 7" — cos(a). (6.16)
Con esto podemos enunciar el siguiente teorema
Teorema 6.2 Va € (0, 3), se tiene que:
B € (a, g ta)e > cosla). (6.17)

6.3.1. Resultados Numeéricos

Con el fin de comprobar la condicién anterior, se realizan varias simulaciones variando 7*
y « para estudiar el comportamiento del llenado. Se dejan fijos los siguientes parametros del
problema:
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Largo [ [m] 4

Tensién de fluencia tau0 [Pa] | 7.6

Numero de filas NF 10

Numero de columnas NC 10

Viscosidad [m-Pa- s 8.2
Densidad[] 1075
Tiempo de simulacién T [s] | 59542

Tabla 6.2: Parametros de la simulacion, caso estacionario.

A continuacién se presentan distintos experimentos con o < 7. Fijando ¢ = 0.5357 y

¢ = 0.8605, obtenemos un pardametro de fluencia 7* = 0.65. Luego, se varia «, el dngulo de
talud

Se aprecia que la condicién se satisface en los ejemplos expuestos. Se puede decir que a

medida que el angulo de talud aumenta, a 7" constante, es més facil alcanzar la recta de
saturacion estacionaria.

A continuacién se presentan distintos experimentos con o = 30. Por lo que cos(a) = 0.866.

Se hace variar 7* entre distintos valores, y se muestra su evolucion hasta el instante T" = 59542
s, donde se intenta simular el estado estacionario.
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Caudal en el tiempo t=59542

7 4 a
LPVVNNSSS.

08 Q
VAVAVAN RN O U

0.6

0.4 N\ aN
A VA VAN S N\ wmN o

A e e\ e o

0.2

(a) 7* = 0.2, por lo que NO cumple 1'

Caudal en el tiempo t=59542

0.8
0.6

0.4

2N
N N/

N SN ST S
0 05 1 15 2 25 3 35 4

0.2

(b) 7* = 0.53, por lo que NO cumple 1)

Caudal en el tiempo t=59542

0.8

0.6

0.4

0.2

(¢) 7" =1.21, por lo que SI cumple (6.17))

Caudal en el tiempo t=59542
AANNNNN
JAVAVMNINNNN N
\WWAVANARARRNNSNSN

0.8

0.6

0.4 N NN
SZSZ o/~~~
02 SZ2 S22/ I \
N eV /oA 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4

(d) 7* = 1.53,por lo que SI cumple 1}

Para este caso, se observa que la frontera del llenado no alcanza por completo a la recta
de saturaciéon del estado estacionario. Esto se debe a que el conjunto I} que existe segin el
teorema (6.1]) no es igual a todo el lado izquierdo del dominio. Es facil ver que existen puntos
en el lado izquierdo que no tienen igual distancia a una recta paralela (debido a la inclinacién
@)
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Caudal en el tiempo t=59542
TAANNN

(a) o = 30. Luego, cos(a) = 0.866 por lo que NO
cumple (|6.17]).

Caudal en el tiempo t=59542

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

(b) a@ = 40. Luego, cos(a) = 0.766, por lo que NO
cumple (6.17)).

Caudal en el tiempo t=59542

(¢) o = 50. Luego, cos(a) = 0.6428 por lo que SI cum-

ple (6.17).

Caudal en el tiempo t=59542
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Capitulo 7

Aplicacion: Tranque de relave sobre
fondo poroso horizontal

7.1. Contexto

En esta nueva aplicacién del modelo, se supone que el fluido viene desde la parte superior
de un dominio rectangular. El objetivo es determinar si se alcanza un estado estacionario, o
bien el fluido escurre llenando la totalidad del dominio.

Para esto se asumira una pila de agua de altura h; sobre el dominio de altura H y largo
[. Se muestran los resultados del modelo cuando sometemos el fluido a variaciones de los tres
parametros mencionados, manteniendo el equiespaciado del mallado en ambos ejes.

Figura 7.1: Visualizacion del problema. El sistema de referencia se ubica en el borde superior
del dominio.
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7.2. Aproximacién unidimensional del problema

Zona |

Zona ll

Figura 7.2: Caso unidimensional

Para estimar un posible estado estacionario del problema, vamos a suponer un tubo vertical
con un nodo en la posiciéon y = 0 como se muestra en la Figura (7.2))

Dado que la ecuacion (1.39) establece la relacion entre la carga hidraluica y la presién, se
puede llegar a lo siguiente:

e En (I), h(z) = %(pg(hl — 2)) + z = hy. Esto entrega la condicién de borde que debe
imponerse en el borde del dominio.

e En (II), dado que P =0, se llega a que h(z) = z.
Asi, sigue que el gradiente en la zona (II) esta dado por
z — }ll _ |Z| + }11

p— pr— -1
Vh="1 E (7-1)

pues z > 0. De esta manera, tomando mdédulo en la ecuacién ([7.1)) se tiene que

h
CIRMURSY (7.2)

VA = L0 o
2| 2|

El equilibrio estacionario en el caso Bingham, se alcanza cuando |Vh| = 7*. Imponiendo
esta condicién se llega a:

1+ —==17 (7.3)
de lo que se puede concluir lo siguiente:
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e Si 7" < 1, sigue |Vh| > 7, por lo que no hay equilibrio estacionario.

h1 o«

e Si7* > 1, se llena hasta que 1+ =T

Desarrollando esta ultima igualdad, se llega a la siguiente ecuacion:

ha

™ =1’

2| =

(7.4)

lo que entrega la relacién entre la posicién del fluido dentro del tubo en el estado estacionario,
la altura de la columna de fluido y el parametro de fluencia.

7.3. Modelo

Para este problema, se fija el sistema de referencia en el borde superior del dominio. Asi,
el domino queda en el intervalo [—H, 0] del eje Y, mientras que la columna de fluido se ubica

en [0, hy].

La condicion de borde de las cargas hidraulicas se imponen sobre el borde superior, que
tendra como supuesto h = hq, la altura de la pila de fluido.

7.4. Parametros a utilizar

Los datos sobre el fluido, y sobre la porosidad del medio, son los siguientes:

Tensién de fluencia 7, [Pa 7.6
Viscosidad 1 [mPAs] 8.2
Densidad p [Kg/m?] 1075

Angulo de talud « [grados| 90
Indice de porosidad e 0.5

Redondez de particula ¢ 0.8
Didmetro de particula D [m] | 6.7/1000
Parametro de fluencia 7* 0.80672

Tabla 7.1: Parametros del experimento: Caso borde superior

7.5. Experimentos

Se presenta una tabla que adjunta los parametros de cada experimento, para apreciar
como varia en largo, altura del dominio y altura de la columna de fluido en cada uno.
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Largo [m] | Altura dominio [m]

Altura fluido [m]

Cantidad de Filas

2 2

2

11 11

11 11

21 11

11 21

11 21

21 21

N I Y I R
| nof no| | o

DO DN DN >~

21 21

Tabla 7.2: Listado de parametros dispuestos para cada experimento.

A continuacion se dibujan los promedios de las alturas del llenado obtenidas en cada tubo.
En primer lugar se muestran los graficos obtenidos para [ = 2.

Gréfico evolucion del promedio de las alturas de llenado en funcion del tiempo
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G[r)afico evolucion del promedio de las alturas de llenado en funcion del tiempo
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(b) Datos: | =2, H =2, hy = 4.
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(d) Datos: | =2, H =4, hy = 4.

Figura 7.3: Promedio de la altura para distintos casos, [ = 2

Se puede comparar, por ejemplo, la figura (7.3a)) con (7.3b]) para comprobar que la veloci-
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dad de escurrimiento aumenta al aumentar la altura de la columna de fluido. A continuacion
se muestran los graficos obtenidos para [ = 4.

G{]afico evolucion del promedio de las alturas de llenado en funcion del tiempo GBahco evolucion del promedio de las alturas de llenado en funcion del tiempo
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4
E -06 E -06
o o
s s
= 08 2 -08
] ]
0 0
8 8
) )
3 3
£ -12 g -12
5] 5]
E E
S -14 S -14
o o
-1.6 -1.6
_18 -18
-2 -2
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 0 500 1000 1500 2000 2500
Tiempo de simulacion [s] Tiempo de simulacion [s]
(a) Datos: l =4, H=2, hy = 2. (b) Datos: | =4, H =2, h; = 4.
Géafico evolucion del promedio de las alturas de llenado en funcion del tiempo Géaflco evolucion del promedio de las alturas de llenado en funcion del tiempo
-0.5 -0.5
E 1 E 1
g g
2 2
£ -15 < -15
k: 8
35 3
s 2 s 2
5 5
] g
s s
£ 25 £ 25
-3 -3
_35 . . . . . _35 . . . . .
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Tiempo de simulacion [s] Tiempo de simulacion [s]
(c) Datos: l =4, H =4, h; = 2. (d) Datos: [ =4, H =4, hy = 4.

Figura 7.4: Promedio de la altura para distintos casos, [ = 4

Anélogamente, se puede comparar, por ejemplo, la figura ([7.4al) con (7.4b|) para comprobar
que la velocidad de escurrimiento aumenta al aumentar la altura de la columna de fluido.

Ahora, se ejecuta otro experimento con | = 2, hy = 1y H = 2 m y ademads se varia el
didmetro de la particula a D = 2/1000 m, lo que implica un cambio en el pardmetro de
fluencia a 7* = 2.162. Segun la ecuacion , reemplazando el valor de 7%, queda que |z| =

L —0.8606. Luego, en el estado estacionario se debiera alcanzar la altura z = —0.8606.

2.162—1
Ademas se simularon 60100 segundos.
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Grafico evolucion del promedio de las alturas de llenado en funcion del tiempo

Promedio de las alturas [m]

0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo de simulacion [s]

Figura 7.5: Gréafico del promedio de las alturas del llenado en funcién del tiempo, para
7" = 2.162.

7.6. Conclusiones

e Al variar la altura del fluido de hy = 2 a h; = 4 m, se observa mayor velocidad de
escurrimiento en el medio, lo cual es de esperar dado que en el segundo caso, se ejerce
una mayor presién en el borde superior.

e No hay mayor diferencia en cuanto al escurrimiento frente a la variacién de longitud de
l=2al=4m.

e Al aumentar la altura del dominio de H =2 a H = 4 m, no se observa que se llegue al
estado estacionario. Esto se debe a que 7 = 0.806 < 1.

e En la Figura (7.5 se aprecia un crecimiento asintético, teniendo como cota el valor
z = —0.806 descrito anteriormente.
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Capitulo 8

Manual de Usuario

En el siguiente informe se explica el algoritmo que modela el escurrimiento del fluido en

un medio poroso modelado mediante una red de tubos capilares.

clear all

clf

close all
SVARIABLES FISICAS
h=8;

1=40;

¥porofile on

global G taul0 eta rho del rhog
taul0 = 21.7;

G = 0.22;
eta = 21.5/1000;
rho = 1616;

rhog = 9.81lxrho;
del = 4xtaul/ (rhog*G) ;

SFILAS Y COLUMNAS

NF=10;

NC=10;

alpha=35;

dx0=0.1; % revisar programa de Alfredo

[NODOS, TUBOS]= malla_muro (NF,NC,h,1,alpha);
L=calculalargo (NODOS, TUBOS) ;
TUBOS (:, 3)=L;

%% CONDICION INICIAL

LL1=TUBOS(:,1)*0; %LL nos indica el llenado en un nodo para cada TUBO

LL2=LL1; $%LL2 es el llenado del tubo con respecto al nodo final.

I1=find (NODOS (3, TUBOS (:,1))==1 & NODOS (3, TUBOS (:,2))==0);
LL1(I1)=dx0; %llenado inicial
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39
40
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42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
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70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

Ql = zeros(length(LLl),1); Q2 = zeros(length(LLl),1l); % Caudales
DQl = zeros(length(LLl),1); DQ2 = zeros(length(LLl),1l); %Derivadas de Caudales

hc=zeros (length (NODOS (1,:)),1); %CARGAS HIDRAULICAS
hc (NODOS (3, :)==1)=h; S%LADO IZQUIERDO

NIp=zeros (length (NODOS(1l,:)),1); %NODOS INTERNOS. VALE 1 SI ES NODO INTERNO.
t=0; T=0.4;

%dibujar (NODOS, TUBOS, LL1, LL2) ;

Yor=borde (NODOS, TUBOS, LL1,LL2) ;

%% CREAR CARPETAS

[stat,struc] = fileattrib;

PathCurrent = struc.Name;

FolderName = ['datos_h' num2str(h) '_1' num2str(l) '_NF' num2str(NF) '_NC' num2str (NC) '
mkdir (FolderName) ;

PathFolder=[PathCurrent '/datos_h' num2str(h) '_1' num2str(l) '_NF' num2str(NF) '_NC' nu

NameFilel=[PathFolder '/LLl.txt'];

fo=fopen (NameFilel, 'wt');

NameFile2=[PathFolder '/LL2.txt'];

fo2=fopen (NameFile2, 'wt');

NameFile3=[PathFolder '/hc.txt'];

fo3=fopen (NameFile3, 'wt');

%% Avance en el tiempo(calculo del dt, actualizar LL y dibujar)
while t<0.4

LLENO=zeros (length(LLl),1); SLLENO son los tubos que estan llenos: 1 si esta lleno,
II=find (LL1+LL2>=L) ;

LL1(II)=TUBOS(II,3); %coordenadas de tubo lleno

LLENO (II)=1;

I1=find (LL1>0 & LLENO==0);

I2=find (LL2>0 & LLENO==0) ;

[x1, yv1, x2, y2] = posLL(NODOS, TUBOS, LL1,Il);
tl=tp3a(LL1(I1),L(I1)—-LL2(I1),vyl,y2,hc(TUBOS(I1,1))); Stubo 164 arroja tiempo negati
[x1, y1, x2, y2] = posLL2(NODOS, TUBOS, LL2,I2);
t2=tp3a(LL2(I2),L(I2)—-LL1(I2),vy1l,y2,hc(TUBOS(I2,2)));

dt=0.005;

Sdt=min ([t1;t2])/5;

[x1, y1, x2, y2] = posLL(NODOS, TUBOS, LL1,Il);
LL1(Il)=pt3a(dt,LL1(I1l),hc(TUBOS(I1,1)),vy2);
[x1, y1, %2, y2] = posLL2(NODOS, TUBOS, LL2,I2);

LL2 (I2)=pt3a(dt,LL2(I2),hc(TUBOS(I2,2)),vy2);
%set (gcf, 'position',get (0, 'screensize'));

SREVISAR

II=find (LL1+LL2>=L) ;

LL1(II)=TUBOS(II,3); %coordenadas de tubo lleno
LLENO (II)=1;

NI=NIp; SSNODOS INTERNOS. VALE 1 SI ES NODO INTERNO.

NI (TUBOS (LLENO'==1,1:2)) = 1;
NI (NODOS (3, :)==1)=0;

81



91
92
93
94
95
96
97
98
99

101
102
103
104

106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
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129
130
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134
135
136

NIN=find (NI==1 & NIp==0);

for 1i=NIN'
hc (1ii)=NODOS (2,1i) +2xdx0;
Vl=incide (TUBOS,ii,1l); %tubos que salen del nodo TUBOS (II,2)
V2=incide (TUBOS, i1i,2); S%tubos que entran al nodo TUBOS(ITI, 2)
V2 (V2==I1I)=[]; % NO CONSIDERAR TUBOS LLENOS
LL1(V1)=dx0;
LL2 (V2)=dx0;

end
%options = optimset ('TolFun',le—15);
if sum(NI)>O0
x0=hc (NI==1) ;
$1b=x0%0;
Sub=x0%0+h;
[H, term] =newton (x0, NODOS, TUBOS, LLENO, L, LL1,LL2,NI,hc,Ql,02,DQ1,DQ2);
%[H, term]=broyden (x0, NODOS, TUBOS, LLENO, L, LL1, LL2, NI, hc,Ql,0Q2);
%[H, fval]l=fmincon (@ (hi) cons (NODOS, TUBOS, LLENO,L,LLl,LL2,NI,hi,hc,Q1,02), x0, []1, [1],
$[H, fval] fminsearch (@ (hi) cons (NODOS, TUBOS,LLENO,L,LLl,LL2,NI,hi,hc,Q1,02), x0,optio
hc (N )=H;
end
%% DIBUJO DE LA MALLA
figure (1)
clf
line ([NODOS (1, TUBOS (:,1)) ; NODOS (1, TUBOS (:,2))], [NODOS (2,TUBOS (:,1));NODOS (2, TUBOS(:,2))]
%text (NODOS (1, :) ,NODOS (2, :),strtrim(cellstr (num2str ((1l:length (NODOS))'"'))"'), 'Color', 'b") %

$text ( (3*xNODOS (1, TUBOS (:, 1)) +NODOS (1, TUBOS (:,2))) /4, (3xNODOS (2, TUBOS (:, 1)) +NODOS (2, TUBOS (
dibujar (NODOS, TUBOS, LL1, LL2) ;

bor=borde (NODOS, TUBOS, LL1, LL2) ;

title(['Caudal en el tiempo t=' num2str(t)]); drawnow;

fprintf (fo, ' 3f\t',LL1);
fprintf (fo \n'),
fprintf(foZ sf\t',LL2);
fprintf (fo2, \n'),
fprintf (fo3, '%f\t',hc);
fprintf (fo3, '\n');

t=t+dt;
NIp=NTI;
end
fclose (fo);
fclose (fo2);
fclose (fo3);
Yporofile viewer
Yporofsave

La variable num carga el experimento que se quiera modelar. La linea 6 y 7 carga los datos
de la altura de fluido externo al medio poroso en ciertos instantes de tiempo. La variable
dt es el salto de tiempo en el que se haran los célculos. La linea 11 entrega la variable t de
los instantes de tiempo que se usaran y alt, la altura que tendrd el fluido externo en ese
momento.

Dependiendo del experimento, se inicializan distintos parametros fisicos asociados al pro-
blema: 1 el largo de la base del trapecio, tau0 la tensiéon de fluencia del fluido, eta la
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viscosidad del fluido, rho la densidad del fluido, alpha el dngulo del talud, epsi la constante
de porosidad del medio, phi la esfericidad de la particula, D el didmetro de la particula. Con
estos datos, distintos para cada experimento, se pueden calcular parametros que dependen
de lo anterior y que son de utilidad: rhog, que es la densidad multiplicada por la constate de
gravedad g, del el diametro del tubo y G el parametro de fluencia.

8.1. Generar Nodos, Tubos y Geometria

Esta funcién, malla_muro.m, a partir de datos del problema (altura, largo e inclinacién
del medio poroso) y datos de la discretizaciéon (ntimero de filas y columnas a utilizar) genera
las tablas NODOS y TUBOS.

function [NODOS TUBOS] = malla muro (NF,NC,h,1l,alpha)
NN=NE+*NC; NUMERO total de nodos
c=linspace(0,1,NC);

c=c';
cc=c(:,ones (NF,1));
x = cc(:)'; %coordenadas x de los nodos

y=ceil ([1:NN]./NC); %coordenadas y de los nodos
y=(y—1) .* (h/ (NF-1));

tipo=x+*0;

tipo (find(x==0))=1;
Stipo (find (y==0))=2;
tipo (find(x==1))=3;
tipo (find(y==h))=4;

x=y*cotd (alpha)+x.* (1—-2xy*cotd (alpha))/1;

NODOS=[x;y;tipo];

NTD = (NF—1)x*(NC—1); $ NUMERO DE TUBOS DIAGONALES
NTV = (NF—1)*NC; NTH = NF« (NC—1); S%NUMERO DE TUBOS VERTICALES, HORIZONTALES
TUBOSV = zeros( NTV, ; $TUBOS VERTICALES (nl, n2)

; STUBOS HORIZONTALES (nl, n2)
); SIUBOS DIAGONALES NORESTE (nl, n2)
) $TUBOS DIAGONALES NOROESTE (nl, n2)

2)
TUBOSH = zeros( NTH, 2)
TUBOSNE = zeros( NTD, 2

2

TUBOSNO = zeros( NTD,

’

IT = 1:NN; II( NC:NC:NN ) = [];
JJ = 1:NN; JJ( 1:NC:NN ) = [];
IT1 = 1:NN-NC; II1( NC:NC:NN—NC ) = [];
JJ2 = 1:NN—NC; JJ2( 1:NC:NN—NC ) = [];
KK1=NC+1:NN; KKI1 (1:NC:NN—NC) = [];
KK2=NC:NN; KK2 (1:NC:NN—NC+1)=[];
TUBOSV = [1:NN—NC; NC+1:NN ]';
TUBOSH = [II; JJ]';
TUBOSNE = [II1;KK1l]';

]

TUBOSNO= [KK2;JJ2]"';
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STUBOS = [TUBOSV; TUBOSH; TUBOSNE; TUBOSNO] ;
TUBOS = [TUBOSV; TUBOSH; TUBOSNO];

end

NODOS es una tabla de 3 filas. La 2 primeras guardan las coordenadas x e y de cada nodo, y
la tercera fila, tipo, es una etiqueta que guarda informacion acerca de a qué borde pertenece
el nodo, o si acaso no pertenece a un borde. Esta tabla nos da una enumeracion de los nodos
de la malla, donde cada columna de la tabla representa un nodo.

Por otro lado, TUBOS es una lista de tres columnas. La primera y la segunda columna
dice el nimero del nodo inicial y el nodo final del tubo (respetando la numeracién anterior),
mientras que la tercera columna dice el largo del tubo.

8.2. Calcular posicién del llenado

Los programas posLL.m /posLL2.m definen los llenados del tubo en cada iteracién, de-
pendiendo si el tubo se llena a partir del nodo inicial (posLL.m) o del nodo final (porLL2.m)
calculando una ecuacién de la recta a partir del llenado en funcion del largo total.

function [x1 yl x2 y2]=posLL (NODOS, TUBOS,LL, I)

$I=find (LL>0);

x1=NODOS (1, TUBOS (I,1))'; % x NODOS INICIALES
x2=NODOS (1, TUBOS (I,2))'; % x NODOS FINALES
y1=NODOS (2, TUBOS (I,1))'; % y NODOS INICIALES
y2=NODOS (2, TUBOS (I,2))'; % y NODOS FINALES

L=TUBOS (I, 3) ;

x2=x1+(LL(I)./L) .* (x2—x1);
y2=y1l+(LL(I)./L) .*

end

8.3. Calculo de llenado segin caudal

Haciendo una aproximacion de primer orden, y ponderando el caudal por la secciéon trans-
versal del tubo, pt3a.m calcula los llenados de cada tubo segun la férmula

Q
P
T

LL = LLO+ dt (8.1)

donde () es la férmula de caudal en un tubo, el cual varia dependiendo del fluido que se
considere. En el caso del fluido Bingham, la férmula queda:
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5 pg ( 4 T* 1 (r)* )
LL=LL0+dt=L2 (12 4= (—Vh), 8.2
NI ) 8.2)

32n
si es que 7* < ||Vh||. De lo contrario, el caudal es 0 y el llenado se mantiene constante.

= o= e
N o= O

1 %% CALCULO DE LA POSICION DE FLUIDO EN UN TUBO EN FUNCION DEL TIEMPO

2 %% APROXIMACION DE PRIMER ORDEN

3

4 function x = pt3a(dt, LLO, H, y2)

5

6 global del eta rhog G;

7 A = del”2xrhog/ (32*eta);

8

9 x = LLO;
dhdl = (y2-H)./LLO; II = (dhdl) < —G;
0=0s3(dhd1(II),G);
X (II) = LLO(II) + dtxA.xQ;

end

[
w

8.4. Funcion de caudal

1 %% ESTA FUNCION CALCULA EL CAUDAL EN UN TUBO, FLUIDO BINGHAM, REGIMEN ESTACIONARIO
2

3 function Q = Qs3 (DHDL, G)

4 % global G K tau0 del rhog;

5 0=0+«DHDL;

6 I=find(abs (DHDL)>G) ;

7 Q(I) = —DHDL(I) .% ( 1 — 4/3%xG./abs(DHDL(I)) + 1/3%«G~4./(DHDL(I)."4) );

8 end

8.5. Funcién Conservacion de Flujo

Se programa la funciéon cons.m que, dado el vector de cargas hidraulicas, calcula la con-
servacion de caudales en cada nodo, esto es:

Vi nodo, Y Q;(Vh) (8.3)
JEV;

donde V; es el conjunto de nodos vecinos a i. El gradiente de la carga se aproxima con
diferencias finitas, dependiendo si el tubo donde se calcula esta lleno o parcialmente lleno.

1 function Q=cons (NODOS, TUBOS, LLENO, L, LL1,LL2,NI,hi,hc,Ql,Q2)
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I=(NI==1);
hc(I)=hi;
[01, Q2] = caudal_llenos (LLENO, TUBOS, L, hc,Q1,02);
[Q1, Q2]=caudal_semilleno (NODOS, TUBOS,LLENO,L,LL1,LL2,hc,Q1,Q2);
Q=zeros (length (NI),1);
for i=1:1length (NI)
if NI(i)==
Jltubos= (TUBOS(:,1)==1i);
J2tubos= (TUBOS(:,2)==1);
Q(i)=sum(Ql (Jltubos))+sum(Q2 (J2tubos)) ;
end
end

Sfprintf ('hi=%.12f, ', hi);
%fprintf('Q:%.l2g\n',Q);
end

8.6. Calculo de Caudal para Tubo Lleno

Esta funcion, caudal_llenos.m, calcula el caudal en un tubo lleno de fluido, aproximando
hj — h;

el gradiente de la carga hidraulica como Vh = ;
ij

function [Ql Q2] = caudal_llenos (LLENO, TUBOS,L,hc,Q1,Q2)
global del eta rhog tau0;

A = del”"2+rhog/ (32*eta); G = 4xtaul/ (rhogxdel);
C=(del”2)/4;

ILLENO=find (LLENO==1) ;

1i=TUBOS (ILLENO, 1) ;

j=TUBOS (ILLENO, 2) ;

DHDL= (hc (j)—hc (1)) ./L(ILLENO) ;
0=Q0s3 (DHDL, G) xA*C;

Q1 (ILLENO)=Q;

Q2 (ILLENO)= —Q;

end

En el programa, Q1 representa el caudal visto desde el nodo inicial, y Q2 desde el nodo final,
por lo que tienen igual mdédulo pero distinto signo.

8.7. Calculo de Caudal para Tubo Semilleno

Esta funcién, caudal_semilleno.m, calcula el caudal en un tubo parcialmente lleno de fluido,
— h,
aproximando el gradiente de la carga hidraulica como Vh = yL—’ donde y es la altura del
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llenado, y LL es la distancia de llenado del tubo en ese instante.
function [Ql Q2]=caudal_semilleno (NODOS, TUBOS, LLENO, L, LL1,LL2,hc,Q1l,Q2)
global del eta rhog tau0;

A = del”2+rhog/ (32*eta); G = 4xtaul/ (rhog=*del);
C=(del”2)/4;

I1=find (LL1>0 & LLENO==0) ;

i=TUBOS (I1,1);

[x1, x2, yl, y2] = posLL(NODOS,TUBOS,LL1,I1);
dhdll = (y2— hc(i))./LL1(I1);
Q1(I1)=Qs3(dhdll,G) +xA*C;

I2=find (LL2>0 & LLENO==0) ;

J=TUBOS (I2,2) ;

[x1, x2, yl, y2] = posLL2(NODOS, TUBOS,LL2,1I2);
dhdl2 = (y2—hc(3j))./LL2(I2);

02 (I2)=Qs3(dhdl2,G) *A*C;
end

8.8. Algoritmo de Newton

Se plantea el sistema de ecuaciones

F(h) =0, (8.4)

con Fy(h) = > icv. Qij(Vh). El gradiente Vh se discretiza dependiendo del caso (tubo
lleno o parcialmente lleno). Se resuelve utilizando el método de Newton en varias variables,
pues hay tantas ecuaciones y variables como nodos internos hayan.

Para entender la idea detras de este método, se puede escribir la expansion de Taylor a la
funcion de varias variables F', en torno a la solucién de la ecuacion:

F(z*) ~ F(xg) + VF(x* — ) (8.5)

Como F(x*) = 0, se tiene que

F(zy) + VE(z* —x1,) =0 (8.6)

en donde, podemos despejar x* para obtener un candidato a solucién, esto es,
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Tpi1 = Tp + Ox, donde §;, = (Vﬁ(xk))_lﬁ(q:k) (8.7)

Por lo que el algoritmo que funciona es el siguiente:

Asignar un valor inicial 3, k = 0 al vector z y criterios de parada (e1,e5) > 0.
Computar F(z;,) v el jacobiano VF ()

Resolver el sistema lineal VF (x;,)8, = —F (x3,).

Computar zj11 = Tx + O

Si||zks1 — k|| < e1(1 + ||zg41]]), ir & 6. Si no, volver a 2.

SRRl e S

Si ||F(x5p1)|| < €2, parar y fijar z* = zj41. En caso contrario, reportar fallo.

function [x,term]=newton (x0,NODOS, TUBOS,LLENO,L,LL1l,LL2,NI,hc, Q1,02,DQ1,DQ2)

[

% Term : Estado del algoritmo (1—>0OK, 0—> Fallo)

epsl = 1le—8; eps2 = le—8;
y0 = cons (NODOS, TUBOS, LLENO, L, LL1,LL2,NI,x0,hc,Q1,02); %f(x0)
n = size(x0,1); % matriz de largo x0, NO DE LARGO hc.

dev = diag(.000l*max (abs(x0),le—8xones(n,1))); %h para calcular jacobiano
err = 1;
I=(NI==1);

while err>0;
%dy0=Dcons (NODOS, TUBOS, LLENO, L, LL1, LL2,NI, x0, hc,DQ1,DQ2) ;

dy0 = zeros(n,n);

for i= 1l:n;

f0 cons (NODOS, TUBOS, LLENO, L, LL1, LL2,NI, x0O+dev (
f1 = cons (NODOS, TUBOS, LLENO, L, LL1,LL2, NI, xO—dev (

:,1),hc,Q1,02);
:,1),hc,Q1,Q02);

dyO0(:,1) (f0(NI==1)—f1(NI==1))/(2*xdev(i,1)); (f (x0+h) — £(x0-h))/2h = f£'(x0), columnas de
end

d0 = —pinv(dy0) *y0(I); S%resolver Jf(x0) % d0 = —f(x0)

x=x0+d0;

y = cons (NODOS, TUBOS, LLENO, L, LL1,LL2, NI, x, hc,Ql, 02) ;

tmp = sqgrt ((x—x0) "* (x—x0));

err = tmp—epsl*(l+abs(x)); % err = ||x—x0||—epsl*(1+|x|) >0, condicion para seguir buscando 1
ferr = sqrt(y'*y);

x0 = x;

y0 = y;

end

if ferr<eps2; % si ||f(x)]||<eps2, significa que x es la solucion esperada.

term = 1;

else

term = 0;

end

end
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Conclusion

Se estudié un modelo de medios continuos, en el que se logra desarrollar una EDP que
modela la velocidad a partir de principios fundamentales como Conservacion de Masa y de
Momentum. Gracias a supuestos importantes como la incompresibilidad del fluido y suponer
el dominio igual a un tubo cilindrico, se logra una solucién explicita para la velocidad del
fluido, pudiendo ser newtoniano o no newtoniano, dependiendo de la ley de comportamiento
de éste.

Con esto se logra deducir una férmula para el caudal del fluido en un tubo, que depende
de los pardametros que lo caracterizan, como la tensiéon de fluencia 7, la viscosidad p y la
densidad p, como también de 4, el didmetro del tubo. Se logra una relacién entre ¢ y los
parametros que caracterizan al medio poroso, como son la porosidad e, la esfericidad de las
particulas ¢ y el didmetro medio de éstas (se usa Dsg). Entre estos tltimos, los pardmetros e
y ¢ fueron de gran importancia al momento de intentar un ajuste fino entre el modelo y los
resultados experimentales.

En este trabajo de tesis se ha desarrollado un programa en MATLAB que modela la evolucién
en el tiempo de un escurrimiento de un fluido en un medio poroso. Una de sus principales
fortalezas es la independencia entre las funciones a usar. De esta manera, se puede modelar
fluidos newtonianos y no newtonianos tan solo cambiando la funciéon de caudal. De igual
manera se puede cambiar la geometria del problema, y la discretizaciéon a usar, aunque
aquello tendra consecuencias en el tiempo de calculo. El programa ademas presenta un buen
ajuste con la realidad, pues se compard con experimentos de laboratorio, comprobando la
similitud entre la filtracion experimental y la obtenida por el programa.

El estudio del caso estacionario de la filtracion del plastico Bingham admite una solucién
analitica (una recta de saturacién) que permite estudiar el comportamiento estacionario en
un subconjunto del dominio. Determinar este subconjunto se complica cuando el angulo de
talud « es bajo.

Para el caso del tranque de relave sobre un fondo poroso horizontal, se desarrollaron
variados ejemplos que coincidieron con la teoria en el sentido que para valores del pardmetro
de fluencia 7* < 1 el escurrimiento alcanza el fondo del dominio poroso, mientras que con
7" > 1 se puede encontrar una cota para el escurrimiento vertical.

Se propone probar la filtracién en diferentes geometrias (no restringirse al uso de cua-
drildteros) y en distintos mallados (se puede hacer méds que tubos horizontales, verticales y
diagonales). Esto es posible gracias a la estructura de nodos y tubos que posee el dominio.
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