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RESUMEN DE LA TESIS PARA OPTAR

AL GRADO DE MAGISTER EN CIENCIAS, MENCION GEOFISICA
POR: JEREMIAS ESTEBAN GARAY LABRA

FECHA: JUNIO 2017

PROF. GUIA: EDUARDO CONTRERAS REYES

MODELO FLEXURAL DE LA PLACA SUBDUCTANTE

El presente trabajo tiene como objetivo estudiar y comparar distintos modelos de la flexion
de la litosfera ocednica en un ambiente de subducciéon o margen convergente. Dichos mode-
los provienen del estudio de la elasticidad para el equilibrio de placas y/o barras delgadas.
Ademés se han incorporado las fuerzas involucradas como el Slab-pull y Ridge-push, siendo
estas las mas dominantes en un proceso de subducciéon. En segunda instancia se model6 el
contacto entre dicha placa y la litosfera continental, al introducir una restriccion al problema,
que es que la litosfera oceanica no se traslape con otra funcion que se encarga de simular el
continente. Este problema es mateméaticamente conocido como el problema del obstaculo.

Inicialmente se exploran los modelos unidimensionales clasicos encontrados en la litera-
tura, para variar de ellos las condiciones de borde usadas proponiendo a partir de esto un
modelo para las fuerzas involucradas. Al hacer esto y comparar la flexiéon con perfiles bati-
métricos se pueden analizar los modelos y su analizar su alcance para describir observaciones
relevantes en un ambiente de subduccién, ademas de inferir valores para los parametros uti-
lizados. Esto es comparado con trabajos similares dentro del estudio flexural de la litosfera
oceanica.

Por otro lado, la investigacion hecha con el obstaculo genera soluciones interesantes des-
de el punto de vista tectonico, entregando estas un conjunto de maximos y minimos en los
esfuerzos, interpretados estos como zonas donde la placa estd propensa a fracturamiento.
El modelar mecanicamente la zona interplaca es nuevo y abre la puerta a nuevos modelos
que puedan dar cuenta de la fenomenologia esperada. Ademéas, como variante se ha hecho
esta modelacion usando fuerzas de contacto, incorporando asi una interacciéon proveniente
del estudio de la elasticidad, hecho por primera vez por Hertz en 1882. La modelacion 2D de
este problema es hecha usando el método de elementos finitos, siendo este método capaz de,
a partir de la formulacion variacional del problema, entregar la solucién. Este resultado no
muestra demasiada variacion con los resultados obtenidos de modelos de obstéculo 1D, pero
muestra mayor versatibilidad a la hora de escoger distintos dominios y condiciones de borde.

Como resultado de este trabajo se llega a que los distintos modelos 1D pueden modelar no
de manera tnica la flexion de la litosfera ocednica con un error de las decenas de metros. Se
propone una solucién mixta donde es permitida la reduccion de la rigidez en la cercania de
la fosa y ademas la incorporacion de fuerzas oblicuas para modelar el Slab-pull, permitiendo
asi que los esfuerzos no se sobrevaloren y no perder la dindmica de la interaccion.
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A Jesis, el Rey de Gloria.
(Sl. 24, ~ 1000 AC).
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Subducciéon

Llamamos subducciéon al proceso donde una placa tectoénica se hunde respecto a otra,
introduciéndose dentro del manto terrestre. Este proceso tiene como consecuencia multiples
expresiones en la superficie terrestre, como por ejemplo la formacion de relieve, deformacio-
nes de la litosfera oceanica y continental, alto indice de sismicidad y generacion de arco-
volcanismo. El lugar donde este proceso ocurre es llamado zona de subducciéon y corresponde
a la manifestacion en profundidad de una convergencia entre placas tectonicas. Ademés es en
estas zonas donde se desarrolla un reciclaje de la litosféra oceanica y sedimentos, hundiendose
este material dentro del manto y transformandose en magma, en donde podra resurgir en
forma de pluma mantélica (Kennett y Bunge, 2008; Stern, [2002).

De las multiples caracteristicas de la subduccion, la de mayor interés en esta tesis sera la
de la deformacion de la litosfera oceanica o flexion de la placa debido a las fuerzas y cargas
involucradas. Esto tltimo ha sido durante las tultimas décadas, un tema de investigacion pues
ain no esta del todo claro, como a partir de observaciones batimétricas o topograficas, se
pueden inferir propiedades fisicas de la litosfera y de la zona de subduccién en general. A
esto llamamos estudio flexural de la litosfera y ha sido estudiado ampliamente por Bodine
y Watts, (1979), Caldwell et al. (1976|), Contreras-Reyes y Osses, (2010), Hunter y Watts,
(2016), Manriquez et al. (2014), McAdoo et al. (1978)) y Watts et al. (1975).

Observaciones tanto geoldgicas como geofisicas dan evidencia de que la litésfera es ca-
paz de responder a fuerzas horizontales y verticales, pudiendo propagar esfuerzos por varios
cientos de kilémetros. Esta evidencia incluye la existencia de una zona de abombamiento
tras la fosa oceanica llamada Quter-Rise (Contreras-Reyes y Osses, 2010; Mueller y Phillips,
1995; Parsons y Molnar, |1976|), caracterizada por poseer sismicidad intraplaca (Moscoso
y Contreras-Reyes, 2012; Moscoso y Grevemeyer, 2015 Ruiz y Contreras-Reyes, 2015; Til-
mann et al. 2008]) y también las observaciones muestran una variada topografia que se origina
como una respuesta de la placa a cargas verticales, como lo son los montes submarinos y se-



dimentos acumulados (Buiter et al. [1998; Contreras-Reyes y Osses, 2010; Karner et al. (1993
Manriquez et al. 2014).

También atn se investiga cuales serian las principales fuerzas e interacciones responsables
de generar la subduccion. De acuerdo con Forsyth y Uyeda, , las fuerzas tectonicas
actuantes en la placa provienen: (a) del centro de expansion, también llamado Ridge-push
(Wilson y Burke, , (b) de la fuerza llamada Slab-pull, proveniente del exceso de peso que
tendrfa la parte de la placa que se introduce al manto (McKenzie, [1969), (c) de la oposicion
que ofrece el manto al comportarse como un fluido de alta viscosidad, esta fuerza es llamada
Drag force, la oposicion que ofrece la astendsfera a la parte més profunda de la placa que
estd subductandose llamada Slab-resistence y (d) la resistencia que ofrece el continente en
si, responsable de la mayoria de sismos de poca profundidad, llamada Colliding Resistence.

(ver Figura[L.1).

Colliding Resistence

Slab Roll Back

Figura 1.1: Dibujo general de un proceso de subduccion. La litosfera oceanica es deformada
por los esfuerzos tectonicos. Las principales dos fuerzas involucradas son el Ridge-push y el
Slab-pull, ambas explicadas en los proximos capitulos. Se dibuja el principal comportamiento
del fluido astenosférico. Ademés se dibuja la carga vertical de los sedimentos caracterizados
por una densidad p;.

Se sabe que el gran motor del movimiento de las placas es el fenémeno de conveccion en el
manto generado la mayoria de las veces en la interfaz nticleo externo y manto inferior, debido
al calentamiento del manto inferior, lo que genera ascenso de magma astenosférico hacia la
superficie. Esta es la dinamica fundamental de un centro de expansion de litosfera oceanica
y por consiguiente del Ridge-push. También se tiene que la placa al subductar, muchas veces
puede descender mas rapido que la tasa de convergencia de las placas, siendo afectada por
fuerzas contrarias a la convergencia, aumentando el angulo de subduccién. A esta fuerza se
le denomina Slab Roll Back, y tiene como consecuencia directa la generacion de fuerzas de
succion en la parte superior de la placa y la corriente llamada Trench Suction, también re-
presentada en la Figura [I.1]

Por otro lado, la importancia de como afecta el espesor de la litosfera a su capacidad



de respuesta no ha sido del todo comprendida. Durante las ultimas décadas se han desarro-
llado tanto modelos elasticos, viscosos, visco-elasticos y elasto-plasticos para entender bien
las propiedades mecénicas de la litésfera. A esto le llamamos reologia y ha sido una rama
de investigacion hasta la fecha, siendo uno de sus objetivos el establecer un espesor efectivo
para la litosfera, el cual se ha visto que depende de otros parametros, tal como la edad y el
régimen termal de la placa y ya no como una consideraciéon meramente geométrica (Bodine
et al. (1981} Caldwell y Turcotte, |1979; Hunter y Watts, 2016]).

Finalmente la mayoria de los modelos flexurales para la litosfera oceanica en subduccion
consideran dominios que excluyen el contacto entre las placas, al ser este demasiado complejo
y por existir multiples factores involucrados, como la presencia de fluidos, reacciones quimicas
en profundidad, fallamiento, sismicidad, etc. En este trabajo se quiere estudiar el efecto de
agregar de manera simple un contacto interplaca, estudiando su consecuencia en la flexion
de la placa oceanica y en sus propiedades fisicas més importantes.

1.2. Objetivos

Los principales objetivos de esta tesis son:

a) Modelar las fuerzas internas mas importantes que actian en la litosfera oceénica tales
como el Slab-pull y el Ridge-push (Forsyth y Uyeda, |1975)) estudiando el efecto en la
flexion de la placa y en los esfuerzos al interior de ella.

b) Simular dindmicamente el contacto entre las placas (tanto para el problema 1D como
para uno 2D) utilizando tanto un criterio matematico (problema del obstéculo) como
un principio fisico (fuerzas de contacto). Esto permitiria tener una idea de cémo se
manifiesta la interaccion Colliding Resistence en la deformacion de la litosfera oceanica.

Una de las hipotesis de este trabajo es que los datos de deformacién observados en la li-
tosfera oceanica pueden ser descritos por un modelo elastico estdndar pero no con una tnica
eleccion de condiciones de borde, y también la incorporacién de fuerzas horizontales puede
ser reemplazada por alguna variacion de pardmetros. Otra hipotesis para el segundo objetivo
mostrado anteriormente, es que la forma de equilibrio que adquiere la litosfera oceanica al
adquerir un contact, es altamente sensible a la geometria de este, en al menos los primeros
100 km. Esto tendré repercusiones en cé6mo sera su abombamiento y también en las distri-
buciones de esfuerzos internos en la placa, tanto en su intesidad y localizacion.

El trabajo de esta tesis proseguird como sigue: en el Capitulo [2 se aplicara la teorfa de
placas delgadas detallada en el Apéndice [B] para el caso de la litosfera oceanica unidimensio-
nal, proponiendo condiciones de borde adecuadas con el fin de obtener alguna informacion
para las fuerzas horizontales que afectan la placa. En el Capitulo [3| se extendera el dominio
para considerar el contacto entre la placa y el continente en un ambiente de subduccion.
Se modelara este resolviendo un problema con obstaculo. En el Capitulo [4] se extendera a
una placa bidimensional utilizando el método de elementos finitos. Las conclusiones y lineas



futuras de investigacion seran presentadas en el Capitulo 5]



Capitulo 2

Flexion en la hitosfera oceanica 1D

2.1. Primera Solucion Analitica

En esta seccién se presenta tanto una soluciéon analitica como numérica para la flexion de
la litosfera oceanica bajo ciertas hipotesis. Un resultado clasico de la teoria de la elasticidad
lineal para la forma que adquiere una placa o barra en equilibrio es la que describe la Ecuacion
, en donde w es la flexion desde la posicion de equilibrio (para mas detalle ver Apéndice
. Se resolvera en este capitulo un problema 1D con coeficientes constantes, cuyo esquema
se muestra en la Figura por lo que asumiendo un espesor T, e intensidad de las fuerzas
horizontales F', se tiene que la flexién w satisface:

d*w d?w
D— 4+ F—— = 0,L
dzt * a2 1 TE (0.L)

En donde x = 0 representa la ubicaciéon de la fosa, x = L un punto suficientemente alejado
de la fosa y D es la rigidez flexural de la placa que asumimos constante. De aqui en adelante
se usara la convencion de signos: F' > 0 para una fuerza compresional y F' < 0 para una
fuerza tensional. Por otro lado ¢ son las cargas verticales sobre la placa y se puede demostrar
que para el caso de la litosfera esta se puede descomponer en (Turcotte y Schubert, [2002):

Figura 2.1: Esquema de modelo 1D. Fgp representa la fuerza Slab-pull y Frp la fuerza Ridge-
push.



q = qef — Apgw

En donde ¢.; son las cargas verticales externas al problema y el término Apgw viene del
hecho de que la placa al hundirse experimentara una fuerza de flotabilidad proveniente del
contraste de densidad del material sobre y por debajo de ella. Si asumimos que el mar tiene
densidad constante p,,, el manto densidad p,, y aproximadamente la placa posee la misma
densidad del manto, entonces simplemente Ap = p,, —p., ¥ la placa al hundirse experimentara
una fuerza vertical hacia arriba. En conclusiéon nuestro problema unidimensional es de la
forma:

d*w d?w
D@%—F@—i—Apgw:qef xr &€ (O,L) (21)

Ademés se han elegido condiciones de borde de extremos fijos en ambos lados de la forma:

dw

w(0) = —h, o (0) = tan(0)
dw
w(L) =0, a(L) =0 (2.2)

En donde h representa la profundidad de la fosa respecto al nivel del mar y 6 el dngulo
inicial de subduccién (el que se tiene directamente en la fosa y corresponde al manteo de la
falla de subduccion). Este problema con fuerzas horizontales constantes ha sido estudiado
analiticamente por Caldwell y Turcotte, (1979)) y Parsons y Molnar, (1976), aunque no con
estas condiciones de borde, sino usando bordes libres en la fosa. La soluciéon analitica al
problema anterior asumiendo g.y = 0, viene dada por (ver Apéndice |C)):

() = {(atanw) £ (8% + hws(ﬁf)} Lo—nz/a 23)

153 Q@ «

En donde: 3 = (1+ ﬁ)i, n=(1—-25)2, Fuuw = (4ApgD)"? es la fuerza méxima

F'maac

soportada antes de que la placa se pliege, pues 1 pasa a ser imaginario (fenémeno de folding)

AD 1/4
ya = ( ) que es la longitud caracteristica de la flexion. Llamando v al pardmetro

Apg
adimensional que controla la intensidad del forzamiento horizontal, v = F/F},.., usando un
espesor elastico de T, = 40 km y condiciones de borde: h = —2,6 km y 6 = 2,3°, la solucion

para distintos valores de ~y se representa graficamente en la Figura 2.2 En la Tabla se
muestran los parametros elasticos usados para la litosfera oceénica.

A manera de ejemplo, usando los valores de la Tabla 2.1} v = 0,8 equivale a una fuerza
constante de 1,5- 10 N/m. En este caso, serfa un valor poco realista a las fuerzas esperadas
de acuerdo a Forsyth y Uyeda, (1975), que son del orden de los 10'* N/m. Ademés podemos

6



Nombre Simbolo | Valor | Unidades
Moédulo de Young E 70x10° Pa
Aceleracion de gravedad g 9.81 m s—2
Razén de Poisson v 0.25
Densidad del Manto Pm 3300 kg m—3
Densidad del agua Pw 1030 kg m—3

Tabla 2.1: Valores de los parametros usados

calcular el esfuerzo normal en la placa de la forma: 0 = F/T,, lo que para este ejemplo nos
darfa del orden de 10®> M Pa, lo que es un orden de magnitud mas que las decenas a cien-
tos de M Pa que soportarian rocas mantélicas similares a las que se encuentran en la placa
(peridotita htimeda) antes de fracturarse (en relacion al trabajo de Goetze y Evans, (1979)).
Esto abre la necesidad de generar un modelo mas realista que pueda capturar la fisica mas
importante en un proceso de subduccion entre placas tectonicas.

Figura 2.2: Solucién analitica con fuerza horizontal constante. (Izq.) Se grafica la flexion w
para distintos valores de . Tan s6lo v > 0 posee inestabilidad para una cierta intesidad
(v =1). (Der.) Momentos correspondientes a las flexiones calculadas.

2.2. Dependencia con las Condiciones de Borde

Varios autores proponen modelos elasticos 1D similares para modelar la flexion de la litos-
fera oceanica (Caldwell y Turcotte, Contreras-Reyes y Osses, [2010; Parsons y Molnar,
pero no se ve uniformidad en la elecciéon de las condiciones de borde para la placa en
el punto cercano a la fosa. En esta seccion hard un estudio de como afecta esta eleccion a la
solucion y que ventajas presenta la eleccion aqui utilizada.

Para el caso de fuerzas horizontales constantes a lo largo de la placa, la solucion es analitica
y nos permite hacer una comparaciéon a primer orden. Se separan las distintas condiciones de
borde en x = 0 encontradas clasicamente en la literatura en cuatro casos numerados de 0 a
3, cuya obtencion se encuentra detallada en el Apéndice [C}

7



Caso 0 : {w =h, Ccll—l; = tan(@)} La soluciéon analitica es la usada en este trabajo y

mostrada en la Ecuacion 2.3

w(x) = { <O‘m”(? ) i (ﬁg) + heos (gg) } Lo/

Caso 1 : {w =h,M= Mo} La solucién analitica es la presentada en Parsons y Molnar,
(1976)). Usando nuestra misma convencion de parametros utilizados en la seccion
2.1 se escribe de la forma:

w(z) = {2529 <Mo + %) sin (Bg) + heos (52) } e/ 9y

Caso 2 : {w =h,V = —VO} La solucién analitica es:

w(z) = {% (% - i]—f>sm (ﬁg) + heos (52)} e/ (g5

Caso 3 : {M =M,,V = —VO} Estas son las condiciones utilizadas por Turcotte y Schu-
bert, (2002), Contreras-Reyes y Osses, (2010) y por Hunter y Watts, (2016). La
solucion analitica incluyendo fuerzas horizontales es de la forma:

w(r) = 22; { (Vocw + Mon) sin (ﬁ%) + (Voaﬂn — MOB) cos (52) } T/
(2.6)

Una caracteristica comin de estas soluciones es la formacién de un abombamiento cercano
a la fosa, que tipicamente recibe el nombre de Outer-Rise. Esta caracteristica de la litosfera
oceénica fue apuntada por primera vez por Walcott, (1970), estudiando la fosa de las Kuriles
en la placa del Pacifico. Ademas la zona del QOuter-rise es el mejor lugar donde poder estu-
diar la deformacion de la litosfera oceanica, pues en esta zona la placa se encuentra menos
interferida por el centro de expansion y/o cargas submarinas (Hunter y Watts, 2016). Carac-
terizando en primer lugar el ancho Az del Outer-rise, podemos estimarlo como la distancia
entre el primer y el segundo cero de la funcion w(x). Para todos los casos analiticos expuestos
anteriormente, esta distancia es la misma y es simplemente:

(2.7)

Puesto que v debe ser menor a 1 antes del pliegamiento, vemos que el ancho del Quter-
rise a lo mas puede sufrir una reduccion en un factor 1/ V2 &~ 0,71. Por lo que el ancho se
mantiene aproximadamente constante al variar la magnitud de las fuerzas horizontales en un
rango realista y al cambiar las condiciones de borde en la fosa.

Otro factor de interés es la altura que alcanza el Quter-rise, pues sabemos que al aumen-
tar las fuerzas horizontales este deberia crecer. Ademas, la discusion principal de Parsons
y Molnar, (1976) es que este puede ser mantenido atn con fuerza nula pero con un momen-
to en la fosa equivalente, reduciendo asi en parte o totalmente las fuerzas horizontales en



la placa, pues es comun para todo modelo elastico la sobre estimacion de los esfuerzos (De
Bremaecker, 1977) superando los limites experimentales encontrados para rocas mantélicas
semejantes, por ejemplo, en el trabajo de Goetze y Evans, (1979). Es por esto que los autores
tipicamente prefieren los casos en donde se puede prescindir de las fuerzas horizontales. Si
hacemos las fuerzas nulas, es decir v = 0, y por consecuencia 7 = § = 1, podemos escribir
los coeficientes A; que acompanan a la funcién sin() en el caso i-ésimo, de la forma (se ha
ignorado la solucion completa para simplificar el anélisis):

Ay = atan(0) + h A = —M
o = atan(f) + ; 1= 5p Mo
vy o?

Ay = 5D —-h A:),—ﬁMo

Estos coeficientes dan alguna idea de como se comporta la altura del Outer-rise. Para
el caso 0 vemos que la ausencia de fuerzas limita el crecimiento del Outer-rise pues al ser
los parametros 6 y h obtenidos desde los perfiles, en principio no podemos variarlos arbi-
trariamente. Para el caso 2 podemos utilizar la fuerza de cizalle aplicada en la fosa, Vj,
manteniendo asi efectivamente la amplitud. Finalmente para el caso 1 y 3 el coeficiente es
el mismo y el Quter-rise puede ser mantenido por un momento equivalente aplicado en la fosa.

Por otro lado, tal como es advertido por Parsons y Molnar, (1976), el Outer-rise es més
eficientemente mantenido por una fuerza horizontal no nula, pues este afecta tanto el coefi-
ciente de amplitud relacionado con los factores A; mostrados anteriormente y el factor de
decaimiento exponencial 7. Para ver este efecto, consideramos un forzamiento débil, es decir:
v ~ 0 y vemos su efecto en la solucion. Expandiendo el factor exponencial que multiplica la
solucion en potencias de :

T

efng =e V =73 — efg . (1 —+
200

v+ 0(H?)

Usando esto, vemos por ejemplo que para un espesor de T'e = 25 km y un factor v = 0,1
(esto es una fuerza horizontal méxima de 9-10' N/m y un esfuerzo maximo de 360 M Pa),
el término =/« en el maximo es aproximadamente 2, por lo que la amplitud del Outer-rise a
primer orden crece un 10 % (la ponderacion queda con un factor 1,1). Esto muestra que una
pequena fuerza horizontal genera cambios més significativos en la placa, y no asi el momento
y/o la fuerza de cizalle en la fosa.

Dada la discusion anterior vemos que la elecciéon de condiciones de borde que menos pa-
rametros arbitrarios posee es la utilizada aqui (caso 0), con la utilizacion de los parametros
0 y h de caracter puramente geométricos. Se ve que aunque los esfuerzos pueden ser grandes
dentro de la placa, la justificacion de las condiciones de borde y la estimaciéon de los para-
metros es hecha de una manera mas simple que con condiciones mas dindmicas, como lo es
el momento y la fuerza de cizalle en el punto especifico de la fosa ocednica. De esta manera,



al utilizar estas condiciones de borde tan sélo tenemos como parametro libre la intensidad ~
para un espesor de placa realista.

2.2.1. Sensibilidad del modelo frente a fuerzas oblicuas

Al considerar un modelo de fuerza Slab-pull en la direccion de la placa, la fuerza tendré
componentes tanto de manera horizontal como en la vertical, traduciéndose esta tultima en
una carga para la placa. (ver Figura, por lo que asumir fuerzas horizontales nulas simpli-
fica mucho el problema. Para entender la sensibilidad del modelo frente a fuerzas en ambas
direcciones se puede estudiar los términos de la Ecuacion y el orden de magnitud de los
parametros involucrados.

Suponiendo que en la cercania de la fosa el angulo de subduccion es ¢ y la intensidad de
la fuerza de Slab-pull es F, podemos descomponer esta fuerza en una horizontal y en otra
vertical. La horizontal sera de intensidad:

fo = F - cos(p) = 2v"\/BpgD - cos()

Con v* un numero adimensional entre 0 y 1 (sera la unidad si el punto esta justo en la
fosa). Para la fuerza en la vertical es de manera analoga, solo con la diferencia que debemos
dividir por el largo del sistema, pues g representa las fuerzas aplicadas por unidad de largo.
De esta forma:

q=F/L-sin(p) =2v"\/ApgD - sin(yp)/L

Al considerar los miembros de la Ecuacion vemos que los términos que compiten son
F ‘327%’ con q. Reescalando los términos con la longitud o y usando unidades tal que w sea
de orden 1 (tipicamente kilometros), tenemos que los términos se ven de la siguiente forma
simplificada:

d?w o
dy? Y

7" cos(yp)

En donde x es la variable independiente adimensional de orden 1. De esto podemos ver
que el primer término seré de orden v* y por lo tanto bastante relevante, pues como vimos en
anteriormente, un v* ~ 0,1 puede variar al menos un 10 % la altura del Outer-rise. El segundo
término en cambio serd de orden %27*, con « en kilometros. Considerando un o ~ 65 km
y un largo total de unos 719,000 km (caso chileno), nos da del orden de 0,007 v*, por lo
que el modelo no es sensible en la fuerza vertical al no ser por una intensidad de unos tres
6rdenes de magnitud méas. Esta intuiciéon es ttil antes de simular, pues nos da una idea por

ejemplo que las cargas verticales tan sélo seran relevantes si son del tipo pgw, como lo puede
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ser la carga litostatica de sedimentos acumulados en la placa, como se estudié en secciones
anteriores, y no por cargas provenientes de otros forzamientos.

A continuacién se presentaran 3 modelos que puedan dar una mirada mas amplia en la
modelacién y permitan incorporar nuevos conceptos, tales como fuerzas horizontales depen-
dientes del espacio, cargas verticales provenientes de los sedimentos acumulados en la fosa
oceanica y reduccion del espesor elastico de la placa en la cercania de la fosa.

2.3. Modelo I: Fuerza dependiente del espacio

Por otro lado, asumir fuerzas horizontales constantes en toda la placa es poco realista, ya
que uno esperaria que el Slab pull y el Ridge push aumentaran en la cercania de la fosa y
del centro de expansion respectivamente. Considerando esto, en esta seccion se plantea un
modelo que de cuenta de esta situacion. De acuerdo a Forsyth y Uyeda, (1975)), las fuerzas mas
dominantes en la subduccion son las nombradas anteriormente, y se estima que la intesidad
de la primera es aproximadamente un orden de magnitud mayor que la segunda. Por lo tanto
se plantea resolver el problema[2.1] con una fuerza dependiente de la coordenada z, siendo esta
concentrada en los dos extremos de la placa. Proponiendo una fuerza similar a la propuesta
en Kennett y Bunge, (2008)) (Ecuacion 12.3.2 de su libro Geophysical Continua: Deformation
in the Earth’s Interior), tomamos F(z) de la forma:

r—x]

Fla) = Fep-o 1 Ca) iy pp - o 2 (52) (2.8)

En donde Fsp y Frp son las intensidades de las fuerzas antes mencionadas, los parametros
X1, Ty, 01y 09 son las localizaciones y dispersiones de la fuerza tipo gaussiana. Ademas el
vector ¢ es el tangente en la direccion de la placa, por lo que la fuerza Slab-pull tendra com-
ponentes tanto horizontales y verticales, mientras que el Ridge-push tan solo en la horizontal

(ver figura[2.3).

RP

Figura 2.3: Descomposicion del Slab-pull (Fsp) y Ridge-push (Frp) en la placa. La primera
tiene componentes en la horizontal y la vertical, mientras que la segunda tan sélo en la
horizontal.

Introduciendo la fuerza de [2.8 en la Ecuacion 2.1} la soluciéon del problema ya deja de ser
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analitica y se necesita de un método numérico para encontrar una soluciéon. Se plantea un
método basado en diferencias finitas (MDF) detallado en el Apéndice @ y similar al utilizado
por Contreras-Reyes y Osses, (2010). Con el objetivo de encontrar la intensidad de estas
fuerzas y su mejor localizacién en el espacio, se utilizan perfiles batimétricos en el margen
convergente chileno, que permitan hacer un ajuste a los pardmetros buscados (obtenidos
del trabajo de Contreras-Reyes y Osses, (ibid.)). Estos perfiles se han tomado en diferentes
puntos de la costa chilena (ver Figura [2.5). Llamamos ahora 7 a la intensidad de la fuerza
relativa respecto al valor méximo encontrado en la seccion anterior, es decir, v = F/F 0,
dependiendo esta ahora del espacio. Podemos visualizar esta dependencia en la Figura

~— U

0 2 4 6 B 10 12
x/
Figura 2.4: Gréfica de la intensidad relativa v(x) concentrada en los extremos de acuerdo a
una forma gaussiana. Se utiliz6 v,,.. = 1 (equivalente a una fuerza maxima de 9, 3-10'* N/m),
r1 =0, x5 = 15, 01 = 2 y 09 = 2,50 en unidades de la longitud caracteristica a.

2.3.1. Localizacién y dispersion de la Fuerza

Para toda la simulacién se utilizé una localizacion para el Slab-pull de acuerdo con la
Ecuacion 2.8, de ;1 = 0 y una dispersion de o1 = 2a. Para comprobar cémo afectan esta
eleccion de pardametros a las soluciones entregadas por el método, se grafico la soluciéon entre-
gada para el perfil PO6 con una perturbacion a estos valores de la forma: ¢ + Ao y x1 £ Axq,
con Ao = ay Axr; = 2a.

La variacion del error RMS frente a la perturbacion total (considerando tanto variaciones
en la localizacion y la dispersion) varié en un 6,7 %. E] Solo se verificod variacion en la defor-
maciéon de la placa en torno al méximo de ella. Ademas se utiliz6 una intensidad maxima

para las fuerzas de: Fsp = —21 x 10'2 N/m y Frp = 2 x 10" N/m tomados de la Tabla [2.3]

1Se midi6 esta variacién porcentual de la forma:

p=1\/p? + P}

en donde p; es el error porcentual al tomar —Ao, x1, y p2 al tomar +Ao, x1.
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Figura 2.5: Datos batimétricos tomados de Contreras-Reyes y Osses, (2010)). Para el ajuste se

han tomados los perfiles P01 hasta el P09, utilizando la profundidad medida para la litosfera
oceanica.

0.6

== P06
0.5}
-.x, -Ax
04 1 A 1
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Z, \\
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Figura 2.6: Variacion de la flexion en funcion de x/a al modificar el valor de la dispersion de
la fuerza y manteniendo la localizacion constante. Ao tuvo un valor de 2a. (der) Variacion de
la flexion en funcion de x/a al modificar la localizacion de la fuerza manteniendo o constante.
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o— Ao o+ Ao x1 — Az T, + Az
Erms (M) 87,920 87,937 88,057 85,572

Tabla 2.2: Valores del error cuadratico medio al perturbar la localizacion y dispersion de la
fuerza Slab-pull tipo gaussiana

Los errores medidos en ambas perturbaciones se muestran en la Tabla 2.2 De acuerdo
a esto, podemos escoger los parametros 0 = 2a y 1 = 0 como representativos por generar
pequeno error en los resultados y al perturbar tenemos variaciones relativas pequenas.

2.3.2. Resultados

Ajustando la intensidad relativa v y también el espesor elastico de la placa T, se obtuvieron
perfiles sintéticos para los nueve perfiles obtenidos de Contreras-Reyes y Osses, (2010)). El
vector tangente de la Ecuacion [2.8] se tomd del caso con fuerzas nulas por simplificacion.
Ademas se registro el error cuadratico medio entre el perfil sintético w y real wp de la forma:

. \/ S (w(i) — wp(i)? 9

En donde N es el largo total del arreglo. En los perfiles que presentaron mucho ruido en
la batimetria y/o grandes perturbaciones en la forma del suelo marino, se ignoraron estos
efectos en el calculo del error, pues s6lo nos interesara la forma que adquiere la placa a gran
escala. Por otro lado estos efectos podrian afectar la deformacion de la placa, al ejercer car-
gas verticales no nulas, pero se ha despreciado este efecto con el objetivo de no sacrificar la
simplicidad del modelo.

Se utiliz6 una localizacion y dispersion para la fuerza de acuerdo a la Figura [2.4] Los
resultados obtenidos tanto para el espesor elastico de la placa T, la maxima intensidad de
la fuerza Y,qz, €l angulo de subduccién en la fosa 6 y el error cuadratico medio (RMS), son
mostrados en la Tabla [2.3] Los perfiles sintéticos y sus batimetrias correspondientes estan
mostradas en la Figura 2.7

Vemos que para estos perfiles en general se encontré un mejor ajuste con Y, < 0 en la
cercania de la fosa, por lo que se esperaria encontrar fuerzas de caracter tensional por sobre
las compresionales.
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Figura 2.7: Ajuste para los perfiles topograficos utilizados. La linea roja representa la flexion
sintética y la linea negra los datos. Se grafica la flexion en funcion del largo caracteristico, es
decir, la variable adimensional z/a.

Perfil | Ymaz | Fmaz(N/m) | Te(km) | h(km) 6 €rms(km)
PO1 0,13 15 x 1012 29 —26 | 5,7° 0,181
P02 | —0,01 —9 x 101! 22 -16 | 5,1° 0,095
P03 | —1,84 | —244 x 1012 32 —2,6 | 5,0° 0,134
P04 | —0,10 —9 x 1012 24 —2,5 | 3,8° 0,182
P05 | —0,69 | —53 x 10%2 22 -1,9 | 3,0° 0,101
P06 | —0,23 | —21 x 1012 25 -1,9 | 3,5° 0,087
P07 | —1,26 | —210 x 1012 37 -30 | 3,6° 0,253
P08 | —0,46 | —54 x 1012 29 —2,5 | 4,4° 0,122
P09 | —0,10 | —14 x 1012 32 —-3,1 | 5,5° 0,185

Tabla 2.3: Parametros encontrados para ajustes a perfiles batimétricos usando fuerzas hori-
zontales.

2.3.3. Influencia del Centro de Expansién

Finalmente se quiere decir algo de como afecta el centro de expansion a la deformacion
de la placa, pues en principio, podriamos decir que para una placa mas joven (mas cerca del
centro de expansion) este serd mas importante para la deformacién que para una placa més
vieja, al encontrarse esté ultima mas alejada de esta zona.

Para esto se ha variado tanto la posicion del centro de expansion y la intensidad de su
forzamiento utilizando el modelo de la expresion [2.8| graficAndose las distintas soluciones en la
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Figura 2.8 Se calcul6 una solucion sin considerar la fuerza Ridge-push y otra considerandolo
con una intensidad igual al Slab-pull (y no un 10 %), calculando un error RMS entre ellas
para placas de distinto tamafio, que también estéd mostrado en la Figura 2.8
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Figura 2.8: Variacion de la solucién con e, = —0,1 (P09) para diferentes tamarnos de la

placa. La soluciéon con y sin la fuerza Ridge-push son practicamente iguales. Se grafica el
error porcentual entre ambas.

Se defini6é un error porcentual de la forma:

[l {2 — [[w"[]

[[w"|l2

e=100- (2.10)
En donde w¥ es la soluciéon considerando la fuerza del centro de expansion, w” es la solu-
cion libre que no lo considera y || - ||2 es la norma definida de la forma: || - ||o = />, w(#;)?
sobre todo el largo del sistema. Este valor es indicado en cada placa de la Figura [2.8] con una
aproximacion de dos decimales y es en la mayoria de los casos positivo, indicando que casi
siempre la solucién que incluye el Ridge-push esta por encima que la solucion libre, lo cual
era de esperarse, esto es, de que el centro de expansion eleve a la litosfera oceénica.

Una de las conclusiones directas tomadas de este anélisis es que el centro de expansion es
més influyente para placas de edad intermedia que para las de edad mas extrema. Esto se ve
pues el valor del error porcentual es maximo en placas con largo en el rango 250 — 300 km
(e =0,07%) y luego tiende a cero en los extremos. Para una placa mucho mayor es claro que
una fuerza en un extremo tiene un efecto menor, y que la forma de ella es mas dominada
por la condicion de borde y el Slab-pull, pero para una placa muy joven el modelo eléstico
muestra que ella tampoco presenta mucha variaciéon y se comporta mas rigida, algo semejante
a la gran resistencia que muestran los materiales a flectarse, al tener ellos poca extension. De
todas maneras el efecto es pequeno y en el caso de maximo error, la altura del maximo vari6
3,2 m.
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También al comparar la forma de la placa para diferentes largos puede verse que para las
placas menores no existe Quter-rise, sino que este empieza a exhibirse desde los 175 km de
largo. Para tener una idea aproximada de este fen6meno podemos verlo desde la solucion
analitica de la Ecuacion . Al calcular el primer cero de la funcién w(x), usando super-
indices para indicarlo, se encuentra que este ocurre en:

.« Bh
_a _ h 2.11
"o B atan( atanf + hn) (2.11)

Luego el segundo cero es dado usando la periocidad de la funcién tan, por lo tanto tenemos
que: x5 =z} + %7‘(‘. Dado todo esto, se tendra que la solucién exhibira Quter-rise si el largo
del sistema alcanza a contener al menos dos ceros. Esto es si el largo L del sistema cumple

con:

Q Bh «
L>—at - — 2.12
_5aan( atan9+hn)+ﬁw (2.12)

Usando esto por ejemplo para el perfil P09, se tiene que recién el Quter-rise se muestra
para un largo de unos L,,;, = 327 km. Finalmente, al usar una fuerza dependiente del espacio
y no homogénea, este largo minimo no varia demasiado.

2.4. Modelo II: Carga de sedimentos

Por iltimo se agregara a la placa una carga extra debida al peso de sedimentos en la fosa.
De acuerdo con Contreras-Reyes y Osses, (2010), una densidad apropiada para los sedimentos
acumulados en la fosa serfa de p, = 2000 km/m?, y simplificando el dominio donde estarfan
los sedimentos, se puede decir que esta carga se aplicara sobre la placa de la forma:

_J (ps—pw)gw st x <z
gs(z) = { 0 i 7> (2.13)

En donde z* es el primer paso por cero de la flexion. La Figura[2.9|representa graficamente
la idea anterior. Usando esta fuerza se realizd un ajuste de la misma forma que en la seccion
anterior, moviendo la intensidad v y el espesor elastico. Los resultados del ajuste y sus errores
asociados son mostrados en la Tabla[2.4] Ademas se muestran los perfiles sintéticos y los datos
en la Figura 2.10]
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Figura 2.9: Ejemplo de un modelo de placa con una carga generada por los sedimentos en la
fosa. Se tom6 como ejemplo el perfil P06.

2.4.1. Resultados

En general los resultados son similares a los obtenidos en la secciéon anterior, salvo que
el error calculado aument6 un 7,4 %. Por otro lado, en ambas modelaciones las fuerzas son
mayormente tensionales en la fosa, salvo en el perfil P11 en donde se encuentra una fuerza
compresional que mejora el ajuste (7,4, > 0). Las intensidades de las fuerzas también en ge-
neral son mayores que en el primer caso sin sedimentos. Finalmente los espesores encontrados
son mayores cerca de un 11 % que los encontrados en la secciéon anterior.

Perfil | vmaz Fraz(N/m) | Te(km) [/ Erms(km)
P01 | —0,23 | —33 x 1012 34 4,8° 0,187
P02 | —0,56 | —53 x 1012 25 5,6° 0,113
P03 | —1,38 | —95 x 10!2 20 6,4° 0,120
P04 | —0,22 | —20 x 10!2 28 3,4° 0,197
P05 | —1,15 | —111 x 1012 26 4,2° 0,103
P06 | —0,23 | —21 x 1012 25 3,6° 0,088
P07 | —1,15 | —144 x 10%2 30 5,5° 0,184
P08 | —0,92 | —161 x 10'2 38 3,9° 0,147
P09 | —0,23 | —56 x 102 47 3,6° 0,280

Tabla 2.4: Pardametros encontrados para ajustes a perfiles batimétricos con carga de sedimen-
tos
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Figura 2.10: Ajuste para los perfiles topograficos utilizados. La linea azul representa la flexion
sintética y la linea negra los datos. La zona coloreada representa el lugar de acumulaciéon de
sedimentos, ejerciendo estos una carga vertical hacia abajo sobre la placa. Se grafica la flexion
en unidades de largo caracteristico, es decir, =/« sin unidades

2.5. Modelo III: Reduccion del Espesor Elastico y Fuerzas
Nulas

Una visién paralela del problema surge cuando se busca eliminar el problema de tener
fuerzas demasiado grandes, que por consecuencia generan esfuerzos del orden de los G Pa.
Esto es posible si uno cambia las condiciones de borde como vimos en la seccion [2.2] o de ma-
nera alternativa, se permite reduccion del espesor elastico en la cercania de la fosa oceénica,
de acuerdo al trabajo de Contreras-Reyes y Osses, y Manriquez et al. . Aqui se
querra permitir una reduccion del espesor elastico en la cercania de la fosa y ver el efecto que
esto produce en la soluciéon al considerar al mismo tiempo fuerzas horizontales nulas.

Para este ajuste se utilizaron los mismos angulos en la fosa que en 2.3.2] y se permiti6
variacion tanto en el espesor maximo como en el porcentaje de reducciéon p en la cercania
de la fosa, siguiendo la simulaciéon hecha en Contreras-Reyes y Osses, . Para todos los
perfiles se escogi6 la misma zona de reduccion (para poder disminuir la eleccién de parame-
tros libres) y se buscaron: el valor del espesor elastico final y su porcentaje de reduccion en
la cercania de la fosa para cada perfil, disminuyendo el error cuadratico medio entre el perfil
sintético y la batimetria utilizada.
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2.5.1. Resultados

El espesor elastico minimo se calcula de la forma: Tt - (1%.0“), y para todos los perfiles la zona

de reduccion se escogio entre los 15 y 90 kilometros después de la fosa (que por definicion es
en ¢ = 0). Los errores mostrados en la Tabla también han sido modificados ignorando

grandes perturbaciones en los perfiles como en los casos anteriores.

Perfil | Te (km) m [ Erms(km)
PO1 32 30% | 5,7° 0,147
P02 29 30% | 5,10 0,100
P03 11 45% | 5,00 0,151
P04 15 30% | 3,8° 0,171
P05 14 45% | 3,0° 0,092
P06 14 20% | 3,5° 0,156
PO7 12 80% | 3,6° 0,079
P08 12 25% | 4,4° 0,086
P09 20 20% | 5,5° | 07211

Tabla 2.5: Pardmetros encontrados para ajustes a perfiles batimétricos reduciendo el espesor
elastico en la cercania de la fosa.

P01 P02 P03
1 * 0
0 1] -1
-1
5 1 -2
3 3
0 2 4 6 8 1] 1 2 3 4 5 6 1] 2 4 [ 8 10
PO, P05 P06
A~
E 0
0 0
-0.5
<
-1 1 -1
5 15
3 2 2
0 2 4 6 8 10 0 5 10 15 0 2 4 6 8
PO P08 P09
0 . N — 1 2
0 At S
1 i} —
2 -1 R
3 -2
0 1 2 3 4 5 6 0 5 10 15 20 0 2 4 6 8 10
T/ «

Figura 2.11: Ajuste para los perfiles topograficos utilizados. La linea verde representa la
flexion sintética y la linea negra los datos. Se grafica la funcion en unidades de largo carac-
teristico, es decir, x/« sin unidades.

A partir de estos resultados se ve que en la mayoria de los perfiles se puede reproducir
bastante bien la forma de la placa utilizando un modelo con fuerzas horizontales nulas y con
una reduccion del espesor elastico en la cercania de la fosa. Tan solo el ajuste al perfil P03
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presenta una mayor diferencia con los datos que el resto de los ajustes, y esto es en la zona
del Outer-rise, es decir, en los primeros kilémetros desde la fosa.

A manera de comparacion se muestran los errores cuadraticos medios calculados en los 3
modelos: con fuerzas horizontales, incluyendo carga de sedimentos y reduciendo el espesor,
ambos graficados en la Figura [2.12]
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Figura 2.12: Errores cuadraticos medios de los 3 modelos utilizados en este capitulo: (rojo)
usando fuerzas horizontales, (azul) incluyendo carga de sedimentos y (verde) usando reduc-
cion del espesor elastico en la cercania de la fosa y usando fuerzas nulas.

De aqui se puede ver que esta aproximacion posee en general menor error que las anteriores,
y aunque no es una diferencia muy considerable, posee la ventaja que anula completamente
las fuerzas horizontales que generaban esfuerzos fuera del rango realista o esperable para la
litosfera oceanica.

2.6. Conclusiones y Discusion

En primer lugar podemos comparar los resultados obtenidos en los modelos I y II, donde
ambos incorporan fuerzas horizontales. Al comparar las Tablas y se aprecia que los
ajustes con carga de sedimentos produjeron mayores errores y mayores intensidades en las
fuerzas. Por otro lado, ambos modelos muestran una necesaria naturaleza tensional de la
fuerza en el borde, es decir, v < 0 en la mayoria de los ajustes a los perfiles. De acuerdo a
Garcia-Castellanos et al. y sus modelaciones para la fosa de Tonga-Kermadec en la
placa del Pacifico, al introducir una fuerza horizontal tensional en la fosa, esta produce un
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mejor ajuste con la batimetria utilizada. La conclusion directa de ellos, es que el Slab-pull do-
mina sobre las otras fuerzas y favorece el movimiento de la placa. Ademaés la intensidad para
la fuerza en la fosa obtenida por ellos es de F' = —4- 102 N/m (equivalente a un v = —0,1),
para una placa de espesor T, = 17 km. La diferencia con las intensidades obtenidas en este
trabajo proviene de que ellos realizaron una modelacion elasto-plastica, por lo que las fuerzas
se ven reducidas en comparaciéon a cuando se utiliza un modelo sélo elastico, siendo este
ya conocido que sobrevalora los esfuerzos y las fuerzas involucradas (De Bremaecker, (1977
Turcotte y Schubert, [2002).

Por otro lado, solamente observando lo obtenido en el modelo III, vemos que se pueden
generar flexuras que se ajustan a las observaciones haciendo una reduccion del espesor elasti-
co en la cercania de la fosa. Esto genera un efecto similar a una fuerza horizontal y tensional
en esa zona, sin necesidad de tener un esfuerzo poco realista asociado. En algunos casos
esta reduccion fue bastante abrupta como la usada para el perfil P07, con una reducciéon de
i = 80 %. Otra diferencia importante de este modelo y los anteriores fue que los espesores
elasticos fueron en general menores a los usados en M2 y M1. Puesto que uno esperaria que
en realidad si existan fuerzas horizontales dada la dindmica ya conocida en un margen de
subduccion, se podria proponer un modelo mixto que incluya la reducciéon del espesor, causa-
do por fracturas e hidratracion de la placa en esa zona (Contreras-Reyes y Osses, |2010) y la
dindmica del Slab-pull descrito por Forsyth y Uyeda, (1975) y utilizado en las simulaciones
de Garcia-Castellanos et al. 2000.

Finalmente se tiene que atin para modelos bastante simplificados, no es directo entender
cuales son los principales factores que dominan la dindmica de la subducciéon y como afectan
a la deformacion de la litésfera oceanica. Vemos que en todas las modelaciones, las fuerzas
horizontales producian una gran deformaciéon para pequenas intensidades, mientras que las
cargas verticales debian ser mucho mayores para afectar la flexién, lo cual coincide con el
trabajo de Karner et al. (1993), quienes estudiaron de manera mas completa el como afectan
las fuerzas horizontales a la deformaciéon de la placa. Esta diferencia de sensibilidad es la
expuesta en la seccion En cuanto a la modelaciéon que permite reducciéon del espesor
elastico, esta se ve como una posible solucién para intentar reducir las fuerzas involucradas
del modelo eléstico. Es sabido que al cambiar la reologia de la placa de una elastica a una
fragil-duactil, los esfuerzos disminuyen (Buiter et al. 1998; Goetze y Evans, 1979; McAdoo
et al. [1978)), por lo cual se visualiza un nuevo camino gradual, introduciendo reduccion del
espesor ademés de cambiar la reologia en el sistema, estudiando los efectos en la litosfera
oceanica y en la generacion de perfiles sintéticos a partir del modelo.
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Capitulo 3

El Problema del Obstaculo

3.1. Introducciéon

En este capitulo se presenta un primer desarrollo del problema de flexién de placas en
un ambiente de subduccion. La idea central es extender el dominio del problema de flexion
de placas del capitulo anterior de Q = (0, L) — (—Ly, L2), incluyendo la zona de contacto
entre la litosfera ocednica y la placa continental, denominada zona interplaca. Con el objetivo
de modelar el contacto y la interacciéon entre las placas, en este capitulo se aproximara el
problema principal a resolver la flexion de la litosfera oceénica en presencia de un obstaculo
rigido o eléstico (esto sera explicado en las proximas secciones), siendo el obstaculo la placa
continental. Siguiendo el planteamiento matematico capitulo anterior, se quiere resolver la
siguiente ecuacion diferencial:

d*w d>w
D@—FF@—l—Ap(x)gw:q Vo € ) (3.1)

sa w(x) < g(z) Vo e Q

En donde z = 0 corresponde a la ubicacion de la fosa, x = Ly un punto suficientemente
alejado de todo el proceso de subduccion y x = —L; un punto donde las placas ya estan des-
acopladas en la astenodsfera en profundidad (tipicamente a una profundidad de unos 200 km).
Ademas ahora se agrega que la flexion esté sujeta a (s.a) la restriccion de ser siempre menor
o igual a la funcion g(x), que modela el borde inferior de la placa continental que entra en
contacto con la litésfera oceanica. También se asume que la rigidez D de la placa es constante
en todo el dominio.

Otro cambio considerable es que ahora el contraste de densidad Ap es funcion de z, pues
no en todo el dominio se tiene el mismo material por sobre y debajo de la placa. El como
se tomaré este término sera tratado en las proximas secciones. Por tltimo, falta agregar las
nuevas condiciones de borde para este problema que se tomaron de borde libre en z = Ly y
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tipo bisagra en x = — L4, es decir:

dw
Ly) =0 —(Lg) =0 3.2
w(la) =0, S(L) (32)
La justificacion de las condiciones de borde impuestas en x = —L; viene de que supone-

mos que a gran profundidad la litosfera oceénica ya no siente ningin contacto con la placa
continental. La Figura [3.1| representa la interacciéon entre el obstaculo y la litésfera oceanica
propuesta en este modelo.

Figura 3.1: Esquema de un contacto rigido entre las dos placas. La litosfera oceanica no podra
sobrepasar el contacto con la placa continental representado por g(x).

La forma de tratar la restriccion seré el incorporar en el programa de diferencias finitas
del Apéndice [D|un algoritmo extra de penalizacion a la solucion, hasta obtener convergencia
bajo alguna tolerancia, obteniendo asi una nueva soluciéon que se adapte al obstaculo.

Por otro lado, seréd de interés también calcular los esfuerzos internos en la placa para tener
alguna referencia sobre que tan realista es la solucién en acorde con trabajos de resistencia
de rocas similares antes del fallamiento (Bodine y Watts, 1979; Goetze y Evans, 1979). Para
un caso 1D estos se calculan facilmente haciendo uso de la Foérmula y usando se
obtiene:

K B E d?w
O w i S
Finalmente usando que M(x) = —D%ﬁ’, es decir que el momento en la placa es direc-

tamente proporcional a la curvatura (consecuencia directa en un modelo elastico) podemos
escribir que el esfuerzo interno en la placa es:
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2 (3.3)

3.2. Obstaculo Rigido: Parametros del modelo

3.2.1. Forma del contacto

El modelo depende fuertemente de la eleccion de la funcién obstaculo g(z), pues se espera
que la placa en una cierta region del dominio se adapte a este. Para la modelacion se ha
elegido un contacto suave que pueda ser representativo de una zona interplaca tipica en un
margen de subduccion, esto es una funciéon del tipo:

50
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Figura 3.2: Forma del obstaculo 1D utilizado en la modelacién. Se tiene un crecimiento
exponencial entre z, vy 1 y luego un cambio de curvatura a un crecimiento logaritmico entre
21y xo. Las constantes: y,, y1, ¢1, ¢2 se toman garantizando continuidad y diferenciabilidad

de la funcion g(x) en todo el dominio.

3.2.2. Flotabilidad variable

Puesto que el contraste de densidad entre los materiales por sobre y por debajo de la placa
varfan a lo largo de la placa, el coeficiente Ap es funcion de x. Ademas se sabe que la densidad
del manto debe ser funcion de la profundidad a la que se encuentra la placa, por lo que no es
directo como escoger este término de forma que capture la correcta flotabilidad que sufrira
esta. Una aproximacién posible a este problema es dividir el dominio en 3 sectores: uno antes
de que comienze el contacto, otro en la zona interplaca y finalmente uno tras la fosa, tal como
indica la Figura Aproximando la densidad del manto como uniforme e independiente de
la profundidad, y simplificando el primer contraste como la mitad del segundo, se tiene que
los contrastes serian: Aprrr = pm — Puws Dprr = pie — po ¥ Apr = %Apn. De donde p,, es
la densidad del mar, p,, la densidad del manto astenosférico y p;. la densidad de la litosfera
continental.
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Figura 3.3: Esquema de un contacto rigido entre las dos placas. La litosfera oceénica no
podra sobrepasar el contacto con la placa continental representado por g(x). Se denotan los
dominios por los niimeros I, II y III.

3.2.3.

El algoritmo de Penalizacién

La forma de interaccién entre la placa y el obstaculo que se plantea en este trabajo
es mediante un algoritmo iterativo de tres pasos, en que se trata de penalizar la solucion
mediante una fuerza ficticia que aparece en los lugares donde la restriccion inicial es violada
(para mayor detalle ver el Capitulo V de Bartels, 2016)). Esto se realiza incorporando al
método de diferencias finitas del Apéndice [D] el siguiente esquema:

paso 1:

paso 2:

paso 3:

Se resuelve mediante diferencias finitas (ver Apéndice D)) la Ecuacion con las
condiciones de borde sin ninguna restriccion, esto es resolver: Alw = b'. De
aqui se obtiene la soluciéon w!(z) para el paso 1.

Se define el conjunto de todos los puntos donde w! > g, es decir donde la restriccién
es violada. Una vez hecho esto, se perturba la matriz del sistema original y su lado
derecho de la forma:
A2 = Al +e- diag(]l{w1>g})
b2 = bl +e-9- ]l{w1>g}

Esto se hace para hacer aparecer una fuerza proporcional a w en la ecuaciéon que
hace disminuir la zona de violaciéon de la restriccion. En donde e representa la
intesidad de esta fuerza y es encontrado mediante prueba y error. En esta modela-
cion se utilizo € = 1072 (Este valor podria haberse reducido pero se escogit de tal
forma de generar un sutil traslape, evitando generar artefactos en los esfuerzos).

Se calcula una nueva soluciéon proveniente de A?w = b%. Esta es llamada w?. Con
esta se calcula una nueva indicatriz y asi se repite el proceso.

Este algoritmo se repite n-veces, hasta que no se perciba variacién entre w™! y w", es
decir cuando ||w™ — w™!|| sea menor que una cierta tolerancia escogida en todos los casos
igual a 1078,
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3.2.4. Resultados

Se propuso una placa continental con méxima profundidad de 200 km, para asegurar que
la litosfera oceanica en la parte mas profunda se encuentre desacoplada. Se usaron condiciones
de borde en x = —L; de w = —250 km y por simplicidad momento nulo M|,—_r; = 0, por lo
tanto la placa puede rotar libremente en ese extremo.[] Se utilizaron ademés los parametros
elasticos de la Tabla con espesores eléasticos de T, = 10, 25 y 40 km, que originan valores
para o de 32, 65 y 92 km. Ademés se ha supuesto una densidad para la placa continental
de pi. = 2800 kg/m3. A manera de convencion, para la discusion se utiliza que un esfuerzo
positivo es de caracter compresional, es decir acorta las fibras, y un esfuerzo negativo es de
caracter tensional, es decir extiende el tamano de las fibras elésticas

Se grafica en la Figura la solucion entregada por el método ademaés de los esfuerzos
04, distribuidos al interior de la litésfera oceanica. Puesto que en la deduccién de la ecua-
cion ya habiamos despreciado el espesor, considerando tan sélo la placa como una superficie
geométrica, el mapa de esfuezos se obtiene integrando entre —7,/2 y T./2, por lo tanto
crece de forma lineal al separarse de la superficie neutra fijada en z = 0.

Se han omitido los esfuerzos que se ubican cerca del extremo izquerdo por ser demasiado
altos y por depender fuertemente de la posicién en que se fije la placa, en contraste con la
zona cerca a x = —6a, en donde esta zona es mas bien independiente de las condiciones de
borde, pero si de la forma en que se fije el obsticulo. En la Figura se grafican ademas
el valor de los esfuerzos en la primera fibra de la placa, es decir el valor extremo que estos
alcanzan en la placa en z = T,,/2.

T. =10 km T. =25 km T, =40 km
Mjosa 20x10°N | —7.9x10°N | —16x10° N
Viea | —1,5 % 1077 N/m | —5,9 x 1077 N/m | —12 x 107 N/m
O ose 6,8° 3,4° 9, 4°
Weosa —3,9 km —3,9 km —-3,9 km
max w(x) 0,42 km 0,42 km 0,42 km
L. 698 km 1371 km 1806 km

Tabla 3.1: Valores caracteristicos de la soluciéon usando un obstaculo rigido. Se muestra el
valor medido en la fosa del momento de flexion (M y,s,), la fuerza de cizalle (V,s,), €l angulo
de subduccion (64s4), la profundidad (wy,s,), €l méaximo de la flexion (maz w) y el largo del
contacto (£).

IMas adelante se discutira este punto y se estudiara el comportamiento al variar este valor, pues es sabido
que en la astenosfera hay flujos que pueden dar un momento no nulo a la placa
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Figura 3.4: Mapas de la distribucién de esfuerzos al interior de la placa con un obstéculo
rigido. El grosor de las placas esta exagerado para una mejor visualizaciéon

Podemos detectar que todos tienen un cambio en el signo justo después de alcanzar el
valor maximo. También es en este lugar donde el obstaculo cambia de curvatura, por lo que
vemos que la solucion es fuertemente dependiente de la forma escogida del obstaculo. Por
ultimo, vemos que la forma de los esfuerzos se mantiene independiente del espesor escogido y
que el valor global de los esfuerzos disminuye al crecer el espesor pero su forma se mantiene
mas bien1 independiente, pues al ver la ecuacion vemos que la dependencia es del tipo

Omaz ™~ g+
2
Te
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Figura 3.5: Valor del esfuerzo maximo en la placa (es decir para z = T,,/2) para los distintos
espesores utilizados, en funcion de x/a. Se omite el valor en los primeros kilémetros por
depender fuertemente de la posicion en que se fije la placa, lo cual en este modelo es arbitrario.

A grandes rasgos vemos que existen dos zonas importantes dentro de la placa, una en
donde el obstéculo cambia de curvatura y otra en el Outer-rise fijado en x = 0. En la pri-
mera parte tenemos un cambio de signo en el esfuerzo y dos zonas de maximo y minimo.
Al seguir el esfuerzo en la primera fibra tenemos que se pasa abruptamente de compresion
a tension (de negativo a positivo). Esto ocurre aproximadamente en /o = —6 acompanado
de una zona pequena de despegue entre las placas. A pesar de que en principio no se sabe
exactamente donde ocurre para un caso realista este cambio, se espera que la placa tenga un
comportamiento similar en esta zona y que en un cierto despegue los esfuerzos aumenten con-
siderablemente. Lo otro notable es un segundo méximo ubicado en el comienzo del contacto
(x/a ~ 1), es decir, en la fosa, en donde tenemos tension en la placa, esperando fallas del
mismo tipo en las cercanias del Quter-rise. Luego los esfuerzos aumentan cambiando de signo
levemente ya en el extremo derecho de la placa. Podriamos inferir fallas de tipo compresional
en las ceranias del centro de expansion.

Finalmente a modo de comparacion con los modelos futuros se calcularon valores signi-
ficativos de la solucion tales como el largo del contacto, valor de la altura méaxima en la
deformacion, profundidad de la fosa y la intensidad del momento y la fuerza de cizalle en la
fosa mostrados en la Tabla 3.1l

Los valores obtenidos para M y V en la fosa son semejantes a los obtenidos por Contreras-
Reyes y Osses, (2010) y Manriquez et al. (2014). Por otro lado, el angulo inicial de subduccion
medido en la fosa es siempre menor a 10° lo cual esté de acuerdo con los trabajos y estudios
similares del margen chileno de Contreras-Reyes et al. (2013} 2015) y Contreras-Reyes et al.
(2010); no asi el largo del contacto, en donde se esperaria un largo estimado de unos 200 km.
Podemos atribuir esta diferencia con la simplicidad del modelo, pues existe una gran zona en
donde las dos placas estan totalmente acopladas eliminando toda interaccion. Finalmente a
pesar de ser un modelo bastante simplificado nos entrega una familia de maximos y minimos
en la distribucion de los esfuerzos internos, pudiéndo ser estos interpretados como zonas de
debilidad en la placa, pues el valor encontrado excede los valores esperados y realistas en
un contexto geofisico y tectéonico, por ejemplo del caso chileno. Esto sugiere una variacion al

29



modelo que se detallara en la proxima seccion.

3.3. Obstaculo Elastico

Se llamara obstaculo eléstico a la funciéon g(z) que puede adaptarse a la forma de la li-
tosfera oceanica en medio de la simulaciéon. En otras palabras, se plantea una simulacién en
donde en cada paso iterativo el continente puede ser visto como una placa elastica que se
adapta a la forma de nuestra placa principal.

Esto no puede ser modelado sin antes tomar varias hipotesis previas y asumir parametros
elasticos nuevos para el continente. Para esto se asumi6 que el borde inferior del continente
se comporta como una placa elastica con un modulo de Young F, equivalente a un 20 %,
60 % y un 80 % el de la litosfera ocedanica. Los espesores elasticos se fijaron variables para la
litostera oceédnica entre los valores T, ; = 10, 25 y 40 km y para la placa continental un valor
fijo de T, o = 125 km. Por ultimo, asumiremos que el borde inferior de la placa continental
que llamaremos w.(x) satisface una ecuacion anéloga a la de la placa oceanica en un dominio
menor e igual a 2y = (—L4,0). Las condiciones de borde w;.(z) se escogieron tipo bisagra en
ambos lados de la forma:

wie(—Ly) = ha, M;(=L1) =0
wlc(o) =0, Mlc(o) =0 (34)

3.3.1. Resultados

La solucién para los distintos espesores y modulos de Young estan graficados en la Figura
3.6], y 3-8l A simple vista notamos que el continente al ser elastico, reduce considera-
blemente el largo del contacto y reduce los esfuerzos almacenados en la litésfera oceanica,
almacenéndose la energia elastica ahora en ambos cuerpos y no tan solo en la litosfera oceé-
nica. Ademas la zona de concentracion de estos es desplazada hacia la fosa respecto al primer
modelo. Por otro lado vemos que al dejar interactuar el obstéculo con la placa se elimina el
cambio de curvatura encontrado en el caso anterior, quedando solamente la placa continen-
tal de forma concava. Esto tiene su consecuencia en los esfuerzos, siendo estos mondtonos y
positivos en la placa en toda la zona interplaca, quedando esta por consecuencia dominada
por tension. De acuerdo a la Figura[3.9] tan solo se tiene un cambio de signo en la zona z > 2a.

Al aumentar el moédulo de Young de la placa continental vemos que el valor de los esfuerzos
en la litosfera ocednica disminuye globalmente. Atribuimos este efecto a que ahora el conti-
nente empieza a llevarse la energia elastica, al ser este més rigido. Por otro lado, al aumentar
el espesor de la litosfera oceanica observamos cambio en la deformacion y en los esfuerzos,
aumentando estos ahora cuando aumenta el espesor (fenémeno inverso a lo observado en el
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modelo anterior) y reduciéndose el largo del contacto al aumentar el espesor de la litosfera
oceanica.

Cabe notar que no se han graficado los esfuerzos del borde izquierdo de la litésfera oceanica
al depender estos fuertemente de la posicion de la placa, al igual que en caso con obstaculo
rigido. Estos se han llevado linealmente a cero desde el comienzo del contacto al borde
izquerdo, de ahi que el comienzo del crecimiento de las curvas de la Figura sean en linea
recta. Al seguir los esfuerzos de esta figura vemos que en la zona interplaca existen dos
méaximos de esfuerzo tensional (positivo) tan sélo para un espesor alto, siendo este uno solo
para los espesores menores. Luego tras la fosa se tiene una caida de esfuerzos considerable,
llegando a ser estos negativos, es decir generando compresion en el borde superior de la
litosfera oceanica. Finalmente los esfuerzos se estabilizan en cero.

(a) T, =10 km T, =25 km T, =40 km
M osa 7,2 x 101 N 8,6 x 10" N 15 x 10" N
Viea | 4,1 x 1077 N/m | 42,9 x 1077 N/m | 194 x 1077 N/m
O fosa 7,8° 14,2° 3,7°
W fosq —0,5 km —4,6 km —6,7 km
max w(z) 1,6 km 4,9 km 8,2 km
I 238 km 160 km 119 km

Tabla 3.2: (a). Valores caracteristicos usando un obstéaculo elastico en donde Ey/E; = 0,2

(b) T, = 10 km T.=25km | T.=40 km
M osa 50<10°N | 5,0x107 N | 14x 107 N
Viesa | 3,1 x 107 N/m | 29 x 1077 N/m | 84 x 107 N/m

O fosa 9, 2° 7,8° 8, 3°
Weosa —0,2 km —1,9 km —3,5 km
max w(x) 1,1 km 2,9 km 4,2 km
L. 320 km 1003 km 1393 km

Tabla 3.3: (b). Valores caracteristicos usando un obstéculo elastico en donde E,/F; = 0,6

(c) T. =10 km T, =25 km T, = 40 km
M tosa 4,6 x 1016 N 4.4 x 10" N 17 x 10" N
Viosa 2,8 x 10" N/m | 18 x 10Y" N/m | 85 x 107 N/m

0 fosa 4,9° 7,8° 10, 2°
Wosa —0,3 km —3,0 km —5,4 km
max w(z) 1,0 km 2.4 km 4,7 km
L. 348 km 1025 km 1473 km

Tabla 3.4: (c). Valores caracteristicos usando un obstéculo elastico en donde Fy/E; = 0,8

Por tltimo, al considerar los valores de la Tabla [3.4] vy compararlos con el caso anterior,
vemos que los valores del momento y la fuerza de cizalle medidos en la fosa crecen al crecer el
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espesor elastico de la litosfera ocednica, como también lo es el maximo valor de la deformacion,
la profundidad de la fosa y el dngulo de subduccion.

) o o o o o o o ) o ) o o a
n n ° n o non n 0 o w0
- B N N = N N
h

(uay]

Figura 3.6: Mapas de la distribucion de esfuerzos o,, al interior de la placa con un obstaculo
elastico (Ey/FE; = 0,2). El grosor de las placas esta exagerado para una mejor visualizacion.
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Figura 3.7: Mapas de la distribuciéon de esfuerzos o, al interior de la placa con un obstéaculo
elastico (Ey/E; = 0,6). El grosor de las placas esté exagerado para una mejor visualizacion.
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Figura 3.8: Mapas de la distribuciéon de esfuerzos o, al interior de la placa con un obstéaculo
elastico (Ey/E; = 0,8). El grosor de las placas esté exagerado para una mejor visualizacion.

3.4. Discusiones y Conclusiones

Vemos que al modelar de forma simple la zona de contacto en un ambiente de subduccion
y la interaccion entre las placas de forma meramente mecanica, el problema no es simple y
se generan interrogantes que los modelos elésticos no son capaces de abarcar y describir to-
talmente. Al considerar una aproximaciéon mas matematica como la recientemente expuesta,
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Figura 3.9: Forma de los esfuerzos en el techo de la litésfera oceanica. Se llevan a cero
linealmente en los primeros kilémetros por haber una fuerte dependencia de la posicién en
que se fije la placa, lo cual en este modelo, es arbitrario.

es decir, introduciendo restricciones a la ecuacion para la deformacion, vemos que de forma
simple se obtiene una no trivial acumulacién de esfuerzos dentro de la placa, lo que nos puede
dar una idea de como y donde se espera fallamiento en la litosfera oceanica al menos a primer
orden.

También podemos dar una primera aproximacion de la dindmica en el contacto y cémo
depende la deformacion de la litosfera en profundidad. Vemos que escoger un obstéculo de
antemano simplifica mucho el problema y que tiene més sentido darle alguna interaccion.
Esto produjo reduccion del contacto y de la intensidad de los esfuerzos al permitir una in-
teraccion bastante simple como lo es la elastica. También los esfuerzos se distribuyeron por
toda la placa y no quedaron de forma tan localizada como lo fue la soluciéon con obstaculo
rigido. Vemos que un contacto con cambio de curvatura no es favorable para el sistema y este
facilmente se elimina al considerar interaccién elastica entre los cuerpos; en consecuencia los
esfuerzos seran monotonos al interior de la placa habiendo reduccién de ellos en los bordes
de desacoplamiento.

Una modelacion similar se ha propuesto en el Apéndice en donde se ha modelado
la interaccion entre la litésfera oceanica y el continente usando la teoria de contacto de
Hertz, . Proponiendo una interaccion entre dos placas de secciéon rectangular se llegd
a resultados analogos a los encontrados en este capitulo tan s6lo que con resultados menos
regulares. La modelacién en detalle con su respectiva discusion esta realizada en el Apéndice

[El

35



Finalmente los parametros elasticos que se asumieron para el continente fueron poco ex-
plorados en esta tesis, salvo la rigidez de ambas placas (E y T). Se propone una linea futura
de investigacion para poder comprobar y testear con observaciones alguno de estos paré-
metros con mas detalle, pudiendo obtener asi informaciéon mecénica y elastica relevante del
contacto entre ambas placas.
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Capitulo 4

Flexion en la hitosfera oceanica 2D

4.1. Introduccién

El estudiar la flexion de una placa elastica bidimensional, es decir, considerdndola como
una superficie en R?, suele ser un desafio mayor y con varias preguntas abiertas, desde el
punto de vista tedrico y numérico de lo que implica generar un modelo que pueda reproducir
observaciones y predecir comportamientos. En este capitulo se quiere plantear un modelo 2D,
incorporando una zona de contacto entre la litosfera oceanica y la placa continental ademas
de cambiar la forma de calcular la solucién, dejando el método de diferencias finitas y mi-
grando a un método de elementos finitos utilizando el software libre FreeFem++.

Al tomar la Ecuacién y llevarla a un caso 2D de acuerdo al modelo de Kirchhof-Love
detallado en el Capitulo|l} podemos escribir que para un caso con T, homogéneo en el espacio
y para una placa sumergida en un fluido con un contraste de densidad Ap, tenemos:

DA*w + div(FVw) + Apgw =q en Q (4.1)

En donde Q = (=L, Ly) x (—Ls, L3) representa el dominio utilizado para este problema.
El sistema es homogéneo en la coordenada y, que es variada entre —L3 y L3, y pasa a ser la
dimension extra en este caso. Ademés, ahora la restriccion de obstéculo se representa de la
forma:

sa w(z,y) <glr,y) V(z,y) €

En donde la litosfera oceanica esta sujeta a no sobrepasar la superficie g(x, y) que modela
la placa continental y pasa a ser nuestro obstéculo en la simulaciéon. Antes de hablar de las
condiciones de borde utilizadas, podemos descomponer el borde de €2 de la siguiente forma:
0 =T1Ul'yuUl'3UTy, de esta forma podemos separar en distintas zonas definidas tal como
sigue:
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Figura 4.1: Malla utilizada para el método de Elementos Finitos. El dominio €2 es descom-
puesto en 4 curvas rectas.

i) Ty ={(z,y) €Ty | =—Ly, ye€ (L Ly)}
i) To ={(z,y) €Ty | v € (=Lo, L), y= L3}
iii) Ty ={(x,y) €T3 |x =1Ly, y€(—Ls,L3)}
w) Ty={(x,y) €Ty |z € (—Ly, L), y=—Ls}

Recordando que M = —DA*w y que V = - F3e 6“’ , las condiciones utilizadas en cada
uno de los bordes fueron:

w(z,y)=h, M(z,y) =0 V(z,y) el

M(z,y) =0, y) =0 V(z,y) el ULy

V(z,
w(r,y) =0, Z (z,y) =0 V(z,y) €T3

Es decir la placa se mantiene empotrada y horizontal suficientemente lejos del proceso
de subduccion, y en profundidad las condiciones son tipo bisagra (recordando [B.0.2)). En los
otros dos bordes restantes se asumio la placa libre.

4.2. El Método de Elementos Finitos (MEF)

La forma estandar de desarrollar este método es plantear una formulaciéon variacional de
la ecuaciéon a derivadas parciales que se desea trabajar. De esta forma la aproximaciéon ya
no es en los operadores diferenciales como en el método de diferencias finitas (MDF) sino
que se aproxima directamente el espacio donde se encuentra la soluciéon. Para tener una
exposicion general de este método ver por ejemplo Allaire, y Ciarlet, (2002). Para el
caso especifico de flexion de placas ver por ejemplo Bartels, y Braess, .
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4.2.1. Formulaciéon Variacional

Puesto que se esta trabajando con una ecuaciéon que implica derivadas de cuarto orden en
donde la incoégnita es w, podemos pasar a un sistema de ecuaciones con segundas derivadas,
en donde las incognitas son (w, M) de la forma:

~V2M + div(FVw) + Apgw = q
M + DV*w =0 (4.2)
Para escribir la formulacién variacional de debemos definir los siguientes espacios de
Sobolev: H,(Q) ={v e H(Q) |[v=0€T3Av=heTl 1}y Hy(Q)={P e H(Q) | P =
0 € T UTyUT3}, es decir los espacios donde viven las funciones test referidas a la flexion w

y al momento M. Multiplicando la primera de estas ecuaciones por v € H,, vy la segunda por
P € H), e integrando en todo €2 obtenemos:

/—VQMU—i—/diU(FVw)U—i-/Apng:/qv
Q Q Q

Q
/MP+/DV2wP:O
Q Q

Integrando por partes y usando que las funciones test satisfacen las condiciones de borde:

/VM-VU— a—MVv—/FVwVU—i-/ Fa—wv+/Apng:/qv
Q oo On Q a0 On Q Q

/MP—/DVw-VP—I— Da—szo
Q Q a0 On

/(VM-VU—FVwVU—i—Apng)—/ (a—M—Fa—w>h:/qv
Q r; 871 871 Q

/MP—/DVw'VP—O
Q Q

Restando ahora ambas ecuaciones llegamos a la formulaciéon variacional siguiente: encon-
trar encontrar (w, M) € H,, x Hys tal que lo siguiente se cumpla para todo (v, P) en el mismo
espacio:

PV / (VM-VU—FVMVU+Apng) —/ (MP—DVw-VP)
Q Q

—/ V~h—/qv:()
r Q

sa w(z,y) <g(r,y) V(z,y) €Q
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4.2.2. Algoritmo de Penalizacién

Al igual que en la seccion la forma de incorporar el obstaculo en el problema es
incorporar un algoritmo que penalice la soluciéon nodo por nodo de los elementos finitos. Esto
se hace incorporando un término extra en ambos lados de la ecuacion. Esto no es sin antes
determinar el subconjunto del dominio en donde la restriccion se viola y es en esa zona donde
se agrega un término que puede interpretarse como una fuerza de magnitud € que tiende a
separar la solucion del obstéaculo.

4.2.3. Obstaculo

Se utilizé un obstéaculo rigido para la simulacion, analogo al utilizado en pero ex-
tendido a R?, es decir, visto como una superficie homogénea en una dimensién, tal como
lo muestra la Figura [1.2] Se utilizo6 una profundidad méxima de 200 km y una minima de
9,6 km, siendo este punto la profundidad de fosa oceénica, en x = 0.

—Yo x € (— Lo, 1,

glx) = —Yo + 1 (€777 = 1) T € (X4, 11]
y1—co-In(x —xp + 1) x € (11,19

v/ - ' oo

Figura 4.2: Obstaculo utilizado para la simulacién. Se utilizé la misma expresion algebraica
del Capitulo @

4.2.4. Contraste de Densidad

No se pudo utilizar un contraste de densidad Ap(z) que pudiera dar cuenta de un cambio
en la densidad del manto en profundidad o de la diferencia de material que se encuentra
sobre la litosfera oceanica, por lo que dejoé este parametro constante explorando tan sélo el
comportamiento mecanico de la placa. Sin duda una fuente de investigacion seria incorporar
al modelo estos cambios y explorar su efecto en la deformacion.

4.3. Resultados y Discusiones

Se programo la formulacion con el algoritmo de penalizacion usando FreeFem-++.
Una dificultad encontrada en la implementacion del método fue que aunque se consideré fuer-
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za horizontal nula en principio, se debi6 utilizar una fuerza horizontal no nula pero pequena
con el fin de generar resultados realistas. Al considerar F' = 0 se generaban deformacio-
nes mucho mas pequenas que las esperadas, lo que se atribuyé como una consecuencia del
fenomeno de locking en la ecuacion. Esto ocurre cuando la convergencia de la solucién de
elementos finitos hacia la verdadera no ocurre de manera uniforme cuando h — 0 (Braess,
2007, Manriquez et al. [2014)). Una solucién que se propuso fue agregar un término pequerio
para las fuerzas horizontales, entrando ahora en juego el término que involucra el gradiente
de w.

Se graficaron las deformaciones para 3 distintos espesores de la litosfera oceanica: T, = 10,
25y 40 km, usando el mismo obstaculo para los tres casos. Las soluciones son mostradas en
las Figuras[4.3]y [4.4] Los momentos de flexion también fueron calculados y se muestran en la
Figura Ademés, con estos se puede determinar los esfuerzos méximos para los distintos
espesores, acumulados en la primera fibra, es decir, para z = % que es el techo de la placa.

s
200 s e 7 (IJ/ [

Figura 4.3: Flexion de la litosfera oceanica debido a la presencia de un obstaculo rigido
mostrando también la grilla usada. Los espesores usados son de T, = 10, 25 y 40 km.

Podemos notar que el valor de los esfuerzos tiende a ser mayor que los encontrados en el
caso 1D en el Capitulo [3] Vemos que al disminuir el espesor, la litosfera oceanica exhibe un
gran Quter-rise y el efecto del obstaculo es mas notorio en la placa. Para mayores espesores
esta adopta una forma més suave con poco abombamiento en la cercania de la fosa. Para
un mayor espesor elastico, la placa es mas rigida y no permite facilmente la formacién de
méximos localizados.
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Las Figuras [1.4] y [4.5| muestran la comparacion entre las distintas soluciones para distintos
espesores. Vemos que los esfuerzos en el techo de la litésfera ocednica disminuyen al aumentar
el espesor y tienen un cambio de signo en el cambio de curvatura del obstaculo g(z,y)
(aproximadamente en © = —6a) y otro en la fosa oceanica (z = 0).

Figura 4.4: Flexion de la litosfera ocednica debido a la presencia de un obstaculo rigido. Los
espesores usados son de T, = 10, 25 y 40 km

Vale la pena notar que no se trabajo en un planteamiento paralelo de modelo de contacto
usando fuerzas de contacto para el caso 2D. Esto es discutido y planteado como una linea
futura de investigacion en el Capitulo

4.4. Variacion de la Condicion de Borde

Se explor6é como cambia la forma de la solucién al variar distintos valores del momento
en la curva I'y, es decir en el extremo izquierdo de la placa al considerarla de manera uni-
dimensional, como lo hecho en los capitulos anteriores. Si definimos la cantidad constante
m = 1,2 x 101 N, se utilizaron: a) My = —3m, b) My = —2m, ¢) My = —m, d) My = 0, e)
My =m, f) My = 2m y g) My = 3m, cuyos perfiles estan graficados en la Figura . Los
esfuerzos generados estan graficados en la Figura [4.7]

Vemos claramente que al variar el momento en el extremo de la litosfera oceanica se
altera la deformacion en la primera parte. Luego de unos pocos largos caracteristicos todas
las flexuras se unifican y siguen la forma del obstaculo. Al ver los esfuerzos vemos que los
momentos negativos generan mayores esfuerzos maximos y no tan asi los positivos, por lo
que la primera parte de la soluciéon depende de la condicion de borde y el resto de la flexura
de la forma del obstaculo.
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Figura 4.5: Esfuerzos maximos de la litésfera oceanica debido a la presencia de un obstaculo
rigido. Los espesores usados son de T, = 10, 25 y 40 km

Figura 4.6: Flexion de la placa al variar el momento en I';.

En general se observa que al generar un modelo 2D usando elementos finitos al proble-
ma de flexion de placas en presencia de un obstéaculo rigido, se generan soluciones bastante
similares al perfil 1D encontrado usando diferencias finitas. No se tiene ninguna diferencia
cualitativa de la solucién, tan sélo la dificultad de generar un Outer-rise para largos espesores
elasticos.

El alcance de generar un modelo 2D es mucho mayor que el de un perfil unidimensional.
Por un lado es posible estudiar méas a fondo los efectos en la deformacion de la litosfera
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oceanica en presencia de montes submarinos, obstéculos de cualquier tipo y ademés permite
modificar facilmente el dominio y las condiciones de borde que se generan al considerar un
dominio curvo.

/o

Figura 4.7: Esfuerzos méximos en la placa al variar el momento en I';.

Por otro lado el valor de los esfuerzos encontrados al interior de la placa fueron mayores
que el obtenido en los modelos anteriores, por lo que vemos que es necesario incorporar al
modelo 2D nuevas restricciones o aproximaciones que permitan generar una soluciéon mas
apegada a las observaciones y evidencias pasadas. Un cambio de reologia y/o permitir varia-
cion de los parametros podria ayudar en este sentido.

En general se introdujo una nueva herramienta al célculo de la deformacion al introducir
el efecto de un obstéculo en la ecuacion y poder estudiar el efecto de este en la solucion.
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Capitulo 5

Conclusiones y Discusion

El estudio de la deformacion de la litosfera ocednica en un ambiente de subduccion tiene
multiples areas y aplicaciones dentro de las ciencias geofisicas como también en la ingenieria.
Un correcto entendimiento de los principales factores involucrados en este proceso y su efecto
en la deformacion de las placas tectonicas mantiene actualmente a muchos investigadores
activos en un mejor entendimiento de los fenémenos geodinamicos tales como los flujos as-
tenosféricos, enfriamiento de la litosfera oceanica y las fuerzas involucradas en un margen
convergente. Este trabajo consistié en proponer un modelo flexural para la litésfera oceanica
o placa subductante, que describa de forma simple el efecto de las distintas fuerzas involu-
cradas, y también se exploré el como afecta una zona de contacto, desde el punto de vista
geofisico y mecanico.

5.1. Fuerzas y Modelos 1D

Al explorar los modelos usados en el Capitulo [2] podemos ver que existen distintas formas
de modelar la flexion de la litosfera oceanica y la generacion de un perfil sintético que pue-
da ajustarse a uno que proviene de datos batimétricos, no tiene solucién tnica. Es en esta
etapa del estudio en donde deben usarse los conocimientos y resultados de otras ramas de la
geociencia tales como la geologia y sus argumentos reologicos para buscar apoyo y dilucidar
el tema. Ademés es importante tener en cuenta el contexto geofisico de la subduccion para
poder inclinarse por un modelo u otro, pudiéndo analizar los resultados y ver si caen dentro
de lo que llamariamos esperable dada el contexto geodinamico de la subduccién.

Dado lo anterior, en este trabajo vimos dos posibles formas de modelar: la primera es in-
cluyendo las fuerzas dominantes en la subduccion, introduciendo fuerzas horizontales y cargas
verticales. Ya se mostro que el sistema tiene distintas sensibilidades a estas dos componentes,
pero es inevitable que se generen esfuerzos no realistas (Caldwell y Turcotte, |1979; Parsons
y Molnar, [1976). La otra forma es eliminar estas fuerzas aceptando variacion en el parame-
tro de la rigidez, justificada por una mayor porosidad e infiltracion de fluidos de la litosfera
ocednica en la cercania de la fosa o alguna alteracion termal (Bry y White, 2007; Burov
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y Diament, 1995; Contreras-Reyes y Osses, 2010; Manriquez et al. |2014; McNutt y Menard,
1982). Esto tiene un efecto similar al primero ayudédndonos a eliminar total o parcialemente
los esfuerzos internos.

El cambio en la reologia no fue explorado y se propone una linea de trabajo que conlleve
el poder relajar las hipotesis del modelo eléstico. Explotar el modelo 1D puede traer buenos
frutos en el campo del estudio flexural y en el entendimiento de como la litosfera oceéani-
ca puede ser modelada como una barra delgada con pequenas deformaciones respecto a su
largo y su espesor, pero es sabido que al usar estas hipotesis los esfuerzos se sobre estiman
(Capitanio et al. 2009; McAdoo et al. |1978]). Por lo tanto se propone incorporar a la mode-
lacion procesos de deformacion fragil-dactil como lo han hecho ya varios autores (Buiter et
al. [1998; Goetze y Evans, 1979; Hunter y Watts, 2016; McAdoo et al.|1978). Basicamente es
un cambio en la forma en que se obtiene el momento de flexion M (z), donde ya no es sim-
plemente proporcional a la segunda derivada de w, sino que es obtenido de una integracion
numérica de los esfuerzos siguiendo un modelo de curva de resistencia o mas bien conocida
como Yield Strength Envelope (YSE). De esta forma se obtiene un momento de flexion total
M;,+(x) que nos entrega una rigidez efectiva que puede ser calculada de la forma (en donde
se ha llevado al primer orden de aproximacion): Dese(x) = M, /w”. Esto nos permite recal-
cular la flexion usando como input esta nueva rigidez y asi iterar el proceso hasta no percibir
cambios significativos en la solucion final. Usando esta metodologia los esfuerzos se reducen
y se encuentra un nuevo espesor elastico, menor que el que se consideraria con un modelo
puramente mecanico. Lo anterior esta representado en el siguiente esquema:

(2) YSE o

R — \ - ;
if."_f“'% \ ’
( 3 ) Ductile ’/
= f 0 (z)zdz
tot T

)
Dyw) = -M /v

Figura 5.1: Esquema representativo de la incorporacion de la curva de rendimiento (YSE).
(1) Se obtiene una solucién w(z) con rigidez constante. (2) A partir de esto se calculan los
esfuerzos internos en la placa o,,. (3) Usando un modelo de curva de rendimiento y los
esfuerzos se obtiene mediante integracion numérica el momento de flexion total M;,. (4)
Usando esto se calcula una nueva rigidez que en general es dependiente del espacio. Esta
rigidez es utilizada para calcular una nueva solucion w(x). Se itera el proceso hasta obtener
convergencia.
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5.2. Modelo de Contacto

En este trabajo de tesis se ha propuesto una forma de modelar la zona de contacto entre
las litosferas oceanica y continental agregando un obstéculo (ver también el tratamiento via
fuerzas de contacto realizado en el Apéndice . Vemos que al introducir una simple res-
triccion a la ecuacion de equilibrio para una placa en un dominio extendido, se genera una
solucién no trivial que puede ayudar a entender mejor la dindmica de un contacto. Se registro
una dependencia a la forma que adopta el continente y un favorecimiento a un contacto de
forma concavo cuando se permitié interaccion entre los cuerpos. Al cambiar la forma de mo-
delar introduciéndo fuerzas de contacto en vez de la restricciéon, vemos una soluciéon similar,
con un contacto més débil y esfuerzos mas elevados producto de la existencia de zonas de
desacople entre las placas.

El modelo entrega un mapa de esfuerzos internos en la litésfera oceanica que es de in-
terés cuando se quiera estudiar qué zonas estarian sobre méaximos de tension/compresion y
que fallamiento uno esperaria dada la geometria y mecéanica del contacto. Esto puede ser
acompanado de un estudio sismologico y téctonico en la zona y especificamente dentro de
la placa, obteniendo una retroalimentacion valiosa para la validacién, como lo hecho por
Garcia-Castellanos et al. (2000)).

Una forma de vincular lo hecho es estas secciones con la primera parte de esta tesis es
estudiar los maximos y minimos del momento de flexion de la placa (o también llamado
bending moment). En el caso analitico que se ha graficado para distintas intensidades de la
fuerza horizontal en la Figura [2.2] vemos que por ejemplo, si las fuerzas horizontales pueden
ser despreciables (es decir que F' << F,,,4, 0 directamente v = 0) el bending moment tendréa
un punto de méximo y minimo cercano a la fosa. Este valor puede ser calculado al buscar
los ceros de la funcion V = dd—]\f. Al realizar esto llegamos a una ecuacion trascendental que
puede ser analizada graficamente. Si 2*/« es el punto critico cercano a la fosa, este cumple
con:

h(Bn —n° +26%0) + A(B* = B+ 280* )+  h+ A  2h+ otand
h(Bn? — 8%+ 26n%) + A(=B%n+° —26%n)  h—A  atand

tan(z*/a) = (5.1)

En donde los factores  y 5 toman el valor unitario por ser el caso sin fuerzas horizontales
y en este caso A = atanf + h, es un factor que depende de las condiciones de borde. Para
entender como se comporta este valor se ha calculado su posicion para distintas variaciones de
las condiciones de borde y espesor elastico, graficaindose en la Figura[5.2] En el eje horizontal
se grafica la posicion del punto critico y en el vertical (punto azul) el valor del pardmetro
variado segin corresponda, coincidiendo con el minimo del bending moment.
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— M(x)
h =-2,6 km: # = 2,3° = 40 km; h = -2,6 km

Figura 5.2: Puntos criticos (minimos: puntos azules, maximos: circulos azules) para el bending
moment generado por la solucion analitica del Capitulo 2 con v = 0. (Iz.) Se permite variacion
de la posicion inicial h, (Cent.) se permite variacion del espesor elastico T, y (Der.) se permite
variacion del dngulo inicial de subduccién 6. La altura de los puntos azules indican el valor
del parametro movil. En lineas rojas se muestra la forma que adopta el bending moment en
unidades normalizadas, producto de las variaciones de los parametros.

Se puede apreciar que en la cercania de la fosa siempre habran un maximo y un minimo,
cambiando el orden en que aparecen segun la elecciéon de los parametros. La distancia entre
ellos es constante e igual a an/2, debido la periocidad de la funcién tangente de Es-
tos puntos serian zonas de maxima concentracion de esfuerzos tensionales o compresionales,
esperandose en ellos zonas de maximo fracturamiento acompanados de sismicidad inter e
intraplaca.

Al estudiar el minimo del bending moment (punto azul), vemos que este se mueve de for-
ma similar al variar cada uno de los tres parametros escogidos, es decir, como una funcion
decreciente al aumentar la posicion que se encuentra de el minimo de la fosa. Es notable
que solamente al variar el espesor, no existe intercambio de la posicién en que aparece el
minimo y el maximo. Por otro lado la variaciéon en el dngulo genera una cierta saturacion
al aumentar el angulo sobre los 3°, por lo tanto, que el minimo quede en la zona interplaca
(x < 0) dependeria de la variacion de h y se darfa en placas con una fosa no tan profunda,
sino mas bien con una profundidad menor que los 2 km (también podria darse con fosas més
profundas pero con angulos iniciales de subducciéon mayores).

También se muestra en cada caso el valor del momento o bending moment. De esto se pue-
de ver la existencia de un méaximo cercano a la fosa para placas méas profundas (h < —3 km).
Esto mostraria que placas con una fosa suficientemente profunda tendrian un rapido cambio
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de curvatura en la zona interplaca. Esto fue también visto en los modelos de contacto del
Capitulo[3] Vemos también que al aumentar el angulo inicial de subduccién se genera un cada
vez mayor maximo en la zona tras la fosa, por lo que placas muy empinadas al subductar
tendrian mayor fallamiento en la zona del Outer-rise. Por ultimo al variar el espesor vemos
un comportamiento mas monoétono en el bending moment. Tan sélo vemos que para placas
menos rigidas, el punto critico se aleja de la fosa de forma proporcional. Podriamos inter-
pretar que de acuerdo al modelo elastico, placas méas rigidas tenderian a acumular mucha
energia por la deformacion en la fosa y no asi las con menor espesor.

A manera de ejemplo se toma la combinacién de parametros: h = —2,6 km, 6 = 2,3°
y T, = 40 km. Al evaluar esto en el momento critico se obtuvo un valor de M, =
—3,2 x 10 N en aproximadamente /a0 = 0,4, que generarfa un esfuerzo maximo de
acuerdo con la Ecuacién de 00 = —0,9 GPa, de caracter tensional como era de es-
perarse en la parte superior de la litosfera oceanica. Por otro lado al estudiar las soluciones
para los esfuerzos obtenidas al utilizar un obstaculo elastico en la seccion [3.3] se obtuvo algo
similar, con un maximo de tensién en la zona interplaca, tan sélo que el valor es algo mayor y
cercano a los —6 G Pa, pero se mantiene del mismo orden. Lo sorprendente que la teoria 1D
sin considerar el obstaculo predice un méximo en las cercanias de la fosa que no es tan alejado
de los que se dan al introducir un obstaculo ficticio que pueda caracterizar la geometria del
contacto en esa zona.

Un asunto que también se generd pero ahora al estudiar como fueron las distribuciones
de esfuerzos para el obstéaculo elastico del Capitulo [3 en fue la movilidad que sufrié
el maximo de esfuerzo cercano a la fosa. Esto puede visualizarse al ver los minimos y su
variacion al cambiar el espesor elastico de la Figura [3.9) Al analizar los cambios en la forma
de los esfuerzos vemos que para poco espesor existen dos minimos y ellos pasan a ser uno al
aumentar el espesor de la litosfera. Es decir al aumentar el espesor (y por consecuencia el
largo caracteristico a) la placa se vuelve menos propensa a mantener esfuerzos localizados
sino que favorece su propagacion a todo el sistema, lo que es esperable también a partir de
los resultados del Capitulo

La extension 2D expuesta en el Capitulo [4]en primera instancia no mostré cualitativamen-
te nada novedoso, sino mas bien abri6 las puertas a una modelacién més potente, pudiéndo
estudiar el problema de una placa en presencia de un obstéculo en distintos dominios y con
diversas geometrias, dandole al problema un caracter més versatil y adaptable a futuras in-
vestigaciones del comportamiento de la litésfera oceanica. Por otro lado, se propone también
la implementacion de un modelo de fuerzas de contacto 2D, como el planteado en el Apéndice
[E], pudiéndo tener el método de elementos finitos un caracter mas robusto que el de diferen-
cias finitas en este tema, permitiendo mejores resultados que los expuestos aqui para el caso
unidimensional.

Un factor no considerado en este trabajo fue el permitir variacion de los parédmetros
elasticos con la profundidad, pues como es sabido el médulo de Young depende de la densidad
de la roca, la velocidad de la onda P y la razéon de Poisson. Es sabido que en zonas donde
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el bending moment es méximo, existe mayor fallamiento y por lo tanto existe infiltracion de
fluidos, disminuicion de la velocidad de la onda P (Christensen, [1996; Contreras-Reyes et al.
2008) y disminuiciéon de la densidad del manto (Ranero y Sallares, 2004). Por otro lado el
espesor elastico para la litosfera oceanica fue tan sélo exploratorio y no provino de ningin
analisis mas exhaustivo ni que involucrara factores tectonicos o gedlogos. Una linea futura
interesante seria asociar esto a algtin régimen termal o introduciendo como un factor para la
modelacion la edad de la placa, pues como también es sabido, la placa al pasar el tiempo se
vuelve cada vez mas rigida (Billen y Gurnis, 2005)).

5.3. Conclusiones

Se ha indagado en el alcance de los modelos 1D para la flexiéon de la litésfera oceanica
encontrando distintas formas de modelar y poder ajustarse a perfiles batimétricos. Las solu-
ciones analiticas sirvieron como una primera aproximaciéon para entender el comportamiento
a nivel cualitativo de la flexion y su Quter-rise. Se exploraron las condiciones de borde y su
posible equivalencia.

Las fuerzas horizontales no pueden ser descartadas del todo sino méas bien buscar en el
futuro una modelacién mixta que las considere y también permita variacion en la rigidez por
factores geologicos. El sistema posee distinta sensibilidad frente a cargas y fuerzas horizon-
tales, siendo estas ultimas las que afectan de mayor manera a la flexién. Esto pone a prueba
la hipotesis de pequenas deformaciones (comparadas con el espesor y largo del sistema) y
que la fuerza es simplemente proporcional al gradiente de la profundidad (factor FVw que
aparece en la ecuacion). Se propone estudiar esto desde un modelo menos simplificado que
no considere esta simplificacion como las ecuaciones de Foppl-von Karman, ecuaciones no
lineales que desciben el equilibrio de placas y barras fuertemente deformadas. (Foppl, 1907}
Kéarman, 1910).

Por ultimo el efecto de una restriccion en la ecuaciéon que modele un obstaculo ha sido
ampliamente estudiado, permitiendo interaccion entre los cuerpos y ampliando la modelacion
a R? usando elementos finitos. Se ha visto acuerdo con la modelacién 1D y un comportamiento
mas bien genérico que es propio del modelo: un favorecimiento de una geometria céncava y
un maximo de esfuerzo tensional cercano a la fosa.
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Apéndice A

Elasticidad lineal

A.1. Elasticidad lineal

El uso de la elasticidad lineal ha sido uno de los principales focos de atencién en este
tipo de problemas, pues nos dan una aproximaciéon de primer orden al problema de flexion
de placas, que suele ser bastante acorde con las observaciones, pues sus hipotesis atingen de
buena manera las condiciones que se dan en la deformaciéon de la litésfera oceanica. Esta
estudia la mecéanica de cuerpos solidos considerdndolos como un continuo y fue desarrollada
por Cauchy y Poisson en la década del 1820. En esta seccién mostraremos los principales
resultados de la teoria de elasticidad lineal.

A.1.1. Deformacion

Consideremos un so6lido en que sus particulas pueden ser rotuladas mediante su vector
posicion 7, con el origen de coordenadas en algin lugar arbitrario. Podemos decir que al
deformarse, todas sus particulas cambian de posiciéon a unas nuevas, rotuladas mediante .
Definimos el vector desplazamiento:

—

i=r -7 (A1)

Notar que una vez efectuada la deformacion, la distancia entre las particulas cambia. Si
consideramos dos particulas infinitesimalmente separadas antes de la deformacion, la distan-
cia entre ellas es de dl = /dx;dx;, en donde se ha usado la convencién de indices repetidos
de Einstein. E]Una vez realizada la deformacion, la nueva distancia entre estas particulas sera
de dI' = /dx{dz{, que diferenciando la ecuacion y elevando al cuadrado obtenemos:

N
!De acuerdo a esta notacién tenemos que uv; = Zuivi. Esta notacion fue introducida por primera vez
i=1
en 1916 por Albert Einstein.
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dI”? = daf? = (du; — da;)? = duf + 2du;da; + da?

Ou; Ou; Ouj
dI”? = di* + 2—dx; + — —2dx;d
+ ox j Tt ox j 8% Al
o . ) Ou; ~ Ou; o
Escribiendo el segundo término como (— + )dzidz;, podemos finalmente escribir

Or;  Ox;
dl/2 = dl2 + 2€ijd$idﬂfj

En donde se intercambié indices k con i en el tercer sumando. El tensor de segundo orden
simétrico €;; es llamado tensor de deformacion y se define:

10w Ouy | OQuy Ouy,
N 2(8ZE] * 8xi + E)mi 8[)3j)

(A.2)

5ij

Al trabajar bajo el supuesto de elasticidad lineal, consideramos tan soélo pequenos despla-
zamientos entre las particulas, por lo que podemos despreciar el ultimo término.

Podemos definir la transformacion y que lleva las coordenadas antiguas del solido a las
coordenadas nuevas. Este debe ser: 17/ = X(7) = F+, por lo que si queremos estudiar el nuevo
elemento de volumen, debemos ver el valor absoluto del jacobiano de esta transformacion.
Lo anterior es equivalente a:

ox! ou;

=11
|8$1| | +8x1

= 1+ tr(e)

En donde tr(e) corresponde a la traza del tensor. Entonces el elemento de volumen para el
nuevo solido es dV’ = dV (1 + tr(e)), de donde viene que si el tensor de deformacion tiene
traza nula, la deformacion no afecta el volumen, sino que tan solo su forma (transformacion
isocorica).

A.1.2. Esfuerzos

Consideremos un sé6lido como el de la figura bajo el efecto de fuerzas volumétricas f;
y bajo fuerzas de superficie, también llamadas tracciones Ti(”), que dependen de la normal
exterior al cuerpo.

Haciendo un balance de fuerzas en el solido tenemos para la componente i-ésima:

F = / £dV + / TMdA
14 ov
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Figura A.1: Cuerpo continuo en cual se calculan las fuerzas de superficie dadas por on y las
fuerzas volumétricas dadas por f;

Puesto que las tracciones dependen del sistema coordenado que estamos usando, podemos
definir un elemento mas fundamental, o, independiente del sistema de referencias, el cual es
llamado tensor de esfuerzos de Cauchy, que cumple la relacion:

T = g (A.3)

Por lo que tenemos:

E:/fldv+/ O-jjnjdA
\% )%

Fi:/vfidv+/v<v.a)idv

En donde se uso el teorema de la divergencia para escribir el segundo término y se ha
tomado la divergencia por filas del tensor de esfuerzos. En caso de que el s6lido esté en equi-
librio, la fuerza total de cada elemento de volumen debe ser nula, por lo que debe cumplirse
que el integral debe ser nula para cualquier volumen. Lo anterior se cumple si se tiene:

80'ij

8xj

fi+ =0 (A.4)

La Ecuaciéon es la ecuacion fundamental para la elastoestatica, y permite encontrar
la configuracién de equilibrio de un so6lido en presencia de una fuerza externa f arbitraria.
Ademés se puede demostrar que si imponemos momento nulo sobre el solido, es decir, el
momento total es cero (despreciando cualquier efecto de rotacion), el tensor de esfuerzos
debe ser simétrico:

Oij = 0ji
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A.1.3. Elasticidad

Llamamos relacion constitutiva a todo vinculo entre dos cantidades termodinamicas o
mecanicas, que tan solo depende de la organizacion molecular interna, no deducible de prin-
cipios universales ni de algiin principio de conservacion. De esta manera podemos relacionar
esfuerzos con deformacion, asumiendo el comportamiento global del cuerpo y su respuesta
fisica.

El supuesto de elasticidad lineal sera el de considerar que los esfuerzos son la causa directa
de la deformacion y que ademaés se relacionan de manera lineal de la forma:

Oij = Cijkl&cl (A-5)

La ecuacion se conoce como ley generalizada de Hooke, en honor a Robert Hooke
(1635 — 1703) y a su trabajo en elasticidad. El elemento C}j;; es un tensor de cuarto orden que
posee en principio 81 componentes independientes. Este conecta linealmente los esfuerzos con
deformacion. Usando argumentos de simetria de los tensores € y o, ademas de conservacion
de la energia, podemos reducir las constantes a 21 independientes. Por tltimo usando la
hipotésis de que estamos en un soélido isétropo, podemos reducir las constantes a tan sélo
dos. De esta forma podemos escribir:

Oij = Aéijgkk + 2/,L€ij (AG)

En donde el tensor d;; es la llamada delta de Kronecker y es el tensor identidad de segundo
orden. Ademas, las constantes \ y u son llamadas constantes de Lamé, en donde la primera
tendra su importancia en las deformaciones volumétricas y la segunda en las deformaciones
por cizalle.

Al invertir la ecuacion [A.6 se obtiene:

1
&ij = E[(l + v)0i; — VOkOyj] (A7)

En donde E es el modulo de Young y v es la razéon de Poisson. La relacién con las
constantes de Lamé viene dada por:

A BN+ 2p)p B Ev _E
Y=o w P oawa o AT arwacmy PTaaes 0 AY
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Apéndice B

Modelo de Kirchhoft-Love

B.0.1. Principio variacional

En esta parte se quiere deducir las ecuaciones que gobiernan el equilibrio para una placa
delgada (o barra para el caso unidimensional) a partir de la teoria de la elasticidad lineal
descrita en el Apéndice [Al Consideraremos una placa de espesor T, y de dimensiones ma-

yores en su ancho y largo, por lo que la placa define un dominio 2 = (—%, %) x L, con L € R2,

Cuando decimos que una placa es delgada quiere decir que su espesor es mucho menor
comparado con las otras dimensiones de la placa. Considerando deformaciones pequenas, po-
demos inferir que los desplazamientos en la placa también son pequenos en comparaciéon con
su espesor. La estrategia para obtener sus ecuaciones sera el de encontrar la energia dentro
de la placa y plantear un principio de minima energia para ella (Landau y Lifshitz, [1986).

Cuando una placa se deforma, surgen dentro de ella tanto compresiones como tensiones.
Asi, en la cara concava de la placa surgird una compresion y a medida de que se profundiza,
esta compresion irda disminuyendo y apareciendo continuamente una dilatacion en el mate-
rial. Dado lo anterior y por continuidad de los esfuerzos, debera existir entonces dentro de la
placa una fibra tal que en ella no existan ni dilataciones ni compresiones, esto es llamado la
superficie neutra, la cuél se representa en la Figura [B.1

Por comodidad se elije un sistema de coordenadas con origen en algtin punto de la superficie
neutra y su eje z perpendicular a ella, de esta manera el plano xy coincide con el plano de la
placa sin deformar. Llamando w al desplazamiento vertical de los puntos del plano, podemos
suponer, asumiendo pequenas deformaciones, que los puntos de la superficie neutra tan sélo
poseen desplazamiento vertical, y todo otro desplazamiento en el plano xy es de segundo
orden en comparacion a w. Es decir:



Figura B.1: Superfie neutra (linea punteada) para una placa deformada. En la cara superior
tenemos una compresion y en la cara inferior una tension. Por continuidad de esfuerzos, debe
existir un plano que no se ha deformado.

Ahora, como la placa es delgada, podemos suponer ademas que para deformarla se necesita
de pequenas fuerzas, comparadas con las fuerzas internas que surgen en la placa. De esta
forma podemos despreciar el término f; de la ecuacion @, resultando oy;n; = 0 en ambas
caras de la placa. Notar que si la placa se deforma poco, podemos asumir que n = Z. Por
ultimo, considerando que el espesor es pequeno, podemos asumir que lo ultimo se cumple
también dentro de la placa, es decir, esas componentes son despreciables en comparaciéon a
las otras componentes de o, esto es:

Ope =0y, =0,,=0 en (B.1)

Usando la Ecuacion para estas componentes se obtiene:

Oxz = 2M5mz Oyz = 2[1'53/2

0o = (A4 21)e2: + 20(Egn + €4y) (B.2)

Y anulando estas componentes de acuerdo a la condicion se obtiene:

Ou,  Ou, Ouy,  Ou, _ 2p
A+ 2p

(Ezz + €4y) (B.3)

g g 62,2 et

0z or’ 0z oy’

Para estas dos primeras condiciones, usando la hipotesis [B.0.1] podemos reemplazar u,
por w(x,y). Integrando se obtiene:

Las constantes de integracion se toman nulas para cumplir [B.0.I Conociendo estas dos
componentes, podemos determinar todas las componentes del tensor de deformacién e:

. 9*w . 0*w . 0*w
Tz = TR 55 = —Z2= Ty — TR
0x? v Oy? Y 0x0y
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v (82w n 82w)
— 0 B 0y?

(B.4)

Exz = Eyz = 07 Erz = —

Puesto que ya tenemos el tensor de deformacion, tenemos que buscar la forma que tendra
la energia acumulada en la placa debido a esta deformacion. Puesto que ella debe ser un
escalar, tan s6lo podemos formar dos escalares independientes a partir de un tensor simétrico
€ij, que son el cuadrado de la suma de sus componentes, y el cuadrado de su traza, por lo
que la densidad de energia en la placa tendré la forma:

2 v 2
S S O T B.
¢ 2(1+v) e + 1— 2u€’“’“} (B.5)

En donde los factores usados son por convenciéon. Integrando la densidad en el dominio €2
y reemplazando las componentes de acuerdo a[B.4] obtenemos la energia total acumulada en
la placa (ver Landau y Lifshitz, (1986)):

B , E 1 Pw  Pw\’ 0*w 2_62_20692_@0
Elw] = /QZ I1+v |21 —v)\ 022 * Oy? + Oxdy 0x2 Oy? (B.6)

1e 1e
Integrando z desde 5 hasta > obtenemos:

ET? Pw 0w 2w \?  0*w 0w
Bl = im0 //{(%+_) ”“‘”K%@) " o ayQHd‘”dy

—L+1 (B.7)

En donde se ha descompuesto la energia en dos integrales que se trataran por separado.

Una vez integrado en z, se puede considerar la placa sin espesor y tan sélo como una
superficie geométrica porque so6lo interesa la forma que toma bajo la accién de las fuerzas y
no la distribucion de deformaciones dentro de la placa. Ademéas w sera el desplazamiento de
los puntos de la placa considerada como una superficie.

Resta ahora variar esta expresion para encontrar la ecuaciéon que debe satisfacer la confi-
guracion que minimiza la energia. Hacemos esto por etapas:

(5/(Aw)2 dzdy = 2/ AwAdw dzdy = 2/
Q Q

div(AwViw) dady — 2/ VAw - Vi dzedy
Q Q
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En donde se integro por partes y se utilizé que A = div(V). La primera integral del altimo
miembro puede ser escrita en términos de una integral de linea de la forma:

/div(AwVéw) dzdy = / Aw(n - Véw) dl = / Awaé—w dl
Q o0 Gig) on
Ahora la segunda integral puede ser escrita de la forma:
/ VAw - Véw dedy = V(VAwiw) dxdy — / SwA*w drdy
Q Q Q

- / dw(n - V)Aw dl — /5wA2w dzdy
0

= / 5w8A—wdl—/5wA2w dxdy
a0 on Q

En donde se llamé A? = div(V(A)), el operador bilaplaciano. Resumiendo estos resultados
para I;, podemos escribir la variacion de la energia como la variacion de los dos términos:

B - D ) 0%w 2 0w 0%w
OE =61 + 41, —55 /(Aw) +5/2(1 _V)[(axf)y) ]

© 0x? Oy?
DA
= D/ SwA*wdrdy —/ 5wa Cai+ DAwaé—wdl + 01, (B.8)
Q o0 on Gi9) on
: ET} , - . :
En donde se ha definido D = 12<1—‘32>, el cudl es llamado rigidez y tendra suma impor-
—v

tancia en los analisis posteriores. Este pardmetro nos indicara con qué facilidad una placa
puede deformarse y cuanta distancia es capaz de propagar un esfuerzo dado.

El segundo término 0/, para variar puede ser escrito de la forma:
Pw \> 9w duw Pw Pow  0*w d?ow  I*ow Pw
) — 55 ¢ dedy = 2 — A g ¢ dedy
Q 0x 0y ox? Oy o |l 0xdyoxdy  0x? Oy oxr? Jy

De acuerdo a Landau y Lifshitz, (1986) el integrando se puede escribir como la divergencia

de un vector A de la forma:

ox 8_y_ ox

R 0A, 04, 0 (06w Pw  Odw O*w 0 (06w Pw  Odw Pw
dlU(A) = + = — + — _
Jy Oxdy  Ox Oy? Oy \ Or Oxdy Oy Oz
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Por lo que la variaciéon anterior puede ser escrita mediante una integral de borde usando
nuevamente el teorema de la divergencia:

- odw 0w  Odw O*w ddw O*w  Odw O*w
I, = A-dl = — —
o6 /aQ di /39{ Ox 0xdy dy Ox? }nxdl +/39{ Jy O0xdy ox 0y? }nydl

Una forma mas simple de trabajar con esta expresion es usando derivadas respecto al con-
torno, es decir, usando derivadas respecto a la coordenada normal y tangencial del contorno.
De esta forma podemos modificar las derivadas respecto a = e y que se efectian a dw, y
dejarlas en funciéon de n y t usando:

or “on Ot oy  Yon

Finalmente usando que 7 = (n;,n,) y que ¢ = (—ng, n;) e integrando por partes podemos
escribir este término de la forma:

0*w 0*w 0*w ddw
0l =(1—v) /asz (2n1n28x8y —n3 o2 —n? 8y2) o dl +

02w 2w 0wl 0dw
1— 12 — n2? — — B.
= [ (0=t —mon - 53] ) ()

Por otro lado, podemos simplificar la notacién usando que nos referiremos a dominios
suaves tal que podamos conmutar las derivadas normales con las tangenciales, de esta forma
(ver Sweers, (2009)):

2 2
2n1NoUyy — NoUzy — N Uyy = Upp — AU

(n% - n%)uzy - nl”Q(”x:p - uyy) = Utn (BlO)

Ademés de:
/ Wi owy dl = —/ Wypdw dl (B.11)

i) o0
. ow ] ) B '
En donde se ha utilizado que w,, = M para simplificar la notaciéon. De esta forma escri-
1
bimos:

0, = / (1 —v)(upp — Au)aé—wdl — / (1 — v)uy,dw dl
o0 on o0

En este punto faltaria agregar a la variacion de la energia, la variacion que producen las
fuerzas externas a la placa en forma de trabajo. Sea ¢ las fuerzas externas por unidad de area
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en la direccion normal a la superficie, que actian en la placa. Entonces el trabajo virtual que
estas realizan frente a una perturbaciéon dw es:

oW = —/ gow dxdy (B.12)
Q

De esta forma sumando todas las variaciones 0 ' y 6W e igualando a cero, pues la solucion
de equilibrio debe ser un extremo de este funcional, debe cumplirse que (se ha dividido por
el factor comin D en 0F):

2 4 B dow B OAw B
/Q (A w D)5w dady + /ag (qu+(1 u)(?,mw) o dl /89 ((1 V)@ttnw+—an owdl =0
(B.13)

Como la variacion debe ser nula para cualquier pertubaciéon a la posicion de equilibrio dw

. ddw . .
y su derivada normal ——, obtenemos las ecuaciones que gobiernan la placa anulando los

integrandos. Las condiciones de borde del problema estdan dadas al anular las integrales de
contorno, de modo que vale la pena detallar un poco mas esta tltima parte.

B.0.2. Condiciones de Borde

Las condiciones mas usadas para los problemas de elasticidad en placas y barras, en donde
la flexion es representada por w, son las siguientes:

a) Extremos fijos: tanto la flexion como su derivada normal son nulas. También son cono-
cidas como condiciones tipo Dirichlet. En un caso unidimensional con dominio (a,b) y
homogéneo tenemos:

b) Tipo bisagra: tanto la flexion como su segunda derivada (proporcional a la curvatura)
son nulas. Es decir la placa tiene momento nulo en el borde, permitiendole asi girar
libremente sin flectarse, en un punto fijo. En un caso unidimensional con dominio (a, b)
y homogéneo tenemos:

¢) Extremo libre: tanto la segunda derivada como la tercera son nulas. También conoci-
das como condiciones tipo Neumann. En un caso unidimensional con dominio (a,b) y
homogéneo tenemos:

w/l(a) — wl/l(a) — O
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B o A

a) b) c)

Figura B.2: Condiciones de borde mas usadas para el problema de placas: a) bordes fijos, b)
bordes tipo bisagra y c) bordes libres

B.0.3. Ecuaciones de equilibrio

Siguiendo el principio de minima energia, encontramos las ecuaciones deseadas al anular
los integrandos de [B.13] Por lo que la ecuacion para placas en todo el dominio es:

DA*w—q=0 en Q (B.14)

Para tratar el tema de las condiciones de borde, podemos asumir sin pérdida de genera-
lidad que 02 se puede descomponer en 3 tipos de curvas I'y, I'y y I's de manera que ambas
cumplan respectivamente las condiciones de borde antes mencionadas, por lo que podemos
descomponer el borde de la forma: 9Q = U} T'j. Separamos por casos y solo tratamos el
caso homogéneo, pues siempre podemos transformar el problema a uno de este tipo (estas
condiciones de borde son una generalizacion del caso unidimensional):

a) I'; (Caso Dirichlet) : tanto u como su derivada normal deben anularse.

0
w:a—l::o en I (B.15)

b) I'y (Caso Bisagra): la perturbacion dw es nula, por lo que debe anularse en este borde:
w=Aw+(1-v)0puw=0=0 en Iy (B.16)
Podemos también escribir el segundo término en funciéon de la curvatura con signoE]

del borde, k, usando que en el borde de I'y; se cumple que (para mayor discusion ver
Destuynder y Salaun, (1996))):

Au = Oppu + KO U (B.17)

Por lo que podemos escribir de manera més simple:

'Para una curva parametrizada por ¢ de la forma ~(t) = (z(t),y(t)), la curvatura con signo es:

JC/y// _ y’x"
= (22 + y2)3/2
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Aw — (1 —v)rkO,w =0 (B.18)

c) I's (Caso Neumann): ninguna perturbacion en principio debe ser nula, por lo que deben
anularse las siguientes expresiones:

Aw — (1 —v)kO,w =0 (B.19)
OnAw + (1 — v)0ypw =0 (B.20)

Resumiendo podemos escribir el modelo de Kirchhoff-Love para la fleccion de la placa de
la forma:

Aw=q en ()
u=0,u=70 en Iy
Piee u=Aw— (1 —-v)kd,w =0 en [y (B.21)

Au— (1 —v)rO,w = 0,Aw — (1 = v)Oypyw =0 en I3

Si se tiene un dominio poligonal, es decir de bordes rectos donde la curvatura es nula,
podemos escribir de manera simplificada las ecuaciones para la placa:

A?w =gq en ()
u=0,u=0 en Iy
u=Aw=>0 en I
Au=0,Aw=0 en I

(B.22)

B.0.4. Modelo con rigidez variable y fuerzas horizontales

Finalmente se puede agregar al modelo el efecto de una fuerza horizontal F' afectando
las ecuaciones y la energia de la placa, ademas de un espesor eldstico variable, afectando asi
fuertemente el valor de la rigidez de la placa. Esto ha sido estudiado y usado necesariamente
para el caso de la modelacion de la placa en la cercania de la fosa (Contreras-Reyes y Osses,
2010; Manriquez et al. 2014)). Se puede demostrar que al escribir las nuevas ecuaciones estas
son (ver Caldwell et al. (1976 y Turcotte y Schubert, (2002)):

A(DAw) +div(FVw) =q en (B.23)

En donde se ha escrito considerando también posibles variaciones en la rigidez D. Agregan-
do las condiciones de borde y considerando de aqui en adelante tan solo dominios poligonales,
estas se modifican de la forma:

u=0,u=0 en I}
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u=M=0 en Iy

M=V =0 en I}
En donde se han definido las cantidades: M = —DAw como el momento de la placa o
bending moment y V = 9,M — FO,w como la fuerza interna de cizalle o shear force. En

conclusion, la teoria aqui expuesta es la estandar para determinar la posicién de equilibrio
tanto de placas como barras en un régimen de elasticidad lineal.
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Apéndice C

Solucion Analitica de la ecuacion de
placas 1D

Se quiere resolver analiticamente el problema de la flexién de una placa w(z) unidimen-

sional con coeficientes constantes modelada por:
4 2
D%‘j + F% + Apgw = q(z) (C.1)
ET3

12(1—-v2)

de densidad, g es la aceleracion de gravedad y ¢(x) es la carga sobre la placa. Para simplificar

el problema asumimos ¢ = 0, y dividiendo por Apg podemos escribir la ecuacién anterior de

la forma:

Donde D es el parametro flexural: D = , I es la fuerza horizontal, Ap es el contraste

D d4w+ F d?w
Apg dxt  Apg dz?

w=0 (C.2)

Una forma de simplificar la notacién es normalizar el espacio haciendo el cambio de variable

independiente: x — y - 4/ Aipg, por lo que dxr = dyx - {/ AApg, resultando la ecuacion:

d*w n F d2w
dx* * (ApgD)Y/?  dx?

+w=0

Definiendo la fuerza adimensional v = W, la ecuacion normalizada finalmente
resulta:
d*w d?w

» dy
(X) +Q(x) = e™cos(Bx) + ™sin(Bx), por lo que

Sujeto a las condiciones de Borde: w(0) = h, 92(0) = tan(0) {/ Aipg, w(oo) =0y i—;’:(oo) =
d

0. Buscamos soluciones del tipo: w(x) =
derivando estas tltimas expresiones:
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£<I> = n*e™cos(Bx) — 2npe™sin(Bx) — e cos(Bx)

d2
WQ = n°e™sin(Bx) + 2nBe™cos(Bx) — 2" sin(x)

y las cuartas derivadas:

dd—;<1> = 1'e™cos(Bx) — 40’ Be™sin(Bx) — 61° B2 cos(Bx) +4n e ™ sin(Bx) + e cos(Bx)

%Q = n'e™sin(Bx) 4 4n° Be™ cos(Bx) — 6n° B sin(Bx) — 4nB ™ cos(BX) + 1™ sin(Bx)

Reemplazando estas expresiones en la ecuacion y agrupando los términos se tiene:

e"eos(Bx)P(n, B) + e™sin(Bx)Q(n, 5) = 0

En donde P y Q son polinomios que deben anularse simultdneamente. Imponiendo esto
se obtienen las siguientes ecuaciones para los parametros:

L 87’6 —8np% +8ynB =0
2. —62B2+ B =292 +1=0

Se obtiene una ecuacion bicuadratica para 8 que determina el valor de 7. Las soluciones
son:

B =+ 7711 (C.4)
I it
n==+ 5 (C.5)

Esto implica que la solucién tiene la forma

w(x) = Aeﬁzcos(\/ 5 )—i—Be\/izsm(w 5 7ac) +
Ce~V'7a cos(“léL7 )+ De™ Vi “sin( 1—{2—7:10)

Puesto que la solucion y su derivada en = +o00 se anulan, los coeficientes A y B deben
también anularse. Ahora usamos la condiciéon de w(0) = h, por lo que:
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C=h

Usando la condicion de: —“’ = tan(0) {/ =— A se tiene:

l—a 1+oz
—tan
o Apg

De donde se obtiene facilmente el coeficiente D. La solucién finalmente en un espacio nor-
malizado es:

w(x) = {h cos( =0+ mn \/;%H \/izh) sin( @W; TEx

Finalmente usando los coeficientes n = /1 —~, 8 = /1 + v y el largo caracteristico

4/ 4D
Apg

solucién en el espamo fisico como:

a= , cumpliéndose de esta manera \% = £, podemos escribir de forma simplificada la

w(z) = {(tan(@)g + Zh) sm(ﬁg) + hcos(ﬁg)}e”‘”/a (C.6)

C.1. Distintas Condiciones de Borde

Podemos encontrar soluciones similares al variar las condiciones de borde en el extremo
izquerdo de la placa. Puesto que en general se tiene una solucién de la forma:

w(z) = {Aosin(ﬁz) + Bycos (Bz) }e—nx/a (C.7)
! a
Al derivar esta expresion se tiene:

wW(z) = {Alsin(ﬁg) + Blcos(ﬁg) }e—nx/oz (C.8)

En donde los nuevos coeficientes se escriben en funcion de los primeros de la forma:

A= _l<AOT7 + Bof3)
(8
B, = é(Aoﬁ —Bon) (C.9)
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De esta forma encontramos una recurrencia en el calculo de los coeficientes de la solucién
analitica y su enésima derivada de la forma:

-Gl T

Dado esto podemos separar en casos:

Caso 1 : {wl|o=h, M|o = M}

Es directo que By = h. El otro coeficiente viene de que tenemos: M = —Dw". Al
evaluar en x = 0 se tiene:

My=—D B, (C.11)
Por lo tanto al aplicar para este caso:

[‘%} :Gﬂ_ﬂn :ﬂm =($)2[”i;n§2 o B)H‘ﬂ (C.12)

Por lo tanto Ay se despeja de:

1 M,
L ot G — ) = b
Mya?
pho = —p— = (1" = B)h
Moo 2 2
Ay = o 7 B h
2D 2P
Mya? F
Ay = 2 4 h
Mya? Fa?
Ay = 0 + a h
2nBD  4Dnp
a? Fh
Ay = My + —
" 2677D< " )
. . . 4D?
En donde se us6 que F,,, puede ser escrito también de la forma: F,,, = — De esta
Q@
forma la solucion analitica correspondiente al Caso 1 es:
2 Fh _
w(z) = {2;;71) (MO + 7) sin(ﬁg) + hcos(ﬁg)} Lehe/a (C.13)

Caso 2 : {w\g =h,V|p= —VO}
Al igual que en el caso anterior, se tiene directamente que By = h. Puesto que V =

M'" — Fu', tenemos que:
D By+F B =V, (C.14)
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Caso 3 :

Desarrollando esta ecuacion y recordando que =

. maxr max
tiene que:

A
S (1 a4 2500) ) = 2 (o2 = ) - 20) ) + 20p T T~

o’
h 2F F 2AF 2Fnh 3V
77 ( 2ﬂ2) . AO . 772 + « 0 i « n _ a~ Vo
25 mazx Fmax 2D 25D 26D

hy [ 2F 2F F F 200F  a2Fnh %
- +2+ — Ay —1+ L T 2
hn 2F  h 2F  Aga’F  o2Fnh %
hn 2F by 2F | A’F  o’Fph o’V

@oﬂ hn LAy O}F( Aooz/F(_ aQF};h/ _ a3V
oD / °D T %D _2BD 28D
Vo hy

Ao = 28D B

o’ (Vo 2nh
Aoz—ﬁ(——?)

De esta manera la solucién analitica resulta:

w(z) = {% (% - ?—f)sin(ﬂg) + hcos(ﬂg)} Lo/ (C.15)
{Mlo= My, V]p=-Vo}

Usando la definiciéon del momento y la fuerza de cizalle tenemos que deben cumplirse
simultaneamente:

—D By = M,
D-By+ F-B, =V, (C.16)

Tomando la primera de estas ecuaciones llegamos a que por un lado Ay y By deben
cumplir:

Fao? B Myo?
4DnB ~° " 2nBD

Y al considerar el calculo hecho en el caso anterior, la expresion anterior puede escribirse
de la forma:

Ay — (C.17)

3
n a’Vy

Ag+ = By =
0+B 0 28D

Restando [C.1§] con [C.17] podemos escribir:

(C.18)
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Fa? oV, Myo?

n
TR+ —2_ B, = _

50 D3 ™ T 23D 2pD
4Dn? + Fo? B _ a3Von — o2 M,
4Dn}p o - 203D
1 a3Von — o2 M,

— B, =
nB 2npD
B — o*(aVon — My)
0 2D

Introduciendo esto en [C.18 se encuentra el valor de Ag:

Vy
Ay = g
0 2BD /8 0
A — a2V B QaQ(aVOn — M)
0 28D B 2D
A = @Vo— aVon' + aZnM
o 28D
a3Voy + a?nM,
Ay =
28D

De esta forma la solucién analitica de este caso resulta de la forma:

2

w(r) = 53 D{ (‘/()047+ Mon) sin(=) + (Voaﬁn - Moﬁ) cos (52)} e (C.19)
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Apéndice D

El Método de Diferencias Finitas

Este método consiste en discretizar los operadores diferenciales con tal de transformar la
ecuacion diferencial en un sistema lineal. Tomando la Ecuacién C.1 con cargas distintas de
cero, vy normalizando por la distancia caracteristica «, tenemos la siguiente ecuacion:

1 d? d?w 1 d dw q
D S (reY - 7
Apg dx? ( da? ) * Apg dx ( dx) T Apg
Dy d? d%w F od dw q
o —| f— = —
Apg dx? < (z) da? ) * Apg dx / dx W g
ld_Q 5d2_w + i fd_w +w=aq
4dz2\  dz? T\ a — 1

En donde D = Dyé(z) y F = Fyf(z), son los parametros en funcion del espacio, Dy es
un valor medio y d(x) una funciéon adimensional que representa la distribucion de la rigidez
en toda la placa, asimismo Fy y f(x). También hemos definido z = x/a, v = Fy/\/4DApg,

dg=q/Apgy a= ,‘Vé—lp}g. Haciendo abuso de notacion para volver a usar las letras = y g,

podemos escribir que el problema de placas normalizado puede escribirse como:
1d% /[ d*w d /. dw
I s=—= — | Fr— = D.1
4d:1:2< d.a:Q)ijdx(fdx)er 1 (D-1)

Ahora, la Ecuacién de orden superior puede escribirse como 4 ecuaciones de primer
orden pero a coeficientes variables de la siguiente forma:

dw d¢ 4 dm dr
E—C o 3™ E—Vfgﬂ”” o v
Esto es, de manera condensada:
ds
& RS = Q) (D2)



en donde S = (w,{,m,r)" es el vector de las variables, Q(z) = (0,0,0, —q)" el lado derecho
y:

0 -1 0 0
5
)= | o _gf ¥e 0 (D.3)

Discretizando estas ecuaciones usando diferencias centradas en N puntos equidistantes
x1,...,xy en [0, L], esto es x, = (n — 1)Ax, Ax = L/(N — 1), n =1,...,N. Si denotamos
Sy, a la aproximacion de S(z,,), y P, = P(z,), @, = Q(z,), entonces podemos escribir:

Sn+1 - Snfl
———— + PS5, = Q,, =2,...,N—1.
2Ax + ¢ "
Llamando a las incognitas (57, Ss, ..., Sn), el sistema de diferencias finitas es un sistema

de 4N x 4N con una matriz tridiagonal. En 1 = 0 y oy = L escribimos las siguientes
condiciones de borde:
wy=0,(yv=0, wy=h, (G=u

En donde h es la altura de la placa en z = 0 y u es su derivada normalizada. Ademés
necesitamos otras dos ecuaciones en zy, que establecemos como:

G—u  dmy

UJQZh‘i_AI'U, Al‘ = M
1

y otras dos ecuaciones en xy:

CN—1 _ dmy MmN MmN
Ar  d(zy)’ Arx N

Con esto tenemos igual cantidad de incégnitas que ecuaciones: 4(N — 2) diferencias cen-
tradas, 4 condiciones de borde y 4 ecuaciones suplementarias (4(N —2) +4 +4 = 4N). El
sistema final tiene la forma:

Ay S B
—1I QA.Z'PQ 1 SQ 2A.Z’Q2

—1 20z Py 1 S 2Ax

e S I B ENCOYY
—1 QAIPN_l I SN_1 QAJZQN_l
AN SN BN
De forma reducida: o

AS =B (D.5)
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donde

1 0 0 0 00O0O0 0 O 0O 010 0 0
A1201 0 OOOOOAZOO 0O 0 0 1 0 0
0 0 | 00000 ™= 0 -1 0 000 4A¢/6(xy) O
0 0 4Az/5(z)) 0 0 1 0 0 00 -1000 1 “A
(D.6)
y
By = (h,u,h+ Az -u,u)’, By =(0,0,0,0)" (D.7)

Una vez que el sistema se resuelve, se obtiene la aproximacion de la solucion w ( 'y respecti-
vamente el momento normalizado m) en cada punto z,, del intervalo [0, L] desde la primera
componente (y respectivamente desde la tercera) de S,, n =1,..., N, esto es

1 sij=4i—3

0 de otra forma Vi=1,...,N, j=1,...,4N (D.8)

w = CS, cij:{

y m = DS, usando una matriz D analoga a la anterior, tan solo realizando el cambio de 45 — 3
por 45 — 1.
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Apéndice E

Fuerzas de Contacto

E.1. Introducciéon

En esta seccién se quiere hacer una modificaciéon importante al modelo planteado en el
capitulo anterior, cambiando la interacciéon entre los dos cuerpos de una manera puramente
geométrica a otra utilizando fuerzas de contacto entre ambas placas, siendo estas capaces de
acoplarse y ejercerse fuerza mutuamente. La motivacion principal de todo esto es la necesi-
dad de generar un modelo que provenga de principios fisicos, pudiéndo asi inferir propiedades
del contacto tales como su largo y los esfuerzos internos que genera, su efecto en la deforma-
cion y por otro lado, investigar el alcance de los modelos elésticos para este tipo de problemas.

La idea es plantear un modelo de interacciéon entre dos cuerpos desde la teoria de la
elasticidad, e introducir esto al algoritmo de Diferencias Finitas con el cudal se ha estado
trabajando (detallado en el Apéndice @ Se querra analizar la dependencia de la solucion
a los parametros del modelo y en particular como cambia la distribucion de los esfuerzos
internos resultantes dentro de la litosfera oceanica. El poder analizar la solucién obtenida
servird también para comprobar el limite que tiene un modelo elastico en un problema de
contacto entre placas tectonicas.

E.2. Fuerzas entre cuerpos elasticos

Al estar dos solidos en contacto se genera una interfaz entre ellos en donde ambos cuer-
pos permanecen deformados. Si asumimos elasticidad, esta deformaciéon desaparecera si los
cuerpos son alejados uno del otro. Esta deformacion causara una distribucion de esfuerzos
en ambos cuerpos y una distribucién de presion en la zona de contacto. El calculo de estas
cantidades ha tenido principal importancia en la ingenieria de materiales, pues permite saber
en donde las piezas por ejemplo de una maquina se veran mas forzadas y en donde podria
generarse una ruptura.
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El problema de encontrar el campo de deformaciéon entre dos cuerpos elésticos en contacto
fue planteado inicialmente por Heinrich Hertz en 1882, (Hertz, 1882). Las hipotesis que se
asumen es que ambos cuerpos se encuentran en régimen eléstico, sus superficies son continuas
y el drea de contacto es mucho menor que las dimensiones caracteristicas de ambos cuerpos,
cada cuerpo puede ser considerado como un semiespacio y que en la region de contacto no
hay friccion. Si el contacto de los cuerpos cumple con todo lo anterior se dice que el contacto
es hertziano. Con el objetivo de calcular los desplazamientos, seguimos los calculos referidos
en Landau y Lifshitz, (1986).

Consideremos dos cuerpos elasticos en contacto en un punto que no es singular. Las dos
superficies de ambos cuerpos poseen en este punto un plano tangente que llamaremos el plano
xy. Usamos ademas la convencion de llamar eje z al eje que apunta al interior de los cuerpos,
por lo cuél tendremos dos semi-ejes z y z’. Cémo el contacto no es en un punto singular,
podemos describir la superficie de ambos cuerpos como una forma cuadréatica del tipo:

2 = XijLiT; (El)

En donde yi; es un tensor simétrico que da cuenta de la curvatura del cuerpo. Los valores

1 1
propios de este tensor son: R y BT con Ry y Ry los radios principales de curvatura en el
1 2

punto de contacto. De igual manera tenemos:

2 = X (E.2)

Suponemos ahora que ambos cuerpos son comprimidos uno contra el otro mediante fuerzas
aplicadas, deforméndose ambos cuerpos y acercidndose una distancia h, definiéndose ahora
una superficie de contacto como lo muestra la Figura [E.I} De esta misma se obtiene que en
todos los puntos de la region de contacto se cumple que:

Figura E.1: (a) Esquema de ambos cuerpos con un punto de contacto. (b) Esquema de ambos
cuerpos presionados uno con el otro con una superficie de contacto. h es la identacion. Imagen
tomada de Landau y Lifshitz, (1986)).
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(u, +2)+ W, +2)=nh (E.3)

A la distancia h se le llama también identacion. Usando las ecuaciones [E. 1]y [E.2] podemos
escribir: (xi; + Xi;)i7; + u. +u, = h. Ahora usando los ejes x e y como los ejes principales
del tensor xi; + Xj;, la ecuacion se reduce a:

Az’ + By* +u, +u. = h (E.4)

En donde A y B estan relacionados con los radios de curvatura de ambos cuerpos (ver
ibid., capitulo 1, secciéon 9). Usando esto y la aproximacion de considerar la superficie de
contacto como plana, se puede mostrar que si llamamos P,(x,y) a la presion entre los dos
cuerpos deformados, los desplazamientos u, y u, quedan de la forma:

1—1/ // (', ) da'dy’
1 — 2 Pz / /
_ WE”/ / / “; V) gatay (E.5)

La zona de integracion de estas expresiones es tan s6lo en la zona de contacto pues P, es
diferente de cero tan solo en el contacto. Introduciendo esto en la Ecuacion [E.4] podemos
escribir que en la zona de contacto debe cumplirse:

1/1—12 1-072 P2,y
;( EV * E/u )// <fn’y>dxldy'=h—A$2—Byz (E.6)

Esta ecuacion determina la distribucion de presion P, sobre la region de contacto. Una
forma astuta de encontrar una soluciéon es usando una analogia con el potencial electrostéatico
generado por un elipsoide uniformemente cargado, al hacer tender una de sus dimensiones a
cero. Al hacer este célculo se llega a las siguientes conclusiones vélidas para cualquier contacto
generado por dos cuerpos finitos:

N~

2 2
— La region de contacto estd limitada por una elipse de la forma: — + 322 =1
— La presion es de la forma: P, = const - y/(1 — 2_; — é’—;), dependiendo de una

constante arbitraria de normalizacion. Tipicamente se define F' = f f Pdzxdy, en
donde F’ es la intensidad de la fuerza total del contacto. De aqui se obtiene el valor
de la constante.

— Sabiendo la geometria de los cuerpos se puede obtener A y B de forma relativa-
mente sencilla. Usando eso, h, a y b son obtenidos de las siguientes férmulas:

,_FD /+°° do
™ Jo  (a2+0o)(b*+0)o
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FD [T do
A=
@ /0 (a2 +0)\/(a2+ )12 +0)o

FD [+ do
B =
m /0 ¥* + o)/ (@ + o) (® + o)o

) 2 L. .
En donde D = % (1 =+ L = ) es una constante elastica que liga ambos cuerpos.

Tomando en cuenta lo anterior, se puede decir que el problema de dos cuerpos bajo las

hipotesis de contacto hertziano esta totalmente resuelto y tan sélo depende de la geometria
y constantes elasticas de ambos cuerpos.

E.3. Modelo para Placas en Contacto

En esta secciéon se trabajard la expresion que nos permitira calcular la intensidad de la
fuerza de contacto entre dos placas (para un mayor y exhaustivo analisis ver Norden, [1973]).
Tomando que ambas placas tienen seccion rectangular, la superficie de contacto sera también
un rectangulo R, cuyas dimensiones son su grosor 2b y su largo £., como lo muestra la Figura

[E.2l

Figura E.2: (a) Esquema de la superficie de contacto entre ambas placas. La zona es un
rectangulo R = (0, /¢.) x (—b, b)

Asumiendo las dimensiones de esta zona conocida, definimos la presién dentro del rectan-
gulo de acuerdo a un modelo de contacto hertziano de la forma:

py) =C-/1-33 (E.7)

Siendo p con dimensiones de presion. Ademés se dedujo que la presion no puede tener de-
pendencia explicita de la coordenada x, pues el sistema en esa direccién es homogéneo. Al
integrar en todo el rectangulo y definiendo que esta integral debe valer P (con dimensiones
de presion x area), la presion total del contacto, se puede calcular la constante C' resultando:
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2P

¢= bl

De esta forma el méximo esfuerzo compresional o presion se da cuando y = 0 y vale:
Omaz = %Z. Este valor es importante en cualquier problema de contacto pues la superficie
de contacto es pequena y puede generar grandes esfuerzos aun cuando las cargas sean leves.
Si 04 €xcede cierto limite del material, entonces puede ocurrir deformacion permanente.

TV
Retomando la Ecuacion [E.6] definiendo p = 7Y evaluando en x = 0 podemos escribir

equivalentemente que debe cumplirse:

y')da'dy’
(01 + 0 // DY)V — h— By? (E.8)

Desarrollando primero la integral del lado izquierdo:

/ b 0c/2 1
r b 0 / (y — )% + 22

y usando que £./2 >> y — ¢/, tenemos:

Ahora evaluamos en y = 0 resultando:

b

¢ h
20(1) ln( < )d N
/_b p(y') — )W ot o)

b b h
21n£c/ ’d’—2/ Nng/'dy = ——
7bp(y) Y ) p(y)Iny'dy ot o)

P 2P y’2 h
2—Inl, — Sny?dy = ———
L wbl, vy (01 + 02)

Haciendo un cambio de variable trigonométrico, la tltima integral del lado derecho se lleva
a dos integrales. Una es trivial y la otra ha sido evaluada por Haan D.; (1957). E| Usando
todo esto el segundo miembro del lado derecho se reduce a: 7b In b— 7rgb(l +In4). Finalmente,

1ff7/32 cos?0 In|sinf| df = — 5 (1 + Ind)

7



podemos reordenar los términos encontrando una férmula més sencilla para la presion total
del contacto:

le
P=h- (E.9)

(o1 +01) (1+ ln%‘%)

A manera de ejemplo dos placas elasticas iguales, con parametros elasticos iguales a los
mostrados en la Tabla[2.1], con una identacion de h = 1 m, con un largo de contacto de 100 m
y un grosor de 100 m sentirdn una presion total de: P = 187 M Pa.

E.4. Metodologia

Para incorporar la interacciéon entre las placas al modelo se ha desarrollado un algoritmo
que permite calcular la intensidad de la fuerza localmente en cada paso. Para esto se utiliza
el mismo obstéculo rigido del Capitulo [3| y se integra separadamente la ecuacién para la
litosfera ocednica. Una vez hecho esto, se enfrentan ambas curvas lentamente hasta encontrar
un traslape entre ambas curvas. Esta distancia es la llamada identaciéon h que de acuerdo a
E.9 genera una fuerza que se calcula:

—h- e Ui A(t) (E.10)

)

l
b2

p 1
le

En donde el punto de traslape es llamado ¢t. Cabe notar que esta fuerza tiene dimensiones
de N/m, su direccion sera normal a la superficie de contacto (es decir proporcional a la nor-
mal unitaria 7 en el punto t) y su sentido de repulsiéon entre ambas placas.

Una vez descompuesta esta fuerza de acuerdo al vector normal, se calcula una nueva
ecuacion para la deformacion, con fuerzas horizontales y cargas verticales no necesariamente
nulas ni homogeneas. La forma de encontrar la carga vertical serda de dividir una vez mas
por el largo del contacto, pues se debe recordar que ¢(z) tiene dimensiones de N/m?. Una
vez resuelta la ecuacion diferencial con estos términos extras, se desplaza nuevamente el
obstaculo, encontrando asi nuevas zonas de identaciéon y por lo tanto nuevas zonas donde
existird fuerza de contacto entre ambos cuerpos. El desplazamiento se hace hasta que no se
detecte ya cambios en la litésfera ocednica llegando asi a una configuracién de equilibrio.

E.5. Resultados y Conclusiones

Para esta modelacion no se ha incorporado ningiin modelo de fuerza Slab-pull en la cerca-
nia de la fosa ni fuerzas tipo Ridge-push en el extremo derecho de la litésfera ocednica, para
poder aislar el efecto del contacto en la generacion de esfuerzos al interior de la placa. Se
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utilizaron ademaés los mismos rangos de parametros de la simulacion del Capitulo [3] es decir,
espesores para la litosfera oceanica de: T, = 10, 25 y 40 km, y mdédulos de Young para la
litosfera continental de un: 20, 60 y 80 % del de la litosfera oceanica. El espesor elastico usado
para el continente es de T, = 125 km. Para la zona de contacto se us6 un rectangulo de di-
mensiones (2b, £.), con b = 50 m y /.. se tomo constante para todo el proceso e igual a 100 km.

Nuevamente los esfuerzos en el extremo izquierdo han sido reducidos a cero por depender
de la condicién de borde. Tan s6lo nos interesa el comportamiento de estos en el contacto
y tras la fosa. Las distintas soluciones entregadas se grafican en las Figuras [E.3] [E.4] y [E.5]
Por razones de estabilidad en el codigo se ha escogido el término Ap(z) homogéneo en el
espacio, lo cuél es una falencia del programa y que amerita mayor investigacion. Los valores
representativos de cada solucién son mostrados en las Tablas [E. 1], [E.2] y [E.3]

(a) T,=10 km T, =25 km T, =40 km
Mosa 9,9 x 101 N 3,9 x 10" N 4,6 x 101" N
Viosa 6,4 x 10" N/m | —1,6 x 10" N/m | 21,8 x 10" N/m
Ofosa 9,8° 8,07 4,4°
Wfosa —4,7 km —5,1 km —5,2 km
maz w(x) 0,7 km 2,9 km 0,9 km
e 549 km 821 km 1033 km
Tabla E.1: (a). Valores caracteristicos con obstaculo rigido y fuerzas de contacto en donde
EQ/El = 0,2
(b) T, =10 km T, =25 km T, =40 km
M tosa —1,0 x 10® N 6,2 x 10" N 3,9 x 101" N
Vosa 14,4 x 10 N/m | —23,2 x 10'" N/m | 24,5 x 10'" N/m
O fosa 8,87 9,07 4,1°
Weosa —7,6 km —4,3 km —5,4 km
max w(z) 0,5 km 2,4 km 0,8 km
e 510 km 767 km 955 km

Tabla E.2: (b). Valores caracteristicos con obstéculo rigido y fuerzas de contacto en donde
EQ/EI - 0,6

Vemos que los resultados entregados presentan caracteristicas comunes a los del Capitulo
y algunas diferencias. Por ejemplo vemos que la forma de la solucién es semejante, pero
los esfuerzos son mas elevados en este caso que en los obtenidos en el caso con un obstaculo
rigido. También vemos que existe mayor desacople entre ambas placas lo cual como ya era
advertido, tendia a subir los esfuerzos y a cambiar el signo de ellos. Esto se muestra mas
notoriamente en las litosferas oceénicas de poco espesor elastico (T, = 10 km), no existiendo
incluso contacto en la zona que esperariamos que sea la fosa oceénica.
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Para una litésfera oceanica de mayor espesor (T, = 40 km) vemos un mayor contacto y
por consiguiente menor concentracion de esfuerzos. Por otro lado no vemos mayor variacion
al hacer la litosfera continental mas o menos rigida al aumentar su moédulo de Young. Esto
es atribuido a que en esta simulacion tan sélo afectaria este cambio al célculo de la fuerza de
contacto y no a una dindmica distinta de la litosfera continental.

(c) T. =10 km T, = 25 km T, = 40 km
M osa 6,0 x 106 N 3,5 x 10" N 7.1 x 10" N
Viesa | 5,5 x 1077 N/m | 10,3 x 1077 N/m | —8,4 x 1077 N/m
O fosa 10, 1° 9,0° 5,0°
W fosq —5,3 km —6,9 km —4,5 km
max w(z) 0,6 km 1,6 km 1,5 km
L, 527 km 756 km 940 km

Tabla E.3: (c¢). Valores caracteristicos con obstéculo rigido y fuerzas de contacto en donde
EQ/El - 0,8

Una simulacion considerando un obstaculo elastico como lo hecho en el Capitulo [3|no fue
posible por encontrar inestabilidad en el algoritmo de interaccion. Una soluciéon posible a
esto es simplificar la simulacion eliminando fuerzas externas y generar una interacciéon menos
invasiva que confrontar ambas placas buscando zonas de identacién.

Finalmente intentar buscar un modelo de interaccién usando la teoria de la elasticidad
entre placas sigue siendo una forma abierta de llegar al problema de la subduccién, pues
nuevas lineas se abren en esta direccion, tales como buscar cambios en la reologia, relajando
las hipotesis de elasticidad y permitir algiin régimen ductil; variar las hipotesis del contacto
permitiendo friccion y/o adherencia entre las placas, usar herramientas de la elasticidad no-
lineal generando mejores métodos numéricos tanto para problemas 1D y 2D, entre otras,
siendo estos tltimos poco explorados en esta Tesis.
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