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PROF. GUIA: SR. ALEJANDRO ORTIZ BERNARDIN

ESQUEMA NUMERICO DE PROYECCION NODAL PARA LA PLACA DE
REISSNER-MINDLIN UTILIZANDO METODOS SIN MALLA

En la practica de la ingenieria el método de elementos finitos o MEF se utiliza para realizar
célculos cuando resulta dificil o ineficiente obtener una solucién analitica.

En los dltimos anos se ha popularizado el uso de los métodos sin malla ya que estos entregan
soluciones mas exactas ademas de ser menos sensibles a las distorsiones de los elementos. Esto
ultimo se debe a que los métodos sin malla utilizan un vecindario de nodos para construir la
aproximacion de las variables, eliminando la necesidad de conexiones elementales (mallado)
entre los nodos.

La placa de Reissner-Mindlin (RM) se utiliza para el analisis de esfuerzos y deformaciones
en placas gruesas. Este modelo supone que la deformaciéon a lo largo del espesor varfa en
forma lineal ademés supone que la componente o,, del esfuerzo es nula.Sin embargo, la
placa RM presenta el problema de bloqueo por corte, donde la rigidez de la placa aumenta
drasticamente a medida que se disminuye el espesor.

El objetivo de este trabajo es solucionar el bloqueo por corte mediante la proyeccion
nodal, la cual ya ha sido utilizada para solucionar el bloqueo volumétrico en elasticidad
incompresible (andlogo al bloqueo por corte). Para este proposito se formula la proyeccion
nodal para el problema de la placa RM.

La proyeccion nodal se formula a partir de la formulacion mixta eliminando los grados de
libertad de corte S a partir de la discretizacion de los desplazamientos adyacentes disminu-
yendo el nimero de ecuaciones por resolver.

Se implementa el esquema para la proyecciéon nodal sin malla con funciones de base de
méxima entropia utilizando el software Matlab.

Se realizaron experimentos numeéricos sobre problemas cuya solucién analitica es conocida
y se evalud la convergencia y sensibilidad a distorsiones para la proyeccion nodal y métodos
tradicionales. La proyeccién nodal converge 6ptimamente para la norma L? del error y para
la semi-norma H*! del error. La proyeccién nodal es menos sensible a distorsiones geométricas
en la malla base que métodos MEF tradicionales.

Se concluye que la proyeccién nodal soluciona el problema de bloqueo por corte utili-
zando métodos sin malla. Se consigue una mejor convergencia con respecto a los métodos
tradicionales ademés de disminuir la sensibilidad a distorsiones geométricas.
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Capitulo 1

Introduccion

A medida de que los problemas de ingenieria van aumentando en complejidad se requieren
nuevos métodos de célculo. Por otro lado, los avances en la computacién permiten realizar
una gran cantidad de calculos en cortos periodos de tiempo. Los métodos de calculo numérico
de soluciéon son una herramienta invaluable para los ingenieros.

1.1. Antecedentes Generales

Uno de los métodos més utilizados para calculo es el método De elementos finitos o MEF
el cual se basa en dividir el dominio fisico en una cantidad finita de elementos discretos,
los cuales se encuentran definidos por nodos y conectividad o mallado, lo que representa la
conectividad entre nodos. La soluciéon se calcula en los nodos y luego se extrapola al elemento
completo a partir de funciones de forma.

El método sin malla o meshfree es una modificaciéon al método MEF tradicional donde
se elimina el mallado y calcula la solucion en el interior del espacio utilizando funciones de
base asociados a los nodos que se encuentran en la vecindad del punto evaluado. Al eliminar
el mallado se mejora tanto la exactitud de la solucién y se disminuye el error debido a la
distorsion geométrica de los elementos.

La teoria de Reissner-Mindlin (RM) se utiliza para modelar esfuerzos y deformaciones en
placas gruesas. La teoria se basa en dos supuestos. Primero que la deformacién a lo largo del
espesor se comporta de manera lineal, y segundo que la componente o, del esfuerzo es nula
(esta suposicion también se utiliza en teoria de vigas).

La Figura muestra como se pueden utilizar métodos numéricos para modelar una placa
con forma, fuerzas y condiciones de borde arbitrarias utilizando los métodos discutidos en
este trabajo.



Figura 1.1: Primer modo de vibracién de una pieza de un micro motor utilizando MEF para
la placa RM.Fuente: [1].

1.2. Motivacidon

Al trabajar numéricamente, la placa RM lleva comtinmente a un problema de bloqueo por
corte (shear-ILocking) cuando el espesor de la placa ¢ tiende a cero debido a que el elemento
utilizado no es capaz de recrear correctamente la deformaciéon de la placa. Este evento es
analogo al bloqueo volumétrico que ocurre en solidos incompresibles. Al ocurrir el bloqueo
los resultados entregados por el modelo son erréneos y no contienen informaciéon utilizable.
El problema de bloqueo se puede solucionar mediante varios métodos como por ejemplo
integracion reducida [2] y formulacion mixta [3], 4]. Una solucion alternativa para el bloqueo
volumétrico en elasticidad incompresibles trabajada por Ortiz et al. es la proyecciéon nodal
[5], la cual se busca adaptar para el problema de la placa RM en este trabajo.

1.3. Objetivos

En este trabajo se busca cumplir con el siguiente objetivo general:

e Desarrollar un esquema numeérico de proyeccion nodal para la placa de RM utilizando
métodos sin malla.

Ademas se establecen los siguientes objetivos especificos:

e Implementar proyeccion nodal utilizando un método sin mallas a la placa RM utilizando
funciones de base de maxima entropia.

e Comparar los resultados con diferentes soluciones obtenidas por métodos basados en
MEF.

1.4. Alcances

El alcance de este trabajo es desarrollar un esquema numérico de proyeccion nodal para la
placa de RM utilizando métodos sin malla, especificamente funciones de base de la maxima
entropia; comparar resultados del método de proyeccion nodal con métodos MEF tradicio-



nales evaluando convergencia a medida que se refina la malla y sensibilidad a distorsiones
geométricas de los elementos para placa cuadrada y circular empotradas.






Capitulo 2

Metodologia

El primer paso de este trabajo es la formulacién de la proyeccion nodal para el problema
de la placa RM. Para esto se sigue la metodologia utilizada por Ortiz-Bernardin et al. [5] para
elasticidad incompresible y se adapta para el uso en la placa RM. La formulacion entrega
expresiones para el calculo de la matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales.

Una vez que se tiene la formulaciéon se construye una rutina para generar una malla perso-
nalizada utilizando el software de pre y post proceso GiD [6] que permita asignar propiedades
del material, condiciones borde y fuerzas aplicadas. Los parametros entregados por el pro-
grama GiD son leidos utilizando un cédigo programado en Matlab® y luego se construyen
la matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales mediante integracion numérica para una
malla de soporte destinada para este efecto. Finalmente se calcula la solucién en los nodos
para determinar la solucién al problema.

La calidad de la solucién se evalta utilizando soluciones numeéricas obtenidas mediante el
software comercial ADINA [7] y soluciones analiticas. Se evaliia la convergencia del método y
la sensibilidad a las distorsiones de los elementos en la malla de integraciéon numeérica. Estos
resultados se comparan con otros métodos tradicionales.

La Figura muestra esquema que presenta graficamente como se realizara el trabajo.



Implementar el Realizar

Esquema Experimentos
- Generar una malla. - Obtener solucién
. Seleccionar método numérica
de integracion. + Evaluar convergencia.
- Implementar el - Evaluar sensibilidad a
método de distorsiones.
proyeccion nodal - Comparar con MEF

tradicionales.

Figura 2.1: Esquema de la metodologia utilizada. Fuente: Elaboraciéon propia.



Capitulo 3

Antecedentes

3.1. Método de Elementos Finitos

El Método de Elementos Finitos o MEF (FEM en inglés) se utiliza para obtener soluciones
a problemas diferenciales donde el desarrollo analitico es complejo o imposible. El método
consiste en dividir el dominio fisico en una cantidad finita de elementos discretos. La solucion
se calcula en una cantidad finita de puntos en cada elemento conocidos como nodos.

Luego la solucion en el interior del elemento se calcula a partir de las soluciones nodales
de cada elemento utilizando funciones de forma. En el caso de MEF las funciones de forma
mas utilizadas son lineales conocidas como funciones “Hat”. Las conexiones que definen los
elementos se conoce como mallado. La Figura muestra un mallado en un espacio bidi-
mensional con elementos triangulares, conocidos como T3, utilizando una funciéon de forma
de tipo “Hat” las cuales son funciones polinomiales de primer orden.

Figura 3.1: Elemento triangular utilizado en elementos finitos con representacion visual de
una funcién de forma lineal. Fuente: Elaboracién Propia



Una vez que se conocen las soluciones nodales, en el caso bidimensional con dos grados
de libertad (en este caso desplazamiento u) se tiene que la solucion dentro del elemento se
calcula utilizado la Ecuacion (3.1]), donde N; son las funciones de forma.

Ulg
uly
h Nl 0 N2 0 Ng 0 U2z
10 N, 0 Ny 0 Nyl |uy
U3g
U3y |

= Neue (3.1)

3.2. Método sin Malla

En MEF tradicional se tiene que la soluciéon dentro de un elemento se calcula a partir de
los nodos que definen el elemento utilizando las funciones de forma descritas en la seccion
anterior. En el caso de los métodos sin malla se utilizan los nodos que se encuentran en la
vecindad del punto donde se evalia. Debido a esto, las funciones de forma utilizadas son de
mayor complejidad por lo que se requiere un mayor tiempo de proceso. La Figura [3.2] muestra
una funcién de forma de un método sin malla sobre un espacio bidimensional.

A

Figura 3.2: Funcién de base utilizada en métodos sin malla.Fuente: Elaboraciéon Propia

El método sin malla tiene varias mejoras con respecto al MEF tradicional. Al aumentar
el soporte se tiene mejor exactitud en la solucion, ademés de ser mas adecuado para modelar
grandes deformaciones. La eliminacion del mallado disminuye la sensibilidad a las distorsiones
geométricas en los elementos.

A pesar de que los métodos sin malla no utilizan el mallado para la obtencién de la solucion,
es conveniente utilizar un mallado para realizar integracion de Gauss en los elementos. En
el método es necesario integrar para calcular las matrices de rigidez y vectores de fuerza
elementales.

Las funciones de base que se utilizara en este trabajo son funciones de méaxima entropia
[8][9]. Estas funciones se derivan a partir distribuciones probabilisticas que maximizan la
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entropia. sujeto a que la suma de las funciones de forma en cada punto sea igual a la unidad
y que la esperanza en un punto sea el punto. La Ecuacion (3.2)) muestra las condiciones que
definen la funciéon de maxima entropia donde @, es la funcion de base del nodo a y m, es el
prior que se desea utilizar. En este trabajo se utilizara una funciéon prior m, gaussiana donde
B, controla el tamano del soporte utilizado y donde h, es el espaciado nodal caracteristico y
v, €s un parametro introducido por el usuario para asignar el tamano del soporte.

& ®
Maximizar H(®,, m,) = — » _ @,ln (-) (3.2)
ma

a=1
sujeto az d.(x)=1 'y Zxafba(x) =x
a=1 a=1

con ma(X) — efﬁa‘lxafxuz donde 6(1 = ")/a/hz

3.3. Formulacion de la Placa RM

La teoria de Reissner-Mindlin (RM) se utiliza para modelar esfuerzos y deformaciones en
placas gruesas. La placa se modela como una superficie bidimensional con una variable de
espesor en una placa como la que se muestra en la Figura|3.3| Para convertir a coordenadas
cartesianas se utiliza la transformacién que se muestra en la Ecuacion , donde u, v, w
son las deformacioénes en coordenadas cartesianas y 6,, 6, son las deformaciones rotacionales
en direccion x e y respectivamente como se muestran en la Figura [3.4]

Figura 3.3: Elemento tridimensional isoparamétrico con un espesor dado y elemento de placa
RM. Fuente:[4]



v| = |20, (3.3)

La teorfa se basa en dos supuestos, primero en que la deformacion a lo largo del espesor
se comporta de manera lineal y segundo en que la componente o, del esfuerzo es nula (esta
suposicion también se utiliza en teoria de vigas).

La placa RM se define por tres variables de posicion 6,, 6, (aveces se utiliza ¢, y ¢,
utilizando el cambio de variable que se muestra en la ecuacion (3.4) dependiendo de la
preferencia del autor) y w. La Figura muestra un esquema de estas variables que se

utilizan en la placa RM.
Oz |0 1) |0
o)=L il ) o0

Figura 3.4: Esquema de las variables y fuerzas que actuan sobre la placa RM.[4]

El problema de la placa RM se encuentra definido por las ecuaciones de equilibrio de
fuerzas de corte (3.5)), equilibrio de momento (3.6)), ecuaciones constitutivas de corte (3.7)) y

momento(3.8)).

VIiS+4¢=0 (3.5)

LTM+8S =0 (3.6)
1
~S—0—-Vuw=0 (3.7)
(0%

M-DLH=0 (3.8)

con
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1 v 0 2 9
Et3 oz 1 0]
D= v 1 0 L=1]0 £ = Gkt
2(0-v) [, ¢ 0= o " [0 1"
2 dy Oz
S, [,
5= [Sy} M= [My] 39)

Donde M, y M, son los momentos internos en las direcciones z e y y S, y S, son los
esfuerzos de corte en las direcciones x e y. E es el médulo de Young, v es el modulo de
Poisson, G es el modulo de corte del material, k es el factor de corte que vale 5/6 y t es el
espesor de la placa.

Para la formulacién del problema resulta conveniente eliminar las el momento M utilizando

las Ecuaciones (3.8)) y (3.6]) simplificando el problema.

M=DLO= L'DLI+S =0 (3.10)

Utilizando las Ecuaciones (3.5)), (3.7)) v (3.10) se llega a la forma débil del problema de la
placa RM.

/ Sw[VTS +¢ldQ2 =0 (3.11)
Q
/ S0T[LTDLH 4 S]dQ =0 (3.12)
Q
1
/6ST[—ES+9+Vw]dQ =0 (3.13)
Q

Ademas se define la variable v como:

2 1 0] |¥
vsz+9={%” 0 1} 0z (3.14)

y 0

Y

3.3.1. Formulaciéon Irreducible

De la forma débil mostrada en la seccién anterior se puede eliminar eliminar el esfuerzo
de corte S para llegar a la formulacion irreducible. Para esto se utiliza la ecuacion (3.7)).

11



9
S=a(Vw+0) =a«a {‘9& 0. = aFu=ay (3.15)

9y

Se discretizan las variables de desplazamiento utilizando las funciones de forma lineales
N,(x), donde a indica a que nodo corresponde la funcion de base y n es el nimero de nodos
del elemento donde se evalta la solucion.

wh(x) n | Ny(z) 0 0 n
wy() = [04) [ =D | 0 Naw) 0 |ug=)» Huz)u, (3.16)
o () a=1 0 0 Ny(x) a=1
donde
No(x) 0 0
H,(z) = 0 N,y(x) 0 (3.17)
0 0 Nu(x)

Entonces, se tiene cada variable discretizada del siguiente modo:

wh(z) = Z gH (z)u, (3.18)
a=1
swh(z) = Z gH, (z)du, (3.19)
a=1
con
g=1[1 0 0] (3.20)
Y de la misma manera para 6
0"(x) => bH,(z)u, (3.21)
a=1
06"(x) = > bH,(z)du, (3.22)
a=1
con
010
b1 s

Utilizando esta discretizacion se calcula S como sigue:

12



Sh = - g Na 0 oy V,u, = 3.24
_Za 38_]% 0 N, ua_az alla = QY (3.24)
=1

a= a=1

Integrando por partes la forma débil relacionada a los momentos (3.12)) se obtiene ({3.25)),

donde m es el momento prescrito y I',, es el borde donde se aplica este momento.

66T mdl’ — / ST 1LY DLO — S]dQ = 0 (3.25)
Q

'y

Reemplazando esta discretizacion en (3.25)) se obtiene:

/Q (6up)” (bH ()T [LTDLbH, () — aV,(z)]u,dQ = / (6uy)” [bHy(2)"mdl,  (3.26)

n

Entonces, se definen las matrices de rigidez K', K? y f; como:

K, — / (LbH, ()" DLbH, (2)d0 (3.27)
K2, — /Q (bH,(2)) aV,()d9 (3.28)
fy = / [(bH,(z)]"mdl’ (3.29)

Integrando por partes la forma débil de equilibrio de corte (3.11)), donde S es la condicién
de borde de corte y I'y la superficie donde se prescribe el corte, se tiene

/(5w[VTS +¢|dQ = /5wTSndF — /[V((Sw)]TSdQ + / SwlqdQ =0 (3.30)
0 r o

Q

Entonces reemplazando las variables discretizadas a (3.30|) escribimos:

/Q((Sub)T[v(gHb($))]TaVa(x)uadQ _ /

Ts

(6w, [gH (2)]7S,dT — / (5w, [gH, ()] g D
(3.31)

Resultando en las siguientes matrices:

13



K, = / ¥ (gH, (2))] 0V, (2)d0 (3.32)

fu = [ [gH@)"S,dr + [ [gHy @) qd0 (3.33)

Finalmente las soluciones nodales u,se calculan a partir del siguiente sistema lineal de
ecuaciones:

(K'+K? + K*uy, = f5 +f, (3.34)

Para poder implementar esta soluciéon se debe realizar integraciéon numérica para obtener
las matrices de rigidez y el vector de fuerzas nodales. En este trabajo la integracion se realiza
mediante cuadratura de Gauss.

Esta formulacion de la placa RM presenta lo que se conoce como bloqueo por corte. Esto
ocurre porque cuando el espesor de la placa tiende a cero, la matriz de rigidez se sobre-rigidiza
causando que los resultados calculados sean erréneamente cercanos a cero. La estrategia mas
utilizada para solucionar parcialmente este efecto es la integracion reducida cuando se utiliza
MEF tradicional [2].

3.3.2. Bloqueo por Corte

El bloqueo por corte ocurre cuando el espesor de la placa disminuye, causando que el la
rigidez de la placa aumente de manera errénea haciendo que las deflexiones sean menores
a lo que se espera. Esto ocurre debido a que el elemento propuesto para la formulacion
irreducible es incapaz de modelar correctamente placas finas. La Figura muestra como
un elemento placa unidimensional con un grado de libertad € y un grado de libertad de tipo
desplazamiento transversal w no puede modelar correctamente deflexion. Como se puede ver
en la figura, si la placa es mas delgada la diferencia entre la placa real y la placa RM aumenta
lo cual se observa en la solucién final como un aumento excesivo de rigidez conocida como
bloqueo por corte.

14



b)

uC

Figura 3.5: Diferencia entre una placa real a) y una placa RM b) bajo deflexién. Fuente:
Elaboracion propia

En la Figura [3.6/muestra como varia la solucion obtenidos utilizando MEF tradicional (sin
integracion reducida) y resultados obtenidos con ADINA para una placa cuadrada empotrada
bajo carga uniforme. ADINA soluciona el bloqueo de corte gracias a que utiliza elementos
MITC3 y MITCA4 [7] los cuales provienen de la formulacién mixta que se describe mas ade-
lante. Como se puede ver a medida que se disminuye el espesor, la solucién tiende a cero con
respecto a lo esperado.

o WEF " G MEF
1400 o Adina o Adina

Figura 3.6: Solucion utilizando integracion completa para una placa cuadrada de L = 1[m]
empotrada a medida que disminuye el espesor disminuye. (a) ¢ = 0.1[m] (b) ¢t = 0.01[m] y
(c) t = 0.001 [m]. Fuente: Elaboracién propia.
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3.3.3. Integraciéon Reducida

La integracion reducida consiste en reducir la cantidad de puntos de Gauss utilizados
al calcular las integrales de K? y K? de tal manera que la integral no tenga una soluciéon
numérica exacta. Por lo general se utiliza con elementos cuadrados de cuatro nodos conocidos
como Q4, el cual se muestra en la Figura [3.7], utilizando un solo punto de Gauss en vez de
los cuatro requeridos para la integracion exacta de las funciones de forma lineales.

1 1
05 T 05
o o
0 0 8]
o o
05 : 05
1 1 1 1 1 _1 I 1
1 045 ] 05 1 -1 0.5 ] 05 1
(a) (b)

Figura 3.7: Elementos Q4 con 4 puntos de Gauss, circulos verdes, para integraciéon completa
(a) y con un punto de Gauss para integracion reducida (b). Fuente: Elaboracion propia

Como se ve en la Figura [3.8] al utilizar integraciéon reducida para el caso con mayor
bloqueo, placa fina con ¢ = 0.001 [m], se elimina el bloqueo de corte para la formulacion
irreducible.
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x10°

o MEF
< Adina

Figura 3.8: Comparacion entre solucion MEF tradicional con integracion reducida con res-
pecto a la solucion con software Adina para ¢ = 0.001 [m]. Fuente: Elaboracion propia.

3.3.4. Formulacion Mixta para Elementos Finitos

La formulaciéon mixta intenta aliviar el problema del bloqueo por corte agregando nodos
adicionales con un grado de libertad adicional, en el caso de la placa RM nodos de esfuerzo
de corte S. A diferencia de la formulaciéon irreducible, no se simplifica el esfuerzo de corte,
sino que se adopta como una variable adicional. Debido a la adicién de grados de libertad y
nodo, se requiere mayor tiempo de computacion. La Figura muestra posibles elementos
mixtos.

JAVAYAN

Figura 3.9: Elementos comunmente utilizados en la formulacion mixta (Nodos e de despla-
zamiento w, 0 y A de corte S). Fuente: [10].

Se discretiza S utilizando las funciones de forma N*(x) pertinente al elemento seleccionado
donde ng es el niimero de nodos de corte S por elemento.

Su(a) = 3 Ni()S, (3.35)
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Ns

0Sn(z) = > Nj(z)sS, (3.36)

b=1

Anélogamente al caso irreducible se obtienen las expresiones para la matriz de rigidez y
vector de fuerzas que se muestran en la ecuacion (3.37). La obtencion de las matrices de
rigidez se puede encontrar en Referencia [4], Capitulo 12.

0 0 ET [w, Jfuw
0 A | |6 ] =% (3.37)
Ec H||s |o
Ay = /Q [LbH, (z)]" D[LbH,(z)]dS (3.38)
B = [ [IN:(0)]' V[gH()1a0 (3.3
Cuw = /Q [IN?(z)]" [bH,)(2)dS (3.40)
Ha = = [ [IN:(@)7 LN (2)1d0 (3.41)
£, — / [gH() S0+ /Q (gH, (2)] g A (3.42)
f) = / m[be(g;)]der (3.43)

3.3.5. Formulacion Mixta sin Malla

Para los métodos sin malla no se utilizan funciones de forma que dependen del mallado
sino que se utilizan funciones de base que utilizan los nodos que se encuentra en su vecindad.
Un nodo a contribuye a la solucién en el punto x cuando el nodo a se encuentra en la vecindad
de x. En este trabajo se utilizan como funciones de base las funciones de maxima entropia
utilizando un prior gaussiano que se describe en la seccion [3.2] El tamano de la vecindad
depende del valor de 7.

Utilizando las funciones de méxima entropia como funciones de base se discretizan los
desplazamientos, donde ®,(x), @.(x) y 1¥,(x) son las funciones de maxima entropia para el
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nodo a y n es el nimero de nodos que contribuye a z. Se define entonces la matriz H,(x) en
funcion de las funciones de base:

wh(x) n |P,(x) 0 0 n
u,(z) = [ 0"(z) | = Z 0 @alz) 0 |u,= Z H,(z)u, (3.44)
op () a=1 0 0 () a=1

Como se trata de un método mixto, también se discretiza el esfuerzo de corte S utilizando
funciones de méaxima entropia. Ahora p,(z) es una funcién de base de méaxima entropia
correspondiente al nodo a y no depende de la malla y ng corresponde al niimero de nodos de
corte en la vecindad de .

Ns

Si(z) =Y _ pa(x)Sa (3.45)

a=1

s

0Sn(x) =D pol(a)3S, (3.46)

b=1

La matriz de rigidez se calculan de manera analoga al caso de elementos finitos solo que
ahora se utilizan funciones de base sin malla.

0 0 ET] [w, Jfu
o 4 ||| =1% (3.47)
Ec m|ls o
Ay = /Q [LbH,(z)]" D[LbH,(z)]dS (3.48)
B = [ Ion(o) VIgH ()]0 (3.49)
Cor = [ Mou(o) D ()0 (3.50)
Ho = = [ ()" < (e} (3.51)
£, = /F [8HL()7S,dI ¢ /Q (gH, (2)]"g A0 (3.52)
£y = / m[be(x)]TrhdF (3.53)
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El calculo de la matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales requiere de integracion
numérica. Para realizar la integracion se utiliza la cuadratura de Gauss. Para poder realizar
integracion de Gauss se ha generado una malla que solo se utiliza para este efecto.

3.4. Pruebas de Validaciéon del Modelo

En esta seccion se describen distintas pruebas que se realizan al modelo para validarlo.
En este trabajo se utilizan cuatro pruebas que se describen a continuacion.

3.4.1. Test de la Parcela

El test de la parcela “Patch Test” se utiliza para verificar la convergencia o consistencia de
un elemento o formulacion. El test consiste en generar una malla cuadrada de bajos elementos
como la que se muestra en la Figura|3.10, a la cual se le asigna una condicién de borde lineal
arbitraria, como se muestra en la ecuaciéon , donde a, b y c son vectores de constantes
arbitrarias. La solucion dentro de la malla debe ser exactamente igual a la ecuacion ((3.54))
para satisfacer el test.

Figura 3.10: Malla de triangulos utilizada para el Test de la Parcela. Fuente: Elaboracion
propia.

u=ar+by+c (3.54)

La satisfaccion del test de la parcela es condicidon necesaria para la convergencia del método
y del tipo de elemento utilizado. Ademés perite validar la programacion del algoritmo.

En el caso de la placa RM se requiere que la condiciéon de borde impuesta para el des-
plazamiento impuesta sobre w sea de un orden mayor a el orden de la condicién impuesta
sobre las rotaciones 6, y 6, [L1]. Por lo tanto la condicién impuesta para las rotaciones debe
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ser constante, dejando la condiciéon impuesta segin la Ecuacion (3.55), donde a, b y ¢ son
constantes arbitrarias.

w=ar+by+c
0, =a (3.55)
6,=>b

3.4.2. Test de Conteo de Parcela

Para disenar elementos mixtos ttiles se utiliza el test de conteo de parcela o "Patch Count
Test". Este test busca identificar si las condiciones de borde entregan suficiente informacion
al problema para resolver el sistema de ecuaciones y asi evitar inestabilidad. El test se realiza
generando una malla de un elemento y otro de 4 elementos (mallas cuadradas) o 6 elementos
(mallas triangulares). A estas mallas se les impone una condicién de borde de empotramiento
w=0,60, =0y 86, =0, las cuales se imponen en todo el contorno (restringido, designado por
el subindice C') o en un solo nodo (relajado, designado por el subindice R) . El test se pasa
satisfactoriamente para la placa RM si se cumplen las siguientes condiciones, donde n,,, ng
y ng son el nimero de grados de libertad w, 6 y S respectivamente:

apE”e:L’%Zl Bp==2>1 (3.56)

Para evaluar la tendencia del elemento a solucionar el bloqueo se existe el test de conteo
de restricciones. Para este test se define la relacion de restricciones r como se muestra en la
Ecuacién donde ne, es el numero de ecuaciones y n. es el numero de restricciones. Se
llega a un caso ideal si r = 2 y si r < 1 ocurrira bloqueo[I2].

Neg
rp =

(3.57)

Ne

Hay que notar que estos tests muestran una tendencia del elemento a satisfacer las condi-
ciones probada, sin embargo no son informacion suficiente para validar le elemento.

3.4.3. Normas de Convergencia

La solucion calculada debe converger a la soluciéon exacta a medida que se refina el mallado
(se aumenta el namero de nodos, como es el caso del método sin mallas). Para esto se utilizan
la norma L? y la semi-norma H®.

La norma L? se deduce a partir de los espacios L? también conocidos como espacios de
Lebesgue. Se define la norma LP de f como:
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160l = [ sxran) " (358)

A partir del Ecuacion (3.58) se define la norma L? del error de la solucién dividiendo
|(u —wy)l|;2 por ||(u)]|;2, donde u es la soluciéon analitica y uy, es la solucién calculada:

[u -l (Jo(u—up) - (u—uy)dQ 2
ol ( Jou-ud? ) (3.59)

De manera similar se define a partir de los espacios de Hilbert la semi-norma energética
del error H', la cual evalta la convergencia de las derivadas de la solucion:

[l =l (fQ(U’ — ') (0 - u’h)d9>5

3.60
[l g fQ u’ - u'dQ ( )
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Capitulo 4

Formulacion e Implementaciéon

4.1. Formulacién de la Proyeccién Nodal

La proyeccion nodal fue desarrollada por Ortiz-Bernardin [5] para el problema de elasti-
cidad lineal incompresible, el cual presenta bloqueo volumétrico cuando se utilizan métodos
tradicionales. Esta formulacion presentd mejor convergencia al comparar con la formulacion

mixta tradicional.

La proyeccion nodal busca pasar de la formulacién mixta sin malla a una formulaciéon en
funcién de los desplazamientos eliminando de esta la necesidad calcular el esfuerzo de corte

S nodal y bajar el tamano de la matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales.

Para este proposito se comienza la formulacion utilizando la misma discretizacion utilizada
por la formulaciéon mixta sin malla, donde n,,, ny y ng son los nodos pertenecientes a la

contribucion de w, # y S en el punto x respectivamente:

wy(x) = Zw: P, (x)w, Owp(x) = Z ,(x)0w,

ne

On(x) = Z Pa(X)04 0h(x) = Z Pa(x)00,

a=1

Sh(z) =Y pa(x)Sa Sh(z) =D po(x)8S,

Luego se discretiza la variable v definida en (|3.16)),
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Nw | 0Pq(x)
Th = Z [d@ x)

a=1

wa—i-Z[ X) X)}e Y e, “’a+ZG (4.4)

Ahora se busca eliminar la dependencia de las soluciones nodales S, reemplazando en la
Ecuacion (3.13) las variables discretizadas y despejando S,. Este proceso se conoce como
proyeccion nodal.

Nw

[ mcitx wbdmz [eouano - 13- [ ammsio=o )

b=

[y

Realizando suma de filas en la parte del esfuerzo de corte se obtiene (4.6]). Se debe notar
que el area de integracion §2 ha cambiado por €. el cual representa la union de los elementos
adyacentes al nodo evaluado ¢ como se muestra en la Figura [4.1] [13].

" ( / Cpa<x)cb<x>dsz) w + ; ( / C pa<x)Gb<x)dsz) 0, = <§ / | pa(x)dQ) S, (4.6)

b=1

\

Figura 4.1: Area de integracion €. del nodo ¢. Fuente: Elaboracion propia basado en [13].

Reemplazando S,

EJ (é /Q pa(x)dg) -y ( /Q o(x)Cy dQ) wﬁz ( / Gy(x )dQ> 0y (4.7)
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Finalmente, se obtiene,

|:Sax:| - fQ pa Cb( )dQ 20 fQ pa Gb( )dQ
= wp + « E 0,
Say =1 ch pa b=1 fQ pa dQ

(4.8)

La Ecuaciéon entrega una expresion para las soluciones nodales S, a partir de las
soluciones nodales de desplazamiento y las funciones de base de desplazamiento y esfuerzo lo
cual se conoce como proyeccion. Por simplicidad se define el operador de proyeccion nodal
7e[.] como:

Jo, pa(@)[]dQ2

7Ta[-] - ch ,Oa(:C)dQ

(4.9)

Entonces el esfuerzo de corte discretizado Sy, se expresa de la siguiente manera:

ns
T) =« E pe(X)T,
c=1

ZC wa—l—ZG ] (4.10)

Nw

s, _az[zpc 5 (Cul

we +ay [Z pe(X) 7, [Ga(x)}] 0, (4.11)

Esta expresion entrega una discretizacion de S que no depende de las soluciones nodales
Sa si no que de las soluciones nodales de los desplazamientos w, y #,. Ahora, remplazando

las discretizaciones wy, 0, y Sy, en las Ecuaciones (3.25) y (3.30]) se obtienen las siguientes
expresiones:

/ (60)T (G (x))T[LTDLG(x)0s — Z (37 [Cy (3w
N (4.12)
—a ) pe(X) e[ Gy ()]0, A2 = / (80,)" (Gp(x))Tmdrl,,

Ns

[EuCi@) 0y pximlCix —azpc G ()]0,
“ e=1 (4.13)

~ [ Gun@e)78ar - / ()[04 (2)] " 2

Ahora se construyen las matrices de rigidez K°, Kfuw, K;w y K, v Kjy, ademas de los

vectores de fuerzas fy y f,, a partir de las Ecuaciones (4.12)) y (4.13)). El proceso es analogo a
la formulacion irreducible. Las matrices son:

25



Kb — /Q (£Gy(x)) DLG, (x)d0
K= | cb<x>Ta;Zi[pxxmc:a(xmdﬂ
Koo = [ Gb<x>Tai[pxxmca(x)ndfz
Kio= | cb<x>Tag[mx)mea(x)ndﬂ
K= [ Gb<x>Tag[pc<x>wc[ea<x>nm

fg = / [Gb(X)]Tﬁl dr

m

£, — / (0, ()]l + /Q (0, ()] g d9)

Finalmente, se tiene que la soluciéon nodal del problema se obtiene resolviendo:

K., K3, w| |f,
K, K +K°| |0 |f

4.2. Implementacion del Algoritmo

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

Como se vio en la secciéon anterior, para obtener la solucion al problema se debe construir
la matriz de rigidez y el vector de fuerza del problema. Para esto primero se debe generar
un mallado del problema. Si bien se trabaja con el método sin malla, la malla solo se utiliza
para la integraciéon numeérica. La aproximacion de las variables de campo se hace utilizando

los nodos de la malla sin usar en este calculo la nociéon de elemento.

La Figura muestra cada una de las etapas del algoritmo a utilizar. El algoritmo es
implementado en Matlab mientras que para generar la malla se utiliza el software GiD [6] de

pre y post proceso.
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. .. Célculo de Evaluacion de
Definicion del Generacion de )
Puntosde > Funciones de
Problema una Malla .,
Integracion Base
A ., Imposicion de .
Analisis de Obtencion de P . Calculo de
Condiciones < .
Resultados Resultados Matrices
de Borde

Figura 4.2: Esquema del algoritmo de Proyeccion Nodal. Fuente: Elaboracion propia.

4.2.1. Generacion de la Malla

La malla se genera a partir del software GiD [6]. El software permite generar mallas
personalizadas (de tridngulos o cuadrados, estructuradas, no estructuradas, distorsionadas,
etc.), establecer condiciones de borde en nodos, lineas y elementos, propiedades del material
y parametros del problema.

Para aprovechar esta funcionalidad del software se debe crear una rutina que contenga los
parametros para la placa Reissner Mindlin. Se definen condiciones de borde para 6, w, M y S.
Se asigna un valor de carga superficial ¢, espesor t, médulo de Young E y modulo de Poisson
v a cada elemento. Finalmente las coordenadas nodales, elementos y demés parametros se
imprimen en un archivo de texto el cual se lee en Matlab. La Figura [4.3] muestra un mallado
de elementos triangulares a un circulo. Finalmente se le anaden nodos centrales en el centro
de cada elemento para la formulacién mixta.

En el caso de utilizar MEF tradicional con integracion reducida, se necesitan utilizar
elementos cuadrados, ya que en elementos triangulares un punto de Gauss seria suficiente
para la integracion exacta de las funciones de forma.

Figura 4.3: Mallado circular utilizando elementos triangulares utilizando el software GiD.
Fuente: Elaboraciéon propia.
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4.2.2. Puntos de Integracion

Las matrices de rigidez y vectores de fuerza se calculan utilizando integracion de Gauss.
Los puntos de Gauss y pesos de Gauss se calculan en cada elemento previo a la integracion
y se guardan debido a que son ttiles en el calculo de normas. La Figura [£.4] muestra los
puntos de Gauss generados para integraciéon en una malla de elementos triangulares cuando
se utilizan 3 puntos por elemento.

Figura 4.4: Esquema del algoritmo de Proyeccion Nodal. Fuente: Elaboracion propia.

Se debe notar que en el caso de MEF, se utiliza integraciéon reducida para el calculo de
las matrices de rigidez K? y K? y asi evitar el bloqueo por corte.

Correccién de Derivadas

Las funciones de méxima entropia son racionales por lo que la cuadratura de Gauss pre-
senta errores de integracion [14]. Para aliviar este error se utiliza la correccion a las derivadas
en los puntos de integracion propuesta por Duan et. al.[T5].

La correcciéon consiste en obtener el valor de las derivadas en el interior del triangulo
a partir de la integral en el contorno. Esta correcciéon se obtiene utilizando el teorema de
Green que relaciona el valor de la integral de las derivadas de una funcién al interior de una
superficie con la integral de la funcién en el contorno. En el trabajo realizado por Duan et.
al. se utiliza para calcular las derivadas de una funcién de base utilizando el valor de esta en
puntos de gauss en el interior y contorno del tridngulo de integracion. La Figura [£.5] muestra
la cuadratura utilizada.
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Figura 4.5: Puntos de Gauss para correccion de derivada: X rojos puntos internos, x azules
puntos en el contorno .Fuente: Elaboracion propia.

Las derivadas con respecto a la direccion ¢ en cada punto de Gauss se calcula siguiendo la

Ecuacion (4.22)).

(
(
Qd, =f; con d; = E
(
(

(4.22)

La matriz Q se calcula a partir de las coordenadas y pesos de los putos de Gauss al interior
del triangulo y f; a partir de la integral de Gauss del contorno e interior del tridangulo donde
n$ es la componente 7 de la normal.

Wi
Wll’l
Wi
Wlfl'%

Wiziy
| le%

W,
WQ.TQ
Ways
WQIE%

Wazays
Wzyg

Ws
Wi
W3ys
ng‘%

Wsz3ys
W3y§

W,
Wz,
Wiy
W4I’i

Wiy,
Wayi

W
Wsas
Wsys
W5£L‘§

Wszsys
W5y§

We
Wexg
Weys
WGZL'%

Wesys

Wﬁyg i

(4.23)

donde Wp, son los pesos de la cuadratura en el interior y w, son los pesos de la cuadratura
en el contorno. Como se puede observar, este método de integracién numérica no requiere de
la derivada de las funciones de base. En cambio, solo utiliza la funciéon de base directamente.
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B> > e
Dot vy we®r(xp)mpng — YL, Wpdi(xp)
fz — 3 n 22:1 Zzil wbq)[(xrl:)ybn; (424)
236:1 > ooty wy®p(xp)xing — Y0, Wp®i(xp)22p
Yoo 2o we®r(xp)myeng — > p Wp®i(xp)yp
S S w®r(x,)yEn

Z;Z’:l Z;Zil wb@l(xb)nz
. nrze:1 Zb; wb?l (Xb)nngn;
£, = Dot Db Uéb(bl();b)ybny — > pey Wpi(xp) (4.25)

Dot 2opty wp®r(xp) RN
22:1 > b wb@l(xb)ﬁbybnz — > Wp®i(xp)xp
| 22:1 > oot wp®p(xp)ypn — Yt Wp®i(xp)2yp |

4.2.3. Calculo de Funciones de Base

El célculo de las funciones de base de maxima entropia se se realiza sobre cada punto
de Gauss. Estas son evaluadas utilizando la funcion MAXENT disponible en linea [16]. La
funciéon entrega los valores de las funciones de base evaluadas en el punto Gauss junto con sus
derivadas en z e y, ademés de los nodos que se encuentran en la contribuciéon de la funciéon de
base. Sin embargo, debido a que en este trabajo se utiliza la integracion de Duan et al. [15],
solamente se requiere de las funciones de base y no de sus derivadas. La Figura muestra
las funciones de base de maxima entropia utilizando una malla de tridangulos con v = 4 para
mejor visualizacion.

4.2.4. Calculo de Matriz de Rigidez y Vector de Fuerzas

Para disminuir el tiempo de computacion se calculan los factores de proyeccion nodal que
se presentan en las Ecuaciones (4.26)) y fuera del ciclo para calcular la matriz de rigidez.
Para esto se realiza el un ciclo sobre los puntos de Gauss que pertenecen €).. Esto se realiza
siguiendo el Algoritmo

 Jo, Pe(x)[Ca(x)]d02
7 [Co(x)] = fQC - 53d0

(4.26)

Ja, Pe(x)[Ga(x)]d€2
fQC pe(x)de2

me[Ga(x)] = (4.27)
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Algoritmo 1: Pseudo codigo para el calculo de los factores de Proyeccion Nodal.
Entrada: Elementos y Nodos, Puntos y pesos de Gauss, Funciones de Base,
Propiedades del Material
Salida: NP¢(c,a) = 7. [Gu(x)] vy NPg(c,a) = 7. [Ga(x)]

1 Inicializa NP¢ como Celda de Ng por N,

2 Inicializa NPg como Celda de Ng por Ny

3 Inicializa Div como vector de ceros de Ng

a for Cada Punto de Gauss do

5 Obtener funciones de base y sus derivadas evaluadas en el punto de Gauss Obtener

nodos en la contribucion for c=Contribucion de S do

6 if Punto no pertenece a (). then

7 ‘ Pasar al siguiente ¢

8 end

9 for a=Contribucion de w do

10 | NPg(c,a) = NPc¢(c,a) + po(x)Ca(x) - PesoDeGauss
11 end

12 for a=Contribucion de 6 do

13 | NPg(c,a) = NPg(c,a) + pe(x)Gqy(x) - PesoDeGauss
14 end

15 Div(c) = Div(c) + p.(x) - PesoDeGauss

16 end

17 end

18 for c=1: Ng do

19 fora=1:N, do
20 | NPg(c,a) = NP¢(c,a)/Div(c)
21 end
22 fora=1: Ny do
23 | NPg(c,a) = NPg(c,a)/Div(c)
24 end
25 end

El ensamble de la matriz de rigidez calcula utilizando la integracion de Gauss. Para esto
se cicla sobre todos los puntos de Gauss evaluando cada una de las contribuciones de las
funciones de base para luego ensamblar la matriz completa. El Algoritmo [2l muestra el pseudo
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codigo utilizado.

Algoritmo 2: Pseudo c6digo para el célculo de la Matriz de Rigidez.

Entrada: Elementos y Nodos, Puntos y pesos de Gauss, Funciones de Base,

Propiedades del Material

Salida: Matriz de Rigidez K
Inicializa K como Matriz de ceros for Cada Punto de Gauss do

Obtener funciones de base y sus derivadas evaluadas en el punto de Gauss
Obtener nodos en la contribuciéon
for b=Contribucion de w do
NP, = 0 for ¢=Contribucion do

| NP, = NP, + p.(x) NPc(c,b)
end
for a=Contribucion de w do
Calcular K3, (a,b) - PesoDeGauss
Ensamblar en K
end
for a=Contribucion de 6 do
Calcular K2 ,(a,b) - PesoDeGauss
Ensamblar en K

end
end
or b=Contribucion de 8 do
NPy = 0 for ¢=Contribucion do

\ NPy = NPy + p.(x) NPg(c,b)
end
for a=Contribucion de w do
Calcular K}, (a,b) - PesoDeGauss
Ensamblar en K

—n

end

for a=Contribucion de 6 do

Calcular Kj,(a,b) - PesoDeGauss y K®(a,b) - PesoDeGauss
Ensamblar en K

end
end

end
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De la misma manera se obtiene el vector de fuerzas, como se muestra en el Algoritmo

Algoritmo 3: Pseudo c6digo para el célculo del vector de fuerzas.

Entrada: Elementos y Nodos, Puntos y pesos de Gauss, Funciones de Base,

Propiedades del Material
Salida: Vector de fuerzas f

Inicializa f como vector de ceros
for Cada Punto de Gauss do

1
2

3

4 Obtener nodos en la contribucion

5 for a=Contribucion de w do

6 ‘ Calcular fV - PesoDeGauss Ensamblar en f
7 end

8 for a=Contribucion de 6 do

9 Calcular f?- PesoDeGauss

10 Ensamblar en f

11 end

12 end

Obtener funciones de base y sus derivadas evaluadas en el punto de Gauss

4.2.5. Imposiciéon de Condiciones de Borde

Existen dos tipos de condiciones de borde en el problema, las naturales o de Neumann y
las esenciales o de Dirichlet. Las condiciones esenciales vienen de la formulacion del problema
y son condiciones de esfuerzo de corte S y de momento m por lo que se imponen durante
la construccion del vector de fuerzas f. Por otro lado, las condiciones esenciales se deben
imponer después de construir K y f y corresponden a los desplazamientos 0,, 0, y w. Las

Ecuaciones (4.28)) y (4.29) muestra como se impone la condicion de borde u; = ug en el grado

de libertad del indice 7.

[ K Ky Kiioi 0 K
Ko Ky Koiov 0 Koip
K — Ki11 Kio12 Ki1ic1 0 K111
0 0 0 1 0
Kitiqn Kiqip Kitii-1 0 Kif11
| Knl KnQ e Kn,z'—l 0 Kn,z'+1
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[ fi— Kl,z”do

f2 - K2,z'u0
£ fica _ufo(z'—l,iu() (4.29)

fiv1 — Ki-l—l,iuo

L fn_Kn,in i

4.3. Seleccion del Elemento Mixto

Existe gran variedad de elementos que se pueden utilizar para la formulaciéon mixta. La
forma débil del problema expuesta en las ecuaciones (3.11}) (3.12)) y (3.13)) exige que las apro-
ximaciones de la traslaciéon w y rotaciones 6 tengan derivadas, las cuales no necesariamente
deben ser continuas por lo que se suele ocupar aproximaciéon lineal. En el caso del esfuerzo
de corte S no se existe requerimiento sobre las derivadas por lo que se suele utilizar una
aproximacion constante con un nodo en el centro del elemento como el elemento T 3/1 que
se muestra en la Figura [3.9

El elemento que maés se utiliza que soluciona el bloqueo de corte es el elemento T3S1B1L
tiene nodos w y # en las esquinas, un nodo burbuja # en el centro y un nodo central de
esfuerzo de corte S constante [4]. Este elemento se muestra en la Figura [£.7]

&

Figura 4.7: Elementos T3S1B1L utilizado en la formulaciéon mixta. Nodos [ de desplaza-
miento w, nodos () de rotacion 6 y nodos A de corte S. Fuente: Elaboracion propia.

Para la proyeccion nodal se utilizan métodos sin malla con funciones de base de maxima
entropfa. Para poder utilizar estas funciones para la aproximacion del esfuerzo de corte se
necesitan nodos en el contorno de la malla. Se propone mallar con un nuevo elemento trian-
gular, el cual tiene nodos de desplazamiento w, rotaciéon € y corte S en las esquinas y un
nodo burbuja de rotacion 6 en el centro.
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O

Figura 4.8: Elemento propuesto en la formulaciéon mixta. Nodos [ de desplazamiento w,
nodos () de rotaciéon € y nodos A de corte S. Fuente: Elaboraciéon propia.

Al realizar el test de la parcela utilizando el nuevo elemento se calculé la norma del
error L? y H' utilizando el elemento propuesto. El error calculado es de L? = 8.2667¢ — 16
y H' = 2.9925¢ — 14 utilizando formulacién mixta y funciones de base lineales, y error
L? = 1.5053e — 11y H1 = 5.5300e — 10 cuando se utiliza proyecciéon nodal. El error entregado
es muy pequeno y corresponde principalmente a error computacional. Tanto el elemento
seleccionado como la proyeccién nodal satisfacen el test de la parcela.

Por otro lado, se realizaron los tests de conteo de parcela expuestos en la Seccion [3.4.2]
Los resultados de estos se exponen en la Tabla

Tabla 4.1: Test Conteo de Parcela para el elemento propuesto. Fuente: Elaboracién propia.

ac B re R Br TR

—_
—_

11

Parcela de un Elemento %<1 g>1 3>1 %>1 >1

> 1

N
|

Parcela de seis Elementos %>1 %>1 %>1 %>1 7>1 §>1

Como se puede el modelo planteado pasa todas las pruebas de conteo realizados, excepto
la condicion a para la parcela de un elemento. El resultado de estos tests indican el buen
potencial del elemento propuesto. Como estos tests no son suficientes para demostrar la
factibilidad del elemento se requiere realizar experimentos numéricos donde la soluciéon es

conocida.
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Capitulo 5

Resultados

5.1. Experimentos Numéricos

Habiendo implementado la proyeccion nodal para se deben realizar experimentos para
evaluar la calidad de la solucién. Para esto se realizan cuenta con dos soluciones analiticas
diferentes:

e Solucion analitica sobre todo el dominio para una placa cuadrada con bordes empotra-
dos bajo una carga especifica para 6 y w.

e Solucion analitica sobre todo el dominio para una placa circular con borde empotrado
bajo carga uniforme para 6 y w.

5.1.1. Soluciones Analiticas

El primer caso estudiado es una placa cuadrada de de lado 1[m] cuyo borde se encuentra
empotrado, es decir 0, = 0, , = 0 y w = 0 en cada lado.Las condiciones de borde que se
muestran en la Figura [5.I] La esquina inferior izquierda se encuentra en el origen del eje
cartesiano.
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w=00,=00,=0

o
I
=
sl
=
I
*
sl
=
I
2

;VL
> w=06,=06,=0

Figura 5.1: Diagrama de la placa cuadrada con las condiciones de borde de empotramiento.
Fuente: Elaboraciéon propia.

La solucién analitica de este problema se obtiene de [I7]. El problema de la placa RM
es complejo de trabajar de manera analitica. Para que sea posible encontrar una solucion
analitica se recurre a aplicar una carga q especifica que facilite el célculo. La carga ¢ escogida

es:

Et
q(z,y) = m
+x(x —1)(59* — 5y + 1)) (5.1)
+ 12z(x — 1)(5y* — 5y + 1)(22°(z — 1)?
+y(y — 1)(52* — 5z + 1))]

[12y(y — 1)(52* — 5z + 1) (2y°(y — 1)°

A partir resolviendo el problema de la placa RM se llega a,

w(z,y) = 1333(90 -1’y —1)°

3

_ 5(12—t_y>[y3(y —1)a(e — 1)(52% — 5z + 1) (5:2)
+ 2 (@ — 1)°y(y — 1(5y* — 5y + 1))]

0:(z,y) = y*(y — 1)%2*(x — 1)*(2z — 1) (5.3)

0y(z,y) = X*(x —1)°y*(y — 1)*(2y — 1) (5.4)
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Derivando parcialmente se tienen las derivadas parciales con respecto a las direcciones x
ey:

) =2~ 1)y - 1)
+ 2%y’ (x = 1)*(y — 1)°
! — 2y (y — 1)3(52% — 5z + 1)

175 (5.5)
—*(x —1)(y — 1)*(52* — 5z + 1)

—32%y(x — 1)*(y — 1)(5y* — by + 1)
—32%y(x —1)*(y — 1)(59° — 5y + 1)
—2y*(102 = 5)(z — 1)(y — 1)°]

— Py (- 1)°(y — 1)°
— [2%y(x —1)°(5y* — 5y + 1)

— 23z —1)*(y — 1)(5¢y* — 5y + 1)

—3xy*(z — 1)(y — 1)*(52% — 5z + 1)

— 32y’ (x — 1)(y — 1)*(52% — 5z + 1)
1 D

— 2%y(10y = 5)(z — 1)°(y — 1))
T (wy) = 20— 1Py — 1)
— 22922z — 1)(z — 1)*(y — 1)? (5.7)
— 2% (2 — 1)(2r — 2)(y — 1)?
00, B 5 o e
By (x,y) = =32"y"(2x — 1)(z — 1) (y — 1) 5.9
—32%2 (22 — 1) (2 — 1)3*(y — 1)?
%(‘”’ y) = =32°y*(2y — 1)z — 1)°(y — 1)* (5.9)
— 2%y (2y — 1w — 12y — 1)°
%0 (z,y) = —22°y*(x — 1)°(y — 1)*
Y
(5.10)

—22%y(2y — 1)(z — 1)°(y — 1)?
— 2y’ (2y — 1)(2y — 2)(z — 1)°
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El segundo caso que se estudiar es el de una placa circular de radio 1[m] empotrada

(0, =0,0, =0y w =0 en el contorno) bajo una carga uniforme la cual se muestra en la

Figura[5.2] Gracias a la simetria rotacional del problema se conoce la solucion analitica para
O(z,y) y w(z,y) [18], la cual se muestra en la Ecuacion ((5.11))

g

X

Figura 5.2: Diagrama de la placa circular empotrada bajo carga constante. Fuente: Elabora-
cibn propia.

w(z,y) = (2 +42)°

2 2
64D _($2+y2)<£_0¢+32%>+£_a+ y

64D
z(x2+y2—1
QJC(I,y) = - ( 1(3) ) (5'11)
Gy(xa y) fd _—y(az2+y2—1)

16D
Las derivadas parciales de la solucién con respecto a x e y,
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dw _ z(z?+y?) t2 1
dz — ~ 16D 2 (_ + _)

dw _ y@@®+y?) # o1
dy — 16D 2y\ia T 3p

db: __ _3$2+y271
dz 16D (512)
4 _ 2y
dy — 8D
by _ _ zY
dz = 8D
40, _  z?+3y%—1
dy 16D

Ambas soluciones se encuentran definidas en todo el dominio, permiten calcular la norma
del error L2, utilizando las soluciones para 6 y w, y semi-norma H' utilizando las derivadas
parciales.

5.1.2. Resultados Numeéricos

Primero se realizan experimentos numéricos para la placa circular de radio 1[m] empotrada
en el borde bajo una carga uniforme de 1[N/m?]. Esto se realiz6 para una placa gruesa
t = 0.1[m] y para una placa delgada t = 0.001[m| y para mallas de distintas densidades
mostradas en la Figura [5.3] Para la proyeccion nodal la malla solo se utiliza para obtener la
posicion de los nodos a partir de los elementos mixtos ademas de facilitar la integracion de
Gauss.

(a) Malla de 12 elementos. (b) Malla de 192 elementos.

Figura 5.3: Mallas utilizadas con distinta densidad de elementos. Fuente: Elaboraciéon Propia.

A continuaciéon se muestran los resultados obtenidos en las Figuras [5.4 a 5.9
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(a) Solucion Analitica. (b) Malla de 12 elementos.
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. 14
12

10

0. 8
r 6
- 4
0. 2
B 0

(¢) Malla de 192 elementos.

=)

o N s o o

Figura 5.4: Desplazamiento w[m] analitico y calculado utilizando proyecciéon nodal para una
placa gruesa de espesor t = 0.1|m]. Fuente: Elaboraciéon Propia.

4 . 30 1 . ) 30
0.8 0.8
0s * 0s *
0.4 04
10 10
02 0.2
0 0 0 0
-0.2 -0.2
o4 10 o4 10
-0.8 -0.6
-20 -20
-0.8 -0.8
i 05 0 05 1 =0 E 05 0 05 1 0
(a) Solucion Analitica. (b) Malla de 12 elementos.
1 30
08
20
0.8
0.4
10
02
0 0
-0.2
04 -10
-0.8
-20
-0.8
E 05 0 0

(¢) Malla de 192 elementos.

Figura 5.5: Desplazamiento 6,[rad] analitico y calculado utilizando proyeccion nodal para
una placa gruesa de espesor t = 0.1[m]. Fuente: Elaboracién Propia.
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(a) Solucion Analitica. (b) Malla de 12 elementos.
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-10
04
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-20
08

(c¢) Malla de 192 elementos.

Figura 5.6: Desplazamiento 6,[rad] analitico y calculado utilizando proyeccion nodal para
una placa gruesa de espesor t = 0.1[m]. Fuente: Elaboracion Propia.
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(a) Solucion Analitica. (b) Malla de 12 elementos.

.
b’

16
. 14
: 12
10

(c) Malla de 192 elementos.

Figura 5.7: Desplazamiento w[m] analitico y calculado utilizando proyecciéon nodal para una
placa delagada de espesor ¢ = 0.001[m]. Fuente Elaboracion Propia
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(a) Soluciéon Analitica. (b) Malla de 12 elementos.
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(¢) Malla de 192 elementos.

Figura 5.8: Desplazamiento 6,[rad] analitico y calculado utilizando proyeccién nodal para
una placa delgada de espesor ¢ = 0.001[m]. Fuente Elaboracién Propia

(c) Malla de 192 elementos.

Figura 5.9: Desplazamiento 6,[rad] analitico y calculado utilizando proyeccion nodal para
una placa delgada de espesor t = 0.001[m/|. Fuente Elaboracion Propia

La solucién calculada mediante proyeccion nodal converge a la solucion analitica a medida
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que se refina la malla. Para la placa circular aparte de existir el error de aproximacion inheren-
te a los métodos numéricos basados en espacios discretizados, existe un error en aproximacion
a la geometria triangular al utilizar un mallado de tridngulos.

5.1.3. Convergencia

Para evaluar la convergencia se utiliza utilizan las soluciones analiticas descritas en la
Seccion [5.1.1} Todos los experimentos se realizan utilizando un moédulo de Young F =
10.92[N/m?], coeficiente de Poisson v = 0.3, factor de corte k = 5/6 y son sometidos a
una presion uniforme ¢ = 1[N/m?].

Para cada problema se compara la proyeccion nodal con tres otras formulaciones:

e Método de elementos finitos utilizando formulaciéon irreducible e integraciéon reducida.
e Método de elementos finitos utilizando formulaciéon mixta y el elemento propuesto.

e Método sin malla utilizando formulacién mixta y funciones de base de maxima entropia
y el elemento propuesto.

Para los métodos basados en la formulacién mixta y para la proyecciéon nodal se utilizan
mallas de triangulos. Para la formulacion irreducible utilizando MEF tradicional con integra-
cion reducida se deben utilizar mallas de cuadrados. A continuacion se muestran las mallas
que se van a utilizar en este trabajo. Las Figuras y muestran las mallas utilizadas
para el problema de la placa cuadrada mientras que las Figuras [5.12] y [5.13] muestran las
mallas utilizadas en el problema de la placa circular. Un comtn problema para la integracion
reducida es la dificultad de generar una malla de cuadrados para formas redondas, lo cual
se ve en la Figura [5.13] al observar la variacion en el tamano de los elementos dentro de una
misma malla. El efecto de este problema de mallado en la solucién se aprecia al evaluar la
convergencia de las normas que se exponen mas adelante en esta seccion (Figuras a
. Una malla de triangulos puede adaptarse mejor a formas complejas.
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Figura 5.10: Mallas utilizadas para evaluar convergencia en la placa cuadrada con los métodos
mixtos y proteccion nodal. Fuente: Elaboracion propia.

Figura 5.11: Mallas utilizadas para evaluar convergencia en la placa cuadrada con MEF
tradicional utilizando integracion reducida. Fuente: Elaboraciéon propia.
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Figura 5.12: Mallas utilizadas para evaluar convergencia en la placa circular con los métodos
mixtos y proyeccion nodal. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.13: Mallas utilizadas para evaluar convergencia en la placa circular con MEF tradi-
cional utilizando integracion reducida. Fuente: Elaboracion propia.

La solucién analitica para la placa cuadrada la placa cuadrada de lado 1[m] descrita en
la Seccion [5.1.1] Para los experimentos numéricos se utilizaron como propiedades mecénicas

un modulo de Young E = 10.92[Pa], un modulo de Poisson v = 0.3 y un espesor ¢ = 0.1[m]
para placas gruesas y t = 0.001[m| para placas delgadas.
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A partir de las soluciones para los desplazamientos analiticos y numéricos calculados me-
diante los cuatro métodos se calcula la norma L? del error. De manera similar, pero utilizando

la soluciones numéricas y analiticas de las derivadas, se obtiene la semi-norma H'! que se pre-
sentan en la Figuras y para placa gruesa y delgada respectivamente.

Norma L2

N —

—&A— Mixto, MEF
t| —8— Mixto, Sin Malla
—<&— Proyeccion Nodal
s —6— Integracion Reducida, MEF

1

10’

1/Méaximo Largo de Elemento

Figura 5.14: Norma L? con respecto al tamafio maximo de elemento para una placa cuadrada
empotrada bajo carga ¢(x,y) de espesor t = 0.1|m|. Fuente: Elaboracion Propia.
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Figura 5.15: Semi-norma H' con respecto al tamafio maximo de elemento para una placa
cuadrada empotrada bajo carga ¢(x,y) uniforme de espesor ¢ = 0.1[m]. Fuente: Elaboracion

Propia.
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10’
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Figura 5.16: Norma, L? con respecto al tamafio maximo de elemento para una placa cuadrada
empotrada bajo carga ¢(x,y) de espesor t = 0.001[m|. Fuente: Elaboracion Propia.
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Semi-Norma H'

—=&— Mixto, MEF
t| —8&— Mixto, Sin Malla
—— Proyeccion Nodal
—©6— Integracién Reducida, MEF

1

10’

1/Méaximo Largo de Elemento

Figura 5.17: Semi-norma H' con respecto al tamafio méximo de elemento para una placa
cuadrada empotrada bajo carga q(x,y) de espesor t = 0.001[m]. Fuente: Elaboracion Propia.

Como se puede observar, todos los métodos utilizados convergen a medida que se densifica
la malla. Cuando se grafica la norma L? del error con respecto a el inverso del maximo lago
de elemento, se tiene que la tasa de convergencia 6ptima es de 2 cuando se utilizan elementos
lineales[12]. De manera similar la tasa de convergencia 6ptima para la semi-norma H' del
error es de 1. La proyeccion nodal tiene una tasa de convergencia de 6ptima para la norma
L? y la semi-norma H' tanto para placas gruesas como para placas delgadas. Esto indica que
la proyeccion nodal elimina satisfactoriamente el bloqueo por corte.

Todas los métodos convergen de con una tasa 6ptima siendo la proyeccion nodal y la
formulaciéon mixta sin mallas las que entregan mejor convergencia. Hay que notar que la
proyeccion nodal y la formulacion mixta sin malla ya que la proyeccién nodal se obtiene a
partir de la formulaciéon mixta si malla y ocupan las mismas funciones de base. La principal
ventaja de la proyeccion nodal sobre el método mixto sin malla es el menor tamano de la
matriz K y vector f debido a la eliminacion de los grados de libertad de corte S.

En la tesis doctoral de J.S.B. Hale [3] se estudi6 este mismo problema, pero no se consiguio
convergencia 6ptima para la norma H' para los grados de libertad de rotacién. A diferencia
con este trabajo, el elemento mixto utilizado por Hale para la placa RM tiene un nodo central
de desplazamiento transversal en vez de ser un nodo de rotacion. Este elemento no es ideal
ya que no satisface el test de conteo de parcela de seis elementos lo cual podria explicar
el comportamiento experimentado por Hale. En este trabajo la semi-norma H' converge
6ptimamente gracias a la seleccion de un elemento mas adecuado.

Los resultado de la norma L? del error y semi-norma H? del error para la placa redonda
bajo carga uniforme ¢ = 1[Pa]| se presentan en las Figuras a muestran los resultados
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obtenidos para placas gruesas t = 0.1[m] y delgadas ¢ = 0.001[m]. Para el experimento se
utiliza un modulo de Young de F = 10.92[Pa| y modulo de Poisson de v = 0.3.

[| —&— Mixto, MEF
—&— Mixto, Sin Malla
—<— Proyeccién Nodal
—o— Integracién Reducida, MEF
T T T 1 1 1 1 1
100.1 100.2 100.3 100.4 100.5 100.6 100.7 100.8
1/Maximo Largo de Elemento

10

Figura 5.18: Norma L? con respecto al tamafio maximo de elemento para una placa circular
empotrada bajo presion uniforme de espesor ¢ = 0.1[m]. Fuente: Elaboracion Propia.

Semi-Norma H'

[| —&— Mixto, MEF

—&— Mixto, Sin Malla

—<&— Proyeccién Nodal

—o— Integracién Reducida, MEF
I I

2

1 O_ I 1 1 1 1 1
100.1 100.2 100.3 100.4 100.5 100.6 100.7 100.8

1/Maximo Largo de Elemento

Figura 5.19: Semi-norma H' con respecto al tamafio maximo de elemento para una placa
circular empotrada bajo presion uniforme de espesor ¢ = 0.1[m]. Fuente: Elaboracion Propia.
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Norma L2

[| —&— Mixto, MEF

—+&— Mixto, Sin Malla

—— Proyeccion Nodal

—©6— Integracién Reducida, MEF
T T T

1 1 1 1
100.1 100.2 100,3 100.4 100.5 100,6 100,7 100.8
1/Méaximo Largo de Elemento

Figura 5.20: Norma L? con respecto al tamafio maximo de elemento para una placa circular
empotrada bajo presion uniforme de espesor ¢ = 0.001[m]. Fuente: Elaboracion Propia.

Semi-Norma H'

[| —&— Mixto, MEF
—+8&— Mixto, Sin Malla
—<&— Proyeccion Nodal
—6— Integracion Reducida, MEF
10‘0.1 10‘0.2 10‘0.3 10‘0.4 10‘0.5 10‘0.6 100.7 100.8
1/Maximo Largo de Elemento

Figura 5.21: Semi-norma H' con respecto al tamafio maximo de elemento para una placa

circular empotrada bajo presion uniforme de espesor ¢ = 0.001[m]. Fuente: Elaboracion
Propia.

Nuevamente, tanto la norma L? y semi-norma H'! son idénticas para la proyeccién nodal
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y para el método mixto sin malla convergiendo ambas con tasa 6ptima para placa gruesa
y placa delgada. Ademas se puede observar los errores adicionales que ocurren cuando se
distorsiona la malla de cuadrados para MEF con integraciéon reducida.

5.1.4. Sensibilidad a Distorsiones

Para evaluar la sensibilidad a las distorsiones de la proyeccion nodal se generan tres mallas
con la misma cantidad de elementos con distintos niveles de distorsion en los elementos. Se
utilizan las mallas A B y C que se exponen en la Figura [5.22] Se soluciona el problema de
placa circular delgada utilizando MEF mixto y proyecciéon nodal, y se calcula el error en la
norma L? y semi-norma H'. Estos resultados se muestran en la Tabla [5.1]

(a) Malla A: Sin distinciones sig- (b) Malla B: Bajo nivel de dis- (¢) Malla C: Alto nivel de dis-
nificativas. torsiones. torsiones.

Figura 5.22: Mallas con distintos niveles de distorsiéon en los elementos. Fuente: Elaboracion
Propia.

Tabla 5.1: Normas del error para las mallas A, B y C utilizando proyecciéon nodal y MEF
mixto. Fuente: Elaboracion Propia.

Proyeccion Nodal MEF, Mixto

L? H! L? H!
Malla A 0.05349673 | 0.26484972 | 0.22351154 | 0.55797367
Malla B 0.03924036 | 0.24547909 | 0.35507783 | 0.68853535
Malla C 0.03371927 | 0.12775169 | 0.54686970 | 0.81565788
Desviacion | 0.01020518 | 0.07419662 | 0.16261114 | 0.12884593

A medida que se distorsiona la malla el método MEF mixto empeora considerablemente
la solucion debido a su dependencia a la forma del elemento. Por otro lado, el error calculado
utilizando proyecciéon nodal no cambia drasticamente al distorsionar la malla y en algunos
casos hasta mejora la solucion.
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Capitulo 6

Conclusiones

Se ha formulado la proyecciéon nodal requiriendo la construccién de un nuevo elemento
que tuviese continuidad en S en el borde de los elementos. El elemento propuesto satisface
los criterios de conteo de parcela y conteo de restricciones ademas de el test de la parcela.

Como funciones base para los métodos sin malla de formulacién mixta y proyeccion nodal
se han utilizado las funciones de maxima entropia.

Se ha desarrollado correctamente implementacion de la proyecciéon nodal y se ha puesto
a prueba para los problemas de cuadrada empotrada bajo una carga especifica y de la placa
redonda empotrada bajo carga uniforme. Los resultados fueron comparados con respecto a la
formulacion irreducible utilizando integracion reducida y formulaciéon mixta utilizando MEF
y método sin malla.

La proyeccion nodal soluciona satisfactoriamente el problema de bloqueo por corte sin
agregar grados de libertad adicionales al vector de variables.

Al comparar la formulacion mixta sin mallas y la proyeccion nodal para una misma malla
se obtienen resultados idénticos como se muestra en las Figuras a[5.21] Esto ocurre ya
que la proyeccion nodal es equivalente a la formulacién mixta. Sin embargo, la proyeccion
nodal es mas ventajosa elimina los grados de libertad S de la formulacion.

Se resolvieron mediante proyeccion nodal problemas de la placa cuadrada empotrada y pla-
ca redonda empotrada para obtener la convergencia de la norma L? del error y la semi-norma
H*' del error. La convergencia de la norma L? y semi-norma H' mostré que la proyeccion
nodal converge de manera 6ptima tanto para placa gruesa como delgada ademés de converger
antes que los métodos tradicionales. La convergencia 6ptima para la semi-norma H' muestra
que el elemento seleccionado soluciona el problema de convergencia encontrado en [3].

Se observé menor variacién en el error al aumentar la distorsiéon de la malla para la
proyeccion nodal con respecto al método MEF mixto para la misma malla.

Se concluye que el elemento disenado para la proyeccion nodal entrega resultados positivos
lo cual valida su diseno. La proyeccion nodal converge de manera 6ptima y obtiene resultados
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equivalentes a a la formulacién mixta sin malla con menor ntimero de grados de libertad.
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