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El proceso de molienda en mineria, en donde se procesa el mineral para pasar de una gra-
nulometria del orden de 1/2 pulgada, hasta aproximadamente 180 micrones, es un proceso
que puede llegar a representar del orden del 35 % del consumo energético de una mina. Por
esto, sumado a la gran complejidad de esta operacion, es de sumo interés realizar estudios
en torno a ella, y en particular, predecir la potencia de consumo de los molinos de trituracion.

Los molinos usados en minerfa, son grandes equipos giratorios, con forma de cilindro orienta-
do horizontalmente, que mediante el movimiento del mineral al interior de ellos, son capaces
de reducir su granulometria.

En este trabajo de titulo, se busca obtener un modelo matematico, que con informacion
acerca de ciertas variables clave en el funcionamiento de un molino para molienda, es capaz
de predecir potencia de consumo. El modelo busca ser capaz de incorporar variaciones en la
geometria de la carga a lo largo de un molino, ademés de ser valido para un amplio rango de
didmetros de molinos, asi como distintos tipos de estos (SAG, AG y de bolas).

Para obtener dicho modelo, se seleccionan variables que tengan relevancia fisica en la di-
namica al interior del molino. Con esto, se describe una porciéon de la potencia que se quiere
predecir realizando un balance energético para la carga al interior del molino, y la potencia
restante se predice usando datos experimentales y el software Eureqa®. Con estas ecuaciones,
integrando numéricamente a lo largo del molino, se obtiene un programa en Matlab® que es
capaz de predecir la potencia de consumo de un molino de molienda. Luego, utilizando 77
mediciones de 66 molinos industriales, se estudia la capacidad predictiva del modelo.

El modelo resultante muestra buena congruencia con los datos experimentales con los que se
cuenta. Se destaca también, que se encuentran indicios que hacen pensar que las ecuaciones
que describen los molinos de alta y baja relacion de aspecto deben ser distintas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes Generales

Para que cualquier tipo de maquinaria industrial se encuentre en funcionamiento, tanto
su disenio como su operacion son tareas sumamente complejas. En ambas labores, el entendi-
miento de los fenémenos fisicos que ocurren al interior del equipo, asi como el uso de modelos
que predigan aspectos relevantes de su funcionamiento son de suma importancia.

En el caso de la mineria, en particular en los molinos usados para triturar el mineral,
predecir la potencia de consumo es uno de los elementos clave para lograr tanto un diseno
como un control 6ptimo del equipo.

1.2. Motivacion

El proceso de molienda representa tanto un alto consumo energético como un alto consumo
de agua, ambos recursos de suma importancia en la industria minera chilena. Sumado a que la
detencion de la molienda se traduce en menos extraccion de mineral, y por lo tanto, grandes
pérdidas econdémicas para la empresa minera, el buen diseno y la buena operacion de la
maquinaria para molienda son elementos criticos en el funcionamiento de una mina.

En este contexto, la prediccién de potencia de consumo de molinos de trituracion tiene
una influencia efectiva en el desempenio del molino [2].

Lo anterior, sumado a la posibilidad de desarrollar un modelo que prediga importantes
consecuencias de un fenémeno fisico en particular, la cual no es una tarea que se presente
normalmente en la carrera universitaria, son los principales motivos para realizar el presente
trabajo de titulo.



1.3. Objetivo General

Obtener un nuevo modelo multivariable que prediga consumo de potencia de molinos
usados en mineria.

1.4. Objetivos Especificos

e Desarrollar un modelo que considere variaciones de la geometria de la carga al interior
del molino en 3 dimensiones.

e Seleccionar variables de entrada del modelo.
e Analizar sensibilidad del modelo con respecto a variables de entrada.

e Comparar modelo propuesto con modelos existentes y con datos experimentales.

1.5. Alcances

e Programa disenado y verificado tal que predice el consumo de potencia de un molino

de bolas, SAG o AG.

e Modelo propuesto predice potencia a partir de una geometria que varia a lo largo del
molino.

e Anaélisis de sensibilidad se realiza con respecto a variables de operacion.

e Modelo propuesto se compara con modelo de Morrell.



Capitulo 2

Metodologia

Se plantea la siguiente metodologia de trabajo:

Estudio Seleccion
Bibliografico Variables

Modelo Modelo
Matematico Fisico
Prediccion Analisis
de Potencia Sensibilidad

Figura 2.1: Metodologia propuesta
Fuente: Desarrollado por el autor.

2.1. Seleccion de Variables a Utilizar

Para poder realizar esta seleccion, se estudian los antecedentes para asi lograr un mayor
entendimiento de la dinamica al interior de un molino de trituracién. Ademés se toma en
cuenta que en la actualidad existen prototipos en prueba para medir el pie de la carga (67).
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2.2. Modelo Fisico

Una vez seleccionadas las variables de entrada, se identifican los fenémenos fisicos mas
relevantes al interior del molino, luego, se establece qué es necesario conocer para poder
encontrar ecuaciones matemaéticas que predigan la potencia consumida por estos fenémenos.
Con esto se identifican los procesos fisicos que se modelaran con leyes fisicas (Leyes de Newton,
por ejemplo) y los que se modelaran con algin algoritmo matematico.

2.3. Modelo Matematico

En cuanto a los fendémenos fisicos para los cuales no se tiene informacion suficiente, o
existe demasiada incertidumbre con respecto a la informaciéon disponible, se utiliza el software
Eureqa®, que es un programa que utiliza machine learmngﬂ para encontrar ecuaciones que
describan esta porcion de la potencia.

2.4. Analisis de Sensibilidad

Una vez desarrollado el modelo, con el propésito de lograr un mayor entendimiento cua-
litativo de las ecuaciones encontradas, se estudian las derivadas parciales del modelo con
respecto a las variables de entrada de éste.

2.5. Recursos

Se identifican los siguientes recursos necesarios para el desarrollo de este trabajo:

e Publicaciones cientificas de autores que hayan desarrollado modelos similares al que se
pretende obtener aqui.

e Software Matlab®.

e Software Eureqa®.

! Aprendizaje de maquina en espailol.



Capitulo 3

Antecedentes

3.1. Molinos para el Proceso de Molienda en Mineria

3.1.1. Concentracion del Mineral

El objetivo del proceso de concentracion es obtener particulas de mineral a partir de la roca
que se extrae en una mina. Dentro de la concentracion se identifican los siguientes procesos:

e Chancado: reducir el tamano de los fragmentos de mineral hasta un tamano con el que
se pueda pasar al proceso de molienda (maximo 8 pulgadas).

e Molienda: reducir fragmentos de mineral hasta una granulometria méxima de 180 mi-
crones.

e Flotacién: proceso fisico-quimico que separa el mineral que se desea obtener de otros
materiales.

3.1.2. Molienda

En este proceso, se ocupan grandes equipos giratorios llamados molinos. Existen una
serie de clasificaciones, se describen brevemente las que se consideran importantes para este
estudio.

Segtn la Carga que Alimenta al Molino

e Molino Autogeno (AG): molinos que se alimentan con la roca extraida y agua, gene-
ralmente se usan luego del chancado primario. Vale notar que su uso ha disminuido
notablemente en los tltimos anos.

e Molino Semi-Autégeno (SAG): se diferencian de los molinos autégenos, en que ademés
de roca y agua, se les carga con bolas de acero.



e Molino de Bolas: normalmente usados después de un molino SAG, se caracterizan en
que su carga es principalmente de bolas de acero, y el mineral, con granulometria del
orden de 1 [mm]|, se ubica en los intersticios existentes entre las bolas.

Forma Exterior

Las principales diferencias son:

e Relacion de aspecto: el ratio entre el diametro y el largo (D/L) varia entre 0.5 y 3
aproximadamente.

e Terminacién conica o cilindrica.

Las cuales se aprecian en la Figura (3.1}

Terminacion cilindrica Terminacion conica

de —

aspecto

elcion __ _ N
S i

Alta
relacion =
de

aspecto

Figura 3.1: Distintas formas de la cascara del molino.
Fuente: Adaptado de [3].

Tipo de Descarga

e Descarga por rejilla: no acumula piscina de lodo, la carga sale en cualquier posicion
radial.



e Descarga por rebose: se acumula piscina de lodo, la carga sale por una abertura en el
centro del molino.

La diferencia entre ambos tipos de descarga se muestran en la Figura [3.2]

Rejilla d
Molino ejiia de

descarga
con descarga

’
/

v

por rejilla ‘
4

pe—-

Molino con

descarga por
rebose

Figura 3.2: Distintos mecanismos de descarga.
Fuente: Adaptado de [3].

3.2. Modelos para Predecir Potencia

Durante el siglo XX se desarrollaron numerosos modelos para predecir el consumo de
potencia de molinos usados en mineria, pero no fue hasta 1993 que se cont6 con datos experi-
mentales suficientes de la potencia de consumo de molinos industriales, ademéas de mediciones

de variables de operacion como fraccion de llenado total (f) y fraccion de llenado de bolas
(fp) entre otras.

Se destaca el trabajo de algunos autores que son relevantes para este trabajo.



3.2.1. Arbiter and Harris (1982)

Este modelo postula que la potencia que consume un molino se puede aproximar por
la potencia necesaria para mantener la carga de la forma de la Figura [3.3] en reposo. El
molino debe vencer el torque que ejerce la carga sobre este. En la Figura se muestran dos
configuraciones distintas de la carga al interior del molino. La carga cuando el molino esté
apagado, con su centro de gravedad en el punto G, y la carga cuando el molino se encuentra
funcionando, con su centro de gravedad en el punto G’.

VW

Figura 3.3: Dinamica de la carga al interior del molino segin Arbiter y Harris.
Fuente: Adaptado de [4].

P = (mpgN LD?sin*0sina) /6 (3.1)

donde,

P: potencia de consumo del molino [W].

p: densidad de la carga [kg/m?3|.
g: aceleracion de gravedad [m/s?].
N: velocdiad de rotacion [H z.

L: largo del molino |[m)].

D: diametro del molino [m)].



e ¢: angulo que describe la fraccion de llendo [rad].

e «a: angulo que describe la posicion de la carga [rad).

3.2.2. Liddell (1986)

Este autor utiliz6 un molino experimental de laboratorio para tomar mediciones de torque
(1), pie (HT)H y hombro (Gg)ﬂ variando la fraccion de llenado (f )E| y fraccion de velocidad
critica (@)

Se destacan los siguientes resultados:

e La posicion del pie de la carga depende tnicamente de la fraccion de llenado para
velocidades de rotacion de hasta un 80 % de la velocidad critica. Por su parte, la posicion
del hombro varia siempre en funcion de f y ¢ (ver Figura .

e Al aumentar la fraccion de llenado y la fracciéon de velocidad critica se puede llegar a
un punto de maximo torque, a partir del cual, si se incrementa la fracciéon de llenado
o la fraccion de velocidad critica se observa una disminucién del torque debido a un
fenomeno progresivo de centrifugado de la carga (ver Figura .

1Posicién de la carga descrita en la Figura
2Posicion de la carga descrita en la figura

3Se define como la fraccién volumétrica ocupada por la carga al interior del molino
4Velocidad critica (w.) se define como la velocidad a la cual una particula de carga pegada a la ciscara
del molino no se despega de ésta en el punto mas alto de giro. w. = (1/Z) en [rad/s]



90% de la velocidad critica
75% de la velocidad critica
S0% de la

velocidad critica

Hombro de la
carga

Rotacion

Pie de la carga

Figura 3.4: Esquema de la secciéon transversal de un molino. Mediciones de pie y hombro
para distintas velocidades.
Fuente: Adaptado de [5].
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Posicion de
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0.4 /
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Fraccion
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critica

Figura 3.5: Torque en funcion de fraccion de llenado y fraccion de velocidad critica.
Fuente: Adaptado de [5].
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3.2.3. Morrell (1993)

Metodologia

Para el desarrollo de su modelo, Morrell tuvo que realizar una serie de supuestos de
como se comportaba la carga al interior de un molino de trituraciéon, para lo cual, realiz6
experimentos en un molino de laboratorio. Luego, para la calibraciéon de su modelo, obtuvo
datos experimentales de una serie de molinos industriales, siendo el primer investigador en
publicar un modelo con el respaldo de este tipo de mediciones. Ver Figura |3.6

Ecuaciones para
determinar
geometria

Molino
Experimental

Ecuacion perfil

Balal:lc.e de velocidad de
Energetico
la carga
Constante de Prediccion de
ajuste Potencia

Figura 3.6: Metodologia de Stephen Morrell en el desarrollo de su modelo.
Fuente: Elaborado por el autor.

Molino Experimental

Morrell trabajo con un molino experimental de 0.3 [m| de didmetro con tapa de vidrio,
mediante el cual, gracias a un analisis de fotografias estudié el comportamiento de la carga
al interior del molino para diversas configuraciones de operacion.

Descripcion de la geometria

El autor plantea usar para el calculo de potencia, una fraccion de la carga, la cual denomina
carga activa y esta descrita en la Figura[3.7] El resto de la carga que no se encuentra dentro de
esta porcién activa, se considera que representa un consumo de potencia despreciable debido
a que se encuentra girando sobre si misma o en caida libre.

12



Figura 3.7: Imagen frontal del molino con tapa de vidrio ocupado por Morrell indicando la
carga activa.
Fuente: Adaptado de [3].

Esta geometria se describe mateméticamente por el pie, hombro y radio interiorﬂ (ver

Figura .

o
180

{a) b

Figura 3.8: (a) Geoemetria simplificada de molino de descarga con rejilla (b) Geometria
simplificada de molino de descarga por rebose.
Fuente: [6].

Ecuaciones para describir geometria

Mediante las mediciones con su molino experimental, obtiene curvas para el pie (6r) y el
hombro (fg) de la carga (ver Figura [3.9)), que dan paso a las siguientes ecuaciones.

®Radio interior es el radio de la cara interior de la carga efectiva
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Or = 2,5307(1,2796 — f)(1 — e~ 1942(@=9)) 4 7 /9

donde,

e Or: pie de la carga [rad].

e f: fraccion de llenado del molino.

e ¢: fraccion de la velocidad

critica.

(3.2)

e ¢.: fraccion de la velocidad critica a la cual ocurre centrifugado en toda la carga (medido

experimentalmente).
be = ¢; ¢ > 0,35(3,364 — f) (3.2a)
¢ = 0,35(3,364 — f) (3.2b)
Y
O — g . <9T . g) [(0,3386 + 0,1041¢) + (1,54 — 2,5673¢) ] (3.3)
donde,
e Og: hombro de la carga [rad].
100 300
- 90 4
fe] 4
'§' 70 4 5 200 |
2 i
E 50 Sl
& ] B 5% filling g
g N ::" ’ B 15%iling
N - : S
20 T T L] T
0.7 0.6 LR 1.0 1.1 1.2 i o8 09 1.0 12
(a) Fraccion de velocidad critica (k) Fraccion de velocidad critica
Figura 3.9: (a) Hombro de la carga (b) Pie de la carga.
Fuente: Adaptado de [6].
Por su parte, si el molino es de descarga por rejilla:
Oro = Or (3.4)
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Y si es de descarga por rebose:

Oro =™+ arcsin-t (3.5)

T'm
donde,

e 7, es el radio del agujero por donde sale la carga.

e 7, es el radio del molino.

por tultimo,

onBf 05
i—Tm 1- '
=T ( 27T—|—95—9T) (3.6)

donde,

[ es la fraccion de carga que se encuentra dentro del volumen de la carga activa, y se calcula
como

B = (3.7)

t. es el tiempo que una particula de la carga se demora en pasar del pie al hombro, y se
calcula como

" _27T—|—9T+95

c 3.8
2r N (38)
N es la velocidad de rotacion promedio de la carga en [Hz|, y se calcula como
_ N,

ts es el tiempo que una particula de la carga pasa fuera de la carga activa, y se calcula como

. . 0,5
tf::<2r@nwi;—mn%ﬁ) (3.10)

7 es una aproximacion del radio promedio de la carga activa, y se calcula como

0,5
(Y] o

15

T'm

2

r =




Funcion de Velocidad

Definiendo el radio y la velocidad normalizados, R, y V,,

R, = — 3.12

. (3.12)
v,

V, = — 3.13

v (3.13)

donde V;,, es la velocidad de la carcasa del molino y V, es la velocidad de la carga a una
distancia r del centro.

Se tiene que,

V.

N, = 3.14
2mr ( )
donde N, es la velocidad angular de la carga en funcion del radio [Hz.
De las mediciones experimentales mostradas en la Figura [3.10]
Nm m —r
N, = Nl (r = 17) (3.15)

T (rm —1%)

donde r* = zr;, es la posicion radial normalizada teérica a la que la velocidad de la carga es
cero.

z=(1— f)045%2 (3.16)

Balance Energético

Para calcular la potencia mecénica que consume un molino de trituraciéon, Morrell consi-
dera el volumen de control de la Figura [3.11] para el cual calcula el flujo de energia que sale
de este volumen por la cara ABCD.

Con ello se llega a la siguiente ecuacion:
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1.0

Condicion de no
0g 4 deslizamiento

O 15% carga
+ 30% carga
o A5% carga

0.6 A
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0.2

Velocidad tangencial normalizada

—
0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1.0
Posicion radial normalizada

Figura 3.10: Velocidad normalizada v/s Posicion radial normalizada para el molino experi-

mental con tapa de vidrio.
Fuente: Adaptado de [6].

LNy,
P, = %[27&1 — 322+ 132 — 2)]x
X [pe(sinfs — sinfr) + p,(sinbr — sinbro)|+ (3.17)
Nprmm \°

donde,

e P;: es la potencia mecanica por el movimiento de la carga en la porciéon cilindrica del
molino [W].

e [: es el largo de la porcién cilindrica del molino.

e p.: es la densidad aparente de la carga.

e p,: es la densidad de la piscina de lodo.

Por su parte, para la secciéon conica, se llega a la ecuacion:

_ gLa Ny,
3 — 1)
X [pe(sinfs — sinbr) + pp(sinfy — sinfro)|+ (3.18)

2m3 N3 Lap.
( (gr m :P) ) (3, = Brynri + 417
m — It

[7“,4” — 47"m7"13 + 37“14] X
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donde,

e P.: es la potencia mecanica por el movimiento de la carga en la porcién conica del
molino [W].

e Lg: es el largo de las dos porciones conicas del molino [m].

fo— L

recorrido de la carga

Figura 3.11: Volumen de control para célculo de potencia mecanica segiin Morrell.
Fuente: Adaptado de [3].

Densidad de la carga

La densidad de la carga aparente, o carga resultante al interior del molino se calcula
mediante la siguiente aproximacion:

_ fpl1— B+ BUS + fylpy— po)(1 — E) + FEU(1 - 5)
j

b (3.19)

donde,

e F es la fraccion dentro del volumen que ocupa la carga, que no contiene ni mineral ni
bolas de acero.

e U es la porcion de E que estéd ocupada con la piscina de lodo.

e S es la fraccion de contenido solido en la piscina de lodo.
Ante la ausencia de datos experimentales, se utiliza £ =04, U =1y S =0,5.

Por su parte, la densidad de la piscina de lodo se calcula de la siguiente manera:
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Pp = PoS + (1= 8) * pmy0 (3.20)

donde py,0 es la densidad del agua.

No Load Power

Mediante el uso de una ecuaciéon empirica obtenida de 9 molinos industriales, se obtiene
una ecuacion para predecir el consumo de potencia de un molino sin carga en [W].

No — Load Power = 1,68 D*%[¢(0,667Lq + L)]** (3.21)

donde,

e D es el diametro del molino [m].
e ¢ es la fraccion de la velocidad critica.
e Lg es el largo de la terminacion conica [m].

e L es el largo de la seccion cilindrica del molino [m)].

Ajuste del modelo

La ecuacion final para el calculo de potencia es:

GrossPower = No — Load Power + (k x charge — motionpower) (3.22)

donde,

e k& = 1,26 es una constante de ajuste que representa la potencia consumida por friccién
de la carga.

e charge — motionpower = P, + P..

Prediccion del Modelo de Morrell

Usando el paquete de mediciones publicadas en [I], Morrell obtiene la prediccion descrita
en la Figura [3.12]
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Figura 3.12: Prediccién de potencia segiin Morrell.
Fuente: Adaptado de [6].
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3.3. Eureqa®

Eureqa® es un software de inteligencia artificial que a partir de un paquete de mediciones
de algtn fenémeno cualquiera, busca ecuaciones matemaéticas que lo describan.

El programa, ocupa una técnica de regresion simbolica.

Regresion simbolica, a diferencia de una regresion lineal o no lineal, no ajusta parametros
a una funcioén de una forma predeterminada. En cambio, prueba con distintas funciones tanto
lineales como no lineales.

En una primera iteracion, el algoritmo prueba la capacidad predictiva de un grupo de
soluciones lineales, luego, en una siguiente iteracion, se le agregan pequenas variaciones a
estas soluciones lineales y se vuelve a probar el desempeno del modelo, asi, tras cada iteracion,
el programa agrega o quita términos mateméticos buscando la expresion que mejor describa
los datos experimentales.

Para evitar overﬁttz’ngﬂ el software utiliza validacion cruzada, es decir, divide el paquete
de datos en dos, con una porciéon entrena el modelo, y con la otra porciéon evaliia como se
comporta el modelo, asegurando asi que que el modelo se puede utilizar mas tarde en datos
nuevos para el programa.

5En aprendizaje de maquinas, el overfitting o sobreajuste ocurre cuando un sistema se entrena en exceso o
con datos erréneos, lo que hace que el modelo que se obtiene quede ajustado a caracteristicas muy particulares
del paquete de datos utilizados, presentando luego un alto error cuando se prueba el modelo en datos fuera
del paquete de entrenamiento.
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Capitulo 4

Resultados

4.1. Variables Utilizadas en el Modelo

El modelo presentado por Stephen Morrell [6] utiliza las siguientes variables para hacer
su calculo de potencia.

Tabla 4.1: Variables modelo de morrell

Variables de Operacion Unidades | Variables de Diseno Unidades
Velocidad Angular (N) [Hz| Radio del molino (r,) [m|
Fraccion de llenado total (f) Largo molino (L) [m|
Fraccion de llenado de bolas (f) Largo seccion conica (Lq) | [m]
. . Tipo de Molino (descarga
3
Densidad del mineral (p,) lg/cm?] por rejilla o rebose)

Fuente: Elaborado por el autor.

Uno de los problemas de este modelo, es que de las variables que él utiliza, f y f, no
se pueden medir mientras opera el molino, con lo cual el modelo no se puede ocupar en
algoritmos de control. Asi, se propone utilizar las variables descritas en la Tabla (4.2]).

La variable w es la misma del modelo de Morrell, solo que en [rad/s| en vez de [Hz|. Por
su parte, 1 representa el pie de la carga, variable que se piensa se podra medir en tiempo
real en los proximos anos. De las mediciones que hizo Morrell en su molino de laboratorio de
pie y hombro (Figura , se puede ver que para el rango de fracciones de velocidad critica
(¢) en el que operan los molinos, la variable f de Morrell se puede relacionar mediante una
funcion lineal con la variable f7. Por tltimo, p. resume la informacion adicional que entregan
Po ¥ fo-
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Tabla 4.2: Variables modelo propuesto

Variables de Operacion | Unidades | Variables de Diseno Unidades
Velocidad Angular (w) [rad/s| Radio del molino (7,,) [m]
Pie de la carga (67) [rad/s| Largo molino (L) [m]
Densidad aparente (p,) lg/cm?] Largo seccion conica (Lq) | [m]

Tipo de molino (descarga

por rejilla o rebose)

Fuente: Elaborado por el autor.

4.2. Descripcién de la Carga al Interior del Molino

Como se muestra en los antecedentes, para poder describir con ecuaciones fisicas la po-
tencia que consume la carga al interior de un molino, primero se debe describir la geometria

que representa la carga. Se propone usar en este modelo la geometria propuesta por Stephen
Morrell [6].

Se muestran los principales parametros que describen la carga al interior del molino (ver
(Figura [4.1):

e O7: Angulo del pie.

e Og: Angulo del hombro.

O70: Angulo de la piscina de lodo (slurry pool segiin [6]).

rm: Radio del molino.

ri: Radio interior de la carga.

4.2.1. Ecuaciones para Parametros que Describen Geometria

Para poder usar la geometria descrita en la Figura [4.1] se deben poder expresar mate-
méaticamente los parametros que la describen. Con este proposito, Morrell [6], baséndose en
mediciones experimentales de su molino de laboratorio, encuentra las Ecuaciones a la
. En el modelo que se propone, dado que los parametros de entrada son distintos al
caso de Morrell, se deben encontrar nuevas ecuaciones.

Utilizando los datos industriales publicados en [6], se calcula para cada una de las me-
diciones f7 mediante la Ecuacion (3.2)). Luego, utilizando el software Eureqa®, en donde se
utiliza 67 como parametro conocido, se encuentran las Ecuaciones (4.1)) y (4.2)).

e Or: Es un parametro de entrada del modelo [rad].

e Og: [rad].
Os = 1,307 + 1,6rmw + 0,247,070 — 2,38 — 1,007, — 0,16762 — 0,347,y (4.1)
e Oro: Se calcula con la Ecuacion (3.4) o (3.5) [6] [rad].
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(b)

Figura 4.1: (a) Geometria simplificada de molino de descarga con rejilla (b) Geometria sim-
plificada de molino de descarga por rebose.
Fuente: [6].

e 7,,: Es un parametro de entrada del modelo |m].

e 7 |m].

i = 3,26w + 1,5207 + 0,2rm07 + 0,17rmw — 6,72 — 0,12r,, — 0,76w0y  (4.2)

4.3. Potencia Debida a la Gravedad

Para calcular la potencia que consume el molino por motivo de la gravedad por unidad de
largo, se ocupa la siguiente ecuacion, adaptada de [6].

TG,

Py, = [2r2 — 3zr2 i + 1P (32 — 2)]x

6(r — 2r3) (4.3)
X [pe(sinfs — sinbr) + p,(sinfy — sinfro)]

en donde se recuerda la definicién y unidades de sus parametros:

P,4: potencia debido a energia potencial gravitacional [W].

e g: aceleracion de gravedad [m/s?].

w: velocidad angular [rad/s|, variable de entrada del modelo.

rm: radio del molino [m|, variable de entrada del modelo.

ri: radio interior de la carga |[m|. Célculo con Ecuacion (4.2)).
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e 2: pardametro adimensional.
5 = (1 o f)0,4532 (44)

donde f, es la fraccion de llenado y se calcula con la siguiente expresion:
f=188—0,3901 (4.5)

e p.: densidad aparente de la carga [g/cm?|, parametro de entrada del modelo.
e p,: densidad de la piscina de lodo |g/cm?], célculo con Ecuacion (3.20)).

e Or: angulo del pie [rad|, variable de entrada del modelo.

e Og: angulo del hombro [rad], calculo con Ecuacion (4.1)).

e Oro: angulo de la piscina de lodo (slurry pool segun [6]) [rad], cdlculo con Ecuacion

B o (3.

4.4. Potencia por Energia Cinética de la Carga y Pérdidas
por Calor

Como se explica en la metodologia, para predecir la potencia que consume un molino,
se debe, ademas de calcular la potencia debida a la gravedad (P,), calcular la fraccion
correspondiente a la velocidad que le imprime el molino a la carga (potencia por energia
cinética) y la porcion que se debe a diversas pérdidas por calor.

Debido a que estas dos fracciones representan fenémenos fisicos de mayor complejidad en
relacion a la potencia debido a la gravedad, se utiliza el software Eureqa®.

4.4.1. Delta Potencia por Unidad de Largo Usando Eureqa®

Delta potencia por unidad de largo se define mediante la Ecuacion (4.6]).

Pe:vp - -Ptg

AP =
L

(4.6)

De los datos presentados por Morrell [I], para poder obtener de manera méas directa AP,
se utilizan 21 mediciones de los 15 molinos SAG rectos disponibles.

Con estos 21 paquetes de datos se deja entrenar al programa para que encuentre una
formula de la forma:

AP = f(rp,w,0r,pe) (4.7)
Donde,
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rm: Radio del molino [m]|, es dato.
w: Velocidad angular molino [rad/s|, es dato.
07: Angulo del pie [rad], se calcula con (3.2)).

p.: Densidad aparente, se calcula con (3.19)).

De este entrenamiento de Eureqa®, se obtiene el ajuste de la Figura [4.2]

250+ . . 8
_ —Prediccion
£200+ | * A Potencia / |
= /\/
. — ! e i
© 150 - . .
(@]
C .
2100+ 1
o)
o . .
<1 50r /\./M .

0 1 1 | 1 1

9 1011121314 1516 17 18 19 20 21
Molino #

12 3 45 6 7 8
Figura 4.2: Ajuste encontrado por Eureqa® para los 21 datos de molinos SAG rectos presentes

en [IJ.

Fuente: Generado por el autor usando Eureqa®.

3 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
C /
o2 /
S52; / _
o /
@ Ia'f
S 1 /—’ 1
@ e
= —

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

123 456789 1011_12131415161718192021
Medicion #

Figura 4.3: Relacion de aspecto (D/L) para los 21 datos de molinos SAG rectos presentes en
1.

Fuente: Generado por el autor usando Matlab®.

Recordando que lo que hace el software Eureqa® es buscar ecuaciones que describan el
comportamiento fisico de un sistema, es un resultado remarcable el que la ecuacién encontrada
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se ajuste mucho peor a los molinos 15-21, lo que coincide con la separaciéon de molinos de
baja relacién de aspecto (1-14) y los de alta relacién de aspecto (15-21) (ver Figura [4.3).

Se plantea que esto muestra un indicio de que la dindmica al interior de estos dos tipos de
molino tiene una diferencia fundamental. Por lo tanto se decide buscar dos ecuaciones, una
para molinos de baja relaciéon de aspecto y otra para molinos de alta relacion de aspecto.

Delta Potencia Molinos Baja Relacion de Aspecto

Se encuentra la Ecuacion (4.8) que corresponde a la Figura .

AP = 86,75 + 5,64wp, + 25,04r,,% — 42,760

—Prediccidon

150 .

* A Potencia

A Potencia [kKW/m]
g 3
>
.
/
f
\\
’
\.
]
i

OI\II\I\I\\
1T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Medicién #

1 12 13 1

4

Figura 4.4: Ajuste encontrado por Eureqa® para los 14 datos de molinos SAG rectos de baja

relacion de aspecto presentes en [I].

Fuente: Generado por el autor usando Matlab®.

Delta Potencia Molinos Alta Relacion de Aspecto

Se encuentra la Ecuacion (4.9) que corresponde a la Figura .

AP = 2456 + 20,25wpcrm> — 48,6707 — 9,667, p>
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Figura 4.5: Ajuste encontrado por Eureqa® para los 7 datos de molinos SAG rectos de alta
relacion de aspecto presentes en [1].

Fuente: Generado por el autor usando Eureqa®.

4.5. Calculo de Potencia Modelo Propuesto

Para obtener un valor de potencia total consumida por un molino, las Ecuaciones (4.3),
(4.8) v (4.9) se integran numéricamente a lo largo del molino. Cabe notar que esta integracion

numércia se hace tanto a lo largo de la porcion cilindrica, como a lo largo de la porcion conica
de ser el caso.

4.6. Congruencia del Modelo con Datos Experimentales
Para evaluar el desempeno del modelo propuesto, se cuenta con 77 mediciones de 66
molinos industriales [I], con potencias desde los 100 [kW] hasta los 10.000 [kW].

Se muestran graficos de la forma Potencia Predicha v/s Potencia Experimental, en ellos
se puede ver la buena concordancia entre el modelo propuesto y los datos experimentales

(Figuras [4.6) a [4.9).

Vale destacar que el software Eureqa® entrené solo con datos de molinos SAG.
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Figura 4.6: Molinos de bola
Fuente: Generado por el autor usando Matlab®.
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Figura 4.7: Molinos SAG
Fuente: Generado por el autor usando Matlab®.
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Potencia Experimental [kW]
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Figura 4.8: Molinos AG
Fuente: Generado por el autor usando Matlab®.
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Figura 4.9: Todos los molinos
Fuente: Generado por el autor usando Matlab®.
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4.7. Analisis de Sensibilidad

Para estudiar la sensibilidad del modelo propuesto ante las variables de entrada de este, se
plantea calcular la derivada parcial de la funcién de potencia por unidad de largo con respecto
a cada una de sus variables. Las variables consideradas son las variables de operaciéon. Dado
que son 3 variables de operacién mas la variable del radio del molino, se hace imposible
representar graficamente todo el espacio de posibilidades, por lo que se eligen algunos casos
representativos.

Se decide mantener fija 1 variable de operacion, para luego, recorriendo en el plano (x,y)
las otras dos variables de operacion, calcular las tres derivadas parciales.

Asi, se eligen 3 valores para dejar constante en cada una de las variables, minimo, promedio
y méximo. Sumando que se quiere estudiar la sensibilidad para distintos radios (también
minimo, promedio y maximo), se tienen 81 casos posibles de interés. Por simplicidad se
consideran solo molinos con descarga por rejilla.

En la presente seccion de resultados se muestran primero 9 gréficos (Figuras a ,
uno por cada derivada parcial para el radio promedio, dejando una de las variables de ope-
racion constante en su valor promedio. Luego se muestran 3 graficos considerados de interés
para el analisis (Figura . Por simplicidad solo se grafica para molinos con baja relacién
de aspecto.

Rango de Operacion de las Variables

Tabla 4.3: Rango de operacion variables modelo propuesto

Variables de Operacion Minimo | Promedio | Maximo | Unidad
Fraccion de la velocidad critica (¢) 0.48 0.74 0.89

Pie de la carga (fr) 3.59 4.05 4.63 | [rad|
Densidad aparente (p,) 2.52 4.80 5.77 | |g/ecm?]
Radio del molino (r,,) 0.85 2.52 5.10 | |m]

Fuente: Elaborado por el autor en base a [I].
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Figura 4.10: Derivada parcial con respecto a p. para 1, promedio. (a) w = 1,46[rad/s] (b)
Or = 4,05[rad] (c) p. = 4,8[g/cm?].
Fuente: Generado por el autor usando Matlab®.
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Figura 4.11: Derivada parcial con respecto a fr para r,, promedio. (a) w = 1,46[rad/s] (b)

Or = 4,05[rad] (c) p. = 4,8[g/cm?].
Fuente: Generado por el autor usando Matlab®.
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Figura 4.12: Derivada parcial con respecto a w para 1, promedio. (a) w = 1,46[rad/s] (b)
Or = 4,05[rad] (c) p. = 4,8[g/cm?].
Fuente: Generado por el autor usando Matlab®.
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Figura 4.13: (a) Derivada parcial con respecto a w, r, = 0,85[m], p. = 5,77[g/cm?] (b)
Derivada parcial con respecto a 6r, 7, = 0,85[m], p. = 5,77[g/cm?] (c) Derivada parcial con
respecto a Or, rp, = 5,1[m], p. = 5,77[g/cm?).

Fuente: Generado por el autor usando Matlab®.

37



Capitulo 5
Discusion y Analisis

Las variables que utiliza este modelo (ver Tabla |4.2)), en el rango de operaciéon normal de
un molino (ver Tabla |4.3), entrega toda la informacién que proveen las variables utilizadas

por Morrell (ver Tabla [4.1)).

Se utilizan las variables propuestas, primero, porque se cree que en los proximos anos se
podréan medir todas estas variables en tiempo real, ademas que se postula que éstas estan
relacionadas con la dindmica al interior del molino de manera méas directa que las utilizadas
por modelos anteriores.

Es relevante también, que para los resultados expuestos en este trabajo, no se cuenta con
mediciones experimentales del pie (1), por lo que se usa la prediccion de Morrell para esta
variable (ver Ecuacion (3.2))). Dicho esto, se espera lograr una mayor validacion del modelo
cuando se cuente con mediciones experimentales del pie de la carga.

Con respecto a la descripcion de la carga activa al interior del molino, se utiliza la geometria
descrita por Morrell (ver Figura , debido a que este modelo, es el de mayor precision para
un amplio rango de diametros de molino. No obstante, estudios mas recientes, como el de
Bbosa en 2016 [7], dan nuevos acercamientos a la descripcion de la carga activa, tanto su
geometria como el campo de velocidades al interior de esta.

Dicho lo anterior, la Ecuacion (4.3)) para determinar la potencia consumida por el molino
por efecto de la gravedad FP,g, tiene una precision acotada por las limitaciones de los supuestos
de la geometria y el perfil de velocidad de la carga.

Para generar las ecuaciones que describen el resto de la potencia no descrita por Py,
la utilizacién del software Eureqa® da indicios que hacen pensar que existe una dinamica
distinta para molinos de alta y baja relacién de aspecto, lo cual (hasta donde alcanza el
conimiento del autor) seria informacion novedosa acerca de los molinos para molienda. La
limitaciéon de esta conclusion viene dada por la poca cantidad de datos disponibles para la
utilizacion del software.

En cuanto al resultado principal de este trabajo de titulo (obtener un nuevo modelo que
prediga consumo de potencia en molinos para molienda), se destaca primero la congruencia
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entre las mediciones experimentales y las predicciones del modelo, una congruencia similar a la
obtenida por Morrell [6]. Segundo, se destaca que para la generacion del modelo, se utilizaron
tan solo 21 mediciones de molinos SAG con terminacién recta, por lo que la congruencia en
las restantes 56 mediciones da buenos indicios de la validez del modelo.

Cuando se realiza el analisis de sensibilidad del modelo, se puede obtener informacion
relevante de las Figuras ala[d13

En el caso de la derivada parcial con respecto a p. (ver Figura , aumentar la
densidad aparente de la carga se traduce en un aumento en la potencia que consume el
molino. También se observa que para 67 bajo y w alto, la derivada parcial es mayor, lo
que tiene sentido pues la potencia total es mayor en ese caso.

En el caso de la derivada parcial con respecto a 67 (ver Figura , se ve que para los
casos promedio, aumentar el valor de 61, que significa disminuir la fracciéon de llenado
f, se traduce en una disminucién de la potencia. Vale notar, que esta derivada tiene
mayor modulo cuando la velocidad angular y la densidad aparente son altas (de la mano
con mayor potencia), por el contrario, para un pie menor (mayor potencia), el médulo
de la derivada es menor, o sea, afecta més en la potencia final, la variacion de llenado
cuando el llenado es bajo.

En el caso de la derivada parcial con respecto a 61 (ver Figura , se puede ver que
para condiciones promedio de operacion, aumentar la velocidad angular del molino se
traduce en un aumento de la potencia. Para velocidades bajas, densidad aparente alta
y llenado alto la derivada se encuentra en su maximo. Vale notar que en estos casos el
molino no llega al estado de centrifugado.

Para condiciones de radio minimo, y densidad aparente maxima (Figura[d.13](a) y (b)),
se observa que el modelo es extremadamente sensible a variaciones en el pie y en la
velocidad angular del molino cuando la carga y la velocidad de operacion son altas,
condiciones que son las més cercanas al centrifugado de la carga.

Por tltimo, la derivada con respecto al pie, para radio y densidad maximos (Figural4.13]
muestra que para distintas condiciones de llenado y velocidad de operacion, variar el
llenado del molino puede aumentar o disminuir la potencia.
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Capitulo 6

Conclusion

Observando la comparacion entre la prediccion del modelo propuesto y las mediciones
experimentales (Figura , se puede ver que el objetivo principal de este trabajo de titulo,
de obtener un nuevo modelo para predecir potencia de consumo de molinos para molienda,
se alcanza con una buena congruencia entre datos experimentales y prediccion del modelo.
De hecho, en relaciéon a los modelos existentes para un amplio rango de diametros de molino,
la congruencia es similar al mejor de estos modelos.

En cuanto a los objetivos especificos, el modelo propuesto puede incorporar variaciones
de la geometria a lo largo de este, ya que el célculo final de potencia se realiza mediante una
integracion numérica a lo largo del molino.

También, se seleccionan variables de entrada que tienen relevancia fisica en el proceso de
molienda.

Se logra estudiar la sensibilidad del modelo ante variaciones en sus pardmetros operacio-
nales, lo que muestra que el sistema es extremadamente sensible cuando el molino se acerca
al régimen de centrifugado.

Por dltimo, como recomendaciones en caso de que se contintie con este estudio, vale notar
que contando con mediciones experimentales del pie de la carga se puede validar de mejor
manera el modelo propuesto. También, contar con méas datos de molinos de terminacion
cilindrica, en particular de alta relacion de aspecto, podria permitir encontrar una mejor
ecuacion para predecir potencia en estos casos.
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Anexo A

Datos Experimentales

A.1. Datos Molinos Autégenos
Tabla A.1: Datos experimentales molinos autégenos

Tipo de Diametro Largosin Largo Po Potencia
Descarga  [m] Cono [m| Total [m] M ¢ Jo T gem3) o]
Rendija 5.11 5.18 5.18 13.63 0.73 0 0.24 4.20 1264
Rendija 6.49 2.25 248 1245 0.75 0 0.19 4.00 960
Rendija 6.49 2.25 248 1245 0.75 0 0.27 4.00 1240
Rendija 7.10 2.43 347 1143 0.72 0 0.10 3.57 703
Rendija 7.10 2.43 3.47 1143 0.72 0 0.12 4.60 1009
Rendija 9.50 4.45 6.45 10.70 0.78 0 0.31 2.90 5490
Rendija 10.20 4.73 7.18 10.06 0.76 0 0.26 3.60 8000

Fuente: Adaptado de [I]



A.2.

Datos Molinos Semi-Autégenos

Tabla A.2: Datos experimentales molinos semi-autdgenos

Tipo de Diametro Largosin Largo RPM & f f Po Potencia
Descarga  |m] Cono |[m| Total [m] b l[g/cm?] [kW]

Rendija 3.8 5.69 5.69 10.35 0.48 0.12 0.12 2.80 404
Rendija 3.90 5.10 5.10 16.75 0.78 0.25 0.34 3.35 1175
Rendija 4.05 4.60 4.60 1597 0.76 0.06 0.32 2.70 687
Rendija 4.05 4.60 4.60 1597 0.76 0.06 0.34 2.70 706
Rendija 4.05 4.60 4.60 1597 0.76 0.07 0.07 2.70 440
Rendija 4.05 4.60 4.60 1597 0.76 0.08 0.26 2.70 688
Rendija 4.12 5.02 5.02 15.63 0.75 0.22 0.22 2.70 1012
Rendija 4.12 5.02 5.02 15.63 0.75 0.22 0.33 2.70 1225
Rendija 4.16 4.78 478 1845 0.89 0.10 0.38 2.70 1063
Rendija 4.35 4.85 4.85 1529 0.75 0.12 0.29 2.65 1066
Rendija 5.05 5.99 599 1449 0.77 0.17 0.21 2.68 2033
Rendija 5.08 6.82 6.82 1238 0.66 0.12 0.31 2.85 2000
Rendija 5.30 7.95 795 13.04 0.71 0.18 0.30 2.80 3284
Rendija 5.80 5.65 5.60 14.22 081 0.10 0.27 2.80 2600
Rendija 0.82 5.65 5.60 1420 081 0.13 0.33 2.80 2840
Rendija 6.26 2.50 2.50 12.00 0.71 0.06 0.21 2.70 1200
Rendija 6.50 2.42 3.02 1244 0.75 0.06 0.21 3.64 1228
Rendija 6.51 2.44 244 11.77 0.71 0.03 0.16 4.10 972
Rendija 7.05 3.66 3.66 11.23 0.70 0.12 0.12 2.65 1500
Rendija 7.05 3.66 3.66 11.23 0.70 0.12 0.31 2.70 2239
Rendija 7.09 2.74 2.74 1191 0.75 0.11 0.21 3.10 1900
Rendija 7.23 3.00 3.00 11.80 0.75 0.11 0.16 2.70 1920
Rendija 7.73 3.46 3.46 10.65 0.70 0.11 0.11 2.60 1800
Rendija 8.38 3.26 5.00 11.69 0.80 0.14 0.18 2.65 4000
Rendija 9.55 4.45 6.45 10.67 0.78 0.05 0.25 2.90 6300
Rendija 9.59 4.27 5.86 10.09 0.74 0.19 0.19 2.60 7100
Rendija 9.59 4.27 586 10.24 0.75 0.14 0.14 2.60 5790
Rendija 9.59 4.27 5.86 10.24 0.75 0.19 0.31 2.60 7900
Rendija 10.2 4.61 7.56 10.55 0.80 0.16 0.19 2.80 10013

Fuente: Adaptado de [I]
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A.3.

Datos Molinos de Bola

Tabla A.3: Datos experimentales molinos de bola

Tipo de Diametro Largosin Largo RPM & f f Po Potencia
Descarga  |m] Cono [m| Total [m] b l[g/cm?] kW]

Rendija 1.70 2.70 2.70 26.27 081 040 0.40 2.70 103
Rendija 1.73 2.44 244 2203 069 0.35 0.35 2.70 97
Rebose 2.29 2.74 2.74 2311 083 044 0.44 3.50 235
Rebose 2.30 4.20 420 2287 082 0.36 0.36 2.70 299
Rebose 2.52 3.66 3.66 1798 0.67 0.35 0.35 2.70 265
Rebose 2.60 3.70 3.70 18.10 0.69 0.40 0.40 4.50 347
Rebose 2.60 4.57 4.57 19.67 0.75 034 0.34 2.65 400
Rendija 2.64 3.66 3.66 18.22 0.70 043 0.43 2.80 420
Rebose 2.65 3.40 3.40 20.08 0.77 0.36 0.36 2.70 334
Rebose 2.70 4.83 483 18.79 0.73 0.38 0.38 2.65 499
Rebose 3.04 3.05 3.060 19.77 081 045 0.45 3.50 475
Rebose 3.05 4.27 427 1695 0.70 0.40 0.40 4.50 280
Rebose 3.05 4.27 4.27 1768 0.73 0.45 0.45 3.90 600
Rebose 3.48 4.62 4.62 16.10 0.71 0.39 0.39 2.70 834
Rebose 3.48 6.33 6.33 17.00 0.75 0.34 0.34 2.70 1150
Rebose 3.50 4.42 442 16.73 0.74 0.35 0.35 2.75 820
Rebose 3.50 4.75 4.75 16.95 0.75 041 041 2.80 921
Rebose 3.54 4.88 488 17.20 0.77 0.42 042 2.70 1029
Rebose 3.55 4.87 487 16.16 0.72 0.40 0.40 2.80 970
Rebose 3.83 4.83 4.83 13,55 0.63 0.31 0.31 2.60 842
Rebose 3.85 5.90 590 16.60 0.77 0.30 0.30 2.80 1300
Rebose 3.87 6.34 6.34 14.83 0.69 0.27 0.27 3.57 1075
Rebose 4.10 5.92 5.92 1567 0.75 0.34 0.34 3.10 1525
Rebose 4.12 5.49 549 1557 0.75 045 045 2.70 1600
Rebose 4.12 7.04 7.04 1469 0.70 0.38 0.38 2.60 1800
Rebose 4.35 6.56 6.56 14.19 0.70 0.38 0.38 2.72 1850
Rebose 4.38 7.45 745 15.16 0.75 0.30 0.30 2.70 2026
Rebose 4.41 6.10 6.10 14.88 0.74 0.35 0.35 4.10 1900
Rebose 4.68 5.64 5.64 14.08 0.72 048 048 2.80 2300
Rebose 4.73 7.01 701 11.76 0.60 0.32 0.32 2.80 1840
Rebose 4.75 6.26 6.26 1494 0.77 0.28 0.28 2.68 2050
Rebose 4.85 5.92 592 14.02 0.73 041 041 2.90 2550
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Continuacién Tabla ’A_3|

Tipo de Diametro Largosin Largo Po Potencia
Descarga Cono [m| Total [m] RPM ¢ foo f [g/cm3] [kW]

Rebose 4.87 8.80 880 14.37 0.75 0.30 0.30 2.60 3104
Rebose 4.87 8.84 884 138 0.72 0.27 0.27 2.60 2900
Rebose 4.87 8.84 8.84 1437 0.75 0.30 0.30 2.60 3225
Rebose 5.29 7.32 7.32 1287 0.70 0.40 0.40 3.20 3828
Rebose 5.33 8.54 8.54 1323 0.72 0.34 0.34 2.60 4100
Rebose 5.34 8.69 8.69 13.36 0.73 0.23 0.23 3.20 3251
Rebose 5.34 8.69 8.69 13.36 0.73 0.24 0.24 3.20 3385
Rebose 5.34 8.69 8.69 13.36 0.73 0.26 0.26 3.20 3549
Rebose 5.34 8.69 8.69 13.36 0.73 0.28 0.28 3.20 3669

Fuente: Adaptado de [I]
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