UNIVERSIDAD DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

MODELOS PROBABILISTICOS DE RECOMBINACION EN GENOMICA

TESIS PARA OPTAR AL GRADO DE MAGISTER EN CIENCIAS DE LA
INGENIERIA, MENCION MATEMATICAS APLICADAS
MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE INGENIERO CIVIL MATEMATICO

[AN PATRICK LETTER RESTUCCIA

PROFESOR GUIA:
SERVET MARTINEZ AGUILERA

MIEMBROS DE LA COMISION:
ELLEN BAAKE
JAIME SAN MARTIN ARISTEGUI
MARTIN MATAMALA VASQUEZ

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por CMM- Conicyt PIA AFB170001

SANTIAGO DE CHILE
2018



RESUMEN DE LA TESIS PARA OPTAR

AL TITULO DE MAGISTER EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA
MENCION MATEMATICAS APLICADAS

RESUMEN DE LA MEMORIA PARA OPTAR

AL TITULO DE AL TITULO DE INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: IAN PATRICK LETTER RESTUCCIA

FECHA: ENERO 2018

PROF. GUIA: SR. SERVET MARTINEZ AGUILERA

MODELOS PROBABILISTICOS DE RECOMBINACION EN GENOMICA

En este trabajo se estudia la recombinacion de genes a tiempo continuo, esto es la evolucion
bajo la dindmica de recombinaciéon de la distribuciéon genética de una poblaciéon. Por un
lado se cuenta con la generalidad de recombinaciones arbitrarias e incluso permitiendo una
cantidad arbitraria de padres. Por otro lado se trabaja bajo la hipotesis de poblacion infinita
lo que lleva como ventaja, segin lo visto en [17], [II] o [12], que la distribucion de genes
esté determinada por una ecuacion diferencial determinista en el espacio de las medidas.
Al resolver esta se obtiene que es la esperanza de un proceso estocastico, conocido como el
proceso de fragmentacion. Uno de los primeros resultados es una demostracion alternativa
de este hecho.

Luego se busca una férmula para la ley del proceso. En un contexto similar el trabajo reali-
zado en [11] da una férmula recursiva, bajo ciertas hipotesis sobre las tasas de recombinacion.
Basandonos en las técnicas desarrolladas en ese trabajo y en [12], [25], [4] se deduce otra for-
mula que sirve para tasas, recombinaciones y una cantidad de padres arbitraria, bajo hipotesis
similares. La clave es relacionar el proceso de fragmentacion con una familia de grafos, los
cuales denominaremos bosques de fragmentacion. Estos fueron propuestos originalmente por
Mareike Esser en [12] como generalizacion de los bosques de segmentacion encontrados en [4].
Aqui, salvo modificaciones necesarias para la notacion, seran la herramienta principal para
obtener los resultados. Ademés esta formula permite apreciar que la hipotesis sobre las tasas
es para evitar ciertas singularidades que aparecen al realizar los calculos en el grafo. Una vez
que se entiende esto, se discute como extender las soluciones relajando la condicion sobre las
tasas.

Ademas de lo anterior, se investiga el comportamiento asintético del proceso de fragmen-
tacion. Una gran cantidad de resultados interesantes fueron obtenidos por Servet Martinez
en [19] para el proceso a tiempo discreto, incluyendo distribucion cuasi-estacionaria y una
descripcion para el Q-proceso. Aqui se obtienen los que son la adaptacion natural al tiempo
continuo. Es decir, se obtiene un teorema que caracteriza el comportamiento asintético del
proceso de fragmentacion y de este se deduce el comportamiento cuasi-estacionario.

Por tltimo se hace una sintesis de los resultados obtenidos y se discuten posibles exten-
siones a problemas relacionados.
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“Science is the slow revelation of God’s blueprint.”- Hattie Gerst
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Introducciéon

Este trabajo intenta entender en mayor detalle un modelo de genética poblacional, en par-
ticular, el modelo bajo recombinaciéon. La teoria de la genética poblacional intenta describir
la evolucion de la composicion genética de una poblacion bajo distintos efectos, como lo son
la seleccidon, mutacion, migracion y recombinacion. En este trabajo de tesis nos enfocaremos
en el efecto de la recombinacion, la cual describiremos, para efectos introductorios, como el
intercambio de material genético entre padre y madre durante la reproduccion. En este pro-
ceso hay un intercambio a nivel de cromosomas que es llamado crossover y fue descubierto
y descrito por Morgan [20] en 1911. Si bien, éste no tiene un tinico modelo matemético para
su descripcion, nos enfocaremos en el llamado modelo de Moran, el que establece que la evo-
luciéon genética bajo recombinacion es indexada por un tiempo continuo y con la posibilidad
de que existan individuos de distintas generaciones coexistiendo a la vez. Este modelo y su
formulacion matemaética ha sido estudiado en diversas ocasiones, ver por ejemplo [11], [4] o

13].

Desde el punto de vista matemaético, el problema es bastante interesante. Si bien el modelo
considera un conjunto finito de sitios para el material genético, la combinatoria asociada al
problema hace que obtener una férmula explicita de la distribucién genética sea complejo. En
particular, eventos como la coalescencia, que es el evento en que se junta material genético
que fue separado en algtiin ancestro comiin, crea bastante complicaciones en los calculos en
un problema donde ya hay bastantes elementos que tomar en cuenta. Es por ello que suele
asumirse la hipotesis de poblacion infinita. Esta provoca que los problemas antes mencionados
no ocurran, lo que facilita bastante la descripcion, ver [I7]. Mas ain, este supuesto provoca
que la distribucion de genes sea la solucion a una ecuacion diferencial determinista (ver
[17], [11], [12]) lo que da una herramienta potente para el andlisis. Si bien, este supuesto es
irrealista desde el punto de vista del problema que estamos modelando es un buen primer
enfoque para entender sus dificultades y ademas los resultados obtenidos pueden ser una
buena aproximacién para el caso de poblaciones suficientemente grandes. En un contexto
como el anterior es que Michael y Ellen Baake en [IT] hacen un nexo con las probabilidades;
la evolucion de la distribucion génica es la esperanza de un proceso estocéstico, denominado
el proceso de fragmentacion. Es en base a lo anterior que técnicas probabilistas han sido
usadas en [25] y [4] asumiendo hipdtesis extras sobre el crossover; en particular, que ocurre
uno solo en cada recombinaciéon genética. Para el caso general, se ha trabajado con técnicas
combinatoriales (en [I1] por ejemplo), pero no se ha intentado generalizar las técnicas antes
mencionadas. Una explicaciéon para este hecho es que una de las herramientas principales, los
denominados arboles de segmentacion los cuales ayudan a dar una expresiéon mas amigable a
posibles trayectorias del proceso de fragmentacién cuando solo permitimos un crossover, no



tienen una generalizacién obvia al caso de crossover arbitrario.

Esto hasta que a finales del 2016, en [12], se proponen los denominados arboles de frag-
mentacion. En este trabajo se exploran las posibilidades que éstos ofrecen, lo que concluye
finalmente en una férmula explicita para la ley del proceso de fragmentacion. Para llegar a
ésta es que se utilizan las técnicas vistas en [25] y [4] con estos arboles. Inclusive se con-
sidera la generalizaciéon donde cada individuo puede tener un ntmero arbitrario de padres.
Esto puede no tener un sentido para la aplicacién en el caso genético, pero puede servir para
explorar posibles aplicaciones en otras areas.

Si bien, la féormula obtenida es una solucién para el problema, ésta tiene una serie de térmi-
nos que no dejan ver claro su comportamiento. En particular, no es claro si hay convergencia
de algtn tipo y menos aun la velocidad de ésta. Como antecedente se tiene el trabajo [19] de
Servet Martinez donde se obtienen resultados de este tipo para el proceso de fragmentacion a
tiempo discreto, como la distribuciéon cuasi-estacionaria o la descripcion del Q-proceso. Esto
iltimo da informaciéon del proceso condicionado a que no ha caido en algiin estado absorbente
(que de hecho, para el proceso resulta ser un tnico estado absorbente). En este trabajo ade-
més se explora como adaptar estos resultados al tiempo continuo. Sorprendentemente éstos
resultan ser una adaptacion casi directa de los antes mencionados, pero con el cuidado de
cambiar diversas técnicas, dada las diferentes descripciones de los dos procesos.

En base a lo anterior la organizacién de esta memoria es como sigue: en el capitulo [1] se
exponen los conocimientos matematicos necesarios para hacer este trabajo lo mas autoconte-
nido posible. En el capitulo 2 se plantea la formalizacién matematica del problema, se define
el proceso de fragmentacion y se demuestra la relacion entre ambas. En el capitulo [3] se ex-
ponen los resultados que conciernen a la ley del proceso de fragmentacion y, posteriormente,
en el capitulo 4| a su comportamiento asintotico. Finalmente, se hace una sintesis del trabajo
y se discuten posibles extensiones.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se exponen las nociones bésicas que se utilizan a lo largo de este trabajo.
Sin embargo, la totalidad de las demostraciones no son expuestas. Por esto, en cada capitulo
se dara una referencia pertinente para encontrar los resultados.

En la seccion [L1] se muestran resultados basicos de la teoria de ecuaciones diferenciales en
espacios de Banach. Luego, en la seccion se presentan distintos resultados sobre medidas
y sus propiedades en espacios productos. Después, en la seccion se presentan resultados
de Cadenas de Markov enfocados en el caso a tiempo continuo y estados finitos. Finalmente,
en|[L.4] se analizan resultados sobre teoria de grafos y conjuntos parcialmente ordenados. Para
ser méas precisos en se definen los conjuntos parcialmente ordenados para luego definir
los arboles enraizados en y analizar como aparecen los érdenes parciales en estos.

1.1. Ecuaciones diferenciales en espacios de Banach

En esta seccion se enuncian los resultados principales de teoria de ecuaciones diferenciales
a valores en espacios de Banach. Cualquier detalle puede referirse a [I] o [2].

Primero, recordar la definicién que aparece en el nombre de esta secciéon:

Definicion 1.1 Sea (E,||-||) un espacio vectorial normado. Este se dice espacio de Banach
si es completo, es decir, si las sucesiones de Cauchy convergen.

La gracia de los espacios de Banach es que dan un contexto que permite encontrar solucio-
nes a ecuaciones. facilmente. a través de las sucesiones de Cauchy. En particular, definimos
la herramienta que nos interesa de los espacios de Banach: las ecuaciones diferenciales.

Definicion 1.2 Sea E un espacio de Banach y A : E — E alguna funcion del espacio en si
mismo. Una ecuacion diferencial en E es el problema de buscar una funcion f : R — FE tal
que:

f'(t) = A(f(1)), VieR,
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donde f'(t) es la derivada de f, es decir, f'(t) = limy,_o w

No es claro que el problema anterior tenga una soluciéon. Podria ocurrir que la solucién no
existiese o que ésta no fuese unica, incluso fijando un un punto inicial para la ecuacion. El
siguiente teorema da mayor claridad respecto a este punto:

Teorema 1.3 (Teorema ezistencia y unicidad) Sea E Banach, vg € F y A : E — E
globalmente Lipschitz. Entonces existe una unica solucion f: R — E tal que:

[ty =A(f(t)) t=0
Es decir, hay una inica solucion al problema de la ecuacion diferencial con condicion inicial
xo-

1.2. Medidas sobre espacios producto

En esta seccién se enuncian resultados necesarios de Teoria de la Medida. En particular
se hace hincapié en las propiedades en espacios productos, que es el contexto que se utiliza,
posteriormente. Mas detalles pueden encontrarse en [19], [18] o [24].

Definicion 1.4 Dado un conjunto Q, una o-dlgebra F (sobre Q) es un subconjunto de P(S2)
tal que:

o Qe F,
e Ac F= A°c F,
o (A)nen € F = U, en A4n € F.

Al par (2, F) se le denomina espacio medible.

Para fijar ideas, note que si {2 es un conjunto cualquiera entonces (€2, P(£2)) es un espacio
medible. Otro ejemplo de espacio medible es (€2, {0, Q}).

Proposicion 1.5 Sea I un conjunto de indices cualquiera y (F;)ier una coleccion de o-
dlgebras sobre un conjunto Q. Entonces (\,c; F; también es una o-dlgebra sobre €.
Definiciéon 1.6 Sea Q un conjunto cualquiera y § # C C P(Q). Denotamos por o(C) a la
o-dlgebra mds pequena que contiene a C. Es decir;

sC)= () F
F o—algebra
CCF

Note que lo anterior estid bien definido, puesto que siempre consideramos al menos la

o-algebra P(Q) en aquella interseccion. Ademaés, al menos contiene a la o-algebra {0, Q}.
Finalmente, por la proposicion el resultado es una o-algebra.

4



Definiciéon 1.7 Sea I un conjunto de indices finito, que lo llamaremos el conjunto de sitios.
Dada una familia (A;, Fi)icr de espacio medibles definimos el espacio producto (Xp, Fr) :=
(ILics Ais Q,c; Fi), donde:

@ Fi =0 ({xierBi : B, € Fi}),

i€l

Los conjuntos de la forma X;c;B; con B; € F; son llamados rectingulos y se dice que la
o-dlgebra producto es generada por los rectangulos.

Con lo anterior hemos definido una estructura para la medibilidad en el conjunto Xj.
Posteriormente, I sera el conjunto de sitios del gen, asi pues la estructura permitira definir
medidas sobre los genes y entender cémo estos se recombinan. Introducimos, por ello, los
siguientes conceptos:

Definicién 1.8 Dado un espacio medible (Q,F), una medida con signo es una funcion p :
F — R tal que:

1. pu(0) =0,
2. Si (Ayp)nen © F es una coleccion disjunta entonces j1(|U, ey An) = D nen H(An).

Si p es siempre positiva, entonces decimos que es una medida. Si ademds () = 1, se dice
que la medida es de probabilidad.

Ahora notamos el siguiente hecho interesante sobre las medidas. Los detalles de este pueden
ser consultados en [1§] .

Proposicion 1.9 Definimos para toda medida con signo p sobre (X, Fr):

pl| = |pl(X1) = pe (X7) + - (X7),

donde i ,pu— es la parte positiva y negativa de p respectivamente. Es decir, para todo E € Fj:

p+(E) = sup  u(B),
BeFr,BCE

Ho(B) == Be]gljfBCE’u(B)'
Sea M el conjunto de todas las medidas con signo sobre (Xp, Fr) tal que ||p|| < co. Entonces
(M, |- 1]) es un espacio de Banach.

La propiedad anterior sera el nexo de lo visto en la secciéon [1.1| con lo visto en esta seccion
cuando queramos definir el problema de recombinacion. Otro resultado ttil para lo que sigue,
pero también técnico, es el siguiente:

Teorema 1.10 Sean p,v dos medidas de probabilidad sobre (2, F) y m C F tal que 7 es
cerrado para la interseccion y o(mw) = F. Luego, si p(A) = v(A) para todo A € 7, entonces

pu(A) = v(A) para todo A € o(r).



Como consecuencia se tiene lo siguiente: sean p,v dos medidas de probabilidad en un
espacio producto (Xp, Fr) tal que coinciden en los rectdngulos, es decir:

p(XierBi) = v(Xicr Bi),
para todo B; € F;. Entonces = v.

Observacion La consecuencia es un resultado directo del hecho que el conjunto de los
rectangulos es cerrado para la interseccion y que estos generan Fj.

Nuestro objetivo ahora es entender como se comportan medidas que acttian en distintos
sitios J C I. Para ello denotamos por X; = Hiej Ay Fj = ®ieJ]:i' Ademés denotamos
por P; todas las medidas de probabilidad en X;. Naturalmente se entiende que para J C [
se denota P; las medidas de probabilidad X ;.

Definicion 1.11 Dada p € M definimos su marginal, py € M para todo C € Fy:

ps(C) = pu(C x HAz%

Donde el producto anterior debe interpretarse en el orden natural que tiene los indices J
respecto a los indices en I. Note que para J = [ claramente p; = pu. Ademas, por convencion
se entiende que si J = ) entonces ug = 1.

Definicion 1.12 Sea J, K C I disjuntos y py € My, ux € My. Luego, tiene sentido definir
(g QR pg la medida producto entre ambas, es decir, tiene sentido definir el siguiente operador:

®:MJ><MK%MJU[(
(g, ) = J1g @ ik,

donde para todo A € F;, B € Fi se tiene que:

p ® pic (A X B) = py(A)px (B).

St bien lo ultimo esta definido solo para los rectangulos tiene una unica extension a todo
elemento de Fj K, extension que usaremos al referirnos al objeto anterior.

Ver que p;®ug en efecto queda bien definido como una medida, y de forma tnica, es un ar-
gumento un tanto complicado, ver [24] o [I8] para este detalle. Note que si u; € Py, ux € Pk
ésta es una medida de probabilidad, pues iy ® pr ([ [;cjur Ai) = 1o (T Lics At (1 Liex Ai) =
1. Veamos maés propiedades que seran tutiles para este trabajo.

Proposicion 1.13 Se tiene que para todo py € My, ux € Mg, ur, € My:

(g @ pr) @ pip = pug @ (pire @ i)
My @ pr = kg @ [y
g @ plp = fo D g = [

6



Observacion En lo anterior estamos abusando notacion respecto a ®, en el sentido que sus
variables no viven en los mismos espacios. Esto no es problema, dado que para u, g se
tiene que py ® p esta tnicamente definido y por tanto hay una tnica forma de darle sentido
a aquellas expresiones, sin necesidad de especificar donde viven los argumentos que tome ®.
En base a esto diremos que ® asocia, conmuta y tiene a py como elemento neutro, teniendo
en cuenta que esto es abuso del lenguaje.

DeMOSTRACION. El hecho que gy es el elemento neutro es facil de verificar. Demostraremos
solo que este operador asocia, el hecho que conmuta lo dejamos propuesto, pues es la misma
técnica. Sean J, K, L C [ disjuntos y p; € Py, ux € Pk, pr € Pr. Luego queremos demostrar
que:

(17 @ pre) @ pr, = pry @ (B @ pr)

Note que ambas son medidas de probabilidad. Por el teorema [1.10] solo necesitamos verificar
que coinciden en los rectangulos. Luego, sean A € [[..; Fi.B € [Licx Fir C € [l;er Fi-
Entonces;

(g @ prc) @ pr(Ax B x C) = (g @ pr )(A X B)ur(C) = puy(A)pr (B)pr(C)
= py(A)(px @ pp)(B x C) = 1y @ (pre @ pp)(A x B x C),

de donde tenemos que coinciden en los rectangulos; luego estas medidas son iguales por
el teorema ya mencionado. Ahora si py, p, pr son solo medidas (no necesariamente de
probabilidad) el resultado se extiende dividiendo por p;(X ) (Xx)pr(Xz) en ambos lados
de la demostracion anterior. Para extender a medidas con signo basta separar cada medida
en su parte negativa y positiva, distribuir adecuadamente y usar el resultado ya visto para
medidas. O

Las propiedades anteriores son bastante estdndar. Sin embargo, hay una propiedad mas
particular: ser estable para restriccion.

Proposicion 1.14 ® es estable para restriccion es decir, para J, K,M C I, con JNK = ()
yM C KUJ,

(g @ o )m = Hanm @ Prnm

DEMOSTRACION. Usaremos el teorema [I.10] de manera similar a la demostracion anterior, para
ello primero supongamos p € P;. Note que (g ® pr)y v panm @ prnay son dos medidas
de probabilidad en el espacio producto (X, Fas). Luego solo basta ver que coinciden en los
rectangulos. Consideramos sin pérdida de generalidad que estos son de la forma A; x By
donde A; € Fjnn vy Bi € Frnu- Note que para (py & px )y podemos calcular:

(115 © puc ) (Ag % Bic) = (g @ ) (Ag x Bie x - [ A)

1e(JUK)\M
i€ J\M i€ K\M



Donde usamos la definicion de la medida producto. Ahora por la definicién de marginalizacion
se verifica que el término es:

pArx T Aix I] AouBix ] Aix I A4)=ndsx [ AduBxx ] A)
eJ\M i€I\J iEK\M 1e\K eI\(JNM) ieI\(KNM)
= MJmM(AJ),uKmM(BK)
= v @ prnm(Ay x Bg)

De donde se concluye que:

(g @ ) (Ag X Br) = piyam @ pxnm(As X Bi)

Lo que muestra que la evaluacion coincide en ambas medidas. Este resultado se generaliza
para pu € M; de forma similar a la demostraciéon anterior. O]

Observacion Las propiedades importantes para ® es que asocia, conmuta, tiene a fy como
elemento neutro y es estable para restricciones. Note ademas que de la demostracion de esta
ultima propiedad se deduce por induccién que si (J;)]”, son subconjuntos de I, disjuntos de
a pares, entonces para M C U", J;:

() 1)t = @) s
=1 =1

A partir de la definicion [I.12] se podrian definir distintos operadores interesantes. Para
efectos de este trabajo nos enfocamos en el llamado operador de recombinacion:

Definiciéon 1.15 Sea § una particion de I, es decir, § C P(I) tal que ¥dy,dy € 0 con dy # dy
se tiene dy Ndy = 0 y ademds Ugesd = I. Para i € My definimos el operador recombinacion
sequn 0:

R51M1—>M[

o= Ré,u ||5‘ 1 ®,UL7

Leé
donde la operacion ® se refiere a la medida producto definida anteriormente.

El operador anterior sera clave finalmente para hacer la formalizacion de nuestro proble-
ma. Este tiene muchas propiedades interesantes que pueden ser encontradas en [I1], aqui
enunciamos dos de interés en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.16 Para todo § particion de I se tiene que Rs es globalmente Lipschitz de
constante 2|6| + 1. Ademds Rs es homogéneo de grado 1, es decir, que para todo a € Ry, pu €

My, Rs(ap) = aRs(n)

1.3. Cadenas de Markov

En esta secciéon se presentan resultados de la teoria de cadenas de Markov a tiempo
continuo, haciendo hincapié en el caso a estados finitos que sera el utilizado en este trabajo.



Para entrar en detalles de esta teoria puede consultar [2I] o [15].

En primer lugar, recordar la terminologia introducida en la seccion anterior.

Definicién 1.17 Un espacio de probabilidad es una tripleta (Q, F,P) donde (2, F) es un
espacio medible y P es una medida de probabilidad sobre (Q, F).

Desde ahora en adelante daremos como conocidos los resultados béasicos de teoria de
probabilidad, como los conceptos bésicos de variable aleatoria, las densidades basicas y la
integral de Lebesgue-Stieljes. Estos pueden ser consultados en [23] o [18]

En lo que sigue consideramos F un conjunto finito que sera el conjunto de estados posibles
de la cadena. Este puede ser dotado de la o-algebra P(FE).

Sea ahora X = (X,,)nen con X, variables aleatorias a valores en E. Note que:

X:(Q,F,P)— EY
w = X(w) = (Xn(w))nen

Es medible con respecto a la o-algebra producto de EYN, esto pues para un rectangulo
lig, ., in] = {2 € BN : 1y, = i3, k = 0,...,n} se tiene que:

n

X io, oooyin] = [ X '({ik}) € F.

k=0

Dado que, segtin vimos en la seccion [I.2] los rectangulos generan la o-algebra producto esto
determina la medibilidad de X. Un proceso X como el anterior se dira proceso estocastico a
tiempo discreto a valores en E. Si bien definir procesos en conjuntos de estados arbitrarios
puede ser complicado, en este caso E es finito lo que nos permite hacer bastantes simplifica-
ciones. En particular, la definicién que sigue a continuacion.

Definicién 1.18 Sea (2, F,P) espacio de probabilidad, E finito y (Pij); jerp una matriz esto-
cdstica, es decir, ZjeE P,; =1 para todo i € E. Decimos que un proceso estocdstico (X, )nen
es una cadena de Markov homogénea con matriz de transicion P si verifica:

PZ(XO = Z'(],Xl - 7:17 "7Xn - Zn) = 5i,i0-Pioi1Pi1i2"°-Pi

n—1%n

Esto es equivalente que para toda funcion f: R™ — R medible y acotada
E(f(Xn, oo Xngm) [0 ((X5) : 0 < < m)) = Ex, (f (Xo, ..., Xim))

Donde E,, es la esperanza partiendo de la distribucion p, es decir:

E, =) u(i)E;

1€l

Intuitivamente; para una Cadena de Markov el futuro es independiente del pasado condicio-
nado al presente.



Observacion En la definicién anterior estamos suponiendo que, dada una matriz estocastica
siempre existe una cadena de Markov asociada. Dado que E es finito esto es cierto y puede
construirse explicitamente a partir de variables uniformes.

Lo anterior da un marco tebrico para cadenas de Markov a tiempo discreto. Lo deseable
es generalizar esto a tiempo continuo, es decir, tener un proceso estocastico Y = (Y;)i>o que
cumpla un simil a la propiedad de Markov. Esto puede ser construido explicitamente y lo
reflejamos en la siguiente definicion:

Definicion 1.19 Sea @ = (¢i;)ijer una matriz que cumple que ZyeE ¢j; =0, <0y
¢i,; > 0 para todo i # j coni,j € E. Definimos la matriz 11 = (7;;); jer dada por:

—L i #E NG #0
0 1 #J N =0
0 i=JNg;#0
1 =7 NG =0

Consideramos (X, )nen una cadena de Markov con ley inicial p y matriz de transicion
I1. Ademds consideramos variables Sy, .., S, que, condicional a Xy, .., X,,_1 son exponenciales
independientes de pardmetro —qx, x,,---, —qx,_1,X,_1 respectivamente. Definiendo T,, = S; +
-+ .S, diremos que:

}/t = Z an[TnaTn+l)(t)

neN

es una cadena de Markov a tiempo continuo con ley inicial p y generador Q. (X, )nen €S
llamada la cadena subyacente y (Sp)nen los tiempos de espera de la cadena. Lo anterior se
denota como'Y ~ CM(Q, ).

La pregunta es si lo anterior refleja efectivamente la propiedad de Markov. Esto se responde
en el siguiente teorema:

Teorema 1.20 Una cadena de Markov a tiempo continuo (Yi)i>o definida en un espacio de
probabilidad (2, F,P) a valores en E verifica que para todo t,s > 0:

E(f(Yis)[o((Ya) : 0 Su < s)) = By, (f(V2))

Con esto se recupera la idea que a la cadena de Markov solo le importa lo que ocurre en el
presente para entender lo que pasara en el futuro.

A partir de lo anterior es deseable entender las leyes de la cadena de Markov dado que
conocemos su generador ). Es decir, buscamos entender p;(z,y) = P(Y; = y|Yy = ), esta es

la llamada funcién de transiciéon. Para esto se ocupa la siguiente proposicion:

Proposicion 1.21 Sea (Y;)i>0 una cadena de Markov a tiempo continuo con generador ().
Sea pi(z,y) =P(Y; = y|Yo =) y q(z,y) = Quy. Entonces se verifica:
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Para todo z,y € E:

Pste(T,y) = Zps(f& 2)pi(2, )

z€E

Para cada x € E se tiene:

d

_Q(xv l’) = _Ept(l‘7 x)|t:0

o Si —q(x,x) < oo entonces para todo x ey # x se tiene que:

d
q(a:,y) = apt(may”t:O

Si para algin z € E, —q(x,x) < 00 y Zq(m, y) = 0 entonces py(x,y) es diferenciable

yeE
en t y verifica:

%Pt(% y) = Zq(x’ 2)pi(z,y)

zeE

Dado que nuestro trabajo se centra cuando se cumple las condiciones de la proposicion
anterior entonces esto nos caracteriza la funcion de transicion por la ecuacion diferencial:

ZP(t) = QP(t)
P0) =1

Lo que tiene como tnica solucién, dado que el conjunto de estados es finito, a P(t) = €9, lo
que determina tnicamente y explicitamente la funcién de transicion.

De la definicion las cadenas de Markov a tiempo continuo pueden considerarse como
dos procesos simultaneos; por un lado una Cadena de Markov a tiempo discreto que dice a
qué estados saltamos y las exponenciales que dan cuanto tiempo se espera para saltar. Esta
expresion da una forma de entender las cadenas de Markov y hacer distintos calculos. Un
ejemplo es que, dado que E es finito, la cadena hace una finita cantidad de saltos en tiempo
finito, casi seguramente. Otra propiedad interesante, que demostraremos, es la siguiente:

Proposicion 1.22 Sea Ty, k € E, variables aleatorias exponenciales de pardmetros Ay tal
que 0 < q =, cpqr <00 y T :=infrepTy. Luego, este infimo es alcanzado por una sola
variable K con probabilidad 1 y T = Ty es independiente de K. Mas aun, P(K = k) = %’“.
Como consecuencia: el estado al cual saltamos en una cadena de Markov es independiente
de sus tiempos de espera.

DEMOSTRACION. Sea K definida por K = k si T}, < Tj para todo k # j y indefinida si lo
anterior no ocurre. Entonces

P(K =k T>1t)=P(T, > ,T; > TyVj # k) = / e P(T) > sVj # k)ds
t
= / qre” I*° He_qﬂ'sds = / qre” Pds
t iy t

= Tk ot — Tepp > ),
q q

11



Notemos luego que la densidad conjunta se separa en las densidades individuales y por tanto
T y K son independiente de las densidad dichas. En particular note luego la ley de K esta
dada por P(K = k) = %, por tanto P(K € E) =}, 5% =1y asi K € E casi seguramente.
En particular, con probabilidad 1 el infimo de T" es alcanzado por una sola variable.

Para la consecuencia recuerde que el infimo de exponenciales es una exponencial de las
suma de los parametros. Luego para i € E'y ¢ # k tomemos T}, exponenciales de parametro
qix- Luego T' es exponencial de parametro ), ¢ix = —@i;, que es justamente el tiempo de
espera para el salto de la cadena dado por [I[.19, Note que entonces podemos usar el resultado
recién probado con K = X y asi

Py(X) =k, T >1) = Lt —p,(X, = k)P(T > t).
q

De donde sigue la independencia. O]

A partir de lo anterior se pueden probar teoremas atun més potentes para las cadenas de
Markov. En particular enunciaremos el teorema de Markov fuerte:

Teorema 1.23 Decimos que T es tiempo de parada con respecto a una cadena (Y;)i>o St
{T <t} eo((Ys);0<5s<t). Sea (V)0 ~ CM(Q,u) y T un tiempo de parada respecto a
(Y:)i>0, entonces ¥Vt >0

E, (Yrado((Y.);0 < s < T)) = Ey, (1)),

1.4. Arboles y Posets

1.4.1. Posets

En esta subseccion, primero, se define lo que es un conjunto parcialmente ordenado, o Poset
para acortar (esto viene del inglés por partial ordered set).Luego se ven algunas propiedades
que son de interés para este trabajo. Més detalles sobre este topico y las demostraciones
pueden encontrarse en [§], [16] o [14].

Definicién 1.24 Un Poset (X, <) es un par donde X es un conjunto finito y < es un orden
parcial sobre X. Es decir, x <y verifica:

o < es refleja, es decir, Vo € X, x < x,
o < es antisimélrica, es decir, para cualquier v,y € X, v < yAy < x implica que x =y,
<

° es transitiva, es decir, para todo x,y,z € X st x <y Ay < z implican que v < 2.

Una herramienta de gran utilidad es la formula de inversion de Mobius. Esta permite
calcular funciones complejas definidas sobre algin Poset.

12



Definicion 1.25 Sea (X, <) un Poset cualquiera. Denotamos x < y como que v < yAx # y.
Definimos su funcion de Mébius, p, recursivamente como:

p(x,x) =1 Ve e X
pla,y) == > plw,z) z<y
zeX
r<z<y

Ejemplo Muchas veces esta recursion puede ser resuelta explicitamente. A modo de ejemplo
consideremos I, = {1,2,...,n} y el poset (P(I,),C). En aquel caso para A, B C I, se tiene
que

WA, B) = (1) #71cp.

La utilidad de esta funcion es justificada por la formula de inversion de Mobius.

Teorema 1.26 Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Sea j su funcion de Mobius
y F': X — R una funcion de valores reales definida en X. Definimos la funcion G : X — R
por

G(z)=> F(2).

zeX
z<x

Entonces, se puede despejar F' en términos de G

F(z) =) Gy)ply ).

yeX
y<z

Ejemplo Considerando nuevamente el ejemplo (P(X,,), C) se obtiene que si G(A) = Z F(B)

BeP(Xy)
BCA
entonces F'(A) = Z (—=1)=1PIG(B). De lo anterior es posible recuperar la formula de
BeP(Xy)
BCA

inclusién-exclusion, con una buena eleccion de las funciones F' y G. Por este motivo la in-
tuicion para la inversion de Mobius es entenderla como un principio de inclusién-exclusion
sobre un Poset diferente.

1.4.2. Arboles

En esta seccion se define la estructura de arbol y luego, la de Posets sobre éstos. Detalles de
teorfa de grafos pueden ser consultados en [10] y [7]. Los detalles de los Posets que aparecen
en esta seccion puede ser consultados en [4] o [12].

Empezamos entonces con las definiciones basicas de teoria de grafos a manejar.
Definicion 1.27 Un grafo no dirigido es un par G = (V, E) donde V' es un conjunto cual-

quier y E es un subconjunto vértices de tamano 2. Se dice que V' es el conjunto de nodos
o vértices y E el conjunto de arcos o aristas. Notar que todo elemento de E es de la forma
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{u,v} conu,v € V, lo cual denotaremos uv o vu. Se denota también a V(G) los vértices de
G y E(G) los arcos de G.

Observacion Los grafos del plano tienen una estructura que permite dibujarlos en el plano
considerando V' como un conjunto de puntos y FE lineas que los conectan. Ponemos como

ejemplo la figura (1.1

Figura 1.1: Ejemplo de Grafo. G = {1,2,3,4,5}, E = {{1,2},{1,3},{1,4},{3,4},{4,5}}

Estas estructuras admiten una serie de clasificaciones segtin sus propiedades. Aqui damos
las béasicas para definir el concepto de arbol enraizado.

Definiciéon 1.28 Sea G = (V, E) un grafo simple no dirigido. Un camino P = x1xs, .., x) €S
un secuencia de nodos de V' tal que x;x,41 € E para todo 1 <1i <k —1y x; # x; para todo

i .

Definiciéon 1.29 5@ para todo par de nodos u,v € V existe un camino P = x1, .., x; tal que
x1 =u Yy xr = v decimos que el grafo es conexo.

Por otro lado si para todo par de nodos u,v € V existe a lo mds un camino P = x1, ..., xy
tal que T1 = u y xp = v, entonces decimos que el grafo es un bosque.

Definicién 1.30 Sea G = (V, E) un bosque. Decimos ademds que este es un drbol si es
conezo. En este caso normalmente se denota por T en lugar de G (por Tree en inglés). Note
que luego entre todo par de vértices en T existe un unico camino entre ellos. Note también
que los bosques pueden verse como union vértice disjunta de drboles.

Definiciéon 1.31 Un drbol enraizado es una tripleta T = (V, E,~) donde (V, E) es un drbol
y vy es un nodo de V. Al nodo ~ se le llama raiz.

Observacion Las definiciones anteriores tienen un razén bastante grafica. Un arbol enrai-
zado puede dibujarse considerando v como el primer elemento en V' y luego dibujar el resto
descendentemente. El dibujo resultante tiene una clara similaridad con un arbol invertido.
Ver [1.2] como ejemplo.

Note que el hecho de tener una raiz induce un Poset natural en un arbol segiin la distancia
que tienen los los caminos que existen desde la raiz. Formalizamos lo anterior con la siguiente
proposicion:

Proposicion 1.32 Sea T' = (V, E,v) un drbol enraizado. Definimos en éste la relacion < en

14
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Figura 1.2: Ejemplo de Arbol enraizado con V = {1,2,3,4,5,6,v}, E =
{(77 1)7 (77 4)7 (77 6)7 (1’ 2)’ (173)7 (47 5)} y raiz 7'

V', dada por que a < b si y solo st el inico camino desde v a b pasa por a. Entonces (V, <)
es un Poset. Sia <b, con {a,b} € E, decimos que b es hijo de a.

Observacion De lo anterior podemos orientar el arbol desde la raiz. Es decir,siT = (V, E, )
es un arbol enraizado podemos considerar los elementos de E de la forma (a,b) donde a < b.

DEMOSTRACION. Primero, es claro que el camino desde v hasta a pasa por a, asi < es refleja.

Por otro lado, si a < by b < a quiere decir que el camino que pasa de P a b pasa por a y
viceversa. Si a fuese distinto de b, entonces cualquier camino P que va desde v hasta b es de
la forma P = vxy...xjax4...xb. Luego, podriamos considerar el camino P = vyz;..x;a, que
es un camino que va desde v hasta a sin pasar por b, lo que es una contradicciéon con que
b < a. Luego, a y b deben ser iguales.

Ahora supongamos que a < by b < c. Sea P el camino desde v a ¢. Luego P = yxy, ...xxc.
Como b < ¢, entonces b estd en P y luego éste es de la forma P = yxy,..,2;bx141, ..., TC.
Pero luego vz, .., ;b es un camino desde ~ hasta b, y como a < b, entonces en aquel camino
debe aparecer a. Concluimos que P es de la forma P = vy, ..,2;a% 41, ...21bx141, .., Tpc. En
particular, todo camino que va desde v hasta ¢ pasa por a y asi a < c. O

Observacion Note que todo e € E es de la forma e = (a,b) con a < b; luego también
tenemos un orden natural en F definido por comparar el elemento maximal de cada arco
entre si. Es decir, e; = (a1,b1) < e = (ag,bs) siy solo si by < by define un orden parcial en
E.

Sin embargo, estos no son los tinicos Posets que aparecen, mas atn, nos interesan otros
més complejos.

Definicion 1.33 Dado T un drbol enraizado y un subconjunto H de E denotamos por T — H
el bosque enraizado producto de borrar todos los elementos H de E y tomar como raiz de cada
arbol su elemento minimal. Note que éste es enraizado pues en cada drbol la raiz es el unico
elemento minimal de ésta. Diremos que H son los arcos de corte.
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En lo que sigue, para todo o € V', denotamos T,,(H) el subarbol de T'— H que tiene raiz «.
Denotamos por V,(H) a V(T,(H)) y Eo(H) a E(T,(H)). Luego T'— H es la unién disjunta
de T,(H) con o = 7 0 bien « es un extremo superior de algun e € H. Note que si H = E
entonces T, (E) = ({7},0) y asi este es siempre no vacio.

Para un arbol T'y H C E fijo, el subarbol que més nos interesa es el que contiene la raiz,
T,(H). Este recibe el nombre de stump tree, y a su conjunto de vértices V,(H) se le llama
stump set. Nos interesa el stump tree al ir cambiando H. Observe que si H = {eq, .., e;} con
e; = (a4, f;), entonces

Vo,(H) =V \{veV:3iv>ps}.

Definiciéon 1.34 Denotamos el conjunto de todos los posibles stumps sets por
R(T) = {V,(H) : H C E}.
Para cada stump set se puede identificar los arcos que cortan el arbol para formarlo. Para
R € R(T) denotamos por d(R) el conjunto de arcos que separan R de V' \ R, es decir
IR) ={(a,p) e E: e R,aecV\R}
En particular, (V) = 0.

Definicion 1.35 Definimos C(T') el conjunto de todos los cortes que forman stumps sets en
T, es decir

C(T):={0(R): Re R(T)}.

Se verifica que {e} € C(T) para toda e € E. Ademas, cada C' € C(T) satisface, trivial-
mente, que C' = 9(V,(C)).

Proposicion 1.36 Sea H C E. Entonces H € C(T) si y solo si H= M(H), donde
M(H) :={e € H : eminimal en H para <},

Con M(0):=0 .

DEMOSTRACION. Sea H C E'y supongamos que H = M (H ). Entonces para todo par e;,e; € H
con i # j tenemos que e; es incomparable respecto a e;. Note que dado que V,(H) =V \{v €
V :v > a;}, entonces es claro que O(V,(H)) = H y asi H € C(T).

Ahora para la otra implicancia asuma que H # M (H). Luego existe e; = (aq, f2), €2 =

(e, By) € H tal que e < ey. Luego, no existe R € R(T) tal que a1, a0 € Ry (1,02 € V\ R
(puesto que como 1 < 5 entonces as € V' '\ R) y por tanto H no esta en C(7T). O

Luego, podemos caracterizar C(T') = {H C E;H = M(H)} y ademas R(T") = {V,(C) :
Cec(T)}.
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Proposicion 1.37 Para cada H C E

(A) Para o € V,(H), K C E,(H) se tiene que (T,(H))o(K) =T,(H UK),

(B) Para C € C(T,(H)) y o € V,(H U C) se tiene que T,,(H) =T, (H U C).
DEMOSTRACION. (A) es facil ver que (T'— H)(K) =T — (H U K) y por tanto el arbol es el

mismo en ambos casos.

(B) Note que C'N E, () = 0 por la proposicién anterior. Sin embargo, el subarbol T, (H)
no es afectado por borrar aristas fuera de él, es decir, si e € E,(0). n

De lo anterior, se puede probar la siguiente caracterizacion de los stump set:

Proposicion 1.38 Un subconjunto I de vértices de T' es un stump set si y solo si es un ideal
no vacio de (V,<), es decir, cumple que si « € I y 3 < « entonces € I.

Con esto ya tenemos suficientes herramientas sobre el arbol enraizado T'. Por lo que ahora
estudiaremos P(F). Es decir, queremos entender todos los posibles cortes.

Definiciéon 1.39 Introducimos el orden parcial <, donde para H, K C E
HLK&< H=KUA, ACE/(K).

Hacemos énfasis que el conjunto de arcos A de la definicion es unico y dado por H \ K. Es
decir, se tiene que H < K & H\ K C E (K),

Proposicion 1.40 (P(E), =) es un conjunto parcialmente ordenado.

DeMOSTRACION. Sea H C E. Luego H\ H =0 C E,(H).Y por tanto es refleja. Para ver que
es antisimétrica suponga que H < J y J < H. Note que esto implica que H C Jy J C H,
en particular H = J. Para ver que es transitiva sea ademéas J, K C E y considere que H < J
y que J = K. Notemos que esto se traduce en

H=JUA ACE/(J)AJ=KUB, BC E,(K).

Note que K C J y por tanto E,(J) C E,(K). Luego A C E,(K). Considere AUB C E (K).
Con lo anterior

KU(AUB)=JUA=H.
Y por tanto H < K. Asi < es transitiva. ]

Definicion 1.41 Al poset D(T) = (P(E), =) lo llamaremos el pruning poset o poset de
poda de T (intuitivamente los conjuntos mdas pequenos podan cada vez mds el drbol, ver como

ejemplo .
Note que para cada K C E tenemos el isomorfismo

({H:H=<K}, =) ~D(T,(K)).
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Figura 1.3: Ejemplo de H, K, J C E para el arbol de la figura . K en rojo, H\ K en verde
y J\ K en azul. Se tiene que H < K pero J A K .

A través de la funcion que a H le asigna H \ K C E,(K). Note que, en general, D(T') tiene
un elemento maximal obvio (), pero ningin elemento minimal. Por ello consideramos cada
intervalo, definido para H < K:

[HK]:=({ICE:H=<1=<K} =)

el cual tiene un elemento minimal H y uno maximal K. Similarmente a lo anterior se tiene
el isomorfismo:

[H,K] ~ [H\ K, 0.

Luego, solo basta estudiar las propiedades de [H, ()] para estudiar los intervalos de este Poset.
Con lo anterior se puede caracterizar la funcion de Mobius, definida en[1.4.1] para el Pruning
Poset. Este teorema fue probado por Ellen Baake y Esser en [4] y se enuncia a continuacion:

Teorema 1.42 Para cada T = (V,E,7) la funcion de Mébius del Pruning Poset D(T);
definida para cada H K C FE con H < K estd dada por

—1)HI=IK]
W(HK) = {( ) H\ K € C(T,(K)),

en otro caso.

Luego, por teorema de inversion de Mobius para f, g : D(T') — R tenemos que

g(K) = f(H) & f(K)= ) p(H,K)g(H) =Y lmxee,my(—)"" 1 g(H).

H=<K H=<K H<K

Observacion Uno podria pensar que el teorema anterior se desprende de la funcion de
Mébius para el Poset (P(F), C). Esto no es asi y la demostracion es bastante més compleja,
ver la referencia para este detalle.
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Capitulo 2

Recombinacién genética y el proceso de
fragmentacion.

En este capitulo se explican brevemente los modelos genéticos asociados al problema para
luego llevarlos a un lenguaje matematico utilizando las herramientas del analisis vistas en
[1.2] Posteriormente se define el proceso de fragmentacion y se demuestra su relacion con la
recombinacién. Si bien podriamos desde un comienzo formular todo en lenguaje matematico,
el modelo ayuda a entender algunas decisiones usadas para modelar el problema y dara una
buena intuicién para ciertas definiciones posteriores.

En primer lugar, es necesario explicar el problema que se intenta modelar y para ello hay
que introducir el lenguaje biologico adecuado. Se entiende por un gen una secuencia de ADN
que codifica las proteinas. Cada gen tienen cierta diferencia que lo distingue entre individuos,
lo que se denomina alelo. Cada gen almacena esta informacion en distinto lugares, lo que
denominaremos sitios. Cada sitio puede representar un alelo, una base (Adenina, Citosina,
Guanina y Timina son compuestos que son la composicion bésica del ADN) o alguna otra
variable particular. Pensando en posibles aplicaciones més generales, cada sitio podria tomar
valores en algun espacio arbitrario, como R.

Durante el proceso de reproduccion, dos individuos forman otro a partir de una interaccion
fisica de su material genético. Este proceso se denomina recombinaciéon y se basa en los
eventos de crossover; esto es cuando un pedazo del material genético de los progenitores se
rompe en dos partes, que luego intercambian entre si, formando dos genes que son mitad
proveniente del padre y mitad proveniente de la madre. Finalmente, uno de estos genes es
elegido y determina el material genético del hijo. Note que multiples crossover pueden ocurrir
en una sola recombinacién. En aquel caso, decimos que tenemos crossover miltiple y en caso
contrario solo admitimos crossover simple. Notese ademas que para generalizar podriamos
botar la hipotesis de dos padres y asumir £ padres, donde el material genético es divido en
k partes y luego recombinado segiin la misma regla mencionado anteriormente. Si k = 2,
decimos que la recombinacién es biparental y si k& > 3, decimos que la recombinacion es
multiparental. Note que luego hay dos clasificaciones: segiin la cantidad de padres permitidos
y segin la cantidad de crossover en el evento de recombinacion.
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2.1. Formalizacién del problema.

Nuestro objetivo ahora es entender la dindmica de una poblacién que evoluciona con las
reglas antes mencionadas. jDada la distribucion genética de la poblaciéon inicial, cual es la
distribucién a tiempo ¢t € R, 7 Para ello primero consideramos ciertas simplificaciones. En
particular, asumiremos que la recombinaciéon es el tnico efecto sobre los genes y que los
individuos son indistinguibles sexualmente (no existen sexos). En segundo lugar, asumiremos
que la reproduccion sigue el modelo de Moran a poblacion infinita, lo cual permite establecer
una ecuacion que modela la recombinacién. Dentro de esto tltimo, también asumiremos que
las recombinaciones ocurren con cierta tasa constante en el tiempo. Estas hipotesis ayudan
a simplificar el problema sin perder la esencia que lo hace interesante; que para nosotros es
la combinatoria asociada a este.

Ahora damos una formulacion matematica a lo anterior. Consideramos I = {1,2,...,n}
un conjunto finito que es el conjunto de sitios. Para cada i € I consideramos (A;, F;) un
espacio medible, donde A; es el conjunto posible de valores para el gen en el sitio 7. Luego un
individuo es un elemento x € [, A;. Recordemos que denotamos, para J C I, X; = [[.., A;

ny:®Z‘eJ‘E'

Nos interesa tener una notacidon consistente para tratar la recombinacion de los genes.
Dado que la recombinacién se basa en separar subconjuntos de sitios pertenecientes a un
mismo gen, es natural pensar en las particiones como un buen ambiente.

Definiciéon 2.1 Definimos D(I) el conjunto de particiones de I,

D(I)={6 CP(I):0 es particion de I},

luego cada § € D(I) es un conjunto de partes de I que cumplen la condicion de particion, es

decir, Uyes d =1 y Vd,d" € § tal que d # d' verifica dNd' # (.

Siempre supondremos que 6 = {d;,ds, ..,d;}, donde d; es el pedazo de I que contiene al
menor elemento, ds es el que contiene al menor elemento que no esté en d; y asi sucesivamente.
Finalmente, decimos que una particiéon ¢ de I es ordenada si cada elemento d € ¢ es de la
forma d = {i € I : mingeqga <i < méxgeqa}.

Ahora consideramos p = (ps : § € D(I)) una serie de nimeros reales no negativos, que
llamamos las tasas de recombinacién. Denotamos por G, = {0 € D(I) : ps > 0} el soporte
de p. Las tasas de recombinacién dadas por p determinan la clasificacion de nuestro modelo,
segun lo discutido en la introduccién, de la siguiente manera:

Definicién 2.2 Si para todo 6 € G, se tiene que || = 2 entonces decimos que estamos en
el caso de recombinacion biparental, y en caso contrario decimos que estamos en el caso de
recombinacion multiparental.

Por otro lado, si para todo 6 € G, tenemos que d es una particion ordenada entonces
decimos que estamos en el caso de recombinacion simple y si no en el caso de recombinacion
maultiple.
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Figura 2.1: Ejemplo del modelo de Moran con N = 6. Primero, se tiene una poblacién de
N individuos (ver figura de la izquierda), luego un reloj exponencial suena (el del individuo
rojo por ejemplo) y son elegidos otros 2 individuos al azar para la recombinacion (ver dibujo
inferior). Luego, usan sus genes segin § para formar un nuevo individuo que reemplaza al
rojo (ver dibujo de la derecha), con esto tenemos un individuo nuevo (ver dibujo superior).
Este proceso se repite indefinidamente.

Ahora haremos una breve explicacion del modelo de Moran para la recombinacion. Més
detalles pueden encontrarse en [11], [25], [12] o [I7]. Suponemos que partimos en una instante
inicial con una poblacién de N individuos, nimero que permaneceré constante en el tiempo.
Por cada uno de ellos y por cada 6 € G, se corre un reloj exponencial de parametro ps.
Cuando alguno de estos relojes suena, supongamos uno indexado por § = {dy, ds, .., d.}, se
toma al individuo y otros || — 1 individuos al azar, uniforme de la poblaciéon y se forma
un nuevo individuo, que reemplaza al cuyo reloj sono, segtin 9. Es decir, el nuevo individuo
cumple que los genes en el sitio d; son heredados del i-esimo padre. Puede ver la figura [2.1
que ejemplifica el caso con una recombinacion con |§| = 3. En este contexto de N individuos
definimos Z} la medida aleatoria que para todo B € Fr, ZN(B) es la cantidad de individuos
en el conjunto B a tiempo t, es decir

ZN(B) = |{z : x € B,atiempot}|.

Note que dado que la poblacién es finita lo anterior esta bien definido como una medida de

conteo. Note que luego % es una medida de probabilidad, la cual llamamos la distribucion
N

" . Z, . .
genética de la poblacién. Supongamos que = converge, cuando N — oo, a cierta medida de

probabilidad u € P;. Es demostrado en [12] y [17] que entonces % converge (en probabilidad

uniforme en compactos) a la solucion de la siguiente ecuacion diferencial definida en (M, ||-]])

{ZJEZQ" e (2.)
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Donde R; fue definido en la seccion [I.2] como sigue:

VM € MI : R&U/ |‘5| 1 ®,uL

Leo

Luego, para estudiar la recombinacién de genes nos dedicamos a entender la solucion de la
anterior ecuacion. En lo que sigue denotamos a la solucion de la ecuacion con condicion
inicial g como Z;u. Es decir para B € F; tenemos que Z;u(B) es la fraccion de individuos
en B en el instante ¢, dado que a tiempo 0 era p(B). Para entender la evolucion de nuestra
poblacién bajo recombinacion nos basta entender la ecuacion 2.1} Lo que haremos en la
siguiente secciéon es dar una descripcién explicita de una solucién a través de un proceso
estocastico.

Observacién Muchas variantes del modelo para Z} pueden ser encontrados en la literatura
y en particular, en las referencias ya hechas. Sin embargo, independiente de las diferencias que
puedan tener, la caracteristica general es que cumplen con la convergencia a las soluciones
de la ecuacion [2.1] Este modelo en particular fue elegido pues es el méas sencillo de explicar
sin entrar en detalles técnicos y ademas permite tener una buena intuiciéon para el proceso
que describiremos en la parte siguiente.

2.2. El proceso de fragmentacion.

Para definir el proceso estocastico de interés es necesario introducir mayor notaciéon sobre
particiones. Denotamos, para dos elementos §,0" € D(I), § < ¢ si ¢ es mas fino que 9.
También denotamos por 0V ¢’ su refinamiento comun, es decir, 6V’ = {dNd’' : d € §,d" € §'}.
Ahora definimos inductivamente para G C D(])

Yo(9)
Yi(9)
Vn > 1; yn—‘rl(g)

2 (2.2)

{1
g,
{0

= G\ {d)UD|,: D €G,5€(G).de 5}

donde @], es la restriccion de © a a. Es decir |, = {dNa:d € ©}. Finalmente, definimos

n>0

Notese que, al ser I finito, lo anterior se estabiliza en un nimero finito de pasos. Mas atn,
para n > 1 tenemos que V,(G) C Vu11(G). En efecto, para cualquier § € ), (G) debe existir
D € G tal que ® < §. Por tanto, para cualquier a € ¢ tenemos que 6 = (§ \ {a}) UD|4, ¥y
luego § € V,11(G). Y por tanto existe ng tal que Y(G) = Yy, (G). Lo anterior son todos las
posibles fragmentaciones que podemos hacer a nuestro conjunto de sitios I.

Sin embargo hacer algunas demostraciones sobre Y(G) es engorroso. Por ello definimos,
para G C D(I) X(G) todas los posibles refinamientos de I a partir de G. Es decir, definimos
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inductivamente Xy(G) = {I}, X1(G) =G ¥y
Vn>1 X, 1(G)={DVéi:DecGdcX,(9)},
xX(G) =] x.9).

n>0

Es posible notar que como I es finito lo anterior se estabiliza en un nimero finito de pasos,
ademas del hecho que X,,(G) C X,.1(G).

Observacion Intuitivamente X' (G) son las particiones permitidas a través de refinamientos
de G; donde todos los refinamientos son simultédneos. Y (G) es cuando estos son independien-
tes, es decir, permitimos que ciertas secciones se refinen independientemente de las demés.
Finalmente )(G) representa los cambios que ocurren en una recombinaciéon en un pedazo de
gen que ya fue recombinado, X'(G) representa el cambio en el gen completo.

Ademas, es posible notar que el mayor refinamiento de G, D(G) = \/ 5. D es la particion
més fina de X(G), y por tanto, el elemento maximal en (X (G), <). Probaremos que D(G)
también es maximal dentro de (Y(G), <).

Proposicion 2.3 Tenemos que X(G) C Y(G). Ademds, para todo y € Y(G) eziste v € X (G)
tal que y < x. Luego D(G) es maximal en (Y(G), <).

DEMOSTRACION. Probaremos por induccion que X,,(G) C Y(G). Notese que el caso base es
trivial.

Ahora sea x € X,11(G). Notar que luego existe z € X,,(G) y © € G tal que x = 2V D.
Por hip6tesis inductiva tenemos que z € Y(G).

Ahora dado que I finito entonces z = {z1, 29, .., 2} para algin k € N. Denotamos por
ry = (z\{x1}) UD|,, v luego z; = (x;—1 \ {z:}) UD|,, para 2 < i < k. Es facil notar que
x; € Y(G) para todo i. En particular z;, € Y(G). Veamos que x; = x. En efecto, sea cualquier
elemento a € xy. Esto es si y solo si a = D|,, para algin i. Notese a que esto equivale a que
a={zNd:de D}y esto es la definicion de que a € z VD = z.

Con esto tenemos el paso inductivo. Luego, dado que {I/} € Y(G) tenemos que X (G) C
Y(9).

La segunda afirmacion de la proposicion se deduce facilmente de la demostracion anterior;
cualquier y € Y(G) es o bien {I} € X(G) o cumple con que y € V,,(G) para algin m € N.
Luego, existe ©1,Ds,...,9,, € G tal que podemos definir

21 = (D1 \ {a1}) UDzlay,
2 = (zi1 \{ais1 }) UD;

donde a; € D1 y a; € z; para 2 < ¢ < m. Note que y = z,,, y considere Z = V<<, ®;. Por
un argumento similar al de antes y < z y es claro que z € X(G). O]

a, 1 €{2,..,m}

Ademés, denotamos § — ¢ si existe ® € G tal que § VO = ¢'. De forma parecida
denotamos § ~ ¢’ si existe d € § y © € G tal que &' = (6 \ {d}) UD|4. Es decir, 6 — ¢ si ¢’
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es un refinamiento de § a través del proceso hecho para construir X'(G) y § ~» 0’ si ¢’ es un
refinamiento de § a través del proceso hecho en la construccion de Y(G). En caso de querer
ser mas especifico, denotamos 0 ~», ¢’ si a € 6 y existe ® € G tal que (6 \ {a}) UD|, ="
Note que si § ~ ¢’ entonces existe un tnico a € 0 tal que § ~», ¢'.

Ahora, tenemos la notacion suficiente para definir el proceso estocastico y entender como
este se comporta. Para esto consideramos en lo que sigue (y en el resto de este trabajo) un
espacio de probabilidad (€2, F,P). En este espacio consideramos la cadena de Markov (X}):>o
a valores en Y(G,), con Xy = {I}, definida a través de su generador:

Qso = > p(D) 5,8 € V(G,), 0 # 6,5~ ¢,
Deg,
Ja€d,(6\{a})UD|q=5"
Q5,6’ =0 5; 5/ S y(gp); 6/ 7é 57 o 7/_) 6/7

Qs = Z Z p(D) 6 € Y(Gy)-
(5\{a})U©| #6

En primer lugar, note que el proceso esté bien definido en Y(G,), esto pues Q55 > 0 < § ~» 0.
Veamos que lo anterior define una matriz conservativa. En efecto, sea 6 € Y(G)

Z Qs5 = Z Z Z Z p(D) = —Qs3,

5'€V(G),8'£6 §'€V(G),8'#£6 DeG
aaea,w\{a}fuma,af % (0\{a)lurts

y por tanto
Z Qs50 = Z Qs + Qs5 = —Qss + Qs5 = 0.
§'eV(g §'EV(G),8'#6

Ahora el generador ) deﬁne una cadena de Markov donde, puesto que el espacio de estados
es finito, cumple que P;(X(t) = j) = (e!?);;. Lo anterior lo llamamos el proceso de frag-
mentacion. Ahora enunciamos dos propiedades interesantes para comprender este proceso.
Denotamos en lo que sigue P, (1) = P(:| Xy = Jy), es decir, la medida de probabilidad dado
que el proceso parte de un estado en un estado § € Y(G,). Ademés, denotamos

P(Stﬁ/ = P(S(Xt - 5/)

Proposicion 2.4 Sean §,0' € Y(G,). Si d £ § entonces
P6t75/ = IED(s(Xt - 5/) - O Vt > 0

DeMOSTRACION. En efecto; supongamos que no es cierto. Entonces existe algtin tiempo ¢ > 0
tal que:
]P)(;(Xt - 5/) > O

Pero entonces existe algin £ > 0 y particiones 1,05, ...,0; v tiempo 0 < t; <ty < ... <
tr <t tal que
0< P(XO =9, th = D1, "'7th = D, Xy = 5l)7

donde £ es maximal con esa propiedad, es decir, X no pasa por otros estados ademas de esos.
Lo ultimo por propiedad de Markov implica que

]P)(S(th = @1)P@1<Xt2_t1 - @2)?@,@ (Xt—tk = 5,) > 0
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Luego, deducimos que todos los elementos anterior son estrictamente positivos. Dado que
Po(Xo =D’) = lp—o y tenemos que Py (X; = D) = (e!?)p o y nuestra cadena no pasa por
otros estados, concluimos que

Qsp, >0 Qo,9,41 >0 Qo9 >0 VI<i<k—-1

Por la definicion de nuestra cadena lo anterior implica que § ~ ®1; que para todo 1 < i < k—1
tenemos que D; ~» 0,1 v que D ~» ¢, donde lo ultimo implica que § < ¢’, llegando a una
contradiccion. O

Notamos de la demostracion anterior, que si Pf; > 0 para algin ¢ > 0 entonces 6 < ¢ y
por tanto, de la proposiciéon anterior, una vez que abandonamos un estado nunca retornamos
a el. La propiedad siguiente solo es enunciada, para mas detalles puede referirse a [5].

Proposicion 2.5 Para todo 0,9 € Y(G,) tenemos que

Ps(X, = &) = [[Ps(Xils = 0']s) = [[P(Xils = '), (2.3)

Sed S€é

donde X|s denota el proceso X, restringido a S. Fs decir, los fragmentos que aparecen a
través del proceso de fragmentacion evolucionan de forma independiente.

Con lo anterior podemos dar una intuiciéon de lo que define este proceso. Dadas las propie-
dades anteriores podemos pensar que para S € X; esta es reemplazada por §, una particion
de S, a tasa Z p(®). Esto es similar a pensar como los genes de un individuo son repartidos

Deg,
D|s=0

segun sus ancestros en el tiempo. Esto es ejemplificado en la figura [2.2]

Ahora nuestro objetivo es dar una férmula que relaciona la recombinaciéon de genes con
este proceso Markoviano. Para ello veremos primeros las siguientes propiedades bésicas:

Proposicién 2.6 Definimos D* = D(G,) = Vgeg, ©. Luego D? es un estado absorbente.
Mds aun, es el inico estado absorbente de la cadena.

DemOSTRACION. En efecto, lo que haremos es demostrar que Qpr5 = 0,V0 € Y(G,). Dado
que con ello Pp,(X; = J) es constante, y esta parte siendo 1pr—s tendremos el resultado.
Recordemos que D*V® = D*, paratodo® € G,. Luego no existe ® € G, tal que D’VD # D*.
En particular, para todo d € D” y todo ©® € G, se tiene que D|; = d. Asi, Qpr s = 0 para
todo 6 € Y(G,) vy Qprpr = 0. Por tanto Pf)pjé, = lps 5 y asi D es absorbente.

La unicidad se deduce que sabemos que D” es el inico elemento maximal para < en Y(G,).
Si hubiese otro elemento absorbente, digamos A, eso significaria que para todo ® € G,, a € A
tenemos que (A \ {a}) UD|, = A. Esto, en particular, implica que ® < A y por tanto,
DV A= A para todo ® € G,, lo que implica que A es maximal para <, lo que sabemos
implica A = D*. O

A partir de lo anterior podemos encontrar una solucion a [2.1} Para ello consideramos la
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Xo=[{1,2,3,4,5,6,7}] Xo = [{1,5}, {2}, {3}, {4}, {6}, {7}]

0

Figura 2.2: Esta figura muestra como se forma un individuo y como el proceso de particion
representa como obtuvo sus genes de sus ancestros. Los elementos de X; representan que
en t unidades hacia el pasado el individuo obtuvo los alelos de los sitios en X;, cada uno,
de un ancestro distinto. En la figura el individuo aparece representado abajo y cada color
representa que obtuvo ese pedazo de gen de un ancestro distinto; lo que se muestra en la figura
ascendentemente. En la parte superior aparece una condicién inicial que permite apreciar el
ejemplo grafico de forma més concreta.

medida aleatoria 1 = & Kex, M- Notese que al ser X; una particion lo anterior queda bien
definido como medida de probabilidad.

Teorema 2.7 Tenemos que E(u") es la tnica solucion a la ecuacion con condicion
incial pn € Pr. Es decir, 2, = E(u®).

Observacion Si bien lo tltimo fue probado en [I1], la demostracion se basa en elementos
de teoria de ecuaciones diferenciales y combinatoria. Aqui, la demostracion es basada en
argumentos de la medida producto y probabilidades.

DEMOSTRACION. Denotamos en esta demostracion u(t) = E(u®). La ecuaciéon puede ser
reescrita como

w=> ps(Rs— 1w = (A+ B)w
0€G,

con Aw = — degp pswy Bw = > 5€G, psRsw. Notemos que A es un operador lineal continuo.
Veamos ademaés, que B es uniformemente Lipzchitz. En efecto, recordando que Rs es Lipzchitz
de constante 2|d| + 1, entonces podemos obtener que, para todo u,v € M

|1Bu— Bol| = || Y psRsu— Y psRsvll.

0€Gy 0€Gy

Dado que los ps son positivos podemos acotar superiormente por

> ol Rsu = Rsol| < ) ps(206] + 1)[Ju — o.

0€G, €6,
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Y dado que |§| < |I] se obtiene

1Bu = Boll < (11 +1)(D_ po)llu— vl = (] + 1) prorl [ = ]].
0€G,

Luego, B es uniformemente Lipschitz de constante (|| + 1)psr. Asi A+ B es Lipschitz y por
tanto, la ecuacion cumple las condiciones del teorema . Solo falta ver que u(t) = E(u®)
es solucion de la ecuacion y por tanto tendremos el teorema. En primer lugar,

uw(0) =E(u”) = > P(Xo=p)QuL=n

BeYV(Gy) Leg

Y por tanto cumple la condiciéon inicial. Igualamos el lado izquierdo con el derecho de la
ecuacion 2.1} El lado derecho de la ecuacion rescrito en términos de u(t) es

> o RsE(u") — ps (). (24)
0€G,

Ahora notemos que, si u € Py entonces u(t) € Pr, puesto que Py es convexo y u(t) es una
combinacién convexa de elementos de P;. Asi obtenemos que el término es

D s QEMD)s—psE(n®) =D " ps{@QL D P(Xi=8)Quils— Y PXi=p)Qus},

s5eg, Ses 5€G, S€S BEV(G,) Lep BeEV(G,) Lep

donde en el tltimo paso reemplazamos E(u®) por definicion. Notando que la restriccion es
lineal obtenemos que lo anterior es

Zpa{@ Z P(X; = ®NL 1} = prot Z P(X 5)@/@

56(-;/’ Ses 563] gp) LGB /863; gp Leﬁ

Distribuyendo cuidadosamente la medida producto sobre la sumatoria en la tltima expresion
se obtiene

9] 19]

Yoot D>, (P =8)IQ Q) riaalt = pro Y P(Xi=8)(Q)

5€Gy  BroBio€V(Gp) J=1 i=1 Lepi BEYV(G,) Lep

donde asumimos que § = {d;,dy, .., d,} para algin r € N. Ahora nuestro objetivo es dar una

mejor expresion a » ;- ﬂ‘é‘ey(gp)(]_[“s' P(X; = @-))[@w @ 1cp, Hrna;]- Para ello note que la
medida producto que ahf aparece es de la forma )¢, 5 us- Luego podemos hacer un cambio
de variable y notar que lo anterior recorre todo posible & € Y(G,) tal que 6 < a. Para ello
basta ver que para cada 8 € Y(G,) el término P(X; = ) aparecera una vez por cada vez que
restringido a S tengamos lo mismo que «, es decir, una vez por cada f tal que |s = a|s. Lo
anterior nos dice que:

o] |6]
> (IPE =)@ R ueeal = D (T Do P =81Q e
B1,-,B15€V(Gp) I=1 =1 Lep; aeY(G,) s€6 BeYV(Gp) Lea
0<a Bls=als
=Y ([P = als) &
a€Y(Gp),0<a s€b Lea
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Finalmente obtenemos que es

> s Z JIPXils =l Q) et — pror Y P(Xe=B) ) pue.

(5<o¢

Ahora pasamos a calcular el lado izquierdo de la ecuacion Para ello note primero que:

E(u"") - = D PXu=a)@ur— Y PXi=a)Qm

a€Y(G,) Lea aeY(G,) Lea
= Y (P(Xppn =) = P(X; = a)) (X) 11
Oley(gp) Lea

Dado que lo anterior solo depende de a h en los coeficientes que acompanan a la medida
producto entonces es facil ver que el lado izquierdo de la ecuacion [2.1] es

OE(Y) = > 0(P(X, =) Q) L, (2.5)
aey(gp) Lea
donde, por las ecuaciones vistas en la seccion , tenemos que:
H(P(X; = a)) = (P'(t)1a = (QP = Y QrsP(t)sa, (2.6)
0€V(Gp)

donde notemos que si I » & con I # J entonces tenemos que ()75 = 0. Entonces los tnicos
términos que (); 5 no se anulan son cuando 6 € G, o bien § = {/}. Ademas, si § £ « entonces
es claro que Pj, = 0 asi que también solo consideramos que § < . Con eso el término es

QrrPra(t) + Z QrsP(t)s
0€G,
0<a
donde un simple calculo verifica que @ = —pior. Ademas, para todo 6 € G, tenemos que

Q1,5 = ps- Con esto y usando la propiedad 2.3] el término es finalmente

Y —paPXi=a)Qur+ Y D psPs(Xi =) Q) pe

aeY(G,) Lea 0€G, a€Y(G,) Lea
<a
e Y, PXi=a)Qur+ Y > ps [[PXils = als)] () e
a€Y(Gp) Lea 0€G, a€Y(Gy)  s€0 Lea
i<a

Que coincide con el término Por Teorema de existencia y unicidad tenemos que, entonces
E(1®) es la tnica solucion de la 2.1} O

Observacion Usando de el hecho que Rjs es positivamente homogéneo la soluciéon an-
terior se puede extender a condiciones iniciales que solo sean medidas finitas y no de proba-
bilidad necesariamente.

Dado el teorema para entender las soluciones de [2.1], y por tanto la recombinacion de
genes, nos basta entender el proceso de fragmentacion. Por ello primero encontramos una
forma explicita para su ley en la seccion [3] y posteriormente analizamos su comportamiento
asintotico en la seccion [l
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Capitulo 3

Ley del proceso de fragmentacion

El objetivo de este capitulo seré obtener la ley explicita del proceso de fragmentacion y por
tanto, una formula para las soluciones de[2.1]y asi de la distribucion genética en una poblacion
bajo la acciéon de recombinacion. Para hacer esto, la técnica es analizar las trayectorias del
proceso, en particular, de la cadena subyacente asociada a este. Para fijar ideas podemos
notar que las trayectorias se ven como en el ejemplo mostrado en la figura [3.1} se parte desde
el estado I y luego este se divide segiin alguna particiéon ® € G,. Luego, cada parte obtenida
sigue la misma regla para dividirse, usando independientemente cada una, alguna particion

en G, para cambiar de estado.
{1,2,3,4,5,6,7}

{1,6,7}{2,3,4}{5}

{2,3H4}

Figura 3.1: Ejemplo de trayectoria para la cadena subyacente. En este caso I =

{1,2,3,4,5,6,7} y el estado final del proceso es [{1},{2,3}, {4}, {5}, {6}, {7}]

De aqui se aprecia claramente que la cadena subyacente tiene implicitamente una estruc-
tura en forma de arbol enraizado. Luego, definiremos arboles que codifiquen correctamente
estas trayectorias, con el fin de entender asi la ley del proceso. Trabajos usando esta técnica
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han sido utilizados con hipotesis mas fuertes, en [4] por ejemplo. Aqui usaremos, salvo algu-
nas modificaciones, los grafos propuestos en [12], que de igual manera, llamaremos arboles y
bosques de fragmentacion.

Con esto en mente es que nacen las siguientes definiciones. Consideramos arboles enrai-
zados T = (G, E,dy) que codifiquen las trayectorias de la cadena subyacente del proceso
de fragmentacion. Primero, el conjunto de nodos G cumple que para todo A € G tenemos
que A € D(U) para algin U C [, es decir, identificamos G con posibles particiones de sub-
conjuntos de I. En segundo lugar, la raiz, dp es algtin elemento de G,. La raiz serd, para
las trayectorias, el primer estado al que cambia la cadena subyacente, por lo cual la dltima
restriccion es para que el arbol capte que es una transicion valida. Note que entonces los ar-
boles que consideramos tienen una dependencia de las tasas (ps)sen(r), que quedara de forma
implicita en lo que sigue.

Ademas, consideramos solo aquellos arboles que cumplan que VA € G, el nodo A tenga
a lo mas |A| hijos. Notese que A = {4, .., Ay} para algin k& € N y luego entonces A tiene
como hijos (a;)j_; con r < k. Luego, pedimos que para todo i entre 1 y 7 debe existir © € G,
y un tnico j tal que D[4, # {A;} vy que D[4, = a;. Con ello estamos pidiendo que cada hijo
de A en el arbol (que pueden ser una cantidad arbitraria) cumpla con ser formado por una
recombinacion permitida de algin fragmento del nodo A. Esta condiciéon debe respetar el
orden de los elementos en A, es decir, si en aquella definicién tomamos 7 < 7/, entonces el j
y j' tales que D4, = a; y D’ 4, = ay cumple que j < j'. Note que lo ultimo define los arcos
E segun los hijos que cada A € G posee.

Consideramos entonces cualquier arbol T" que cumpla las restricciones ya dichas y defini-
mos el conjunto

S'={A:Ac A, AcGYU{{I.

Este conjunto son todas las partes de I que el proceso fragmenta cuando sigue la trayectoria
dada por T'. Modificamos 1" con el siguiente algoritmo:

1. Agregamos un nodo extra, r := {I} y conectamos r con §y por una rama (Notar que
rama no es lo mismo que arco).

2. Agregamos una rama y una hoja (que distinguiremos de los nodos) desde cada nodo
A € G tal que cada uno que exactamente |A| lineas (lineas son la uniéon de arcos y
ramas) salientes a él y la misma cantidad de hijos.

3. A cada hoja se le identificara con un elemento en S’ con la siguiente regla. Si la hoja fue
agregada significa que su padre tenia, originalmente, menos de |.A| hijos. Eso significa
que existe A; € A que no corresponde con ningun hijo de |A|. Luego usamos A; para
identificar la hoja. Si hay méas de un hijo lo anterior se hace asegurando que no exista
repeticion. Ademés se entiende que lo anterior se hace respetando el orden de los hijos
que se le pide al arbol originalmente, es decir, si se le identifica con A; entonces el vértice
es el i-esimo hijo de A. Note que entonces los vértices originales estan identificados con
particiones de subconjuntos de I, mientras que los nuevo solo con subconjunto de I.

Denotamos por fR las ramas que agregamos en aquel proceso al arbol y H las hojas. Note
que segun lo anterior tenemos que:
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R ={(r,0)} U{(AB): ABeG,BCI}

A través de este proceso, desde T obtenemos un arbol T7 := (G, E, %R, §y), donde R son las
ramas que agregamos.

Definicién 3.1 Los drboles T! = (G, E,*R, dy) obtenidos con el procedimiento anterior son
llamados drboles de fragmentacion, donde oy es la raiz y R las ramas.

Observacion Los vértices nuevos que fueron agregados no estan incluidos en G en el arbol
de fragmentacion. Esto hace la notacion sea mas sencilla en lo que sigue y por otro por que
los nodos que agregamos se deducen facilmente de los ya existentes.

Finalmente denotamos Lg como las hojas del arbol fragmentado definido por G, es decir,
los elementos maximales para < en . Notese que las ramas, salvo una, son todas incidentes
a Lg, es decir, se verifica que:

R ={(r,00) ) U{(A,B): A€ G,B e Ls}
Intuitivamente Lg es el estado final del proceso de fragmentacion al seguir la trayectoria

codificada por T. Se puede ver el ejemplo para entender como se modifica 7" para llegar
a T! y los conceptos antes mencionados.

A0 e 3N >
s> ClesHalD

(a) Arbol T = (G, E, &). (b) Arbol de fragmentacion T! = (G, E,R, ).

[{1,6,7}{2,3,4}{5}]

Figura 3.2: En este ejemplo se considera I = {1,2,3,4,5,6,7}, 0o = [{1,6,7},{2,3,4}, {5}]
y tasas tal que {©,9,,93} C G, con ©; = [{1,6,7},{2,3,4},{5}].D, =
{1},{2,3},{4,5},{6,7}] y ©3 = [{1,2,3,4},{5},{6},{7}].En (a) se aprecia T', un arbol
que cumple las caracteristicas anteriormente mencionadas, notar que ambas transiciones de
la raiz son hechas por usar ©, pero no tendria por que ser asi, y en (b) aparece el arbol de
fragmentacion asociado a T', en las lineas salen asignados los elementos de S que corresponden

segin el algoritmo y se tiene que Lg = [{1},{2,3},{4},{5}, {6}, {7}].

Algo que es importante notar, para trabajar posteriormente con estos arboles, es que los
conceptos de stump set, cut set, etc. definidos en la seccién solo dependen de los arcos y no
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de las ramas. Dado que nuestro algoritmo no afecta los vértices ni los arcos, entonces podemos
definir de igual manera, para H C E'y A € G el arbol fragmentado T4 (H), notar que éste es
el formado por borrar de T los arcos en H y luego a T)4( H) hacerle el procedimiento anterior.
Luego, definiendo I4 = Uac 4 A, tenemos que T4 (H) tiene como conjunto de vértices G 4(H)
y contiene informacién de los fragmentos en S™ = {B: B € B,B € G (H)U} U{{I4}} v
tiene nodo extra r 4.

Con esto tenemos, ademas, la nocién de bosque fragmentado 77 — H de T', es cual es
la unién disjunta de los arboles fragmentados T4(H) donde A = dy o bien A es el extremo
superior de algin arco en H. Notese que luego tiene sentido definir el Poset de bosques
fragmentados ({77 — H : H C E}, <) con la relaciéon isomorfa a D(T'), es decir; T — H <p
T! — K siysolosi H < K.

Ahora relacionamos estos conceptos con nuestro problema. Para ello primero definimos
tiempos de paradas ttiles para relacionar (X, )o<u<: con algin arbol de fragmentacion. Con-
sidere algtn arbol de fragmentacion 77 y sea A € G. Note que luego, por construccion, existe
UCItal que A€ D)y .A# {U}. Luego, tiene sentido definir

Ta=min{t >0: X;|y = A}

Esta es la primera vez que ocurre una recombinacion segin A en el proceso de fragmentacion
(X¢)t>0. Con lo anterior, para todo U C [ tiene sentido definir

To =min{Tz: BeDU),3D € G, t.q. ®|y = B},

la primera vez que ocurre una recombinacién en los sitios U. Con los tiempos de parada
anteriores definimos los siguientes eventos de interés, si bien la notacién no va a ser clara en
este momento va a tomar sentido més adelante:

Mazy(G) = {méx{T4: A€ G} <t <min{T4: A€ Ls}},

m(D) = (| {Ta=min{Ts: B € Ga(0)}},

AeG

donde G4(0) es el subarbol de T con raiz A. Max;(G) dice que el proceso de fragmentacion
a hecho exactamente las transiciones correspondientes al arbol T antes del tiempo ¢, y m(0)
dice que las ha hecho respetando el orden establecido por T7; desde la raiz hacia abajo.
Luego si ambos eventos se cumplen tenemos que 77 codifica correctamente la trayectoria
de la cadena subyacente del proceso de fragmentacion. Por lo anterior hacemos la siguiente
definicion.

Definicion 3.2 Liamamos a que (X, )o<u<t calce con el drbol de fragmentacion T! al evento:
Fi(TH) = Max,(G) nm(0).

Es decir, la trayectoria de la cadena subyacente de (X, )o<u<t €S justamente codificada por
T!. Note que, en particular Lo = X;.

Definiciéon 3.3 Para § € Y(G,) definimos como 7(3) el conjunto de todos los drboles de
fragmentacion tales que Lg = 9.
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Observacion Tanto los arboles de fragmentacion como el junto 7(0) presentan una depen-
dencia de los sitios I y las tasas p, lo que no hacemos explicito para alivianar la notacion.

Dado que los arboles de fragmentacion codifican la trayectoria de la cadena subyacente
hasta el tiempo ¢ se tiene la igualdad:

{x,=0y=|J R,

TIer(5)

donde es posible notar que aquella unién es disjunta, luego tenemos la férmula:

P(X,=8)= ) PF(T). (3.1)

TIer(5)

Asi, hemos reducido el problema de obtener la ley del proceso de fragmentacion a calcular
P(F;(T?)). Para ello usaremos dos caminos. En primer lugar, se exploran técnicas combina-
toriales para llegar a una féormula para P(F,(T7)). Esta formula, si bien no nos lleva a la
formula explicita, ayuda a entender que la estructura no es tan diferente a lo encontrado en
[4] para el caso de recombinacion simple. Asi, con esto en mente, es que posteriormente, se
desarrolla una técnica inductiva sobre estos arboles, la cual si lleva a una féormula explicita.

3.1. Técnica combinatorial

Ahora, buscamos un contexto donde usar la transformada de Mobius para estudiar la
probabilidad que buscamos. Sea T! = (G, E, R, §) un arbol de fragmentacion.

Definicién 3.4 Definimos, para A€ G y H C E, Lg iy como las hojas del drbol fragmen-
tado T4 (H). De lo anterior definimos los eventos

Maz,(Ga(H)) = { méx Ty<t< min Tgl,

€G4(H) BeLg 4 (m)

Ming(Ga(H))={ min Ty <t< min 7Tz}

AEG 4 (H) BeLg ,(m)
Definicion 3.5 Definimos, para todo H C E, el evento:

0{7;\ = min 7;3}

eG4y
AeG (H

Observacion En la definicion de m(H) podemos recorrer los vértices de distinta manera y
cambiar como expresar el minimo y ver que:

m(H) = ) (N {Ta= v Tsb= () N N {7?4<7Es}
To(H)CT!—H A€Go(H) To(H)ET!—H AEG o (H) BEG 4 (H

Note que nuestro interés es, entonces, calcular P(Maz;(G) N m(0)). Esto pues F(T7) =
Max,(G)Nm(0) (y entonces la notacion anterior cobra sentido en general). Para ello la técnica
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es calcular P(Miny(Gs,(K)) Nm(K)) para K C E arbitrario, y a través de la transformada
de Mobius obtener la probabilidad que nos interesa. Esta técnica ya fue explorada en [4]
para recombinaciones simples, por ello se espera que de luces de como se comporta el caso de
recombinaciones miltiples. Con esto en mente enunciamos y demostramos el siguiente lema:

Lema 3.6 Para todo T' = (G, E,R, &) drbol de fragmentacion y K C E tenemos que:

P(Min,(Gs,(K) Nm(K)) = Y P(Maz(Gs(KUC) Nm(KUC)).  (3:2)
CeC(Tsy (K))

DEMOSTRACION. Primero note que podemos descomponer el minimo en G, (K) segin el sub-
conjunto de nodos que lo alcanza:

{ min Tx<t}= U {méxTp <t < min T}, (3.3)
AEGs, (K) AT () BeA YEG4, (K)\A

donde se tiene que aquella uniéon es disjunta. Luego, intersectando con m(K) obtenemos que
la formula 3.3 se transforma en:

AG%H'I%K) Ta<t}nm(K) = U {réleaj(’]}g <t< eGm%'%)\Aﬂ} Nm(K). (3.4)
% 0£ACGs, (K) 7=

Note que m(K) implica que VA € G(K), para todo B € G 4(H) tenemos que T4 < Tp. Luego,
suponga que A ¢ R(Ts,(K)), es decir, no es un stump set. Recordemos que el conjunto de
los stump set para un arbol T' con raiz v esta dado por:

R(T) :={V,(H): HC E}.

Luego, existe a € A,b € Gy, (K) tal que b < a. Note que, en particular a € G,(K). Por lo
anterior m(K) implica que T, < T, y asi:

m(K) N {maxgefﬂfa <it< minvegéo(K)\ATv} C {7; < 7;} = (.

Luego, podemos asumir que A € R(T5s,(K)). Es decir, la formula se transforma en:

A Ta <t nm(K) = U {méxTs <t <minseo,, uona T} nm(K).
AER(T5, (K)
Ademas note, si definimos M (G, (K)\ A) como el conjunto de vértices minimal en G, (K)\ A
para < se verifica
min Tz <t!Nnm(K)= min Ts <t} Nm(K).

Leditya Te S HNMUE) =, i) T ST NmE)
En efecto, supongamos que no es asi, luego 3z € (Gy (K) \ A) \ M(Gs,(K) \ A) tal que
mfnﬁeGgo(K)\ATﬁ =T < minBeM(Géo(K)\A))’Yfg. Pero como z ¢ M(Gs,(K) \ A)) entonces
Jw € Gy, (K) \ A tal que w < z. Note que, en particular, z € G, (K). Luego, m(K) implica
que T, < T, lo que es una contradiccion, puesto que w € M (G, (K) \ A). Asi obtenemos de
la formula 3.4 1a identidad:

{minace,Ta <ty nm(K) = (] {mazseaTs <t < minyena, Tyt Nm(K),
AER(T5, (K))
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lo que, intersectando con {t < minge Loy (0 T3}, implica que:
0
Miny(Gs, (K)) Nm(K) = {min e, (x)Ta <t < min5€£G60<K)7'g} Nm(K)

= U {mazseaTs <t <minenrey, o2} N m(E) 0 {t < mingecs, . Ts}-
AER(Ty, (K))

(3.5)
Ahora, note que:
m(K)N{t < minweg%o(mam))ﬂ} =m(K)N{t < minveM(Géo(K)\A)Tv}ﬂ{t < mmﬁeﬁ%m%}'

Esto pues el evento de la derecha corresponde al hecho que las transiciones del proceso de
fragmentacion respetan el orden del arbol, salvo que no hace ninguna division pasado los
nodos de M(Gg,(K) \ A) y no hace ninguna divisiéon que no esté en el arbol. Pero, dado que
no hace ninguna division extra, es lo mismo que decir que respeta el orden del grafo y que
no hace ninguna division en lo que queda después de Gg,(K) \ A = Gy, (K U 0A), que es el
evento de la izquierda.

Ademaés notando que a cada A stump set le podemos asignar d(A) € C(Ts,(K)) de forma
biyectiva (segun lo visto en la seccion . Queda, usando lo anterior en [3.5que:

Min,(Gs,(K)nm(K) = | ) {mazsec, xue)Ts <t < mingecs, e, T} N M)
CeC(Ts, (K))

= U  Man(Gs(KUC) Nm(K). (3.6)
CeC(Tsy (K))

Para concluir solo basta ver que:
Maz(Gsy (KU C)) Nm(K) = Mazxy(Gs,(KUC)) Nm(K UC).

En efecto;,notemos que es claro que el evento de la derecha esta contenido en el de la izquierda.
Veamos la otra inclusion; supongamos que esta no es cierta. Dado que tenemos m(K U C')
al lado derecho, entonces existe un evento en que existe < y tal que z € G, (K U C),
y € Gy (K)\ G5, (KUC) con T, < Ty, note como x € Gg, (K UC) entonces T, < t. Pero por
donde vive y tenemos que 7, < t = mingeg% (wuey I8 < t, puesto que debe existir U C [
tal que y € D(U). Si ocurre lo anterior, entonces MiNger, (kuc)Ts < t, 1o que implica que la
interseccion con Max(Gg, (K U C)) es vacia, y asi tenemos la contradiccion. Usando esto en
la identidad [3.6] tenemos, como se esperaba demostrar, que:

P(Min(Gy, (K)) Nm(K)) = Y P(Mazy(Gs, (K UC)) nm(K UC)).
Cec(Ts, (K))

]

Del lema anterior podremos, usando la férmula de inversion de Mobius, ver el Teorema
y obtener una férmula para el evento Maz:(Gs,(K)) N m(K), lo que nos da el primer
teorema:
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Teorema 3.7 Para cada K C E:

P(Mazy(Gs,(K)) Nm(K)) = > (=1)"P(Miny(Gs,(HUK))Nm(HUK)). (3.7)

HCE;s, (K)

DEMOSTRACION. De la formula [3.2] tenemos:

P(Min,(Gs,(K) Nm(K)) = S P(Maz,(Gs,(K UC)) nm(K UC))
CeC(Ts,(K))
= > P(Maxy(Gs,(H)) Nm(H)), (3-8)

H\KeC(Ts, (K))

donde la tultima igualdad es dado el isomorfismo entre D(T5,(K)) y {H : H < K}. Nuestro
objetivo es usar inversion de Md&bius en la expresion anterior. Para ello primero recordemos

que por el teorema la funcion de Mobius del Poset D(T') esta dada por, para H < K:

—1)HI=IK]
e

Luego es posible ver que la funcién de Mobius cumple pu(H, K)(—1)HI1=1Kl = Li\kec(Ts, (K))-
En particular, podemos reescribir la formula [3.8] como:

(~DMIP(Min Gy, (K)),m(K)) = Y (=) Ly xeerrs, (0)P(Mazy(Gs, (H)) Nm(H))

HCE

= > (—)"Mu(H, K)P(Maz(Gs, (H)) N m(H)),

H<K

donde la dltima igualdad es por la definicion del orden de D. Usando inversion de Mobius en
la Gltima expresion se deduce que

(—1)MP(Maz(Gs,(K)) nm(K))) = Y (=)MP(Miny(Gs, (H)) Nm(H)). (3.9)

H<K

Utilizando una vez mas el isomorfismo de D(Tj,(K)) se tiene que el elemento de la derecha
de la identidad B9 es:

> (=1)HKIP(Min,(Gs,(H U K)) nm(H U K)).

HCEs,(K)
Con lo que al final deducimos de la identidad [3.9) que:

B(Maz (G, (K)) Nm(K)) = S (~1)"IB(Miny(Gs, (H U K)) N m(H UK)).

HCEs,(K)

]

Usando lo anterior podemos deducir una identidad para la probabilidad que estamos
intentando calcular:
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Corolario 3.8 Para todo T! = (G, E,*R, dy) drbol de fragmentacion se tiene que:

P(F(T") = > (~1)"IB(Min,(Gs,(H)) N m(H)) (3.10)
HCE
I L / , .
— };E( 1) P({Ae%l;ﬁm Ta<t< sl Te} N {Ta = minpeg (T, VA € G}).

DeMOSTRACION. Por definicion F(T1) = Max,(G) N m(@) y por tanto, evaluando el Teorema
3.7 se sigue la primera igualdad. Para la segunda igualdad basta descomponer por definiciones
los eventos Miny(Gs,(H)) y m(H). O

Observacion Lo esperado era poder obtener una formula explicita para Min,(Gs,(H)) N
m(H), lo que lamentablemente es bastante méas dificil de lo que aparece, producto que los
distintos sitios no son independientes en el proceso de fragmentacion. Para notar esto basta
considerar I = {1,2,3,4} y tasas tales que ©1,D, C G, con ©; = [{1},{2,3,4}],D, =
[{1},{2,3}, {4}]. En aquel caso sabemos que si 3 y 4 estan en fragmentos distintos, entonces
también lo estan 1 y 2, lo que autométicamente descarta independencia entre sitios distintos;
lo que es deseable para poder calcular de alguna manera aquella expresion. Mas ain, el
hecho de que tengamos distintas trayectorias para el estado [{1}, {2, 3}, {4}] ya hace, de por
si, mas dificil los calculos (y lo cual claramente empeora si consideramos recombinaciones
generales). Sin embargo, el corolario anterior ya nos da una buena perspectiva sobre como se
comporta el evento P(F;(T7)); se calcula utilizando una forma del estilo inclusién-exclusion.
Esta observacion es ttil en la siguiente seccion, para llegar a la formula deseada.

3.2. Técnica inductiva

Ahora, usamos otra técnica para calcular P(F;(77)). Sin embargo, para ello debemos
introducir mayor notaciéon y propiedades para el proceso de fragmentacion.

Primero, debemos entender el generador del proceso restringido a un subconjunto de
sitios. Sea S C I y 0 € Y(G,) alguna particion tal que S € 6. ;Como se comporta el proceso
(X¢|s)t>0 dado que Xy = 97 La propiedad bésica que necesitamos estd enunciada en la
siguiente proposicion:

Proposicion 3.9 Sea S C I. Luego V6 € Y(G,) tal que S € § se tiene que Ps(Xi|s = {S})
es independiente de 0. Mds aun, se puede calcular su formula explicita y es:

Ps(Xils = {S}) =exp | —t >  po|. (3.11)
Deg,
D|s#{S}
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Observacion En general:

Ps(X; = 0) = exp —tz Z PO

(5\{a})u©| #6
Luego no es obvio que al marginalizar a ciertos sitios nuestra permanencia no depende de §.

DeEMOSTRACION. Notar que, por teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales
ordinarias, el enunciado es equivalente a probar que:

OPs(Xyls ={S}) == 1| Y. pol|Ps(Xils ={S}),
Deg,
D|s#{S}
y por lo tanto probaremos esta proposicion. En efecto:
OPs(Xils ={S}) =0 Y PX,=pXo=0)= > PX,=p|X,=0).
BEV(Gp) BEV(Gp)
Sep sep
Usando la proposicion y el generador del proceso de fragmentacion se obtiene que:
OPs(Xils ={SH = D > QuP(X,=7X=0)

BEYV(Gp) 7€V (9p)
Sep

D) QeP(Xy =|Xo = 8) + P(X, = B|Xo = 6)Qps.
ﬁey(gp) ’Yey(gp)
Sep v#B
Por un lado, se tiene que:

Y PXi=B1Xo=0)Qu= Y PXi=pXy=0)- Z Z po).

BEYV(Gp) BeYV(Gy) Deg
sep Sep (/3\{a})U9\ #B

Por otro lado, tenemos que:

DD QuP(Xe=Xo=08)= > > P(X;=Xo=0)Qp

BEV(Gp) vEV(Gp) YEV(Gp) BEV(Gp)
SepB v#£B Sevy  SeBn#B
= E P(X; = v[Xo = 0) E E Po
’}/Ey(gp) Bey gp Qegp
Sey Sep#B Jacy

y~B (‘V\{a})Ui’\a:B

= > PXi=1Xo=9)[) >  pD)]

YEV(Gp) Def, acy,a#{S}
Sey ("\{a})ud|ay
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Notando que en la suma la variable es muda podemos juntar ambas expresiones y asi obtener:

OPAXils={SH = > PX,=BXo=0)[- > po
Be}’gp e,
Sep @Is#{s}

=—1| D po|PalXils = {S}),
DegG,
D|s#{S}

lo que demuestra la propiedad que necesitabamos. O

Lo 1til de la proposicion es que nos permite hacer célculos sobre el proceso restringido
a cierta cantidad de sitios. Para ello definimos la siguiente funciéon auxiliar, con el principal
objetivo de facilitar los calculos.

Definiciéon 3.10 Sean S C I y5 € Y(G,) tal que S € & . Definimos \3(t) := Ps(Xs|s = {S}).
Note que segun la formula[3.11], esta es independiente de § y por tanto no hacemos explicita
la dependencia de §.

La funcién A9 viene a dar la probabilidad con que el fragmento S se queda sin fragmentar.
Notemos que esta definiciéon puede ser extendida facilmente. En particular, para cualquier
particion o de I podemos hacer la extension utilizando la proposiciéon

A5(t) = P(X; = 6|1 Xo = 6) = [ [ P(X:l = {1} X0 = 6) = [ N(®)
lesd lesd

Y se extiende esta para ¢’ una particion de S C I, usando la proposicion como:

A (1) = P(Xys = 0| Xo = & U{S}) = [[ M(®)
led’

Donde nuevamente ocupamos la independencia para la extension. Luego A3 viene a ser,
intuitivamente, la probabilidad con que el proceso deja sin fragmentar cada elemento en
0" una vez que éste aparecié. Ademas, podemos usar estas funciones para calcular ciertas
probabilidades en arboles de fragmentacion. Con esta idea hacemos la siguiente definicion

Definicion 3.11 Sea T! = (G, E,%R, ) un drbol de fragmentacion. Definimos entonces,

para Ac Gy HCE
Ia . l
)\GA(H)( )= )\EGA (H) H it

IGEGA(H)

Andlogamente, si (A;)5_, son vértices de T' tales que ﬁGAi(H) son disjuntos de pares, se usa

la notacion:
>‘qu ;GA( )( )= )\ =1t (t).

Uiz 15«3 A; (H)
Ahora, hagamos un par de observaciones de las funciones . En primer lugar, es claro

de la definicion, que A§ () = (\§(1))!. Luego, denotaremos A§ := A\$(1). En segundo lugar
hacemos la siguiente observacion:
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Proposicion 3.12 Sean J, K C I con JNK =10. Sean 6 € D(J),d" € D(K). Entonces:
A5 (A5 (8) = NSy (1),

DEMOSTRACION. En efecto;

Mg ) =TT M@ = QAT A®) = G 0) (5 ().

ledud’ led led

Donde usamos solo que 6 y ¢’ son particiones de sitios disjuntos. O

Ahora; jcual es el objetivo de las propiedades anteriores? Es que nos permiten calcular
de forma inductiva la ley del proceso de fragmentacion. Sea T! = (G, E, %R, dy) un arbol de
fragmentacion donde &y es la raiz. Luego, tenemos por probabilidades totales, por definicion
del evento F;(T7) y la independencia en fragmentos disjuntos, que:

[do]

P(F(T")) = /0 P(X1, = 60) | ] [ Pou(Fiu(T'7)) | dP(Ty = ),

i=1

donde (Di)1§i§|5o| son los elementos de dy. Note que podemos calcular varios términos, esto
segun lo visto en la seccion y dado que una vez que la cadena sale de un estado no vuelve
nunca a ¢l

]P)(XT1 - 50) - p60
Prot

dP(Ty = u) = piore” " du.

Asf tenemos, notando que A\ (u) = e=Prors:

[do]

P = [ s [[TPa(FouT™)) | MG (3.12)

=1

Lo importante de lo anterior es que da una estructura claramente inductiva para trabajar
el problema. Para ello, primero calculemos lo que seria el caso base, |G| = 1. En aquel caso
tenemos que

Ip,
Py (Feu(T'74)) = Poy(Xiulry, = {Ip,}) = A (t — ).
Reemplazando en la formula [3.12] y usando la propiedad [B.12) se obtiene

[d0]

PR = o [ M@= wldu = ps, [ NNy, (=)

t
=0 | OOy, )

Para calcular lo anterior recordemos que:

t t— tbt a = b,
a“b" du = bt —at (313)
0 log(b)—log(a) b ?é a.
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Donde el primer caso es el limite del segundo, que puede calcularse por L’Hopital. Suponiendo
I I . :
que \; # )\Uf:(’l‘ o)) tendriamos que:
nt _ t
[ OOy )= il = Bl
5 =
; o) RN

Asi la formula [3.12] es:

[)‘I|50|{I }(D]t_[ (U]t
109017, (1)) = Log(\f (1))

Para generalizar lo anterior hacemos dos observaciones. Primero, dado que ahi aparece ps,
que depende, de forma no explicita, de los sitios I. Asi, tenemos que, de alguna forma, poder
reflejar la induccién en esa parte. Con este objetivo definimos las tasas restringidas:

P(F(T")) = psy

Definicion 3.13 Sea U C I, definimos para todo ® € D(U):

P%/ = Z %)

e,
D=2'|;
En particular, p = pp para todo © € G,.

Es decir, podemos modificar levemente el calculo obtenido y decir que, si 77 es un &rbol
de fragmentacioén con un solo nodo dy, se tiene que:

— [\
) — log(A})]

[)\1\50\{1 }]

[log(/\ |501\ I}

Lamentablemente, aun no es claro como ocupar lo anterior en alguna hipoétesis inductiva.
Esto hasta que hacemos una comparacion de la férmula y la formula [3.14} ;Sera cierto
que entonces P(F;(T71)) se calcula como la suma que aparece en de los términos de la
forma que aparecen en [3.147 El teorema principal de esta seccién viene a establecer una
respuesta afirmativa a esta pregunta.

P(F(T")) = p3, (3.14)

Teorema 3.14 Sea T = (G, E,R,d) un drbol de fragmentacion. Si |G| = 0, entonces
P(F(TT)) = (A\D)E. En caso contrario, denotamos por &y la raiz de T y supongamos que para
el drbol T' se tiene que )\(g;(H) #+ )\ﬁ para todo A € G, H C E. Entonces se tiene que:

BET) = S (-DM0E, 0 - 0 TT i . (3.15)

HCE BeG log()\éf ) log()\ﬁi)

DeMOSTRACION. Es facil chequear que si |G| = 0, entonces P(F,(T7)) = A(t). Ademas, ya
probamos el caso base |G| = 1 en el desarrollo anterior. Debemos solo probar el paso inductivo.
De la formula [3.12] tenemos que:

0]

P = [ o) |[[Pu(Feou)) | M)

i=1
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Para ocupar la hipétesis inductiva suponemos que 77?i tiene al menos un nodo. Esto pues,
si alguno es vacio, la demostracion siguiente puede adaptarse facilmente a ese caso, ademas
que considerarlo solo entorpece mas la notaciéon. Asi la hipétesis inductiva en esa formula se
obtiene que:

|d0]

P(E(TI)) B /0 50 A[ H Z ‘H‘ GD (Hi))t_u o ()‘ﬁzlj)t_u] H pBB dUa

T T
i=1 H;CEp, ' BeGp, log()\GB (H:) ) - 109()‘12)

con Ep, los arcos del arbol T77: y recordamos que (Dl)lio‘l son los elementos de dy. Distribu-

yendo el producto sobre la sumatoria obtenemos que P(F,(T7)) es

50| 150l pr

t
1 )\I u |60‘|H| t—u t u
/0P50( 1) i Z H GD (H H H log )\IB ) log()\IB)

:17--,\A\7Hi§ED =1 BeGp

Ahora la idea es expandir el término con el producto de las funciones A. Dado que ahi el alge-
bra se vuelve complicada primero haremos el caso |dy| = 2 para ejemplificar los argumentos.
Luego, el caso general sera mas facil de entender. En efecto, para |dy| = 2 tenemos que:

[ )™ = IO ) — (A7)

Gp, Ip, Gp,(H2) Ipy

Ip, —u Ip;\t—u
TTIOE: ) = A

Ip Ip —u Ip Ipot—u Ip Ip N t—u Ip, \Ip w
[(A@;(Hl)%j?%))t _(AGDll(Hl)AIDz)t —(/\Gi(Hz)AIDi)t + (A} 1)\1D2)t ]

1 —u 1 —u 1 —u
[<)\G50(H1UH2))t B (AGD1(H1)U{ID2}>t o <)\GD2(H2)U{ID1})t + ()\50> ]’

luego en aquel caso nos queda que P(F(T7)) es

t
Yoo D (i (/ D" [y, (num) ™ = Qg (yotn,) " = Aop, g, )"+ (/\go)t_“]dU)

H\CEp, H:CEp, 0

PB Ps
x Il :
Bel;[Dl log(/\([f D) ) - log(/\?;) BQDQ log()\({;BB(HQ)) — log()\ﬁ)

Resolvemos la integral que aparece en la formula y obtenemos:

/ ()10 Gao HlUH2)> ()‘GD (Hl)U{IDz})t_u - ()\({}DQ(H2)U{ID1})t_u + (/\go)t_u]du
(

= Assynum) =AD" Qg moopmn) = A0 G, s, )’ — A1)

lOg(()‘é,éO(HluHQ)) — log(A]) ZOQ(()‘éDl(HI)U{IDQ}) — log(\]) log(()‘é}DQ(HQ)u{le}) — log(A])
L) — ()

log(\j,) — log(A])

]

+1

]2281+SQ+53+S4.

Esto nos da que la integral que aparece al calcular P(F;(T7)) se separa en 4 términos que se
suman. Estos términos lo denotamos por Sy, Sz, S3 y Sy. Con ello tenemos que P(F;(T7)) es

Z pI((SO) Z (—1)‘H1UH2‘[51—|—5'2+53+S4][ H Png I H ,0{;8 )

I I I I
H\CEp, H>CFEp, BeGp, log( Mgy ar,y) — log(Azg) BEGp, log(Agy(m,y) — log(A7})
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Notemos que entre los dos productos que aparecen en la formula anterior recorremos todos
los nodos de G salvo la raiz que es dy. Estos términos que faltan son los denominadores de
S1,89, 95 v Sy junto con p’(&). Esto da la idea de usar el cambio H = H; U Hy. Luego, H
tiene 4 opciones;

No tomar arcos que salen de la raiz,
tomar el segundo arco de la raiz,

tomar el primero arco de la raiz,

= W D=

tomar ambos arcos de la raiz.

Cada uno de estos casos sera cubierto por Si, 5,53 y S respectivamente. En efecto,
veamos estos cambios. El término correspondiente a S es:

(A(I}(;O(Hlqu))t - (Aﬁ)t

PORD D I“ﬂ”zog(w

_ T
H1CEp, H:CEp, GgO(Hlqu)) log(X7)

]

PB H H PB ]
log(\& i) — log(NE) " g2y, 109N 1)) — log(N75)

BEGDl GB(H BeGp

Hacemos el cambio de variable H = H; U H,. Note que la variable H; U Hy recorre todos
los subconjuntos de arcos de Ep, U Ep,, que son todos los arcos de E, salvo aquellos que
contienen los arcos que salen de la raiz. Esto tltimo lo denotaremos E — {dp}. Ademas, note
que la productoria recorre todos los posibles nodos, salvo la raiz que es gy, pero este término

que falta es justamente 7 P! (%) +, el cual podemos armar con S;. Luego, haciendo el
lo ()\G o () ) log(Ay)

cambio de variable se obtlene que el termino que corresponde a S es:

—DHEIAL )= (ADY pgg .
2 M0 un)" = O w3 oy

HCE—{50} BeG

Que es un termino de la forma que esperabamos. Ahora, veamos qué ocurre con los otros. El
término de P(F;(T1)), dado por Ss, es:

-y

|H1UH2|+1 I (AéDl(Hl)U{IDQ}))
> > (= P! (00)l——7 -

H1CEp, HoCEp, ZOQ(O‘GDl (Hl)U{IDQ}) — log(A7)

In I

P PB
x| H T il H T -
Beto, 0g(AG, () — Log(NfE) Beta, 1og( A& (11,)) — log(AL3)

Inspirados en el término anterior hacemos el mismo cambio de variable. Note que ahora
AL no tiene una dependencia en Hs, lo que dificulta incluirlo en el cambio. Para
Gp, (H1)U{Ip,})
: I _
solucionar esto notamos que )‘Gpl( H)U{Ip,} = )\Ga (H1UH»)» donde H, es cualquier conjunto
de arcos que contenga el segundo arco que sale de la raiz. En aquel caso haremos el cambio
de variable H = H; U Hy U eg, con ey el segundo arco que sale de la raiz (o bien el arco
ey indexado por Ip, en TT). Note que en la productoria del final no estamos recorriendo la
raiz, luego agregar el arco e; no hace ningin cambio en aquellos términos, salvo que ahora
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que después del cambio de variable

. : P (s
podemos incluir el nuevo término Tog O £” (%)

G, (UL, ) T109D)
' (%)

. Entonces el término asociado a S5 es:
log()\é(sO(H))—log()\f) 2

es

DHI\L ) — Ayt P{gB .
Yoo MG, @) - DT log (V. ) — Log (V)

HCE,e1¢H,escH BeG

Que nuevamente es la forma que esperabamos. Ahora el tercer término, dado por S5 se obtiene
analogamente a Sy como:

N\ HI T t (It PigB
2 0 ) = 00 e oy

HCE,eo@H,e1€H BeG

Asi pues, solo nos queda identificar el término dado por Sy. Recordemos que este es:
I I
Z Z \Hlqu\ 1(50)[ ()\53)1‘/ — ()\I)t ]
log(Xs,) — log(A7)

Hi1CEp, H2CEp,
<[ ]1

I

BeGp, log(Ag 5(H1)

I
PB H H PB ]
1 I :

Note que el término )\go, que queremos incluir en la sumatoria, no tiene dependencia respecto

a H; ni Hy. Sin embargo, A\ = AL , con H cualquier subconjunto de aristas que contiene
g 60 G§0 (H) ']

tanto e; como ey. Note nuevamente que, la productoria que llevamos no recorre la raiz, luego
agregar estos arcos no afecta este término. Asi queda que el término dado por Sy es

ST DL ) - 00 ] P

I Ip\*
HCEFE,ey1,e0€H BeG log()\GBB(H)) - log()\I‘;)

Nmote que los 4 términos obtenidos recorren distintos conjuntos de arcos de E, pero en total,
recorren todos los subconjuntos de arcos posibles. Juntando todos en una sola sumatoria se
obtiene el teorema para |0p| = 2 A continuacion pasaremos al desarrollo para el caso general.
Para ello note que podemos desarrollar el producto que aparece en P(F;(T7)):

60l
H[(A&i(m))t - (/\I;)t | = Z (=1l ‘NI()‘[UZGNGD (H, )}u[uigN{zDi}})t :

’L:1 Ng{17277|60|}
Con esto podemos calcular la integral que aparece en P(F;(T7)) como:
|80]
Ip

! u Ip, —u U - ' U —u
LoD TIO&: ) = izl = 30 0P OO i 1)~

i=1 NC{1,2,....[60 [}

I t I\t
ST (1)l Abiewen, 0w i) — A1)
I IV°
NC{1,2,...,|60]} ZOQ(A[UiENGDi (Hi)]U[UiQN{]Di}]) — log(A)
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Con ello tenemos que P(F,(T1)) es

pI Z ( 1)2‘-501‘ | H;| Z ( 1)|50|—|N\ ()\[IUiENGDi (Hi)]U[UiQN{IDi}])t - (Aﬁ)t
5 — i= g —
0 lOg()\[IUieNGDi(HZ‘)}U[U-LQN{IDZ.H) - lOg()\§)

=1,....l60], HiCEp, NC{1,2,...[d0]}

|do] IB

X
Il 11 log(Ng, (H) log(ﬁi)]

i=1 BeGp

Lo que, cambiando las sumatorias, es igual a:

I Z“SO‘ | H;)| |60]—| V] (A[IUZ-E]\]GD.(Hi)]U[UigN{ID.}]>t - ()\§>t
'050 Z Z (_1> = (_1) 0 lo ()\I . - ) —lo ()\1)
NC{1,2,...,[d0[} i=1,....]60|,H; CEp, I\ VienGp, (H)UVign{Ia,}] 9\
|90 IB
X I I ]
HB!@I log )\GB () ) log(Af%)

Ahora, consideremos algin N C {1, 2, .., ||} arbitrario y veamos como se ve aquel término.
En aquel caso, inspirados en el desarrollo anterior, hacemos el cambio H = U‘f:oll H;. En
aquel caso la productoria del final recorre todos los vértices salvo la raiz que es dg, vy que
para vértices distintos no les afecta los vértices de otras ramas (por independencia). El tnico
problema es que <)\[IU7,ENGDZ»( H)UlUsgn (U, }]) no depende explicitamente de los H; con ¢ &€ N. Sin

embargo, en aquel caso consideramos mejor el cambio H = H U [U Z§ZNez] donde {el}‘ °|1 son
los arcos que salen de la raiz. Luego ()‘[IuieNGD.(Hi)}U[uigN{IDi}}) =\ Coy (1) ¥ A la productoria
de la derecha no le afecta este cambio pues no ve los arcos que salen de la raiz. Por otro lado,
note que |H| = |H| + | Uign €| = |H| + |00 — N| y por tanto, para N fijo, el término de la
suma dado por N es:

H|\I It Pfss
Z (—1)| |[(>\(G50(H)) — (A\))'] H log()\(éBB(H)) - lOg()\ﬁg).

HCENi¢N,e;€H BEG

Asi, tenemos que P(F(T7)) es

I
PB
> > COMOE ) = O] ;
NC{1,2,..,|60|} HCE,VigN,e;cH B BeG log()‘GBB(H)) - 109()\12)
Ip
PB
= ) EOMIOG, ) = DT i o
NC{1,2,..,|d0[} K BeG ZOQ(AGBB(H)) — log(Ap)
HCEYigN,e;€H

Pero en el término dentro de sumatoria estamos recorriendo todos los posibles subconjuntos
de arcos. Concluimos que:

PR(T) = 3 (~DM0, ) — 0D [T i

Ts T
HCE BEG log(\& (H)) ZOQ(AI@

Que es la formula a la que queriamos llegar. Tenemos asi el teorema. O
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Del teorema anterior se obtiene inmediatamente la féormula para la ley del proceso de
fragmentacion:

Corolario 3.15 Sea I un conjunto de sitios, (ps)sen(r) tasas de recombinacion sobre estos
sitios y (Xi)e>o0 un proceso de fragmentacion a valores en Y(G,). Sea § € Y(G,) yt > 0. Si
§ = {I}, entonces P(X; = &) = M(t). En caso contrario, sea 7(8) el conjunto de todos los
drboles de fragmentacion con conjunto de sitios I que cumplen Lg = 0 y supongamos que
para todo TT € 7(5) se tiene que )\éBB(H) #* )\fg para todo B € G, H C E. Entonces:

|H\ AVAY, pIB
P(X, = > > (- Gsy (D)) (AI)]Hlog(AgB(H))B—log(Ag)' (3.16)

Tler(6) HCE BeG

Del teorema es interesante rescatar resultados ya conocidos para le ley del proceso de
fragmentacion en casos méas particulares. El siguiente resultado es un ejemplo de aquello:

Corolario 3.16 Consideremos el caso de tasas de recombinacion (ps)sen(r) simples y bipa-
rentales, el proceso de fragmentacion asociado (Xi)i>o y un drbol de fragmentacion de este

I'=(G,E,R,d) yt >0 fijo. Si |G| =0, entonces P(F,(T")) = exp Z pst |. En
deb(I
caso contrario:

PB
P(F(T")) = Y (—=1)Hlexp | —t > pD) | [1=exp| = D pD) L
HCE Deg, DeG, BeG "B
€L 4(mt-q-DLiFA{l} VIE€Lg , (), Dli={1}

donde:

TH(H
773( ) = Z Po-

Deg,
HCEGB(H)t.q.QhC =C

Observacion La formula viene a ser la misma que la encontrada en [4], salvo diferencias de
notacion, en este se ocupan los arboles de segmentacion, que son levemente diferentes a los
arboles de fragmentacion.

DeMOSTRACION. Dado que la recombinacion es simple se tienen automaéaticamente las hipotesis
del teorema [3.14] Por ello obtenemos que:

POR(T)) = 3 ()M, ) — 00 [ i RS

HCE BeG log(/\é’s (H) ) - lOQ(Afi)

De la féormula anterior solo debemos identificar términos, lo cual podemos hacer dado que
las tasas son simples. Esto inmediatamente, por definicion del proceso de fragmentacion,
da que la division en cada sitio es independiente del resto (esto puesto que cada una es
determinada por una exponencial independiente del resto antes de la division, y luego de la
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divisién tenemos independencia por . En primer lugar:

W) = T A& = J] exp| -t > ro

leLg (H) leLg (H) Deg
" "o DAl

=exp | — Z Z pol | =exp | —t Z J I

leLoy (H) DEG, 0eg,
DA} HlECG(;O(H)t-q@\l#{l}

donde las dltimas dos igualdades se tienen debido a que las tasas son simples, asi solo pueden
actuar en solo un [ en £G5O( m)- Por definicion, se tiene que:

(AD)' = exp(—prant).

Por lo tanto:

(Aégo(H))t - ()\f)t = exp —t Z PD - e'rp(_ptott)
Deg,
HIELGBO(H)t.q.ZDh;é{l}

=exp | —t Z P 1 — exp(— Z Po — Z po))

Deg, Deg, ey
Hleﬁgéo(H)t.q.Dh;ﬁ{l} 3[6[,@60 (H)t~Q~®‘l7é{l}

=exp | —t > po | | 1 —exp(— > po)

e, DeGy

€Ly (myt-a-DiFA{l} Vi€Le, (m)Dli={1}
Y ademas:
Ip _ _
P = P = PB-
Deg,
Q‘IB:Bllg

Donde, dado que las tasas son simples, hay una tnica que causa divisiéon entre dos sitios
dados. Finalmente, un ultimo calculo da que, para todo B € Gs,(H):

log()\({;BB(H)) = |- Z P

Deg,
EllEL:GB(H)tq@h;ﬁ{l}

Donde el calculo es analogo al realizado para calcular ()\éA ( H))t. Por lo tanto, tenemos que:

log(Ahy(um) — log(ALy) = — > pot D po
Deg DeG
HZEL:GB(H)-t';@ll?&{Z} 9\15¢{/}B}
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Ahora, notando que si | € Lg,(#), entonces | C Iz podemos separar este término y obtenemos
que:

log(\e, 1)) — log(A13) = Y. = > Po-

e, DeGy
|z #{Is} 3CeGp(H)t.¢.D|r,=C
VIELg, () @li={l}

Juntando todos los calculos anteriores y reemplazando en tenemos el resultado. O

3.3. Posibles extensiones

Del teorema [3.14] es importante notar que la hipétesis que hacemos sobre las tasas es

bastante fuerte. Una primera forma de relajar esta hipotesis, al menos para el nodo raiz, se
deduce de la formula [3.13

Proposicion 3.17 Sea T! = (G, E,R, 0y, ) un drbol de fragmentacion. Si |G| = 0, entonces
P(F(Th)) = (A\DE. En caso contrario, supongamos que para el drbol T se tiene que )\({}BB(H) #+

)\fi para todo B € G\ {0}, H C E. Entonces se tiene que:

I
P
P(F(TT)) = (DG, ) = (WD
% ) H log(\E, 1)) — log(AfE)
)\(II}(;O(H)#A§
P
|H| t B
+ tOL ) . (3.18)
,;; S0 B%log%z(ﬂp—zoguﬁg)
,\({;50 (H) =) B#6o

Sin embargo, al momento de relajar mas la hipotesis sobre las tasas esta situacion se
complica. Del calculo hecho para el teorema y de la proposicion [3.18|se pueden extender
estas soluciones inductivamente, a través de los niveles en el arbol. Para ello, primero, hacemos
una pequena definicion que ayude a ser mas precisos en esta idea:

Definicion 3.18 Diremos que un nodo del drbol de fragmentacion T' es singular si es aquel
que viola la hipdtesis ya mencionada sobre las tasas. Fs decir B € G es singular si )\({}B(H) =

I
LS.
De la formula de la proposicion [3.18 ya sabemos como se ven las soluciones cuando el

nodo raiz es singular. Supongamos que ahora, en lugar de el ser singular, uno de sus hijos lo
es y supongamos que es el hijo k£ de y. Luego, notando que si Hy provoca la singularidad

48



podemos escribir ()\g;’“ )= 2()\113’“ ) ()\ID‘“)t_“, obtenemos que
k

Gp, Ip,
S0l
(t = w)Oek )™ TT IO )™ = i) ™) =
i=1,itk
(t—u) Yo EDPINIOG, Gevmuen o)
NC{1,2,...,|00|},k¢N
+2(t —u) Z <_1)|60|7|N‘()‘[IG50(uieNHi)]U[uigN{IDi}])tiu'

Ng{17277|60‘}7k€N

Lo anterior puede ser insertado en las férmulas que ya hicimos en los célculos del teorema
3.14] v asi despejar una expresion para P(F;(T7)). Es posible notar que la estructura de la
solucién no es la misma, dado que cambio la integral a calcular. Sin embargo, esta misma idea
puede replicarse para obtener P(F;(T")). Basta usar la proposicion en los nodos mas
alejados de la raiz que son singulares y extender inductivamente hacia la raiz. Es deseable
que este caso pudiese ser expresable bajo una férmula cerrada, sin embargo, esto no parece

dar una expresion sencilla.
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Capitulo 4

Comportamiento asintotico del proceso
de fragmentacion.

De la formula tenemos la ley explicita del proceso de fragmentacion, pero esta no
da mayor informaciéon del comportamiento asintético. En particular, no permite apreciar con
claridad que el tnico estado absorbente es D” y menos aun la velocidad de convergencia. En
la literatura hay numerosos casos de analisis como el que planteamos, ver [22] por ejemplo.
El problema es que en estos anélisis se supone que la cadena es irreducible (es decir, podemos
llegar desde cualquier estado a cualquier otro en alguna cantidad de pasos con probabilidad
positiva), condicién que esta cadena no satisface. En esta seccién nos enfocamos en tratar de
entender el comportamiento asintético y la velocidad de convergencia del proceso. Las ideas
de esta seccion son similares a las vistas en [19)] y las cuales adaptamos desde el caso a tiempo
discreto al tiempo continuo.

Definimos para B C Y(G,), 75 = inf{t > 0 : X; € B}. Para simplificar, si § € Y(G,)
escribimos 75 := 7y53. Obviamente Ps(75 = 0) = 1, para todo § € Y(G,). En particular, nos
interesa estudiar 7 := 7p,. Ya sabemos que D” es el Gnico estado absorbente de la cadena y
por tanto X, = D Vt > 0. Para ello definimos los siguientes conjuntos de estados y tasas
de interés:

Definicion 4.1 Primero definimos los estados que comunican hacia DP:
A={)eY(G,) :0~ D’ +#D"},
y la tasa mdzrima de permanencia de estos estados:

n=—midx{Qss;0 € A},
ademdas de los estados que alcanzan esta tasa n:
F={0€A,Qs55=—n},
y finalmente la tasa mdxima de los estados fuera de F:
Bo = —mdx{Qss : 0 € Y(G,),6 # D", 6 & F}.
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Todas estas definiciones tienen como intuiciéon intentar revelar el comportamiento asinto-
tico de la cadena, estudiar los estados que llegan al estado absorbente y con qué velocidad lo
hace.

Observacion En [19] se prueba que en el caso discreto, para todo ¢t € N, ¢ > 0, Pg’é es
estrictamente mono6tona respecto a —, para la variable §. Sin embargo, con un ejemplo
podemos ver que eso no es cierto, ni siquiera es mondtona respecto a ~». Ya veremos que
la propiedad realmente importante usada en [19] es algo més débil, pero primero veamos el
ejemplo en cuestion.

En efecto, consideremos 7 = [{1,2},{3,4}] v ©2 = [{1},{2,3},{4}], G, = {D1,D2}. ¥
que p(D1) < p(®y) con § = {1} y o' = [{1,2},{3,4}]. Entonces podemos calcular

Qs6 = —(p(D1) + p(D2))
Qsr5r = —2p(D2),

lo que implica, dado que una vez que volvemos a un estado no volvemos a él, que:
t t
Pss > Py 5.

Nétese que 0 ~ 0’ y que § — ¢'. De forma analoga se puede ver que o = [{1}, {2}, {3}, {4}]
cumple que &' — 0,8 ~» dg ~ 0 con &y = [{1}, {2}, {3,4}], pero Py 5 < P} .. Luego, no hay
una monotonia para el operador P ;.

Si bien ya observamos que nuestra cadena no cumple una propiedad de monotonia como en
el caso discreto si cumple una propiedad similar que sera suficiente para nuestros propositos:

Proposicion 4.2 Sea 6 € Y(G,), 6 # D?, § € A. Entonces para todo §' € A tal que:
IED(;(T(;/ < OO) > 0,
tenemos que, para todo t > 0:
Pis < Py 5.
DeMoSTRACION. Note que para esto, dado que una vez que salimos de un estado no volvemos
a él, basta ver que Q55 < Qs 5.

En primer lugar, recordemos que ¢’ ~ D. Luego 3ld € § tal que & ~»; D’. Note que
en particular, §'|s = D’|4 para todo d € ¢, d # d. Con ello, para todo ® € G, y todo
d €', d# d tenemos que (0" \ {d}) UD|; ="

Como P5(7s < 00) > 0 eso significa, en particular, § < ¢'. Luego, para todo ® € G, tal
que (0" \ {d}) UD|; # ¢’ debe existir a € § tal que (§ \ {a}) UD|s # 9.

Finalmente, note que 6 € A, luego existe ®; € G, y d; € § tal que:
(0\{di}) UDrfa, = 61 #0.
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Como 0 < ¢’ sin pérdida de generalidad J; < ¢'. Por las observaciones anteriores tenemos
que Vd € & tal que d C d; se tiene que (&' \ {d}) U D, ;= 0", pero (6 \ {d1}) UD4|q, # 9.
Con ello:

Qe =Y, >, p@= D p®< > p®)+p®)

9€6, acs’ D€, 9€6,
(8"\{a})UD|a#d (\{d}H)uD| 75’ (8\{&})U©\g;ﬁ6’
I
Deg
(5\{a})UTDI #6

Y por tanto, (55 < Q. Dado que una vez que abandonamos un estado no volvemos a el
se sigue la proposicion. O

Ahora establecemos un lema que permite controlar el comportamiento de los estados en

F.

Lema 4.3
Vée F,t>0:Pss+ Pip, = 1.

DEMOSTRACION. Procedamos por contradiccion. Sea d € F y considere 0" # § tal que § ~» &/,
0 £ DPy P(;(;, > 0. Entonces, en particular, ()55 > 0. Dado que D’ es absorbente, debe

existir § € A tal que Py (13 < 00) > 0 (podria darse que ¢' = 5) Sin embargo, dado que una
vez que nuestra cadena sale de un estado nunca regresa, d # 0.

En particular, note que § < § donde ambos estéan en A. Luego existen tnicos ds € 6y d 5 € b
tal que |y = D]y para todo d € 0,d # ds y 5!d/ Dr|y para todo d' € 5 d # d;. Notese
que O|q = 5|d para todo d € 0, d # ds. Recuerde que § ~~ ¢, y luego existe ®' € G, tal que
(6\{ds})UD'|4, = &'. Ademas, como &' < § tenemos que para todo d € 4, (0\ {d}) UD’ li= 0.
Entonces

:—QM_Z Z p@= > @)= > p@®@)+p®)

Deg, DeG,,9#9’
(5\{“})U©7A5 (6\{ds})UD|as#6 (0\{ds})UD|as#6
> Y p®@= > p(®) =—Qs
DEG, DAY B2
(O\{ds})UD|az7#6 (0\{ds HUD|4,7#0

Lo que implica que —n = maz{Qss : § € A} < ®j; con seAlo que es una contradiccion.
]

Finalmente, probamos un tltimo lema, que es aquel que permite controlar la velocidad
con que la cadena converge al estado absorbente o los estados en F.

Lema 4.4 Recordar que definimos By = —maz{Qss : 6 € Y(G,),d # D*,6 € F}. Luego se
tiene que:

VO >0,3C =C(0): P(Vu<t;X, & FU{D’}) < Cle ™ +0).
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DEMOSTRACION. En lo que sigue recordemos que 6 es un namero positivo, fijo y arbitrario.

Sea U = Y(G)\ (FU{Dr}). Suponemos que Y(G)\ (FU{DP}U{I}) # 0, sino el resultado
es obvio. Luego asumimos que este es no vacio y por tanto U es no vacio. Fijemos en lo que
sigue 6; = {I} y para cada s > 2 consideramos la familia de caminos de largo s contenidos
en U:

C(U,s) ={(01,...,05) € U* :¥r < s—1,0, ~ 041y 0p 7 Op11}-
Notemos que @5, 5,,, > 0 para todo 0 <r < s — 1. Luego:

(vu<t: X, g Fu{D} =] | A{AXdzuzo = (01,62, ....,0.)}

822 (51,..,53)66([]75)

Donde entendemos que (X, )i>y>0 — (01,09, .., ds) si toma el camino (dy, 9, .., d5), es decir, si
existen tiempo 0 < t; <, ..., < ts_9 < ts_1 =1 tal que Xog =01, Xy, = d9,..., Xy, , = 05 y para
todo 0 < w < t existe j tal que X, = ;. Asti:

P(Vu<t;X, ¢ FU{DH <Y Y P((X)zuzo = (61,0, ..,6,))

522 (81,...,05)€C(U,s)

Ahora, usamos probabilidades totales respecto a los tiempos de espera de la cadena (.S,,)s—1>n>1
y la cadena subyacente (refiérase a la definicion [1.19)). Para ello definimos la notacion:

g(tb tem1) == (S1=1t1,9 =1ts,.., 51 = ts_1)
X0y, 0y s 0 ) = (Xqy = 01, Xy = 01y oy X, = 01._,)
1t sty 1y 8 Oy ooy B = IP’(g(tl,..,ts_l),fT(éll,&Q,...,5lH)>

Donde T,y = >3- S;. Denotando ¢ = (t1,..,ts1) ¥ § = (8, ...0,,_,) se obtiene, por proba-
bilidades totales;

Z Z P((Xu)izuz0 = (61,02, ..,6))
o Z Z A<Z Z P ((Xu)tZUZO — (51, 527 . 55)|§(57XT(5)> du(t_: _))‘

822 (81,...,05)€C(U,s) 0<tl 1501 €X(Gp)

En primer lugar, notemos que si d;, # d;+1 para algin 7 entonces la probabilidad anterior es
0. Luego, podemos olvidar la suma interior. Por propiedad de Markov:

—

P<<Xu)t21t20 = (517 (527 ) 55)’S(t17 s tsfl)a ‘X?T(dll? 6127 P 513—1))
= (]P)((XU)OSUSZf;ll t; = (517 X3 5S>|§(t17 X ts—l)a XT(5117 5l27 ey 513_1))]3;;%;1 § SP;;EZ;I t

l
Notemos que, por definicién de Sy, y como ds € U, tenemos que P5 52’ LY < e Polt=201 1) y
asi:

P((Xu)isus0 + (51,52,--75s)|§(t1,~-,ts—1),XT(5ll,5l27--~,5ls,1)) < ePlt-Xis =l
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En segundo lugar, notemos que si P(Xr,_, = §;) = 0 para algtin ¢ entonces podemos sacar
el término de la sumatoria. Sin perdida de generalidad este es no nulo y podemos hacer lo
siguiente:

d]P)(Tl = tl, ...,Ts_l = t5_17XT1 = 52, ..,XT571 = 55)
:dP(Tl == tl,... Ts 1 = ts 1|XT1 == 5 XT - (5 )P<XT1 = 52; -.;XT 1= 68)

:IP)(XTI = 62, . = H fT|{X _,=0; } )d )

donde usamos que fr, son variables aleatorias independientes condicional a la cadena sub-
yacente dada por los estados Xp . Mas atn, estas tienen como densidad la de una variable
aleatoria exponencial de pardmetro —gx,.  x;  ,y estamos condicionando a que cada Xr, ,
estd en U. Usando nuevamente la definicién de 3 obtenemos:

ti X )
fTi|{XTi,1=5i}(t ) = 49X, X7, € BRI < ( max _QJ(S) ~tibo

o 3€V(3,)
Luego, renombrando K = 5%%5) —(@s,5 y acotando ]P’(XT1 = 0y,.., X7 = 0,) por 1 obtenemos
S s—
que:
P(Vu < t; X, ¢ FU{D"})
s—1
> X | SO [t
532 (51,.,85)€C(U,5) 0<> 5T 4;<t,0<t; ity
DN L
§>2 (6. 0<3o3] i <t,0<t;
-y Z / Kty dt .
$>2 (51,.. 0<T70) ti<t,0<t;

Ahora, haremos dos cambios. En primer lugar, notar que basta considerar s < |I|; esto
pues no puede haber ningiin camino de méas de la cantidad de sitios, luego podemos acotar
superiormente la primera sumatoria. Ademés de eso podemos calcular la integral:

tsfl

(s = 1)!
dty,...,dts_y = —/ ——dty,...,dts_1 = .
/0<2f11 t;<t,0<t; ’ (s —1)! o<yii<to<t T ! ’ (s = 1)!

Lo tltimo pues nos queda la densidad de un vector de uniformes crecientes, la cual integra
1. Ahora podemos considerar a € (0, 1) arbitrario y con eso podemos obtener:

t s—1
t
P(Vu < t; X, ¢ FU{Dr}) < ( ) > K Z atﬁ.
5>2 (61,,05)€C(U,5) (s —1)
Sea ¢ : R, — R, definida por:
ts—l
_ ot
¢(t) =a (8— 1)1



Es obvio de la definicién que es positiva y continua. Demostraremos que, ademés, se desvanece
en infinito. En efecto,

ot tl — (s = 1)log(t
0 < lim 6(t) < lim a'——— — 1im 2 o9(a) — (s — Diog®)) _
t—o0 twoo  (s—1)!  t—ooo (s —1)!

donde lo ultimo se va a 0 puesto que log(a) < 0, pues a < 1. Por ello lim;_,, ¢(t) = 0. Por
tanto, tenemos una funcién continua y positiva que se desvanece en infinito. Entonces

ts_l
su t) = sup a’ < 00.
tzg o(t) tzloa (s —1)!
Asi podemos definir:
ts_l
C = ma K lal— < .
= e <

Y asi se obtiene que:

Pust Xeruehs ()Y X G-

donde:
C(a) = Z Z Ci(a) < o0

Luego, eligiendo a tal que
que:

e_aﬁo < e ™ + 6§ y notando que entonces C(a) = C(#) concluimos

P(Vu <t: X, & FU{D}) <CO) (e +0).

ue es lo que se queria probar. OJ
Q q q p

Con los lemas anteriores ya podemos probar el primer teorema. En lo que sigue suponemos
que Q413 < 0 para que el proceso sea no trivial.
Teorema 4.5 Se tiene que P(1 < oo) = 1. Ademds, recordar que definimos:

A={0e€Y(G,) :0~D"§+D}
n=—max{Qss: 6 € A}
F={0€A:Qs5=—n}

Entonces:
n>0AP(tr <o0)>0

Mas ain, la tasa de decaimiento exponencial P(T > t) satisface:
tlim e"P(r > t) = lim e"P(r > t,X; € F) = E("*, 77 < 00) € (0,00) (4.1)
— 00 n—oo

Y la distribucion cuasi-limite de (Xi)i>0 en Y(G,)* = V(G,) \ ({D*}) esta dada por:

E(e", 75 < 00)

c lim P(X; = = 4.2
Vo e F Jim (Xi = 6|t > 1) (e, 77 < 00) (4.2)
Vo€ Y(G,)" \ F: limisoP(Xy =67 >1) =0 (4.3)
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DEMOSTRACION. En primer lugar, notemos que para todo d € A tenemos que existe D c Gy
un unico d € § tal que (6 \ {d}) UD|; = D’. En particular, 6|4 = D*|, para todo d € §,d # d.

Luego:
~Qss=>. > @)= > p®) >p®) >0.
De

Deg,

Gp acd
(O\{a}uD|a=6 (\{d})UD| 5

con ello tenemos que Q)55 < 0 para todo 6 € A y por tanto n > 0.

Sea ahora d € F y t > 0. De lo anterior es claro que para t > 0 tenemos que 1 > P({(; >0
y Pip, > 0. Ademas, ya sabemos, del lema , que Vo € F,t > 0: P{; + P{p, = 1. Luego
concluimos que Vo € F;6 ~ §',6 # ' < ¢’ = DP. Ahora recordemos que definimos en el
lema 4.4}

Bo = —max{Qss : 6 € X(G,),0 # D", 6 & F}.

Demostremos que 1 < [y. En efecto, supongamos primero que (3, es la tasa de un elemento
d" € A\ F entonces:
—n =max{Qs 5 : 0' € F} > Qs.s,

tomando el maximo adecuado a la derecha obtenemos:

—n> =By & n < B

Sid" ¢ A, entonces, dado que D” es absorbente, existe un camino en Y(G,); § ~» 01 ~> ... ~> 6,
tal que 0, € A,y cada ¢; es distinto. Luego Ps(75, < oo) > 0. Con lo probrado en la
porposiciéon Pg’(; < Pgh& y, dado que una vez que volvemos un estado nunca regresamos
a el, tenemos que:

Q55 < Qs,.5, < —1.

Tomando méximo en la parte izquierda se deduce que:

—fo < =n =1 < o

Asi tenemos lo que queriamos; 17 < fy. Ahora, mostraremos que P(7 < 0o) = 1. Recordemos,
nuevamente, que X cumple que una vez que vuelve a un estado nunca vuelve a el. Luego,
dado que para todo t > 0 tenemos que Pg,é <1sid#DPy asi:

Vo e X(G,),0 # D, Ps(inf{t : X; # 6} < o0) = 1.

Es decir, renombrando Ls = inf{t : X; # ¢} tenemos que Ps(Ls < oo) = 1. Por lo tanto,
dado que la cadena tiene finitos estados y una vez que volvemos no retornamos a él:

P(r < o0) = P(3t* : X, = D)
=1-P(3F#D’,t>0: X, =0,Vs >t, X, =)
— 1~ Ps(35 £ D", Vs > 0, X, = 4)
—1—Ps(36 £ D", Ls = 00) = 1.

Donde lo ultimo es puesto que D’ es el tinico estado absorbente ademas de la propiedad
de Markov. Asi 7 es finito c.s. Ademés, dado que existen caminos con probabilidad positiva
desde {I} hasta F, entonces tenemos P(77 < o0o) > 0.
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Ahora nuestro objetivo es probar las identidades limites[1.1]y[£.2] En primer lugar, notemos
que para 0 € F,t > 0, dado que P({(; + Pétpp = 1y el estado D? es absorbente, tenemos que:

Vo€ Ft>0: Ps(X, =6) = e'@s = e
Nos interesa estudiar:
Pir>t)=P(r>t,X; ¢ F)+P(r >t,X; € F).
Demostraremos primero que:

lim P(r > t, X, & F) = 0.
t—o00

En efecto, dado que hay camino con probabilidad positiva desde {/} a cualquier § € Y(G,),
d # {I} debe existir ¢, > 0 tal que:

Vo € F:P(rs <tp) > 0.

Consideramos luego a(F) := min{P(rs < ty) : € F} > 0. Notemos que por propiedad de
Markov tenemos que, para todo §* € F:

to to
IP’(T>1€)2/ P(T>t|7'5*:s)dIP’(7'5*:s):/ Pau(r > t — 5)dP(ry. = s)
0 0

to to
= / e M=) P (75, = 5) > e dP(75« = 8) = e "P(75+ < tg) > e "a(F).
0 0

Con esto obtenemos que:
lim P(7 > t)e™ > a(F) > 0.

t—o00

Una segunda cota sale del lema tomando 0 < § < e — e y asf

PX g Fr>t) _ C (e®+9 ' 0
P(r > t) ~ o(F) e =0

Con ello hemos podemos deducir que:

lim P(X, € Flr >t) = 1.
t—o00

P(X, & Flr >t)=

Sea ahora § € F, hacemos el siguiente célculo usando la propiedad de Markov:

¢
P(r>t, X, =0) = / P(r > t, X; = 0|15 = 8)dP(75 = s)
0
¢
P(1 > t|1s = s)dP(75 = s)
¢
Ps(T >t — s)dP (75 = s)
¢

]P)(;(Xt,S = 5)dP(T5 = S)

t

e AP(r5 = s)

— — S— —

¢
= e_t"/ edP(15 = s).
0
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Ahora, queremos controlar la densidad dP(7; = s). Para ello notemos que usando el la
definicion y expansion de Taylor se obtiene que:

Ps<ts<s+h)= Z P(s <75 < s+ h|X;=8P(X, =)
0'eY(Gp)
= ) Py(0<7 <hP(X,=0)
'eV(Gp)
=o(h)+ Y Ps(rs <h)P(X,=0)

5,€y(gp)§
&' ~8

=o(h)+ Y Py(X,=0PX,=7)

5’637(9,));
8>3

=o(h)+ Y (gwsh+o(h)P(X, =¢).

8'eY(Gp),
&' ~8

Luego,

d]P)(T(; = S) S Z Q5/75]P>(XS = 6')ds.

5,€y(gp)§
&' ~8

Ahora sea Ms = méax{qs 5 : 0’ ~» 0}; entonces:

dP(rs = s) < M Y P(X,=0d)ds

6,€y(gp)§
&' ~6

= M;P U X, =0 | ds.

8'eY(G,)
&' ~6

Dado que ¢ € F, tenemos que Pj; + P5p, = 1, y dado que 6 € F U {Dr}, podemos obtener

la cota:
dP(1s = s) < MsP(Vu < s; X, & F UD’)ds.

Por el lema [£.4] obtenemos que:
dP(15 = s) < MsC(e ™ + 6)*ds,

para todo 6 > 0. Eligiendo 0 < e™" — e~ se deduce que:
/ edP(1s = s) < C’M(;/ (e 4 0)*ds < oo.
0 0
Con ello tenemos que:

tlim "P(r > t, X(t) =0) = / e*dP(1s = s) = E(e", 75 < 00) < 00. (4.4)
— 00 0

Dado que Py s+ P5p, = 1 para todo 0 € F,t > 0 tenemos que, si 7; < 00 = Tr = 75 y por
tanto:

nTr — § n7s
€ ]-77:<oo - € 175<oo-
SeF
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Lo que permite deducir usando [£.4] que:

E(e", 7 < 00) = ZE(@"T‘S,T(; < 00) < 00.
0EF

Con ello

lim e™P(r > t,X; € F) = lim Z e"P(r > t, X; =0) = ZE(@”T“,T(; < o0) =E(e", 7 < 00).
t—ro0

t—o00
dEF

Ahora, notemos que si § ¢ F U {D”} tenemos que:
lim P(X; =67 > ¢) < lim P(X; & Flr >t) =0.
t—o0 t—o0

Y para § € F, notamos que limy o €"P(7 > n) = lmy . ¢"P(t > n, X; € F) =
E(e"7, 77 < o0) > 0, y por tanto podemos obtener:

P(X, = +)em E(enms
lim P(X; = |7 > n) = lim (Xy=06,7>1)e _ (", 75 < 00)

t—00 t—00 enP(r > n) E(em7, 77 < 00)’

lo que nos da [4.2] Ademés, recordando que lim, o P(X; € F|7 > ) = 1, podemos concluir
que:

lim e™P(7 > n) = lim e"P(r > t,X; € F) = E(e"7, 77 < 0) € (0, 0).

t—o00 t—o00

Lo que da[d.1] y con ello se concluye. O

Observacién Sea (¢s)scx(g)- la distribucion cuasi-limite encontrada en la parte anterior; es
decir, ¢s = limy_,, P(X; = ). Se tiene que,en efecto, es distribucion en Y(G)*, segin
el siguiente computo:

Z s = ZtlirilOIP’(Xt:5|T>t)— hm—ZPXt—57'>t)

t—oo P(7 > t
deY(G =

1

= E(e™, 75 < =1L
E(emr 77 < 00) cSez]:—‘ e T < 00) =

El teorema anterior nos da informaciéon asintotica de la recombinacion de genes =;. Sin
embargo, antes de saltar a aquella conclusion nos dedicaremos a entender de mejor manera
el comportamiento asintético del proceso de fragmentacion. En particular estudiaremos sus
distribuciones cuasi-estacionarias y (Q-proceso.

Proposicion 4.6 Se tiene el siguiente ratio de convergencia, para todo 6 € Y(G)*;

IED(;(T > t) Eg(@nTF,T]: < OO)
1 = .
t—oo P(1 > t) E(ems, 77 < 00)

Y ambos ratios son nulos solo cuando Ps(tr < c0) = 0.
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DEMOSTRACION. Primero, sea § tal que Ps(77 < oo) > 0. Notemos que:
lim e"Ps(1 > t) = Es(e"7 , 77 < 0) € (0,00).
—00

En efecto, tiene sentido hacer los mismos célculos de la demostracion del teorema para
Ps(r > t,X; € F) y con ello obtener el resultado de la misma forma que en el teorema
anterior. No hacemos estos calculos para enfocarnos en la demostracion de la proposicion.

Ahora, sea 0 tal que Ps(77 < oo) = 0. En aquel caso es claro que Es(e"7 77 < 00) =0y
por tanto el radio de las esperanzas es 0. Probamos que:
IED(;(T > t)
m —— =
t—00 P(T > t)

’

En efecto, dado que Ps(7x < 00) = 0 entonces:
Ps(r >t) =Ps(r > t, 77 >t) <P(Vs < t; Xs € FU{D"}),
ocupando el lema [£.4) obtenemos que, para todo ¢t > 0
Ps(t > t) < Cle ™ 4 0)".
Por lo tanto, y dado que lim,_,., €”P(7 > t) > 0 obtenemos que, eligiendo § < e~ — ¢~#

Ps(t > t)e™ 1 o )
B —— < 17 T]t < ~ 1t ﬁO ¢ ’r]t _
twoo P(7 > t)ent T K tlggo Ps(r > t)e™ < I% tliglo(e +0)'e 0.

Y tenemos el limite dicho y asi concluimos. O

Proposicion 4.7 Sea t > 0. El vector ¢ = (¢5)sey(g)~ dado por:
ps = E(g(enT}-,T]: < OO)

es un vector propio por la derecha del semi-grupo restringido (P')* = P'|ygy« con valor propio
e . Mds ain, deducimos que ¢ es vector propio de Q* = Q|yg)~ con valor propio —n.

DEMOSTRACION. Separemos en casos, primero sea d € F, luego Ps(77 = 0) = 1, lo que implica
que @5 = 1. Recordando que en aquel caso P(; s = e " obtenemos que:

((P")*¢)s = Z P§,5/Ea/(ew,¢; < 00).

8'eY(Gy)
§'£DP 5<5'

Dado que § € F tenemos que, por el lema , Pg’(; + Pg,D,, =1 para todo t > 0,

Z Pg’(;/]E(g/(ean, TF < 00) = Pf,(; —e M= e—tw(s.

8 eY(G,)
§'4£DP 56

Ahora, si 6 ¢ F consideramos dos casos. Primero, si Ps(77 < 00) = 0, entonces tenemos que
¢s = 0. Por lo tanto, para todo ¢’ € Y(G,) tal que § < ¢’ tenemos que Py (77 < 00) = 0, pues
si no habria un camino con probabilidad positiva de § a F, pasando por ¢'. Asi

(PY'@)s= Y PiyEy(e" 77 <00)=0=c ",

5'€V(Gy)
§'£DP5<’
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Por altimo consideramos § ¢ F tal que Ps(77 < 0o) > 0. Luego,

e Mps =e "Es(e"F, Tr <o0)=e " Z Es(e"”, 77 < 00, X; = §').

§'e€Y(Gy)
§'£DP,6<0'

De la ultima expresion obtenemos por propiedad de Markov que:

e Mo =e" Y Pra(e) By (e, 7r < 00) = ((P)*9)s.

5’6)7(9;;)
§'#DP 68’

Y por tanto concluimos que:
(P =ep.
Lo anterior para todo ¢t > 0. En particular, podemos derivar y obtener que:
Q" (P')"p = —ne "o,
para todo t > 0. Tomando limite cuando ¢ — 0 y por continuidad del semigrupo se tiene que:
Q= —np

Y asi ¢ es vector propio de * con valor propio —7. O

De la ultima proposiciéon podemos dar una expresion para el Q-proceso asociado al proceso
de fragmentacion, es decir, una férmula para la ley del proceso condicionado a no tocar nunca
su estado absorbente.

Teorema 4.8 Para todo {5;}¥_, C V(G)* el siguiente limite existe:
tlim P(th = 517Xt2 = 52, ...,th = 5k|7- > t),
—00

y se desvanece si para algin i, Ps, (77 < 00) = 0 o si bien 6; £ d;11. Denotamos luego O el
congunto de particiones que pueden llegar a F, es decir;

Or ={0 € Y(G)" : Ps(1 < 00) > 0},
entonces la matriz Q = (Q&(gl; 9,8 € 0x) dada por:

N o SO(;/ . E(S(GHT}—, TF < OO)
Wss = Qo Ps Qo Eg (77, 77 < 00)

Qss =1+ Qss 0 € .

. Define una generador conservativo en Or. Ademds, satisface que:

5,8 € 9x,0 £ 6,

Jj—1 .
Yo; € 0r,1 =0, ey g tEI?OP(SO(Xti =90;,1=1, ..,j‘T > t) = H(etiQ)gi’ng.
=0

Es decir, Q es el generador de la cadena de Markov que nunca toca el punto absorbente.
Ademas:

Vo e F: Qsy =0,V € dy,
V5€a]:\./—"i Q575<0.

Es decir, los elementos de F son los puntos absorbentes de la cadena definida por Q
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DEMOSTRACION. En primer lugar, notamos queAQ esta bien definida, pues para todo § € 0
tenemos que @5 # 0. Probemos, primero, que () es conservativa. Dado que ¢ es vector propio
de Q*, por la proposicion [4.7], tenemos que:

(Q"p)s = —nps.
Lo cual, dado que ¢s = 0 para todo § € Y(G)* \ Or, es equivalente a que:
Z Qs.61p5 = —Nps.
&' €0F
Por lo tanto, para todo § € 0x:

Z Qs = Z Qs (Z: +n

i ter i Ster
1
= — Z Q(;’(;/gp(;/—i—?]: —77+77:0
P sicor

Y asi esta es conservativa. Para el limite, primero, debemos notar que:

i Ps/(7 >t — s) , Ps(r>t—s)P(r >t —s) P(r>1)
fim ——————* = lim .
t—oo  Ps(T > 1) tooo P(1>t—3s) P(r>t) Pg(r>t)

Por el teorema 4.5}

P(r>t—s) e=MP(1 >t — )
m——F~ =¢ =
tmoo  P(7 > 1) tmoo  eMP(T > t)

con lo que tenemos:
, Ps(r>t—ys) o P
lim ————~ = "=,

— 4.5
tooo  Ps(7 > 1) Vs (45)

Ahora veamos que el limite del enunciado esta bien definido y que cumple la propiedad con
el semi-grupo de (). En primer lugar, si §; £ d;,1 por definicién de la cadena X es obvio que
el limite se anula. Ademas, si para algin ¢ tenemos que Ps, (77 < c0) = 0, entonces:
0< th P(Xy, =01,..., Xy, = 0|7 > 1) < th P(X, & F|r >t)=0.
—00 —0

Podemos considerar que los estados estan en 0. En efecto; sean 0 =ty <t; < ... <tp <ty
09,01, ..., 0 € OF, entonces ocupando la expresion tenemos que:

, , ]P5 (T >t — tk)
tli}ronopi()(th = 51, ...,th = 5k;|7— > t) = IP)(SO(th = 51, ...,th = (Sk) (tliz{.lo ]]CP)(SO(T > t)

k—1
= 677t’C %P% (th = 51, ceny th = 5kz) = H en(t“rl_tl)sp(s—l;lp&l (th+1 = 5l+1)'
0 1=0 !

Donde lo ultimo es finito y ademés define una cadena de Markov que tiene como generador

~

Q, que es lo queriamos.
Ahora, veamos la dltima afirmacion. Sea § € F. Notemos que:
Qss=n+Qss =n—n=0.
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Y como por el lema se tiene que Pjs + Psp, = 1, entonces para todo ¢’ € OF tal que
0" # 9; Qs = 0. Ahora, si § € F, entonces:

Qss =N+ Qs <1 — By <0.

Y por tanto, los tinicos puntos absorbentes son los puntos en F. O

Sea v = (v5 : § € Y(G)*) una medida de probabilidad en Y(G)*. Note que esta puede
extenderse naturalmente a )(G) si consideramos que vp, = 0.

Proposicion 4.9 Cada medida de probabilidad v en Y(G)* soportada en F es una distribu-
cion cuasi-estacionaria para X ,es decir, cumple:

Vt>0,V6 €V(G): P (X, =6|T>t) =

DEMOSTRACION. Recordemos que para todo § € F,t > 0 tenemos que Pg’é + Pgﬂ, = 1. Luego,
dado que v soporta en F tenemos que:

]PV(Xt = (5) = Z Pg/(Xt = 5)1/5/ = eitny(;. (46)
d'eF

Por otro lado, usando el hecho que una vez que salimos de un estado no volvemos a él se
desprende que:

(1 >1) Z]P’g T >ty = ZIP’(; (Xy =0d0)vs = Z(l/(;e_"t) =e ", (4.7)
seF seF seF

Usando las ecuaciones y se obtiene:
P,(X;=0,7>t) =P, (X; =0) =e s =P, (1 > t)vs,

es decir, concluimos que:
P, (X =67 >t) =

]

Con esto tenemos una serie de propiedades para el proceso de fragmentacién que son
bastante llamativas en si mismas. En particular, la tltima proposiciéon da un comportamien-
to para las distribuciones cuasi-estacionarias bastante distintos a los casos habituales con
cadenas irreducibles, ver [22] para comparar.

Ahora regresamos a la recombinacion de genes y el estudio del operador =, u. En particular,
de lo que hemos demostrado se pueden obtener con facilidad algunas propiedades interesantes.

Corolario 4.10 Sea y1 € P; y consideramos ji = Q) ;cpp ths- Entonces i es un punto fijo
para =, es decir:
=) =p Vt>0.

Mds ain, tenemos que fi es atractor para el sistema comenzando en ji, es decir:
lim =0 = 1. (4.8)
t—o0
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DEMOSTRACION. Sea t > 0, entonces:

() =E@) =E(Q n) = Y, PXi=8) Q) X rne. (4.9)

LeX, BEV(G,) LeB JeDr

Recordemos que D* es el tnico elemento maximal de Y(G,). Luego, f < DP para todo
B € Y(G,). Como D* es particion:

Y. PX=p)Qu=n Y PXi=p)=p

BeY(Gp) JeDr BeY(G,)

Para probar la formula falta notar que para todo d # D” se tiene que por el teorema
0<P(X,=6)=P(X,=06,7>t) <P(r >1t) ==0.
Ademés, del mismo teorema se desprende:
P(X, =D") =P(X, =D, 7 < t)=P(r <t) =25 P(r < x0) = 1,

donde usamos que D” es absorbente. Por lo tanto:

o S =Jim ) PXi=0) Qs
BeYV(Gp) Leg
- Y R = @ = @
BEV(Gp) Lep JeDr

O

El corolario anterior da una expresion asintotica para Z;u. Sin embargo, 4.8 no da mayores
detalles, como por ejemplo, la velocidad de convergencia. El siguiente corolario tiene como
objetivo hacer més preciso este punto.

Corolario 4.11 Se tiene la siguiente aprorimacion para Zji:

S =e " Z]E (", 13 < 00) ®/LL E(e"7, 7 < 00) ®/LL + o(e™™),
BeF Lep LeDr

donde: —tn
- flofe)]

t—00 e~ tn

=0.

DEmosTRACION. Note que para todo § € F U {D*}, ocupando el lema [4.4}

0<P(X;=0)=P(X,=6,7>t) <P(X, € F,7>t) <Cle™ +0).
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Tomando 0 < § < e — e~ deducimos que:

P(X, =0) _ Cle™ +0)

0<
- e~ nt e~ nt

—0

Y luego P(X; = 0) = o(e™"). Por otro lado, si 8 € F:

tn

P(X; = §) = P(X, = 8,7 > )=

etn

Por lo tanto, P(X; = ) = E(Pmp<00) | o(e™ "), en efecto, por el teorema :
1
|- (E(e"?, 75 < 00)e™™ = P(X; = B)| = [|(B(e"™, 75 < 00) — ¢"P(X; = §,7 > 1)|| = 0.

Finalmente:

nt

IP’(Xt:D”)zl—P(Xt;éDp):1—]P’(T>t):1—%IP(T>t).

Por ello P Xt =DP)=1-— —E(EWT}_J;]:< ) +o0 6_”7 , €n efecto, usando nuevamente el teorema
en
4.of

IP(X, = DF) — (1 — Hrz=edly)

= ||E(e"7, 77 < 00) — e™P(7 > t)|| — 0.

e~

Juntando todo lo anterior obtenemos finalmente que:

ZIE (€7, 13 < 00) ®uL+ E(e" 7r < 00)) ®,uL + o(e”").

BeF Lep LeDr
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Conclusion

A modo de conclusion notamos que los resultados obtenidos tanto en la seccion [3] como en
la seccion [4 son de gran interés para entender el problema de la recombinacion de genes. En
particular, el teorema da una féormula explicita para la ley del proceso de fragmentacion,
lo que permite a su vez obtener una férmula explicita para la distribucion de genes a través del
tiempo, bajo hipotesis razonables. Esto es un avance interesante considerando que se trabajo
bajo la hipotesis de recombinaciones arbitrarias y nimero de padres arbitrarios. Ademas el
teorema caracteriza el comportamiento asintético del proceso de fragmentacion, pudién-
dose obtener una serie de resultados interesantes como la distribucion cuasi-estacionaria y el
Q-proceso. Esto a su vez permite entender la dinamica de la poblacién bajo recombinacion.

Sin embargo, estos resultados dejan una serie de incégnitas. En primer lugar el teorema
B.14] es producto de hacer un ansatz respecto a los coeficientes del teorema [3.7} Sin embargo,
aun queda abierta la pregunta de si los coeficientes son iguales término a término, es decir,
si para todo arbol de fragmentacion 77 = (G, E,R,dy) y H C E:

P{ min T4<t< min Tg}{T4=min Ts, VA € G}) =
({AeGéo(H) A BeLey on B} { A BeGa(H) /B })

I

(o) — DT &

BEG loQ(AéBB(H)) B 109()62).

Lo esperable, dado el teorema m y resultados parecidos vistos en [4], es que esto si sea
cierto. Sin embargo, para ello habria que entrar a analizar el proceso de fragmentaciéon tra-
yectorialmente, técnica aplicada en el caso discreto y fragmentacion simple en [4]. Dentro
de un contexto similar es posible que esta técnica ayude a relajar las hipotesis del teorema
de mejor manera que lo expuesto en la seccion [3.3] Si bien, en esta ultima seccion se da
una forma de obtener formulas para tasas de recombinacion arbitrarias el método es bastan-
te engorroso, por lo que es deseable explorar la posibilidad de una forma més simple. Otra
posible manera seria intentar relacionar o identificar los polinomios que aparecen con las
singularidades en el grafo. Es posible que estos formen una familia de polinomios especificos,
sobre los cuales si se puedan hacer célculos facilmente.

Otro aspecto interesante es que en el modelo presentado solo se analiza el efecto de recom-
binacién dentro de la dindmica genética. Sin embargo, hay méas efectos de interés; como son
la mutacion, el evento donde los genes cambian de manera al azar de manera Markoviana,
y la seleccion, que es el hecho que hay individuos que son favorecidos por el medio para
reproducirse. Trabajos de esta indole pueden ser encontrados en [3], sin embargo, aqui solo
considera recombinacion simple. Por ello es interesante explorar si las técnicas desarrolladas
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en esta memoria son de utilidad para entender aquellos contextos méas generales.

Finalmente es importante notar que los resultados obtenidos estan enfocados en el proceso
de fragmentacion en si mismo y no en el contexto genético. Por tanto es interesante pensar
qué dicen estos resultados en otros ambitos. A modo de ejemplificacion, en [6] se hace una
conexion entre el movimiento Browniano y los procesos de fragmentacion, o bien en [9] se
analiza un proceso de fragmentacion que aparece en contexto de programacion de algoritmos.
O también, muchas veces el proceso de fragmentacion es visto segiin el largo de los trozos de
los intervalos que lo componen y no en su elementos, ver [13] para un ejemplo de esto. Luego,
queda pendiente ver si las técnicas aqui desarrolladas o los resultados obtenidos permiten
entender mejor los problemas antes mencionados.
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