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MODELOS PROBABILÍSTICOS DE RECOMBINACIÓN EN GENÓMICA

En este trabajo se estudia la recombinación de genes a tiempo continuo, esto es la evolución
bajo la dinámica de recombinación de la distribución genética de una población. Por un
lado se cuenta con la generalidad de recombinaciones arbitrarias e incluso permitiendo una
cantidad arbitraria de padres. Por otro lado se trabaja bajo la hipótesis de población infinita
lo que lleva como ventaja, según lo visto en [17], [11] o [12], que la distribución de genes
esté determinada por una ecuación diferencial determinista en el espacio de las medidas.
Al resolver esta se obtiene que es la esperanza de un proceso estocástico, conocido como el
proceso de fragmentación. Uno de los primeros resultados es una demostración alternativa
de este hecho.

Luego se busca una fórmula para la ley del proceso. En un contexto similar el trabajo reali-
zado en [11] da una fórmula recursiva, bajo ciertas hipótesis sobre las tasas de recombinación.
Basándonos en las técnicas desarrolladas en ese trabajo y en [12], [25], [4] se deduce otra fór-
mula que sirve para tasas, recombinaciones y una cantidad de padres arbitraria, bajo hipótesis
similares. La clave es relacionar el proceso de fragmentación con una familia de grafos, los
cuales denominaremos bosques de fragmentación. Estos fueron propuestos originalmente por
Mareike Esser en [12] como generalización de los bosques de segmentación encontrados en [4].
Aquí, salvo modificaciones necesarias para la notación, serán la herramienta principal para
obtener los resultados. Además esta fórmula permite apreciar que la hipótesis sobre las tasas
es para evitar ciertas singularidades que aparecen al realizar los cálculos en el grafo. Una vez
que se entiende esto, se discute como extender las soluciones relajando la condición sobre las
tasas.

Además de lo anterior, se investiga el comportamiento asintótico del proceso de fragmen-
tación. Una gran cantidad de resultados interesantes fueron obtenidos por Servet Martínez
en [19] para el proceso a tiempo discreto, incluyendo distribución cuasi-estacionaria y una
descripción para el Q-proceso. Aquí se obtienen los que son la adaptación natural al tiempo
continuo. Es decir, se obtiene un teorema que caracteriza el comportamiento asintótico del
proceso de fragmentación y de este se deduce el comportamiento cuasi-estacionario.

Por último se hace una síntesis de los resultados obtenidos y se discuten posibles exten-
siones a problemas relacionados.

i



ii



“Science is the slow revelation of God’s blueprint."- Hattie Gerst
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Introducción

Este trabajo intenta entender en mayor detalle un modelo de genética poblacional, en par-
ticular, el modelo bajo recombinación. La teoría de la genética poblacional intenta describir
la evolución de la composición genética de una población bajo distintos efectos, como lo son
la selección, mutación, migración y recombinación. En este trabajo de tesis nos enfocaremos
en el efecto de la recombinación, la cual describiremos, para efectos introductorios, como el
intercambio de material genético entre padre y madre durante la reproducción. En este pro-
ceso hay un intercambio a nivel de cromosomas que es llamado crossover y fue descubierto
y descrito por Morgan [20] en 1911. Si bien, éste no tiene un único modelo matemático para
su descripción, nos enfocaremos en el llamado modelo de Moran, el que establece que la evo-
lución genética bajo recombinación es indexada por un tiempo continuo y con la posibilidad
de que existan individuos de distintas generaciones coexistiendo a la vez. Este modelo y su
formulación matemática ha sido estudiado en diversas ocasiones, ver por ejemplo [11], [4] o
[3].

Desde el punto de vista matemático, el problema es bastante interesante. Si bien el modelo
considera un conjunto finito de sitios para el material genético, la combinatoria asociada al
problema hace que obtener una fórmula explícita de la distribución genética sea complejo. En
particular, eventos como la coalescencia, que es el evento en que se junta material genético
que fue separado en algún ancestro común, crea bastante complicaciones en los cálculos en
un problema donde ya hay bastantes elementos que tomar en cuenta. Es por ello que suele
asumirse la hipótesis de población infinita. Ésta provoca que los problemas antes mencionados
no ocurran, lo que facilita bastante la descripción, ver [17]. Más aún, este supuesto provoca
que la distribución de genes sea la solución a una ecuación diferencial determinista (ver
[17], [11], [12]) lo que da una herramienta potente para el análisis. Si bien, este supuesto es
irrealista desde el punto de vista del problema que estamos modelando es un buen primer
enfoque para entender sus dificultades y además los resultados obtenidos pueden ser una
buena aproximación para el caso de poblaciones suficientemente grandes. En un contexto
como el anterior es que Michael y Ellen Baake en [11] hacen un nexo con las probabilidades;
la evolución de la distribución génica es la esperanza de un proceso estocástico, denominado
el proceso de fragmentación. Es en base a lo anterior que técnicas probabilístas han sido
usadas en [25] y [4] asumiendo hipótesis extras sobre el crossover ; en particular, que ocurre
uno solo en cada recombinación genética. Para el caso general, se ha trabajado con técnicas
combinatoriales (en [11] por ejemplo), pero no se ha intentado generalizar las técnicas antes
mencionadas. Una explicación para este hecho es que una de las herramientas principales, los
denominados árboles de segmentación los cuales ayudan a dar una expresión mas amigable a
posibles trayectorias del proceso de fragmentación cuando solo permitimos un crossover, no
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tienen una generalización obvia al caso de crossover arbitrario.

Esto hasta que a finales del 2016, en [12], se proponen los denominados árboles de frag-
mentación. En este trabajo se exploran las posibilidades que éstos ofrecen, lo que concluye
finalmente en una fórmula explícita para la ley del proceso de fragmentación. Para llegar a
ésta es que se utilizan las técnicas vistas en [25] y [4] con estos árboles. Inclusive se con-
sidera la generalización donde cada individuo puede tener un número arbitrario de padres.
Esto puede no tener un sentido para la aplicación en el caso genético, pero puede servir para
explorar posibles aplicaciones en otras áreas.

Si bien, la fórmula obtenida es una solución para el problema, ésta tiene una serie de térmi-
nos que no dejan ver claro su comportamiento. En particular, no es claro si hay convergencia
de algún tipo y menos aún la velocidad de ésta. Como antecedente se tiene el trabajo [19] de
Servet Martínez donde se obtienen resultados de este tipo para el proceso de fragmentación a
tiempo discreto, como la distribución cuasi-estacionaria o la descripción del Q-proceso. Esto
último da información del proceso condicionado a que no ha caído en algún estado absorbente
(que de hecho, para el proceso resulta ser un único estado absorbente). En este trabajo ade-
más se explora cómo adaptar estos resultados al tiempo continuo. Sorprendentemente éstos
resultan ser una adaptación casi directa de los antes mencionados, pero con el cuidado de
cambiar diversas técnicas, dada las diferentes descripciones de los dos procesos.

En base a lo anterior la organización de esta memoria es como sigue: en el capítulo 1 se
exponen los conocimientos matemáticos necesarios para hacer este trabajo lo más autoconte-
nido posible. En el capítulo 2 se plantea la formalización matemática del problema, se define
el proceso de fragmentación y se demuestra la relación entre ambas. En el capítulo 3 se ex-
ponen los resultados que conciernen a la ley del proceso de fragmentación y, posteriormente,
en el capítulo 4 a su comportamiento asintótico. Finalmente, se hace una síntesis del trabajo
y se discuten posibles extensiones.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se exponen las nociones básicas que se utilizan a lo largo de este trabajo.
Sin embargo, la totalidad de las demostraciones no son expuestas. Por esto, en cada capítulo
se dará una referencia pertinente para encontrar los resultados.

En la sección 1.1 se muestran resultados básicos de la teoría de ecuaciones diferenciales en
espacios de Banach. Luego, en la sección 1.2, se presentan distintos resultados sobre medidas
y sus propiedades en espacios productos. Después, en la sección 1.3 se presentan resultados
de Cadenas de Markov enfocados en el caso a tiempo continuo y estados finitos. Finalmente,
en 1.4, se analizan resultados sobre teoría de grafos y conjuntos parcialmente ordenados. Para
ser más precisos en 1.4.1 se definen los conjuntos parcialmente ordenados para luego definir
los árboles enraizados en 1.4.2 y analizar cómo aparecen los órdenes parciales en estos.

1.1. Ecuaciones diferenciales en espacios de Banach

En esta sección se enuncian los resultados principales de teoría de ecuaciones diferenciales
a valores en espacios de Banach. Cualquier detalle puede referirse a [1] o [2].

Primero, recordar la definición que aparece en el nombre de esta sección:

Definición 1.1 Sea (E, || · ||) un espacio vectorial normado. Éste se dice espacio de Banach
si es completo, es decir, si las sucesiones de Cauchy convergen.

La gracia de los espacios de Banach es que dan un contexto que permite encontrar solucio-
nes a ecuaciones. fácilmente. a través de las sucesiones de Cauchy. En particular, definimos
la herramienta que nos interesa de los espacios de Banach: las ecuaciones diferenciales.

Definición 1.2 Sea E un espacio de Banach y A : E → E alguna función del espacio en sí
mismo. Una ecuación diferencial en E es el problema de buscar una función f : R → E tal
que:

f ′(t) = A(f(t)), ∀t ∈ R,
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donde f ′(t) es la derivada de f , es decir, f ′(t) = ĺımh→0
f(t+h)−f(t)

h
.

No es claro que el problema anterior tenga una solución. Podría ocurrir que la solución no
existiese o que ésta no fuese única, incluso fijando un un punto inicial para la ecuación. El
siguiente teorema da mayor claridad respecto a este punto:

Teorema 1.3 (Teorema existencia y unicidad) Sea E Banach, x0 ∈ E y A : E → E
globalmente Lipschitz. Entonces existe una única solución f : R→ E tal que:{

f ′(t) = A(f(t)) t ≥ 0

f(0) = x0.

Es decir, hay una única solución al problema de la ecuación diferencial con condición inicial
x0.

1.2. Medidas sobre espacios producto

En esta sección se enuncian resultados necesarios de Teoría de la Medida. En particular
se hace hincapié en las propiedades en espacios productos, que es el contexto que se utiliza,
posteriormente. Más detalles pueden encontrarse en [19], [18] o [24].

Definición 1.4 Dado un conjunto Ω, una σ-álgebra F (sobre Ω) es un subconjunto de P(Ω)
tal que:

• Ω ∈ F ,
• A ∈ F ⇒ Ac ∈ F ,
• (An)n∈N ⊆ F ⇒

⋃
n∈NAn ∈ F .

Al par (Ω,F) se le denomina espacio medible.

Para fijar ideas, note que si Ω es un conjunto cualquiera entonces (Ω,P(Ω)) es un espacio
medible. Otro ejemplo de espacio medible es (Ω, {∅,Ω}).

Proposición 1.5 Sea I un conjunto de índices cualquiera y (Fi)i∈I una colección de σ-
álgebras sobre un conjunto Ω. Entonces

⋂
i∈I Fi también es una σ-álgebra sobre Ω.

Definición 1.6 Sea Ω un conjunto cualquiera y ∅ 6= C ⊆ P(Ω). Denotamos por σ(C) a la
σ-álgebra más pequeña que contiene a C. Es decir;

σ(C) =
⋂

F σ−álgebra
C⊆F

F .

Note que lo anterior está bien definido, puesto que siempre consideramos al menos la
σ-álgebra P(Ω) en aquella intersección. Además, al menos contiene a la σ-álgebra {∅,Ω}.
Finalmente, por la proposición 1.5 el resultado es una σ-álgebra.
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Definición 1.7 Sea I un conjunto de índices finito, que lo llamaremos el conjunto de sitios.
Dada una familia (Ai,Fi)i∈I de espacio medibles definimos el espacio producto (XI ,FI) :=
(
∏

i∈I Ai,
⊗

i∈I Fi), donde: ⊗
i∈I

Fi := σ ({×i∈IBi : Bi ∈ Fi}) ,

Los conjuntos de la forma ×i∈IBi con Bi ∈ Fi son llamados rectángulos y se dice que la
σ-álgebra producto es generada por los rectángulos.

Con lo anterior hemos definido una estructura para la medibilidad en el conjunto XI .
Posteriormente, I será el conjunto de sitios del gen, así pues la estructura permitirá definir
medidas sobre los genes y entender cómo estos se recombinan. Introducimos, por ello, los
siguientes conceptos:

Definición 1.8 Dado un espacio medible (Ω,F), una medida con signo es una función µ :
F → R̄ tal que:

1. µ(∅) = 0,
2. Si (An)n∈N ⊆ F es una colección disjunta entonces µ(

⋃
n∈NAn) =

∑
n∈N µ(An).

Si µ es siempre positiva, entonces decimos que es una medida. Si además µ(Ω) = 1, se dice
que la medida es de probabilidad.

Ahora notamos el siguiente hecho interesante sobre las medidas. Los detalles de este pueden
ser consultados en [18] .

Proposición 1.9 Definimos para toda medida con signo µ sobre (XI ,FI):

||µ|| = |µ|(XI) = µ+(XI) + µ−(XI),

donde µ+,µ− es la parte positiva y negativa de µ respectivamente. Es decir, para todo E ∈ FI :

µ+(E) = sup
B∈FI ,B⊆E

µ(B),

µ−(E) = − ı́nf
B∈FI ,B⊆E

µ(B).

SeaMI el conjunto de todas las medidas con signo sobre (XI ,FI) tal que ||µ|| <∞. Entonces
(MI , || · ||) es un espacio de Banach.

La propiedad anterior será el nexo de lo visto en la sección 1.1 con lo visto en esta sección
cuando queramos definir el problema de recombinación. Otro resultado útil para lo que sigue,
pero también técnico, es el siguiente:

Teorema 1.10 Sean µ, ν dos medidas de probabilidad sobre (Ω,F) y π ⊆ F tal que π es
cerrado para la intersección y σ(π) = F . Luego, si µ(A) = ν(A) para todo A ∈ π, entonces
µ(A) = ν(A) para todo A ∈ σ(π).

5



Como consecuencia se tiene lo siguiente: sean µ, ν dos medidas de probabilidad en un
espacio producto (XI ,FI) tal que coinciden en los rectángulos, es decir:

µ(×i∈IBi) = ν(×i∈IBi),

para todo Bi ∈ Fi. Entonces µ = ν.

Observación La consecuencia es un resultado directo del hecho que el conjunto de los
rectángulos es cerrado para la intersección y que estos generan FI .

Nuestro objetivo ahora es entender como se comportan medidas que actúan en distintos
sitios J ⊆ I. Para ello denotamos por XJ =

∏
i∈J Ai y FJ =

⊗
i∈J Fi. Además denotamos

por PI todas las medidas de probabilidad en XI . Naturalmente se entiende que para J ⊆ I
se denota PJ las medidas de probabilidad XJ .

Definición 1.11 Dada µ ∈MI definimos su marginal, µJ ∈MJ para todo C ∈ FJ :

µJ(C) = µ(C ×
∏
i 6∈J

Ai),

Donde el producto anterior debe interpretarse en el orden natural que tiene los índices J
respecto a los índices en I. Note que para J = I claramente µJ = µ. Además, por convención
se entiende que si J = ∅ entonces µ∅ ≡ 1.

Definición 1.12 Sea J,K ⊆ I disjuntos y µJ ∈MJ , µK ∈MK. Luego, tiene sentido definir
µJ ⊗µK la medida producto entre ambas, es decir, tiene sentido definir el siguiente operador:

⊗ :MJ ×MK →MJ∪K

(µJ , µK)→ µJ ⊗ µK ,

donde para todo A ∈ FJ , B ∈ FK se tiene que:

µJ ⊗ µK(A×B) = µJ(A)µK(B).

Si bien lo ultimo esta definido solo para los rectángulos tiene una única extensión a todo
elemento de FJ∪K, extensión que usaremos al referirnos al objeto anterior.

Ver que µJ⊗µK en efecto queda bien definido como una medida, y de forma única, es un ar-
gumento un tanto complicado, ver [24] o [18] para este detalle. Note que si µJ ∈ PJ , µK ∈ PK
ésta es una medida de probabilidad, pues µJ⊗µK(

∏
i∈J∪K Ai) = µJ(

∏
i∈J Ai)µK(

∏
i∈K Ai) =

1. Veamos más propiedades que serán útiles para este trabajo.

Proposición 1.13 Se tiene que para todo µJ ∈MJ , µK ∈MK , µL ∈ML:

(µJ ⊗ µK)⊗ µL = µJ ⊗ (µK ⊗ µL)

µJ ⊗ µK = µK ⊗ µJ
µJ ⊗ µ∅ = µ∅ ⊗ µJ = µJ

6



Observación En lo anterior estamos abusando notación respecto a ⊗, en el sentido que sus
variables no viven en los mismos espacios. Esto no es problema, dado que para µJ , µK se
tiene que µJ ⊗µK esta únicamente definido y por tanto hay una única forma de darle sentido
a aquellas expresiones, sin necesidad de especificar donde viven los argumentos que tome ⊗.
En base a esto diremos que ⊗ asocia, conmuta y tiene a µ∅ como elemento neutro, teniendo
en cuenta que esto es abuso del lenguaje.

Demostración. El hecho que µ∅ es el elemento neutro es fácil de verificar. Demostraremos
solo que este operador asocia, el hecho que conmuta lo dejamos propuesto, pues es la misma
técnica. Sean J,K, L ⊆ I disjuntos y µJ ∈ PJ , µK ∈ PK , µL ∈ PL. Luego queremos demostrar
que:

(µJ ⊗ µK)⊗ µL = µJ ⊗ (µK ⊗ µL)

Note que ambas son medidas de probabilidad. Por el teorema 1.10 solo necesitamos verificar
que coinciden en los rectángulos. Luego, sean A ∈

∏
i∈J Fi,B ∈

∏
i∈K Fi, C ∈

∏
i∈LFi.

Entonces;

(µJ ⊗ µK)⊗ µL(A×B × C) = (µJ ⊗ µK)(A×B)µL(C) = µJ(A)µK(B)µL(C)

= µJ(A)(µK ⊗ µL)(B × C) = µJ ⊗ (µK ⊗ µL)(A×B × C),

de donde tenemos que coinciden en los rectángulos; luego estas medidas son iguales por
el teorema ya mencionado. Ahora si µJ , µK , µL son solo medidas (no necesariamente de
probabilidad) el resultado se extiende dividiendo por µJ(XJ)µK(XK)µL(XL) en ambos lados
de la demostración anterior. Para extender a medidas con signo basta separar cada medida
en su parte negativa y positiva, distribuir adecuadamente y usar el resultado ya visto para
medidas.

Las propiedades anteriores son bastante estándar. Sin embargo, hay una propiedad más
particular: ser estable para restricción.

Proposición 1.14 ⊗ es estable para restricción es decir, para J,K,M ⊆ I, con J ∩K = ∅
y M ⊆ K ∪ J ,

(µJ ⊗ µK)M = µJ∩M ⊗ µK∩M

Demostración. Usaremos el teorema 1.10, de manera similar a la demostración anterior, para
ello primero supongamos µ ∈ PI . Note que (µJ ⊗ µK)M y µJ∩M ⊗ µK∩M son dos medidas
de probabilidad en el espacio producto (XM ,FM). Luego solo basta ver que coinciden en los
rectángulos. Consideramos sin pérdida de generalidad que estos son de la forma AJ × BK

donde AJ ∈ FJ∩M y BK ∈ FK∩M . Note que para (µJ ⊗ µK)M podemos calcular:

(µJ ⊗ µK)M(AJ ×BK) = (µJ ⊗ µK)(AJ ×BK ×
∏

i∈(J∪K)\M

Ai)

= µJ(AJ ×
∏

i∈J\M

Ai)µK(BK ×
∏

i∈K\M

Ai) (1.1)
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Donde usamos la definición de la medida producto. Ahora por la definición de marginalización
se verifica que el término 1.1 es:

µ(AJ ×
∏

i∈J\M

Ai ×
∏
i∈I\J

Ai)µ(BK ×
∏

i∈K\M

Ai ×
∏
i∈I\K

Ai) = µ(AJ ×
∏

i∈I\(J∩M)

Ai)µ(BK ×
∏

i∈I\(K∩M)

Ai)

= µJ∩M(AJ)µK∩M(BK)

= µJ∩M ⊗ µK∩M(AJ ×BK)

De donde se concluye que:

(µJ ⊗ µK)M(AJ ×BK) = µJ∩M ⊗ µK∩M(AJ ×BK)

Lo que muestra que la evaluación coincide en ambas medidas. Este resultado se generaliza
para µ ∈MI de forma similar a la demostración anterior.

Observación Las propiedades importantes para ⊗ es que asocia, conmuta, tiene a µ∅ como
elemento neutro y es estable para restricciones. Note además que de la demostración de esta
última propiedad se deduce por inducción que si (Jl)

m
l=1 son subconjuntos de I, disjuntos de

a pares, entonces para M ⊆ ∪ml=1Jl:

(
m⊗
l=1

µJl)M =
m⊗
l=1

µJl∩M

A partir de la definición 1.12 se podrían definir distintos operadores interesantes. Para
efectos de este trabajo nos enfocamos en el llamado operador de recombinación:

Definición 1.15 Sea δ una partición de I, es decir, δ ⊆ P(I) tal que ∀d1, d2 ∈ δ con d1 6= d2

se tiene d1 ∩ d2 = ∅ y además ∪d∈δd = I. Para µ ∈MI definimos el operador recombinación
según δ:

Rδ :MI →MI

µ→ Rδµ =
1

||µ|||δ|−1

⊗
L∈δ

µL,

donde la operación ⊗ se refiere a la medida producto definida anteriormente.

El operador anterior será clave finalmente para hacer la formalización de nuestro proble-
ma. Este tiene muchas propiedades interesantes que pueden ser encontradas en [11], aquí
enunciamos dos de interés en la siguiente proposición:

Proposición 1.16 Para todo δ partición de I se tiene que Rδ es globalmente Lipschitz de
constante 2|δ|+ 1. Además Rδ es homogéneo de grado 1, es decir, que para todo a ∈ R+, µ ∈
MI , Rδ(aµ) = aRδ(µ)

1.3. Cadenas de Markov

En esta sección se presentan resultados de la teoría de cadenas de Markov a tiempo
continuo, haciendo hincapié en el caso a estados finitos que será el utilizado en este trabajo.
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Para entrar en detalles de esta teoría puede consultar [21] o [15].

En primer lugar, recordar la terminología introducida en la sección anterior.

Definición 1.17 Un espacio de probabilidad es una tripleta (Ω,F ,P) donde (Ω,F) es un
espacio medible y P es una medida de probabilidad sobre (Ω,F).

Desde ahora en adelante daremos como conocidos los resultados básicos de teoría de
probabilidad, como los conceptos básicos de variable aleatoria, las densidades básicas y la
integral de Lebesgue-Stieljes. Estos pueden ser consultados en [23] o [18]

En lo que sigue consideramos E un conjunto finito que será el conjunto de estados posibles
de la cadena. Este puede ser dotado de la σ-álgebra P(E).

Sea ahora X = (Xn)n∈N con Xn variables aleatorias a valores en E. Note que:

X : (Ω,F ,P)→ EN

ω → X(ω) = (Xn(ω))n∈N

Es medible con respecto a la σ-álgebra producto de EN, esto pues para un rectángulo
[i0, .., in] = {x ∈ EN : xk = ik, k = 0, ..., n} se tiene que:

X−1[i0, ..., in] =
n⋂
k=0

X−1
k ({ik}) ∈ F .

Dado que, según vimos en la sección 1.2, los rectángulos generan la σ-álgebra producto esto
determina la medibilidad de X. Un proceso X como el anterior se dirá proceso estocástico a
tiempo discreto a valores en E. Si bien definir procesos en conjuntos de estados arbitrarios
puede ser complicado, en este caso E es finito lo que nos permite hacer bastantes simplifica-
ciones. En particular, la definición que sigue a continuación.

Definición 1.18 Sea (Ω,F ,P) espacio de probabilidad, E finito y (Pij)i,j∈E una matriz esto-
cástica, es decir,

∑
j∈E Pij = 1 para todo i ∈ E. Decimos que un proceso estocástico (Xn)n∈N

es una cadena de Markov homogénea con matriz de transición P si verifica:

Pi(X0 = i0, X1 = i1, .., Xn = in) = δi,i0Pi0i1Pi1i2 ...Pin−1in

Esto es equivalente que para toda función f : Rm → R medible y acotada

E(f(Xn, ..., Xn+m)|σ((Xi) : 0 ≤ i ≤ n)) = EXn(f(X0, ..., Xm))

Donde Eµ es la esperanza partiendo de la distribución µ, es decir:

Eµ =
∑
i∈E

µ(i)Ei

Intuitivamente; para una Cadena de Markov el futuro es independiente del pasado condicio-
nado al presente.
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Observación En la definición anterior estamos suponiendo que, dada una matriz estocástica
siempre existe una cadena de Markov asociada. Dado que E es finito esto es cierto y puede
construirse explícitamente a partir de variables uniformes.

Lo anterior da un marco teórico para cadenas de Markov a tiempo discreto. Lo deseable
es generalizar esto a tiempo continuo, es decir, tener un proceso estocástico Y = (Yt)t≥0 que
cumpla un símil a la propiedad de Markov. Esto puede ser construido explícitamente y lo
reflejamos en la siguiente definición:

Definición 1.19 Sea Q = (qi,j)i,j∈E una matriz que cumple que
∑

y∈E qi,j = 0,qi,i ≤ 0 y
qi,j ≥ 0 para todo i 6= j con i, j ∈ E. Definimos la matriz Π = (πij)i,j∈E dada por:

πij =


− qij
qii

i 6= j ∧ qi,j 6= 0

0 i 6= j ∧ qi,i = 0

0 i = j ∧ qi,i 6= 0

1 i = j ∧ qi,i = 0

Consideramos (Xn)n∈N una cadena de Markov con ley inicial µ y matriz de transición
Π. Además consideramos variables S1, .., Sn que, condicional a X0, .., Xn−1 son exponenciales
independientes de parámetro −qX0,X0 , ...,−qXn−1,Xn−1 respectivamente. Definiendo Tn = S1 +
· · ·+ Sn diremos que:

Yt =
∑
n∈N

Xn1[Tn,Tn+1)(t)

es una cadena de Markov a tiempo continuo con ley inicial µ y generador Q. (Xn)n∈N es
llamada la cadena subyacente y (Sn)n∈N los tiempos de espera de la cadena. Lo anterior se
denota como Y ∼ CM(Q, µ).

La pregunta es si lo anterior refleja efectivamente la propiedad de Markov. Esto se responde
en el siguiente teorema:

Teorema 1.20 Una cadena de Markov a tiempo continuo (Yt)t≥0 definida en un espacio de
probabilidad (Ω,F ,P) a valores en E verifica que para todo t, s ≥ 0:

E(f(Yt+s)|σ((Yu) : 0 ≤ u ≤ s)) = EYs(f(Yt))

Con esto se recupera la idea que a la cadena de Markov solo le importa lo que ocurre en el
presente para entender lo que pasara en el futuro.

A partir de lo anterior es deseable entender las leyes de la cadena de Markov dado que
conocemos su generador Q. Es decir, buscamos entender pt(x, y) = P(Yt = y|Y0 = x), esta es
la llamada función de transición. Para esto se ocupa la siguiente proposición:

Proposición 1.21 Sea (Yt)t≥0 una cadena de Markov a tiempo continuo con generador Q.
Sea pt(x, y) = P(Yt = y|Y0 = x) y q(x, y) = Qx,y. Entonces se verifica:
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• Para todo x, y ∈ E:
ps+t(x, y) =

∑
z∈E

ps(x, z)pt(z, y)

• Para cada x ∈ E se tiene:

−q(x, x) = − d

dt
pt(x, x)|t=0

• Si −q(x, x) <∞ entonces para todo x e y 6= x se tiene que:

q(x, y) =
d

dt
pt(x, y)|t=0

• Si para algún x ∈ E, −q(x, x) <∞ y
∑
y∈E

q(x, y) = 0 entonces pt(x, y) es diferenciable

en t y verifica:
d

dt
pt(x, y) =

∑
z∈E

q(x, z)pt(z, y)

Dado que nuestro trabajo se centra cuando se cumple las condiciones de la proposición
anterior entonces esto nos caracteriza la función de transición por la ecuación diferencial:{

d
dt
P (t) = QP (t)

P (0) = I

Lo que tiene como única solución, dado que el conjunto de estados es finito, a P (t) = etQ, lo
que determina únicamente y explícitamente la función de transición.

De la definición 1.19 las cadenas de Markov a tiempo continuo pueden considerarse como
dos procesos simultáneos; por un lado una Cadena de Markov a tiempo discreto que dice a
qué estados saltamos y las exponenciales que dan cuanto tiempo se espera para saltar. Esta
expresión da una forma de entender las cadenas de Markov y hacer distintos cálculos. Un
ejemplo es que, dado que E es finito, la cadena hace una finita cantidad de saltos en tiempo
finito, casi seguramente. Otra propiedad interesante, que demostraremos, es la siguiente:

Proposición 1.22 Sea Tk, k ∈ E, variables aleatorias exponenciales de parámetros λk tal
que 0 < q :=

∑
k∈E qk < ∞ y T := ı́nfk∈E Tk. Luego, este ínfimo es alcanzado por una sola

variable K con probabilidad 1 y T = TK es independiente de K. Más aún, P(K = k) = qk
q
.

Como consecuencia: el estado al cual saltamos en una cadena de Markov es independiente
de sus tiempos de espera.

Demostración. Sea K definida por K = k si Tk < Tj para todo k 6= j y indefinida si lo
anterior no ocurre. Entonces

P(K = k, T ≥ t) = P(Tk ≥ t, Tj > Tk∀j 6= k) =

∫ ∞
t

qke
−qksP(Tj > s∀j 6= k)ds

=

∫ ∞
t

qke
−qks

∏
j 6k

e−qjsds =

∫ ∞
t

qke
−qsds

=
qk
q
e−qt =

qk
q
P(T ≥ t).
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Notemos luego que la densidad conjunta se separa en las densidades individuales y por tanto
T y K son independiente de las densidad dichas. En particular note luego la ley de K esta
dada por P(K = k) = qk

q
, por tanto P(K ∈ E) =

∑
k∈E

qk
q

= 1 y así K ∈ E casi seguramente.
En particular, con probabilidad 1 el ínfimo de T es alcanzado por una sola variable.

Para la consecuencia recuerde que el ínfimo de exponenciales es una exponencial de las
suma de los parámetros. Luego para i ∈ E y i 6= k tomemos Tk exponenciales de parámetro
qi,k. Luego T es exponencial de parámetro

∑
k∈E qi,k = −qi,i, que es justamente el tiempo de

espera para el salto de la cadena dado por 1.19. Note que entonces podemos usar el resultado
recién probado con K = X1 y así

Pi(X1 = k, T ≥ t) =
qk
q
e−qt = Pi(X1 = k)Pi(T ≥ t).

De donde sigue la independencia.

A partir de lo anterior se pueden probar teoremas aún más potentes para las cadenas de
Markov. En particular enunciaremos el teorema de Markov fuerte:

Teorema 1.23 Decimos que T es tiempo de parada con respecto a una cadena (Yt)t≥0 si
{T ≤ t} ∈ σ((Ys); 0 ≤ s ≤ t). Sea (Yt)t≥0 ∼ CM(Q, µ) y T un tiempo de parada respecto a
(Yt)t≥0, entonces ∀t ≥ 0

Ex(YT+t|σ((Ys); 0 ≤ s ≤ T )) = EYT (Yt).

1.4. Árboles y Posets

1.4.1. Posets

En esta subsección, primero, se define lo que es un conjunto parcialmente ordenado, o Poset
para acortar (esto viene del inglés por partial ordered set).Luego se ven algunas propiedades
que son de interés para este trabajo. Más detalles sobre este tópico y las demostraciones
pueden encontrarse en [8], [16] o [14].

Definición 1.24 Un Poset (X,≤) es un par donde X es un conjunto finito y ≤ es un orden
parcial sobre X. Es decir, x ≤ y verifica:

• ≤ es refleja, es decir, ∀x ∈ X, x ≤ x,
• ≤ es antisimétrica, es decir, para cualquier x, y ∈ X, x ≤ y ∧ y ≤ x implica que x = y,
• ≤ es transitiva, es decir, para todo x, y, z ∈ X si x ≤ y ∧ y ≤ z implican que x ≤ z.

Una herramienta de gran utilidad es la fórmula de inversión de Möbius. Esta permite
calcular funciones complejas definidas sobre algún Poset.
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Definición 1.25 Sea (X,≤) un Poset cualquiera. Denotamos x < y como que x ≤ y∧x 6= y.
Definimos su función de Möbius, µ, recursivamente como:

µ(x, x) = 1 ∀x ∈ X
µ(x, y) = −

∑
z∈X
x≤z<y

µ(x, z) x < y

Ejemplo Muchas veces esta recursión puede ser resuelta explícitamente. A modo de ejemplo
consideremos In = {1, 2, ..., n} y el poset (P(In),⊆). En aquel caso para A,B ⊂ In se tiene
que

µ(A,B) = (−1)|B|−|A|1A⊆B.

La utilidad de esta función es justificada por la fórmula de inversión de Möbius.

Teorema 1.26 Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Sea µ su función de Möbius
y F : X → R una función de valores reales definida en X. Definimos la función G : X → R
por

G(x) =
∑
z∈X
z≤x

F (z).

Entonces, se puede despejar F en términos de G

F (x) =
∑
y∈X
y≤x

G(y)µ(y, x).

Ejemplo Considerando nuevamente el ejemplo (P(Xn),⊆) se obtiene que siG(A) =
∑

B∈P(Xn)
B⊆A

F (B)

entonces F (A) =
∑

B∈P(Xn)
B⊆A

(−1)|A|−|B|G(B). De lo anterior es posible recuperar la fórmula de

inclusión-exclusión, con una buena elección de las funciones F y G. Por este motivo la in-
tuición para la inversión de Möbius es entenderla como un principio de inclusión-exclusión
sobre un Poset diferente.

1.4.2. Árboles

En esta sección se define la estructura de árbol y luego, la de Posets sobre éstos. Detalles de
teoría de grafos pueden ser consultados en [10] y [7]. Los detalles de los Posets que aparecen
en esta sección puede ser consultados en [4] o [12].

Empezamos entonces con las definiciones básicas de teoría de grafos a manejar.

Definición 1.27 Un grafo no dirigido es un par G = (V,E) donde V es un conjunto cual-
quier y E es un subconjunto vértices de tamaño 2. Se dice que V es el conjunto de nodos
o vértices y E el conjunto de arcos o aristas. Notar que todo elemento de E es de la forma
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{u, v} con u, v ∈ V , lo cual denotaremos uv o vu. Se denota también a V (G) los vértices de
G y E(G) los arcos de G.

Observación Los grafos del plano tienen una estructura que permite dibujarlos en el plano
considerando V como un conjunto de puntos y E líneas que los conectan. Ponemos como
ejemplo la figura 1.1.

1

2
4

3

5

Figura 1.1: Ejemplo de Grafo. G = {1, 2, 3, 4, 5}, E = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {3, 4}, {4, 5}}

Estas estructuras admiten una serie de clasificaciones según sus propiedades. Aquí damos
las básicas para definir el concepto de árbol enraizado.

Definición 1.28 Sea G = (V,E) un grafo simple no dirigido. Un camino P = x1x2, .., xk es
un secuencia de nodos de V tal que xixi+1 ∈ E para todo 1 ≤ i ≤ k − 1 y xi 6= xj para todo
i 6= j.

Definición 1.29 Si para todo par de nodos u, v ∈ V existe un camino P = x1, .., xk tal que
x1 = u y xk = v decimos que el grafo es conexo.

Por otro lado si para todo par de nodos u, v ∈ V existe a lo más un camino P = x1, ..., xk
tal que x1 = u y xk = v, entonces decimos que el grafo es un bosque.

Definición 1.30 Sea G = (V,E) un bosque. Decimos además que este es un árbol si es
conexo. En este caso normalmente se denota por T en lugar de G (por Tree en inglés). Note
que luego entre todo par de vértices en T existe un único camino entre ellos. Note también
que los bosques pueden verse como unión vértice disjunta de árboles.

Definición 1.31 Un árbol enraizado es una tripleta T = (V,E, γ) donde (V,E) es un árbol
y γ es un nodo de V . Al nodo γ se le llama raíz.

Observación Las definiciones anteriores tienen un razón bastante gráfica. Un árbol enrai-
zado puede dibujarse considerando γ como el primer elemento en V y luego dibujar el resto
descendentemente. El dibujo resultante tiene una clara similaridad con un árbol invertido.
Ver 1.2 como ejemplo.

Note que el hecho de tener una raíz induce un Poset natural en un árbol según la distancia
que tienen los los caminos que existen desde la raíz. Formalizamos lo anterior con la siguiente
proposición:

Proposición 1.32 Sea T = (V,E, γ) un árbol enraizado. Definimos en éste la relación ≤ en
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γ

1

2 3

4

5

6

Figura 1.2: Ejemplo de Árbol enraizado con V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, γ}, E =
{(γ, 1), (γ, 4), (γ, 6), (1, 2), (1, 3), (4, 5)} y raíz γ.

V , dada por que a ≤ b si y solo sí el único camino desde γ a b pasa por a. Entonces (V,≤)
es un Poset. Si a ≤ b, con {a, b} ∈ E, decimos que b es hijo de a.

Observación De lo anterior podemos orientar el árbol desde la raíz. Es decir, si T = (V,E, γ)
es un árbol enraizado podemos considerar los elementos de E de la forma (a, b) donde a ≤ b.

Demostración. Primero, es claro que el camino desde γ hasta a pasa por a, así ≤ es refleja.

Por otro lado, si a ≤ b y b ≤ a quiere decir que el camino que pasa de P a b pasa por a y
viceversa. Si a fuese distinto de b, entonces cualquier camino P que va desde γ hasta b es de
la forma P = γx1...xlaxl+1...xkb. Luego, podríamos considerar el camino P = γx1..xla, que
es un camino que va desde γ hasta a sin pasar por b, lo que es una contradicción con que
b ≤ a. Luego, a y b deben ser iguales.

Ahora supongamos que a ≤ b y b ≤ c. Sea P el camino desde γ a c. Luego P = γx1, ...xkc.
Como b ≤ c, entonces b está en P y luego éste es de la forma P = γx1, .., xlbxl+1, ..., xkc.
Pero luego γx1, .., xlb es un camino desde γ hasta b, y como a ≤ b, entonces en aquel camino
debe aparecer a. Concluimos que P es de la forma P = γx1, .., xjaxj+1, ...xlbxl+1, .., xkc. En
particular, todo camino que va desde γ hasta c pasa por a y así a ≤ c.

Observación Note que todo e ∈ E es de la forma e = (a, b) con a ≤ b; luego también
tenemos un orden natural en E definido por comparar el elemento maximal de cada arco
entre sí. Es decir, e1 = (a1, b1) ≤ e2 = (a2, b2) si y solo sí b1 ≤ b2 define un orden parcial en
E.

Sin embargo, estos no son los únicos Posets que aparecen, más aún, nos interesan otros
más complejos.

Definición 1.33 Dado T un árbol enraizado y un subconjunto H de E denotamos por T −H
el bosque enraizado producto de borrar todos los elementos H de E y tomar como raíz de cada
árbol su elemento minimal. Note que éste es enraizado pues en cada árbol la raíz es el único
elemento minimal de ésta. Diremos que H son los arcos de corte.
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En lo que sigue, para todo α ∈ V , denotamos Tα(H) el subárbol de T−H que tiene raíz α.
Denotamos por Vα(H) a V (Tα(H)) y Eα(H) a E(Tα(H)). Luego T −H es la unión disjunta
de Tα(H) con α = γ o bien α es un extremo superior de alǵun e ∈ H. Note que si H = E
entonces Tγ(E) = ({γ}, ∅) y así este es siempre no vació.

Para un árbol T y H ⊆ E fijo, el subárbol que más nos interesa es el que contiene la raíz,
Tγ(H). Este recibe el nombre de stump tree, y a su conjunto de vértices Vγ(H) se le llama
stump set. Nos interesa el stump tree al ir cambiando H. Observe que si H = {e1, .., ek} con
ei = (αi, βi), entonces

Vγ(H) = V \ {v ∈ V : ∃i, v ≥ βi}.

Definición 1.34 Denotamos el conjunto de todos los posibles stumps sets por

R(T ) := {Vγ(H) : H ⊆ E}.

Para cada stump set se puede identificar los arcos que cortan el árbol para formarlo. Para
R ∈ R(T ) denotamos por ∂(R) el conjunto de arcos que separan R de V \R, es decir

∂(R) := {(α, β) ∈ E : β ∈ R,α ∈ V \R}.

En particular, ∂(V ) = ∅.

Definición 1.35 Definimos C(T ) el conjunto de todos los cortes que forman stumps sets en
T , es decir

C(T ) := {∂(R) : R ∈ R(T )}.

Se verifica que {e} ∈ C(T ) para toda e ∈ E. Además, cada C ∈ C(T ) satisface, trivial-
mente, que C = ∂(Vγ(C)).

Proposición 1.36 Sea H ⊆ E. Entonces H ∈ C(T ) si y solo si H = M(H), donde

M(H) := {e ∈ H : e minimal en H para ≤},

Con M(∅) := ∅ .

Demostración. Sea H ⊆ E y supongamos que H = M(H). Entonces para todo par ei, ej ∈ H
con i 6= j tenemos que ei es incomparable respecto a ej. Note que dado que Vγ(H) = V \{v ∈
V : v > αi}, entonces es claro que ∂(Vγ(H)) = H y así H ∈ C(T ).

Ahora para la otra implicancia asuma que H 6= M(H). Luego existe e1 = (α1, β2), e2 =
(α2, β2) ∈ H tal que e1 ≤ e2. Luego, no existe R ∈ R(T ) tal que α1, α2 ∈ R y β1, β2 ∈ V \R
(puesto que como β1 ≤ β2 entonces α2 ∈ V \R) y por tanto H no esta en C(T ).

Luego, podemos caracterizar C(T ) = {H ⊆ E;H = M(H)} y además R(T ) = {Vγ(C) :
C ∈ C(T )}.
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Proposición 1.37 Para cada H ⊆ E

(A) Para α ∈ Vγ(H), K ⊆ Eγ(H) se tiene que (Tγ(H))α(K) = Tα(H ∪K),

(B) Para C ∈ C(Tγ(H)) y α 6∈ Vγ(H ∪ C) se tiene que Tα(H) = Tα(H ∪ C).

Demostración. (A) es fácil ver que (T − H)(K) = T − (H ∪ K) y por tanto el árbol es el
mismo en ambos casos.

(B) Note que C ∩Eα(∅) = ∅ por la proposición anterior. Sin embargo, el subárbol Tα(H)
no es afectado por borrar aristas fuera de él, es decir, si e 6∈ Eα(∅).

De lo anterior, se puede probar la siguiente caracterización de los stump set:

Proposición 1.38 Un subconjunto I de vértices de T es un stump set si y sólo si es un ideal
no vacío de (V,≤), es decir, cumple que si α ∈ I y β ≤ α entonces β ∈ I.

Con esto ya tenemos suficientes herramientas sobre el árbol enraizado T . Por lo que ahora
estudiaremos P(E). Es decir, queremos entender todos los posibles cortes.

Definición 1.39 Introducimos el orden parcial �, donde para H,K ⊆ E

H � K ⇔ H = K ∪ A, A ⊆ Eγ(K).

Hacemos énfasis que el conjunto de arcos A de la definición es único y dado por H \K. Es
decir, se tiene que H � K ⇔ H \K ⊆ Eγ(K),

Proposición 1.40 (P(E),�) es un conjunto parcialmente ordenado.

Demostración. Sea H ⊆ E. Luego H \H = ∅ ⊆ Eγ(H).Y por tanto es refleja. Para ver que
es antisimétrica suponga que H � J y J � H. Note que esto implica que H ⊆ J y J ⊆ H,
en particular H = J . Para ver que es transitiva sea además J,K ⊆ E y considere que H � J
y que J � K. Notemos que esto se traduce en

H = J ∪ A, A ⊆ Eγ(J) ∧ J = K ∪B, B ⊆ Eγ(K).

Note que K ⊆ J y por tanto Eγ(J) ⊆ Eγ(K). Luego A ⊆ Eγ(K). Considere A∪B ⊆ Eγ(K).
Con lo anterior

K ∪ (A ∪B) = J ∪ A = H.

Y por tanto H � K. Así � es transitiva.

Definición 1.41 Al poset D(T ) = (P(E),�) lo llamaremos el pruning poset o poset de
poda de T (intuitivamente los conjuntos más pequeños podan cada vez más el árbol, ver como
ejemplo 1.3).

Note que para cada K ⊆ E tenemos el isomorfismo

({H : H � K},�) ∼ D(Tγ(K)).
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Figura 1.3: Ejemplo de H,K, J ⊂ E para el árbol de la figura 1.2. K en rojo, H \K en verde
y J \K en azul. Se tiene que H � K pero J 6� K .

A través de la función que a H le asigna H \K ⊆ Eγ(K). Note que, en general, D(T ) tiene
un elemento maximal obvio ∅, pero ningún elemento minimal. Por ello consideramos cada
intervalo, definido para H � K:

[H,K] := ({I ⊆ E : H � I � K},�)

el cual tiene un elemento minimal H y uno maximal K. Similarmente a lo anterior se tiene
el isomorfismo:

[H,K] ∼ [H \K, ∅].

Luego, solo basta estudiar las propiedades de [H, ∅] para estudiar los intervalos de este Poset.
Con lo anterior se puede caracterizar la función de Möbius, definida en 1.4.1, para el Pruning
Poset. Este teorema fue probado por Ellen Baake y Esser en [4] y se enuncia a continuación:

Teorema 1.42 Para cada T = (V,E, γ) la función de Möbius del Pruning Poset D(T );
definida para cada H,K ⊆ E con H � K está dada por

µ(H,K) =

{
(−1)|H|−|K| H \K ∈ C(Tγ(K)),

0 en otro caso.

Luego, por teorema de inversión de Möbius para f, g : D(T )→ R tenemos que

g(K) =
∑
H�K

f(H)⇔ f(K) =
∑
H�K

µ(H,K)g(H) =
∑
H�K

1H\K∈C(Tγ(K))(−1)|H|−|K|g(H).

Observación Uno podría pensar que el teorema anterior se desprende de la función de
Möbius para el Poset (P(E),⊆). Esto no es así y la demostración es bastante más compleja,
ver la referencia para este detalle.
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Capítulo 2

Recombinación genética y el proceso de
fragmentación.

En este capítulo se explican brevemente los modelos genéticos asociados al problema para
luego llevarlos a un lenguaje matemático utilizando las herramientas del análisis vistas en
1.2. Posteriormente se define el proceso de fragmentación y se demuestra su relación con la
recombinación. Sí bien podríamos desde un comienzo formular todo en lenguaje matemático,
el modelo ayuda a entender algunas decisiones usadas para modelar el problema y dará una
buena intuición para ciertas definiciones posteriores.

En primer lugar, es necesario explicar el problema que se intenta modelar y para ello hay
que introducir el lenguaje biológico adecuado. Se entiende por un gen una secuencia de ADN
que codifica las proteínas. Cada gen tienen cierta diferencia que lo distingue entre individuos,
lo que se denomina alelo. Cada gen almacena esta información en distinto lugares, lo que
denominaremos sitios. Cada sitio puede representar un alelo, una base (Adenina, Citosina,
Guanina y Timina son compuestos que son la composición básica del ADN) o alguna otra
variable particular. Pensando en posibles aplicaciones más generales, cada sitio podría tomar
valores en algún espacio arbitrario, como R.

Durante el proceso de reproducción, dos individuos forman otro a partir de una interacción
física de su material genético. Este proceso se denomina recombinación y se basa en los
eventos de crossover ; esto es cuando un pedazo del material genético de los progenitores se
rompe en dos partes, que luego intercambian entre sí, formando dos genes que son mitad
proveniente del padre y mitad proveniente de la madre. Finalmente, uno de estos genes es
elegido y determina el material genético del hijo. Note que múltiples crossover pueden ocurrir
en una sola recombinación. En aquel caso, decimos que tenemos crossover múltiple y en caso
contrario solo admitimos crossover simple. Nótese además que para generalizar podríamos
botar la hipótesis de dos padres y asumir k padres, donde el material genético es divido en
k partes y luego recombinado según la misma regla mencionado anteriormente. Si k = 2,
decimos que la recombinación es biparental y si k ≥ 3, decimos que la recombinación es
multiparental. Note que luego hay dos clasificaciones: según la cantidad de padres permitidos
y según la cantidad de crossover en el evento de recombinación.
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2.1. Formalización del problema.

Nuestro objetivo ahora es entender la dinámica de una población que evoluciona con las
reglas antes mencionadas. ¿Dada la distribución genética de la población inicial, cuál es la
distribución a tiempo t ∈ R+? Para ello primero consideramos ciertas simplificaciones. En
particular, asumiremos que la recombinación es el único efecto sobre los genes y que los
individuos son indistinguibles sexualmente (no existen sexos). En segundo lugar, asumiremos
que la reproducción sigue el modelo de Moran a población infinita, lo cual permite establecer
una ecuación que modela la recombinación. Dentro de esto último, también asumiremos que
las recombinaciones ocurren con cierta tasa constante en el tiempo. Estas hipótesis ayudan
a simplificar el problema sin perder la esencia que lo hace interesante; que para nosotros es
la combinatoria asociada a este.

Ahora damos una formulación matemática a lo anterior. Consideramos I = {1, 2, ..., n}
un conjunto finito que es el conjunto de sitios. Para cada i ∈ I consideramos (Ai,Fi) un
espacio medible, donde Ai es el conjunto posible de valores para el gen en el sitio i. Luego un
individuo es un elemento x ∈

∏
i∈I Ai. Recordemos que denotamos, para J ⊆ I,XJ =

∏
i∈J Ai

y FJ =
⊗

i∈J Fi.

Nos interesa tener una notación consistente para tratar la recombinación de los genes.
Dado que la recombinación se basa en separar subconjuntos de sitios pertenecientes a un
mismo gen, es natural pensar en las particiones como un buen ambiente.

Definición 2.1 Definimos D(I) el conjunto de particiones de I,

D(I) = {δ ⊆ P(I) : δ es partición de I},

luego cada δ ∈ D(I) es un conjunto de partes de I que cumplen la condición de partición, es
decir,

⋃
d∈δ d = I y ∀d, d′ ∈ δ tal que d 6= d′ verifica d ∩ d′ 6= ∅.

Siempre supondremos que δ = {d1, d2, .., dk}, donde d1 es el pedazo de I que contiene al
menor elemento, d2 es el que contiene al menor elemento que no está en d1 y así sucesivamente.
Finalmente, decimos que una partición δ de I es ordenada si cada elemento d ∈ δ es de la
forma d = {i ∈ I : mı́na∈d a ≤ i ≤ máxa∈d a}.

Ahora consideramos ρ = (ρδ : δ ∈ D(I)) una serie de números reales no negativos, que
llamamos las tasas de recombinación. Denotamos por Gρ = {δ ∈ D(I) : ρδ > 0} el soporte
de ρ. Las tasas de recombinación dadas por ρ determinan la clasificación de nuestro modelo,
según lo discutido en la introducción, de la siguiente manera:

Definición 2.2 Si para todo δ ∈ Gρ se tiene que |δ| = 2 entonces decimos que estamos en
el caso de recombinación biparental, y en caso contrario decimos que estamos en el caso de
recombinación multiparental.

Por otro lado, si para todo δ ∈ Gρ tenemos que δ es una partición ordenada entonces
decimos que estamos en el caso de recombinación simple y si no en el caso de recombinación
múltiple.
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Figura 2.1: Ejemplo del modelo de Morán con N = 6. Primero, se tiene una población de
N individuos (ver figura de la izquierda), luego un reloj exponencial suena (el del individuo
rojo por ejemplo) y son elegidos otros 2 individuos al azar para la recombinación (ver dibujo
inferior). Luego, usan sus genes según δ para formar un nuevo individuo que reemplaza al
rojo (ver dibujo de la derecha), con esto tenemos un individuo nuevo (ver dibujo superior).
Este proceso se repite indefinidamente.

Ahora haremos una breve explicación del modelo de Morán para la recombinación. Más
detalles pueden encontrarse en [11], [25], [12] o [17]. Suponemos que partimos en una instante
inicial con una población de N individuos, número que permanecerá constante en el tiempo.
Por cada uno de ellos y por cada δ ∈ Gρ se corre un reloj exponencial de parámetro ρδ.
Cuando alguno de estos relojes suena, supongamos uno indexado por δ = {d1, d2, .., dr}, se
toma al individuo y otros |δ| − 1 individuos al azar, uniforme de la población y se forma
un nuevo individuo, que reemplaza al cuyo reloj sonó, según δ. Es decir, el nuevo individuo
cumple que los genes en el sitio di son heredados del i-esimo padre. Puede ver la figura 2.1
que ejemplifica el caso con una recombinación con |δ| = 3. En este contexto de N individuos
definimos ZN

t la medida aleatoria que para todo B ∈ FI , ZN
t (B) es la cantidad de individuos

en el conjunto B a tiempo t, es decir

ZN
t (B) = |{x : x ∈ B, a tiempo t}|.

Note que dado que la población es finita lo anterior está bien definido como una medida de
conteo. Note que luego ZNt

N
es una medida de probabilidad, la cual llamamos la distribución

genética de la población. Supongamos que ZN0
N

converge, cuando N →∞, a cierta medida de
probabilidad µ ∈ PI . Es demostrado en [12] y [17] que entonces ZNt

N
converge (en probabilidad

uniforme en compactos) a la solución de la siguiente ecuación diferencial definida en (MI , ||·||)

{
ω̇ =

∑
δ∈Gρ ρδ(Rδ − 1)ω,

ω(0) = µ.
(2.1)
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Donde Rδ fue definido en la sección 1.2 como sigue:

∀µ ∈MI : Rδµ =
1

||µ|||δ|−1

⊗
L∈δ

µL.

Luego, para estudiar la recombinación de genes nos dedicamos a entender la solución de la
anterior ecuación. En lo que sigue denotamos a la solución de la ecuación 2.1 con condición
inicial µ como Ξtµ. Es decir para B ∈ FI tenemos que Ξtµ(B) es la fracción de individuos
en B en el instante t, dado que a tiempo 0 era µ(B). Para entender la evolución de nuestra
población bajo recombinación nos basta entender la ecuación 2.1. Lo que haremos en la
siguiente sección es dar una descripción explícita de una solución a través de un proceso
estocástico.

Observación Muchas variantes del modelo para ZN
t pueden ser encontrados en la literatura

y en particular, en las referencias ya hechas. Sin embargo, independiente de las diferencias que
puedan tener, la característica general es que cumplen con la convergencia a las soluciones
de la ecuación 2.1. Este modelo en particular fue elegido pues es el más sencillo de explicar
sin entrar en detalles técnicos y además permite tener una buena intuición para el proceso
que describiremos en la parte siguiente.

2.2. El proceso de fragmentación.

Para definir el proceso estocástico de interés es necesario introducir mayor notación sobre
particiones. Denotamos, para dos elementos δ, δ′ ∈ D(I), δ ≤ δ′ si δ′ es más fino que δ.
También denotamos por δ∨δ′ su refinamiento común, es decir, δ∨δ′ = {d∩d′ : d ∈ δ, d′ ∈ δ′}.
Ahora definimos inductivamente para G ⊆ D(I)

Y0(G) = {I}, (2.2)
Y1(G) = G,

∀n > 1; Yn+1(G) = {δ′ = (δ \ {d}) ∪D|a : D ∈ G, δ ∈ Yn(G), d ∈ δ}.

donde D|a es la restricción de D a a. Es decir D|a = {d ∩ a : d ∈ D}. Finalmente, definimos

Y(G) =
⋃
n≥0

Yn(G).

Nótese que, al ser I finito, lo anterior se estabiliza en un número finito de pasos. Mas aún,
para n ≥ 1 tenemos que Yn(G) ⊆ Yn+1(G). En efecto, para cualquier δ ∈ Yn(G) debe existir
D ∈ G tal que D ≤ δ. Por tanto, para cualquier a ∈ δ tenemos que δ = (δ \ {a}) ∪ D|a, y
luego δ ∈ Yn+1(G). Y por tanto existe n0 tal que Y(G) = Yn0(G). Lo anterior son todos las
posibles fragmentaciones que podemos hacer a nuestro conjunto de sitios I.

Sin embargo hacer algunas demostraciones sobre Y(G) es engorroso. Por ello definimos,
para G ⊆ D(I) X (G) todas los posibles refinamientos de I a partir de G. Es decir, definimos
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inductivamente X0(G) = {I},X1(G) = G y

∀n > 1 Xn+1(G) = {D ∨ δ : D ∈ G, δ ∈ Xn(G)},

X (G) =
⋃
n≥0

Xn(G).

Es posible notar que como I es finito lo anterior se estabiliza en un número finito de pasos,
además del hecho que Xn(G) ⊆ Xn+1(G).

Observación Intuitivamente X (G) son las particiones permitidas a través de refinamientos
de G; donde todos los refinamientos son simultáneos. Y(G) es cuando estos son independien-
tes, es decir, permitimos que ciertas secciones se refinen independientemente de las demás.
Finalmente Y(G) representa los cambios que ocurren en una recombinación en un pedazo de
gen que ya fue recombinado, X (G) representa el cambio en el gen completo.

Además, es posible notar que el mayor refinamiento de G, D(G) =
∨

D∈GD es la partición
más fina de X (G), y por tanto, el elemento maximal en (X (G),≤). Probaremos que D(G)
también es maximal dentro de (Y(G),≤).

Proposición 2.3 Tenemos que X (G) ⊆ Y(G). Además, para todo y ∈ Y(G) existe x ∈ X (G)
tal que y ≤ x. Luego D(G) es maximal en (Y(G),≤).

Demostración. Probaremos por inducción que Xn(G) ⊆ Y(G). Nótese que el caso base es
trivial.

Ahora sea x ∈ Xn+1(G). Notar que luego existe z ∈ Xn(G) y D ∈ G tal que x = z ∨ D.
Por hipótesis inductiva tenemos que z ∈ Y(G).

Ahora dado que I finito entonces z = {z1, z2, .., zk} para algún k ∈ N. Denotamos por
x1 = (z \ {z1}) ∪ D|z1 y luego xi = (xi−1 \ {zi}) ∪ D|zi para 2 ≤ i ≤ k. Es fácil notar que
xi ∈ Y(G) para todo i. En particular xk ∈ Y(G). Veamos que xk = x. En efecto, sea cualquier
elemento a ∈ xk. Esto es si y solo si a = D|zi para algún i. Nótese a que esto equivale a que
a = {zi ∩ d : d ∈ D} y esto es la definición de que a ∈ z ∨D = x.

Con esto tenemos el paso inductivo. Luego, dado que {I} ∈ Y(G) tenemos que X (G) ⊆
Y(G).

La segunda afirmación de la proposición se deduce fácilmente de la demostración anterior;
cualquier y ∈ Y(G) es o bien {I} ∈ X (G) o cumple con que y ∈ Ym(G) para algún m ∈ N.
Luego, existe D1,D2, ...,Dm ∈ G tal que podemos definir

z1 = (D1 \ {a1}) ∪D2|a1 ,

zi = (zi−1 \ {ai−1}) ∪Di|ai−1
i ∈ {2, ..,m}

donde a1 ∈ D1 y ai ∈ zi para 2 ≤ i ≤ m. Note que y = zm, y considere z̄ = ∨1≤i≤mDi. Por
un argumento similar al de antes y ≤ z̄ y es claro que z̄ ∈ X (G).

Además, denotamos δ → δ′ si existe D ∈ G tal que δ ∨ D = δ′. De forma parecida
denotamos δ  δ′ si existe d ∈ δ y D ∈ G tal que δ′ = (δ \ {d}) ∪D|d. Es decir, δ → δ′ si δ′
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es un refinamiento de δ a través del proceso hecho para construir X (G) y δ  δ′ si δ′ es un
refinamiento de δ a través del proceso hecho en la construcción de Y(G). En caso de querer
ser mas específico, denotamos δ  a δ

′ si a ∈ δ y existe D ∈ G tal que (δ \ {a}) ∪D|a = δ′.
Note que si δ  δ′ entonces existe un único a ∈ δ tal que δ  a δ

′.

Ahora, tenemos la notación suficiente para definir el proceso estocástico y entender como
este se comporta. Para esto consideramos en lo que sigue (y en el resto de este trabajo) un
espacio de probabilidad (Ω,F ,P). En este espacio consideramos la cadena de Markov (Xt)t≥0

a valores en Y(Gρ), con X0 = {I}, definida a través de su generador:

Qδ,δ′ =
∑
D∈Gρ

∃a∈δ,(δ\{a})∪D|a=δ′

ρ(D) δ, δ′ ∈ Y(Gρ), δ′ 6= δ, δ  δ′,

Qδ,δ′ = 0 δ, δ′ ∈ Y(Gρ), δ′ 6= δ, δ 6 δ′,

Qδ,δ = −
∑
D∈Gρ

∑
a∈δ

(δ\{a})∪D|a 6=δ

ρ(D) δ ∈ Y(Gρ).

En primer lugar, note que el proceso está bien definido en Y(Gρ), esto puesQδ,δ′ > 0⇔ δ  δ′.
Veamos que lo anterior define una matriz conservativa. En efecto, sea δ ∈ Y(G)∑

δ′∈Y(G),δ′ 6=δ

Qδ,δ′ =
∑

δ′∈Y(G),δ′ 6=δ

∑
D∈Gρ

∃a∈δ,(δ\{a})∪D|a=δ′

ρ(D) =
∑
D∈Gρ

∑
a∈δ

(δ\{a})∪D|a 6=δ

ρ(D) = −Qδ,δ,

y por tanto ∑
δ′∈Y(G)

Qδ,δ′ =
∑

δ′∈Y(G),δ′ 6=δ

Qδ,δ′ +Qδ,δ = −Qδ,δ +Qδ,δ = 0.

Ahora el generador Q define una cadena de Markov donde, puesto que el espacio de estados
es finito, cumple que Pi(X(t) = j) = (etQ)ij. Lo anterior lo llamamos el proceso de frag-
mentación. Ahora enunciamos dos propiedades interesantes para comprender este proceso.
Denotamos en lo que sigue Pδ0(·) = P(·|X0 = δ0), es decir, la medida de probabilidad dado
que el proceso parte de un estado en un estado δ ∈ Y(Gρ). Además, denotamos

P t
δ,δ′ = Pδ(Xt = δ′).

Proposición 2.4 Sean δ, δ′ ∈ Y(Gρ). Si δ 6≤ δ′ entonces

P t
δ,δ′ = Pδ(Xt = δ′) = 0 ∀t > 0.

Demostración. En efecto; supongamos que no es cierto. Entonces existe algún tiempo t > 0
tal que:

Pδ(Xt = δ′) > 0

Pero entonces existe algún k ≥ 0 y particiones D1,D2, ...,Dk y tiempo 0 < t1 < t2 < ... <
tk < t tal que

0 < P(X0 = δ,Xt1 = D1, ..., Xtk = Dk, Xt = δ′),

donde k es maximal con esa propiedad, es decir, X no pasa por otros estados además de esos.
Lo último por propiedad de Markov implica que

Pδ(Xt1 = D1)PD1(Xt2−t1 = D2)...PDk(Xt−tk = δ′) > 0.
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Luego, deducimos que todos los elementos anterior son estrictamente positivos. Dado que
PD(X0 = D′) = 1D=D′ y tenemos que PD(Xt = D′) = (etQ)D,D′ y nuestra cadena no pasa por
otros estados, concluimos que

QδD1 > 0 QDi,Di+1 > 0 QDkδ′ > 0 ∀1 ≤ i ≤ k − 1.

Por la definición de nuestra cadena lo anterior implica que δ  D1; que para todo 1 ≤ i ≤ k−1
tenemos que Di  Di+1 y que Dk  δ′, donde lo último implica que δ ≤ δ′, llegando a una
contradicción.

Notamos de la demostración anterior, que si P t
δ,δ′ > 0 para algún t > 0 entonces δ ≤ δ′ y

por tanto, de la proposición anterior, una vez que abandonamos un estado nunca retornamos
a el. La propiedad siguiente solo es enunciada, para más detalles puede referirse a [5].

Proposición 2.5 Para todo δ, δ′ ∈ Y(Gρ) tenemos que

Pδ(Xt = δ′) =
∏
S∈δ

Pδ(Xt|S = δ′|S) =
∏
S∈δ

P(Xt|S = δ′|S), (2.3)

donde Xt|S denota el proceso Xt restringido a S. Es decir, los fragmentos que aparecen a
través del proceso de fragmentación evolucionan de forma independiente.

Con lo anterior podemos dar una intuición de lo que define este proceso. Dadas las propie-
dades anteriores podemos pensar que para S ∈ Xt esta es reemplazada por δ, una partición
de S, a tasa

∑
D∈Gρ
D|S=δ

ρ(D). Esto es similar a pensar como los genes de un individuo son repartidos

según sus ancestros en el tiempo. Esto es ejemplificado en la figura 2.2.

Ahora nuestro objetivo es dar una fórmula que relaciona la recombinación de genes con
este proceso Markoviano. Para ello veremos primeros las siguientes propiedades básicas:

Proposición 2.6 Definimos Dρ = D(Gρ) =
∨

D∈Gρ D. Luego Dρ es un estado absorbente.
Más aún, es el único estado absorbente de la cadena.

Demostración. En efecto, lo que haremos es demostrar que QDρ,δ = 0,∀δ ∈ Y(Gρ). Dado
que con ello PDρ(Xt = δ) es constante, y esta parte siendo 1Dρ=δ tendremos el resultado.
Recordemos queDρ∨D = Dρ, para todoD ∈ Gρ. Luego no existeD ∈ Gρ tal queDρ∨D 6= Dρ.
En particular, para todo d ∈ Dρ y todo D ∈ Gρ se tiene que D|d = d. Así, QDρ,δ = 0 para
todo δ ∈ Y(Gρ) y QDρ,Dρ = 0. Por tanto P t

Dρ,δ′ = 1Dρ,δ′ y así Dρ es absorbente.

La unicidad se deduce que sabemos que Dρ es el único elemento maximal para ≤ en Y(Gρ).
Si hubiese otro elemento absorbente, digamos A, eso significaría que para todo D ∈ Gρ, a ∈ A
tenemos que (A \ {a}) ∪ D|a = A. Esto, en particular, implica que D ≤ A y por tanto,
D ∨ A = A para todo D ∈ Gρ, lo que implica que A es maximal para ≤, lo que sabemos
implica A = Dρ.

A partir de lo anterior podemos encontrar una solución a 2.1. Para ello consideramos la
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Figura 2.2: Esta figura muestra como se forma un individuo y como el proceso de partición
representa como obtuvo sus genes de sus ancestros. Los elementos de Xt representan que
en t unidades hacia el pasado el individuo obtuvo los alelos de los sitios en Xt, cada uno,
de un ancestro distinto. En la figura el individuo aparece representado abajo y cada color
representa que obtuvo ese pedazo de gen de un ancestro distinto; lo que se muestra en la figura
ascendentemente. En la parte superior aparece una condición inicial que permite apreciar el
ejemplo gráfico de forma más concreta.

medida aleatoria µ(t) =
⊗

K∈Xt µK . Nótese que al ser Xt una partición lo anterior queda bien
definido como medida de probabilidad.

Teorema 2.7 Tenemos que E(µ(t)) es la única solución a la ecuación 2.1, con condición
incial µ ∈ PI . Es decir, Ξtµ = E(µ(t)).

Observación Si bien lo último fue probado en [11], la demostración se basa en elementos
de teoría de ecuaciones diferenciales y combinatoria. Aquí, la demostración es basada en
argumentos de la medida producto y probabilidades.

Demostración. Denotamos en esta demostración u(t) = E(µ(t)). La ecuación 2.1 puede ser
reescrita como

ω̇ =
∑
δ∈Gρ

ρδ(Rδ − 1)ω = (A+B)ω

con Aω = −
∑

δ∈Gρ ρδω y Bω =
∑

δ∈Gρ ρδRδω. Notemos que A es un operador lineal continuo.
Veamos además, que B es uniformemente Lipzchitz. En efecto, recordando que Rδ es Lipzchitz
de constante 2|δ|+ 1, entonces podemos obtener que, para todo u, v ∈M

||Bu−Bv|| = ||
∑
δ∈Gρ

ρδRδu−
∑
δ∈Gρ

ρδRδv||.

Dado que los ρδ son positivos podemos acotar superiormente por∑
δ∈Gρ

ρδ||Rδu−Rδv|| ≤
∑
δ∈Gρ

ρδ(2|δ|+ 1)||u− v||.
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Y dado que |δ| ≤ |I| se obtiene

||Bu−Bv|| ≤ (|I|+ 1)(
∑
δ∈Gρ

ρδ)||u− v|| = (|I|+ 1)ρtot||u− v||.

Luego, B es uniformemente Lipschitz de constante (|I|+ 1)ρtot. Así A+B es Lipschitz y por
tanto, la ecuación cumple las condiciones del teorema 1.3. Solo falta ver que u(t) = E(µ(t))
es solución de la ecuación y por tanto tendremos el teorema. En primer lugar,

u(0) = E(µ(0)) =
∑

β∈Y(Gρ)

P(X0 = β)
⊗
L∈β

µL = µ.

Y por tanto cumple la condición inicial. Igualamos el lado izquierdo con el derecho de la
ecuación 2.1. El lado derecho de la ecuación rescrito en términos de u(t) es∑

δ∈Gρ

ρδRδE(µ(t))− ρδE(µ(t)). (2.4)

Ahora notemos que, si µ ∈ PI entonces u(t) ∈ PI , puesto que PI es convexo y u(t) es una
combinación convexa de elementos de PI . Así obtenemos que el término 2.4 es∑
δ∈Gρ

ρδ
⊗
S∈δ

(E(µ(t)))S−ρδE(µ(t)) =
∑
δ∈Gρ

ρδ{
⊗
S∈δ

[
∑

β∈Y(Gρ)

P(Xt = β)
⊗
L∈β

µL]S−
∑

β∈Y(Gρ)

P(Xt = β)
⊗
L∈β

µL},

donde en el último paso reemplazamos E(µ(t)) por definición. Notando que la restricción es
lineal obtenemos que lo anterior es∑

δ∈Gρ

ρδ{
⊗
S∈δ

[
∑

β∈Y(Gρ)

P(Xt = β)(
⊗
L∈β

µL)S]} − ρtot
∑

β∈Y(Gρ)

P(Xt = β)
⊗
L∈β

µL.

Distribuyendo cuidadosamente la medida producto sobre la sumatoria en la última expresión
se obtiene

∑
δ∈Gρ

ρδ{
∑

β1,..,β|δ|∈Y(Gρ)

(

|δ|∏
j=1

P(Xt = βj))[

|δ|⊗
i=1

⊗
L∈βi

µL∩di ]} − ρtot
∑

β∈Y(Gρ)

P(Xt = β)
⊗
L∈β

µL,

donde asumimos que δ = {d1, d2, .., dr} para algún r ∈ N. Ahora nuestro objetivo es dar una
mejor expresión a

∑
β1,..,β|δ|∈Y(Gρ)(

∏|δ|
j=1 P(Xt = βj))[

⊗|δ|
i=1

⊗
L∈βi µL∩di ]. Para ello note que la

medida producto que ahí aparece es de la forma
⊗

S∈δ∨β µS. Luego podemos hacer un cambio
de variable y notar que lo anterior recorre todo posible α ∈ Y(Gρ) tal que δ ≤ α. Para ello
basta ver que para cada β ∈ Y(Gρ) el término P(Xt = β) aparecerá una vez por cada vez que
restringido a S tengamos lo mismo que α, es decir, una vez por cada β tal que β|S = α|S. Lo
anterior nos dice que:

∑
β1,..,β|δ|∈Y(Gρ)

(

|δ|∏
j=1

P(Xt = βj))[

|δ|⊗
i=1

⊗
L∈βi

µL∩di ] =
∑

α∈Y(Gρ)
δ≤α

[
∏
s∈δ

∑
β∈Y(Gρ)
β|S=α|S

P(Xt = β)]
⊗
L∈α

µL

=
∑

α∈Y(Gρ),δ≤α

[
∏
s∈δ

P(Xt|S = α|S)]
⊗
L∈α

µL.
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Finalmente obtenemos que 2.4 es∑
δ∈Gρ

ρδ{
∑

α∈Y(Gρ)
δ≤α

[
∏
s∈δ

P(Xt|S = α|S)]
⊗
L∈α

µL} − ρtot
∑

β∈Y(Gρ)

P(Xt = β)
⊗
L∈β

µL.

Ahora pasamos a calcular el lado izquierdo de la ecuación 2.1. Para ello note primero que:

E(µ(t+h))− E(µ(t)) =
∑

α∈Y(Gρ)

P(Xt+h = α)
⊗
L∈α

µL −
∑

α∈Y(Gρ)

P(Xt = α)
⊗
L∈α

µL

=
∑

α∈Y(Gρ)

(P(Xt+h = α)− P(Xt = α))
⊗
L∈α

µL.

Dado que lo anterior solo depende de a h en los coeficientes que acompañan a la medida
producto entonces es fácil ver que el lado izquierdo de la ecuación 2.1 es

∂tE(µ(t)) =
∑

α∈Y(Gρ)

∂t(P(Xt = α))
⊗
L∈α

µL, (2.5)

donde, por las ecuaciones vistas en la sección 1.3, tenemos que:

∂t(P(Xt = α)) = (P ′(t))I,α = (QP (t))I,α =
∑

δ∈Y(Gρ)

QI,δP (t)δ,α, (2.6)

donde notemos que si I 6 δ con I 6= δ entonces tenemos que QI,δ = 0. Entonces los únicos
términos que QI,δ no se anulan son cuando δ ∈ Gρ o bien δ = {I}. Además, si δ 6≤ α entonces
es claro que Pδ,α ≡ 0 así que también solo consideramos que δ ≤ α. Con eso el término 2.6 es

QIIPIα(t) +
∑
δ∈Gρ
δ≤α

QI,δP (t)δ,α

donde un simple cálculo verifica que QII = −ρtot. Además, para todo δ ∈ Gρ tenemos que
QI,δ = ρδ. Con esto y usando la propiedad 2.3 el término 2.5 es finalmente∑

α∈Y(Gρ)

−ρtotP(Xt = α)
⊗
L∈α

µL +
∑
δ∈Gρ

∑
α∈Y(Gρ)
δ≤α

ρδPδ(Xt = α)
⊗
L∈α

µL

= −ρtot
∑

α∈Y(Gρ)

P(Xt = α)
⊗
L∈α

µL +
∑
δ∈Gρ

∑
α∈Y(Gρ)
δ≤α

ρδ
∏
s∈δ

[P(Xt|s = α|S)]
⊗
L∈α

µL.

Que coincide con el término 2.4. Por Teorema de existencia y unicidad tenemos que, entonces
E(µ(t)) es la única solución de la 2.1.

Observación Usando de 1.16 el hecho que Rδ es positivamente homogéneo la solución an-
terior se puede extender a condiciones iniciales que solo sean medidas finitas y no de proba-
bilidad necesariamente.

Dado el teorema 2.7 para entender las soluciones de 2.1, y por tanto la recombinación de
genes, nos basta entender el proceso de fragmentación. Por ello primero encontramos una
forma explícita para su ley en la sección 3 y posteriormente analizamos su comportamiento
asintótico en la sección 4.
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Capítulo 3

Ley del proceso de fragmentación

El objetivo de este capítulo será obtener la ley explícita del proceso de fragmentación y por
tanto, una fórmula para las soluciones de 2.1 y así de la distribución genética en una población
bajo la acción de recombinación. Para hacer esto, la técnica es analizar las trayectorias del
proceso, en particular, de la cadena subyacente asociada a este. Para fijar ideas podemos
notar que las trayectorias se ven como en el ejemplo mostrado en la figura 3.1; se parte desde
el estado I y luego este se divide según alguna partición D ∈ Gρ. Luego, cada parte obtenida
sigue la misma regla para dividirse, usando independientemente cada una, alguna partición
en Gρ para cambiar de estado.

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

{1, 6, 7}{2, 3, 4}{5}

{1}{6, 7}

{1} {6}{7}

{2, 3}{4}

{2, 3}

{5}

{4}

{6} {7}

Figura 3.1: Ejemplo de trayectoria para la cadena subyacente. En este caso I =
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} y el estado final del proceso es [{1}, {2, 3}, {4}, {5}, {6}, {7}]

De aquí se aprecia claramente que la cadena subyacente tiene implícitamente una estruc-
tura en forma de árbol enraizado. Luego, definiremos árboles que codifiquen correctamente
estas trayectorias, con el fin de entender así la ley del proceso. Trabajos usando esta técnica
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han sido utilizados con hipótesis mas fuertes, en [4] por ejemplo. Aquí usaremos, salvo algu-
nas modificaciones, los grafos propuestos en [12], que de igual manera, llamaremos árboles y
bosques de fragmentación.

Con esto en mente es que nacen las siguientes definiciones. Consideramos árboles enrai-
zados T = (G, E, δ0) que codifiquen las trayectorias de la cadena subyacente del proceso
de fragmentación. Primero, el conjunto de nodos G cumple que para todo A ∈ G tenemos
que A ∈ D(U) para algún U ⊆ I, es decir, identificamos G con posibles particiones de sub-
conjuntos de I. En segundo lugar, la raíz, δ0 es algún elemento de Gρ. La raíz será, para
las trayectorias, el primer estado al que cambia la cadena subyacente, por lo cual la última
restricción es para que el árbol capte que es una transición válida. Note que entonces los ár-
boles que consideramos tienen una dependencia de las tasas (ρδ)δ∈D(I), que quedará de forma
implícita en lo que sigue.

Además, consideramos solo aquellos árboles que cumplan que ∀A ∈ G, el nodo A tenga
a lo más |A| hijos. Nótese que A = {A1, .., Ak} para algún k ∈ N y luego entonces A tiene
como hijos (ai)

r
i=1 con r ≤ k. Luego, pedimos que para todo i entre 1 y r debe existir D ∈ Gρ

y un único j tal que D|Aj 6= {Aj} y que D|Aj = ai. Con ello estamos pidiendo que cada hijo
de A en el árbol (que pueden ser una cantidad arbitraria) cumpla con ser formado por una
recombinación permitida de algún fragmento del nodo A. Esta condición debe respetar el
orden de los elementos en A, es decir, si en aquella definición tomamos i < i′, entonces el j
y j′ tales que D|Aj = ai y D′|Aj′ = ai′ cumple que j < j′. Note que lo ultimo define los arcos
E según los hijos que cada A ∈ G posee.

Consideramos entonces cualquier árbol T que cumpla las restricciones ya dichas y defini-
mos el conjunto

SI = {A : A ∈ A,A ∈ G} ∪ {{I}}.

Este conjunto son todas las partes de I que el proceso fragmenta cuando sigue la trayectoria
dada por T . Modificamos T con el siguiente algoritmo:

1. Agregamos un nodo extra, r := {I} y conectamos r con δ0 por una rama (Notar que
rama no es lo mismo que arco).

2. Agregamos una rama y una hoja (que distinguiremos de los nodos) desde cada nodo
A ∈ G tal que cada uno que exactamente |A| líneas (líneas son la unión de arcos y
ramas) salientes a él y la misma cantidad de hijos.

3. A cada hoja se le identificara con un elemento en SI con la siguiente regla. Si la hoja fue
agregada significa que su padre tenia, originalmente, menos de |A| hijos. Eso significa
que existe Ai ∈ A que no corresponde con ningún hijo de |A|. Luego usamos Ai para
identificar la hoja. Si hay más de un hijo lo anterior se hace asegurando que no exista
repetición. Además se entiende que lo anterior se hace respetando el orden de los hijos
que se le pide al árbol originalmente, es decir, si se le identifica con Ai entonces el vértice
es el i-esimo hijo de A. Note que entonces los vértices originales están identificados con
particiones de subconjuntos de I, mientras que los nuevo solo con subconjunto de I.

Denotamos por R las ramas que agregamos en aquel proceso al árbol y H las hojas. Note
que según lo anterior tenemos que:
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R = {(r, δ0)} ∪ {(A,B) : A,B ∈ G,B ⊆ I}

A través de este proceso, desde T obtenemos un árbol T I := (G, E,R, δ0), donde R son las
ramas que agregamos.

Definición 3.1 Los árboles T I = (G, E,R, δ0) obtenidos con el procedimiento anterior son
llamados árboles de fragmentación, donde δ0 es la raíz y R las ramas.

Observación Los vértices nuevos que fueron agregados no están incluidos en G en el árbol
de fragmentación. Esto hace la notación sea mas sencilla en lo que sigue y por otro por que
los nodos que agregamos se deducen fácilmente de los ya existentes.

Finalmente denotamos LG como las hojas del árbol fragmentado definido por G, es decir,
los elementos maximales para ≤ en G. Nótese que las ramas, salvo una, son todas incidentes
a LG, es decir, se verifica que:

R = {(r, δ0)} ∪ {(A,B) : A ∈ G,B ∈ LG}

Intuitivamente LG es el estado final del proceso de fragmentación al seguir la trayectoria
codificada por T I . Se puede ver el ejemplo 3.2 para entender como se modifica T para llegar
a T I y los conceptos antes mencionados.

[{1, 6, 7}{2, 3, 4}{5}]

[{1}{6, 7}]

[{6}{7}]

[{2, 3}{4}]

(a) Árbol T = (G, E, δ0).

[{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}]

[{1, 6, 7}{2, 3, 4}{5}]

[{1}{6, 7}]

[{6}{7}]

[{2, 3}{4}] {5}

{1}

{6} {7}

{2, 3} {4}

(b) Árbol de fragmentación T I = (G, E,R, δ0).

Figura 3.2: En este ejemplo se considera I = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, δ0 = [{1, 6, 7}, {2, 3, 4}, {5}]
y tasas tal que {D1,D2,D3} ⊆ Gρ con D1 = [{1, 6, 7}, {2, 3, 4}, {5}],D2 =
[{1}, {2, 3}, {4, 5}, {6, 7}] y D3 = [{1, 2, 3, 4}, {5}, {6}, {7}].En (a) se aprecia T , un árbol
que cumpĺe las características anteriormente mencionadas, notar que ambas transiciones de
la raíz son hechas por usar D2 pero no tendría por que ser así, y en (b) aparece el árbol de
fragmentación asociado a T , en las líneas salen asignados los elementos de S que corresponden
según el algoritmo y se tiene que LG = [{1}, {2, 3}, {4}, {5}, {6}, {7}].

Algo que es importante notar, para trabajar posteriormente con estos árboles, es que los
conceptos de stump set, cut set, etc. definidos en la sección 1.4 solo dependen de los arcos y no
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de las ramas. Dado que nuestro algoritmo no afecta los vértices ni los arcos, entonces podemos
definir de igual manera, para H ⊆ E y A ∈ G el árbol fragmentado T IA(H), notar que éste es
el formado por borrar de T los arcos en H y luego a TA(H) hacerle el procedimiento anterior.
Luego, definiendo IA = ∪A∈AA, tenemos que T IA(H) tiene como conjunto de vértices GA(H)
y contiene información de los fragmentos en SIA = {B : B ∈ B,B ∈ GA(H)∪} ∪ {{IA}} y
tiene nodo extra rA.

Con esto tenemos, además, la noción de bosque fragmentado T I − H de T I , es cual es
la unión disjunta de los árboles fragmentados T IA(H) donde A = δ0 o bien A es el extremo
superior de algún arco en H. Nótese que luego tiene sentido definir el Poset de bosques
fragmentados ({T I −H : H ⊆ E},�F ) con la relación isomorfa a D(T ), es decir; T I −H �F
T I −K si y solo si H � K.

Ahora relacionamos estos conceptos con nuestro problema. Para ello primero definimos
tiempos de paradas útiles para relacionar (Xu)0≤u≤t con algún árbol de fragmentación. Con-
sidere algún árbol de fragmentación T I y sea A ∈ G. Note que luego, por construcción, existe
U ⊆ I tal que A ∈ D(U) y A 6= {U}. Luego, tiene sentido definir

TA = mı́n{t ≥ 0 : Xt|U = A}.

Esta es la primera vez que ocurre una recombinación según A en el proceso de fragmentación
(Xt)t≥0. Con lo anterior, para todo U ⊆ I tiene sentido definir

TU = mı́n{TB : B ∈ D(U),∃D ∈ Gρ t.q.D|U = B},

la primera vez que ocurre una recombinación en los sitios U . Con los tiempos de parada
anteriores definimos los siguientes eventos de interés, si bien la notación no va a ser clara en
este momento va a tomar sentido más adelante:

Maxt(G) = {máx{TA : A ∈ G} ≤ t < mı́n{TA : A ∈ LG}},

m(∅) =
⋂
A∈G

{TA = mı́n{TB : B ∈ GA(∅)}},

donde GA(∅) es el subárbol de T I con raíz A. Maxt(G) dice que el proceso de fragmentación
a hecho exactamente las transiciones correspondientes al árbol T I antes del tiempo t, y m(∅)
dice que las ha hecho respetando el orden establecido por T I ; desde la raíz hacia abajo.
Luego si ambos eventos se cumplen tenemos que T I codifica correctamente la trayectoria
de la cadena subyacente del proceso de fragmentación. Por lo anterior hacemos la siguiente
definición.

Definición 3.2 Llamamos a que (Xu)0≤u≤t calce con el árbol de fragmentación T I al evento:

Ft(T I) = Maxt(G) ∩m(∅).

Es decir, la trayectoria de la cadena subyacente de (Xu)0≤u≤t es justamente codificada por
T I . Note que, en particular LG = Xt.

Definición 3.3 Para δ ∈ Y(Gρ) definimos como τ(δ) el conjunto de todos los árboles de
fragmentación tales que LG = δ.
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Observación Tanto los árboles de fragmentación como el junto τ(δ) presentan una depen-
dencia de los sitios I y las tasas ρ, lo que no hacemos explicito para alivianar la notación.

Dado que los árboles de fragmentación codifican la trayectoria de la cadena subyacente
hasta el tiempo t se tiene la igualdad:

{Xt = δ} =
⋃

T I∈τ(δ)

Ft(T I),

donde es posible notar que aquella unión es disjunta, luego tenemos la fórmula:

P(Xt = δ) =
∑

T I∈τ(δ)

P(Ft(T I)). (3.1)

Así, hemos reducido el problema de obtener la ley del proceso de fragmentación a calcular
P(Ft(T I)). Para ello usaremos dos caminos. En primer lugar, se exploran técnicas combina-
toriales para llegar a una fórmula para P(Ft(T I)). Esta fórmula, si bien no nos lleva a la
fórmula explícita, ayuda a entender que la estructura no es tan diferente a lo encontrado en
[4] para el caso de recombinación simple. Así, con esto en mente, es que posteriormente, se
desarrolla una técnica inductiva sobre estos árboles, la cual sí lleva a una fórmula explícita.

3.1. Técnica combinatorial

Ahora, buscamos un contexto donde usar la transformada de Möbius para estudiar la
probabilidad que buscamos. Sea T I = (G, E,R, δ0) un árbol de fragmentación.

Definición 3.4 Definimos, para A ∈ G y H ⊆ E, LGA(H) como las hojas del árbol fragmen-
tado T IA(H). De lo anterior definimos los eventos

Maxt(GA(H)) = { máx
A∈GA(H)

TA ≤ t < mı́n
B∈LGA(H)

TB},

Mint(GA(H)) = { mı́n
A∈GA(H)

TA ≤ t < mı́n
B∈LGA(H)

TB}.

Definición 3.5 Definimos, para todo H ⊆ E, el evento:

m(H) =
⋂
A∈G

{TA = mı́n
B∈GA(H)

TB}

Observación En la definición de m(H) podemos recorrer los vértices de distinta manera y
cambiar como expresar el mínimo y ver que:

m(H) =
⋂

Tα(H)⊆T I−H

⋂
A∈Gα(H)

{TA = mı́n
B∈GA(H)

TB} =
⋂

Tα(H)∈T I−H

⋂
A∈Gα(H)

⋂
B∈GA(H)

{TA ≤ TB}.

Note que nuestro interés es, entonces, calcular P(Maxt(G) ∩m(∅)). Esto pues Ft(T I) =
Maxt(G)∩m(∅) (y entonces la notación anterior cobra sentido en general). Para ello la técnica
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es calcular P(Mint(Gδ0(K)) ∩m(K)) para K ⊆ E arbitrario, y a través de la transformada
de Möbius obtener la probabilidad que nos interesa. Esta técnica ya fue explorada en [4]
para recombinaciones simples, por ello se espera que de luces de como se comporta el caso de
recombinaciones múltiples. Con esto en mente enunciamos y demostramos el siguiente lema:

Lema 3.6 Para todo T I = (G, E,R, δ0) árbol de fragmentación y K ⊆ E tenemos que:

P(Mint(Gδ0(K)) ∩m(K)) =
∑

C∈C(Tδ0 (K))

P(Maxt(Gδ0(K ∪ C)) ∩m(K ∪ C)). (3.2)

Demostración. Primero note que podemos descomponer el mínimo en Gδ0(K) según el sub-
conjunto de nodos que lo alcanza:

{ mı́n
A∈Gδ0 (K)

TA ≤ t} =
⋃̇

∅6=A⊆Gδ0 (K)

{máx
β∈A
Tβ ≤ t < mı́n

γ∈Gδ0 (K)\A
Tγ}, (3.3)

donde se tiene que aquella unión es disjunta. Luego, intersectando con m(K) obtenemos que
la fórmula 3.3 se transforma en:

{ mı́n
A∈Gδ0 (K)

TA ≤ t} ∩m(K) =
⋃̇

∅6=A⊆Gδ0 (K)

{máx
β∈A
Tβ ≤ t < mı́n

γ∈Gδ0 (K)\A
Tγ} ∩m(K). (3.4)

Note quem(K) implica que ∀A ∈ G(K), para todo B ∈ GA(H) tenemos que TA ≤ TB. Luego,
suponga que A 6∈ R(Tδ0(K)), es decir, no es un stump set. Recordemos que el conjunto de
los stump set para un árbol T con raíz γ esta dado por:

R(T ) := {Vγ(H) : H ⊆ E}.

Luego, existe a ∈ A, b ∈ Gδ0(K) tal que b ≤ a. Note que, en particular a ∈ Gb(K). Por lo
anterior m(K) implica que Tb ≤ Ta, y así:

m(K) ∩ {maxβ∈ATβ ≤ t < minγ∈Gδ0 (K)\ATγ} ⊆ {Tb ≤ Ta} = ∅.

Luego, podemos asumir que A ∈ R(Tδ0(K)). Es decir, la fórmula 3.4 se transforma en:

{ mı́n
A∈Gδ0 (K)

TA ≤ t} ∩m(K) =
⋃̇

A∈R(Tδ0 (K))

{máx
β∈A
Tβ ≤ t < minγ∈Gδ0 (K)\ATγ} ∩m(K).

Además note, si definimosM(Gδ0(K)\A) como el conjunto de vértices minimal en Gδ0(K)\A
para ≤ se verifica

{ mı́n
β∈Gδ0 (K)\A

Tβ ≤ t} ∩m(K) = { mı́n
β∈M(Gδ0 (K)\A)

Tβ ≤ t} ∩m(K).

En efecto, supongamos que no es así, luego ∃z ∈ (Gδ0(K) \ A) \ M(Gδ0(K) \ A) tal que
mı́nβ∈Gδ0 (K)\A Tβ = Tz < mı́nβ∈M(Gδ0 (K)\A)) Tβ. Pero como z 6∈ M(Gδ0(K) \ A)) entonces
∃w ∈ Gδ0(K) \ A tal que w ≤ z. Note que, en particular, z ∈ Gw(K). Luego, m(K) implica
que Tw ≤ Tz, lo que es una contradicción, puesto que w ∈M(Gδ0(K) \A). Así obtenemos de
la fórmula 3.4 la identidad:

{minA∈Gδ0 (K)TA ≤ t} ∩m(K) =
⋃̇

A∈R(Tδ0 (K))

{maxβ∈ATβ ≤ t < minγ∈M(Gδ0 (K)\A)Tγ} ∩m(K),
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lo que, intersectando con {t < mı́nβ∈LGδ0 (K)
Tβ}, implica que:

Mint(Gδ0(K)) ∩m(K) = {minA∈Gδ0 (K)TA ≤ t < minβ∈LGδ0 (K)
Tβ} ∩m(K)

=
⋃̇

A∈R(Tδ0 (K))

{maxβ∈ATβ ≤ t < minγ∈M(Gδ0 (K)\A)Tγ} ∩m(K) ∩ {t < minβ∈LGδ0 (K)
Tβ}.

(3.5)

Ahora, note que:

m(K)∩{t < minγ∈LGδ0 (K∪∂(A))
Tγ} = m(K)∩{t < minγ∈M(Gδ0 (K)\A)Tγ}∩{t < minβ∈LGδ0 (K)

Tβ}.

Esto pues el evento de la derecha corresponde al hecho que las transiciones del proceso de
fragmentación respetan el orden del árbol, salvo que no hace ninguna división pasado los
nodos de M(Gδ0(K) \A) y no hace ninguna división que no esté en el árbol. Pero, dado que
no hace ninguna división extra, es lo mismo que decir que respeta el orden del grafo y que
no hace ninguna división en lo que queda después de Gδ0(K) \ A = Gδ0(K ∪ ∂A), que es el
evento de la izquierda.

Además notando que a cada A stump set le podemos asignar ∂(A) ∈ C(Tδ0(K)) de forma
biyectiva (según lo visto en la sección 1.4). Queda, usando lo anterior en 3.5,que:

Mint(Gδ0(K)) ∩m(K) =
⋃̇

C∈C(Tδ0 (K))

{maxβ∈Gδ0 (K∪C)Tβ ≤ t < minβ∈LGδ0 (K∪C)
Tβ} ∩m(K)

=
⋃̇

C∈C(Tδ0 (K))

Maxt(Gδ0(K ∪ C)) ∩m(K). (3.6)

Para concluir solo basta ver que:

Maxt(Gδ0(K ∪ C)) ∩m(K) = Maxt(Gδ0(K ∪ C)) ∩m(K ∪ C).

En efecto;,notemos que es claro que el evento de la derecha está contenido en el de la izquierda.
Veamos la otra inclusión; supongamos que esta no es cierta. Dado que tenemos m(K ∪ C)
al lado derecho, entonces existe un evento en que existe x ≤ y tal que x ∈ Gδ0(K ∪ C),
y ∈ Gδ0(K) \Gδ0(K ∪C) con Ty ≤ Tx, note como x ∈ Gδ0(K ∪C) entonces Ty < t. Pero por
donde vive y tenemos que Ty < t ⇒ minβ∈LGδ0 (K∪C)

Tβ < t, puesto que debe existir U ⊆ I

tal que y ∈ D(U). Si ocurre lo anterior, entonces minβ∈LGC (K∪C)Tβ ≤ t, lo que implica que la
intersección con Maxt(Gδ0(K ∪C)) es vacía, y así tenemos la contradicción. Usando esto en
la identidad 3.6 tenemos, como se esperaba demostrar, que:

P(Mint(Gδ0(K)) ∩m(K)) =
∑

C∈C(Tδ0 (K))

P(Maxt(Gδ0(K ∪ C)) ∩m(K ∪ C)).

Del lema anterior podremos, usando la fórmula de inversión de Möbius, ver el Teorema
1.42, y obtener una fórmula para el evento Maxt(Gδ0(K)) ∩m(K), lo que nos da el primer
teorema:
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Teorema 3.7 Para cada K ⊆ E:

P(Maxt(Gδ0(K)) ∩m(K)) =
∑

H⊆Eδ0 (K)

(−1)|H|P(Mint(Gδ0(H ∪K)) ∩m(H ∪K)). (3.7)

Demostración. De la fórmula 3.2 tenemos:

P(Mint(Gδ0(K)) ∩m(K)) =
∑

C∈C(Tδ0 (K))

P(Maxt(Gδ0(K ∪ C)) ∩m(K ∪ C))

=
∑
H⊆E

H\K∈C(Tδ0 (K))

P(Maxt(Gδ0(H)) ∩m(H)), (3.8)

donde la última igualdad es dado el isomorfismo entre D(Tδ0(K)) y {H : H � K}. Nuestro
objetivo es usar inversión de Möbius en la expresión anterior. Para ello primero recordemos
que por el teorema 1.42 la función de Möbius del Poset D(T ) esta dada por, para H � K:

µ(H,K) =

{
(−1)|H|−|K| H \K ∈ C(Tγ(K))

0 en otro caso

Luego es posible ver que la función de Möbius cumple µ(H,K)(−1)|H|−|K| = 1H\K∈C(Tδ0 (K)).
En particular, podemos reescribir la fórmula 3.8 como:

(−1)|K|P(Mint(Gδ0(K)),m(K)) =
∑
H⊆E

(−1)|K|1H\K∈C(Tδ0 (K))P(Maxt(Gδ0(H)) ∩m(H))

=
∑
H�K

(−1)|H|µ(H,K)P(Maxt(Gδ0(H)) ∩m(H)),

donde la última igualdad es por la definición del orden de D. Usando inversión de Möbius en
la última expresión se deduce que

(−1)|K|P(Maxt(Gδ0(K)) ∩m(K))) =
∑
H�K

(−1)|H|P(Mint(Gδ0(H)) ∩m(H)). (3.9)

Utilizando una vez más el isomorfismo de D(Tδ0(K)) se tiene que el elemento de la derecha
de la identidad 3.9 es:∑

H⊆Eδ0 (K)

(−1)|H∪K|P(Mint(Gδ0(H ∪K)) ∩m(H ∪K)).

Con lo que al final deducimos de la identidad 3.9 que:

P(Maxt(Gδ0(K)) ∩m(K))) =
∑

H⊆Eδ0 (K)

(−1)|H|P(Mint(Gδ0(H ∪K)) ∩m(H ∪K)).

Usando lo anterior podemos deducir una identidad para la probabilidad que estamos
intentando calcular:
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Corolario 3.8 Para todo T I = (G, E,R, δ0) árbol de fragmentación se tiene que:

P(Ft(T I)) =
∑
H⊆E

(−1)|H|P(Mint(Gδ0(H)) ∩m(H)) (3.10)

=
∑
H⊆E

(−1)|H|P({ mı́n
A∈Gδ0 (H)

TA ≤ t < mı́n
B∈LGδ0 (H)

TB} ∩ {TA = minB∈GA(H)TB,∀A ∈ G}).

Demostración. Por definición Ft(T I) = Maxt(G) ∩m(∅) y por tanto, evaluando el Teorema
3.7 se sigue la primera igualdad. Para la segunda igualdad basta descomponer por definiciones
los eventos Mint(Gδ0(H)) y m(H).

Observación Lo esperado era poder obtener una fórmula explícita para Mint(Gδ0(H)) ∩
m(H), lo que lamentablemente es bastante más difícil de lo que aparece, producto que los
distintos sitios no son independientes en el proceso de fragmentación. Para notar esto basta
considerar I = {1, 2, 3, 4} y tasas tales que D1,D2 ⊆ Gρ con D1 = [{1}, {2, 3, 4}],D2 =
[{1}, {2, 3}, {4}]. En aquel caso sabemos que si 3 y 4 están en fragmentos distintos, entonces
también lo están 1 y 2, lo que automáticamente descarta independencia entre sitios distintos;
lo que es deseable para poder calcular de alguna manera aquella expresión. Más aún, el
hecho de que tengamos distintas trayectorias para el estado [{1}, {2, 3}, {4}] ya hace, de por
sí, más difícil los cálculos (y lo cual claramente empeora si consideramos recombinaciones
generales). Sin embargo, el corolario anterior ya nos da una buena perspectiva sobre como se
comporta el evento P(Ft(T I)); se calcula utilizando una forma del estilo inclusión-exclusión.
Esta observación es útil en la siguiente sección, para llegar a la fórmula deseada.

3.2. Técnica inductiva

Ahora, usamos otra técnica para calcular P(Ft(T I)). Sin embargo, para ello debemos
introducir mayor notación y propiedades para el proceso de fragmentación.

Primero, debemos entender el generador del proceso restringido a un subconjunto de
sitios. Sea S ⊆ I y δ ∈ Y(Gρ) alguna partición tal que S ∈ δ. ¿Cómo se comporta el proceso
(Xt|S)t≥0 dado que X0 = δ? La propiedad básica que necesitamos está enunciada en la
siguiente proposición:

Proposición 3.9 Sea S ⊆ I. Luego ∀δ ∈ Y(Gρ) tal que S ∈ δ se tiene que Pδ(Xt|S = {S})
es independiente de δ. Más aún, se puede calcular su fórmula explícita y es:

Pδ(Xt|S = {S}) = exp

−t ∑
D∈Gρ

D|S 6={S}

ρD

 . (3.11)
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Observación En general:

Pδ(Xt = δ) = exp

−t∑
D∈Gρ

∑
a∈δ

(δ\{a})∪D|a 6=δ

ρD


Luego no es obvio que al marginalizar a ciertos sitios nuestra permanencia no depende de δ.

Demostración. Notar que, por teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales
ordinarias, el enunciado es equivalente a probar que:

∂tPδ(Xt|S = {S}) = −

 ∑
D∈Gρ

D|S 6={S}

ρD

Pδ(Xt|S = {S}),

y por lo tanto probaremos esta proposición. En efecto:

∂tPδ(Xt|S = {S}) = ∂t
∑

β∈Y(Gρ)
S∈β

P(Xt = β|X0 = δ) =
∑

β∈Y(Gρ)
S∈β

∂tP(Xt = β|X0 = δ).

Usando la proposición 1.21 y el generador del proceso de fragmentación se obtiene que:

∂tPδ(Xt|S = {S}) =
∑

β∈Y(Gρ)
S∈β

∑
γ∈Y(Gρ)

QγβP(Xt = γ|X0 = δ)

=
∑

β∈Y(Gρ)
S∈β

∑
γ∈Y(Gρ)
γ 6=β

QγβP(Xt = γ|X0 = δ) + P(Xt = β|X0 = δ)Qββ.

Por un lado, se tiene que:∑
β∈Y(Gρ)
S∈β

P(Xt = β|X0 = δ)Qββ =
∑

β∈Y(Gρ)
S∈β

P(Xt = β|X0 = δ)[−
∑
D∈Gρ

∑
a∈β

(β\{a})∪D|a 6=β

ρD].

Por otro lado, tenemos que:∑
β∈Y(Gρ)
S∈β

∑
γ∈Y(Gρ)
γ 6=β

QγβP(Xt = γ|X0 = δ) =
∑

γ∈Y(Gρ)
S∈γ

∑
β∈Y(Gρ)
S∈β,γ 6=β

P(Xt = γ|X0 = δ)Qγβ

=
∑

γ∈Y(Gρ)
S∈γ

P(Xt = γ|X0 = δ)
∑

β∈Y(Gρ)
S∈β,γ 6=β
γ β

∑
D∈Gρ
∃a∈γ

(γ\{a})∪D|a=β

ρD

=
∑

γ∈Y(Gρ)
S∈γ

P(Xt = γ|X0 = δ)[
∑
D∈Gρ

∑
a∈γ,a6={S}

(γ\{a})∪D|a 6=γ

ρ(D)].
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Notando que en la suma la variable es muda podemos juntar ambas expresiones y así obtener:

∂tPA(Xt|S = {S}) =
∑

β∈Y(Gρ)
S∈β

P(Xt = β|X0 = δ)[−
∑
D∈Gρ

D|S 6={S}

ρD]

= −

 ∑
D∈Gρ

D|S 6={S}

ρD

PA(Xt|S = {S}),

lo que demuestra la propiedad que necesitábamos.

Lo útil de la proposición es que nos permite hacer cálculos sobre el proceso restringido
a cierta cantidad de sitios. Para ello definimos la siguiente función auxiliar, con el principal
objetivo de facilitar los cálculos.

Definición 3.10 Sean S ⊆ I y δ ∈ Y(Gρ) tal que S ∈ δ . Definimos λSS(t) := Pδ(Xt|S = {S}).
Note que según la fórmula 3.11, esta es independiente de δ y por tanto no hacemos explícita
la dependencia de δ.

La función λSS viene a dar la probabilidad con que el fragmento S se queda sin fragmentar.
Notemos que esta definición puede ser extendida fácilmente. En particular, para cualquier
partición δ de I podemos hacer la extensión utilizando la proposición 2.3:

λIδ(t) := P(Xt = δ|X0 = δ) =
∏
l∈δ

P(Xt|l = {l}|X0 = δ) =
∏
l∈δ

λll(t).

Y se extiende esta para δ′ una partición de S ⊆ I, usando la proposición 3.9 como:

λSδ′(t) := P(Xt|S = δ′|X0 = δ′ ∪ {Sc}) =
∏
l∈δ′

λll(t).

Donde nuevamente ocupamos la independencia para la extensión. Luego λSδ viene a ser,
intuitivamente, la probabilidad con que el proceso deja sin fragmentar cada elemento en
δ′ una vez que éste apareció. Además, podemos usar estas funciones para calcular ciertas
probabilidades en árboles de fragmentación. Con esta idea hacemos la siguiente definición

Definición 3.11 Sea T I = (G, E,R, δ0) un árbol de fragmentación. Definimos entonces,
para A ∈ G y H ⊆ E

λIAGA(H)(t) := λIALGA(H)
(t) =

∏
l∈LGA(H)

λll(t).

Análogamente, si (Ai)ki=1 son vértices de T I tales que LGAi (H) son disjuntos de pares, se usa
la notación:

λ
∪ki=1IAi
∪ki=1GAi (H)

(t) := λ
∪ki=1IAi
∪ki=1LGAi (H)

(t).

Ahora, hagamos un par de observaciones de las funciones λ. En primer lugar, es claro
de la definición, que λSδ (t) = (λSδ (1))t. Luego, denotaremos λSδ := λSδ (1). En segundo lugar
hacemos la siguiente observación:
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Proposición 3.12 Sean J,K ⊆ I con J ∩K = ∅. Sean δ ∈ D(J), δ′ ∈ D(K). Entonces:

λJδ (t)λKδ′ (t) = λJ∪Kδ∪δ′ (t).

Demostración. En efecto;

λJ∪Kδ∪δ′ (t) =
∏
l∈δ∪δ′

λll(t) = (
∏
l∈δ

λll(t))(
∏
l∈δ

λll(t)) = (λLδ (t))(λKδ′ (t)).

Donde usamos solo que δ y δ′ son particiones de sitios disjuntos.

Ahora; ¿cual es el objetivo de las propiedades anteriores? Es que nos permiten calcular
de forma inductiva la ley del proceso de fragmentación. Sea T I = (G, E,R, δ0) un árbol de
fragmentación donde δ0 es la raíz. Luego, tenemos por probabilidades totales, por definición
del evento Ft(T I) y la independencia en fragmentos disjuntos, que:

P(Ft(T I)) =

∫ t

0

P(XT1 = δ0)

 |δ0|∏
i=1

Pδ0(Ft−u(T IDi ))

 dP(T1 = u),

donde (Di)1≤i≤|δ0| son los elementos de δ0. Note que podemos calcular varios términos, esto
según lo visto en la sección 1.3 y dado que una vez que la cadena sale de un estado no vuelve
nunca a él

P(XT1 = δ0) =
ρδ0
ρtot

dP(T1 = u) = ρtote
−ρtotudu.

Así tenemos, notando que λII(u) = e−ρtotu:

P(Ft(T I)) =

∫ t

0

ρδ0

 |δ0|∏
i=1

Pδ0(Ft−u(T IDi ))

λII(u)du. (3.12)

Lo importante de lo anterior es que da una estructura claramente inductiva para trabajar
el problema. Para ello, primero calculemos lo que sería el caso base, |G| = 1. En aquel caso
tenemos que

Pδ0(Ft−u(T IDi )) = Pδ0(Xt−u|IDi = {IDi}) = λ
IDi
IDi

(t− u).

Reemplazando en la fórmula 3.12 y usando la propiedad 3.12 se obtiene

P(Ft(T I)) = ρδ0

∫ t

0

λII(u)[

|δ0|∏
i=1

λ
IDi
IDi

(t− u)]du = ρδ0

∫ t

0

λII(u)λI
∪|δ0|i=1{IDi}

(t− u)du

= ρδ0

∫ t

0

(λII)
u(λI
∪|δ0|i=1{IDi}

)t−udu.

Para calcular lo anterior recordemos que:∫ t

0

aubt−udu =

{
tbt a = b,

bt−at
log(b)−log(a)

b 6= a.
(3.13)
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Donde el primer caso es el límite del segundo, que puede calcularse por L’Hopital. Suponiendo
que λII 6= λI

∪|δ0|i=1{IDi}
tendríamos que:

∫ t

0

(λII)
u(λ∪|δ0|i=1{IDi}

)t−udu =
[λII ]

t − [λ∪|δ0|i=1{IDi}
]t

[log(λII)− log(λ∪|δ0|i=1{IDi}
)]

Así la fórmula 3.12 es:

P(Ft(T I)) = ρδ0

 [λI
∪|δ0|i=1{IDi}

(1)]t − [λII(1)]t

[log(λ∪|δ0|i=1{IDi}
(1))− log(λII(1))]

 .

Para generalizar lo anterior hacemos dos observaciones. Primero, dado que ahí aparece ρδ0
que depende, de forma no explicita, de los sitios I. Así, tenemos que, de alguna forma, poder
reflejar la inducción en esa parte. Con este objetivo definimos las tasas restringidas:

Definición 3.13 Sea U ⊆ I, definimos para todo D′ ∈ D(U):

ρJD′ =
∑
D∈Gρ

D|J=D′|J

ρD

En particular, ρID = ρD para todo D ∈ Gρ.

Es decir, podemos modificar levemente el cálculo obtenido y decir que, si T I es un árbol
de fragmentación con un solo nodo δ0, se tiene que:

P(Ft(T I)) = ρIδ0

 [λI
∪|δ0|i=1{IDi}

]t − [λII ]
t

[log(λI
∪|δ0|i=1{IDi}

)− log(λII)]

 . (3.14)

Lamentablemente, aun no es claro como ocupar lo anterior en alguna hipótesis inductiva.
Esto hasta que hacemos una comparación de la fórmula 3.10 y la fórmula 3.14; ¿Será cierto
que entonces P(Ft(T I)) se calcula como la suma que aparece en 3.10 de los términos de la
forma que aparecen en 3.14? El teorema principal de esta sección viene a establecer una
respuesta afirmativa a esta pregunta.

Teorema 3.14 Sea T I = (G, E,R, δ0) un árbol de fragmentación. Si |G| = 0, entonces
P(Ft(T I)) = (λII)

t. En caso contrario, denotamos por δ0 la raíz de T I y supongamos que para
el árbol T I se tiene que λIAGA(H) 6= λIAIA para todo A ∈ G, H ⊆ E. Entonces se tiene que:

P(Ft(T I)) =
∑
H⊆E

(−1)|H|[(λIGδ0(H)
)t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

. (3.15)

Demostración. Es fácil chequear que si |G| = 0, entonces P(Ft(T I)) = λII(t). Además, ya
probamos el caso base |G| = 1 en el desarrollo anterior. Debemos solo probar el paso inductivo.
De la formula 3.12, tenemos que:

P(Ft(T I)) =

∫ t

0

ρI(δ0)

 |δ0|∏
i=1

Pδ0(Ft−u(T IDi ))

λII(u)du.

41



Para ocupar la hipótesis inductiva suponemos que T IDi tiene al menos un nodo. Esto pues,
si alguno es vació, la demostración siguiente puede adaptarse fácilmente a ese caso, además
que considerarlo solo entorpece más la notación. Así la hipótesis inductiva en esa fórmula se
obtiene que:

P(Ft(T I)) =

∫ t

0

ρI(δ0)(λII)
u

 |δ0|∏
i=1

∑
Hi⊆EDi

(−1)|Hi|[(λ
IDi
GDi (Hi)

)t−u − (λ
IDi
IDi

)t−u]
∏
B∈GDi

ρIBB
log(λIBGB(Hi)

)− log(λIBIB)

 du,

con EDI los arcos del árbol T
IDi y recordamos que (Di)

|δ0|
i=1 son los elementos de δ0. Distribu-

yendo el producto sobre la sumatoria obtenemos que P(Ft(T I)) es:∫ t

0

ρIδ0(λII)
u

 ∑
i=1,..,|A|,Hi⊆EDi

(−1)
∑|δ0|
i=1 |Hi|

|δ0|∏
i=1

[(λ
IDi
GDi (Hi)

)t−u − (λ
IDi
IDi

)t−u]

|δ0|∏
i=1

∏
B∈GDi

ρIBB
log(λIBGB(Hi)

)− log(λIBIB)

 du

Ahora la idea es expandir el término con el producto de las funciones λ. Dado que ahí el álge-
bra se vuelve complicada primero haremos el caso |δ0| = 2 para ejemplificar los argumentos.
Luego, el caso general será más fácil de entender. En efecto, para |δ0| = 2 tenemos que:

|δ0|∏
i=1

[(λ
IDi
GDi (Hi)

)t−u − (λ
IDi
IDi

)t−u] = [(λ
ID1

GD1
(H1))

t−u − (λ
ID1
ID1

)t−u][(λ
ID2

GD2
(H2))

t−u − (λ
ID2
ID2

)t−u]

= [(λ
ID1

GD1
(H1)λ

ID2

GD2
(H2))

t−u − (λ
ID1

GD1
(H1)λ

ID2
ID2

)t−u − (λ
ID2

GD2
(H2)λ

ID1
ID1

)t−u + (λ
ID1
ID1
λ
ID2
ID2

)t−u]

= [(λIGδ0 (H1∪H2))
t−u − (λIGD1

(H1)∪{ID2
})
t−u − (λIGD2

(H2)∪{ID1
})
t−u + (λIδ0)t−u],

luego en aquel caso nos queda que P(Ft(T I)) es:∑
H1⊆ED1

∑
H2⊆ED2

(−1)|H1|+|H2|ρIδ0

(∫ t

0

(λII)
u[(λIGδ0 (H1∪H2))

t−u − (λIGD1
(H1)∪{ID2

})
t−u − (λIGD2

(H2)∪{ID1
})
t−u + (λIδ0)t−u]du

)

×

 ∏
B∈GD1

ρIBB
log(λIBGB(H1))− log(λIBIB)

][
∏
B∈GD2

ρIBB
log(λIBGB(H2))− log(λIBIB)

 ,

Resolvemos la integral que aparece en la formula y obtenemos:∫ t

0

(λII)
u[(λIGδ0 (H1∪H2))

t−u − (λIGD1
(H1)∪{ID2

})
t−u − (λIGD2

(H2)∪{ID1
})
t−u + (λIδ0)t−u]du

= [
(λIGδ0 (H1∪H2))

t − (λII)
t

log((λIGδ0 (H1∪H2))− log(λII)
]− [

(λIGD1
(H1)∪{ID2

}))
t − (λII)

t

log((λIGD1
(H1)∪{ID2

})− log(λII)
]− [

(λIGD2
(H2)∪{ID1

}))
t − (λII)

t

log((λIGD2
(H2)∪{ID1

})− log(λII)
]

+ [
(λIδ0)t − (λII)

t

log(λIδ0)− log(λII)
] =: S1 + S2 + S3 + S4.

Esto nos da que la integral que aparece al calcular P(Ft(T I)) se separa en 4 términos que se
suman. Estos términos lo denotamos por S1, S2, S3 y S4. Con ello tenemos que P(Ft(T I)) es:∑

H1⊆ED1

ρI(δ0)
∑

H2⊆ED2

(−1)|H1∪H2|[S1+S2+S3+S4][
∏
B∈GD1

ρIBB
log(λIBGB(H1))− log(λIBIB)

][
∏
B∈GD2

ρIBB
log(λIBGB(H2))− log(λIBIB)

].
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Notemos que entre los dos productos que aparecen en la fórmula anterior recorremos todos
los nodos de G salvo la raíz que es δ0. Estos términos que faltan son los denominadores de
S1, S2, S3 y S4 junto con ρI(δ0). Esto da la idea de usar el cambio H = H1 ∪H2. Luego, H
tiene 4 opciones;

1. No tomar arcos que salen de la raíz,
2. tomar el segundo arco de la raíz,
3. tomar el primero arco de la raíz,
4. tomar ambos arcos de la raíz.

Cada uno de estos casos será cubierto por S1, S2, S3 y S4 respectivamente. En efecto,
veamos estos cambios. El término correspondiente a S1 es:

∑
H1⊆ED1

∑
H2⊆ED2

(−1)|H1∪H2|ρI(δ0)[
(λIGδ0 (H1∪H2))

t − (λII)
t

log((λIGδ0 (H1∪H2))− log(λII)
]

× [
∏
B∈GD1

ρIBB
log(λIBGB(H1))− log(λIBIB)

][
∏
B∈GD2

ρIBB
log(λIBGB(H2))− log(λIBIB)

].

Hacemos el cambio de variable H = H1 ∪ H2. Note que la variable H1 ∪ H2 recorre todos
los subconjuntos de arcos de ED1 ∪ ED2 , que son todos los arcos de E, salvo aquellos que
contienen los arcos que salen de la raíz. Esto último lo denotaremos E −{δ0}. Además, note
que la productoria recorre todos los posibles nodos, salvo la raíz que es δ0, pero este término
que falta es justamente ρI(δ0)

log(λIGδ0 (H)
)−log(λII)

, el cual podemos armar con S1. Luego, haciendo el

cambio de variable se obtiene que el termino que corresponde a S1 es:

∑
H⊆E−{δ0}

(−1)|H|[(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

.

Que es un termino de la forma que esperábamos. Ahora, veamos qué ocurre con los otros. El
término de P(Ft(T I)), dado por S2, es:

∑
H1⊆ED1

∑
H2⊆ED2

(−1)|H1∪H2|+1ρI(δ0)[
(λIGD1

(H1)∪{ID2
}))

t − (λII)
t

log((λIGD1
(H1)∪{ID2

})− log(λII)
]

× [
∏
B∈GD1

ρIBB
log(λIBGB(H1))− log(λIBIB)

][
∏
B∈GD2

ρIBB
log(λIBGB(H2))− log(λIBIB)

].

Inspirados en el término anterior hacemos el mismo cambio de variable. Note que ahora
λIGD1

(H1)∪{ID2
}) no tiene una dependencia en H2, lo que dificulta incluirlo en el cambio. Para

solucionar esto notamos que λIGD1
(H1)∪{ID2

} = λIGδ0 (H1∪H2), donde H2 es cualquier conjunto
de arcos que contenga el segundo arco que sale de la raíz. En aquel caso haremos el cambio
de variable H = H1 ∪ H2 ∪ e2, con e2 el segundo arco que sale de la raíz (o bien el arco
e2 indexado por ID2 en T I). Note que en la productoria del final no estamos recorriendo la
raíz, luego agregar el arco e2 no hace ningún cambio en aquellos términos, salvo que ahora
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podemos incluir el nuevo término ρI(δ0)

log(λIGD1
(H1)∪{(ID2

})−log(λ
I
I)
, que después del cambio de variable

es ρI(δ0)

log(λIGδ0 (H)
)−log(λII)

. Entonces el término asociado a S2 es:

∑
H⊆E,e1 6∈H,e2∈H

(−1)|H|[(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

.

Que nuevamente es la forma que esperábamos. Ahora el tercer término, dado por S3 se obtiene
análogamente a S2 como:

∑
H⊆E,e2 6∈H,e1∈H

(−1)|H|[(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

.

Así pues, solo nos queda identificar el término dado por S4. Recordemos que este es:

∑
H1⊆ED1

∑
H2⊆ED2

(−1)|H1∪H2|ρI(δ0)[
(λIδ0)t − (λII)

t

log(λIδ0)− log(λII)
]

× [
∏
B∈GD1

ρIBB
log(λIBGB(H1))− log(λIBIB)

][
∏
B∈GD2

ρIBB
log(λIBGB(H2))− log(λIBIB)

].

Note que el término λIδ0 , que queremos incluir en la sumatoria, no tiene dependencia respecto
a H1 ni H2. Sin embargo, λIδ0 = λIGδ0 (H), con H cualquier subconjunto de aristas que contiene
tanto e1 como e2. Note nuevamente que, la productoria que llevamos no recorre la raíz, luego
agregar estos arcos no afecta este término. Así queda que el término dado por S4 es

∑
H⊆E,e1,e2∈H

(−1)|H|+2[(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

.

Nmote que los 4 términos obtenidos recorren distintos conjuntos de arcos de E, pero en total,
recorren todos los subconjuntos de arcos posibles. Juntando todos en una sola sumatoria se
obtiene el teorema para |δ0| = 2 A continuación pasaremos al desarrollo para el caso general.
Para ello note que podemos desarrollar el producto que aparece en P(Ft(T I)):

|δ0|∏
i=1

[(λ
IDi
GDi (Hi)

)t−u − (λ
IDi
IDi

)t−u] =
∑

N⊆{1,2,...,|δ0|}

(−1)|δ0|−|N |(λI[∪i∈NGDi (Hi)]∪[∪i 6∈N{IDi}]
)t−u.

Con esto podemos calcular la integral que aparece en P(Ft(T I)) como:

∫ t

0

(λII)
u

|δ0|∏
i=1

[(λ
IDi
GDi (Hi)

)t−u − (λ
IDi
IDi

)t−u]du =
∑

N⊆{1,2,...,|δ0|}

(−1)|δ0|−|N |
∫ t

0

(λII)
u(λI[∪i∈NGDi (Hi)]∪[∪i 6∈N{IDi}]

)t−udu

=
∑

N⊆{1,2,...,|δ0|}

(−1)|δ0|−|N |
(λI[∪i∈NGDi (Hi)]∪[∪i 6∈N{IDi}]

)t − (λII)
t

log(λI[∪i∈NGDi (Hi)]∪[∪i 6∈N{IDi}]
)− log(λII)

.

44



Con ello tenemos que P(Ft(T I)) es:

ρIδ0

∑
i=1,...,|δ0|,Hi⊆EDi

(−1)
∑|δ0|
i=1 |Hi|

∑
N⊆{1,2,...,|δ0|}

(−1)|δ0|−|N |
(λI[∪i∈NGDi (Hi)]∪[∪i6∈N{IDi}]

)t − (λII)
t

log(λI[∪i∈NGDi (Hi)]∪[∪i6∈N{IDi}]
)− log(λII)

×
|δ0|∏
i=1

∏
B∈GDi

ρIBB
log(λIBGB(Hi)

)− log(λIBIB)
].

Lo que, cambiando las sumatorias, es igual a:

ρIδ0

∑
N⊆{1,2,...,|δ0|}

∑
i=1,...,|δ0|,Hi⊆EDi

(−1)
∑|δ0|
i=1 |Hi|(−1)|δ0|−|N |

(λI[∪i∈NGDi (Hi)]∪[∪i6∈N{IDi}]
)t − (λII)

t

log(λI[∪i∈NGDi (Hi)]∪[∪i6∈N{IAi}]
)− log(λII)

×
|δ0|∏
i=1

∏
B∈GDi

ρIBB
log(λIBGB(Hi)

)− log(λIBIB)
].

Ahora, consideremos algún N ⊆ {1, 2, .., |δ0|} arbitrario y veamos como se ve aquel término.
En aquel caso, inspirados en el desarrollo anterior, hacemos el cambio Ĥ =

⋃|δ0|
i=1Hi. En

aquel caso la productoria del final recorre todos los vértices salvo la raíz que es δ0, y que
para vértices distintos no les afecta los vértices de otras ramas (por independencia). El único
problema es que (λI[∪i∈NGDi (Hi)]∪[∪i 6∈N{IDi}]

) no depende explícitamente de los Hi con i 6∈ N . Sin

embargo, en aquel caso consideramos mejor el cambio H = Ĥ ∪ [∪i 6∈Nei], donde {ei}|δ0|i=1 son
los arcos que salen de la raíz. Luego (λI[∪i∈NGDi (Hi)]∪[∪i 6∈N{IDi}]

) = λIGδ0 (H), y a la productoria
de la derecha no le afecta este cambio pues no ve los arcos que salen de la raíz. Por otro lado,
note que |H| = |Ĥ| + | ∪i 6∈N ei| = |Ĥ| + |δ0 − N | y por tanto, para N fijo, el término de la
suma dado por N es:

∑
H⊆E,∀i 6∈N,ei∈H

(−1)|H|[(λIGδ0 (H))− (λII)
t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

.

Así, tenemos que P(Ft(T I)) es:

∑
N⊆{1,2,..,|δ0|}

∑
H⊆E,∀i 6∈N,ei∈H

(−1)|H|[(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

=
∑

N⊆{1,2,..,|δ0|}
H⊆E,∀i 6∈N,ei∈H

(−1)|H|[(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

.

Pero en el término dentro de sumatoria estamos recorriendo todos los posibles subconjuntos
de arcos. Concluimos que:

P(Ft(T I)) =
∑
H⊆E

(−1)|H|[(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

Que es la fórmula a la que queríamos llegar. Tenemos así el teorema.
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Del teorema anterior se obtiene inmediatamente la fórmula para la ley del proceso de
fragmentación:

Corolario 3.15 Sea I un conjunto de sitios, (ρδ)δ∈D(I) tasas de recombinación sobre estos
sitios y (Xt)t≥0 un proceso de fragmentación a valores en Y(Gρ). Sea δ ∈ Y(Gρ) y t > 0. Si
δ = {I}, entonces P(Xt = δ) = λII(t). En caso contrario, sea τ(δ) el conjunto de todos los
árboles de fragmentación con conjunto de sitios I que cumplen LG = δ y supongamos que
para todo T I ∈ τ(δ) se tiene que λIBGB(H) 6= λIBIB para todo B ∈ G, H ⊆ E. Entonces:

P(Xt = δ) =
∑

T I∈τ(δ)

∑
H⊆E

(−1)|H|[(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

. (3.16)

Del teorema es interesante rescatar resultados ya conocidos para le ley del proceso de
fragmentación en casos más particulares. El siguiente resultado es un ejempĺo de aquello:

Corolario 3.16 Consideremos el caso de tasas de recombinación (ρδ)δ∈D(I) simples y bipa-
rentales, el proceso de fragmentación asociado (Xt)t≥0 y un árbol de fragmentación de este

T I = (G, E,R, δ0) y t > 0 fijo. Si |G| = 0, entonces P(Ft(T I)) = exp

− ∑
δ∈D(I)

ρδt

. En

caso contrario:

P(Ft(T I)) =
∑
H⊆E

(−1)|H|exp

−t ∑
D∈Gρ

∃l∈LGA(H)t.q.D|l 6={l}

ρ(D)


1− exp

− ∑
D∈Gρ

∀l∈LGA(H),D|l={l}

ρ(D)


∏
B∈G

ρB

η
T I(H)
B

,

donde:
η
T I(H)
B =

∑
D∈Gρ

∃C∈GB(H)t.q.D|IC=C

ρD.

Observación La fórmula viene a ser la misma que la encontrada en [4], salvo diferencias de
notación, en este se ocupan los árboles de segmentación, que son levemente diferentes a los
arboles de fragmentación.

Demostración. Dado que la recombinación es simple se tienen automáticamente las hipótesis
del teorema 3.14. Por ello obtenemos que:

P(Ft(T I)) =
∑
H⊆E

(−1)|H|[(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

. (3.17)

De la fórmula anterior solo debemos identificar términos, lo cual podemos hacer dado que
las tasas son simples. Esto inmediatamente, por definición del proceso de fragmentación,
da que la división en cada sitio es independiente del resto (esto puesto que cada una es
determinada por una exponencial independiente del resto antes de la división, y luego de la
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división tenemos independencia por 2.3). En primer lugar:

(λIGδ0 (H))
t =

∏
l∈LGδ0 (H)

λll(t) =
∏

l∈LGδ0 (H)

exp

−t ∑
D∈G

D|l 6={l}

ρD



= exp

− ∑
l∈LGδ0 (H)

∑
D∈Gρ

D|l 6={I}

ρDt

 = exp

−t ∑
D∈Gρ

∃l∈LGδ0 (H)t.q.D|l 6={l}

ρD

 ,

donde las últimas dos igualdades se tienen debido a que las tasas son simples, así solo pueden
actuar en solo un l en LGδ0 (H). Por definición, se tiene que:

(λII)
t = exp(−ρtott).

Por lo tanto:

(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t = exp

−t ∑
D∈Gρ

∃l∈LGδ0 (H)t.q.D|l 6={l}

ρD

− exp(−ρtott)

= exp

−t ∑
D∈Gρ

∃l∈LGδ0 (H)t.q.D|l 6={l}

ρD


1− exp(−t[

∑
D∈Gρ

ρD −
∑
D∈Gρ

∃l∈LGδ0 (H)t.q.D|l 6={l}

ρD])



= exp

−t ∑
D∈Gρ

∃l∈LGδ0 (H)t.q.D|l 6={l}

ρD


1− exp(−

∑
D∈Gρ

∀l∈LGδ0 (H),D|l={l}

ρD)

 .

Y además:
ρIBB =

∑
D∈Gρ

D|IB=B|IB

ρD = ρB.

Donde, dado que las tasas son simples, hay una única que causa división entre dos sitios
dados. Finalmente, un ultimo calculo da que, para todo B ∈ Gδ0(H):

log(λIBGB(H)) =

− ∑
D∈Gρ

∃l∈LGB(H)t.q.D|l 6={l}

ρD

 .

Donde el cálculo es análogo al realizado para calcular (λIGA(H))
t. Por lo tanto, tenemos que:

log(λIBGB(H))− log(λIBIB) = −
∑
D∈Gρ

∃l∈LGB(H).t.q.D|l 6={l}

ρD +
∑
D∈Gρ

D|IB 6={IB}

ρD.
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Ahora, notando que si l ∈ LGB(H), entonces l ⊆ IB podemos separar este término y obtenemos
que:

log(λIBGB(H))− log(λIBIB) =
∑
D∈Gρ

D|IB 6={IB}
∀l∈LGB(H)D|l={l}

ρD =
∑
D∈Gρ

∃C∈GB(H)t.q.D|IC=C

ρD.

Juntando todos los cálculos anteriores y reemplazando en 3.17 tenemos el resultado.

3.3. Posibles extensiones

Del teorema 3.14 es importante notar que la hipótesis que hacemos sobre las tasas es
bastante fuerte. Una primera forma de relajar esta hipótesis, al menos para el nodo raíz, se
deduce de la fórmula 3.13:

Proposición 3.17 Sea T I = (G, E,R, δ0, ) un árbol de fragmentación. Si |G| = 0, entonces
P(Ft(T I)) = (λII)

t. En caso contrario, supongamos que para el árbol T I se tiene que λIBGB(H) 6=
λIBIB para todo B ∈ G \ {δ0}, H ⊆ E. Entonces se tiene que:

P(Ft(T I)) =
∑
H⊆E

λIGδ0 (H)
6=λII

(−1)|H|[(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

+
∑
H⊆E

λIGδ0 (H)
=λII

(−1)|H|t(λIGδ0 (H))
t
∏
B∈G
B6=δ0

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

. (3.18)

Sin embargo, al momento de relajar más la hipótesis sobre las tasas esta situación se
complica. Del cálculo hecho para el teorema 3.14 y de la proposición 3.18 se pueden extender
estas soluciones inductivamente, a través de los niveles en el árbol. Para ello, primero, hacemos
una pequeña definición que ayude a ser mas precisos en esta idea:

Definición 3.18 Diremos que un nodo del árbol de fragmentación T I es singular si es aquel
que viola la hipótesis ya mencionada sobre las tasas. Es decir B ∈ G es singular si λIGB(H) =

λIBIB .

De la fórmula de la proposición 3.18 ya sabemos como se ven las soluciones cuando el
nodo raíz es singular. Supongamos que ahora, en lugar de el ser singular, uno de sus hijos lo
es y supongamos que es el hijo k de δ0. Luego, notando que si Hk provoca la singularidad
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podemos escribir (λ
IDk
GDk (Hk))

t−u = 2(λ
IDk
GDk (Hk))

t−u − (λ
IDk
IDk

)t−u, obtenemos que

(t− u)[(λ
IDk
GDk (Hk))

t−u]

|δ0|∏
i=1,i 6=k

[(λ
IDi
GDi (Hi)

)t−u − (λ
IDi
IDi

)t−u] =

(t− u)
∑

N⊆{1,2,...,|δ0|},k 6∈N

(−1)|δ0|−|N |(λI[Gδ0 (∪i∈NHi)]∪[∪i 6∈N{IDi}]
)t−u

+ 2(t− u)
∑

N⊆{1,2,...,|δ0|},k∈N

(−1)|δ0|−|N |(λI[Gδ0 (∪i∈NHi)]∪[∪i 6∈N{IDi}]
)t−u.

Lo anterior puede ser insertado en las fórmulas que ya hicimos en los cálculos del teorema
3.14 y así despejar una expresión para P(Ft(T I)). Es posible notar que la estructura de la
solución no es la misma, dado que cambió la integral a calcular. Sin embargo, esta misma idea
puede replicarse para obtener P(Ft(T I)). Basta usar la proposición 3.18 en los nodos más
alejados de la raíz que son singulares y extender inductivamente hacia la raíz. Es deseable
que este caso pudiese ser expresable bajo una fórmula cerrada, sin embargo, esto no parece
dar una expresión sencilla.
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Capítulo 4

Comportamiento asintótico del proceso
de fragmentación.

De la fórmula 3.16 tenemos la ley explícita del proceso de fragmentación, pero esta no
da mayor información del comportamiento asintótico. En particular, no permite apreciar con
claridad que el único estado absorbente es Dρ y menos aún la velocidad de convergencia. En
la literatura hay numerosos casos de análisis como el que planteamos, ver [22] por ejemplo.
El problema es que en estos análisis se supone que la cadena es irreducible (es decir, podemos
llegar desde cualquier estado a cualquier otro en alguna cantidad de pasos con probabilidad
positiva), condición que esta cadena no satisface. En esta sección nos enfocamos en tratar de
entender el comportamiento asintótico y la velocidad de convergencia del proceso. Las ideas
de esta sección son similares a las vistas en [19] y las cuales adaptamos desde el caso a tiempo
discreto al tiempo continuo.

Definimos para B ⊆ Y(Gρ), τB = ı́nf{t ≥ 0 : Xt ∈ B}. Para simplificar, si δ ∈ Y(Gρ)
escribimos τδ := τ{δ}. Obviamente Pδ(τδ = 0) = 1, para todo δ ∈ Y(Gρ). En particular, nos
interesa estudiar τ := τDρ . Ya sabemos que Dρ es el único estado absorbente de la cadena y
por tanto Xτ+t = Dρ,∀t ≥ 0. Para ello definimos los siguientes conjuntos de estados y tasas
de interés:

Definición 4.1 Primero definimos los estados que comunican hacia Dρ:

∆ = {δ ∈ Y(Gρ) : δ  Dρ, δ 6= Dρ},

y la tasa máxima de permanencia de estos estados:

η = −máx{Qδ,δ; δ ∈ ∆},

además de los estados que alcanzan esta tasa η:

F = {δ ∈ ∆, Qδ,δ = −η},

y finalmente la tasa máxima de los estados fuera de F :

β0 = −máx{Qδ,δ : δ ∈ Y(Gρ), δ 6= Dρ, δ 6∈ F}.
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Todas estas definiciones tienen como intuición intentar revelar el comportamiento asintó-
tico de la cadena, estudiar los estados que llegan al estado absorbente y con qué velocidad lo
hace.

Observación En [19] se prueba que en el caso discreto, para todo t ∈ N, t > 0, P t
δ,δ es

estrictamente monótona respecto a →, para la variable δ. Sin embargo, con un ejemplo
podemos ver que eso no es cierto, ni siquiera es monótona respecto a  . Ya veremos que
la propiedad realmente importante usada en [19] es algo más débil, pero primero veamos el
ejemplo en cuestión.

En efecto, consideremos D1 = [{1, 2}, {3, 4}] y D2 = [{1}, {2, 3}, {4}], Gρ = {D1,D2}. y
que ρ(D1) < ρ(D2) con δ = {I} y δ′ = [{1, 2}, {3, 4}]. Entonces podemos calcular

Qδ,δ = −(ρ(D1) + ρ(D2))

Qδ′,δ′ = −2ρ(D2),

lo que implica, dado que una vez que volvemos a un estado no volvemos a él, que:

P t
δ,δ > P t

δ′,δ′ .

Nótese que δ  δ′ y que δ → δ′. De forma análoga se puede ver que δ̂ = [{1}, {2}, {3}, {4}]
cumple que δ′ → δ̂,δ′  δ0  δ̂ con δ0 = [{1}, {2}, {3, 4}], pero P t

δ′,δ′ < P t
δ̂,δ̂
. Luego, no hay

una monotonía para el operador P t
δ,δ.

Si bien ya observamos que nuestra cadena no cumple una propiedad de monotonía como en
el caso discreto sí cumple una propiedad similar que será suficiente para nuestros propósitos:

Proposición 4.2 Sea δ ∈ Y(Gρ), δ 6= Dρ, δ 6∈ ∆. Entonces para todo δ′ ∈ ∆ tal que:

Pδ(τδ′ <∞) > 0,

tenemos que, para todo t > 0:
P t
δ,δ < P t

δ′,δ′ .

Demostración. Note que para esto, dado que una vez que salimos de un estado no volvemos
a él, basta ver que Qδ,δ < Qδ′,δ′ .

En primer lugar, recordemos que δ′  Dρ. Luego ∃!d̄ ∈ δ′ tal que δ′  d̄ Dρ. Note que
en particular, δ′|d = Dρ|d para todo d ∈ δ′, d 6= d̄. Con ello, para todo D ∈ Gρ y todo
d ∈ δ′, d 6= d̄ tenemos que (δ′ \ {d}) ∪D|d = δ′.

Como Pδ(τδ′ < ∞) > 0 eso significa, en particular, δ ≤ δ′. Luego, para todo D ∈ Gρ tal
que (δ′ \ {d̄}) ∪D|d̄ 6= δ′ debe existir ā ∈ δ tal que (δ \ {ā}) ∪D|ā 6= δ.

Finalmente, note que δ 6∈ ∆, luego existe D1 ∈ Gρ y d1 ∈ δ tal que:

(δ \ {d1}) ∪D1|d1 = δ1 6= δ.
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Como δ ≤ δ′ sin pérdida de generalidad δ1 ≤ δ′. Por las observaciones anteriores tenemos
que ∀d̂ ∈ δ′ tal que d̂ ⊆ d1 se tiene que (δ′ \ {d̂}) ∪ D1|d̂ = δ′, pero (δ \ {d1}) ∪ D1|d1 6= δ.
Con ello:

−Qδ′,δ′ =
∑
D∈Gρ

∑
a∈δ′

(δ′\{a})∪D|a 6=δ′

ρ(D) =
∑
D∈Gρ

(δ\{d̄})∪D|d̄ 6=δ′

ρ(D) <
∑
D∈Gρ

(δ̂\{d̄})∪D|d̄ 6=δ′

ρ(D) + ρ(D1)

≤
∑
D∈Gρ

∑
a∈δ

(δ\{a})∪D|a 6=δ

ρ(D) = −Qδ,δ.

Y por tanto, Qδ,δ < Qδ′,δ′ . Dado que una vez que abandonamos un estado no volvemos a el
se sigue la proposición.

Ahora establecemos un lema que permite controlar el comportamiento de los estados en
F .

Lema 4.3
∀δ ∈ F , t > 0 : P t

δ,δ + P t
δ,Dρ = 1.

Demostración. Procedamos por contradicción. Sea δ ∈ F y considere δ′ 6= δ tal que δ  δ′,
δ′ 6= Dρ y P t

δ,δ′ > 0. Entonces, en particular, Qδ,δ′ > 0. Dado que Dρ es absorbente, debe
existir δ̂ ∈ ∆ tal que Pδ′(τδ̂ <∞) > 0 (podría darse que δ′ = δ̂). Sin embargo, dado que una
vez que nuestra cadena sale de un estado nunca regresa, δ 6= δ̂.

En particular, note que δ ≤ δ̂ donde ambos están en ∆. Luego existen únicos dδ ∈ δ y dδ̂ ∈ δ̂
tal que δ|d = Dρ|d para todo d ∈ δ, d 6= dδ y δ̂|d′ = Dρ|d′ para todo d′ ∈ δ̂, d′ 6= dδ̂. Nótese
que δ|d = δ̂|d para todo d ∈ δ, d 6= dδ. Recuerde que δ  δ′, y luego existe D′ ∈ Gρ tal que
(δ \{dδ})∪D′|dδ = δ′. Además, como δ′ ≤ δ̂ tenemos que para todo d̂ ∈ δ̂, (δ̂ \{d̂})∪D′|d̂ = δ̂.
Entonces

η = −Qδ,δ =
∑
D∈Gρ

∑
a∈δ

(δ\{a})∪D6=δ

ρ(D) =
∑
D∈Gρ

(δ\{dδ})∪D|dδ 6=δ

ρ(D) = (
∑

D∈Gρ,D 6=D′

(δ\{dδ})∪D|dδ 6=δ

ρ(D)) + ρ(D′))

>
∑

D∈Gρ,D 6=D′

(δ\{dδ})∪D|dδ 6=δ

ρ(D) ≥
∑
D∈Gρ,

(δ̂\{dδ̂})∪D|dδ̂ 6=δ̂

ρ(D) = −Qδ̂,δ̂.

Lo que implica que −η = max{Qδ,δ : δ ∈ ∆} < Qδ̂,δ̂ con δ̂ ∈ ∆ lo que es una contradicción.

Finalmente, probamos un último lema, que es aquel que permite controlar la velocidad
con que la cadena converge al estado absorbente o los estados en F .

Lema 4.4 Recordar que definimos β0 = −max{Qδ,δ : δ ∈ Y(Gρ), δ 6= Dρ, δ 6∈ F}. Luego se
tiene que:

∀θ > 0;∃C = C(θ) : P(∀u ≤ t;Xu 6∈ F ∪ {Dρ}) ≤ C(e−β0 + θ)t.
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Demostración. En lo que sigue recordemos que θ es un número positivo, fijo y arbitrario.

Sea U = Y(G)\(F∪{Dρ}). Suponemos que Y(G)\(F∪{Dρ}∪{I}) 6= ∅, si no el resultado
es obvio. Luego asumimos que este es no vacío y por tanto U es no vacío. Fijemos en lo que
sigue δ1 = {I} y para cada s ≥ 2 consideramos la familia de caminos de largo s contenidos
en U :

C(U, s) = {(δ1, ..., δs) ∈ U s : ∀r ≤ s− 1, δr  δr+1 y δr 6= δr+1}.

Notemos que Qδr,δr+1 > 0 para todo 0 ≤ r ≤ s− 1. Luego:

{∀u ≤ t : Xu 6∈ F ∪ {Dρ}} =
⋃
s≥2

⋃
(δ1,..,δs)∈C(U,s)

{(Xu)t≥u≥0 7→ (δ1, δ2, ..., δs)}.

Donde entendemos que (Xu)t≥u≥0 7→ (δ1, δ2, .., δs) si toma el camino (δ1, δ2, .., δs), es decir, si
existen tiempo 0 < t1 <, ..., < ts−2 < ts−1 = t tal que X0 = δ1, Xt1 = δ2, ..., Xts−1 = δs y para
todo 0 < w < t existe j tal que Xw = δj. Así:

P(∀u ≤ t;Xu 6∈ F ∪ {Dρ}) ≤
∑
s≥2

∑
(δ1,...,δs)∈C(U,s)

P((Xu)t≥u≥0 7→ (δ1, δ2, .., δs))

Ahora, usamos probabilidades totales respecto a los tiempos de espera de la cadena (Sn)s−1≥n≥1

y la cadena subyacente (refiérase a la definición 1.19). Para ello definimos la notación:

~S(t1, .., ts−1) := (S1 = t1, S2 = t2, .., Ss−1 = ts−1)

~XT (δl1 , δl2 , ..., δls−1) := (XT1 = δl1 , XT2 = δl2 , ..., XTs−1 = δls−1)

µ(t1, .., ts−1, δl1 , δl2 , ..., δls−1) := P
(
~S(t1, .., ts−1), ~XT (δl1 , δl2 , ..., δls−1)

)
Donde Ts−1 =

∑s−1
i=1 Si. Denotando ~t = (t1, .., ts−1) y ~δ = (δl1 , .., δls−1) se obtiene, por proba-

bilidades totales; ∑
s≥2

∑
(δ1,...,δs)∈C(U,s)

P((Xu)t≥u≥0 7→ (δ1, δ2, .., δs))

=
∑
s≥2

∑
(δ1,...,δs)∈C(U,s)

∫
0≤

∑s−1
i=1 ti≤t

0≤ti

∑
δl1 ,..,δls∈X (Gρ)

P
(

(Xu)t≥u≥0 7→ (δ1, δ2, .., δs)|~S(~t), ~XT (~δ)
)
dµ(~t, ~δ).

En primer lugar, notemos que si δli 6= δi+1 para algún i entonces la probabilidad anterior es
0. Luego, podemos olvidar la suma interior. Por propiedad de Markov:

P((Xu)t≥u≥0 7→ (δ1, δ2, .., δs)|~S(t1, .., ts−1), ~XT (δl1 , δl2 , ..., δls−1))

= (P((Xu)0≤u≤
∑s−1
i=1 ti

7→ (δ1, ..., δs)|~S(t1, .., ts−1), ~XT (δl1 , δl2 , ..., δls−1))P
t−

∑s−1
i=1 ti

δs,δs
≤P t−

∑s−1
i=1 ti

δs,δs
.

Notemos que, por definición de β0, y como δs ∈ U , tenemos que P t−
∑s−1
i=1 ti

δs,δs
≤ e−β0(t−

∑s−1
i=1 ti) y

así:

P((Xu)t≥u≥0 7→ (δ1, δ2, .., δs)|~S(t1, .., ts−1), ~XT (δl1 , δl2 , ..., δls−1)) ≤ e−β0(t−
∑s−1
i=1 ti).
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En segundo lugar, notemos que si P(XTi−1
= δi) = 0 para algún i entonces podemos sacar

el término de la sumatoria. Sin perdida de generalidad este es no nulo y podemos hacer lo
siguiente:

dP(T1 = t1, ..., Ts−1 = ts−1, XT1 = δ2, .., XTs−1 = δs)

=dP(T1 = t1, ..., Ts−1 = ts−1|XT1 = δ2, .., XTs−1 = δs)P(XT1 = δ2, .., XTs−1 = δs)

=P(XT1 = δ2, .., XTs−1 = δs)
s−1∏
i=1

fTi|{XTi−1
=δi}(ti)dti,

donde usamos que fTi son variables aleatorias independientes condicional a la cadena sub-
yacente dada por los estados XT . Más aún, estas tienen como densidad la de una variable
aleatoria exponencial de parámetro −qXTi−1

,XTi−1
, y estamos condicionando a que cada XTi−1

está en U . Usando nuevamente la definición de β0 obtenemos:

fTi|{XTi−1
=δi}(ti) = −qXTi−1

,XTi−1
e
tiqXTi−1

,XTi−1 ≤ ( máx
δ∈Y(Gρ)

−qδ,δ)e−tiβ0

Luego, renombrandoK = máx
δ∈Y(Gρ)

−qδ,δ y acotando P(XT̂1
= δ2, .., XT̂s−1

= δs) por 1 obtenemos
que:

P(∀u ≤ t;Xu 6∈ F ∪ {Dρ})

≤
∑
s≥2

∑
(δ1,..,δs)∈C(U,s)

∫
0≤

∑s−1
i=1 ti≤t,0≤ti

e−β(t−
∑s−1
i=1 ti)Ks−1(

s−1∏
i=1

e−tiβ0)dt1, ..., dts−1

=
∑
s≥2

∑
(δ1,..,δs)∈C(U,s)

∫
0≤

∑s−1
i=1 ti≤t,0≤ti

e−β(t−
∑s−1
i=1 ti)Ks−1e−

∑s−1
i=1 tiβ0dt1, ..., dts−1

=
∑
s≥2

∑
(δ1,..,δs)∈C(U,s)

∫
0≤

∑s−1
i=1 ti≤t,0≤ti

e−βtKs−1dt1, ..., dts−1.

Ahora, haremos dos cambios. En primer lugar, notar que basta considerar s ≤ |I|; esto
pues no puede haber ningún camino de más de la cantidad de sitios, luego podemos acotar
superiormente la primera sumatoria. Además de eso podemos calcular la integral:∫

0≤
∑s−1
i=1 ti≤t,0≤ti

dt1, ..., dts−1 =
ts−1

(s− 1)!

∫
0≤

∑s−1
i=1 ti≤t,0≤ti

(s− 1)!

ts−1
dt1, ..., dts−1 =

ts−1

(s− 1)!
.

Lo último pues nos queda la densidad de un vector de uniformes crecientes, la cual integra
1. Ahora podemos considerar a ∈ (0, 1) arbitrario y con eso podemos obtener:

P(∀u ≤ t;Xu 6∈ F ∪ {Dρ}) ≤
(
e−β

a

)t |I|∑
s≥2

Ks−1
∑

(δ1,..,δs)∈C(U,s)

at
ts−1

(s− 1)1
.

Sea φ : R+ → R+ definida por:

φ(t) = at
ts−1

(s− 1)1
.
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Es obvio de la definición que es positiva y continua. Demostraremos que, además, se desvanece
en infinito. En efecto,

0 ≤ ĺım
t→∞

φ(t) ≤ ĺım
t→∞

at
ts−1

(s− 1)!
= ĺım

t→∞

exp(tlog(a)− (s− 1)log(t))

(s− 1)!
= 0,

donde lo ultimo se va a 0 puesto que log(a) < 0, pues a < 1. Por ello ĺımt→∞ φ(t) = 0. Por
tanto, tenemos una función continua y positiva que se desvanece en infinito. Entonces

sup
t≥0

φ(t) = sup
t≥0

at
ts−1

(s− 1)!
<∞.

Así podemos definir:

C1(a) = máx
|I|≥s≥2

sup
t≥0

Ks−1at
ts−1

(s− 1)!
<∞.

Y así se obtiene que:

P(∀u ≤ t : Xu 6∈ F ∪ {Dρ}) ≤
(
e−β0

a

)t |I|∑
s≤2

∑
(δ1,...,δs)∈C(U,s)

C1(a) = (
e−β0

a
)tC(a),

donde:

C(a) =

|I|∑
s≥2

∑
(δ1,...,δs)∈C(U,s)

C1(a) <∞

Luego, eligiendo a tal que e−β0

a
≤ e−β0 + θ y notando que entonces C(a) = C(θ) concluimos

que:
P(∀u ≤ t : Xu 6∈ F ∪ {Dρ}) ≤ C(θ)(e−β0 + θ)t.

Que es lo que se quería probar.

Con los lemas anteriores ya podemos probar el primer teorema. En lo que sigue suponemos
que Q{I},{I} < 0 para que el proceso sea no trivial.

Teorema 4.5 Se tiene que P(τ <∞) = 1. Además, recordar que definimos:

∆ = {δ ∈ Y(Gρ) : δ  Dρ, δ 6= Dρ}
η = −máx{Qδ,δ : δ ∈ ∆}
F = {δ ∈ ∆ : Qδ,δ = −η}

Entonces:
η > 0 ∧ P(τF <∞) > 0

Más aún, la tasa de decaimiento exponencial P(τ > t) satisface:

ĺım
t→∞

eηtP(τ > t) = ĺım
n→∞

eηtP(τ > t,Xt ∈ F) = E(eητF , τF <∞) ∈ (0,∞) (4.1)

Y la distribución cuasi-límite de (Xt)t≥0 en Y(Gρ)∗ = Y(Gρ) \ ({Dρ}) esta dada por:

∀δ ∈ F : ĺım
t→∞

P(Xt = δ|τ > t) =
E(eητδ , τδ <∞)

E(eητF , τF <∞)
(4.2)

∀δ ∈ Y(Gρ)∗ \ F : limt→∞P(Xt = δ|τ > t) = 0 (4.3)
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Demostración. En primer lugar, notemos que para todo δ ∈ ∆ tenemos que existe D̄ ∈ Gρ y
un único d̄ ∈ δ tal que (δ \ {d̄})∪ D̄|d̄ = Dρ. En particular, δ|d = Dρ|d para todo d ∈ δ, d 6= d̄.
Luego:

−Qδ,δ =
∑
D∈Gρ

∑
a∈δ

(δ\{a})∪D|a=δ

ρ(D) =
∑
D∈Gρ

(δ\{d̄})∪D|d̄ 6=δ

ρ(D) ≥ ρ(D̄) > 0.

con ello tenemos que Qδ,δ < 0 para todo δ ∈ ∆ y por tanto η > 0.

Sea ahora δ ∈ F y t > 0. De lo anterior es claro que para t > 0 tenemos que 1 > P t
δ,δ > 0

y P t
δ,Dρ > 0. Además, ya sabemos, del lema 4.3, que ∀δ ∈ F , t ≥ 0 : P t

δ,δ + P t
δ,Dρ = 1. Luego

concluimos que ∀δ ∈ F ; δ  δ′, δ 6= δ′ ⇔ δ′ = Dρ. Ahora recordemos que definimos en el
lema 4.4:

β0 = −max{Qδ,δ : δ ∈ X (Gρ), δ 6= Dρ, δ 6∈ F}.

Demostremos que η < β0. En efecto, supongamos primero que β0 es la tasa de un elemento
δ′ ∈ ∆ \ F entonces:

−η = max{Qδ′,δ′ : δ′ ∈ F} > Qδ,δ,

tomando el máximo adecuado a la derecha obtenemos:

−η > −β0 ⇔ η < β0.

Si δ′ 6∈ ∆, entonces, dado que Dρ es absorbente, existe un camino en Y(Gρ); δ  δ1  ... δr
tal que δr ∈ ∆, y cada δi es distinto. Luego Pδ(τδr < ∞) > 0. Con lo probrado en la
porposición 4.2, P t

δ,δ < P t
δr,δr

y, dado que una vez que volvemos un estado nunca regresamos
a el, tenemos que:

Qδ,δ < Qδr,δr ≤ −η.

Tomando máximo en la parte izquierda se deduce que:

−β0 < −η ⇔ η < β0.

Así tenemos lo que queríamos; η < β0. Ahora, mostraremos que P(τ <∞) = 1. Recordemos,
nuevamente, que X cumple que una vez que vuelve a un estado nunca vuelve a el. Luego,
dado que para todo t > 0 tenemos que P t

δ,δ < 1 si δ 6= Dρ y así:

∀δ ∈ X (Gρ), δ 6= Dρ;Pδ (́ınf{t : Xt 6= δ} <∞) = 1.

Es decir, renombrando Lδ = inf{t : Xt 6= δ} tenemos que Pδ(Lδ < ∞) = 1. Por lo tanto,
dado que la cadena tiene finitos estados y una vez que volvemos no retornamos a él:

P(τ <∞) = P(∃t∗ : Xt∗ = Dρ)
= 1− P(∃δ 6= Dρ, t > 0 : Xt = δ, ∀s > t,Xs = δ)

= 1− Pδ(∃δ 6= Dρ,∀s > 0, Xs = δ)

= 1− Pδ(∃δ 6= Dρ, Lδ =∞) = 1.

Donde lo último es puesto que Dρ es el único estado absorbente además de la propiedad
de Markov. Así τ es finito c.s. Además, dado que existen caminos con probabilidad positiva
desde {I} hasta F , entonces tenemos P(τF <∞) > 0.

56



Ahora nuestro objetivo es probar las identidades límites 4.1 y 4.2. En primer lugar, notemos
que para δ ∈ F , t > 0, dado que P t

δ,δ + P t
δ,Dρ = 1 y el estado Dρ es absorbente, tenemos que:

∀δ ∈ F , t ≥ 0 : Pδ(Xt = δ) = etQδ,δ = e−tη

Nos interesa estudiar:

P(τ > t) = P(τ > t,Xt 6∈ F) + P(τ > t,Xt ∈ F).

Demostraremos primero que:

ĺım
t→∞

P(τ > t,Xt 6∈ F) = 0.

En efecto, dado que hay camino con probabilidad positiva desde {I} a cualquier δ ∈ Y(Gρ),
δ 6= {I} debe existir t0 > 0 tal que:

∀δ ∈ F : P(τδ ≤ t0) > 0.

Consideramos luego α(F) := min{P(τδ < t0) : δ ∈ F} > 0. Notemos que por propiedad de
Markov tenemos que, para todo δ∗ ∈ F :

P(τ > t) ≥
∫ t0

0

P(τ > t|τδ∗ = s)dP(τδ∗ = s) =

∫ t0

0

Pδ∗(τ > t− s)dP(τδ∗ = s)

=

∫ t0

0

e−η(t−s)dP(τδ∗ = s) ≥ e−ηt
∫ t0

0

dP(τδ∗ = s) = e−ηtP(τδ∗ < t0) ≥ e−ηtα(F).

Con esto obtenemos que:
ĺım
t→∞

P(τ > t)eηt ≥ α(F) > 0.

Una segunda cota sale del lema 4.4 tomando 0 < θ < e−η − e−β0 y así

P(Xt 6∈ F|τ > t) =
P(Xt 6∈ F , τ > t)

P(τ > t)
≤ C

α(F)

(
e−β0 + θ

e−η

)t
−−→
t→0

0.

Con ello hemos podemos deducir que:

ĺım
t→∞

P(Xt ∈ F|τ > t) = 1.

Sea ahora δ ∈ F , hacemos el siguiente cálculo usando la propiedad de Markov:

P(τ > t,Xt = δ) =

∫ t

0

P(τ > t,Xt = δ|τδ = s)dP(τδ = s)

=

∫ t

0

P(τ > t|τδ = s)dP(τδ = s)

=

∫ t

0

Pδ(τ > t− s)dP(τδ = s)

=

∫ t

0

Pδ(Xt−s = δ)dP(τδ = s)

=

∫ t

0

e−(t−s)ηdP(τδ = s)

= e−tη
∫ t

0

esηdP(τδ = s).
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Ahora, queremos controlar la densidad dP(τδ = s). Para ello notemos que usando el la
definición 1.19 y expansión de Taylor se obtiene que:

P(s < τδ ≤ s+ h) =
∑

δ′∈Y(Gρ)

P(s < τδ ≤ s+ h|Xs = δ′)P(Xs = δ′)

=
∑

δ′∈Y(Gρ)

Pδ′(0 < τδ ≤ h)P(Xs = δ′)

= o(h) +
∑

δ′∈Y(Gρ);
δ′ δ

Pδ′(τδ ≤ h)P(Xs = δ′)

= o(h) +
∑

δ′∈Y(Gρ);
δ′ δ

Pδ′(Xh = δ)P(Xs = δ′)

= o(h) +
∑

δ′∈Y(Gρ),
δ′ δ

(qδ′,δh+ o(h))P(Xs = δ′).

Luego,
dP(τδ = s) ≤

∑
δ′∈Y(Gρ);
δ′ δ

qδ′,δP(Xs = δ′)ds.

Ahora sea Mδ = máx{qδ′,δ : δ′  δ}; entonces:

dP(τδ = s) ≤Mδ

∑
δ′∈Y(Gρ);
δ′ δ

P(Xs = δ′)ds

= MδP

 ⋃
δ′∈Y(Gρ)
δ′ δ

Xs = δ′

 ds.

Dado que δ ∈ F , tenemos que P s
δ,δ + P s

δ,Dρ = 1, y dado que δ ∈ F ∪ {Dρ}, podemos obtener
la cota:

dP(τδ = s) ≤MδP(∀u ≤ s;Xu 6∈ F ∪ Dρ)ds.
Por el lema 4.4 obtenemos que:

dP(τδ = s) ≤MδC(e−β0 + θ)sds,

para todo θ > 0. Eligiendo θ < e−η − e−β0 se deduce que:∫ ∞
0

esηdP(τδ = s) ≤ CMδ

∫ ∞
0

esη(e−β0 + θ)sds <∞.

Con ello tenemos que:

ĺım
t→∞

etηP(τ > t,X(t) = δ) =

∫ ∞
0

esηdP(τδ = s) = E(eητδ , τδ <∞) <∞. (4.4)

Dado que P t
δ,δ + P t

δ,Dρ = 1 para todo δ ∈ F , t ≥ 0 tenemos que, si τδ < ∞ ⇒ τF = τδ y por
tanto:

eητF1τF<∞ =
∑
δ∈F

eητδ1τδ<∞.
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Lo que permite deducir usando 4.4 que:

E(eητF , τF <∞) =
∑
δ∈F

E(eητδ , τδ <∞) <∞.

Con ello

ĺım
t→∞

eηtP(τ > t,Xt ∈ F) = ĺım
t→∞

∑
δ∈F

eηtP(τ > t,Xt = δ) =
∑
δ∈F

E(eητδ , τδ <∞) = E(eητF , τF <∞).

Ahora, notemos que si δ 6∈ F ∪ {Dρ} tenemos que:

ĺım
t→∞

P(Xt = δ|τ > t) ≤ ĺım
t→∞

P(Xt 6∈ F|τ > t) = 0.

Y para δ ∈ F , notamos que ĺımt→∞ e
ηtP(τ > n) = ĺımt→∞ e

ηtP(τ > n,Xt ∈ F) =
E(eητF , τF <∞) > 0, y por tanto podemos obtener:

ĺım
t→∞

P(Xt = δ|τ > n) = ĺım
t→∞

P(Xt = δ, τ > t)eηt

eηtP(τ > n)
=

E(eητδ , τδ <∞)

E(eητF , τF <∞)
,

lo que nos da 4.2. Además, recordando que ĺımt→∞ P(Xt ∈ F|τ > t) = 1, podemos concluir
que:

ĺım
t→∞

eηtP(τ > n) = ĺım
t→∞

eηtP(τ > t,Xt ∈ F) = E(eητF , τF <∞) ∈ (0,∞).

Lo que da 4.1, y con ello se concluye.

Observación Sea (φδ)δ∈X (G)∗ la distribución cuasi-límite encontrada en la parte anterior; es
decir, φδ = ĺımt→∞ P(Xt = δ|τ > t). Se tiene que,en efecto, es distribución en Y(G)∗, según
el siguiente cómputo:∑

δ∈Y(G)∗

φδ =
∑
δ∈F

ĺım
t→∞

P(Xt = δ|τ > t) = ĺım
t→∞

1

P(τ > t)

∑
δ∈F

P(Xt = δ, τ > t)

=
1

E(eητF , τF <∞)

∑
δ∈F

E(eητδ , τδ <∞) = 1.

El teorema anterior nos da información asintótica de la recombinación de genes Ξt. Sin
embargo, antes de saltar a aquella conclusión nos dedicaremos a entender de mejor manera
el comportamiento asintótico del proceso de fragmentación. En particular estudiaremos sus
distribuciones cuasi-estacionarias y Q-proceso.

Proposición 4.6 Se tiene el siguiente ratio de convergencia, para todo δ ∈ Y(G)∗;

ĺım
t→∞

Pδ(τ > t)

P(τ > t)
=

Eδ(eητF , τF <∞)

E(eητF , τF <∞)
.

Y ambos ratios son nulos solo cuando Pδ(τF <∞) = 0.
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Demostración. Primero, sea δ tal que Pδ(τF <∞) > 0. Notemos que:

ĺım
t→∞

eηtPδ(τ > t) = Eδ(eητF , τF <∞) ∈ (0,∞).

En efecto, tiene sentido hacer los mismos cálculos de la demostración del teorema 4.5 para
Pδ(τ > t,Xt ∈ F) y con ello obtener el resultado de la misma forma que en el teorema
anterior. No hacemos estos cálculos para enfocarnos en la demostración de la proposición.

Ahora, sea δ tal que Pδ(τF <∞) = 0. En aquel caso es claro que Eδ(eητF , τF <∞) = 0 y
por tanto el radio de las esperanzas es 0. Probamos que:

ĺım
t→∞

Pδ(τ > t)

P(τ > t)
= 0.

En efecto, dado que Pδ(τF <∞) = 0 entonces:

Pδ(τ > t) = Pδ(τ > t, τF > t) ≤ P(∀s < t;Xs 6∈ F ∪ {Dρ}),

ocupando el lema 4.4 obtenemos que, para todo t > 0

Pδ(τ > t) ≤ C(e−β0 + θ)t.

Por lo tanto, y dado que ĺımt→∞ e
ηtP(τ > t) > 0 obtenemos que, eligiendo θ < e−η − e−β

ĺım
t→∞

Pδ(τ > t)eηt

P(τ > t)eηt
≤ 1

K
ĺım
t→∞

Pδ(τ > t)eηt ≤ C

K
ĺım
t→∞

(e−β0 + θ)teηt = 0.

Y tenemos el limite dicho y así concluimos.

Proposición 4.7 Sea t > 0. El vector ϕ = (ϕδ)δ∈Y(G)∗ dado por:

ϕδ = Eδ(eητF , τF <∞).

es un vector propio por la derecha del semi-grupo restringido (P t)∗ = P t|Y(G)∗ con valor propio
e−ηt. Más aún, deducimos que ϕ es vector propio de Q∗ = Q|Y(G)∗ con valor propio −η.

Demostración. Separemos en casos, primero sea δ ∈ F , luego Pδ(τF = 0) = 1, lo que implica
que ϕδ = 1. Recordando que en aquel caso P t

δ,δ = e−tη, obtenemos que:

((P t)∗ϕ)δ =
∑

δ′∈Y(Gρ)
δ′ 6=Dρ,δ≤δ′

P t
δ,δ′Eδ′(eητF , τF <∞).

Dado que δ ∈ F tenemos que, por el lema 4.3, P t
δ,δ + P t

δ,Dρ = 1 para todo t ≥ 0,∑
δ′∈Y(Gρ)
δ′ 6=Dρ,δ≤δ′

P t
δ,δ′Eδ′(eητF , τF <∞) = P t

δ,δ = e−tη = e−tηϕδ.

Ahora, si δ 6∈ F consideramos dos casos. Primero, si Pδ(τF <∞) = 0, entonces tenemos que
ϕδ = 0. Por lo tanto, para todo δ′ ∈ Y(Gρ) tal que δ ≤ δ′ tenemos que Pδ′(τF <∞) = 0, pues
si no habría un camino con probabilidad positiva de δ a F , pasando por δ′. Así

((P t)∗ϕ)δ =
∑

δ′∈Y(Gρ)
δ′ 6=Dρ,δ≤δ′

P t
δ,δ′Eδ′(eητF , τF <∞) = 0 = e−ηtϕδ.
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Por último consideramos δ 6∈ F tal que Pδ(τF <∞) > 0. Luego,

e−ηtϕδ = e−ηtEδ(eητF , τF <∞) = e−ηt
∑

δ′∈Y(Gρ)
δ′ 6=Dρ,δ≤δ′

Eδ(eητF , τF <∞, Xt = δ′).

De la última expresión obtenemos por propiedad de Markov que:

e−ηtϕδ = e−ηt
∑

δ′∈Y(Gρ)
δ′ 6=Dρ,δ≤δ′

P t
δ,δ′(e

η)tEδ′(eτFη, τF <∞) = ((P t)∗ϕ)δ.

Y por tanto concluimos que:
(P t)∗ϕ = e−ηtϕ.

Lo anterior para todo t ≥ 0. En particular, podemos derivar y obtener que:

Q∗(P t)∗ϕ = −ηe−ηtϕ,

para todo t > 0. Tomando limite cuando t→ 0 y por continuidad del semigrupo se tiene que:

Q∗ϕ = −ηϕ

Y así φ es vector propio de Q∗ con valor propio −η.

De la última proposición podemos dar una expresión para el Q-proceso asociado al proceso
de fragmentación, es decir, una fórmula para la ley del proceso condicionado a no tocar nunca
su estado absorbente.

Teorema 4.8 Para todo {δi}ki=1 ⊆ Y(G)∗ el siguiente límite existe:

ĺım
t→∞

P(Xt1 = δ1, Xt2 = δ2, ..., Xtk = δk|τ > t),

y se desvanece si para algún i, Pδi(τF < ∞) = 0 o si bien δi 6≤ δi+1. Denotamos luego ∂F el
conjunto de particiones que pueden llegar a F , es decir;

∂F = {δ ∈ Y(G)∗ : Pδ(τF <∞) > 0},

entonces la matriz Q̂ = (Q̂δ,δ′ ; δ, δ
′ ∈ ∂F) dada por:

Q̂δ,δ′ = Qδ,δ′
ϕδ′

ϕδ
= Qδ,δ′

Eδ(eητF , τF <∞)

Eδ′(eητF , τF <∞)
δ, δ′ ∈ ∂F , δ 6= δ′,

Q̂δ,δ = η +Qδ,δ δ ∈ ∂F .

. Define una generador conservativo en ∂F . Además, satisface que:

∀δi ∈ ∂F , i = 0, ...., j : ĺım
t→∞

Pδ0(Xti = δi, i = 1, .., j|τ > t) =

j−1∏
i=0

(etiQ̂)δi,δi+1
.

Es decir, Q̂ es el generador de la cadena de Markov que nunca toca el punto absorbente.
Además:

∀δ ∈ F : Q̂δ,δ′ = 0, ∀δ′ ∈ ∂F ,
∀δ ∈ ∂F \ F : Q̂δ,δ < 0.

Es decir, los elementos de F son los puntos absorbentes de la cadena definida por Q̂.
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Demostración. En primer lugar, notamos que Q̂ esta bien definida, pues para todo δ ∈ ∂F
tenemos que ϕδ 6= 0. Probemos, primero, que Q̂ es conservativa. Dado que ϕ es vector propio
de Q∗, por la proposición 4.7, tenemos que:

(Q∗ϕ)δ = −ηϕδ.

Lo cual, dado que ϕδ = 0 para todo δ ∈ Y(G)∗ \ ∂F , es equivalente a que:∑
δ′∈∂F

Qδ,δ′ϕδ′ = −ηϕδ.

Por lo tanto, para todo δ ∈ ∂F :∑
δ′∈∂F

Q̂δ,δ′ =
∑
δ′∈∂F

Qδ,δ′
ϕδ′

ϕδ
+ η

=
1

ϕδ

∑
δ′∈∂F

Qδ,δ′ϕδ′ + η = −η + η = 0.

Y así esta es conservativa. Para el límite, primero, debemos notar que:

ĺım
t→∞

Pδ′(τ > t− s)
Pδ(τ > t)

= ĺım
t→∞

Pδ(τ > t− s)
P(τ > t− s)

P(τ > t− s)
P(τ > t)

P(τ > t)

Pδ′(τ > t)
.

Por el teorema 4.5:

ĺım
t→∞

P(τ > t− s)
P(τ > t)

= esη ĺım
t→∞

e(t−s)ηP(τ > t− s)
etηP(τ > t)

= esη,

con lo que tenemos:

ĺım
t→∞

Pδ′(τ > t− s)
Pδ(τ > t)

= esη
ϕδ′

ϕδ
. (4.5)

Ahora veamos que el límite del enunciado está bien definido y que cumple la propiedad con
el semi-grupo de Q̂. En primer lugar, si δi 6≤ δi+1 por definición de la cadena X es obvio que
el límite se anula. Además, si para algún i tenemos que Pδi(τF <∞) = 0, entonces:

0 ≤ ĺım
t→∞

P(Xt1 = δ1, ..., Xtk = δk|τ > t) ≤ ĺım
t→∞

P(Xt 6∈ F|τ > t) = 0.

Podemos considerar que los estados están en ∂F . En efecto; sean 0 = t0 < t1 < ... < tk < t y
δ0, δ1, ..., δk ∈ ∂F , entonces ocupando la expresión 4.5 tenemos que:

ĺım
t→∞

Pi0(Xt1 = δ1, ..., Xtk = δk|τ > t) = Pδ0(Xt1 = δ1, ..., Xtk = δk)

(
ĺım
t→∞

Pδk(τ > t− tk)
Pδ0(τ > t)

)
= eηtk

ϕδk
ϕδ0

Pδ0(Xt1 = δ1, ..., Xtk = δk) =
k−1∏
l=0

eη(tl+1−tl)ϕδl+1

ϕδl
Pδl(Xtl+1

= δl+1).

Donde lo último es finito y además define una cadena de Markov que tiene como generador
Q̂, que es lo queríamos.

Ahora, veamos la última afirmación. Sea δ ∈ F . Notemos que:

Q̂δ,δ = η +Qδ,δ = η − η = 0.
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Y como por el lema 4.3 se tiene que P t
δ,δ + Pδ,Dρ = 1, entonces para todo δ′ ∈ ∂F tal que

δ′ 6= δ;Qδ,δ′ = 0. Ahora, si δ 6∈ F , entonces:

Q̂δ,δ = η +Qδ,δ ≤ η − β0 < 0.

Y por tanto, los únicos puntos absorbentes son los puntos en F .

Sea ν = (νδ : δ ∈ Y(G)∗) una medida de probabilidad en Y(G)∗. Note que esta puede
extenderse naturalmente a Y(G) si consideramos que νDρ = 0.

Proposición 4.9 Cada medida de probabilidad ν en Y(G)∗ soportada en F es una distribu-
ción cuasi-estacionaria para X,es decir, cumple:

∀t ≥ 0,∀δ ∈ Y(G)∗ : Pν(Xt = δ|τ > t) = νδ.

Demostración. Recordemos que para todo δ ∈ F , t ≥ 0 tenemos que P t
δ,δ +P t

δ,Dρ = 1. Luego,
dado que ν soporta en F tenemos que:

Pν(Xt = δ) =
∑
δ′∈F

Pδ′(Xt = δ)νδ′ = e−tηνδ. (4.6)

Por otro lado, usando el hecho que una vez que salimos de un estado no volvemos a él se
desprende que:

Pν(τ > t) =
∑
δ∈F

Pδ(τ > t)νδ =
∑
δ∈F

Pδ(Xt = δ)νδ =
∑
δ∈F

(νδe
−ηt) = e−ηt. (4.7)

Usando las ecuaciones 4.6 y 4.7 se obtiene:

Pν(Xt = δ, τ > t) = Pν(Xt = δ) = e−tηνδ = Pν(τ > t)νδ,

es decir, concluimos que:
Pν(Xt = δ|τ > t) = νδ.

Con esto tenemos una serie de propiedades para el proceso de fragmentación que son
bastante llamativas en si mismas. En particular, la última proposición da un comportamien-
to para las distribuciones cuasi-estacionarias bastante distintos a los casos habituales con
cadenas irreducibles, ver [22] para comparar.

Ahora regresamos a la recombinación de genes y el estudio del operador Ξtµ. En particular,
de lo que hemos demostrado se pueden obtener con facilidad algunas propiedades interesantes.

Corolario 4.10 Sea µ ∈ PI y consideramos µ̄ =
⊗

J∈Dρ µJ . Entonces µ̄ es un punto fijo
para Ξ, es decir:

Ξt(µ̄) = µ̄ ∀t ≥ 0.

Más aún, tenemos que µ̄ es atractor para el sistema comenzando en µ, es decir:

ĺım
t→∞

Ξtµ = µ̄. (4.8)
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Demostración. Sea t ≥ 0, entonces:

Ξt(µ̄) = E(µ̄(t)) = E(
⊗
L∈Xt

µ̄) =
∑

β∈Y(Gρ)

P(Xt = β)
⊗
L∈β

⊗
J∈Dρ

µJ∩L. (4.9)

Recordemos que Dρ es el único elemento maximal de Y(Gρ). Luego, β ≤ Dρ para todo
β ∈ Y(Gρ). Como Dρ es partición:

⊗
L∈β

µJ∩L =

{
µJ J ⊆ L,

µ∅ = 1 si no.

Así tenemos que el término de la ecuación 4.9 es:∑
β∈Y(Gρ)

P(Xt = β)
⊗
J∈Dρ

µJ = µ̄
∑

β∈Y(Gρ)

P(Xt = β) = µ̄.

Para probar la fórmula 4.8 falta notar que para todo δ 6= Dρ se tiene que por el teorema 4.5:

0 ≤ P(Xt = δ) = P(Xt = δ, τ > t) ≤ P(τ > t)
t→∞−−−→ 0.

Además, del mismo teorema se desprende:

P(Xt = Dρ) = P(Xt = Dρ, τ ≤ t) = P(τ ≤ t)
t→∞−−−→ P(τ <∞) = 1,

donde usamos que Dρ es absorbente. Por lo tanto:

ĺım
t→∞

Ξtµ = ĺım
t→∞

∑
β∈Y(Gρ)

P(Xt = β)
⊗
L∈β

µL

=
∑

β∈Y(Gρ)

ĺım
t→∞

P(Xt = β)
⊗
L∈β

µL =
⊗
J∈Dρ

µJ = µ̄.

El corolario anterior da una expresión asintótica para Ξtµ. Sin embargo, 4.8 no da mayores
detalles, como por ejemplo, la velocidad de convergencia. El siguiente corolario tiene como
objetivo hacer más preciso este punto.

Corolario 4.11 Se tiene la siguiente aproximación para Ξtµ:

Ξtµ = e−tη[(
∑
β∈F

E(eητβ , τβ <∞)
⊗
L∈β

µL) + (etη − E(eητF , τF <∞))
⊗
L∈Dρ

µL] + o(e−tη),

donde:
ĺım
t→∞

||o(e−tη)||
e−tη

= 0.

Demostración. Note que para todo δ 6∈ F ∪ {Dρ}, ocupando el lema 4.4:

0 ≤ P(Xt = δ) = P(Xt = δ, τ > t) ≤ P(Xt 6∈ F , τ > t) ≤ C(e−β0 + θ)t.
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Tomando 0 < θ < e−η − e−β0 deducimos que:

0 ≤ P(Xt = δ)

e−ηt
≤ C(e−β0 + θ)t

e−ηt
→ 0

Y luego P(Xt = δ) = o(e−tη). Por otro lado, si β ∈ F :

P(Xt = β) = P(Xt = β, τ > t)
etη

etη
.

Por lo tanto, P(Xt = β) =
E(e

ητβ ,τβ<∞)

etη
+ o(e−tη), en efecto, por el teorema 4.5:

|| 1

e−tη
(E(eητβ , τβ <∞)e−tη − P(Xt = β))|| = ||(E(eητβ , τβ <∞)− etηP(Xt = β, τ > t)|| → 0.

Finalmente:

P(Xt = Dρ) = 1− P(Xt 6= Dρ) = 1− P(τ > t) = 1− eηt

eηt
P(τ > t).

Por ello P(Xt = Dρ) = 1 − E(eητF ,τF<∞)
eηt

+ o(e−tη), en efecto, usando nuevamente el teorema
4.5:

||P(Xt = Dρ)− (1− E(eητF ,τF<∞)
eηt

)||
e−tη

= ||E(eητF , τF <∞)− eηtP(τ > t)|| → 0.

Juntando todo lo anterior obtenemos finalmente que:

Ξtµ = e−tη[(
∑
β∈F

E(eητβ , τβ <∞))
⊗
L∈β

µL + (eηt − E(eητF τF <∞))
⊗
L∈Dρ

µL] + o(e−tη).
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Conclusión

A modo de conclusión notamos que los resultados obtenidos tanto en la sección 3 como en
la sección 4 son de gran interés para entender el problema de la recombinación de genes. En
particular, el teorema 3.14 da una fórmula explícita para la ley del proceso de fragmentación,
lo que permite a su vez obtener una fórmula explícita para la distribución de genes a través del
tiempo, bajo hipótesis razonables. Esto es un avance interesante considerando que se trabajó
bajo la hipótesis de recombinaciones arbitrarias y número de padres arbitrarios. Además el
teorema 4.5 caracteriza el comportamiento asintótico del proceso de fragmentación, pudién-
dose obtener una serie de resultados interesantes como la distribución cuasi-estacionaria y el
Q-proceso. Esto a su vez permite entender la dinámica de la población bajo recombinación.

Sin embargo, estos resultados dejan una serie de incógnitas. En primer lugar el teorema
3.14 es producto de hacer un ansatz respecto a los coeficientes del teorema 3.7. Sin embargo,
aún queda abierta la pregunta de si los coeficientes son iguales término a término, es decir,
si para todo árbol de fragmentación T I = (G, E,R, δ0) y H ⊆ E:

P({ mı́n
A∈Gδ0 (H)

TA ≤ t < mı́n
B∈LGδ0 (H)

TB},{TA = minB∈GA(H)TB,∀A ∈ G}) =

[(λIGδ0 (H))
t − (λII)

t]
∏
B∈G

ρIBB
log(λIBGB(H))− log(λIBIB)

.

Lo esperable, dado el teorema 3.14 y resultados parecidos vistos en [4], es que esto si sea
cierto. Sin embargo, para ello habría que entrar a analizar el proceso de fragmentación tra-
yectorialmente, técnica aplicada en el caso discreto y fragmentación simple en [4]. Dentro
de un contexto similar es posible que esta técnica ayude a relajar las hipótesis del teorema
3.14 de mejor manera que lo expuesto en la sección 3.3. Si bien, en esta última sección se da
una forma de obtener fórmulas para tasas de recombinación arbitrarias el método es bastan-
te engorroso, por lo que es deseable explorar la posibilidad de una forma más simple. Otra
posible manera sería intentar relacionar o identificar los polinomios que aparecen con las
singularidades en el grafo. Es posible que estos formen una familia de polinomios específicos,
sobre los cuales sí se puedan hacer cálculos fácilmente.

Otro aspecto interesante es que en el modelo presentado solo se analiza el efecto de recom-
binación dentro de la dinámica genética. Sin embargo, hay más efectos de interés; como son
la mutación, el evento donde los genes cambian de manera al azar de manera Markoviana,
y la selección, que es el hecho que hay individuos que son favorecidos por el medio para
reproducirse. Trabajos de esta índole pueden ser encontrados en [3], sin embargo, aquí solo
considera recombinación simple. Por ello es interesante explorar si las técnicas desarrolladas
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en esta memoria son de utilidad para entender aquellos contextos más generales.

Finalmente es importante notar que los resultados obtenidos están enfocados en el proceso
de fragmentación en si mismo y no en el contexto genético. Por tanto es interesante pensar
qué dicen estos resultados en otros ámbitos. A modo de ejemplificación, en [6] se hace una
conexión entre el movimiento Browniano y los procesos de fragmentación, o bien en [9] se
analiza un proceso de fragmentación que aparece en contexto de programación de algoritmos.
O también, muchas veces el proceso de fragmentación es visto según el largo de los trozos de
los intervalos que lo componen y no en su elementos, ver [13] para un ejemplo de esto. Luego,
queda pendiente ver si las técnicas aquí desarrolladas o los resultados obtenidos permiten
entender mejor los problemas antes mencionados.
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