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SOBRE LA GEOMETRÍA DE LOS CONJUNTOS COMPACTOS CONVEXOS

El objetivo principal de este trabajo de tesis es el estudio de las propiedades de los espa-
cios vectoriales topológicos localmente convexos Hausdor� a partir de la estructura extremal
de sus conjuntos compactos convexos. Se estudian los puntos afínmente expuestos, noción
introducida por Bachir en su tesis de Habilitation a Diriger des Recherches (defendida en la
Universidad Paris 1 en 2017, ver [3]), y los espacios que tienen la propiedad de los puntos a�n-
mente expuestos (PAE). Se muestra que un espacio de Banach E es un espacio de Gâteaux-
diferenciabilidad (GDS) si y solo si su dual topológico E� considerado con la topología w�

tiene la PAE. En particular, si cada subconjunto w�-compacto convexo de E� es la envoltura
convexa de sus puntos afínmente expuestos, entonces también es la envoltura convexa de sus
puntos w�-expuestos.

Por otro lado, algunos resultados que provienen de la teoría de Choquet y un estudio
aprofundizado de A(K) (conjunto de las funciones a�nes continuas en un conjunto com-
pacto convexo K) nos permiten caracterizar las funcionales de C(K) por sus valores en un
subconjunto estricto de las funciones continuas a�nes por partes.
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Introducción

En análisis funcional, el estudio de los conjuntos compactos convexos es fundamental. En
efecto, los diferentes tipos de puntos extremos de tales conjuntos y sus propiedades están
vinculados con propiedades importantes de los espacios vectoriales topológicos localmente
convexos considerados. En el primer capítulo se introducen las nociones utilizadas a lo largo
de esta memoria y se hace énfasis en las propiedades obtenidas a partir de los puntos extremos.

La gran diversidad de caracterizaciones y de aplicaciones de los espacios que tienen la
propiedad de Radon-Nikodym (RNP) y su estrecho vínculo con los espacios teniendo la
propiedad de Krein-Milman, justi�can el papel central que tienen dichos espacios en análisis
funcional y la atención que les fue prestada a principios del siglo veinte. Sin embargo, hubo
que esperar hasta el año 1967 para que Rie�el estableciera una relación entre propiedades ge-
ométricas del espacio y la propiedad de Radón-Nikodým (RNP) en términos de dentabilidad.
Una de las consecuencias de este progreso, es una caracterización de la RNP mediante los
puntos fuertemente expuestos, subconjunto de los puntos extremos. En particular, la estruc-
tura extremal de los conjuntos compactos convexos permite obtener numerosas aplicaciones,
principalmente en teoría de la medida (representaciones de medidas vectoriales, convergencia
de martingales, véase [5]).

Los espacios de Asplund y de Gâteaux-diferenciabilidad (GDS), abundantemente estudia-
dos por Phelps y Larman en los años 70 y 80, muestran la importancia de los puntos expuestos
para obtener propiedades de diferenciabilidad. Más precisamente, mostraron que el conjunto
de puntos de diferenciabilidad (Gâteaux o Fréchet) de una función convexa continua de�nida
en un conjunto abierto convexo D de un espacio de Banach es denso en D si los conjuntos
compactos convexos del espacio dual son la envoltura convexa cerrada de un subconjunto
de sus puntos extremos (puntos débil-estrella expuestos o puntos débil-estrella fuertemente
expuestos).

En el segundo capítulo, se presentan resultados de la teoría de Choquet, los cuales permi-
tirán introducir propiedades importantes de A(K) (conjunto de las funciones a�nes continuas
de�nidas en un conjunto K compacto convexo). También se presenta una demostración ele-
gante del teorema de Krein-Smulian. Se concluye este capítulo mostrando que las funcionales
de C([0; 1]) (conjunto de las funciones continuas de�nidas en [0; 1]) están caracterizadas por
un subconjunto estricto de las funciones continuas a�nes por partes.

En su tesis de habilitación en 2017 ([3]), Mohammed Bachir introduce una clase de pun-
tos extremos que es más amplia que los puntos expuestos. En efecto, en lugar de considerar
puntos expuestos por aplicaciones lineales continuas, Bachir consideró los puntos extremos
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de un conjunto compacto convexo que están expuestos por una aplicación afín continua, di-
chos puntos se llamaron puntos afínmente expuestos. En el último capítulo, se estudiarán los
espacios vectoriales topológicos localmente convexos que poseen la propiedad de los puntos
afínmente expuestos (PAE), es decir en los que cada conjunto compacto convexo es la en-
voltura compacta convexa de sus puntos afínmente expuestos. Se establecen algunos criterios
de PAE y se obtiene una nueva caracterización de los espacios GDS en términos de PAE.
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Notaciones preliminarias

En todo este documento, X corresponde a un espacio vectorial topológico localmente
convexo (evtlc) Hausdor� y X� denota a su espacio dual topológico. Si X es un espacio de
Banach, lo denotamos por E y notamos como BE a su bola unitaria. Un subconjunto K
de X designa un conjunto compacto. Para tal conjunto K, de�nimos A(K) el conjunto de
las funciones a�nes (es decir las funciones que son simultáneamente convexas y concavas)
continuas de�nidas en K a valores reales. El espacio A(K) está dotado de la topología
inducida por C(K), el conjunto de las funciones continuas de�nidas en K a valores reales.

Para un evtlc X, notaremos w a la topología débil inducida por X�. La topología débil-
estrella en X� está denotada por w�.

Si A � X, denotamos porM(A) al conjunto de las medidas de Radon con signo de�nidas
en A y por M1(A) al subconjunto de M(A) formado por las medidas de probabilidad. Si
x 2 A, �x denota la medida de Dirac en x.

Para un conjunto A, int(A) denota su interior, A su cerradura y co(A) su envoltura
convexa.

3



Capítulo 1

Conjuntos compactos convexos y puntos
extremos

Este primer capitulo introduce las nociones que serán utilizadas a lo largo de este docu-
mento. En esta sección, se omite la mayor parte de las demostraciones. Para más información,
el lector puede referirse a los libros clásicos [17] y [5].

1.1. Puntos extremos y teorema de Krein-Milman

De�nición 1.1 Sea X un evtlc y sea A � X un conjunto convexo. Un punto x0 2 A se dice
extremo si para todo x; y 2 A y para todo t 2 (0; 1) tal que x0 = tx + (1 � t)y se tiene que
x0 = x = y. Denotaremos por Ext(A) al conjunto de los puntos extremos de A.

El teorema de Krein-Milman es un resultado de gran importancia en el estudio de los
puntos extremos. En particular a�rma que Ext(K) no es vacío cuando K es un conjunto
compacto convexo no vacío en un evtlc.

Teorema 1.2 (Krein-Milman) Sea X un evtlc y sea K � X un conjunto compacto convexo
no vacío. Entonces K es la envoltura convexa cerrada de sus puntos extremos.

Este teorema tiene una reciproca parcial debida a Milman:

Teorema 1.3 (Milman) Sea X un evtlc y sea K � X un conjunto compacto convexo no
vacío. Sea Z � X tal que K = co(Z). Entonces Ext(K) � Z.

De�nición 1.4 Un espacio de Banach tiene la propiedad de Krein-Milman (KMP) si cada
conjunto convexo cerrado acotado es la envoltura convexa cerrada de sus puntos extremos.
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1.2. La propiedad de Radon-Nikodym (RNP)

En esta sección se introduce una subclase importante de los puntos extremos que está
relacionada con la representación de medidas.

De�nición 1.5 Un espacio de Banach E tiene la propiedad de Radon-Nikodym (RNP) si
para todo espacio de medida �nita (
;�; �) y para toda medida �-continua � : � ! E de
variación acotada, existe f : 
! E Bochner-integrable tal que para todo A 2 � se tiene que
�(A) =

R
A
f d�.

Un estudio profundizado de los espacios de Banach teniendo la RNP permite caracteri-
zarlos mediante la siguiente noción (ver [5]):

De�nición 1.6 (i) Sea X un evtlc y sea A � X un conjunto convexo. Un punto x0 2 A se
dice expuesto si existe x� 2 X� tal que x�(x0) > x�(y) para todo y 2 A n fx0g. Decimos que
x� expone a x0 en A y escribimos que x0 2 Exp(A). Es fácil ver que todo punto expuesto es
extremo.

(ii) Sea E un espacio de Banach y sea A � E un conjunto convexo. Un punto x0 2 A
se dice fuertemente expuesto si existe x� 2 X� que lo expone en A y si para toda sucesión
(yn)n2N de elementos de A tal que x�(yn)! x�(x0) se tiene que yn ! x0.

Teorema 1.7 Un espacio de Banach E tiene la RNP si y solo si cada conjunto cerrado
convexo acotado es la envoltura convexa cerrada de sus puntos fuertemente expuestos.

Obviamente la RNP implica la KMP. La reciproca sigue siendo un problema abierto
aunque se ha obtenido la equivalencia en algunos casos particulares (por ejemplo en el caso
de un espacio dual).

1.3. Puntos expuestos y diferenciabilidad

En esta sección se muestra la importancia de los puntos extremos, más precisamente de
los puntos expuestos, para establecer propiedades de diferenciabilidad.

1.3.1. Los espacios de Gâteaux diferenciabilidad (GDS)

De�nición 1.8 Un espacio de Banach E se dice de Gâteaux diferenciabilidad (GDS) si
cada función convexa continua de�nida en un conjunto abierto convexo D � E es Gâteaux-
diferenciable en un subconjunto denso de D.

De�nición 1.9 Sea X un evtlc y sea A � X� un conjunto convexo. Un punto x�0 2 A se
dice w�-expuesto si existe x 2 X tal que x�0(x) > x�(x) para todo x� 2 A n fx�0g, es decir si
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x�0 está expuesto por un elemento del predual. En este caso, decimos que x expone a x�0 en A
y lo denotamos por x0 2 w

��Exp(A). Es fácil ver que todo punto w�-expuesto es extremo.

De�nición 1.10 Sea E un espacio de Banach. Llamamos funcional de Minkovski a toda
funcional p : E ! R sublineal continua y positiva. En este caso, asociamos a p el conjunto
w�-compacto convexo

C(p) = fx� 2 E� j hx�; xi 6 p(x) 8x 2 Eg:

De�nición 1.11 Sea E un espacio de Banach y sea C � E un conjunto convexo. Sea x0 2 C.
De�nimos el subdiferencial de una función convexa f en x0 por

@f(x0) = fx� 2 E� j 8y 2 C x�(y � x0) 6 f(y)� f(x0)g:

Notar que @f(x0) es un conjunto convexo w�-cerrado y que f es Gâteaux-diferenciable en
x0 si y solo si @f(x0) es un singleton. Usando el teorema clásico de Hahn-Banach se puede
mostrar que si f es continua en x0 entonces @f(x0) 6= ;.

De�nición 1.12 Sea E un espacio de Banach. Sean A � E y B � E� dos conjuntos
acotados. Sean � > 0, x0 2 A, x

�
0 2 B.

(i) Una slice de A se de�ne por S(x�0; A; �) = fx 2 A j x�(x) > �A(x
�
0) � �g donde

�A(x
�) = sup

x2A
x�(x) para x� 2 X�.

(ii) Una w�-slice de B se de�ne por S(x0; B; �) = fx� 2 B j x�(x) > �B(x0) � �g donde
�B(x) = sup

x�2B
x�(x) para x 2 X.

Lema 1.13 Sea E un espacio de Banach y sea p una funcional de Minkovski de�nida en E.
Sea x 2 E y sea x� 2 E�. Entonces x� 2 @p(x) si y solo si x� 2 C(p) y x�(x) = p(x).
Además, se tiene que p = �C(p).

Demostración. Sea x� 2 @p(x), entonces 8y 2 E x�(y � x) 6 p(y) � p(x). Luego para todo
t > 0, se tiene que x�(y � 1

t
x) 6 p(y)� 1

t
p(x). Haciendo tender t al in�nito, obtenemos que

x� 2 C(p). Además, tomando y = 0, se tiene que x�(x) > p(x) de donde se deduce la igualdad.
La reciproca es obvia. Veamos que p = �C(p). En efecto, dado que p es convexa y continua,
existe x� 2 @p(x). Entonces x� 2 C(p) y x�(x) = p(x) 6 �C(p)(x). La otra desigualdad es
obvia.

Proposición 1.14 Sea E un espacio de Banach y sea p una funcional de Minkovski de�nida
en E. Entonces x� 2 C(p) es w�-expuesto por x 2 E si y solo si p es Gâteaux-diferenciable
en x y dp(x) = x�.

Demostración. Sea x� 2 C(p) es w�-expuesto por x 2 E. Sea y� 2 @p(x). Entonces, por
el lema anterior, y�(x) = p(x) = sup

z�2C(p)

z�(x) y entonces y� = x�. Luego @p(x) = x�, en-

tonces p es Gâteaux-diferenciable en x y dp(x) = x�. Ahora, supongamos que p es Gâteaux-
diferenciable en x y dp(x) = x�. Dado que x� 2 @p(x), se tiene por el lema anterior que
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x� 2 C(p) y x alcanza su minimo en C(p) en x�. Sea y� 2 C(p) tal que �C(p)(x) = y�(x). De
nuevo por el lema anterior, y� 2 @p(x) y entonces y� = x�. Por lo tanto x� es w�-expuesto
por x 2 E.

De�nición 1.15 Un espacio de Banach E se dice MDS si cada funcional de Minkovski es
Gâteaux-diferenciable en un conjunto denso.

Proposición 1.16 Sea E un espacio de Banach. Si E es un GDS entonces E � R también
lo es.

Demostración. Ver [17, Prop. 6.5].

Teorema 1.17 Sea E un espacio de Banach. Entonces E es un GDS si y solo si E es
un MDS.

Demostración. Ver [17, Prop. 6.6].

Antes de llegar a la caracterización dual de los espacios GDS necesitamos el siguiente
resultado preliminar:

Lema 1.18 Sea E un espacio de Banach. Sean x; y 2 E tal que jjxjj = jjyjj = 1 y sea " > 0.
Supongamos que para todo x� 2 E� tal que x�(x) = 0 y jjx�jj 6 2

"
se tiene que jx�(y)j 6 1.

Entonces jjx� yjj 6 " o jjx+ yjj 6 ".

Demostración. Por hipótesis, yjKer(x) tiene norma (bidual) inferior o igual a "
2
. Por el teorema

de Hahn-Banach y dado que

(
E� �! R

x� 7�! jx�(y)j
de�ne una seminorma, la extensión z�� 2 E��

de yjKer(x) a E� veri�ca que jjz��jj 6 "
2
y para todo x� 2 E� se tiene que jz��(x�)j 6 jx�(y)j.

Por lo tanto z�� es w�-continua y entonces existe z 2 E tal que z�� = z (pues (E�; w�)� = E).
En Ker(x) se tiene que y � z = 0, entonces existe � 2 R tal que y � z = �x. Notemos que

j1� j�jj = jjjyjj � jjy � zjjj 6 jjzjj 6
"

2
:

Si � > 0, se tiene que

jjx� yjj = jj(1� �)x� zjj 6 j1� �j+ jjzjj 6 ":

Por otro lado, si � < 0, se tiene que

jjx+ yjj = jj(1 + �)x� zjj 6 j1 + �j+ jjzjj 6 ":

Los espacios GDS se caracterizan a partir de los puntos w�-expuestos. Se presenta la
demostración de Phelps ([17, Cap. 6]) pues será útil en el capitulo 3.
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Teorema 1.19 Sea E un espacio de Banach. LSSE:

(i) E es GDS

(ii) Para todo K � E� w�-compacto convexo K = co(w��Exp(K))

Demostración. Veamos que (i) implica (ii). Supongamos que E es un GDS. SeaK un conjunto
w�-compacto convexo no vacío de E�. Sea p = �K . Es fácil ver que K = C(p). En efecto,
K � C(p) se tiene por de�nición. Sea ahora z� 2 C(p) nK. Por el teorema de Hahn-Banach,
existe x 2 (E�; w�)� = E y a > 0 tal que sup

x�2K
x�(x) < a < z�(x) y entonces p(x) < z�(x), lo

que contradice que z� 2 C(p). Notemos D a la envoltura convexa w�-cerrada de los puntos
w�-expuestos de K. Obviamente, D � K. Supongamos que existe y� 2 K nD. Por el teorema
de Hahn-Banach, existe x0 2 E tal que �D(x0) < �K(x0). Como K es acotado, �K y �D son
continuas. Luego � = fx 2 E j �D(x) < �K(x)g es un conjunto abierto no vacío. E es un GDS
entonces existe un punto de Gâteaux-diferenciabilidad x1 2 � de la funcional de Minkovski p.
Por la proposición 1.14, x1 w�-expone a x� = dp(x1) 2 C(p) = K y x�(x1) = p(x1) = �K(x1).
Además, x� 2 D (pues x� es un punto w�-expuesto deK) entonces x�(x1) 6 �D(x1) < �K(x1),
lo cual es una contradicción.

Demostremos que (ii) implica (i). Por el teorema 1.17, será su�ciente establecer que E es
un MDS. Sea p una funcional de Minkovski. Por el lema 1.13, se tiene que p = �C(p). Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que para todo x 2 E se tiene que �C(p)(x) 6 jjxjj.
Claramente �C(p) es Gâteaux-diferenciable en los puntos del interior del conjunto convexo
cerrado donde �C(p) se anula. Así que consideremos x0 tal que �C(p)(x0) > 0 y sea x�0 2 C(p) tal
que x�0(x0) > 0. Como �C(p) es positivamente homogénea, podemos suponer que �C(p)(x0) = 1.
Sea 0 < " < 1 y busquemos y 2 E tal que jjx0�yjj < " y tal que �C(p) es Gâteaux-diferenciable
en y, lo cual equivale a y expone a C(p) por la proposición 1.14. Sea C = co(C(p)[N) donde
N =

�
x� 2 E� j x�(x0) = 0; jjx�jj < 2

"

	
.

Por hipótesis, C es la envoltura convexa cerrada de sus puntos w�-expuestos. Luego cada
w�-slice de C contiene un punto w�-expuesto. Entonces, sea y� un punto w�-expuesto de C en
S(x0; C; �) con � = �C(p)(x0)� ". Sea y 2 E de norma 1 que expone a y� en C. Veamos que
y expone a y� en C(p). Como la envoltura convexa no puede crear nuevos puntos extremos,
se tiene que y� 2 C(p) o y� 2 N . Supongamos que y� 2 N . Por de�nición de N , se tiene que
�C(x0) = �C(p)(x0) y, por de�nición de la slice, se tiene que

0 = y�(x0) > �C(x0)� � = ":

Lo cual constituye una contradicción. Entonces y expone a y� en C(p). Además, como
0 2 C(p), se tiene que y�(y) > 0.

Para todo z 2 E se tiene que y�(z) 6 �C(p)(z) 6 jjzjj, entonces jjy�jj 6 1 y luego y�(y) 6 1.
Entonces, para todo x� 2 N , se tiene que x�(y) 6 �C(y) = y�(y) 6 1. Luego, por simetría
de N se deduce que para todo x� 2 N se tiene que jx�(y)j 6 1. Aplicando el lema 1.18,
obtenemos que jjx0 � yjj 6 " o jjx0 + yjj 6 ". Lo último es imposible pues jjy�jj 6 1 y
entonces jjx0 + yjj > y�(x0 + y) > y�(x0) > " dado que y�(y) > 0.
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1.3.2. Los espacios Asplund débiles

De�nición 1.20 Un espacio de Banach E se dice Asplund débil si cada función convexa
continua de�nida en un conjunto abierto convexo D � E es Gâteaux-diferenciable en un
subconjunto G� denso de D.

De�nición 1.21 Sea E un espacio de Banach.

(i) G � E � E� se dice monótono si para todo (x; x�); (y; y�) 2 G se tiene que :

(x� � y�)(x� y) > 0:

(ii) Un operador T : E ! 2E
�
se dice monótono si su grafo G(T ) = f(x; x�) j x� 2 T (x)g

es monótono.

(iii) Un conjunto monótono G � E � E� se dice maximal si es un elemento maximal en
la familia de los conjuntos monótonos de E � E� ordenados por la inclusión.

(iv) Un operador monótono es maximal si su grafo es es un conjunto maximal monótono.

Lema 1.22 Sea f una función convexa continua en un espacio de Banach E. Entonces @f
es un operador maximal monótono.

Demostración. Ver [17, Cap. 2].

De�nición 1.23 Sea E un espacio de Banach. Para un operador T : E ! 2E
�
, notaremos

D(T ) = fx 2 E j T (x) 6= ;g.

Lema 1.24 Sea E un espacio de Banach. Supongamos que E admite una norma equivalente
tal que su dual es estrictamente convexo. Sea T : E ! 2E

�
un operador maximal monótono

tal que int(D(T )) no es vacío. Entonces existe un subconjunto G� denso G de int(D(T )) tal
que para todo x 2 G se tiene que T (x) es un singleton.

Demostración. Ver [17, Teo. 2.38].

Lema 1.25 Sea D un conjunto abierto convexo no vacío de un espacio de Banach E y sea
x0 2 D. Sea f : D ! E una función continua convexa. Entonces existen una vecindad abierta
U de x0 en D y una función ~f : E ! R Lipschitz convexa tal que ~f coincide con f en U .

Demostración. Ver [17, Lema 2.31].

Teorema 1.26 Sea E un espacio de Banach. Si E admite una norma equivalente tal que su
dual es estrictamente convexo, entonces E es Asplund débil.

Demostración. Sea D � E un conjunto abierto convexo no vacío. Sea f una función convexa
continua en D. Veamos que f es Gâteaux-diferenciable en un G� denso en D. Sea x0 2 D y
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sea U una vecindad abierta de x0 su�cientemente pequeña tal que existe ~f : E ! R Lipschitz
convexa que coincide con f en U . El operador @ ~f es maximal monótono y entonces existe un
G� denso G de intD(@ ~f) = E (pues ~f es convexa continua) donde @ ~f es single-valued. Luego
~f es Gâteaux-diferenciable en G. Entonces existe algún punto de Gâteaux-diferenciabilidad
de ~f en U , y entonces de f . Luego f es Gâteaux-diferenciable en un conjunto denso A en
D. Falta ver que A contiene un G� denso. Para todo x 2 D, notemos Ux una vecindad de
x tal que existe ~fx : E ! R Lipschitz convexa que coincide con f en Ux. La función ~fx es

Gâteaux-diferenciable en un G� denso Gx =
1T
n=1

Gx;n en E. Para todo n > 0, de�nimos los

conjuntos abiertos
Hn =

[
x2D

Gx;n \ Ux

y el conjunto G� H =
1T
n=1

Hn. Tenemos que

H =
[
x2D

(
1\
n=1

Gx;n) \ Ux =
[
x2D

Gx \ Ux

y entonces H es un conjunto G� denso incluido en A.

1.3.3. Los espacios Asplund

De�nición 1.27 Un espacio de Banach E se dice Asplund si cada función convexa continua
de�nida en un conjunto abierto convexo D � E es Fréchet-diferenciable en un subconjunto
G�-denso de D.

Los espacios de Asplund se caracterizan a partir de los puntos w�-fuertemente expuestos:

De�nición 1.28 Sea E un espacio de Banach y sea A � E� un conjunto convexo. Un punto
x�0 2 A se dice w�-fuertemente expuesto si existe x 2 E que lo expone en A y si para toda
sucesión (y�n)n2N de elementos de A tal que y�n(x)! x�0(x) se tiene que y�n ! x�0.

Teorema 1.29 Sea E un espacio de Banach. LSSE:

(i) E es Asplund

(ii) todo subconjunto acotado de E� admite slices de diámetro arbitrariamente pequeño

(iii) cada conjunto w�-compacto convexo de E� es la envoltura convexa w�-cerrada de sus
puntos w�-fuertemente expuestos.

Demostración. Ver [17, Lema 2.32, Teo. 5.12].
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Capítulo 2

La teoría de Choquet

La teoría de Choquet trata de estudiar las medidas de�nidas en un conjunto compacto
convexo K cuyo soporte está incluido en un los puntos extremos de K. El resultado principal
de esta teoría se puede ver como una generalización del teorema de Minkowki en donde se
postula que en un espacio euclidiano cada conjunto convexo cerrado y acotado es la envoltura
convexa cerrada de sus puntos extremos. Para llegar a este resultado, Choquet introdujo la
noción de baricentro, la cual involucra las funciones a�nes continuas. Consecuentemente, se
estudian primero las propiedades del conjunto A(K). A continuación, se presentarán algunos
resultados clásicos de la teoría de Choquet, los cuales permitirán dar una demostración
alternativa del teorema de Krein-Smulian y, en un segundo lugar, ayudar a caracterizar las
funcionales de C([0; 1]).

Para un estudio más profundo de la teoría de Choquet es recomendable consultar [18].

2.1. El conjunto A(K)

En esta sección, se demuestran propiedades importantes del conjunto A(K) que serán de
gran utilidad en el estudio de los puntos afínmente expuestos y de los espacios que tienen la
PAE.

2.1.1. Propriedades topológicas

De�nición 2.1 Sea X un evtlc y sea K � X un conjunto convexo. Una función f : K ! R

se dice afín si es convexa y concava. Denotaremos por A(K) al conjunto de funciones a�nes
continuas de�nidas en K.
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En RN, consideremos el conjunto compacto convexo K = [0; 1]N y de�nimos:

f :

8<:K �! R

(xn)n2N 7�!
P
n2N

1
2n
xn

:

Claramente f es una función afín (se comprueba fácilmente que es a la vez convexa y concava)
pero no corresponde a la restricción de un elemento del dual de RN pues f no está de�nida
en todo RN (ni se puede extender continuamente y afínmente a RN). Por lo tanto, en el caso
general,A(K) no coincide con (X�+R)jK (conjunto de las restricciones del dual transladadas).
Sin embargo, se tiene el siguiente resultado:

Proposición 2.2 Sea X un evtlc y sea K � X un conjunto compacto convexo. Entonces
(X� + R)jK es denso en A(K).

Demostración. Sea h 2 A(K) y sea " > 0. De�nimos J0 = f(x; t) 2 K � R j t = h(x)g y
J" = f(x; t) 2 K �R j t = h(x) + "g. Estos dos conjuntos son compactos convexos disjuntos.
Por el teorema de Hahn-Banach, existen F 2 (X � R)� y � 2 R tal que sup

J0

F < � < ��nf
J"
F .

Además, F se escribe de la forma F (x; r) = �(x) + br con � 2 X� y b 2 R para todo x 2 X
y r 2 R. Es fácil ver que b 6= 0. De�nimos

 :

(
X �! R

x 7�! 1
b
(�� �(x))

:

Como para todo x 2 X se tiene que �(x) + bh(x) < � < �(x) + bh(x) + b", deducimos que
jjh�  jj < ".

Además, en algunos casos particulares, se tiene que A(K) coincide con (X� + R)jK :

Proposición 2.3 Sea E un espacio de Banach y K � E un conjunto compacto de interior
no vacío. Entonces (E� + R)jK = A(K).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 0 2 int(K). Sea � > 0 tal
que B(0; �) � K. Sea f 2 A(K). Por la propiedad anterior, existen (x�n)n2N 2 (X�)N y
(�n)n2N 2 R

N tal que x�n + �n ! f uniformemente en K. Como �n ! f(0), se deduce que
x�n ! f �f(0) uniformemente en K. Veamos que (x�n)n2N es Cauchy en E�. Se tiene que para
todo " > 0, existe n0 2 N tal que para todo n;m > n0 y para todo x 2 BE, se tiene que

jx�n(�x)� x�m(�x)j 6 jx�n(�x)� (f(�x)� f(0))j+ jx�m(�x)� (f(�x)� f(0))j < "

pues �x 2 B(0; �) � K. Se deduce que para todo n;m > n0 se tiene que jjx�n � x�mjj <
"
�
.

Luego (x�n)n2N es Cauchy en E� y converge a un x� 2 E�. Se concluye que f = x�+ f(0).

Proposición 2.4 Sea K un conjunto compacto convexo de un evtlc X. Entonces A(K) es
separable si y solo si K es metrizable.
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Demostración. Si K es metrizable entonces C(K) es separable (ver [7, Lemma 3.102]) y luego
A(K) también. Supongamos ahora que A(K) es separable. Sea (fn)n2N un conjunto denso
numerable de BA(K). Sea

�:

(
K �! l1(N)

x 7�! ( 1
2n
fn(x))n2N

La función � es continua e inyectiva y entonces es un homeomor�smo de K sobre su imagen
(pues K es compacto). Luego K es metrizable.

Proposición 2.5 Sea K un conjunto compacto convexo en X evtlc. El retículo generado por
A(K) es denso en C(K).

Demostración. Por el teorema de Stone-Weierstrass, basta mostrar que para todo a; b 2 R
y para todo x; y 2 K, x 6= y, existe una función afín continua g tal que g(x) = a y g(y) =
b. Por el teorema de Hahn-Banach, existe f � 2 X� tal que f �(x) 6= f �(y). Basta tomar

g = (cf � + d)jK donde c y d son soluciones del sistema :

(
cf �(x) + d = a

cf �(y) + d = b
.

2.1.2. Extensión de funciones a�nes

Consideremos dos conjuntos compactos convexos no vacíos K y L tal que K � L y sea
f 2 A(K). En [25], Taylor muestra que no necesariamente existe ~f 2 A(L) tal que ~fjK = f .
Además caracteriza los conjuntos compactos convexos L tal que cada función deA(K) admite
una extensión afín continua a L. Este problema de extensión de funciones a�nes continuas
complica mucho el estudio de los evtlc que tienen la PAE.

A continuación, se muestra que una función afín de�nida en un conjunto convexo A se
puede extender afínmente al espacio afín generado por A.

De�nición 2.6 Sea A un subconjunto de un evtlc X. De�nimos el espacio afín generado por
A como

A�(A) = fax� by j a; b > 0; a� b = 1; x; y 2 Ag:

Proposición 2.7 Sea K subconjunto convexo de un evtlc X y sea f : K ! R una función
afín. Entonces existe una única extensión afín de f a A�(K).

Demostración. Basta de�nir f(z) = af(x)� bf(y) con z = ax� by. Hay que comprobar que
esta extensión no depende de la representación de z y que es afín. La unicidad es obvia porque
cualquier otra extensión afín g debe comprobar g(z) = ag(x)� bg(y) si z = ax� by.

La extensión puede ser no continua incluso si f lo es. En efecto, supongamos que la
extensión ~f siempre es continua. Entonces ~f es afín continua en un subespacio afín y por lo
tanto es la suma de una funcional x� y de una constante. Por el teorema de Hahn-Banach, x�

y entonces f se extienden a todo X. No obstante, en todo espacio de Banach de dimensión
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in�nita, existe un conjunto compacto convexo K tal que A(K) 6= (X�+R)jK (ver [14, p.44]),
lo cual contradice la hipótesis.

2.2. Baricentro de medidas y primeras propiedades

De�nición 2.8 Sea X un evtlc y sea A � X. Sea � una medida de�nida en A. Decimos que
x0 es un baricentro de � si para todo f 2 X� se tiene que f(x0) =

R
A
fd�. Cabe notar que si

una medida tiene baricentro entonces este baricentro es único y lo notaremos r(�).

Proposición 2.9 Sea X un evtlc y sea K � X un conjunto compacto convexo no vacío. Sea
� una medida de�nida en K. Entonces

x = r(�) () 8f 2 A(K) f(x) =

Z
A

fd�:

Demostración. Es directo del hecho que (X� + R)jK es denso en A(K) y del teorema de
convergencia dominada.

De�nición 2.10 Una medida se dice molecular si es una combinación convexa de medidas
de Dirac.

Si � =
pP

j=1

�j�xj es una medida molecular, es fácil ver que el elemento
pP

j=1

�jxj es baricentro

de �.

Proposición 2.11 Sea K un conjunto compacto de un evtlc X. Entonces las medidas molec-
ulares son densas en M1(K).

Demostración. Veamos que M1(K) es un conjunto compacto convexo. La convexidad es
obvia. Recordamos que el conjunto M(K) se identi�ca con (C(K))� y entonces lo podemos
dotar de la topología w�. La bola unitaria de M(K) es w�-compacta y entonces, por ser
subconjunto w�-cerrado de la bola, se deduce queM1(K) es w�-compacto. Ahora mostremos
que los puntos extremos de M1(K) son las medidas de Dirac y se concluirá por el teorema
de Krein-Milman. Sea x 2 K y veamos que �x es un punto extremo deM1(K). Supongamos
que existen �; � 2M1(K) y t 2 (0; 1) tal que �x = t�+ (1� t)�. Se tiene que

1 = t�(fxg) + (1� t)�(fxg)

y entonces �(fxg) = �(fxg) = 1, lo cual implica que � = � = �x. Ahora, supongamos que
� 2 M1(K) no es una medida de Dirac. Entonces existe un conjunto compacto F � K tal
que las medidas � := �jF y � := �jKnF son no triviales y distintas de �. Se tiene que

� = �(F )
�

�(F )
+ �(K n F )

�

�(K n F )

y por lo tanto � no es un punto extremo de M1(K).
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Proposición 2.12 Sea X un evtlc. Sea K � X un conjunto compacto. Entonces

co(K) = fr(�) j � 2M1(K); � tiene baricentrog:

Demostración. Sea � 2M1(K) tal que � tiene baricentro r(�). Supongamos que r(�) =2 co(K).
Por el teorema de Hahn-Banach, existe f 2 X� tal que f(r(�)) < ��nf

co(K)
f 6 ��nf

K
f . Se deduce

que

f(r(�)) =

Z
K

fd� < ��nf
K
f 6

Z
K

fd�;

lo cual es una contradicción.

Ahora sea x 2 co(K), entonces existe una red (x�)� de co(K) que converge a x. Cada x�

se puede escribir de la forma x� =
n�P
j=1

��j x
�
j . De�nimos entonces la medida �� =

n�P
j=1

��j �x�j

con baricentro x�. Como M1(K) es compacto, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que �� ! � 2M1(K). Es fácil ver que x es baricentro de �.

Proposición 2.13 Sea X un evtlc y sea K � X un conjunto compacto convexo. Entonces
toda medida de M1(K) tiene un único baricentro en K.

Demostración. Sea � 2M1(K). Si � es molecular entonces tiene un baricentro en co(K) = K.
Ahora supongamos que � es una medida cualquiera deM1(K). Las medidas moleculares son
densas en M1(K) entonces existe una red (��)� de medidas moleculares que converge a �.
Como K es compacto, la sucesión de los baricentros (r(��))� tiene una subred convergente a
un elemento x 2 X. Es fácil ver que x es baricentro de �.

Lema 2.14 Sea X un evtlc y sea K � X un conjunto compacto convexo. Entonces la
aplicación r : M1(K) ! X (que a una medida asocia su baricentro) es w� � w continua
(donde w es la topología débil generada por la topología de X).

Demostración. Es directo de la de�nición del baricentro.

Teorema 2.15 Sea X un evtlc y sea K � X un conjunto compacto. Entonces co(K) es
compacto si y solo si toda medida de M1(K) tiene un baricentro en X.

Demostración. La primera parte de la demostración es similar a la demostracion de la
proposición 2.13.

Ahora, supongamos que toda medida de probabilidad de Radon en K tiene un baricentro
en X. La aplicación r : M1(K) ! X (que a una medida asocia su baricentro) es w� � w
continua. Luego, r(M1(K)) es w-compacto y entonces por la propiedad 2.12 el conjunto
co(K) es w-compacto. Sea (y�)� una red de co(K). Existe una subred (y�)� que converge
débilmente a un y 2 co(K). Además, K es compacto entonces co(K) es totalmente acotado.
Luego, existe una subred (y
)
 de (y�)� que es Cauchy. Como la topología de X tiene una
base de 0 formada por conjuntos débil-cerrados (por ser T3 y localmente convexo, existe una
base de 0 formada por conjuntos convexos cerrados y estos conjuntos son débil-cerrados por el
teorema de Mazur), deducimos que y es límite de (y
)
, lo que concluye la demostración.
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2.3. El teorema de Krein-Smulian

Acá presentamos una demostración alternativa del teorema de Krein-Smulian. Una de-
mostración clásica de este teorema se puede encontrar en [7].

Empezamos con un teorema de existencia de baricentro:

Teorema 2.16 Sea E un espacio de Banach y sea A � E un conjunto acotado no vacío.
Sea � 2M1(A). Entonces � tiene un baricentro r(�) en E.

Demostración. Para todo n 2 N� de�nimos:

Gn =

8<:y 2 E :

����f(y)� Z
A

fd�

���� 6 2 sup
x2B(0; 1n)

f(x) 8f 2 X�

9=; :

Veamos que para todo n 2 N� Gn es no vacío. Sea n 2 N�. Existe m 2 N� tal que
A � B

�
0; m

n

�
. Además, � es una medida de Radon entonces existe un conjunto com-

pacto K � A tal que �(A n K) 6 1
m
. Como K es compacto, existen x0; :::; xp 2 A tal

que K �
pS

i=0

B
�
xi;

1
n

�
. Luego, se tiene que

�

 
A n

p[
i=0

B

�
xi;

1

n

�!
6 �(A nK) + �

 
K n

p[
i=0

B

�
xi;

1

n

�!
6

1

m
:

Para todo 0 6 i 6 p, de�nimos los conjuntos Fi = A \ B
�
xi;

1
n

�
n

i�1S
j=0

B
�
xj;

1
n

�
. También

de�nimos F = A n
pS

i=0

B
�
xi;

1
n

�
e y =

pP
i=0

�(Fi)xi. Entonces para todo f 2 X� se tiene que:

����f(y)� Z
A

fd�

���� 6 pX
i=0

�����(Fi)f(xi)�

Z
Fi

fd�

����+ Z
F

jf jd�

6

pX
i=0

Z
Fi

jf(x)� f(xi)jd�+m sup
x2B(0; 1n)

f(x)�(F ) pues F � B
�
0;
m

n

�
6

pX
i=0

sup
x2B(0; 1n)

f(x)�(Fi) +m sup
x2B(0; 1n)

f(x)�(F ) pues Fi � B

�
xi;

1

n

�
6 2 sup

x2B(0; 1n)
f(x) pues �(F ) 6

1

m
:

Así, Gn no es vacío.

Para todo n 2 N� sea yn 2 Gn y veamos que la sucesión (yn)n2N� es Cauchy. Sea n 2 N�.
Sean p > q > 4n. Entonces yp; yq 2 G4n. Veamos que yp� yq 2 B

�
0; 1

n

�
. Si yp� yq =2 B

�
0; 1

n

�
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entonces, por el teorema de Hahn-Banach, existe f0 2 X� tal que f0(yp�yq) > sup
x2B

�
0; 1

n0

� f0(x).

Luego, tenemos que:

sup
x2B(0; 1

4n)
f0(x) =

1

4
sup

x2B(0; 1n)
f0(x)

=
1

4
jf0(yp)� f(yq)j

<
1

4

����f0(yp)� Z
A

f0d�

����+ 1

4

����f0(yq)� Z
A

f0d�

����
6

1

4

0@2 sup
x2B(0; 1

4n)
f0(x) + 2 sup

x2B(0; 1

4n)
f0(x)

1A = sup
x2B(0; 1

4n)
f0(x);

lo cual es una contradicción. Se deduce que la sucesión (yn)n2N� es de Cauchy.

Luego (yn)n2N� converge a un x� 2 E. Queda por ver que x� es el baricentro de �. Sea
f 2 E�. Para todo n0 2 N�, (yn)n>n0 es una sucesión del conjunto cerrado Gn0 y entonces
x� 2 Gn0 . Se deduce que:����f(x�)� Z

A

fd�

���� 6 2 sup
y2B

�
0; 1

n0

� f(y) �����!n0!+1
0:

Por lo tanto f(x�) =
R
A
fd�, lo que concluye la demostración.

Teorema 2.17 (Krein-Smulian) Sea E espacio de Banach. Sea K � E un conjunto w-
compacto. Entonces co(K) es w-compacto.

Demostración. Sea (x�)� una red de co(K). Por la propiedad 2.12, existe �� 2 M1(K) tal
que x� = r(��). Además, M1(K) es compacto entonces existe (���)� subred de (��)� que
converge a � 2M1(K). El conjunto K es w-acotado y entonces es acotado en norma. Por el
teorema anterior, � tiene un baricentro r(�) y por la propiedad 2.12 se tiene que r(�) 2 co(K).
Tenemos que para todo f 2 C(K), ���(f)! �(f). En particular, para todo f 2 X�:

f(x��) =

Z
K

fd��� !

Z
K

fd� = f(r(�)):

Entonces x�� ! r(�) débilmente y se concluye.

Cabe notar que el teorema de Krein-Smulian también se puede demostrar combinando los
teoremas 2.15 y 2.16.
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2.4. Funcionales de C(K)

En esta sección, se muestra que la restricción de una funcional de C(K) al dual es una
evaluación. Utilizando este resultado, se caracteriza a las funcionales de C([0; 1]) por un
subconjunto de las funciones a�nes por partes.

2.4.1. Caso general

Teorema 2.18 Sea X un evtlc. Sea K � X un conjunto compacto tal que co(K) es compacto.
Sea L : C(K)! R una aplicación lineal continua. Entonces LjX�

jK
es una evaluación, i.e existe

xL 2 X tal que para todo f 2 X�, L(fjK) = f(xL).

Demostración. Por el teorema de Riesz, existen �1; �2 medidas de Radon �nitas en K tal
que para todo f 2 C(K) se tiene que L(f) =

R
K
fd�1�

R
K
fd�2. Por el teorema 2.15, existen

r(�1) y r(�2) tal que para todo f 2 X� se tiene que

f(r(�1)) =
1

�1(K)

Z
K

fd�1 y f(r(�2)) =
1

�2(K)

Z
K

fd�2

(suponiendo que �1 y �2 son no nulas). Luego, para todo f 2 X�, se concluye que

L(fjK) = f(�1(K)r(�1)� �2(K)r(�2)):

Corolario 2.19 Sea E un espacio de Banach y sea K � E un conjunto compacto. Sea
L : C(K)! R una aplicación lineal continua. Entonces LjE�

jK
es una evaluación.

Demostración. En un espacio de Banach, siK es compacto entonces co(K) también lo es.

2.4.2. Caso K = [0; 1]

Lema 2.20 Sean (a; b) 2 R2 tal que a < b y [0; 1] � (a; b) y sea f : [0; 1] ! R una función

convexa. Entonces existe una función convexa ef : [a; b]! R que extiende a f y tal que ef j[a;0] yef j[1;b] son a�nes. Además, se puede elegir ef de tal forma que ( ef)0r(a) = f 0r(0) y (
ef)0l(b) = f 0l (1)

donde f 0l y f
0
r son respectivamente las derivadas por la derecha y por la izquierda.

Demostración. Basta de�nir ef(x) =
8><>:
f 0d(0)x+ f(0); si x 2 [a; 0)

f(x); si x 2 [0; 1]

f 0g(1)x+ f(1)� f 0g(1); si x 2 (1; b]

:

De�nición 2.21 Sea K un conjunto compacto convexo en X evtlc. Denotaremos CK al
conjunto de las funciones convexas continuas en K.

18



Proposición 2.22 Sea K un conjunto compacto convexo en X evtlc. Entonces CK �CK es
denso en C(K).

Demostración. Es directo del teorema de Stone-Weierstrass pues CK�CK es un retículo que
contiene A(K) (notar que para todo f1; g1; f2; g2 2 CK se tiene que m�axff1 � g1; f2 � g2g =
m�axff1 + g2; f2 + g1g � (g1 + g2)).

Teorema 2.23 Sean a; b 2 R tal que a < b y [0; 1] � (a; b) y sea f : [0; 1]! R una función
convexa. Entonces existen 
1; 
2 2 R y g : (a; b) ! R continua por la derecha, positiva

y creciente tal que para todo x 2 (a; b) se tiene ef(x) =

Z b

a

(x � u)+ dg + 
1x + 
2 donde

h+ = m�axfh; 0g designa la parte positiva de una función h.

Demostración. Ver [21].

Teorema 2.24 Sea L : C([0; 1]) ! R una aplicación lineal continua. Sean a; b 2 R tal que
a < b y [0; 1] � (a; b). Entonces L está totalmente determinada por xL (de�nido en 2.18),
L(1) y por sus valores sobre el conjunto:

(
f :

(
[0; 1]! R

x 7!
R b
a
(x� u)+ dg = g(x)� g(a)�

R x
a
u dg

j
g : (a; b)! R continua por la

derecha, positiva y creciente

)
:

Demostración. Sea f 2 C[0;1]�C[0;1]. Entonces existen 
1; 
2 2 R y g; h : (a; b)! R positivas
crecientes y continuas por la derecha tal que para todo x 2 [0; 1] se tiene que

f(x) =

Z b

a

(x� u)+ dg �

Z b

a

(x� u)+ dh+ 
1x+ 
2:

Luego L(f) = L(
R b
a
(x�u)+ dg)�L(

R b
a
(x�u)+ dh)+
1xL+�
2. Como C[0;1]�C[0;1] es denso

en C[0; 1] se concluye.

Admitiremos el resultado siguiente que se puede obtener a partir de la ley de los grandes
números (ver [19, Teo. III.2]):

Proposición 2.25 Sea K un conjunto compacto métrico en X evtlc. Sea � una medida de

probabilidad en K. Entonces existe (xj)j2N 2 K
N tal que �n :=

1
n

n�1P
j=0

�xj ! �, en el siguiente

sentido: para todo f 2 C(K) se tiene que �n(f)! �(f).

Corolario 2.26 Sea L : C([0; 1]) ! R una aplicación lineal continua. Sean a; b 2 R tal que
a < b y [0; 1] � (a; b). Entonces L está totalmente determinada por xL, L(1) y por sus valores
sobre el conjunto: (

f :

(
[0; 1]! R

x 7! (x� ex)1[ex;1]
j ex 2 [a; 1)

)
:
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Demostración. Sea g : (a; b)! R una función positiva creciente y continua por la derecha y
sea � la medida asociada. Sin pérdida de generalidad, supongamos que � es una medida de

probabilidad. Sea (�n)n2N como en la propiedad anterior tal que �n := 1
n

n�1P
j=0

�xj ! �. Para

todo n 2 N sea

fn :

(
[0; 1]! R

x 7!
R x
a
(x� u) d�n

:

Entonces (fn)n2N tiende puntualmente a

f :

(
[0; 1]! R

x 7!
R x
a
(x� u) d�

:

Para todo n 2 N y para todo x 2 [0; 1] se tiene que

fn(x) =
1

n

n�1X
j=0

xj2[a;x]

(x� xj):

Por lo tanto, para todo n 2 N la función fn es creciente y entonces, por el teorema de
Dini, (fn)n2N tiende uniformemente a f . Entonces, para determinar a L, basta conocer a

L

0B@x 7! 1
n

n�1P
j=0

xj2[a;x]

(x� xj)

1CA y entonces basta conocer a L(x 7! (x � ex)1[ex;1]) para ex 2 [a; 1).

Corolario 2.27 Sea L : C([0; 1]) ! R una aplicación lineal continua. Entonces L está
totalmente determinada por L(1) y por sus valores sobre el conjunto:(

f :

(
[0; 1]! R

x 7! (x� ex)1[ex;1]
j ex 2 [0; 1)

)
(2.1)

Demostración. Sean a; b 2 R tal que a < b y [0; 1] � (a; b). Basta notar que si ex 2 [a; 0), la

función f :

(
[0; 1]! R

x 7! (x� ex)1[ex;1]
es afín en [0; 1] y por lo tanto L(f) se deduce de los valores

L(1) y L(x).

Recordemos que existen dos versiones del teorema de Stone-Weierstrass para que un retícu-
lo L sea denso en C(K):

(1) para todo a; b 2 R y para todo x; y 2 K tal que x 6= y, existe f 2 L tal que f(x) = a
y f(x) = b

(2) L contiene las funciones constantes y separa los puntos de K.

Notar que P de�nido por (2.1) es un retículo que separa los puntos pero que no veri�ca ni
(1) ni (2). La idea sería añadir las funciones constantes a P pero en este caso P ya no sería
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un retículo. Entonces este resultado no se puede deducir del teorema de Stone-Weierstrass
y en este sentido, obtendríamos una mejora del resultado que dice que una aplicación lineal
continua está totalmente determinada por su valores en las funciones a�nes continuas por
partes.

Corolario 2.28 Sea L : C([0; 1]) ! R una aplicación lineal continua. Entonces L está
totalmente determinada por L(1) y por sus valores sobre el conjunto:(

f :

(
[0; 1]! R

x 7! (x� ex)1[ex;1]
j ex 2 [0; 1) \Q

)
:

Demostración. Sea ex 2 (0; 1). Existe una sucesión creciente de racionales (qn)n2N que con-

verge a ex. La sucesión de las funciones fn :

(
[0; 1]! R

x 7! (x� qn)1[qn;1]

converge puntualmente a

f :

(
[0; 1]! R

x 7! (x� ex)1[ex;1]
. La sucesión (fn)n2N es decreciente y entonces, por el teorema de

Dini, la convergencia es uniforme y se concluye.
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Capítulo 3

La propiedad de los puntos afínmente
expuestos (PAE)

Esta sección está basada en el trabajo de tesis de habilitación de Mohammed Bachir (ver
[3]). Se introduce la noción de punto afínmente expuesto y se estudian los evtlc que tienen
la propiedad de los puntos afínmente expuestos.

3.1. De�niciones y primeras propiedades

De�nición 3.1 Sea K un conjunto compacto convexo en un evtlc X. Un punto x0 2 K se
dice afínmente expuesto si existe � 2 A(K) tal que para todo x 2 K n fx0g se tiene que
�(x0) > �(x). Escribiremos que x0 2 AExp(K).

De�nición 3.2 Un evtlc X tiene la propiedad de los puntos afínmente expuestos (PAE) si
cada conjunto compacto convexo es la envoltura convexa cerrada de sus puntos afínmente
expuestos.

Proposición 3.3 Sea X un evtlc con la PAE. Sea Y un subespacio vectorial de X. Entonces
Y tiene la PAE.

Demostración. Sea K � Y un conjunto compacto convexo. Entonces K también es compacto
convexo en X y por lo tanto K = co(AExp(K)).

Lema 3.4 Sean X e Y dos evtlc. Sea K � X un conjunto compacto convexo y sea T : K ! Y
un homeomor�smo afín sobre su imagen. Entonces T (AExp(K)) = AExp(T (K)).

Demostración. Supongamos que AExp(K) 6= ; y sea d 2 T (AExp(K)). Sea c 2 AExp(K)
tal que d = T (c). Existe � 2 A(K) que expone afínmente a c. Es fácil ver que ��T�1 expone
afínmente a d. La otra inclusión es similar. Si AExp(K) = ;, el mismo argumento muestra
que AExp(T (K)) = ;.
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Lema 3.5 Sean X e Y dos evtlc tal que existe T : X ! Y un homeomor�smo. Sea A � X.
Entonces T (co(A)) = T (co(A)).

Demostración. Sea y 2 T (co(A)). Entonces existe una red (y�)� de elementos de T (co(A))

que converge a y. Cada elemento y� se puede escribir y� = T

�
n�P
i=1

�i�x
i
�

�
con �i� > 0,

n�P
i=1

�i� = 1

y xi� 2 A. Tomando límite, obtenemos que la red

�
T

�
n�P
i=1

�i�x
i
�

��
�

converge a y. Luego�
n�P
i=1

�i�x
i
�

�
�

converge a T�1(y) y entonces T�1(y) 2 co(A). Así y 2 T (co(A)). Ahora, sea

y 2 T (co(A)). Existe x 2 co(A) tal que y = T (x). También existe una red (x�)� de elementos
de co(A) que tiende a x. Luego (T (x�))� es una red de elementos de T (co(A)) que converge
a T (x) = y y entonces y 2 T (co(A)).

Lema 3.6 Sean X e Y dos evtlc tal que existe T : X ! Y un homeomor�smo lineal. Sea
A � X. Entonces T (co(A)) = co(T (A)).

Demostración. Sea y 2 T (co(A)). Existe x 2 co(A) tal que y = T (x). También existe una

red (x�)� de elementos de co(A) que tiende a x y podemos escribir x� =
n�P
i=1

�i�x
i
�. Luego

T (x�) =
n�P
i=1

�i�T (x
i
�) 2 co(T (A)) y tomando límite obtenemos que y 2 co(T (A)). Ahora, sea

y 2 co(T (A)). Existe una red (y�)� de elementos de co(T (A)) que converge a y. Podemos

escribir cada y� de la forma y� =
n�P
i=1

�i�T (x
i
�) = T (

n�P
i=1

�i�x
i
�) con xi� 2 A. Tomando límite,

obtenemos que y 2 T (co(A)) = T (co(A)) por el lema anterior.

La primera propiedad importante de la PAE es su estabilidad por homeomor�smo:

Proposición 3.7 Sean X e Y dos evtlc y sea K � X un conjunto compacto convexo tal
que K = co(AExp(K)). Sea T : K ! Y un homeomor�smo afín sobre su imagen. Entonces
T (K) = co(AExp(T (K))). En particular, si X e Y son linealmente homeomorfos entonces
X tiene la PAE si y solo si Y la tiene.

Demostración. Se tiene que K = co(AExp(K)). Luego, combinando los lemas anteriores, se
tiene que T (K) = T (co(AExp(K)) = co(T (AExp(K))) = co(AExp(T (K))).

Lema 3.8 Sea (Xi)i2I una familia cualquiera de evtlc. Sea i0 2 I, sea K un conjunto com-
pacto convexo de Xi0 y para todo i 2 I, sea yi 2 Xi. Entonces se tiene que

AExp

 
K �

Y
i6=i0

fyig

!
= AExp(K)�

Y
i 6=i0

fyig:

Demostración. Para simpli�car las notaciones consideramos solo dos evtlc X y Y y supon-
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dremos que K es un conjunto compacto convexo de X. Sea y1 2 Y . Veamos que

AExp(K � fy1g) = AExp(K)� fy1g:

Primero, sea (x0; y1) 2 AExp(K � fy1g). Existe � 2 A(K � fy1g) tal que para todo x 2 K
�(x0; y1) > �(x; y1). Es fácil ver que � de�nida en K por �(x) = �(x; y1) expone afínmente
a x0 y entonces (x0; y1) 2 AExp(K) � fy1g. Ahora, sea (x0; y1) 2 AExp(K) � fy1g. Existe
� 2 A(K) tal que para todo x 2 K �(x0) > �(x). Es fácil ver que � de�nida en K � fy1g
por �(x; y1) = �(x) expone afínmente a (x0; y1) y entonces (x0; y1) 2 AExp(K � fy1g).

Proposición 3.9 Sea (Xi)i2I una familia cualquiera de evtlc tal que
Q
i2I

Xi tiene la PAE.

Entonces, para todo i 2 I, Xi tiene la PAE.

Demostración. Para simpli�car las notaciones lo haremos con dos evtlc X y Y , supondremos
queK es un conjunto compacto convexo deX y sea y1 2 Y . El conjuntoK�fy1g es compacto
en X � Y y entonces

K1 � fy1g = co(AExp(K1 � fy1g)) = co(AExp(K1)� fy1g) = co(AExp(K1))� fy1g

donde la segunda desigualdad proviene del lema anterior. Deducimos queK1 = co(AExp(K1))
y se concluye.

Proposición 3.10 Sea (Xi)i2N una familia numerable de evtlc. Para todo i 2 N, sea Ki un
conjunto compacto convexo de Xi y sea xi 2 Ki. Entonces

8i 2 N xi 2 AExp(Ki) =) (xi)i2N 2 AExp

 Y
i2N

Ki

!
:

Demostración. Supongamos que para todo i 2 N xi 2 AExp(Ki). Para todo i 2 N, existe
�i 2 A(Ki) que expone afínmente a xi. Sea mi =

1
2i sup

Ki

j�ij
. Entonces

P
i2N

mi�i es afín y continua

(por convergencia uniforme) en
Q
i2N

Ki y expone afínmente a (xi)i2N.

Proposición 3.11 Sea (Xi)i2I una familia cualquiera de evtlc. Para todo i 2 I sea Ki un
conjunto compacto convexo de Xi y sea xi 2 Ki. Entonces

(xi)i2I 2 AExp

 Y
i2I

Ki

!
=) 8i 2 I xi 2 AExp(Ki):

Demostración. Supongamos que � expone afínmente a (xi)i2I . Entonces x 7! �(~x) expone a
x1 donde ~x es el vector (xi)i2I en el que cambiamos la primera coordenada por x.

Cabe mencionar que si K es un conjunto compacto convexo de
Q
j2I

Xj y (xi)i2I es un punto

afínmente expuesto de K entonces no es cierto que para todo i 2 I xi 2 AExp(�i(K)) donde
�i :

Q
j2I

Xj ! Xi es la proyección canónica.
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Proposición 3.12 Sea X un evtlc. Sea K � X un conjunto compacto convexo tal que
K = co(AExp(K)). Entonces Ext(K) � AExp(K).

Demostración. Directo del teorema de Milman (1.3).

3.2. Un criterio de PAE

En esta sección se muestra que todo evtlc cuyos conjuntos compactos convexos son metris-
ables tiene la PAE.

Proposición 3.13 Todo espacio de Banach re�exivo tiene la RNP y por lo tanto la PAE.

Demostración. Ver [5].

De�nición 3.14 De�nimos la clase �1 por

�1 = fX evtlc j todo conjunto compacto convexo de X es metrizableg:

Proposición 3.15 Todo conjunto compacto convexo metrizable es afínmente homeomorfo a
un conjunto compacto convexo de l2(N).

Demostración. Sea K un compacto convexo metrizable. Entonces A(K) es separable. Sea
(fn)n2N un conjunto denso numerable de la bola unitaria de A(K). Consideramos la función
siguiente:

�:

(
K �! l2(N)

x 7�!
�
1
n
fn(x)

�
n2N

:

Entonces es fácil comprobar que � es un homeomor�smo afín.

Proposición 3.16 Todo evtlc de �1 tiene la PAE.

Demostración. El resultado sigue directamente del hecho que l2(N) tiene la PAE (por 3.13)
y del lema 3.7.

Cabe notar que, a pesar de que todo conjunto compacto convexo de l2(N) es la envoltura
convexa cerrada de sus puntos expuestos, no es posible concluir lo mismo para un conjunto
compacto convexo metrizable de un evtlc X 2 �1. En efecto, si x� expone un punto z de
un conjunto compacto convexo de l2(N) entonces x� � � expone a c = ��1(z) y c es a priori
solamente afínmente expuesto.

Corolario 3.17 La RNP implica la PAE pero la reciproca es falsa.

Demostración. Por la propiedad anterior, RN tiene la PAE pero no tiene la RNP pues el
conjunto compacto convexo [�1; 1]N no tiene puntos expuestos.
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Corolario 3.18 Sea E un espacio de Banach separable. Entonces (E�; w�) tiene la PAE.

Demostración. E es separable entonces la topología w� es metrizable en los conjuntos aco-
tados y entonces (E�; w�) 2 �1.

Corolario 3.19 Sea K un conjunto compacto metrizable. Entonces (C(K)�; w�) tiene la
PAE.

Demostración. Es consecuencia directa del corolario anterior y del hecho que C(K) es un
espacio de Banach separable.

3.3. Una nueva caracterización de los espacios GDS

Utilizando la caracterización de Phelps de los espacios GDS (1.19), se presenta en esta
sección una caracterización de dichos espacios en función de los puntos afínmente expuestos.

Lema 3.20 Sea E un espacio de Banach. Sea H un hiperplano afín cerrado de E y sea
x0 =2 H. Sean x1 2 E y � > 0 tal que B(x1; �) \ H es no vacío. Entonces el conjunto
co((H \B(x1; �)) [ fx0g) es de interior no vacío.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que H es un hiperplano lineal
y que x1 = 0. Como H y Rx0 son cerrados, la proyección p sobre H y q = id � p (donde
id : E ! E es el operador identidad) sobre Rx0 son continuas. Luego existe C > 0 tal que
para todo x 2 E se tiene que jjp(x)jj 6 Cjjxjj y jjq(x)jj 6 Cjjxjj. Sea M > 0 por determinar.
Sea v 2 B(0; 1) no nulo y sea 0 < r < M . Tenemos que

x0
2
+ rv =

x0
2
+ r�vx0 + rq(v) =

�
1

2
+ r�v

�
x0 +

2Cr

�

�
�q(v)

2C

�
donde para todo x 2 E de�nimos �x tal que p(x) = �xx0. Se tiene que jj�vx0jj 6 Cjjvjj 6 C

y entonces j�vj 6 C
jjx0jj

. Además, jjq(v)jj 6 Cjjvjj 6 C y entonces jj�q(v)
2C

jj < �. De�nimos

� =
1

2
+ r�v +

2Cr

�
:

Se tiene que

� 6
1

2
+M

�
C

jjx0jj
+

2C

�

�
y � >

1

2
�M

C

jjx0jj
:

Luego, tomando M tal que

0 < M < m��n

 
1

2

�
C

jjx0jj
+

2C

�

��1

;
jjx0jj

2C

!
se tiene que � 2 (0; 1). Así,

x0
2
+ rv =

�
1

2
+ r�v

�
x0 +

2Cr

�

�
�q(v)

2C

�
+ (1� �)0
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con 0; �q(v)
2C

2 H \B(0; �). Entonces x0
2
+ rv 2 co((H \B(0; �)) [ fx0g) y se concluye que

B
�x0
2
; �
�
� co((H \B(0; �)) [ fx0g):

Proposición 3.21 Sea E un espacio de Banach. Sea K � E� un conjunto w�-compacto
convexo de interior no vacío para la norma. Entonces (E + R)jK = A(K) y Exp(K) =
AExp(K) (para la topología w�).

Demostración. Veamos que el resultado se tiene para BX� . Sea f 2 A(BX�). Por densidad
(ver proposición 2.2), existe (xn; �n) 2 E�R tal que xn+�n ! f uniformemente en BX� . Se
tiene que �n ! f(0). Luego, xn ! f � f(0) uniformemente. Se deduce fácilmente que para
todo " > 0 existe n0 2 N tal que para todo n; k > n0 se tiene que jxn(�) � xk(�)j < " para
todo � 2 BX� y entonces jjxn � xkjj < " (por el teorema de Hahn-Banach). Luego (xn)n2N
es de Cauchy en un espacio de Banach así que converge a un x 2 E. Se deduce entonces que
f = x+ f(0) en BX� .

Ahora sea K � E� un conjunto w�-compacto convexo cualquiera de interior no vacío para
la norma y supongamos sin pérdida de generalidad que 0 2 int(K). Sea f 2 A(K). Existe
� > 0 tal que B(0; �) � K. Por la parte anterior, se deduce fácilmente que existe x 2 E tal
que f = x + f(0) en B(0; �). Como K es de interior no vacío, se tiene que A�(K) = E� y
entonces f admite una única extensión afín a E� (por la proposición 2.7). Luego f = x+f(0)
en E� y entonces en K.

Corolario 3.22 Sea E un espacio de Banach que admite una norma equivalente que no es
Gâteaux-diferenciable en ningún punto. Entonces (E�; w�) no tiene la PAE.

Demostración. Aplicamos la proposición 1.14 a una norma equivalente que no es Gâteaux-
diferenciable en ningún punto. Esto implica que BE� no tiene ningún punto w�-expuesto.
Como BE� tiene interior no vacío para la norma, los puntos w�-expuesto coinciden con los
puntos afínmente expuestos y por lo tanto se deduce que (E�; w�) no tiene la PAE.

El corolario anterior permite dar un ejemplo de un evtlc que no tiene la PAE.

Corolario 3.23 Sea � un conjunto no numerable. Entonces (l1(�)
�; w�) no tiene la PAE.

Demostración. Veamos que la norma de l1(�) no es Gâteaux-diferenciable en ningún punto.
Sea (x
)
2� 2 l1(�). Sea 
0 2 � tal que x
0 = 0 (se sabe que x
 = 0 excepto en un subconjunto
a lo más numerable de �). Consideramos (�
)
2� 2 l1(�) tal que �
 = 0 si 
 6= 
0 y �
0 = 1.
Se tiene que jjx + t�jj � jjxjj = jtj para todo t 2 R. Diviendo por t 6= 0, se deduce que la
norma de l1(�) no es Gâteaux-diferenciable en (x
)
2�.

Se presenta a continuación una nueva caracterización de los espacios GDS mediante la
PAE:
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Teorema 3.24 Sea E un espacio de Banach. LSSE:

(i) E es GDS

(ii) Para todoK � E� w�-compacto convexo de norma interior no vacío, K = co(w��Exp(K))

(iii) (E�; w�) tiene la PAE

(iv) (E� � R; w�) tiene la PAE

(v) E � R es GDS.

Demostración. Por el teorema 1.19, la implicación (i) =) (ii) es trivial. Para ver que (ii)
implica (i), basta ver que el conjunto co(fx�0g [N), de�nido en 1.19, es de interior no vacío
por el lema 3.20 y por lo tanto C también. Notando eso, la demostración es similar a la del
teorema 1.19.

(ii) =) (iii) pues los puntos w�-expuestos son afínmente expuestos.

Por la propiedad 3.21, se tiene que (iii) implica (ii).

Por el resultado 1.16, si E es GDS entonces también E � R. Luego ((E � R)�; w�) tiene
la PAE y por lo tanto, por homeomor�smo, (E� � R; w�) también. Ahora si (E� � R; w�)
tiene la PAE. Luego, por ser subespacio, (E��f0g; w�) tiene la PAE y, por homeomor�smo,
(E�; w�) también. Así que las cuatro primeras proposiciones son equivalentes.

Para terminar, si E � R es GDS entonces (E� � R; w�) tiene la PAE y (E�; w�) también,
lo cual concluye la demostración.

Notar que se muestra fácilmente por inducción que (5) es equivalente a decir que E � F
es GDS para algún espacio de Banach F de dimensión �nita.

Teorema 3.25 Sea E un espacio de Banach. Entonces E es GDS si y solo si todo conjunto
w�-compacto convexo tiene un punto w�-expuesto.

Demostración. Ver [12, Thm. 4].

Lema 3.26 Sea E un espacio de Banach y sea K � E un conjunto w-compacto convexo.
Entonces K es la envoltura convexa cerrada de sus puntos fuertemente expuestos.

Demostración. Ver [4, Thm. 2 p.171].

Corolario 3.27 Sea E un espacio de Banach. Entonces (E;w) tiene la PAE.

Demostración. Sea K un conjunto w-compacto convexo. Por el lema 3.26 y por el teorema
de Mazur, K es la envoltura convexa w-cerrada de sus puntos expuestos (para la norma).
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Pero sabemos que x� 2 X� es norma-continua si y solo si es débil-continua, entonces K es la
envoltura convexa w-cerrada de sus puntos w-expuestos.

Corolario 3.28 Si E es un espacio de Banach re�exivo entonces E es un GDS y (E�; w�)
tiene la PAE.

Demostración. Si E es re�exivo entonces w y w� coinciden en E�. Sea K � E� un conjunto
w-compacto convexo. Veamos que K es la envoltura convexa w-cerrada (o norma cerrada
por Mazur) de sus puntos w�-expuestos. Pero eso es directo del lema 3.26 pues los puntos
fuertemente expuestos de K son también puntos w�-expuestos ya que E es re�exivo.

Teorema 3.29 Sea E un espacio de Banach y F un espacio de Banach separable. Si E es
GDS entonces E � F también.

Demostración. Ver [23].

Corolario 3.30 Sea E un espacio de Banach y F un espacio de Banach separable. Entonces
(E�; w�) tiene la PAE si y solo si (E� � F �; w�) tiene la PAE.

Demostración. Una implicación es trivial. Ahora, si (E�; w�) tiene la PAE entonces E es
GDS y, por el teorema anterior, E � F también. Luego, (E� � F �; w�) tiene la PAE.

3.4. Ejemplos de espacios que tienen la PAE

En esta sección se muestra que los evtlc cuyos conjuntos compactos convexos admiten
una función semicontinua inferiormente y estrictamente convexa tienen la PAE. Generaliza
el resultado 3.16 porque un conjunto compacto es metrizable si y solo si admite una función
continua y estrictamente convexa (3.36).

3.4.1. La clase SC

De�nición 3.31 Sea K un conjunto compacto convexo de un evtlc X y sea f : K ! R una
función acotada. De�nimos la envoltura superior de f por

f :

(
K �! R

x 7�! ��nffh(x) j h 2 A(K); h > fg
:

De�nición 3.32 Para un conjunto compacto convexo K de un evtlc X, de�nimos el cono
mín-estable más pequeño que contiene A(K) por:

KA(K) = fm��nff1; :::; fng j n 2 N; 8i 2 f1; :::ng fi 2 A(K)g:
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Notar que se tiene que f(x) = ��nffh(x) j h 2 KA(K); h > fg.

Proposición 3.33 Sea K un conjunto compacto convexo de un evtlc X y sea f : K ! R

una función acotada. Entonces:

(i) f es concava, acotada y semicontinua superiormente.

(ii) Si f es concava semicontinua superiormente entonces f = f .

Demostración. (i) Es inmediato ver que f es semicontinua superiormente y concava pues es
ín�mo de funciones semicontinuas superiormente y concavas. La función f es acotada pues
A(K) contiene las funciones constantes.

(ii) Supongamos que f es concava y semicontinua superiormente. Ya tenemos que f 6 f .
Veamos la otra desigualdad. Tenemos que C = f(x; r) j f(x) > rg es convexo cerrado en
X � R. Supongamos que existe x1 2 K tal que f(x1) < f(x1). Por el teorema de Hahn-
Banach, existe L : X � R ! R lineal continua y � 2 R tal que sup

C

L < � < L(x1; f(x1)).

Como L(x1; f(x1)) < L(x1; f(x1)), se deduce que L(0; 1) > 0. Luego, podemos de�nir

h :

(
K �! R

x 7�! r si L(x; r) = �
:

Es fácil ver que h 2 A(K). Veamos que f < h. Sea x 2 K. Se tiene que L(x; f(x)) < �
pues (x; f(x)) 2 C y entonces f(x) < h(x). Además, como � < L(x1; f(x1)), se tiene que
h(x1) < f(x1) lo cual es una contradicción.

Proposición 3.34 Sea K un conjunto compacto convexo de un evtlc X y sea f : K ! R

una función continua concava. Entonces, para todo " > 0, existe n 2 N y f1; f2; :::; fn 2 A(K)
tal que f 6 m��nff1; f2; :::; fng 6 f + ".

Demostración. Se tiene que f(x) = ��nffh(x) j h 2 KA(K); h > fg y que el cono KA(K) es
mín-estable. Luego, f es continua entonces podemos aplicar el teorema de Dini para obtener
la desigualdad deseada.

Proposición 3.35 Sea K un conjunto compacto convexo de un evtlc X y sea f : K ! R

una función continua convexa. Entonces, para todo " > 0, existe n 2 N y f1; f2; :::; fn 2 A(K)
tal que m�axff1; f2; :::; fng 6 f 6 m�axff1; f2; :::; fng+ ".

Demostración. Basta notar que para todo x 2 K se tiene que

f(x) = supfh(x) j h = m�axff1; :::; fng; n 2 N; 8i 2 f1; :::ng fi 2 A(K)g

e imitar la demostración anterior.

Teorema 3.36 Un conjunto compacto convexo K de un evtlc X es metrizable si y solo si
existe f : K ! R continua y estrictamente convexa.
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Demostración. Supongamos que K es metrizable. Luego A(K) es separable. Sea (hn)n2N una
sucesión densa en fh 2 A(K) j 0 6 h 6 1g. De�nimos

h :

8<:K �! R

x 7�!
P
n2N

1
2n
h2n(x)

:

La convergencia uniforme de la serie garantiza que h es continua. Además, para todo t 2 (0; 1)
y para todo x; y 2 K con x 6= y se tiene que:

f(tx+ (1� t)y) = t2
X
n2N

1

2n
h2n(x) + (1� t)2

X
n2N

1

2n
h2n(y) + 2t(1� t)

X
n2N

1

2n
hn(x)hn(y)

y por lo tanto se deduce que f(tx + (1 � t)y) < tf(x) + (1 � t)f(y). En efecto, basta notar
que si esta desigualdad no se tiene entonces para todo n 2 N se tiene que hn(x) = hn(y), lo
que contradice el hecho que A(K) separa los puntos.

Supongamos ahora que existe f : K ! R continua y estrictamente convexa y veamos
que existe una familia numerable de C(K) que separa los puntos (lo cual implicará por el
teorema de Stone-Weierstrass que C(K) es separable y que entonces K es metrizable). Por
la propiedad anterior, para todo n 2 N�, existe kn 2 N y fn1 ; f

n
2 ; :::; f

n
kn
2 A(K) tal que

m�axffn1 ; f
n
2 ; :::; f

n
kn
g < f < m�axffn1 ; f

n
2 ; :::; f

n
kn
g+

1

n
:

Veamos que la familia C = ffni j n 2 N�; i = 1; :::; kng separa los puntos. Supongamos
que existen x; y 2 K con x 6= y tal que para todo g 2 C se tiene que g(x) = g(y). Sea
z = 1

2
(x+ y). Para todo g 2 C se tiene que g(x) = g(y) = g(z). Para todo n 2 N se tiene que

m�axffn1 ; f
n
2 ; :::; f

n
kn
g < f < m�axffn1 ; f

n
2 ; :::; f

n
kn
g + 1

n
. Evaluado en x y en y, obtenemos que

fn1 (x) < f(x) < fn1 (x) +
1
n
y fn1 (y) < f(y) < fn1 (y) +

1
n
. Luego,

f(z) <
1

2
(f(x) + f(y)) <

1

2
(fn1 (x) + fn1 (y)) +

1

n

= fn1 (z) +
1

n

= m�axffn1 (z); f
n
2 (z); :::; f

n
kn
(z)g+

1

n

< f(z) +
1

n
:

Entonces f(z) = 1
2
(f(x) + f(y)), lo cual contradice la convexidad estricta de f .

De�nición 3.37 Para un evtlc X, de�nimos la familia SC(X) de conjuntos compactos
convexos K � X tal que existe una función f : K ! R estrictamente convexa y semicontinua
inferiormente. Notamos por SC la unión de todos los SC(X) para cada evtlc X.
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Proposición 3.38 Todo conjunto compacto convexo metrizable está en SC.

Demostración. Directo de 3.36.

De�nición 3.39 Notaremos �2 = fX evtlc j todo compacto convexo de X está en SC(X)g.

Por la de�nición 3.14 y por la proposición anterior se tiene que �1 � �2.

3.4.2. Otro criterio de PAE

Proposición 3.40 Todo espacio de Banach dual E� estrictamente convexo veri�ca que cada
conjunto w�-compacto convexo C � E� es la envoltura convexa w�-cerrada de sus puntos
w�-expuestos.

Demostración. Todo espacio de Banach dual estrictamente convexo tiene un predual Asplund
débil (teorema 1.26) y por lo tanto GDS. El resultado sigue del teorema 1.19.

Teorema 3.41 Sea X un evtlc y sea K � X un conjunto compacto convexo. Entonces
K 2 SC(X) si y solo si K se inyecta afínmente en un espacio de Banach dual estrictamente
convexo dotado de la topologia w�.

Demostración. Ver [20, Thm. 1.1].

Cabe mencionar que existen conjuntos compactos convexos que admiten una función semi-
continua inferiormente estrictamente convexa pero que no admiten una función continua es-
trictamente convexa. En efecto, consideremos el espacio X = (l2(�); w�) con � no numerable
y sea K = (Bl2(�); w

�). El conjunto K es w�-compacto convexo y como l2(�) es un espacio
de Hilbert no separable, K no es metrizable y por lo tanto no admite una función continua
estrictamente convexa (3.36). Obviamente K se inyecta en (l2(�); w�) mediante la identidad.
Además, la norma de l2(�) es estrictamente convexa pues es una norma Hilbertiana. Por el
resultado anterior, se deduce que K admite una función semicontinua inferiormente estricta-
mente convexa. De lo anterior, se concluye que (l2(�); w�) =2 �1 pero un argumento similar
muestra que (l2(�); w�) 2 �2.

Corolario 3.42 La inclusión �1 � �2 es estricta.

Corolario 3.43 Sea K 2 SC. Entonces K es la envoltura convexa cerrada de sus puntos
afínmente expuestos.

Demostración. Sea T : K ! (X�; w�) un homeomor�smo afín conX� espacio de Banach dual
estrictamente convexo. El conjunto T (K) es la envoltura convexa de sus puntos w�-expuestos
(por la proposición 3.40) y entonces de sus puntos expuestos. LuegoK es la envoltura convexa
cerrada de sus puntos afínmente expuestos (si x� expone a un punto expuesto x de T (K),
entonces x� � T expone afínmente a T�1(x) en K).

32



Corolario 3.44 Todo evtlc de �2 tiene la PAE.

Si X es un Banach tal que X� es estrictamente convexo entonces (X�; w�) tiene la PAE.

Si el predual X de un espacio de Banach dual X� estrictamente convexo es no separable
entonces la bola dual no es metrizable. En este caso, X� tiene la PAE pero X� =2 �1.

Existen espacios que no están en �2 pero que tienen la PAE. Talagrand mostró que
X = (C([0; !1])

�; w�) tiene la propiedad de Radon-Nikodym y a fortiori la PAE pero su
bola no está en SC(X).

3.4.3. Estabilidad de la clase �2 por producto

Proposición 3.45 La clase �2 es estable por producto �nito.

Demostración. Es su�ciente mostrar el resultado con dos evtlc X1; X2 2 �2. Sea K un
conjunto compacto convexo no vacío de X1 � X2. Consideremos las proyecciones canónicas
�1 y �2. El conjunto �1(K)��2(K) es compacto convexo no vacío enX1�X2. Luego, para i 2
f1; 2g, existe una función fi : �i(K)! R semicontinua inferiormente estrictamente convexa.
Es fácil ver que f1 ��1+ f2 ��2 de�ne une función semicontinua inferiormente estrictamente
convexa en �1(K) � �2(K). Como K � �1(K) � �2(K), f restringida a K es una función
semicontinua inferiormente estrictamente convexa, lo que concluye la demostración.

Corolario 3.46 Sean (X1; :::Xn) 2 �n
2 para n 2 N. Entonces X1 � ::: � Xn tiene la PAE.

En particular, si X 2 �2, X � R tiene la PAE.

3.5. A(K) y la PAE

De�nición 3.47 Sea K un conjunto compacto convexo no vacío. Sea F un subconjunto de
C(K) y sea T : F ! R. El operador T se dice positivo si 8f 2 F f > 0 =) T (f) > 0. Eso
equivale a decir que T es creciente. Lo notaremos T > 0.

Proposición 3.48 Sea K un conjunto compacto convexo no vacío. Sea T : A(K) ! R un
operador lineal positivo. Entonces T se extiende a un operador lineal positivo de C(K).

Demostración. Por el lema de Zorn, existe un espacio vectorial maximal H y una extensión
lineal positiva de T a H que seguiremos notando T . Veamos que H = C(K). Supongamos
que existe g 2 C(K) nH. De�namos los reales p y r de la siguiente forma:

p = sup

�
T (h)

t
j h 2 H; t 2 R+�; h 6 tg

�

r =��nf

�
T (h)

t
j h 2 H; t 2 R+�; tg 6 h

�
:
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Es fácil ver que p y r son �nitos y p 6 r. Sea q 2 [p; r]. De�namos

~T :

(
H � Rg �! R

h+ �g 7�! T (h) + �q
:

El operador ~T es una extensión lineal de T . Veamos que es positivo. Sean h 2 H y � 2 R tal
que h + �g > 0. Debemos ver que ~T (h + �g) > 0. Si � = 0, se tiene que T (h) > 0 pues T
es positivo. Supongamos ahora que � > 0. Como �h 6 �g, tenemos por de�nición de p que
T (�h)

�
6 p 6 q y entonces ~T (h+ �g) > 0. Ahora si � < 0, entonces ��g 6 h y, por de�nición

de r, se tiene que q 6 r 6 T (h)
��

y así ~T (h+ �g) > 0. Luego ~T es una extension lineal positiva
de T , lo cual contradice la maximalidad de T . Entonces H = C(K).

De�nición 3.49 Sea K un conjunto compacto convexo no vacío. De�nimos:

SA(K) = fT : A(K)! R j T lineal; T > 0; T (1) = 1g

SC(K) = fT : C(K)! R j T lineal; T > 0; T (1) = 1g:

Proposición 3.50 Sea K un conjunto compacto convexo no vacío. Entonces SC(K) � C(K)�

y SC(K) es w
�-compacto convexo.

Demostración. Sea T 2 SC(K). Veamos que T es continuo. Sea g en la bola unitaria de
C(K). Se tiene que �1 6 g 6 1 y entonces, por positividad, jT (g)j 6 1. Así T es acotado
y entonces es continuo. La convexidad de SC(K) es obvia. Veamos que es w�-compacto. Lo
anterior muestra que si T 2 SC(K) entonces jjT jj 6 1 y por consiguiente, SC(K) � BC(K)�

es acotado. Además, SC(K) es claramente w�-cerrado. Por el teorema de Alaoglu, BC(K)� es
w�-compacto y entonces SC(K) también.

Por el teorema de Riesz, se tiene que SC(K) =M1(K).

Proposición 3.51 Sea K un conjunto compacto convexo no vacío. Entonces SA(K) � A(K)�

y SA(K) es w
�-compacto convexo.

Demostración. La demostración sigue las mismas lineas que la demostración anterior y se
omitirá.

Teorema 3.52 Sea K un conjunto compacto convexo no vacío de un evtlc X. Entonces la
evaluación

e :

(
K �! (SA(K); w

�)

x 7�! x̂

es un homeomor�smo afín.

Demostración. La aplicación e es claramente afín continua e inyectiva. Veamos que es so-
breyectiva y por lo tanto será homemor�smo pues K es compacto. De�namos:

� :

(
SC(K) =M1(K) �! (SA(K); w

�)

T 7�! TjA(K)

:
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Dado que cada operador lineal positivo de A(K) se extiende a un operador positivo de C(K),
� es sobreyectiva. Sea s 2 Ext(SA(K)). El conjunto ��1(s) es extremo y cerrado (pues � es
continua) de M1(K) y entonces

��1(s) = co(��1(s) \ Ext(M1(K)))

(pues Ext(��1(s)) = ��1(s)\Ext(M1(K))). Luego, existe � 2 ��1(s)\Ext(M1(K)). Sabemos
que los puntos extremos de M1(K) son las medidas de Dirac entonces existe x 2 K tal que
� = �x. Así, para todo f 2 A(K), se tiene que

s(f) = �x(f) = f(x) = e(x)(f)

y entonces s = e(x). Por lo tanto Ext(SA(K)) � e(K). Además, Ext(SA(K)) � e(K) � SA(K).
De donde se concluye, tomando envoltura convexa cerrada, que e(K) = SA(K), i.e. e es
sobreyectiva.

Se tiene que Ext(SA(K)) = fx̂gx2Ext(K) y AExt(SA(K)) = fx̂gx2AExt(K).

Corolario 3.53 Sea X un evtlc. Entonces X tiene la PAE si y solo si para todo K � X
compacto convexo no vacío, SA(K) es la envoltura convexa cerrada de sus puntos afínmente
expuestos (con la topología w�).

Corolario 3.54 Sea X un evtlc. Si para todo K � X conjunto compacto convexo no vacío,
(A(K)�; w�) tiene la PAE entonces X tiene la PAE.

Demostración. Es directo del corolario anterior.
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Conclusión

Esta tesis de magíster se inscribe en el área de la geometría de los espacios vectoriales
topológicos localmente convexos. Su objetivo principal fue el estudio de los espacios con la
propiedad de los puntos afínmente expuestos. Se establecieron propiedades de los espacios
que tienen la PAE y se dieron varios criterios.

Se mostró también que un espacio de Banach E es un GDS si y solo si (E�; w�) tiene la
PAE. La idea para llegar a este resultado fue mostrar que los puntos w�-expuestos y a�nmente
expuestos coinciden en el caso de los conjuntos compactos convexos de norma-interior no vacío
y concluir utilizando el teorema 1.19.

Luego de esta tesis, varios nuevos desafíos aparecen. En efecto, la estabilidad de la PAE
bajo producto �nito solo se pudo obtener en algunos casos particulares. Además, sería intere-
sante saber si la PAE es equivalente al hecho de que cada compacto convexo no vacío tiene un
punto afínmente expuesto (la imposiblidad de extender una función afín continua en ciertos
casos es el nucleo de este problema). Queda también por determinar la clase de los evtlc que
tienen la PAE. Dicho desafío se justi�ca por la existencia de ciertos evtlc que no están en �2

y que tienen esta propiedad. Si eso no se consigue, sería utíl ver cuando (A(K); w�) tiene la
PAE para poder aplicar el corolario 3.54.

Desde un punto de vista personal, esta tesis de magister me ha permitido adquirir conocimien-
tos fundamentales en análisis funcional. Además, he podido tener una mejor visión de en qué
consiste el trabajo de un investigador: el estudio de una nueva noción es algo realmente in-
teresante ya que todo está por hacer pero, por otro lado, la falta de literatura complica mucho
el trabajo dado que no hay metodología establecida para atacar los desafíos presentados.
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