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e internacional, en los cuales he resultado becado gracias a su constante apoyo. Nombraré algunos: El
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Resumen

El espacio de moduli Mg es el espacio de clases de equivalencias conformales de superficies de Rie-
mann de un género fijo g ≥ 1. El espacioMg tiene una estratificación equisimétrica en que cada estrato
consiste de las superficies de Riemann con un grupo de automorfismos que actúa de una manera to-
pológica determinada. Usando grupos Fuchsianos y un algoritmo programado en SAGE, describiremos
la estratificación equisimétrica para el espacio de moduli de superficies de Riemann de género 4, (recu-
perando aśı resultados de [3]) y la geometŕıa de los estratos en M9 correspondientes a la acción de Z8

con signatura (0; 8, 8, 4, 4, 4).
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Introducción

El espacio de moduli Mg de las superficies de Riemann compactas de género g, g ≥ 4, que es el
cociente del espacio Teichmüller por la acción discontinua del mapping class group, tiene la estructura
de un orbifold complejo, cuyo conjunto de puntos singulares se denomina branch locus Bg.

Para estudiar las superficies de Riemann, nuestra principal herramienta será la uniformización de
estas usando grupos Fuchsianos.

Dada una superficie de RiemannX del género g > 1, consideramos el cubrimiento universal H π1(X) // X ,
donde H es el plano hiperbólico. Luego, existe una representación r : π1(X)→ Isom+(H) = PSL(2,R)
tal que X = H/r(π1(X)) y r(π1(X)) es un subgrupo discreto de PSL(2,R) (es decir, un grupo fuch-
siano).

Si existe γ ∈ PSL(2,R) tal que r1(π1(X)) = γ(r2(π1(X)))γ−1, los grupos Fuchsianos r1(π1(X)) y
r2(π1(X)) uniformizan la misma superficie de Riemann. El espacio

{r : π1(X)→ PSL(2,R) : H/r(π1(X)) es una superficie de género g}/conjugación en PSL(2,R)

es el espacio Teichmüller Tg. Éste espacio tiene estructura compleja de dimensión 3g − 3 y es sim-
plemente conexa.

El grupo Aut+(π1(X))/Inn(π1(X)) = Modg es el grupo modular o mapping class group, que actúa
por composición en Tg. Ahora definimos el espacio de moduli como el cociente Mg = Tg/Modg.

La proyección Tg →Mg = Tg/Modg es un cubrimiento regular ramificado con branch locus Bg, en
otras palabras, Mg es un orbifold con lugar singular Bg (ver [24]). El branch locus Bg consiste de las
superficies de Riemann con simetŕıas, es decir, aquellas con grupo de automorfismo no trivial (excepto
cuando g = 2, donde B2 consiste de las superficies con automorfismos diferentes de la involución hiper-
eĺıptica y la identidad, y el lugar singular consiste sólo de la curva con acción de Z5).

Harvey [18] ha aludido a la existencia de la estratificación equisimétrica del espacio de moduli Mg

de superficies de Riemann de género g, cada estrato está formado por los puntos en el espacio de moduli
que corresponden a las superficies equisimétricas. Dos superficies de Riemann cerradas X e Y de género
g se dicen equisimétricas si sus grupos de automorfismos determinan subgrupos finitos conjugados en el
grupo modular de género g, es decir, las acciones de sus grupos de automorfismos son topológicamente
equivalentes. El branch locus del espacio de moduli está formado por los estratos correspondientes a
las superficies del género g > 2 que admiten automorfismos no triviales. Broughton ([9]) mostró que
la estratificación equisimétrica es de hecho una estratificación de Mg por subvariedades algebraicas
irreducibles cuyo interior, si éste es no vaćıo, es una subvariedad algebraica de Mg suave, conexa,
localmente cerrada y densa Zariski en el estrato.

Bartolini, Izquierdo y Costa [3],[2],[11] calcularon la estructura de orbifold de M4 y M5. Como la
estratificación equisimétrica del branch locus, Bg y las relaciones entre sus estratos proporcionan la es-
tructura de orbifold del espacio de moduli Mg, para determinar la estructura de orbifold de M4 y M5

necesitaron la clasificación topológica de las acciones maximales de los grupos de automorfismos de las
superficies de Riemann de géneros 4 y 5. Bogopolski y Kimura encontraron la clasificación topológica
de todas las acciones de grupos finitos en superficies de género 4. Costa e Izquierdo [11] encontraron los
estratos deM4 lo cual les permitió probar que el branch locus deM4 es conexo. Kuribayashi y Kimura
clasificaron las acciones algebraicas de grupos finitos en superficies del género 5.

En esta tesis mostraremos la estratificación equisimétrica de M4, y parte de la estratificación equi-
simétrica de M9, motivado por un ejemplo concreto que mostraremos en el caṕıtulo 2, ejemplo 2.6.3.
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Ambas estratificaciones se realizaron considerando el género de la superficie cociente igual a 0. Los re-
sultados que mostraremos fueron obtenidos por medio del programa SAGE [29] y la rutina o algoritmos
para llegar a los resultados de género 4 y 9 se enseñarán en los caṕıtulo 5 y 6 respectivamente.

Para el caso deM4 mostraremos las contenciones e intersecciones entre todos los estratos inducidos
por las acciones maximales. Para el caso de M9 mostraremos las contenciones e intersecciones de los
estratos asociados a las acciones de Z8, con el propósito de seguir estudiando el ejemplo 2.6.3 que se
presentará en el caṕıtulo 2.

Los resultados obtenidos para género 4 mediante el programa SAGE recuperan los resultados obte-
nidos por Bartolini, Izquierdo y Costa en [3] usando GAP.

El algoritmo que se utilizó en la programación en SAGE se basa principalmente en los siguientes
pasos:

1. Primero encontramos las posibles signaturas de grupos Fuchsianos que uniformizan X4/G y X9/G,
donde X4 y X9 son superficies de Riemann de género 4, respectivamente 9, y G es el grupo de
automorfismos de X4, respectivamente X9. Usando la lista de Singerman [27] destacamos cuáles
signaturas son maximales.

2. Calculamos los epimorfismos θ : ∆ → G, donde ker(θ) = Γ es un grupo Fuchsiano de superficie
que uniformiza una superficie de género 4, respectivamente 9. Obtuvimos los epimorfismos y los
vectores generadores asociados.

3. Clasificamos las acciones obtenidas anteriormente, módulo equivalencia topológica, encontrando
las clases de vectores generadores bajo la acción de B× Aut(G) (ver simboloǵıa).

4. Obtuvimos las acciones maximales y los estratos no vaćıos asociados.

5. Finalmente calculamos la inclusión e intersección entre los diferentes estratos usando el Teorema
16 que se enunciará en el caṕıtulo 1 .

La tesis se encuentra dividida en 6 caṕıtulos. El primero, llamado Previos, está compuesto de todos
los conceptos, definiciones y teoŕıa previa necesaria para entender el trabajo expuesto en esta tesis. En
el caṕıtulo 2 se estudian acciones de grupos finitos en superficies de Riemann, equivalencia topológica y
conformal, relaciones, etc. En ese caṕıtulo se recogen gran parte de mis primeros estudios y cálculos “a
mano” como tesista, donde se desarrolla en detalle y expĺıcitamente ejemplos encontrados en trabajos
de investigación recientes como [14], [10] [23] y [8]. El caṕıtulo 3 ya empieza a abarcar el núcleo de esta
tesis, la teoŕıa de estratificación equisimétrica del espacio de moduli Mg de superficies de Riemann de
cierto género fijo g. En el caṕıtulo 4, se obtiene la estratificación equisimétrica deM4 yM9. Finalmente
en los dos últimos caṕıtulos se muestra la rutina SAGE de ambas estratificaciones de manera separa-
da, explicitando los resultados computacionales por medio de imágenes, tabulaciones y diagramas, y
mostrando también las contenciones e intersecciones de estratos que es lo que completé y cierra este
trabajo.
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Śımbolo Significado
|G| Orden del grupo G.

[G : H] Índice del subgrupo H in G.

Gp Subgrupo estabilizador de p.

Ĉ La esfera de Riemann, esto es C ∪ {∞}.

D Disco unitario, esto es {z ∈ C : |z| < 1}.

H Semi-plano superior, esto es {z ∈ C : Im(z) > 0}.

S/G Espacio cociente dado por la acción de G en S.

Sn Grupo simétrico de n letras.

An Grupo alternante de n letras.

Dn Grupo diedral de 2n elementos.

Q8 Grupo cuaternio de orden 8.

Bg Branch locus.

Inn(G) Grupo de automorfismos internos.

Br Grupo de trenzas.

B Algún subgrupo del grupo de trenzas.

PSL(n,F) Grupo especial lineal proyectivo.

g Género de la superficie cociente.
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Caṕıtulo 1

Previos

1.1. Superficie de Riemann

Una Superficie de Riemann es un espacio topológico X Hausdorff conexo que es localmente ho-
meomorfo al plano complejo y que consta de estructura compleja. Que sea localmente homeomorfo
a C significa, que cada punto en X, tiene una vecindad abierta Ui tal que existe un homeomorfismo
φi : Ui −→ Vi ⊂ C . El par (Ui, φi) es llamado carta en X. Cuando p ∈ U es tal que φ(p) = 0 diremos
que (U, φ) es una carta centrada en p. Un atlas complejo es un conjunto de cartas A, tal que los abiertos
asociados forman un cubrimiento de X, y si (Ui, φi) y (Uj, φj) son tales que Ui ∩ Uj 6= ∅, entonces la
función de transición φi ◦ φ−1

j : φj(Ui ∩ Uj)→ φi(Ui ∩ Uj) es una función anaĺıtica.

Ui ∩ Uj

φj (Ui ∩ Uj) φi (Ui ∩ Uj)

H
HHHj

φi�
����

φj

-
φi◦φ−1

j

Dos atlas anaĺıticos A y B son compatibles si todas las funciones de transición de las cartas (U, φ) ∈ A
y (V, ψ) ∈ B son anaĺıticas. Tales atlas son equivalentes, una clase de atlas se llama una estructura
compleja en X.

1.1.1. Ejemplos

Ejemplo 1. El plano complejo C, lo podemos dotar de las siguientes estructuras complejas:

1. (U, φ) con U = C y φ(z) = z.

2. (U, φ) con U = C y φ(z) = z.

3. (U, φ) con U = C y φ(z) =
z

1 + |z|
.

Ejemplo 2. La Recta proyectiva compleja.

3



CAPÍTULO 1. PREVIOS 4

Consideremos la siguiente relación de equivalencia en C2 \ {(0, 0)}:

z, w ∈ C2 \ {(0, 0)}, z ∼ w ⇔ existe λ ∈ C∗ tal que z = λw

Definamos X = CP1 := C2 \ {(0, 0)}/ ∼. Notemos que (z0, w0) = α(z0, w0) ∈ CP1 con α ∈ C∗; es decir,
corresponden al mismo punto. Usaremos la notación (z0 : w0) para un punto en CP1. Los conjuntos:

U0 = {(z : w) ∈ CP1 : z 6= 0} = CP1 \ {(0 : 1)}

U1 = {(z : w) ∈ CP1 : w 6= 0} = CP1 \ {(1 : 0)}

{U0, U1} forman un cubrimiento de X.

Definimos las siguientes biyecciones:

φ0 : U0 → V0 = C , φ0(z : w) =
w

z

φ1 : U1 → V1 = C , φ1(z : w) =
z

w

Damos la topoloǵıa correspondiente a X aśı entonces tenemos una topoloǵıa en U0 y en U1, y ambas
funciones son homeomorfismos. Claramente φ0(U0) = C = φ1(U1) es un abierto de C.

Tenemos las cartas complejas :

{(U0, φ0) , (U1, φ1)}

las cuales son compatibles, formando un atlas complejo en CP1 que le dan a este espacio la estructura
de Superficie de Riemann.

X es conexo, pues U0 y U1 son conexos (al ser homeomorfos a C∗) con intersección no vaćıa.
X es Hausdorff: Si p, q ∈ X son puntos en el mismo Ui se separan pues cada Ui es Hausdorff.

Consideremos p ∈ U0 \ U1 y q ∈ U1 \ U0, entonces p = [1 : 0] y q = [0 : 1]. Observemos que φ0(p) = 0 =
φ1(q). Consideremos D = {z ∈ C : |z| < 1}, sean Vp = φ−1

0 (D) y Vq = φ−1
1 (D), ambos son abiertos y su

intersección es vaćıa.
X es compacto: X = φ−1

0 (D)∪φ−1
1 (D) (esta no es una condición necesaria para que X sea superficie

de Riemann).
Puede demostrarse que X es homeomorfa a la esfera unitaria y compacta S2 en R3 usando la siguiente

función llamada proyección estereográfica:

CP1 → S2

(z : w) 7−→ 1

|z|2 + |w|2
( 2<(wz) , 2=(wz) , |w|2 − |z|2) ,

∞ 7−→ (0, 0, 1) .
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La superficie X con esta estructura compleja se llama recta proyectiva compleja.

Ejemplo 3. La Esfera de Riemann.

Consideremos a X = C ∪ {∞} = Ĉ es decir la compactificación de C en un punto, con la topoloǵıa
compacto - abierto. Este espacio es compacto, conexo y Hausdorff.

Si consideramos las cartas complejas :

{(U0 = C, φ0 : C→ C) ; (U1 = Ĉ \ {0}, φ1 : Ĉ \ {0} → C)}

donde φ0(z) = z y φ1(z) =
1

z
( definiendo φ1(∞) = 0 ), notamos que éstas forman un atlas complejo

que le da a Ĉ una estructura de superficie de Riemann.

Puede demostrarse también que la superficie Ĉ y S2 son homeomorfas usando la siguiente función:
Ĉ→ S2

w

z
7−→ 1

|z|2 + |w|2
( 2<(wz) , 2=(wz) , |w|2 − |z|2)

Observamos que en Ĉ existen dos topoloǵıas : la compacto - abierto τ1, y la dada por el cubrimiento
del atlas complejo construido anteriormente τ2. Ambas son la misma topoloǵıa.

Ĉ con esta estructura compleja se denomina la esfera de Riemann.

Figura 1.1: Punto del infinito.

Ejemplo 4. Toro Complejo

Sean w1 y w2 dos vectores en C linealmente independientes con respecto a R. Consideremos el
siguiente conjunto L

L = {nw1 +mw2 : n,m ∈ Z}.

Este conjunto es un reticulado en el plano, es decir un subgrupo discreto de rango 2 en C, y por lo tanto
isomorfo a Z2.

Consideremos en C la relación de equivalencia z, w ∈ C ; z ∼ w ⇔ z − w ∈ L, y π : C → C/L = S
la proyección que le da a S la topoloǵıa cuociente. Aśı entonces, π es continua y sobreyectiva. Además
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es abierta, pues para todo V abierto de C, su imagen π(V ) es abierto si y sólo si π−1(π(V )) es abierto
de C. Como

π−1(π(V )) =
⋃
w∈L

(V + w)

es una unión de trasladados de V , que son todos abiertos, luego es abierto. También S es conexo, y más
aún S es compacto pues es la imagen continua de π restringida al conjunto

Pz = {z + aw1 + bw2 : a, b ∈ [0, 1]}.

La construcción de cartas complejas en este espacio se basa en lo siguiente:

Como L es discreto, existe ε > 0 tal que |w| > 2ε para todo w ∈ L \ {0}, entonces

∀ z0 ∈ C π|B(z0,ε)
: B(z0, ε)→ π(B(z0, ε))

es un homeomorfismo local ( con respecto a S ).

Consideremos Vz0 = B(z0, ε) , Uz0 = π(B(z0, ε)) y φz0 : Uz0 → Vz0 , es decir la inversa local con
respecto a C de la función π restringida a B(z0, ε). Vemos que (Uz0 , φz0) es una carta local en S.

Tomemos ahora (Uz1 , φz1) y (Uz2 , φz2) cartas en S y supongamos que Uz1 ∩ Uz2 6= ∅.
Tenemos la siguiente función :

f = φz2 ◦ φz1−1 : φz1(Uz1 ∩ Uz2) −→ φz2(Uz1 ∩ Uz2)

Observamos que f(z) = φz2(π(z)) entonces π(f(z)) = π(z), luego (f(z)−z) ∈ L. Sea f(z)−z = ω(z),
donde ω(z) es una función continua desde φz1(Uz1∩Uz2)→ L, como L es discreto entonces ω es constante
en componentes conexas. Por lo tanto

f(z) = z + ω

donde ω está fijo en cada componente conexa. Y claramente esta función f es anaĺıtica lo que hace que
{Uzi , φzi} sea un atlas en S.

Tenemos finalmente que S = C/L es una superficie de Riemann compacta y se llama toro complejo
de dimensión 1. Observe que es un espacio topológico orientable y como tal está clasificado por su
género, que es 1. Al variar los vectores del reticulado obtenemos espacios topológicos homeomorfos pero
superficies de Riemann, como ya veremos, en general distintas.

Ejemplo 5. Curvas Algebraicas Planas Afines y Proyectivas.
Forman una gran fuente de nuevas superficies de Riemann, las cuales estudiaremos a continuación.

1.1.2. Curvas Algebraicas Planas Afines

Construiremos superficies de Riemann que sean gráficos de polinomios de dos variables sobre los
complejos, para definir cartas usamos el Teorema de la función impĺıcita (T.F.I).
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Figura 1.2: Toro, superficie de género 1.

Teorema 1 (T.F.I). [22] Sea f(z, w) ∈ C[z, w] y Xf = f−1(0) = {(z, w) ∈ C2 : f(z, w) = 0}. Sea

P = (z0, w0) ∈ Xf tal que
∂f

∂w
(P ) 6= 0. Entonces en una vecindad V0 de z0, existe una función g anaĺıtica

tal que

1. g(z0) = w0

2. Para todo z ∈ V0, f(z, g(z)) = 0

3. g′(z) = −
∂f
∂z
∂f
∂w

para todo z ∈ V0

Observemos que Xf corresponde al gráfico de g cerca de P ; es decir, Xf = {(z, g(z)) ∈ C2 : z ∈ V0}.
Además si es la otra derivada parcial la que no se anula, se tiene un resultado análogo.

Definición 1. Una curva algebraica plana af́ın (c.a.p.a) es el lugar de ceros en C2 de un polinomio
f ∈ C[z, w]. Un polinomio f es no singular en un cero P śı y sólo si algunas de sus derivadas parciales
NO se anula en P . La c.a.p.a. correspondiente a f se dice

- suave en P si f es no singular en P
- suave cuando lo es en todo punto
- irreducible si f lo es.

(a) Y 2 −X3 = 0 (b) (X2 + Y 2)2 + 3X2Y − Y 3 = 0 (c) Y 2 −X3 +X = 0

Figura 1.3: Ejemplos de curvas con singularidades.
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Observación 1. Si f ∈ C[z, w] es irreducible entonces su lugar de ceros es un subconjunto conexo de
C2.

Teorema 2. Si f ∈ C[z, w] es no singular e irreductible, entonces su lugar de ceros Xf es superficie de
Riemann.

Demostración. La topoloǵıa para Xf será la de subespacio de C2, luego es Hausdorff y conexo. Para
dar una estructura compleja en Xf usaremos el Teorema 1. Sea p = (z0, w0) ∈ Xf , p es no singular

por hipótesis y suponga que
∂f

∂w
(p) 6= 0. Por el T.F.I. existe gp(z) anaĺıtica tal que cerca de p, digamos

en vecindad Up, Xf corresponde al gráfico de gp. Considere la proyección en la primera coordenada
π1 : Up → C dada por (z, gp(z)) 7→ z. π1 es un homeomorfismo sobre su imagen y corresponde a la

carta en p. Si es
∂f

∂z
(p) 6= 0, usamos proyección en la otra coordenada como carta local. Los cambios de

coordenadas corresponden a la identidad o a gp, luego son anaĺıticos.

Sea f ∈ C[z, w] irreducible y Xf ⊂ C2 su lugar de ceros, el grado de X corresponde al grado de f .

1.1.3. Singularidades

Los puntos de la curva en donde ambas derivadas parciales se anulan, se llaman singularidades. Hemos
visto que una c.a.p.a. no singular es naturalmente una superficie de Riemann. Sin embargo podemos
decir algo de aquellas con singularidades. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, denote por f un
polinomio irreductible en k[x, y] y Xf su lugar de ceros.

Primero veamos que si
∂f

∂x
se anula, lo hace para un número finito de puntos en Xf o divide a f .

Como su grado es estrictamente menor, tiene que ser identicamente nula. Lo mismo para
∂f

∂y
. En tal

caso f seŕıa constante. Por lo tanto una curva irreductible tiene un número finito de singularidades.
La curva x3 + y3 = 1 es no singular. Las curvas y2 = x2 + x3 y y2 = x3 son singulares en (0, 0), pero

las singularidades son diferentes.
Las singularidades se pueden resolver mediante un proceso llamado normalización, quedando nueva-

mente con una superficie de Riemann que coincide con la curva algebraica original en casi todas partes,
excepto en las singularidades. Básicamente esto consiste en borrar las singularidades, reemplazarlas por
tantos puntos como sea necesario y luego pegar discos que darán nuevas cartas.

Consideremos que P = (0, 0) es una singularidad de f , escribamos f como f = fm + fm+1 + · · ·+ fn
donde cada fi es una forma en k[x, y] de grado i. Definimos m como la multiplicidad de f en P y la
denotaremos por mPf . Ahora si el punto singular es Q = (a, b) 6= (0, 0), consideramos una traslación
T (x, y) = (x + a, y + b) y estudiamos la curva f ◦ T en (0, 0); es decir, m(a,b)f := m(0,0)f(x + a, y + b).
A continuación mostraremos un tipo especial de singularidades y su resolución.

1.1.4. Singularidades monomiales y su resolución

Sea Xf = {(x, y) ∈ C2 : f(x, y) = 0, f ∈ C[x, y]}. P = (0, 0) es una singularidad monomial de tipo
(n,m) si y sólo si, existen series de potencias g(x, y), h(x, y) sin términos constantes y con términos
lineales linealmente independientes, tales que

f(x, y) = (g(x, y))n − (h(x, y))m
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Observación 2. Si P = (a, b) 6= (0, 0) es singularidad, cambiamos variables (traslación) para que quede
en (0, 0).

Una singularidad monomial en que el máximo común divisor entre n y m es 1, (m,n) = 1, (por
ejemplo la curva: y7 = x2(x+ 1)), se resuelve considerando las funciones (cartas):

r(t) = (z, w) = (tm, tn)

s(z, w) = t = zbwa,

donde a, b ∈ Z se escogen de tal forma que an + bm = 1. Se puede verificar que las composiciones de
estas funciones dan la identidad en los espacios correspondientes, es decir, r y s son inversas una de la
otra y se dice que s es una carta perforada en un abierto de Xf \ {0, 0)}. Para más detalles, consultar
[22].

1.1.5. Curvas Algebraicas Proyectivas

Definición 2. Definimos el espacio proyectivo complejo como CP2, correspondiente al conjunto de
subespacios uno dimensionales de C3, análogo a lo realizado en 1.1.1 ejemplo 2. Otras notaciones: P2C
o P2.

Los puntos de CP2 los denotaremos [x : y : z]. CP2 = C3 \ {0}/C∗.
CP2 tiene la topoloǵıa cuociente; U es un abierto en CP2 si y solamente si p−1(U) es un abierto en

C3 \ {0}, donde p es la proyección. Con esta topoloǵıa CP2 es Hausdorff y conexo.

En CP2 definiremos los siguientes subconjuntos :

U0 = { [x : y : z] ∈ CP2 : x 6= 0}

U1 = { [x : y : z] ∈ CP2 : y 6= 0}

U2 = { [x : y : z] ∈ CP2 : z 6= 0}.

Notamos que CP2 = U0 ∪ U1 ∪ U2

Cada uno de ellos es homeomorfo a C2 a través de los siguientes homeomorfismos:

φ0 : U0 → C2

[x : y : z] 7→
(y
x
,
z

x

)

φ1 : U1 → C2

[x : y : z] 7→
(
x

y
,
z

y

)
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φ2 : U2 → C2

[x : y : z] 7→
(x
z
,
y

z

)

Ahora bien, definimos este espacio y estos subconjuntos pues queremos encontrar superficies de Rie-

mann dentro de CP2. Observemos que CP2 =
2⋃
i=0

φ−1(D), con D = {(z, w) ∈ C2 : |z| ≤ 1, |w| ≤ 1}.

Luego es compacto.

Definición 3. Sea F un polinomio homogéneo en C[x, y, z], es decir, cada monomio tiene el mismo grado.
El grado de F, gr(F ), es el grado de cada monomio. Entonces si λ ∈ C, F (λx, λy, λz) = λgr(F )F (x, y, z).

Consideremos ahora al conjunto

XF = { [x : y : z] ∈ P2C : F (x, y, z) = 0},

este conjunto está bien definido, y como CP2 = U0 ∪ U1 ∪ U2 llamaremos X̃i = XF ∩ Ui y φi(X̃i) seŕıa

una curva plana. No haremos distinción entre X̃i y φi(X̃i).

X̃0 := XF ∩ U0 = {[x0, x1, x2] ∈ CP2 : F (x0, x1, x2) = 0 ∧ x0 6= 0} = {[1, a, b] ∈ CP2 : F (1, a, b) = 0},

φ0(X̃0) = {(a, b) ∈ C2 : F (1, a, b) = 0} ⊆ C2,

si definimos f(a, b) = F (1, a, b) tenemos que φ0(X̃0) = Xf es una curva plana af́ın. Si f es no singular e

irreducible, entonces Xf es una superficie de Riemann. Analogámente φ1(X̃1) y φ2(X̃2). Este proceso se
llama deshomogenización del polinomio F con respecto a la variable xi. Rećıprocamente, dado f ∈ C[x, y]
constrúımos F (x, y, z) tal que su deshomogenización con respecto a z sea el polinomio f original.

Ejemplo 6. Consideremos el polinomio f ∈ C[x, y] descrito por f(x, y) = y2−x(x+1)(x−1) = y2−x3+x,
Xf es una superficie de Riemann y la homogeneización de f es F (x, y, z) = y2z−x3 +xz2 = y2z−x(x+
z)(x− z).

Definición 4. Sea F (x, y, z) un polinomio homogéneo. F es no singular o liso si no hay solución distinta
de la trivial para este sistema:

F =
∂F

∂x
=
∂F

∂y
=
∂F

∂z
= 0.

Proposición 1. Sea F un polinomio homogéneo en C[x, y, z]. Entonces, F es no singular si y solamente
si cada φ(Xi) es una curva plana no singular para i = 0, 1, 2.

Teorema 3. Sea F un polinomio homogéneo no singular sobre C. Entonces F es irreductible.
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Corolario 1. Sea F (x, y, z) un polinomio homogéneo no singular en C3[x, y, z]. Entonces en el contexto

anterior X̃i , i = 0, 1, 2, es una superficie de Riemann.

Además si F es homogéneo irreductible, su deshomogenización f es irreductible.

Teorema 4. Sea F un polinomio en C[x, y, z] homogéneo y no singular. Entonces X = {[x : y : z] ∈
P2 : F (x, y, z) = 0} es una superficie de Riemann compacta.

Ejemplo 7. Consideremos al siguiente polinomio, F (x, y, z) = xm + ym + zm. Este es homogéneo,
irreductible y no singular. Entonces X = {[x : y : z] ∈ P2 : F (x, y, z) = 0} = X0 ∪ {[0 : y : z] ∈ P2 :
ym = −zm}.

Trabajaremos especialmente con curvas algebraicas planas afines y curvas proyectivas planas.

1.2. Automorfismos de Superficie de Riemann

Definición 5. [1] Podemos definir funciones holomorfas entre superficies de Riemann. Sean S1 y S2

superficies de Riemann con atlases {(Ui, φi)} y {(Vj, ψj)} respectivamente. Una función f : S1 → S2 se
dice holomorfa (o meromorfa) si las funciones

ψj ◦ f ◦ φ−1
i : φi (Ui ∩ f−1(Vj)) −→ C

son anaĺıticas, donde f es un homomorfismo de Superficies de Riemann.

Ui ∩ f−1(Vj) ⊂ S1 S2 ⊃ Vj ∩ f(Ui)

φi
(
Ui ∩ f−1(Vi)

)
ψj (Vj ∩ f(Ui))

?

φi

-
f

?

ψj

-
ψj◦f◦φ−1

i

Además si f es biyectiva y f−1 es también holomorfa, entonces llamamos a f biholomorfa. Dos
superficies son conformemente equivalentes si existe una función biholomorfisma entre ellas.

Para S1 = S2 = X, y f biholomorfa, f es llamado un automorfismo de X. Al conjunto de todos los
automorfismos de X lo denotamos Aut(X), el cual es un grupo bajo la composición de funciones.

Ejemplo 8. Consideremos las superficies: C, Ĉ y H.

i) Aut(C) = {az + b / a, b ∈ C , a 6= 0}

ii) Aut(Ĉ) = PSL(2,C)

iii) Aut(H) = PSL(2,R)
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Existe una cota superior para la cardinalidad del grupo de automorfismos de una superficie compacta
de género g > 1 :

Teorema 5. [19] Sea X una superficie de Riemann compacta de género g ≥ 2, entonces |Aut(X)| ≤
84(g − 1).

Una superficie de Riemann X tal que |Aut(X)| = 84(g−1), se llama superficie de Hurwitz, y Aut(X)
un grupo de Hurwitz.

Ejemplo 9. La superficie de Hurwitz más conocida es la cuártica de Klein de género 3. Definida como
la curva compleja de ecuación

x3y + y3z + z3x = 0 .

El grupo de automorfismos de la cuártica de Klein es isomorfo a PSL(2, 7) y |PSL(2, 7)| = 168 =
84(3− 1).

1.3. Cubrimientos y Uniformización

Ahora consideraremos otro tipo de funciones entre superficies de Riemann, las funciones cubrimientos
(o simplemente cubrimientos).

Definición 6. [1] Un cubrimiento es una función continua y sobreyectiva f : X → Y tal que para cada
punto y ∈ Y, la preimagen de alguna vecindad V de y es una unión disjunta de conjuntos abiertos de
X, cada uno homeomorfo a V v́ıa f .

El conjunto de las preimágenes de y, f−1(y), se llama una fibra sobre y, cada fibra tiene alguna
cardinalidad la cual puede ser finita o infinita.

Una función continua y sobreyectiva f : X → Y tal que

f : X \ f−1(y1, ..., yk) −→ Y \ {y1, ..., yk}

es un cubrimiento, se llama cubrimiento ramificado, y los puntos yi se llaman puntos ramas. Dos
cubrimientos f : X → Y y f̃ : X̃ → Y se consideran equivalentes si existe un biholomorfismo g : X̃ → X
tal que f̃ = f ◦ g.

Ejemplo 10. La función f : Ĉ → Ĉ definida por z → zn es un cubrimiento ramificado con fibras de
cardinalidad n. Los puntos ramas son ∞ y 0.

Ejemplo 11. La función f : C → C∗ definida por z → ez es un cubrimiento ramificado con fibras de
cardinalidad infinita.

Teorema 6. [21] Sea f : X → Y un cubrimiento, donde Y es arcoconexo. Para cada p ∈ Y, el grupo
fundamental π1(Y, p) actúa transitivamente por la derecha sobre la fibra f−1(p).

Las permutaciones de una fibra f−1(p) por g ∈ π1(Y, p) forman un grupo llamado el grupo de mono-
dromı́a de f en p, por lo que se habla del grupo de monodromı́a de f.

Teorema 7 (Teorema de Uniformización). [20] Cualquier superficie de Riemann simplemente conexa

es isomorfa a uno de los siguientes espacios: C, Ĉ o H.
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Consideremos una superficie de Riemann X, entonces existe una superficie de Riemann simplemente
conexa U tal que se tiene el cubrimiento p : U → X. Tal cubrimiento es conocido como un cubrimiento
Universal.

Teorema 8. Sea p : U → X el cubrimiento universal de una superficie de Riemann X. Entonces U es
uno de los siguientes espacios:

1. El plano complejo C

2. La esfera de Riemann Ĉ

3. El plano Hiperbólico H.

Una propiedad que distingue a las tres superficies de Riemann simplemente conexas es su curvatura.
La esfera tiene una curvatura constante positiva, el plano hiperbólico tiene curvatura constante negativa
y el plano Euclideano tiene curvatura nula.

Teorema 9. La única superficie de Riemann que admite un cubrimiento universal dado por Ĉ es la
misma Ĉ. Las únicas superficies de Riemann que admiten un cubrimiento universal dado por C son:

1. El plano complejo C

2. El cilindro

3. El toro.

Cualquier otra superficie de Riemann, tiene al plano hiperbólico H como cubrimiento universal. En
particular, cada superficie de Riemann compacta de género mayor que 1 es uniformizada por H.

Observe que H es biholomorfo a D = {z ∈ C : |z| < 1}. Profundizaremos esto en la sección que
sigue.

1.4. Geometŕıa Hiperbólica y Grupos Fuchsianos

Para trabajar con superficies de Riemann como espacios cocientes, necesitamos el concepto de geo-
metŕıa hiperbólica. Dos modelos comunes del plano hiperbólico son el modelo de Disco de Poincaré y el
modelo de semi-plano superior de Poincaré [12].

1. El modelo de Disco de Poincaré está dado por el disco unitario D = {z ∈ C : |z| < 1} con la

métrica ds =
2|dz|

1− |z|2
. Rectas hiperbólicas, o geodésicas, corresponden a rectas y arcos de ćırculos

perpendiculares al ćırculo unitario.

2. El modelo de semi-plano superior de Poincaré está dado por el semi-plano superior H = {z ∈ C :

Im(z) > 0} con la métrica ds =
|dz|
|Im(z)|

. Rectas hiperbólicas corresponden a rectas y arcos de

ćırculos perpendiculares a la recta real.
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Un biholomorfismo entre H y D es dado por

z 7→ z − i
z + i

.

En lo que sigue, denotaremos por H al plano hiperbólico, independientemente del modelo que usemos.

Figura 1.4: Geometŕıa hiperbólica.

Antes de introducir grupos Fuchsianos necesitamos algunas definiciones básicas de acciones en su-
perficies de Riemann. Sea G un grupo de homeomorfismos sobre una superficie topológica X. Entonces
diremos que G actúa libremente en X si para cada punto x ∈ X existe una vecindad V de x tal que
g(V ) ∩ V = ∅, para cierto g ∈ G. Sin embargo, vamos a considerar grupos con puntos fijos, por lo que
necesitamos una condición más débil. Si cada punto x ∈ X tiene una vecindad V tal que g(V ) ∩ V 6= ∅
para un número finito de g ∈ G diremos que G actúa de forma propiamente discontinua en X. El espacio
de las órbitas de los puntos de X bajo la acción G se denota por X/G.

Teorema 10. Sea X un espacio topológico y G un grupo de homeomorfismos que actúa en X. Entonces
las siguientes son equivalentes:

i) La función natural X → X/G es un cubrimiento (cubrimiento ramificado).

ii) G actúa libremente (de forma propiamente discontinua).

Primero varemos acciones de grupo sobre el plano hiperbólico H por isometŕıas conformales. Al
considerar el modelo de semi-plano de H, notamos que una isometŕıa llevará ćırculos en ćırculos en C
y en particular preserva la recta real. Por lo tanto, podemos identificar las isometŕıas, o automorfismos
de H, como el conjunto de transformaciones de Möbius del siguiente tipo;

z 7→ az + b

cz + d
, ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ R

y este grupo es isomorfo a PSL(2,R). Los elementos de PSL(2,R) pueden estar divididos en tres cate-
goŕıas, caracterizadas por sus conjuntos de puntos fijos. Diremos que un elemento g ∈ PSL(2,R) es
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i) hiperbólico si tiene un conjunto fijo {x, y} ∈ R ∪ {∞}.

ii) eĺıptico si tiene un punto fijo z ∈ H.

iii) parabólico si tiene un punto fijo x ∈ R ∪ {∞}.

Ejemplo 12. Abarcaremos las tres categoŕıas:

i) La función z 7→ λz, donde λ ∈ R+, es hiperbólico con puntos fijos {∞} y 0.

ii) La función z 7→ −1

z
, es un elemento eĺıptico con punto fijo i.

iii) La función z 7→ z + 1, es un elemento parabólico con punto fijo ∞.

Definición 7. [12] Un grupo de transformaciones de Möbius que actúa de manera propiamente discon-
tinua se dice grupo Fuchsiano si deja un disco invariante.

Identificando el plano hiperbólicoH con el semi-plano superior y PSL(2,R) como un grupo topológico
con la topoloǵıa dada por la norma matricial, se tiene que todo grupo Fuchsiano es un subgrupo discreto
de PSL(2,R)[12].

Ejemplo 13. Un grupo Fuchsiano conocido es el grupo modular PSL(2,R), que consiste de las trans-
formaciones de Möbius con coeficientes enteros:

z 7→ az + b

cz + d
, ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ Z.

La superficie H/PSL(2,R) es una esfera con dos singularidades y una pinchadura.

Sólo estaremos interesados en grupos Fuchsianos Γ, tales que el espacio cocienteH/Γ es una superficie
de Riemann compacta. Entonces Γ consistirá sólo de elementos hiperbólicos y eĺıpticos, teniendo la
siguiente presentación

Γ =
〈
α1, β1, ..., αg, βg, γ1, ..., γr / γ

m1
1 = · · · = γmrr =

∏
γi
∏

[αi, βi] = 1
〉

(1.1)

donde γi es un elemento eĺıptico y los elementos αi y βi son hiperbólicos.

Este grupo es isomorfo al grupo fundamental de H/Γ. Si un grupo Γ tiene la presentación (1.1),
entonces diremos que Γ tiene signatura

s(Γ) = (g;m1, ...,mr) (1.2)

donde g es el género de la superficie topológica H/Γ y mi, i = 1, ..., r son los órdenes de los estabili-
zadores de los puntos singulares de la superficie. La signatura nos da la estructura algebraica de Γ y la
estructura geométrica de H/Γ. Podemos asumir que mi ≥ mi+1 pues uno puede reemplazar un par de
generadores eĺıpticos γi y γi+1 con γ′i = γiγi+1γ

−1
i y γ′i+1 = γi. También notemos que para cada elemento

eĺıptico γ de Γ existe un único generador eĺıptico γi tal que γ es conjugado a un único elemento en 〈γi〉 .
[4]
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Teorema 11. [20] Si Γ es un grupo Fuchsiano con la signatura anterior, entonces el espacio cociente
H/Γ es una superficie de Riemann.

Como nos interesan superficies de Riemann compactas de género g ≥ 2, nos gustaŕıa identificarlas
con H/Γ para algún grupo Fuchsiano Γ. Lo cual es posible, podremos observar una superficie Riemann
compacta como un espacio cociente:

Teorema 12. [20] Si X es una superficie de Riemann no conformemente equivalente a la esfera Ĉ, al
plano C, al plano pinchado C \ {0} o al toro, entonces X es conformemente equivalente a H/Γ, donde
Γ es un grupo Fuchsiano sin elementos eĺıpticos.

Un grupo Fuchsiano sin elementos eĺıpticos, es decir, con signatura (g;−), es llamado un grupo super-
ficie. Los grupos superficies son importantes por varias razones, una de ellas concierne en la equivalencia
conforme:

Teorema 13. [20] Sean Γ1 y Γ2 dos grupos Fuchsianos superficies, entonces las superficies de Riemann
H/Γ1 y H/Γ2 son conformemente equivalentes si y sólo si Γ2 = τ−1Γ1τ para algún τ ∈ PSL(2,R).

Un dominio fundamental F de un grupo Fuchsiano es un subconjunto cerrado de H tal que

i) H =
⋃
γ∈Γ

γ(F ).

ii) si p ∈ F y γ(p) ∈ F , donde γ 6= Id, entonces p ∈ δF.

iii) µ(δF ) = 0, donde µ es la medida hiperbólica.

Si Γ tiene signatura (1.2), entonces podemos escoger un dominio fundamental F para Γ tal que δF
sea un poĺıgono hiperbólico. Supongamos que F es un poĺıgono fundamental para algún grupo Fuchsiano
Γ, entonces

i) dos lados A, A′ del poĺıgono son congruentes si existe γ ∈ Γ tal que γ(A) = A′. Además γ(F )∩F =
A′.

ii) dos vértices v y v′ son congruentes si v′ = γ(v) para algún γ ∈ Γ.

iii) Cada elemento eĺıptico γi, es conjugado a un elemento eĺıptico con un punto fijo v, correspondiente
al conjunto de vértices congruentes con una suma de ángulos igual a 2π/mi.

iv) F/ ∼ tiene la misma estructura que H/Γ, donde ∼ corresponde a la identifiación de lados anterior.

También podemos ir en el camino opuesto, como se indica en el siguiente teorema:

Teorema 14. [2] Sea F un poĺıgono hiperbólico con la identificación lateral señalada anteriormente y
área distinta de cero, entonces existe un grupo Fuchsiano con dominio fundamental F .

Si bien existen diferentes dominios fundamentales para un grupo Fuchsiano, todos ellos tienen la
misma área, es decir, si F y F ′ son dominios fundamentales de Γ, entonces µ(F ) = µ(F ′). Por lo tanto,
definimos el área hyperbólica de Γ, denotada por µ(Γ), como µ(F ) para algún dominio fundamental F
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de Γ. El área, µ(F ), de un poĺıgono fundamental F de un grupo Fuchsiano con signatura (1.2) está dada
por la fórmula de Gauss-Bonnet:

µ(F ) = 2π

[
2g− 2 +

∑
i

(
1− 1

mi

)]
.

Notemos que µ(Γ) > 0 para cualquier grupo Fuchsiano. Actualmente, dada una signatura arbitraria,
la existencia de un grupo Fuchsiano con esa signatura depende sólo del área inducida de la signatura:

Teorema 15. [20] Si g ≥ 0,mi ≥ 2 son enteros y

2g− 2 +
∑
i

(
1− 1

mi

)
> 0

entonces existe un grupo Fuchsiano con signatura (g;m1, ...,mr).

Ahora, consideremos dos superficies de Riemann H/Γ y H/Γ′, donde s(Γ) = (g;m1, ...,mr). Supon-
gamos Γ′ ⊂ Γ, entonces tenemos un cubrimiento (ramificado)

H/Γ′ → H/Γ.

La monodromı́a del cubrimiento está ligada a la relación entre Γ y Γ′. Las posibles signaturas e ı́ndices
de subgrupos Fuchsianos se caracterizan por medio del siguiente Teorema:

Teorema 16. [28] Sea Γ un grupo Fuchsiano con signatura (1.2) y presentación canónica (1.1). Entonces
Γ contiene un subgrupo Γ′ de ı́ndice N con signatura

s(Γ′) = (g′;m′11,m
′
12, ...,m

′
1s1
, ...,m′r1, ...,m

′
rsr)

si y sólo si existe una representación permutacional θ : Γ→ SN satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. La permutación θ(γi) tiene precisamente si ciclos de longitud menor que mi, los largos de estos
ciclos son mi/m

′
i1, ...,mi/m

′
isi

.

2. La fórmula de Riemann Hurwitz
µ(Γ′)

µ(Γ)
= N = [Γ : Γ′],

donde µ(Γ) y µ(Γ′) son las áreas hiperbólicas de las superficies H/Γ y H/Γ′.

Los automorfismos de superficies de Riemann de género mayor que 1, están estrechamente relaciona-
dos con los grupos Fuchsianos. Consideremos una superficie de Riemann X, uniformizada por un grupo
Fuchsiano Γ, y un grupo de automorfismos, G, de X. Entonces G actúa en X y podemos considerar el
espacio cociente Y = X/G, que es una superficie de Riemann (con puntos marcados).

H

))

��

X = H/Γ

vv
H/∆ = Y = X/G
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Como Y es una superficie de Riemann con puntos marcados, existe un grupo Fuchsiano ∆ que la
uniformiza, siendo ∆ el levantamiento de G a H.

Teorema 17. [20] Si Γ es un grupo Fuchsiano superficie entonces todo grupo de automorfismos de H/Γ
es isomorfo a ∆/Γ donde ∆ es un grupo Fuchsiano tal que Γ E ∆.

Luego tenemos la siguiente sucesión exacta:

1 // Γ i // ∆ θ // G // 1,

donde θ se llama epimorfismo de superficie.

Ahora, debido a que Γ = ker(θ) es un grupo Fuchsiano de superficie, los epimorfismos θ tienen que
preservar los órdenes de los generadores eĺıpticos, γi, de ∆. Retomaremos la teoŕıa de grupos Fuchsianos
en el siguiente caṕıtulo, cuando definamos vectores generadores y equivalencia de acciones de grupos en
superficies de Riemann.



Caṕıtulo 2

Acción de Grupo en Superficies de
Riemann

2.1. Acciones en Superficies de Riemann

Definición 8. [10] Decimos que un grupo G actúa en una superficie de Riemann X, si existe un
monomorfismo

ε : G −→ Aut(X) ,

donde Aut(X) denota el grupo de automorfismos holomorfos de X. Llamamos al monomorfismo ε una
acción de G en X.

Cuando consideramos una superficie de Riemann de género g ≥ 2, y G un grupo actuando en X
entonces necesariamente G es un grupo finito, por el Teorema de Hurwitz.
Consideremos para cada p ∈ X el subgrupo estabilizador de p, este es

Gp = {D ∈ G : ε(D)(p) = p} .

Debido a que ε(Gp) ≤ Aut(X)p entonces Gp es un grupo ćıclico.

Dada una acción ε : G→ Aut(X) de G en X, tenemos la proyección natural

π : X −→ X/ε(G) .

Como antes, tenemos que X/ε(G) es una superficie de Riemann y π es una función holomorfa. Como
X es una superficie de Riemann compacta entonces X/ε(G) es una superficie de Riemann compacta de
género g.
Tenemos que p ∈ X es un punto de ramificación de π si y sólo si Gp 6= {Id}, además la multiplicidad
de p es |Gp|. Entonces π es un cubrimiento liso (cubrimiento no ramificado) en el complemento de un
conjunto finito, el conjunto de puntos de ramificación, esto pues X y X/ε(G) son compactas.

La imagen por π de un punto de ramificación p ∈ X se llama punto rama o valor de ramificación.
El ı́ndice de ramificación en un punto rama q ∈ X/ε(G) es la multiplicidad de π en cualquier punto
p ∈ π−1(q) de ramificación. Esto está bien definido pues π es cubrimiento de Galois.

Llamamos a π un cubrimiento ramificado, y decimos que π tiene una signatura

s = (g;m1,m2, ..,mr) ,

19
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donde mj son las multiplicidades de los puntos de ramificación, y r es el número de puntos de ramifica-
ción de π. A veces diremos también que G actúa en X con signatura (g;m1,m2, ..,mr).

Consideraremos generalmente los números mj con el siguiente orden

m1 ≥ · · · ≥ mr .

Recordemos que si F : X → Y es una función holomorfa no constante entre superficies de Riemann
compactas X e Y de géneros gX y gY respectivamente. Si ∂F es el grado de F entonces se tiene de la
fórmula de Riemann-Hurwitz [22]:

gX = ∂F (gY − 1) + 1 +
1

2

∑
p∈X

(multpF − 1) .

Con la notación anterior, y llamando g al género de X, tenemos una presentación adecuada a este
contexto de la fórmula de Riemann-Hurwitz,

2g − 2

|G|
= (2g− 2) +

r∑
j=1

(
1− 1

mj

)
. (2.1)

2.2. Vector Generador

Definición 9. [8] Una (2g+r)−tupla (a1, b1, ..., ag, bg, c1, ..., cr) ∈ G2g+r es llamada un (g;m1,m2, ..,mr)−
vector si

g∏
i=1

[ai, bi]
r∏
j=1

cj = 1

y
|cj| = mj

es decir, el orden de cj es mj para todo j ∈ {1, ..., r}. Además diremos que es un (g;m1,m2, ..,mr) −
vector generador si el conjunto {ai, bi, cj} genera G.

En particular, si θ es el epimorfimo enunciado en el teorema 17 tenemos que

(θ(α1), θ(β1), ..., θ(αγ), θ(βγ); θ(γ1), ..., θ(γr))

es un s−vector generador. También notemos que la elección de un vector generador no es única,
estos dependen de la elección de los generadores de los grupos. Aśı, dado un monomorfismo ε, podemos
construir un vector generador. Ahora, recordemos que el Teorema 15 dice que, para cualquier signatura
dada que induzca un área positiva, existe un grupo Fuchsiano con esa signatura. Luego, si un grupo
finito G admite un s-vector generador para una signatura s satisfaciendo la fórmula de Riemann Hur-
witz, entonces existe un grupo Fuchsiano ∆ admitiendo esta signatura. De esto, podemos construir un
epimorfismo de superficie θ : ∆→ G, con s(ker(θ)) = (g;−). Por lo tanto, determinar si un grupo actúa
en una superficie de Riemann con signatura s es equivalente a construir s− vectores generadores.
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Teorema 18. [10] Sea X una superficie de Riemann compacta de género g ≥ 2 y sea G un grupo finito.
Existe una acción ε de G en X con signatura (g;m1, ...,mr) si y sólo si, existen un grupo Fuchsiano ∆
con signatura (g;m1, ...,mr), un epimorfismo θε : ∆ → G tal que Γ = ker(θε) es un grupo Fuchsiano
libre de torsión (sin elementos eĺıpticos) y H/Γ, el espacio cociente inducido por la acción de Γ sobre H,
es una superficie de Riemann biholomorfa a X.

Lo anterior trae como consecuencia el siguiente resultado:

Teorema 19 (Teorema de existencia de Riemann). [8] Sean G un grupo finito de orden n, g ≥ 2
y r ≥ 0 un número natural. Entonces existe X superficie de Riemann de género g, donde G actúa en X
con firma s = (g;m1, . . . ,mr) si y sólo si la ecuación de Riemann-Hurwitz (2.1) se satisface y G tiene
un s-vector generador (α1, . . . , αγ, β1, . . . , βγ, γ1, . . . , γr).

Ejemplo 14. [1] Sea G isomorfo al grupo ćıclico Z6 y consideremos la signatura s = (0; 6, 6, 3, 2, 2). Por
el Teorema 19 , Z6 actúa sobre una superficie de género g = 5, debido a que con la fórmula de Riemann
Hurwitz se tiene que

2g − 2 = 6

(
−2 +

5

6
+

5

6
+

2

3
+

1

2
+

1

2

)
= 8.

Luego existe un grupo Fuchsiano ∆ con signatura s(∆) = (0; 6, 6, 3, 2, 2) y una presentación

〈γ1, γ2, γ3, γ4, γ5 : γ6
1 = γ6

2 = γ3
3 = γ2

4 = γ2
5 = γ1γ2γ3γ4γ5 = 1〉

tal que existe un epimorfismo θ : ∆→ Z6 con θ(γ1) = a, θ(γ2) = a, θ(γ3) = a4, θ(γ4) = a3 y θ(γ5) = a3.
Notemos que cualquier elemento γ de ∆ es conjugado de algún γi, aśı θ(γ) = θ(x−1γix) = θ(γi) 6= 1.
Por lo tanto, ker(θ) es un grupo superficie de género g. Además, θ es la monodromı́a del cubrimiento

X = H/Γ→ H/∆ = X/G ,

y (a, a, a4, a3, a3) es un s-vector generador de Z6 = 〈a〉.

2.3. Obtención de vectores generadores para cada acción

En lo que sigue, estudiaremos acciones de grupo en donde la superficie cociente tiene género g = 0.

Dada una acción concreta de un grupo G de orden n en una superficie X con signatura σ =
(0;m1, . . . ,mr) se puede encontrar un vector generador de la siguiente manera: [23]

Primero fijamos notación:
ζm := e2πi/m,

en particular nos interesan estas ráıces primitivas para m = n y m = mj = |Gj|.

Identificamos los puntos rama P1, . . . , Pr ∈ X/G de la aplicación π : X → X/G.

Escogemos un pj ∈ π−1(Pj), con j = 1, . . . , r y llamaremos Gj el estabilizador del punto pj cuyo
orden es mj (especificado en la signatura).

Construimos la representación ηj : Gj → C∗ dada por la acción de G en una vecindad de pj. Esto
es, si g ∈ Gj, tenemos que g−1 es localmente z 7→ ζ`mjz, para algún entero `. Luego existe un

gj ∈ Gj tal que ηj(gj) = (ζn)n/mj = ζmj .
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Escogemos dicho gj ∈ Gj; es decir, un elemento de Gj tal que ηj(gj) = ζmj .

Finalmente el vector generador asociado a dicha acción será (g1, . . . , gj, . . . , gr).

Ejemplo 15. Consideremos la curva hipereĺıptica

Xf = {(x, y) ∈ C2/f(x, y) = y2 − x5 + 1 = 0}.

Xf es una c.a.p.a suave, cuya compactificación Xf es de género g = 2. Sean ζ5 = e2πi/5 y Gc = 〈φ(x, y) =
(ζ5x,−y)〉, donde φ es un automorfismo de Xf que se extiende a Xf por φ([x : y : z]) = [ζ5x : −y : z].

Es fácil ver que Gc ' Z10 = G = 〈ς : ς10 = id〉, Gc es subgrupo de los automorfismos de Xf , luego
X = Xf/G es una superficie de Riemann compacta.

Para saber dónde la proyección π : Xf → Xf/G ramifica, buscaremos los puntos de estabilizador no
trivial, para esto consideraremos que |Gp| = 2, 5 o 10 pues el estabilizador de un punto es un subgrupo
ćıclico de G.

Entonces, primero buscamos (x0, y0) ∈ Xf tal que su estabilizador sea un subgrupo de orden 2,
generado por φ5(x, y) = (x,−y), lo cual implica que y0 = −y0, es decir y0 = 0, por otra parte, de la
definición de la curva es necesario que x5

0 = 1. Por lo tanto, |Gp| = 2 para pi = (ζ i5, 0), i = 1, 2, 3, 4, 5.

Para el subgrupo de orden 5 generado por φ2(x, y) = (ζ2
5x, y), x0 satisface

x0 = ζ2
5x0 = ζ4

5x0 = ζ6
5x0 = ζ8

5x0,

de aqúı x0 = 0, por lo tanto y2 = −1, obteniendo que |Gp| = 5 para p6 = (0, i), p7 = (0,−i).

Es claro que |G∞| = 10. Ahora, en cada caso no existen más puntos de Xf de estabilizador no trivial,
pues se satisface que

|Gp| =
|G|
n
,

con n el número de puntos en la fibra de un punto rama.

En el cociente, los puntos pi con i = 1, 2, 3, 4, 5 están en la misma clase, al igual que p6 con p7,
entonces por Riemann-Hurwitz concluimos que el género de la superficie cociente es g = 0 pues

2 =10

[
(2g− 2) +

(
1− 1

2

)
+

(
1− 1

5

)
+

(
1− 1

10

)]
=20g + 2.

Con estos resultados, la signatura de G en Xf es (0; 10, 5, 2).

Calcularemos un vector generador asociado a esta acción siguiendo las indicaciones descritas ante-
riormente, para ello tomamos P1 = [1 : 0 : 1], P2 = [0 : i : 1], P3 = [0 : 1 : 0] puntos rama de la función
π tal que cada uno está en una órbita distinta por la acción del grupo. Calcularemos la versión local de
la acción en dichos puntos.
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Si Gj es el estabilizador de alguna preimagen de Pj, diremos que mj = |Gj|, para j = 1, 2, 3. Queremos
construir la representación

ηj : Gj → C∗,

dada por la acción de G en una vecindad de la preimagen de Pj para cada j y de cada una de ellas
obtener un elemento gj tal que ηj(gj) = ζmj . Recordemos que ηj(g) se obtiene de la expresión local de
g−1.

Tomemos p ∈ π−1(P1) y consideramos el abierto Xf ∩ {z 6= 0}, donde
∂f

∂x
((p)) 6= 0. Por el Teorema

de la función Impĺıcita podemos escribir x = h(y) localmente, pues π2, la proyección en la segunda
coordenada, es carta.

Ahora

y
π−1
2 // (h(y), y)

φ−5
// (h(y),−y)

π2 // −y,

de donde tenemos que η1(φ5) = −1. Como buscamos g1 ∈ G1 tal que η1(g1) = ζ5
10, que es igual a −1,

entonces g1 = ς5.

Para p ∈ π−1(P2) la proyección π1 es carta, localmente tenemos que

x
π−1
1 // (x, k(x))

φ−2
// (ζ3

5x, k(x))
π1 // ζ3

5x,

luego η2(φ2) = ζ3
5 , pues η2(φ4) = ζ5. Ahora buscamos g2 ∈ G2 tal que η2(g2) = ζ2

10 = ζ5, por lo tanto
g2 = ς4.

Para P3, que es un punto singular, es necesario normalizar. Para ello ocuparemos el método descrito
en la subsección 1.1.4.

Estudiaremos el abierto X2 = Xf ∩ {y 6= 0} = {z3 − x5 + z5 = 0}, escribimos x5 − z3(1 + z2) = 0

y definimos w = z
3
√

1 + z2, de manera que w3 = x5. Por el algoritmo de la división 1 = 2 · 5 + (−3) · 3
y ya que 3 y 5 son relativamente primos, definimos la función t(x,w) = x−3w2 que es carta en (0, 0),
mientras que r(s) = (s3, s5) es su inversa.
Con esto localmente tenemos

s
r // (s3, s5) // [s3 : 1 : s5]

φ−1
// [ζ4

5s
3 : −1 : s5],

pero bajando a Xf se sigue que

(−ζ4
5s

3,−s5) t// −ζ−12
5 s−9s10 = −ζ3

5s.

Luego η3(φ) = −ζ3
5 = ζ10. Como buscamos g3 ∈ G3 tal que η3(g3) = ζ10, tenemos que g3 = ς.

Para terminar como G = 〈ς : ς10 = id〉, entonces el orden de ζ5 es 2, el de ζ4 es 5, el de ζ es 10,
además ζ4ζ5ζ = id, por lo tanto, (ζ, ζ4, ζ5) es un vector generador para la signatura (0; 10, 5, 2).

Ejemplo 16. Acción de Z7 en Xf = {(x, y) ∈ C2 : f(x, y) = y7 − x(x− 1) = 0}.
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Primero se debe construir la clausura proyectiva Xf de Xf , la que está definida como los ceros del
polinomio homogéneo F (x, y, z) asociado a f(x, y):

F (x, y, z) = y7 − x2z5 + xz6.

Para determinar el género de Xf estudiaremos con Riemann-Hurwitz la extensión τ2 a Xf y a P1 de
la función holomorfa τ : Xf → C dada por

(x, y) 7→ x.

Para estudiar la singularidad en p3 = [1 : 0 : 0] ∈ Xf , consideramos la intersección de Xf con el
abierto af́ın de P2 dado por x = 1:

F1 := y7 − z5 + z6 = y7 − z5(1− z) = y7 − (zk(z))5 = y7 − w5,

donde la última igualdad corresponde a la ráız quinta de (1−z), que en una vecindad del punto estudiado
no se anula.

Con ello se determina que en p3 la curva tiene una singularidad monomial de tipo (7, 5).
Aplicando la técnica vista para resolución de singularidades monomiales (ver subsección 1.1.4), y

dado que el máximo común divisor de 7 y 5 es 1, se obtiene que se remueve p3 de Xf y se pega una
carta con homeomorfismos centrados t(y, w) = y3w−2, con inversa r(s) = (s5, s7)

Estudiemos ahora τ2 : Xf → P1 que corresponde a [x : y : z] 7→ [x : z]

1. En la parte af́ın τ2 corresponde a τ y ramifica en x = 0 y x = 1, es decir

p1 = [1 : 0 : 1] y p2 = [0 : 0 : 1].

En los cuales es localmente 7 a 1. Determinamos de paso que τ es de grado 7.

2. Como vecindad de p3, usamos el abierto af́ın U0 = {[x : y : z] ∈ P1 : x = 1}. La imagen en este
abierto af́ın de Xf corresponde a X1 los ceros de F1 := y7 − z5 + z6 y con las cartas anteriores

r y t. Usando esas las cartas locales y ϕ([a : b]) =
b

a
en [1 : 0] ∈ P1, se tiene que localmente τ2

corresponde a:

z ∈ C r7→ [1 : z5 : z7]
τ27→ [1 : z7]

ϕ7→ z7.

Aśı τ2 es holomorfa y ramifica con grado 7 sobre [1 : 0].

Finalmente, usando Riemann-Hurwitz para τ2, se tiene que el género de Xf es:

gX = 7(0− 1) + 1 +
3

2
(7− 1) = 3,

pues el grado de τ2 es 7, el género de P1 es 0 y sólo ramifica en los tres puntos dados: p1, p2 y p3.

Pasamos ahora a estudiar la acción de Z7 en Xf .
Considere el subgrupo de automorfismos de Xf definido como G = 〈φ(x, y) = (x, ζ7y)〉, donde

ζ7 = e2πi/7.
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Notemos que φ es un automorfismo de Xf que se extiende a la clausura proyectiva Xf como φ([x :
y : z]) = [x : ζ7y : z], por lo que G ' Z7 = 〈ς : ς7 = id〉, es un subgrupo de los automorfismos de Xf ,
tal que X = Xf/G es una superficie de Riemann compacta.

Para saber donde la proyección π : Xf → Xf/G ramifica, determinaremos los puntos de estabilizador
no trivial.

Sabemos que (x0, y0) ∈ Xf queda fijo por φ, que es un elemento de orden 7, si satisface la ecuación
φ(x0, y0) = (x, ζ7y)) = (x0, y0), lo cual necesariamente ocurre si y0 = 0.

Ahora de la definición de la curva, y0 = 0 implica que x0 = 0 o x0 = 1. Luego los puntos ramas en
Xf/G son P1 = [1 : 0 : 1],P2 = [0 : 0 : 1] y P3 = [1 : 0 : 0]. Escogemos a p1 = [1 : 0 : 1], p2 = [0 : 0 : 1] y
p3 = [1 : 0 : 0] como los elementos en la fibra de P1, P2 y P3 respectivamente.

Existen tres puntos de ramificación con orden del estabilizador igual a 7, la proyección π : Xf → C
ramifica en cada uno de los puntos p1, p2 y p3 vistos en la curva Xf con multiplicidad 7, luego la fórmula
de Riemann-Hurwitz nos permite obtener el género de Xf/G:

2 · 3− 2

7
= (2g− 2) + 3

(
1− 1

7

)
.

De esta ecuación g = 0, por lo que la signatura asociada a la acción de G en Xf es (0; 7, 7, 7).
Note que usamos que el género de Xf es 3, lo que fue determinado anteriormente. Más aún, note que el
cubrimiento τ2 : Xf → P1 es equivalente anaĺıticamente a π : Xf → Xf/G.

Procedemos a calcular un vector generador asociado a la acción. Sea Gj el grupo estabilizador de pj,
observemos que |Gj| = mj = 7 para j = 1, 2, 3. Queremos construir la representación

ηj : Gj → C∗,

dada por la acción de G en una vecindad de pj para cada j y de cada una de ellas obtener un elemento
gj tal que ηj(gj) = ζ7. Recordemos que ηj(g) se obtiene de la expresión local de g−1.

Comencemos con p1 ∈ π−1(P1), tomemos el abierto Xf ∩{z 6= 0}, donde
∂f

∂x
(p1) 6= 0. Por el Teorema

de la función Impĺıcita podemos escribir x = h(y) localmente, pues π2, la proyección en la segunda
coordenada, es carta. Luego tenemos la siguiente composición:

y
π−1
2 // (h(y), y)

φ−1
// (h(y), ζ−1

7 y)
π2 // ζ−1

7 y,

en donde η1(φ) = ζ−1
7 = ζ6

7 . Buscamos g1 ∈ G1 tal que η1(g1) = ζ7, el cual es φ6 por lo tanto g1 = ς6.

Para el segundo punto p2 ∈ π−1(P2), considerando el mismo abierto anterior, tenemos que
∂f

∂x
(p2) 6=

0, entonces podemos escribir x en función de y, digamos x = k(y) localmente. Aśı:

y
π−1
2 // (k(y), y)

φ−1
// (k(y), ζ−1

7 y)
π1 // ζ−1

7 y,

luego η2(φ) = ζ−1
7 , por lo tanto g2 = ς6.

El punto p3 es un punto singular, ya sabemos que la curva en una carta de p3 se puede expresar de
la forma y7 = w5 donde w = z 5

√
1− z, por lo que la singularidad es (5,7)- monomial. Del algoritmo de
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la división, 1 = 3 · 5 + (−2) · 7 y como 7 y 5 son relativamente primos, la función t(y, w) = y3w−2 es
carta en (0, 0), con inversa r(s) = (s5, s7).
Con esto localmente tenemos

s r // (s5, s7) // [1 : s5 : s7]
φ−1
// [1 : ζ−1

7 s5 : s7],

pero en Xf se sigue que

(ζ−1
7 s5, s7) t // ζ−3

7 s15s−14 = ζ4
7s.

Luego η3(φ) = ζ4
7 . Como buscamos g3 ∈ G3 tal que η3(g3) = ζ7, tenemos que g3 = ς2.

Finalmente, (ς6, ς6, ς2) es un vector generador para esta signatura.

2.4. Equivalencia Topológica y Anaĺıtica de Acciones de Gru-

pos sobre Superficies de Riemann

2.4.1. Definición de Equivalencia de Acciones

Diremos que las acciones ε1, ε2 de G en X son topológicamente equivalentes si existe Φ ∈ Aut(G)
y h en el grupo de homeomorfismos que preservan orientación Homeo+(X) de X, tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

X

h
��

ε1(Φ(g))// X

h
��

X
ε2(g)

// X

Es decir, ε2(g) = h ε1(Φ(g))h−1.

Si h ∈ Aut(X), entonces diremos que ε1, ε2 son anaĺıticamente (o conformemente) equivalentes.

Observación 3. Acciones que son anaĺıticamente equivalentes, lo son toplógicamente.

En términos de grupos Fuchsianos, la definición de acciones topológicamente equivalentes es:

Definición 10. [10] Sean ε1 y ε2 dos acciones de G en X y sean θ1 : ∆1 → ε1(G) y θ2 : ∆2 → ε2(G) los
epimorfismos asociados a ε1 y ε2 dados en el Teorema 17. Entonces ε1 es topológicamente equivalente a ε2

si y sólo si existe un isomorfismo de grupos χ : Γ1 → Γ2 y un isomorfismo de grupos ϕ : ε1(G)→ ε2(G),
tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Γ1

χ

��

θ1 // ε1(G)

ϕ

��
Γ2 θ2

// ε2(G)

Observación 4. Se puede dar una definición completamente análoga para acciones topológicamente
equivalentes considerando acciones de G sobre distintas superficies, pero del mismo género.

Un resultado importante es que existen acciones que son topológicamente equivalentes, pero no
conformemente equivalentes. Ejemplos de ello se encuentran en [14] y [10].
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2.5. Equivalencia de acciones por medio del álgebra

El Teorema de Existencia de Riemann nos dice que cada acción de un grupo G con cierta signatura
fija sobre una superficie de Riemann de cierto género, tiene asociado un vector generador. Estudiar
equivalencia de acciones Topológicas por ejemplo, equivale a estudiar si los vectores generadores asociados
a cada acción se encuentran en la misma órbita bajo la acción de cierto grupo, que actúa sobre el conjunto
de todos los posibles vectores generadores asociados a la signatura en cuestión. Por ello es útil entender
acciones de grupos, o más bien clase de equivalencias de acciones, ya sea v́ıa equivalencia topológica u
holomorfa, usando herramientas del álgebra. Resultados conocidos en esta dirección son los que siguen:

Proposición 2. Dos acciones ε1 y ε2 en X son conformemente equivalentes si y sólo si ε1(G) y ε2(G)
son conjugados en Aut(X).

Proposición 3. Si el grupo de automorfismos de una superficie X, Aut(X), contiene dos automorfismos
τ1, τ2, ambos de orden p, primo, tal que las superficies cocientes X/〈τi〉, i = 1, 2, son isomorfas a la esfera
de Riemann, entonces 〈τ1〉 y 〈τ2〉 son conjugados en Aut(X).

Definición 11. Sea G un grupo finito y s = (0;m1, ...,mr) una signatura. El conjunto de vectores
generadores para s lo denotamos por Ωs el cual es:

Ωs = {ν = (g1, ..., gr) ∈ Gr : G = 〈g1, ..., gr〉 , g1 · ... · gr = 1 , |gi| = mi ∀i }.

El grupo Aut(G) actúa naturalmente en Ωσ y dos vectores generadores ν1 = (g1, ..., gr) y ν2 =
(h1, ..., hr) están en la misma clase, si existe un elemento k ∈ Aut(G) tal que (g1, ..., gr) = (gk1 , ..., g

k
r )

donde gki = k−1gi k.

Definición 12. Fije un entero r ≥ 3. Se define el grupo de trenzas Br como el grupo generado por los
elementos Qi, i = 1, ..., r − 1 que satisfacen las siguientes relaciones:

1. QiQi+1Qi = Qi+1QiQi+1 si i = 1, ..., r − 2

2. QiQj = QjQi para |i− j| > 1.

Además, dada una signatura s = (0;m1, ...,mr), sea B el subgrupo de Br generado por los Qi tales
que mi = mi+1.

Este subgrupo también actúa en Ωs al extender la acción de sus generadores Qi ∈ B,

Qi(g1, ..., gr) = (g1, ..., gi−1, gigi+1g
−1
i , gi, ..., gr).

Por lo tanto, tenemos la acción del grupo Υ = Aut(G) × B en el conjunto de vectores generadores Ω.
Las órbitas bajo Υ corresponden a acciones de G topológicamente no equivalentes.

Proposición 4. [8] Dos vectores generadores de un grupo finito G para alguna signatura s, definen
acciones de G topológicamente equivalentes si y sólo si los vectores generadores están en la misma
órbita bajo la acción de Υ = Aut(G)× B.

Ya que la acción de Qi ∈ B es (g1, ..., gr) 7→ (g1, ..., gi−1, gi+1, gi, ..., gr), que es una transposición
(i, i+ 1) de los ı́ndices, en el caso de grupos abelianos, B actúa en los vectores generadores permutando
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los elementos del vector generador que tienen el mismo orden.

La proposición anterior nos entrega otra herramienta para comparar acciones topológicamente equi-
valentes y anaĺıticamente equivalentes.

Corolario 2. [14] Si el grupo de automorfismos de una superficieX, Aut(X), contiene dos automorfismos
τ1, τ2, ambos de orden p, primo, tal que las superficies cocientes X/〈τi〉, i = 1, 2, son isomorfas a la
esfera de Riemann, entonces 〈τ1〉 y 〈τ2〉 son anaĺıticamente equivalentes si y sólo si son topológicamente
equivalentes.

Ejemplo 17. [8] Si Zp actúa en una superficie de Riemann X, entonces su signatura debe ser s =
(g; p, ..., p) (con r puntos rama), X tiene género

g = (g− 1)p+
r(p− 1)

2
+ 1.

Un caso frecuente es cuando nos encontramos con r = 3 y g = 0, en este caso el conjunto de los
(0; p, p, p)-vectores generadores tiene cardinalidad (p− 1)(p− 2).

Observación 5. Se puede considerar la acción en el conjunto de vectores generadores para alguna
signatura s, del grupo Λ = Inn(G) × B ≤ Υ, donde Inn(G) representa el grupo de automorfismos
internos de G. Es una idea a investigar a futuro qué tipo de equivalencia en sentido geométrico ésto
captura.

2.6. Ejemplos Concretos

En esta sección estudiaremos varios ejemplos, algunos seguidos en la literatura pero aqúı los desa-
rrollaremos en detalle y veremos equivalencia topológica y anaĺıtica.

2.6.1. Z4 actuando en género 3

Tenemos la siguiente familia de curvas de género 3

Xλ : y2 = x(x2 − 1)(x2 − λ2)(x2 − λ−2),

con λ ∈ C, λ4 6= 0, 1 y λ 6= ±1±
√

2. La clausura proyectiva de Xλ, es decir,

Y 2Z5 = X(X2 − Z2)(X2 − λ2Z2)(X2 − λ−2Z2),

tiene una singularidad en P∞ = [0 : 1 : 0]. La curva, en una carta de P∞, tiene una expresión de la
forma x7 = z5, por lo tanto es una singularidad de tipo (5, 7) monomial. En consecuencia, recordando
la subsección 1.1.4 se resuelve agregando un punto P∞ con carta (U,ϕ : U → V ), para un abierto U de
P∞ la cual está dada por ϕ(x, z) = x3z−2, con inversa ψ(s) = (s5, s7).

Consideremos dos acciones de G = Z4 dadas por

εj : Z4 → Aut(Xλ)

1 7→ τj,
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para j ∈ {1, 2}, donde τ1(x, y) = (−x, iy) y τ2(x, y) = (1/x, iy/x4). En P∞ las funciones τ1 y τ2 se
extienden de manera que τ1[X : Y : Z] = [−X : iY : Z] y τ2[X : Y : Z] = [ZX3 : iY Z3 : X4].
Obteniendo

τ1(P∞) = P∞,

τ2(0, 0) = P∞,

τ2(P∞) = (0, 0).

Calcularemos en detalle el segundo caso: τ2[0 : 0 : 1] = [0 : 1 : 0].

Como la expresión dada para τ2 no está bien definida en [0 : 0 : 1] debemos estudiar cómo es la curva
cerca de (0, 0) y representar τ2 en dicha vecindad. Notemos que la derivada parcial de f con respecto a
x no se anula, entonces por el T.F.I. tenemos que x = h(y) localmente, donde h es una función anaĺıtica
que satisface h(0) = 0. Además, como consecuencia del mismo Teorema se obtiene que h′(0) = 0, luego
h tiene orden 2, es decir, h(y) = y2k(y), con k(0) 6= 0. Aśı, en una vecindad de [0, 0, 1] :

τ2[h(y), y, 1] = [h(y)3 : iy : h(y)4] = [h(y)3/yi : 1 : h(y)4/yi],

por lo tanto, τ2[0 : 0 : 1] = [0 : 1 : 0].

Para τ1 los puntos p = (0, 0) y P∞ tienen estabilizadores de orden 4. Mientras que (±1, 0), (±λ, 0),
(±1/λ, 0) tienen estabilizador de onden 2, pero (x, 0) y (−x, 0) están en la misma 〈τ1〉−órbita, por lo
tanto 〈τ1〉 actúa con signatura (0; 4, 4, 2, 2, 2).

Para τ2, los puntos (1, 0) y (−1, 0) tienen estabilizador de orden 4 y no están en la misma 〈τ2〉−órbita.
Aśı obtenemos hasta ahora, dos puntos rama en Xλ/〈τ2〉. Diremos que estos puntos son de tipo 4.

Para encontrar los puntos con estabilizador de orden 2, buscamos los (x, y) tales que τ 2
2 (x, y) =

(x,−y) = (x, y), luego y = 0 y x = 0,±λ,±λ−1, pero (λ, 0) está en la misma 〈τ2〉−órbita de (1/λ, 0),
aśı mismo (−λ, 0) está en la misma órbita de (−1/λ, 0). Además es fácil ver que el punto ∞ tiene esta-
bilizador de orden 2, de hecho τ 2

2 es la involución hipereĺıptica, y P∞ está en la órbita de (0, 0) por τ2,
obteniendo aśı el último punto rama de tipo 2. Por lo tanto 〈τ2〉 actúa con signatura (0; 4, 4, 2, 2, 2).

La signatura para ambos es s = (0 : 4, 4, 2, 2, 2) y si denotemos Z4
∼= 〈σ : σ4 = 1〉, los vectores

generadores asociados a ε1 y ε2 son (σ, σ, σ2, σ2, σ2) y (σ3, σ3, σ2, σ2, σ2) respectivamente.

Otra manera de calcularlos sólo usando álgebra es la siguiente: Los elementos de orden 4 en G son
{σ, σ3} y el de orden 2 es σ2. Buscamos vectores (g1, g2, g3, g4, g5) ∈ G5 tales que |g1| = |g2| = 4,

|g3| = |g4| = |g5| = 2 y que
5∏
i=1

gi = 1. Las combinaciones numéricas posibles son:

1 + 1 + 2 + 2 + 2

1 + 3 + 2 + 2 + 2

3 + 3 + 2 + 2 + 2

3 + 1 + 2 + 2 + 2
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De las cuales la primera y tercera son las que satisfacen las condiciones. Por esa razón Ωs =
{(σ, σ, σ2, σ2, σ2), (σ3, σ3, σ2, σ2, σ2)}

Estos dos vectores generadores están en la misma órbita bajo la acción de Υ = Aut(G)× B, no aśı,
para la acción de Λ = Inn(G)×B pues hay dos clases. Que exista sólo una clase de vectores generadores
por la acción de Υ implica que sólo hay una clase de acciones topológicas. Se puede verificar en la Tabla
5 en [8] el único vector generador de G con signatura s.

Por otra parte, las acciones ε1 y ε2 no son anaĺıticamente equivalentes pues 〈τ1〉 y 〈τ2〉 no son
conjugados en Z4 × Z2 (un grupo más grande de automorfismos de la misma curva Xλ). Tenemos en
resumen:

Tipo de Equivalencia Cantidad de acciones distintas
Topológicas 1
Anaĺıticas 2

Órbitas por Λ 2

2.6.2. Z7 actuando en género 3

Este ejemplo es una especificación a p = 7 de la clasificación en [25]. Tomemos G = Z7 actuando en
una superficie X de género 3 con superficie cociente de género 0. La signatura es s = (0 : 7, 7, 7) y el
conjunto de vectores generadores Ω está dado por

Ω = {(c1, c2, c3) ∈ (Z7)3 : c7
1 = c7

2 = c7
3 = c1 c2 c3 = 1}.

Como Z7 es abeliano, tenemos Inn(G) = {id}. Además como el género de la superficie cociente es
0, B actúa como S3. Luego de los 30 vectores generadores tenemos 8 clases distintas por la acción de
Inn(G)×B = {id}× S3, y por la acción de Aut(G)×B ∼= Z∗7× S3 sólo hay 2 órbitas. Por último como
G = Zp con p primo, la cantidad de acciones topológicas no equivalentes coincide con las anaĺıticas no
equivalentes. Luego el conteo queda:

Tipo de Equivalencia Cantidad de acciones distintas
Topológicas 2
Anaĺıticas 2

Órbitas por Λ 8
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2.6.3. Z8 actuando en género 9

Esta familia de ejemplos fue propuesta en [10], aqúı la estudiaremos en detalle y es el punto de
partida para una clasificación mayor que desarrollaremos en esta tesis.
Consideremos la Superficie de Riemann de género 9

Xλ : y4 = x(x2 − 1)(x2 − λ2)(x2 − λ−2) , λ4 6∈ {0, 1}

y los siguientes automorfismos de Sλ

τ1(x, y) = (−x, ρy) ∧ τ2(x, y) =

(
1

x
,
ρy

x2

)
, ρ = e

2πi
8 .

La clausura proyectiva de Xλ es

Xλ : y4z3 = x(x2 − z2)(x2 − λ2z2)(x2 − λ−2z2),

donde los automorfismos anteriores se proyectan como sigue:

τ1([x : y : z]) = [−x : ρy : z] ∧ τ2([x : y : z]) = [xz : ρyz : x2].

Xλ tiene a [0 : 1 : 0] como único punto singular, se puede verificar el cálculo en el anexo 1 al término de
este ejemplo. Sea X1 = Xλ∩{y 6= 0}, en este abierto la curva proyectiva se puede representar de la forma
z3 = (xk(x, z))7, de donde se deduce que la singularidad es monomial de tipo (3,7). Por el algoritmo
de la división, 1 = 1 · 7 + (−2) · 3, y ya que 3 y 7 son relativamente primos, la función s(x, z) = x−2z
es carta en (0, 0), con inversa r(t) = (t3, t7). Luego, la singularidad [0 : 1 : 0] se resuelve con la carta
(U,ϕ : U 7→ V ) para un abierto U de [0 : 1 : 0] donde ϕ = s ◦ φ y φ es la carta usual del espacio
proyectivo al af́ın.

Para i ∈ {1, 2} consideraremos las acciones

εi : Z8 → Aut(Xλ)

1 7→ τi

El grupo abstracto generado por τ1 es G ' Z8 := 〈σ : σ8 = 1〉.
Tomaremos a σ = τ1(x, y) como generador de este grupo ćıclico, o a σ = τ1[x : y : z] pensando en la

clausura. Notamos que σ, σ3, σ5, σ7 tienen orden 8 y σ2 con σ6 tienen orden 4.

El grupo abstracto generado por τ2 también es G ' 〈γ : γ8 = 1〉.
Tomaremos esta vez a γ = τ2(x, y) como generador de este grupo ćıclico. Aqúı γ, γ3, γ5, γ7 tienen

orden 8 y γ2 con γ6 tienen orden 4. La siguiente tabla muestra los elementos de los grupos ćıclicos
generados por τ1 y τ2, sus órdenes y sus representaciones af́ın y proyectiva.
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〈τ1〉 af́ın orden Proyectiva 〈τ2〉 af́ın orden Proyectiva

σ (−x, ρy) 8 [−x : ρy : z] γ

(
1

x
,
ρy

x2

)
8 [xz : ρyz : x2]

σ2 (x, ρ2y) 4 [x : ρ2y : z] γ2 (x, ρ2y) 4 [x : ρ2y : z]

σ3 (−x, ρ3y) 8 [−x : ρ3y : z] γ3

(
1

x
,
ρ3y

x2

)
8 [xz : ρ3yz : x2]

σ4 (x, ρ4y) 2 [x : ρ4y : z] γ4 (x, ρ4y) 2 [x : ρ4y : z]

σ5 (−x, ρ5y) 8 [−x : ρ5y : z] γ5

(
1

x
,
ρ5y

x2

)
8 [xz : ρ5yz : x2]

σ6 (x, ρ6y) 4 [x : ρ6y : z] γ6 (x, ρ6y) 4 [x : ρ6y : z]

σ7 (−x, ρ7y) 8 [−x : ρ7y : z] γ7

(
1

x
,
ρ7y

x2

)
8 [xz : ρ7yz : x2]

id (x, y) 1 [x : y : z] id (x, y) 1 [x : y : z]

Tabla 1: Descripción de los elementos de 〈τ1〉 y 〈τ2〉.

Con esta información, procedemos al cálculo de los vectores generdores asociados a las acciones εi
sobre Xλ y signatura (0; 8, 8, 4, 4, 4).

i) Primero identificamos los puntos rama:

Para τ1 los puntos con estabilizador no trivial son: [0 : 0 : 1], [0 : 1 : 0], [±1 : 0 : 1], [±λ : 0 : 1] y
[±λ−1 : 0 : 1]. Aquellos que tienen la primera coordenada de igual móludo, se encuentran en la mis-
ma τ1-órbita. De esta manera tenemos 5 puntos rama en Xλ/〈τ1〉 que denotaremos: Q1 = [0 : 0 : 1],
Q2 = [0 : 1 : 0], Q3 = [1 : 0 : 1], Q4 = [λ : 0 : 1] y Q5 = [λ−1 : 0 : 1].

Para τ2 los puntos con estabilizador no trivial son: [0 : 0 : 1], [±1 : 0 : 1], [±λ : 0 : 1], [±λ−1 : 0 : 1] y
[0 : 1 : 0]. De estos, hay elementos que están en la misma τ2-órbita. Por lo que la cantidad se reduce a 5

puntos rama en Xλ/〈τ2〉, estos son: Q̃1 = [0 : 0 : 1], Q̃2 = [1 : 0 : 1], Q̃3 = [−1 : 0 : 1], Q̃4 = [λ : 0 : 1] y

Q̃5 = [−λ : 0 : 1].

Observación 6. [0 : 1 : 0] está en la misma órbita de [0 : 0 : 1] por τ2, cuyo resultado se puede verificar
en el anexo 2 del final de este ejemplo.

ii) Puntos en la fibra de cada Qj y Q̃j:

P1 = [0 : 0 : 1], P2 = [0 : 1 : 0], P3 = [1 : 0 : 1], P4 = [λ : 0 : 1] y P5 = [λ−1 : 0 : 1].

P̃1 = [0 : 0 : 1], P̃2 = [1 : 0 : 1], P̃3 = [−1 : 0 : 1], P̃4 = [λ : 0 : 1] y P̃5 = [−λ : 0 : 1].

iii) Sean G1
j = StabG1Pj y G2

j = StabG2P̃j , con j ∈ {1, 2, ..., 5}. Debemos construir las funciones

η1
j : G1

j → C∗ y η2
j : G2

j → C∗ tales que

η1
j (gj) = ρ

8

|G1
j
| ∧ η2

j (gj) = ρ
8

|G2
j
| .

Los elementos gj serán las coordenadas de los vectores generadores correspondientes a cada acción.
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Entonces, primero formaremos el vector generador dado por la acción de τ1. Partimos el análisis con

P1 = [0 : 0 : 1], punto no singular con estabilizador de orden 8. Se tiene que
∂F

∂x
(P1) = −1 6= 0, (F es el

polinomio homogéneo que describe Xλ ) luego por el T.F.I. podemos escribir x = h(y) localmente, en
donde π2(x, y) = y es carta. La versión local de la acción en dicho punto se respresenta en el siguiente
diagrama:

y
π−1
2 // (h(y), y)

(φ1)−1

// [h(y) : y : 1]
(σ3)−1

//
σ5
// [−h(y) : ρ5y : 1]

φ1 // (−h(y), ρ5y)
π2 // ρ5y,

Tenemos aśı la función η1
1 : G1

1 → C∗, en donde η1
1(σ3) = ρ5. Buscamos g1 ∈ 〈τ1〉 tal que η1

1(g1) =

ρ
8

|Stab
G1P1| = ρ. Como η1

1 es homomorfismo, tal g1 es σ7, por lo tanto,

g1 = σ7.

Ahora tomamos P2 = [0 : 1 : 0], punto singular con estabilizador de orden 8. Dicha singularidad se
resuelve con la carta (U,ϕ : U 7→ V ) dada por ϕ = s ◦ φ2, donde s(x, z) = x−2z es carta en (0, 0), con
inversa r(t) = (t3, t7). La versión local de la acción en P2 se respresenta en el siguiente diagrama:

t
r // (t3, t7)

(φ2)−1

// [t3 : 1 : t7]
(σ)−1

//
σ7
// [−t3 : ρ7 : t7]

φ2 // (− t3

ρ7
, t

7

ρ7
) s // ρ7t,

Tenemos aśı la función η1
2 : G1

2 → C∗, en donde η1
2(σ) = ρ7. Buscamos g2 ∈ 〈τ1〉 tal que η1

2(g2) = ρ. El
cual es,

g2 = σ7.

Tomamos el tercer punto, P3 = [λ : 0 : 1]. Se trata de un punto no singular con estabilizador de orden

4. Debido a que λ4 6∈ {0, 1}, se tiene que
∂F

∂x
(P3) = 2(λ6 − λ4 − λ2 + 1) 6= 0, aśı localmente x = h(y) y

π2(x, y) = y es carta. La versión local de la acción en P3 se respresenta en el siguiente diagrama:

t
π−1
2 // (h(t), t)

(φ3)−1

// [h(t) : t : 1]
(σ2)−1

//
σ6
// [h(t) : ρ6t : 1]

φ3 // (h(t), ρ6t)
π2 // ρ6t,

Tenemos aśı la función η1
3 : G1

3 → C∗ , η1
3(σ2) = ρ6. Buscamos g3 ∈ 〈τ1〉 tal que η1

3(g3) = ρ
8

|Stab
G1P3| = ρ2.

Luego como η1
3 es homomorfismo,

g3 = σ6.

Tomamos ahora P4 = [λ−1 : 0 : 1], punto no singular con estabilizador de orden 4. Debido a que

λ4 6∈ {0, 1}, se tiene que
∂F

∂x
(P4) = 2(λ−6 − λ−4 − λ−2 + 1) 6= 0, luego por el T.F.I. escribimos x = h(y)

en una vecindad del punto, y tenemos que π2(x, y) = y es carta. La versión local de la acción en aquel
punto se respresenta en el siguiente diagrama:

y
π−1
2 // (h(y), y)

(φ4)−1

// [h(y) : y : 1]
(σ2)−1

//
σ6
// [h(y) : ρ6y : 1]

φ4 // (h(y), ρ6y)
π2 // ρ6y,

La función η1
4 : G1

4 → C∗ cumple η1
4(σ4) = ρ6. Buscamos g4 ∈ 〈τ1〉 tal que η1

4(g4) = ρ2. Nos sirve

g4 = σ6.
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Por último, el punto P5 = [1 : 0 : 1], es un punto no singular con estabilizador de orden 4. Debido a que

λ4 6∈ {0, 1}, se tiene que
∂F

∂x
(P5) = − 2

λ2
(λ2 − 1)2 6= 0, luego la versión local de este punto es la misma

que en los dos casos anteriores, por ende
g5 = σ6.

Por lo tanto, el vector generador asociado a la acción inducida por τ1 es

v1 = (σ7, σ7, σ6, σ6, σ6).

De forma análoga, podemos construir las funciones η2
j : G2

j → C∗ tales que

η2
j (gj) = ρ

8

|Stab
G2 P̃j |

para cada j ∈ {1, 2, ..., 5}, y obtener el vector generador v2 asociado a la acción inducida por τ2, el cual
coincide con v1,

v2 = (γ7, γ7, γ6, γ6, γ6).

Según [10] ambas acciones son topológicamente equivalentes pero no anaĺıticamente equivalentes por un
argumento similar al del ejemplo 2.6.1. A nosotros en esta tesis nos interesa entender todas las acciones
módulo equivalencia topológica, de Z8 en género 9 especificamente con la signatura (0,8,8,4,4,4).

Existen 4 vectores generadores, módulo permutaciones y automorfismos de G con la signatura
s = (0; 8, 8, 4, 4, 4), estos son: (γ, γ, γ6, γ6, γ2), (γ, γ, γ2, γ2, γ2), (γ, γ5, γ6, γ6, γ6), (γ, γ5, γ6, γ2, γ2). Y si
la acción es del grupo Λ = Inn(G) × B, la cuenta asciende a 12 órbitas de vectores generadores. Las
acciones dadas por τ1 y τ2 no son anaĺıticamente equivalentes. Luego la cuenta queda:

Tipo de Equivalencia Cantidad de acciones distintas
Topológicas 4
Anaĺıticas ≥ 5

Órbitas por Λ 12

Anexo 1: [0 : 1 : 0] Único punto singular.

Consideremos el polinomio homogéneo que describe a Xλ

F (x, y, z) = y4z3 − x(x2 − z−2)(x2 − λ2z2)(x2 − λ−2z2)

= y4z3 − x7 + x5z2cλ − x3z4cλ + xz6
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donde cλ = 1 + λ2 + λ−2.
Entonces,

∂F

∂x
= −7x6 + 5x4z2cλ − 3x2z4cλ + z6

∂F

∂y
= 4y3z3

∂F

∂z
= 3z2y4 + 2zx5cλ − 4z3x3cλ + 6z5x.

Cuando z = 0, tenemos como solución el punto [0 : 1 : 0]. Si z 6= 0, necesariamente y = 0, y aśı tomamos

cartas locales (x, y) =
(x
z
,
y

z

)
, luego las ecuaciones quedan:

ec1 : −7x6 + 5x4cλ − 3x2cλ + 1 = 0

ec2 : 2x5cλ − 4x3cλ + 6x = 0

y como [x : 0 : 1] ∈ Xλ, equivale a decir f(x, 0) = 0 (con f el polinomio que describe a Xλ), luego
x ∈ {0,±1,±λ,±λ−1}.

Es claro que x = 0 no es solución; en los otros casos se tiene:

x = ±1
ec1 : 2λ−2(λ2 − 1)2 6= 0

x = ±λ
ec1 : −2(λ2 − 1)(λ4 − 1) 6= 0

x = ±λ−1

ec1 : − 2

λ6
(λ2 − 1)(λ4 − 1) 6= 0.

De aqúı concluimos que el único punto singular es [0 : 1 : 0].

Anexo 2: Definición de τ2 en [0 : 0 : 1].

Como la expresión dada para τ2 no está bien definida en [0 : 0 : 1], debemos estudiar cómo es la
curva cerca de (0, 0) y representar τ2 en dicha vecindad. Como la derivada parcial de F con respecto
a x no se anula en tal punto, tenemos que x = h(y) localmente, con h función anaĺıtica que satisface
h(0) = 0. Además h′(0) = 0, luego h tiene orden 2, es decir, h(y) = y2k(y), con k(0) 6= 0. Aśı, en una
vecindad de [0 : 0 : 1], tenemos:

τ2([h(y) : y : 1]) = [h(y) : ρy : h(y)2] =

[
h(y)

ρy
: 1 :

h(y)2

ρy

]
=

[
yk(y)

ρ
: 1 :

yk(y)2

ρ

]
.

Por lo tanto, τ2([0 : 0 : 1]) = [0 : 1 : 0].
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2.7. Grupos Fuchsianos Maximales

Hasta ahora hemos considerado principalmente grupos arbitrarios de automorfismos de superficies de
Riemann. Sin embargo, estamos interesados en los grupos completos de automorfismos. Una pregunta
natural que surge es la siguiente: ¿Existe un grupo de automorfismos de una superficie de Riemann,
dada por un epimorfismo θ : ∆→ G, para algún grupo Fuchsiano ∆ y un grupo finito G, tal que sea el
grupo completo de automorfismos? O formulada en términos de estratos equisimétricos, (que veremos
en el siguiente caṕıtulo) ¿cuándo el estrato M[s,G,θ] es no vaćıo? Para responder esto consideraremos
acciones maximales y grupos Fuchsianos maximales.

Definición 13. Un grupo Fuchsiano ∆ se dice grupo Fuchsiano finito maximal si no existe otro grupo
Fuchsiano ∆′ conteniendo a ∆ con ı́ndice finito y que coincidan en dimensión, d(∆) = d(∆′). También,
diremos que una signatura es no maximal si es la signatura de algún grupo Fuchsiano no maximal.

La lista completa de pares de signaturas s(∆), s(∆′) no maximales obtenidas por Singerman [27] son:

s(∆) s(∆′) [∆ : ∆′]
(2;−) (0; 2, 2, 2, 2, 2, 2) 2
(1; t, t) (0; 2, 2, 2, 2, t) 2
(1; t) (0; 2, 2, 2, 2t) 2

(0; t, t, t, t) (0; 2, 2, 2, t) 4
(0; t, t, u, u) (0; 2, 2, t, u) 2

(0; t, t, t) (0; 3, 3, t) 3
(0; t, t, t) (0; 2, 3, 2t) 6
(0; t, t, u) (0; 2, t, 2u) 2
(0; 7, 7, 7) (0; 2, 3, 7) 24
(0; 2, 7, 7) (0; 2, 3, 7) 9
(0 : 3, 3, 7) (0; 2, 3, 7) 8
(0; 4, 8, 8) (0; 2, 3, 8) 12
(0; 3, 8, 8) (0; 2, 3, 8) 10
(0; 9, 9, 9) (0; 2, 3, 9) 12
(0; 4, 4, 5) (0; 2, 4, 5) 6

(0;n, 4n, 4n) (0; 2, 3, 4n) 6
(0;n, 2n, 2n) (0; 2, 4, 2n) 4
(0; 3, n, 3n) (0; 2, 3, 3n) 4
(0; 2, n, 2n) (0; 2, 3, 2n) 3

Tabla 2: Pares de signaturas no maximales.

Un grupo con acción inducida por una signatura maximal, corresponde al grupo completo de auto-
morfismos de alguna superficie de Riemann. Sin embargo, si la signatura no es maximal, tenemos que
investigar más para determinar si el grupo corresponde o no al grupo completo de automorfismos. Esto
se resume en la siguiente proposición:

Proposición 5. [2] Sea Γ un grupo Fuchsiano de superficie y X = H/Γ una superficie de Riemann.
Supongamos que existe un epimorfismo superficie θ : ∆ → G tal que ker(θ) = Γ donde s(∆) no es
una signatura maximal. Supongamos además que existe otro epimorfismo superficie θ′ : ∆′ → G′, tal
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que ker(θ′) = Γ donde ∆′ ≥ ∆, G′ ≥ G y θ′−1(G) = ∆. Entonces G = ∆/Γ es el grupo completo de
automorfismos Aut(X) si y sólo si θ′|∆ no es equivalente bajo automorfismos de ∆ y G a θ para toda
extensión θ′ : ∆′ → G′.

Otra manera de decirlo, es que una acción θ : ∆ → G no es maximal si y sólo si existe una acción
θ′ : ∆′ → G′ tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

∆′ θ′ // G′

∆

OO

θ // G

OO

Γ

OO

θ,θi
// 1

OO

Ejemplo 18. [1] Sea ∆ un grupo con signatura s(∆) = (0; 4, 4, 4, 4) tal que existe un epimorfismo
θ : ∆ → Z4 × Z4 definido por θ(γ1) = a, θ(γ2) = a, θ(γ3) = ab y θ(γ4) = ab. Con la fórmula de
Riemann-Hurwitz encontramos que θ induce un grupo de automorfismos de una superficie de género
5. Este grupo, de hecho no es el grupo completo de automorfismos. Consideremos un grupo ∆′ con
signatura s(∆′) = (0; 2, 2, 2, 4) tal que existe un epimorfismo θ′ : ∆′ → (Z4×Z2×Z2)oZ2 definido por
θ′(γ′1) = ba, θ′(γ′2) = b, θ′(γ′3) = c y θ′(γ′4) = ac actuando en una superficie de género 5. Considere el
siguiente diagrama conmutativo:

(γ1, γ2, γ3, γ4)

��

θ // (a, a, ab, ab)

��
(γ′3γ

′
2γ
′
4
−1γ′2γ

′
4γ
′
2γ
′
4γ
′
2γ
′
3, γ
′
4, γ
′
2γ
′
4γ
′
2, γ
′
3γ
′
2γ
′
4γ
′
2γ
′
3)

θ′
// (ac, ac, (ac)3(bc)2, (ac)3(bc)2)

donde Z4×Z2 ' 〈ac, (ac)2(bc)2〉 ⊂ (Z4×Z2×Z2)oZ2). Como vemos en el diagrama, la acción θ puede
extenderse a θ′.



Caṕıtulo 3

Estratificación Equisimétrica

En la sección 1.2 del caṕıtulo 1 definimos equivalencia conforme entre superficies de Riemann de un
género fijo g. El espacio de clases de equivalencia de Superficies de Riemann se conoce como el espacio
de moduli Mg, el cual estamos interesados en estudiar. Como herramienta para estudiar el espacio
de moduli consideraremos los espacios de Teichmüller de superficies de Riemann. Restringiremos la
equivalencia de superficies de Riemann tal que exista un biholomorfismo entre éstas que sea homotópico
a la identidad. Clásicamente el espacio de Teichmüller es construido como un espacio de superficies de
Riemann marcado con las conocidas funciones cuasi-conformes. Sin embargo, cuando una superficie de
Riemann es uniformizada por un grupo Fuchsiano superficie, podemos construir el espacio de Teichmüller
por clases de grupos Fuchsianos superficies. Una ventaja de el segundo enfoque, es que no tenemos que
usar expĺıcitamente mapas cuasi-conformes. Para mas detalles sobre mapas cuasi-conformes y teoŕıa de
Teichmüller, revisar [24], y para detalles sobre la teoŕıa de estratificación equisimétrica, ver [9] y [18].
Haremos aqúı una rápida recolección de resultados al respecto usando el segundo enfoque.

3.1. Espacio de Moduli y espacio de Teichmüller

Ahora, construiremos los espacios de Teichmüller y los espacios de moduli de grupos Fuchsianos.
Sea ∆ un grupo Fuchsiano abstracto (no necesariamente un grupo superficie), entonces consideremos el
conjunto de monomorfismos

R(∆) = {r | r : ∆→ PSL(2,R), r(∆) es Fuchsiano}.

Debido a que PSL(2,R) es un grupo topológico, R(∆) tiene una topoloǵıa natural dada por

r 7→ (r(α1), ..., r(αg), r(β1), ..., r(βg), r(γ1), ..., r(γk))

donde γi es un elemento eĺıptico y los elementos αi y βi son hiperbólicos como antes.

El espacio de Teichmüller de ∆, denotado por T (∆), se define como

T (∆) = R(∆)/ ∼c

38



CAPÍTULO 3. ESTRATIFICACIÓN EQUISIMÉTRICA 39

donde ∼c es equivalencia por conjugación en PSL(2,R). El espacio de Teichmüller T (∆) es de hecho
una variedad y su dimensión es bien conocida.

Teorema 20. [16] El espacio de Teichmüller T (∆) es una variedad anaĺıtica compleja de dimensión
3g − 3 + r, difeomorfo a R6g−6+2r.

Basado en este resultado, definimos la dimensión de un grupo Fuchsiano ∆ como,

d(∆) = d(T (∆)) = 3g − 3 + r.

Si ∆ ⊂ ∆′, entonces la inclusión i : ∆ → ∆′ induce una función i∗ : T (∆) → T (∆) , [r′] 7→ [r′ ◦ i]. Por
lo tanto, existe una incrustación natural de un espacio Teichmüller en otro como sigue:

Teorema 21. [16] Sean ∆ y ∆′ dos grupos Fuchsianos tales que existe un monomorfismo i : ∆ → ∆′,
entonces la función inducida

i∗ : T (∆)→ T (∆), [r] 7→ [r ◦ i],

es una incrustación isométrica.

El grupo de automorfismos exteriores de ∆ actúa en T (∆) donde la acción de un automorfismo
externo ω en T (∆) está dada por [r] 7→ [r ◦ ω]. El grupo de tales acciones, M(∆) se conoce como el
Teichmüller modular group o el mapping class group.

El espacio de moduli de ∆ se define como el espacio cociente

M(∆) = T (∆)/M(∆) .

Recordemos el Teorema 13 del caṕıtulo 1, que establece que dos grupos superficies Γ y Γ′, con signaturas
s(Γ) = s(Γ′) = (g,−), corresponden a superficies de Riemann conformemente equivalentes si y sólo si,
Γ y Γ′ son conjugados en PSL(2,R). Con esto en mente, se define el espacio de Teichmüller T (Γ) como
Tg := T (H/r(Γ)) y el espacio de moduliM(Γ) comoMg :=M(H/r(Γ)) . Usualmente denotamos M(Γ)
por Mg. Volvamos al cubrimiento canónico Tg → Mg. Uno podŕıa considerar, excepto si éste es un
cubrimiento ramificado, el conjunto de puntos fijos para un subgrupo G ⊂Mg,

TGg = {[r] ∈ Tg | [r] = [r ◦ ω], ω ∈ G}.

Del Teorema de Realización de Nielsen [18],[9], tenemos:

Proposición 6. Si G ⊂Mg es finito, entonces TGg es no vaćıo.

Sea G ⊂ Mg un subgrupo finito y [r] ∈ TGg , entonces existe un grupo Fuchsiano ∆ (recordar el
Teorema 17) tal que

∆/Γ ' Aut(H/r(Γ))→Mg ,

donde la imagen en Mg es conjugada a G. Luego, la imagen en el Teorema 21 puede ser identificada
como sigue:
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Proposición 7. [16],[18] Sean G y ∆ definidos como antes, entonces

i∗(∆) = TGg .

Como hemos visto, los espacios de moduli son espacios cocientes de un manifold con acción de grupo
propiamente discontinua, o en otras palabras, son buenos orbifolds. Fuera del branch locus ellos son bien
descritos por los espacios de Teichmüller. Por lo tanto estamos interesados en particular, en el branch
locus Bg ⊆ Mg del cubrimiento Tg →Mg. De la discusión anterior, notemos que (ver detalles en [9] y
en [18])

Bg = {X ∈Mg : |Aut(X)| > 1} , g ≥ 3 .

3.2. Estratificación Equisimétrica

Hemos visto que el branch locus Bg consiste de superficies de Riemann con automorfismos de grupos
no triviales. Recordemos del caṕıtulo 2, que dos acciones θ1, θ2 de G en una superficie X, son topológica-
mente equivalentes si existe ϕ ∈ Aut(G) y χ ∈ Aut(∆), tales que el siguiente diagrama es conmutativo

∆

χ
��

θ1 // G

ϕ
��

∆
θ2
// G

Denotaremos por B al subgrupo de Aut(∆) compuesto de tales automorfismos.

Consideremos el grupo de automorfismos Aut(X) de superficies de Riemann X = H/Γ. G = Aut(X)
determina clases de conjugación de subgrupos, G, de Mg dada por acciones de G topológicamente equi-
valentes [9]. Llamemos G, o simplemente G, el tipo de simetŕıa de X. Dos superficies son equisimétricas
si tienen el mismo tipo de simetŕıa, es decir, sus grupos de automorfismos son conjugados en Mg.

Observación 7. Superficies que son conformemente equivalentes, claramente tienen el mismo tipo de
simetŕıa , luego podemos hablar sobre el tipo de simetŕıa de puntos en el espacio de Moduli.

Notemos que cualquier clase de conjugación de subgrupos finitos de Mg corresponde a un grupo de
automorfismos de superficies de Riemann. Por otra parte, debido a la cota de Hurwitz [Teorema 5] y
el hecho de que existe sólo un número finito de s-vectores generadores de un grupo finito con cierta
signatura dada, solo hay un número finito de posibles tipos de simetŕıa de superficies de Riemann, y
por lo tanto, un número finito de clases de conjugación de subgrupos finitos de Mg. Con las definiciones
anteriores, podemos dividir el branch locus Bg en subconjuntos de clases de superficies de Riemann
equisiméticas. Denotemos el conjunto de superficies de Riemann equisimétricas con un tipo de simetŕıa
dada, como el conjunto o estrato:

M[s,G,θ]
g = {X ∈ Bg : Aut(X) top. equivalente a G (dado por θ)} ,

donde s es una signatura y θ es el epimorfismo que describe la acción del grupo G. Si queremos podemos
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reemplazar θ por vector generador en la notación si es más cómodo.M[s,G,θ]
g es el conjunto de clases de

superficies, con grupo completo de automorfismos, induciendo la simetŕıa G.

También definimos M[s,G,θ]

g , como el conjunto de superficies, tales que el grupo de automorfismos
contiene un subgrupo en la clase definida por G. Esto es,

M[s,G,θ]

g = {X ∈ Bg : G′ ⊂ Aut(X), G′ top. equivalente a G (dado por θ)} .

Notemos queM[s,G,θ]

g es la imagen de i∗(∆) = TGg bajo el cubrimiento Tg →Mg. Esta descomposición
de Bg es una estratificación como lo muestra Broughton en [9]:

Teorema 22. [9] Sea Mg el espacio de moduli de superficies de Riemann de género g. G un subgrupo
finito del correspondiente grupo modular Mg. Entonces:

1. M[s,G,θ]

g es una subvariedad algebraica de Mg cerrada e irreducible.

2. M[s,G,θ]
g si este es distinto de vaćıo, es una subvariedad algebraica de Mg localmente cerrada,

conexa, suave y densa en M[s,G,θ]

g con la topoloǵıa de Zariski.

Si bien en la práctica utilizamos las acciones de los automorfismos de ∆ para mostrar que dos grupos
de automorfismos de superficies de Riemann son topológicamente equivalentes, a menudo podemos
distinguir grupos de automorfismos no equivalentes sin calcular expĺıcitamente todas las acciones de B
al considerar las clases de conjugación de los elementos eĺıpticos.

Ejemplo 19. [1] Consideremos el grupo de los cuaternios Q8 = 〈i, j|i2 = j2 = −1, ij = −ji〉 y la
signatura s = (0; 4, 4, 4, 4). Con la fórmula de Riemann-Hurwitz, encontramos que Q8 puede actuar con
la signatura s en sobre superficies de Riemann de género g = 5. En efecto,

2g − 2 = 8

(
−2 +

3

4
+

3

4
+

3

4
+

3

4

)
⇐⇒ 2g − 2 = 8⇐⇒ g = 5

Existe un total de 144 acciones de grupos inducidas por Q8 con signatura s. Sin embargo, la acción
de Aut(Q8) ' S4 sobre el conjunto de vectores generadores nos permite obtener 144/|S4| = 6 clases,
representadas por los vectores: (i, i, j, j), (i, j,−i, j), (i, j, j, i), (i, j, i,−j), (i, j,−j,−i) y (i,−i,−j, j).

Sean Bi los elementos en B definidos por xi 7→ xi+1, xi+1 7→ x−1
i+1xixi+1, se tiene lo siguiente:

B2(i, i, j, j) = (i, j,−jij, j) = (i, j,−i, j),

B3(i, j,−i, j) = (i, j, j, jij) = (i, j, j, i),

B3(i, j, j, i) = (i, j, i,−iji) = (i, j, i,−j),

B3(i, j, i,−j) = (i, j,−j,−jij) = (i, j,−j,−i),

B2(i, j,−i, j) = (i,−i,−iji, j) = (i,−i,−j, j).

Con esto podemos concluir que sólo existe un tipo de simetŕıa de Superficies de Riemann dado por el
grupo de los cuaternios Q8 con signatura (0; 4, 4, 4, 4).
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3.3. Contención de estratos

Cuando tenemos acciones maximales de ciertos grupos que actúan en superficies de Riemann de
género g. Sabemos que cada acción maximal θ se corresponde con un estrato no vaćıoM[s,G,θ]

g (oM[s,G,v]
g

si se quiere citar el vector generador v asociado a la acción θ). Sean θ1 : ∆1 → G y θ2 : ∆2 → H, dos
acciones maximales sobre una superficie de Riemann de género g, si H ≤ G y el vector generador inducido

(asociado a θ1) es equivalente con el vector generador asociado a θ2, entonces M[s1,G,θ1]

g ⊂M[s2,H,θ2]

g .
Si tenemos las acciones θi : ∆i → Gi y θ : ∆→ G, como en el diagrama, en donde Gi ≤ G

∆ θ // G

∆i

OO

θi // Gi

OO

Γ

OO

θ,θi
// 1

OO

podemos extender éste para encontrar M[s(∆1),G1,θ1]

g ∩M[s(∆2),G2,θ2]

g usando la siguiente torre de cubri-
mientos:

Y = H/Γg
fθ1

xx

fθ2

&&
H/∆1

&&

↓ fθ H/∆2

xx
H/∆

Tenemos las extensiones ∆ de ∆1 = θ−1(G1) y ∆2 = θ−1(G2), y G de G1 y G2 tales que θ|∆1 = θ1 y
θ|∆2 = θ2. Ahora, θi, i = 1, 2 no es una acción maximal si las dimensiones (Teichmüller) de ∆ y ∆i con
i = 1, 2 son iguales, de otra manera, obtenemos que los estratos inducidos por θi contienen los estratos
inducidos por θ.



Caṕıtulo 4

Estratificación equisimétrica de M4 y M9

El branch locus Bg consiste de las superficies de Riemann con simetŕıas, es decir, superficies de Rie-
mann con grupo de automorfismo no trivial (excepto cuando g = 2, donde B2 consiste de superficies
con grupo de automorfismo Z5). Harvey [18] alude a la existencia de la estratificación equisimétrica del
espacio de ModuliMg de superficies de Riemann de género g, cada estrato está formado por los puntos
del espacio de Moduli correspondientes a superficies equisimétricas. Recordemos que dos superficies de
Riemann X e Y de género g son equisimétricas si sus grupos de automorfismos determinan subgrupos
finitos conjugados en el grupo modular de género g, es decir, las acciones de sus grupos de automorfismos
son topológicamente equivalentes.

Brougthon mostró que la estratificación equisimétrica es en efecto, una estratificación de Bg por sub-
variedades algebraicas cuyo interior, si es no vaćıo, es una subvariedad algebraica deMg suave, conexa,
localmente cerrada y densa en el estrato (con la topoloǵıa de Zariski).
En este caṕıtulo mostraremos la estratificación equisimétrica del branch locus B4 de M4 y la estratifi-
cación equisimétrica del branch locus B9 de M9 motivada por el ejemplo 2.6.3, cuando el género de la
superficie cociente es 0. Los resultados que mostraremos fueron obtenidos con la ayuda del programa
SAGE [29] y la rutina o algoritmos para llegar a los resultados de género 4 y 9 se enseñarán en los
caṕıtulo 5 y 6 respectivamente.
Para el caso deM4 mostraremos las contenciones e intersecciones entre todos los estratos inducidos por
las acciones maximales recuperando aśı los resultados de [3] con nuestras técnicas y algoritmos desarro-
llados para esta tesis. Para el caso de M9 mostraremos las contenciones e intersecciones de los estratos
asociados a todas las acciones de Z8, la motivación fue continuar el estudio presentado en el ejemplo
2.6.3, caṕıtulo 2.

El algoritmo que utilizamos para obtener las estratificaciones se basa principalmente en los siguientes
pasos:

1. Primero encontramos las posibles signaturas de grupos Fuchsianos que uniformizan X4/G y X9/G,
donde X4 y X9 son superficies de Riemann de género 4, respectivamente 9, y G es el grupo de
automorfismos de X4, respectivamente X9. Usando la lista de Singerman [27] destacamos cuáles
signaturas son maximales.

2. Calculamos los epimorfismos θ : ∆ → G, donde ker(θ) = Γ es un grupo Fuchsiano de superficie
que uniformiza una superficie de género 4, respectivamente 9. Obtuvimos los epimorfismos y los

43
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vectores generadores asociados.

3. Clasificamos las acciones obtenidas anteriormente, módulo equivalencia topológica, encontrando
las clases de vectores generadores bajo la acción de B× Aut(G).

4. Obtuvimos las acciones maximales y los estratos no vaćıos asociados.

5. Finalmente calculamos la inclusión e intersección entre los diferentes estratos usando el Teorema
16.

Observación 8. Cada punto del algoritmo anterior se programó en SAGE, para más detalles revisar
[7].

4.1. Estratificación equisimétrica de M4

El objetivo es aplicar nuestras técnicas y algoritmos computacionales (SAGE) para reobtener la es-
tratificación en [3].

Usando la fórmula de Riemann-Hurwitz obtenemos las siguientes posibles signaturas para grupos
Fuchsianos ∆ que uniformizan orbifolds X4/G, donde X4 es una superficie de Riemann de género 4 y G
es un grupo de automorfismos de X4.

Sea ∆ un grupo Fuchsiano y G un grupo finito. Si existe un epimorfismo θ : ∆ → G tal que ker(θ)
es un grupo superficie de género 4. Entonces ∆ tiene una de las siguientes signaturas.

|G| Signatura |G| Signatura |G| Signatura

2 (0; 2,2,2,2,2,2,2,2,2,2) 2 (1; 2,2,2,2,2,2) 2 (2; 2,2)
3 (0; 3,3,3,3,3,3) 3 (1; 3,3,3) 4 (0; 4,4,4,4,2)
4 (0; 4,4,2,2,2,2) 4 (0; 2,2,2,2,2,2,2) 4 (1; 2,2,2)
5 (0; 5, 5, 5, 5) 6 (0; 3,3,3,2,2) 6 (0; 2,2,2,2,2,2)
6 (0; 6,6,6,2) 6 (0; 6, 6, 3, 3) 6 (0; 6,3,2,2,2)
6 (0; 3,3,3,2,2) 8 (0; 8, 8, 2, 2) 8 (0; 4,2,2,2,2)
8 (0; 4,4,4,2) 9 (0; 9, 9, 9) 9 (0; 3, 3, 3, 3)
10 (0; 5, 5, 2, 2) 10 (0; 10, 10, 5) 12 (0; 12, 12, 3)
12 (0; 12,6,4) 12 (0; 3,3,3,2) 12 (0; 6,3,2,2)
12 (0; 2,2,2,2,2) 12 (0; 6, 6, 6) 15 (0; 15, 5, 3)
16 (0; 16, 16, 2) 16 (0; 8,2,2,2) 16 (0; 8, 4, 4)
18 (0; 18, 9, 2) 18 (0; 6, 6, 3) 18 (0; 3, 3, 2, 2)
20 (0; 5, 4, 4) 20 (0; 5,2,2,2) 20 (0; 10, 10, 2)
24 (0; 6,4,3) 24 (0; 12, 6, 2) 24 (0; 4,2,2,2)
32 (0; 16,4,2) 36 (0; 4, 4, 3) 36 (0; 6, 6, 2)
36 (0; 3,2,2,2) 36 (0; 6, 3, 3) 40 (0; 10,4,2)
60 (0; 5, 5, 2) 72 (0; 6,4,2) 72 (0; 12,3,2)
120 (0; 5,4,2)

Tabla 3: Signaturas dadas por la acción de un grupo finito G en X4.
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Las signaturas ennegrecidas son maximales según Singerman.

Observación 9. En nuestra tabla hay signaturas de género distinto de cero las cuales logramos iden-
tificar por medio de acciones inducidas. En el caṕıtulo 5 se mostrará cómo aparecen algunas de ellas
utilizando SAGE [29].

Las acciones maximales las resumimos en la siguiente tabla, en la que se muestra además expĺıcita-
mente el vector generador (representante de clase) asociado:

Grupo Acción Vector generador

Z2 θ : ∆(0; 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)→ Z2 v1 = (a−1, a−1, a−1, a−1, a−1, a−1, a−1, a−1, a−1, a−1)
Z3 θ1 : ∆(0; 3, 3, 3, 3, 3, 3)→ Z3 w1 = (a, a, a, a, a, a)

θ2 : ∆(0; 3, 3, 3, 3, 3, 3)→ Z3 w2 = (a, a, a, a−1, a−1, a−1)
Z4 θ1 : ∆(0; 4, 4, 4, 4, 2)→ Z4 u1 = (a, a, a, a−1, a−2)

θ2 : ∆(0; 4, 4, 2, 2, 2, 2)→ Z4 u2 = (a, a−1, a−2, a−2, a−2, a−2)
Z2 × Z2 θ1 : ∆(0; 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)→ Z2 × Z2 t1 = (a−1, a−1, a−1, a−1, a−1, b−1, a−1b−1)

θ2 : ∆(0; 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)→ Z2 × Z2 t2 = (a−1, a−1, a−1, b−1, b−1, b−1, a−1b−1)
S3 θ1 : ∆(0; 3, 3, 3, 2, 2)→ S3 η1 = (b, b, b, a−1, a−1)

θ2 : ∆(0; 2, 2, 2, 2, 2, 2)→ S3 η2 = (a−1, a−1, a−1, a−1, a−1b−1, a−1b−1)
Z6 θ1 : ∆(0; 6, 6, 6, 2)→ Z6 κ1 = (ba, ba, ba, b−1)

θ2 : ∆(0; 6, 3, 2, 2, 2)→ Z6 κ2 = (ba, a−1, b−1, b−1, b−1)
θ3 : ∆(0; 3, 3, 3, 2, 2)→ Z6 κ3 = (a, a, a, b−1, b−1)

D4 θ1 : ∆(0; 4, 2, 2, 2, 2)→ D4 µ1 = (b−1a−1, b−1, b−1, b−1, a−1c−1)
θ2 : ∆(0; 4, 2, 2, 2, 2)→ D4 µ2 = (b−1a−1, b−1, c−1, c−1, a−1c−1)

Q8 θ : ∆(0; 4, 4, 4, 2)→ Q8 ν = (b, a, b−1a−1, c−1)
Z12 θ : ∆(0; 12, 6, 4)→ Z12 ξ = (ba, b−1a−2, a)
A4 θ : ∆(0; 3, 3, 3, 2)→ A4 $ = (a, a, ca, b−1c−1)
D6 θ1 : ∆(0; 6, 3, 2, 2)→ D6 ρ1 = (cb, c, a−1, b−1c−1a−1)

θ2 : ∆(0; 2, 2, 2, 2, 2)→ D6 ρ2 = (b−1, a−1, a−1, c−1a−1, b−1c−1a−1)
Z6 × Z2 θ : ∆(0; 6, 3, 2, 2)→ Z6 × Z2 % = (b−1a, a−1, c−1, c−1b−1)
D8 θ : ∆(0; 8, 2, 2, 2)→ D8 ς = (a−1b−1, d−1, b−1, a−1d−1)
D10 θ : ∆(0; 5, 2, 2, 2)→ D10 ω = (c, b−1, a−1, a−1b−1c−1)

SL(2, 3) θ : ∆(0; 6, 4, 3)→ SL(2, 3) ` = (ad−1, c−1b−1, a−1c−1)
S4 θ : ∆(0; 4, 2, 2, 2)→ S4 ℘ = (a−1c−1, a−1, b−1a−1, b−1a−1d−1)

QD32 θ : ∆(0; 16, 4, 2)→ QD32 ϑ = (ab, a, a−1b−1a−1)
S3 × S3 θ : ∆(0; 3, 2, 2, 2)→ S3 × S3 ζ = (dc, b−1, a−1, a−1b−1c−1d−1)

(Z10 × Z2) o Z2 θ : ∆(0; 10, 4, 2)→ (Z10 × Z2) o Z2 δ = (db−1, a−1b−1, a−1c−1d−1)
(S3 × S3) o Z2 θ : ∆(0; 6, 4, 2)→ (S3 × S3) o Z2 o = (ea, b−1d−1a−1, b−1c−1)

Z3 × S4 θ : ∆(0; 12, 3, 2)→ Z3 × S4 λ = (dba, b−1c−1, a−1c−1, d−1)
S5 θ : ∆(0; 5, 4, 2)→ S5 τ = (b, b−2ab, b−1a−1b)

Tabla 4: Acciones de signatura maximal y vectores generadores asociados cuando g = 0.

Ahora, sabemos que a cada acción maximal θ le corresponde un estrato no vaćıo M[s,G,v]
4 . Luego los

estratos equisimétricos del branch locus B4 son los siguientes.
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Estrato Dimensión Estrato Dimensión

M[(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z2,v1]
4 7 M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 6

M[(2;2,2),Z2,v3]
4 5 M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w1]

4 3

M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w2]
4 3 M[(1;3,3,3),Z3,w3]

4 3

M[(0;4,4,4,4,2),Z4,u1]
4 2 M[(0;4,4,2,2,2,2),Z4,u2]

4 3

M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t1]
4 4 M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t2]

4 4

M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]
4 3 M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 2

M[(0;2,2,2,2,2,2),S3,η2]
4 3 M[(0;6,6,6,2),Z6,κ1]

4 1

M[(0;6,3,2,2,2),Z6,κ2]
4 2 M[(0;3,3,3,2,2),Z6,κ3]

4 2

M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ1]
4 2 M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ2]

4 2

M[(0;4,4,4,2),Q8,ν]
4 1 M[(0;12,6,4),Z12,ξ]

4 0

M[(0;3,3,3,2),A4,$]
4 1 M[(0;6,3,2),D6,ρ1]

4 1

M[(0;2,2,2,2,2),D6,ρ2]
4 2 M[(0;6,3,2,2),Z6×Z2,%]

4 1

M[(0;8,2,2,2),D8,ς]
4 1 M[(0;5,2,2,2),D10,ω]

4 1

M[(0;6,4,3),SL(2,3),`]
4 0 M[(0;4,2,2,2),S4,℘]

4 1

M[(0;16,4,2),QD32,ϑ]
4 0 M[(0;3,2,2,2),S3×S3,ζ]

4 1

M[(0;10,4,2),(Z10×Z2)oZ2,δ]
4 0 M[(0;6,4,2),(S3×S3)oZ2,o]

4 0

M[(0;12,3,2),Z3×S4,λ]
4 0 M[(0;5,4,2),S5,τ ]

4 0

Tabla 5: Estratificación equisimétrica de M4 obtenida por nuestra rutina en SAGE.

Observación 10. Esta tabla incorpora cuatro estratos correspondientes a acciones maximales de sig-
naturas en donde el género de la superficie cociente es distinto de cero, estos están caracterizados por
los vectores generadores inducidos que pudimos detectar al aplicar nuestra rutina SAGE para el caso de
estratificación equisimétrica de M4. Los vectores generadores que agregamos son v2 = (a, a, a, a, a, a),
v3 = (a, a), w3 = (a−1, a−1, a−1) y t3 = (b−1, a−1, a−1b−1). Para más detalles, ver el siguiente caṕıtulo.

Cuando consideramos la clausura de cada estrato, pueden existir contenciones e intersecciones entre
ellos. A continuación mostramos éstas como resumen de los resultados obtenidos en SAGE. El detalle
de la obtención de estos resultados se mostrarán con la rutina expuesta en el caṕıtulo 5.

M[(0;4,4,4,4,2),Z4,u1]

4 ⊂M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ,

M[(0;4,4,2,2,2,2),Z4,u2]

4 ⊂M[(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z2,v1]

4 ,

M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t1]

4 ⊂M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z2,v1]

4 ,

M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t2]

4 ⊂M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 ⊂M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

M[(0;3,3,3,2,2),S3,η2]

4 ⊂M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3] ,

4
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M[(0;6,6,6,2),Z6,κ1]

4 ⊂M[(1;3,3,3),Z3,w3]

4 ∩M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ,

M[(0;6,3,2,2,2),Z6,κ2]

4 ⊂M[(1;3,3,3),Z3,w3]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z2,v1]

4 ,

M[(0;3,3,3,2,2),Z6,κ3]

4 ⊂M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w1]

4 ∩M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ,

M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ1]

4 ⊂ M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4

∩ M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ,

M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ2]

4 ⊂ M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t1]

4 ∩M[(0;4,4,2,2,2,2),Z4,u2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4

∩ M[(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z2,v1]

4 ,

M[(0;4,4,4,2),Q8,ν]

4 ⊂M[(0;4,4,2,2,2,2),Z4,u2]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z2,v1]

4 ,

M[(0;12,6,4),Z12,ξ]

4 ⊂M[(0;6,6,6,2),Z6,κ1]

4 ∩M[(0;4,4,4,4,2),Z4,u1]

4 ∩M[(1;3,3,3),Z3,w4=(a,a,a)]

4 ∩M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v3]

4 ,

M[(0;3,3,3,2),A4,$]

4 ⊂M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]

4 ∩M[(1;3,3,3),Z3,w4]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

M[(0;6,3,2,2),D6,ρ1]

4 ⊂M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 ∩M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]

4 ∩M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

M[(0;2,2,2,2,2),D6,ρ2]

4 ⊂M[(0;2,2,2,2,2,2),S3,η2]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t2]

4 ∩M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

M[(0;6,3,2,2),Z6×Z2,%]

4 ⊂ M[(0;3,3,3,2,2),Z6,κ3]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t2]

4 ∩M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w1]

4

∩ M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

M[(0;8,2,2,2),D8,ς]

4 ⊂ M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ2]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t1]

4 ∩M[(0;4,4,2,2,2,2),Z4,u2]

4

∩ M[(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z2,v1]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

M[(0;6,4,3),SL(2,3),`]

4 ⊂ M[(0;4,4,4,2),Q8,ν]

4 ∩M[(0;6,3,2,2,2),Z6,κ2]

4 ∩M[(0;4,4,2,2,2,2),Z4,u2]

4 ∩M[(1;3,3,3),Z3,w3]

4

∩ M[(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z2,v1]

4 ,
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M[(0;5,2,2,2),D10,ω]

4 ⊂M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t1]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z2,v1]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

M[(0;4,2,2,2),S4,℘]

4 ⊂ M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ1]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2),S3,η2]

4 ∩M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]

4

∩ M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ∩M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ,

M[(0;16,4,2),QD32,ϑ]

4 ⊂ M[(0;8,2,2,2),D8,ς]

4 ∩M[(0;4,4,4,2),Q8,ν]

4 ∩M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ2]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t1]

4

∩ M[(0;4,4,2,2,2,2),Z4,u2]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z2,v1]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

M[(0;3,2,2,2),S3×S3,ζ]

4 ⊂ M[(0;2,2,2,2,2),D6,ρ2]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2),S3,η2]

4 ∩M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t2]

4

∩ M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w1]

4 ∩M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

M[(0;10,4,2),(Z10×Z2)oZ2,δ]

4 ⊂ M[(0;5,2,2,2),D10,ω]

4 ∩M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ2]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t1]

4

∩ M[(0;4,4,2,2,2,2),Z4,u2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z2,v1]

4 ,

M[(0;3,2,2,2),(S3×S3)oZ2,o]

4 ⊂ M[(0;3,2,2,2),S3×S3,ζ]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2),D6,ρ2]

4 ∩M[(0;6,3,2,2),D6,ρ1]

4 ∩M[(0;4,2,2,2,2),D4]

4

∩ M[(0;2,2,2,2,2,2),S3,η2]

4 ∩M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t2]

4

∩ M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]

4 ∩M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w1]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ∩M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ,

M[(0;12,3,2),Z3×S4,λ]

4 ⊂ M[(0;4,2,2,2),S4,℘]

4 ∩M[(0;6,3,2,2),Z6×Z2,%]

4 ∩M[(0;6,3,2,2),A4,$]

4 ∩M[(0;4,2,2,2,2),D4]

4

∩ M[(0;3,3,3,2,2),Z6,κ3]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2),S3,η2]

4 ∩M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t2]

4

∩ M[(1;3,3,3),Z3,w3]

4 ∩M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w1]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ∩M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ,

M[(0;5,4,2),S5,τ ]

4 ⊂ M[(0;4,2,2,2),S4,℘]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2),D6,ρ2]

4 ∩M[(0;4,2,2,2,2),D4]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2),S3,η2]

4

∩ M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]

4 ∩M[(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2×Z2,t2]

4 ∩M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,t2]

4

∩ M[(2;2,2),Z2,v3]

4 .
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Por medio de SAGE hemos recuperado la información presentada en [3]. Aquel documento muestra
la estratificación equisimétrica de M4 obtenida por medio de un algoritmo programado en GAP. Hay
pequeñas diferencias, por ejemplo con SAGE logramos obtener la contención:

M[(0;3,3,3,2,2),S3,η2]

4 ⊂M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3] ,

4

y en [3] se muesta que:

M[(0;3,3,3,2,2),S3,η2]

4 ⊂M[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

4 .

La diferencia apunta a la presición, pero ambos resultados son correctos.

También se puede comparar lo siguiente, una de las contenciones que tenemos es:

M[(0;6,3,2,2),D6,ρ1]

4 ⊂M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 ∩M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]

4 ∩M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

pero

M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 ⊂M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ,

por lo que podemos afirmar que

M[(0;6,3,2,2),D6,ρ1]

4 ⊂M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 ∩M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]

4 .

Este último resultado es más conciso y es el presentado en [3], lo cual es una muestra más de la
reobtención de los resultados.

Figura 4.1: Representación de los estratos contenidos en M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ1]

4 y M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ2]

4 .
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4.2. Estratificación equisimétrica asociada a la acción de Z8

en M9

Con el fin de completar el estudio de las acciones de Z8 en género 9 iniciado en [10] y mostrado en el
ejemplo 2.6.3 calcularemos la estratificación equisimétrica correspondiente a la acción de Z8 enM9 con
signatura (0; 8, 8, 4, 4, 4). La información que entregaremos es en base a los cálculos obtenidos en SAGE,
que se muestran en detalle en el caṕıtulo 6.

Usando la fórmula de Riemann-Hurwitz se obtendrán las posibles signaturas para grupos Fuchsianos
∆ que uniformizan orbifolds X9/G, donde X9 es una superficie de Riemann de género 9 y G es un grupo
de automorfismos de X9.

Sea ∆ un grupo Fuchsiano y G un grupo finito. Si existe un epimorfismo θ : ∆→ G tal que ker(θ) es
un grupo superficie de género 9, y la superficiente cociente tiene género 0. Las signaturas y órdenes de
G están en la siguiente lista. Más aún esta es la lista completa de grupos finitos actuando en género 9.
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|G| Signatura |G| Signatura |G| Signatura

2 (0; 2, 20. . .,2) 3 (0; 3, 11. . .,3) 3 (0; 3,3,3,3,3,3)
3 (1; 3,3,3) 4 (0; 4, 8. . .,4) 4 (0; 4,4,4,4,2)
4 (0; 4,4,4,4,4,4,2,2,2) 4 (0; 4,4,4,4,2,2,2,2,2,2) 4 (0; 4,4,2,2,2,2,2,2,2,2,2)
4 (0; 2, 12. . .,2) 6 (0; 3,3,3,3,2,2,2,2) 6 (0; 3,2,2,2,2,2,2,2,2)
6 (0; 6,6,6,6,6,2) 6 (0; 6,6,6,6,3,3) 6 (0; 6,6,6,3,2,2,2)
6 (0; 6,6,3,3,3,2,2) 6 (0; 6,3,3,3,3,3,2) 6 (0; 6,6,2,2,2,2,2,2)
6 (0; 6,3,3,2,2,2,2,2) 6 (0; 3,3,3,3,2,2,2,2) 7 (0; 7,7,7,7,7)
8 (0; 8,8,8,8,2) 8 (0; 8,8,4,4,4) 8 (0; 8,8,4,2,2,2)
8 (0; 4,4,4,4,2,2) 8 (0; 4,4,2,2,2,2,2) 8 (0; 2, 8. . .,2)
9 (0; 9,9,3,3,3) 10 (0; 5,5,2,2,2,2) 10 (0; 10, 10, 10, 10)
10 (0; 10,10,5,2,2) 10 (0; 5,5,2,2,2,2) 12 (0; 6,4,4,2,2)
12 (0; 4,4,3,3,2) 12 (0; 12,12,6,3) 12 (0; 12, 12, 4, 4)
12 (0; 12,6,6,4) 12 (0; 12,12,2,2,2) 12 (0; 12,4,3,2,2)
12 (0; 4,4,3,3,2) 12 (0; 3,3,3,3,3) 12 (0; 3,3,2,2,2,2)
12 (0; 6,6,3,2,2) 12 (0; 6,2,2,2,2,2) 12 (0; 3,3,2,2,2,2)
14 (0; 14, 7, 7, 2) 15 (0; 15,5,3,3) 16 (0; 4, 4, 4, 4)
16 (0; 4,4,2,2,2) 16 (0; 8,8,4,2) 18 (0; 2,2,2,2,2,2)
18 (0; 9,2,2,2,2) 18 (0; 18, 18, 2, 2) 19 (0; 19, 19, 19)
20 (0; 5,4,4,2) 20 (0; 20, 20, 10) 20 (0; 10, 10, 2, 2)
20 (0; 5,2,2,2,2) 21 (0; 21, 21, 7) 24 (0; 12, 8, 8)
24 (0; 24, 24, 4) 24 (0; 24,8,6) 24 (0; 3, 3, 3, 3)
24 (0; 12,4,2,2) 24 (0; 4,4,3,2) 24 (0; 3,2,2,2,2)
24 (0; 6, 6, 2, 2) 24 (0; 6,3,3,2) 27 (0; 27, 27, 3)
28 (0; 28,7,4) 30 (0; 30, 10, 3) 32 (0; 8, 8, 4)
32 (0; 4, 4, 2, 2) 32 (0; 2,2,2,2,2) 36 (0; 18, 4, 4)
36 (0; 36, 36, 2) 36 (0; 18,2,2,2) 38 (0; 38, 19, 2)
40 (0; 10, 4, 4) 40 (0; 10,2,2,2) 40 (0; 20, 20, 2)
42 (0; 21,14,2) 48 (0; 24,8,2) 48 (0; 6,2,2,2)
48 (0; 6, 4, 4) 48 (0; 12, 12, 2) 48 (0; 3, 3, 2, 2)
48 (0; 12, 4, 3) 48 (0; 6, 6, 3) 57 (0; 19, 3, 3)
60 (0; 5, 5, 3) 64 (0; 8, 8, 2) 64 (0; 4, 4, 4)
64 (0; 4,2,2,2) 72 (0; 36,4,2) 80 (0; 20,4,2)
96 (0; 6, 3, 3) 96 (0; 12,4,2) 96 (0; 4, 4, 3)
96 (0; 6, 6, 2) 96 (0; 3,2,2,2) 120 (0; 6,5,2)
128 (0; 8, 4, 2) 160 (0; 5, 5, 2) 192 (0; 12,3,2)
192 (0; 6,4,2) 320 (0; 5,4,2)

Tabla 6: Signaturas dadas por la acción de un grupo finito G en X9.

Las signaturas ennegrecidas son maximales, aplicando el Teorema de Singerman [27].

Las acciones maximales de Z8 las resumimos en la siguiente tabla, en la que se muestra además
explicitamente el vector generador (representante de clase) asociado:
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Grupo Acción Vector generador

Z8 θ1 : ∆(0; 8, 8, 4, 4, 4)→ Z8 w1 = (a, a, a2, a2, a2)
θ2 : ∆(0; 8, 8, 4, 4, 4)→ Z8 w2 = (a, a, a2, a−2, a−2)
θ3 : ∆(0; 8, 8, 4, 4, 4)→ Z8 w3 = (a, a−3, a2, a2, a−2)
θ4 : ∆(0; 8, 8, 4, 4, 4)→ Z8 w4 = (a, a−3, a−2, a−2, a−2)
θ5 : ∆(0; 8, 8, 8, 8, 2)→ Z8 w5 = (a, a, a, a, a−4)
θ6 : ∆(0; 8, 8, 8, 8, 2)→ Z8 w6 = (a, a, a3, a−1, a−4)
θ7 : ∆(0; 8, 8, 8, 8, 2)→ Z8 w7 = (a, a, a−3, a−3, a−4)
θ8 : ∆(0; 8, 8, 4, 2, 2, 2)→ Z8 w8 = (a, a, a2, a−4, a−4, a−4)
θ9 : ∆(0; 8, 8, 4, 2, 2, 2)→ Z8 w9 = (a, a−3, a−2, a−4, a−4, a−4)

Tabla 7: Acción de Z8 en X9 con signatura maximal.

Ésta información corrobora que existen 4 acciones topológicamente no equivalentes de Z8 en una
superficie de Riemann de género 9 con signatura (0; 8, 8, 4, 4, 4), resultado que se obtuvo en el ejemplo
2.6.3. Ahora queremos entender cómo están estos estratos en B9, es decir qué estratos los contienen, se
intersectan, etc.

Ahora, sabemos que a cada acción maximal θi con i ∈ {1, 2, 3, 4} le corresponde un estrato no vaćıo

M[s,Z8,wi]
9 de dimensión 2. Luego las cuatro acciones topológicas no equivalentes θ1, θ2, θ3 y θ4, se corres-

ponden respectivamente con los estratos equisimétricos:

M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]
9 ,M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w2]

9 ,M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w3]
9 y M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w4]

9 .

Considerando la clausura de los cuatro estratos de nuestro interés, sabemos que éstas pueden conte-
ner otros estratos, o éstas pueden estar contenidas en la intersección de otros estratos. A continuación
mostramos dichas contenciones e intersecciones como resumen de los resultados obtenidos en SAGE con
la rutina expuesta en el caṕıtulo 6.

Para i ∈ {1, 2, 3, 4} mostramos los estratos contenidos en M[(0;8,8,4,4,4),Z8,wi]

9 :

M[(0;8,8,4,2),Z8×Z2,v1=(a,b−1a,a2,b−1a−4)]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]

9 ,

M[(0;8,8,4,2),Z8×Z2,v2=(a,b−1a,a−2,b−1)]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w2]

9 ,

M[(0;8,8,4,2),Z8oZ2,v3=(a,ba,c,b−1)]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w3]

9 ,

M[(0;8,8,4,2),Z8oZ2,v3=(a,ba,c,b−1)]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w4]

9 ,

M[(0;24,8,2),Z8×S3,v4=(eb,a−1b−1d−1,a−1d−1e−1)]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]

9 ,

M[(0;24,8,2),Z24oZ2,v5=(eb,b−1a−1,a−1e−1)]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w3]

9 ,
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M[(0;24,8,2),Z24oZ2,v5=(eb,b−1a−1,a−1e−1)]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w4]

9 .

Por último, para i ∈ {1, 2, 3, 4} los estratos M[(0;8,8,4,4,4),Z8,wi]

9 están contenidos en:

M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]

9 ⊂M[(0;4, 8...,4),Z4,(a, 8...,a)]

9 ∩M[(3;2, 8...,2),Z2,(a, 8...,a)]

9 ,

M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w2]

9 ⊂M[(0;4, 8...,4),Z4,(a,a,a,a,a−1,a−1,a−1,a−1)]

9 ∩M[(3;2, 8...,2),Z2,(a, 8...,a)]

9 ,

M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w3]

9 ⊂M[(0;4, 8...,4),Z4,(a,a,a,a,a,a,a−1,a−1)]

9 ∩M[(3;2, 8...,2),Z2,(a, 8...,a)]

9 ,

M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w4]

9 ⊂M[(0;4, 8...,4),Z4,(a,a,a,a,a,a,a−1,a−1)]

9 ∩M[(3;2, 8...,2),Z2,(a, 8...,a)]

9 .

La siguiente figura representa los estratos contenidos en M[(0;8,8,4,4,4),Z8,wi]

9 para i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Figura 4.2: Representación de los estratos contenidos en M[(0;8,8,4,4,4),Z8,wi]

9 .



Caṕıtulo 5

Rutina SAGE para la Estratificación
Equisimétrica de M4

Utilizamos la herramienta computacional SAGE para obtener la estratificación equisimétrica de
M4. La rutina a seguir para lograr la estratificación, las contenciones e intersecciones entre estratos se
especificará en tres ejemplos concretos. Vale señalar que los algoritmos aqúı usados consideran que el
género de la superficie cociente es cero. Mostraremos todos los resultados obtenidos por el programa o
rutina por medio de tabulaciones.
Los algoritmos aqúı utilizados fueron programados por el prof. Antonio Behn, con nuestra colaboración
en lo que a requerimientos se refiere.

Para comenzar, lo primero que debemos hacer es ingresar al programa The Sage Notebook versión
8.2 con nuestro usuario y contraseña.

54
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Podemos crear diversos trabajos, los que quedarán guardados en la ventana principal.

Comenzamos la rutina identificando todos los grupos que actúan en superficies de Riemann de género
4, en el que la superficie cociente es de género g = 0. La rutina grupos que actuan(4), tiene el listado
de grupos actuando en género 4 (de hecho se puede hasta género 10).
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Cada grupo que actúa puede tener una o más signaturas. Por ejemplo el grupo (6, 1) actúa con
dos signaturas, (0; 3, 3, 3, 2, 2) y (0; 2, 2, 2, 2, 2, 2). Podemos caracterizar de forma abstracta los grupos
[|G|,No] de la Small Group Data Base (Base de datos de grupos común a SAGE, MAGMA y GAP) por
medio del comando: G.structure description().
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ID Grupo Orden

(2, 1) Z2 2
(3, 1) Z3 3
(4, 1) Z4 4
(4, 2) Z2 × Z2 4
(5, 1) Z5 5
(6, 1) S3 6
(6, 2) Z6 6
(8, 1) Z8 8
(8, 3) D4 8
(8, 4) Q8 8
(9, 1) Z9 9
(9, 2) Z3 × Z3 9
(10, 1) D5 10
(10, 2) Z10 10
(12, 2) Z12 12
(12, 3) A4 12
(12, 4) D6 12
(12, 5) Z6 × Z2 12
(15, 1) Z15 15
(16, 1) Z16 16
(16, 7) D8 16
(16, 9) Q16 16
(18, 2) Z18 18
(18, 3) Z3 × S3 18
(18, 4) (Z3 × Z3) o Z2 18
(18, 5) Z6 × Z3 18
(20, 1) Z5 o Z4 20
(20, 3) Z5 o Z4 20
(20, 4) D10 20
(20, 5) Z10 × Z2 20
(24, 3) SL(2, 3) 24
(24, 10) Z3 ×D4 24
(24, 12) S4 24
(32, 19) QD32 32
(36, 9) (Z3 × Z3) o Z4 36
(36, 10) S3 × S3 36
(36, 11) Z3 × A4 36
(36, 12) Z6 × S3 36
(40, 8) (Z10 × Z2) o Z2 40
(60, 5) A5 60
(72, 40) (S3 × S3) o Z2 72
(72, 42) Z3 × S4 72
(120, 34) S5 120

Tabla 8: Resumen de la identificación de los grupos que actúan en género 4.
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Las signaturas de grupos que actúan en superficies de Riemann de género 4 con g = 0 son:

|G| Signatura |G| Signatura |G| Signatura

2 (0; 2, 10. . .,2) 3 (0; 3, 6. . .,3) 4 (0; 4,4,4,4,2)
4 (0; 4,4,2,2,2,2) 4 (0; 2, 7. . .,2) 5 (0; 5, 5, 5, 5)
6 (0; 3,3,3,2,2) 6 (0; 2, 6. . .,2) 6 (0; 6,6,6,2)
6 (0; 6, 6, 3, 3) 6 (0; 6,3,2,2,2) 6 (0; 3,3,3,2,2)
8 (0; 8, 8, 2, 2) 8 (0; 4,2,2,2,2) 8 (0; 4,4,4,2)
9 (0; 9, 9, 9) 9 (0; 3, 3, 3, 3) 10 (0; 5, 5, 2, 2)
10 (0; 10, 10, 5) 12 (0; 12, 12, 3) 12 (0; 12,6,4)
12 (0; 3,3,3,2) 12 (0; 6,3,2,2) 12 (0; 2, 5. . .,2)
12 (0; 6, 6, 6) 15 (0; 15, 5, 3) 16 (0; 16, 16, 2)
16 (0; 8,2,2,2) 16 (0; 8, 4, 4) 18 (0; 18, 9, 2)
18 (0; 6, 6, 3) 18 (0; 3, 3, 2, 2) 20 (0; 5, 4, 4)
20 (0; 5,2,2,2) 20 (0; 10, 10, 2) 24 (0; 6,4,3)
24 (0; 12, 6, 2) 24 (0; 4,2,2,2) 32 (0; 16,4,2)
36 (0; 4, 4, 3) 36 (0; 6, 6, 2) 36 (0; 3,2,2,2)
36 (0; 6, 3, 3) 40 (0; 10,4,2) 60 (0; 5, 5, 2)
72 (0; 6,4,2) 72 (0; 12,3,2) 120 (0; 5,4,2)

Tabla 9: Signaturas de los grupos que actúan en X4 con g = 0.

Observación 11. Las signaturas ennegrecidas son maximales [27]. Más adelante, cuando calculemos
vectores generadores inducidos, aparecerán más signaturas maximales asociadas a acciones de grupo
sobre superficies de Riemann de género 4, en donde el género de la superficie cociente es distinto de 0.
Éstas últimas las incluiremos en nuestros resultados.

Hasta el momento, conocemos los grupos que actúan en género 4 y las signaturas asociadas. Ahora,
podemos describir los generadores (escritos como permutaciones) de cada grupo y encontrar los vectores
generadores (representantes de clases), asociados a clases de equivalencia topológicas de acciones de
grupo por automorfismos holomorfos. Para ello, usaremos print G 1 (o simplemente G 1) y print
find generator representatives as words(G 1,[2,2,2,2,2,2,2,2,2,2]).
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En este ejemplo la acción correspondiente tiene asociado sólo una clase de vectores generadores,
representado por (a, 10. . ., a).

Sin embargo, hay casos en que puede haber más de una clase de vectores generadores, o equivalen-
temente, mas acciones topológicas no equivalentes.

Con esta información, obtenemos las acciones maximales, módulo equivalencia topológica:
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Grupo Acción Vector generador

Z2 θ : ∆(0; 2, 10. . ., 2)→ Z2 v1 = (a−1, 10. . ., a−1) = (a, 10. . ., a)
Z3 θ1 : ∆(0; 3, 6. . ., 3)→ Z3 w1 = (a, 6. . ., a)

θ2 : ∆(0; 3, 6. . ., 3)→ Z3 w2 = (a, a, a, a−1, a−1, a−1)
Z4 θ1 : ∆(0; 4, 4, 4, 4, 2)→ Z4 u1 = (a, a, a, a−1, a−2)

θ2 : ∆(0; 4, 4, 2, 2, 2, 2)→ Z4 u2 = (a, a−1, a−2, a−2, a−2, a−2)
Z2 × Z2 θ1 : ∆(0; 2, 7. . ., 2)→ Z2 × Z2 t1 = (a−1, a−1, a−1, a−1, a−1, b−1, a−1b−1)

θ2 : ∆(0; 2, 7. . ., 2)→ Z2 × Z2 t2 = (a−1, a−1, a−1, b−1, b−1, b−1, a−1b−1)
S3 θ1 : ∆(0; 3, 3, 3, 2, 2)→ S3 η1 = (b, b, b, a−1, a−1)

θ2 : ∆(0; 2, 6. . ., 2)→ S3 η2 = (a−1, a−1, a−1, a−1, a−1b−1, a−1b−1)
Z6 θ1 : ∆(0; 6, 6, 6, 2)→ Z6 κ1 = (ba, ba, ba, b−1)

θ2 : ∆(0; 6, 3, 2, 2, 2)→ Z6 κ2 = (ba, a−1, b−1, b−1, b−1)
θ3 : ∆(0; 3, 3, 3, 2, 2)→ Z6 κ3 = (a, a, a, b−1, b−1)

D4 θ1 : ∆(0; 4, 2, 2, 2, 2)→ D4 µ1 = (b−1a−1, b−1, b−1, b−1, a−1c−1)
θ2 : ∆(0; 4, 2, 2, 2, 2)→ D4 µ2 = (b−1a−1, b−1, c−1, c−1, a−1c−1)

Q8 θ : ∆(0; 4, 4, 4, 2)→ Q8 ν = (b, a, b−1a−1, c−1)
Z12 θ : ∆(0; 12, 6, 4)→ Z12 ξ = (ba, b−1a−2, a)
A4 θ : ∆(0; 3, 3, 3, 2)→ A4 $ = (a, a, ca, b−1c−1)
D6 θ1 : ∆(0; 6, 3, 2, 2)→ D6 ρ1 = (cb, c, a−1, b−1c−1a−1)

θ2 : ∆(0; 2, 2, 2, 2, 2)→ D6 ρ2 = (b−1, a−1, a−1, c−1a−1, b−1c−1a−1)
Z6 × Z2 θ : ∆(0; 6, 3, 2, 2)→ Z6 × Z2 % = (b−1a, a−1, c−1, c−1b−1)
D8 θ : ∆(0; 8, 2, 2, 2)→ D8 ς = (a−1b−1, d−1, b−1, a−1d−1)
D10 θ : ∆(0; 5, 2, 2, 2)→ D10 ω = (c, b−1, a−1, a−1b−1c−1)

SL(2, 3) θ : ∆(0; 6, 4, 3)→ SL(2, 3) ` = (ad−1, c−1b−1, a−1c−1)
S4 θ : ∆(0; 4, 2, 2, 2)→ S4 ℘ = (a−1c−1, a−1, b−1a−1, b−1a−1d−1)

QD32 θ : ∆(0; 16, 4, 2)→ QD32 ϑ = (ab, a, a−1b−1a−1)
S3 × S3 θ : ∆(0; 3, 2, 2, 2)→ S3 × S3 ζ = (dc, b−1, a−1, a−1b−1c−1d−1)

(Z10 × Z2) o Z2 θ : ∆(0; 10, 4, 2)→ (Z10 × Z2) o Z2 δ = (db−1, a−1b−1, a−1c−1d−1)
(S3 × S3) o Z2 θ : ∆(0; 6, 4, 2)→ (S3 × S3) o Z2 o = (ea, b−1d−1a−1, b−1c−1)

Z3 × S4 θ : ∆(0; 12, 3, 2)→ Z3 × S4 λ = (dba, b−1c−1, a−1c−1, d−1)
S5 θ : ∆(0; 5, 4, 2)→ S5 τ = (b, b−2ab, b−1a−1b)

Tabla 10: Acciones de signatura maximal y vector generador asociado cuando g = 0.

Sabemos que cada acción maximal θ se corresponde con un estrato no vaćıo M[s,G,θ]
4 ( o M[s,G,v]

4 si
queremos citar el vector generador v asociado a la acción θ). Luego tenemos la siguiente estratificación
del branch locus B4:
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Estrato Dimensión Estrato Dimensión

M[(0;2,10...,2),Z2,v1]
4 7 M[(0;3, 6...,3),Z3,w1]

4 3

M[(0;3, 6...,3),Z3,w2]
4 3 M[(0;4,4,4,4,2),Z4,u1]

4 2

M[(0;4,4,2,2,2,2),Z4,u2]
4 3 M[(0;2, 7...,2),Z2×Z2,t1]

4 4

M[(0;2, 7...,2),Z2×Z2,t2]
4 4 M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 2

M[(0;2, 6...,2),S3,η2]
4 3 M[(0;6,6,6,2),Z6,κ1]

4 1

M[(0;6,3,2,2,2),Z6,κ2]
4 2 M[(0;3,3,3,2,2),Z6,κ3]

4 2

M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ1]
4 2 M[(0;4,2,2,2,2),D4,µ2]

4 2

M[(0;4,4,4,2),Q8,ν]
4 1 M[(0;12,6,4),Z12,ξ]

4 0

M[(0;3,3,3,2),A4,$]
4 1 M[(0;6,3,2),D6,ρ1]

4 1

M[(0;2,2,2,2,2),D6,ρ2]
4 2 M[(0;6,3,2,2),Z6×Z2,%]

4 1

M[(0;8,2,2,2),D8,ς]
4 1 M[(0;5,2,2,2),D10,ω]

4 1

M[(0;6,4,3),SL(2,3),`]
4 0 M[(0;4,2,2,2),S4,℘]

4 1

M[(0;16,4,2),QD32,ϑ]
4 0 M[(0;3,2,2,2),S3×S3,ζ]

4 1

M[(0;10,4,2),(Z10×Z2)oZ2,δ]
4 0 M[(0;6,4,2),(S3×S3)oZ2,o]

4 0

M[(0;12,3,2),Z3×S4,λ]
4 0 M[(0;5,4,2),S5,τ ]

4 0

Tabla 11: Estratificación Equisimétrica de M4 considerando g = 0.

Estudiemos contenciones e intersecciones de las clausuras de estos estratos. Enseñaremos la rutina en
tres ejemplos concretos. Como los grupos Z2 y Z3 no tienen subgrupos no triviales, partimos el análisis
con la acción de Z4, el cual será nuestro primer ejemplo. Z4 corresponde al SmallGroup(4,1) el cual
definimos en el programa como G 3. La acción de Z4 con signatura (0; 4, 4, 4, 4, 2) tiene asociado sólo un
vector generador, l[0]=u1, el cual podemos visualizar como palabra o por medio de permutaciones, bajo
los siguientes comandos:

print find generator representatives as words(G 3,[4,4,4,4,2])

l=find generator representatives(G 3,[4,4,4,4,2])
l[0]

Estudiaremos subgrupos H de G3 = Z4 tales que la acción de G3 restringida a H sea maximal. En tal
caso, diremos que G3 induce una acción de H maximal. Nos preguntamos ahora, ¿Z4 contiene subgrupos
isomorfos a Z2 actuando de forma maximal?
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Para responder esto, primero contemos cuántos subgrupos isomorfos a Z2 hay como clases de conju-
gación en Z4. La instrucción es la siguiente:

luego existe sólo una clase de conjugación, identificada como L 1[0]. Con el siguiente comando:

intermediate covers(l[0],G 3,L 1[0],0)

obtendremos información detallada de la acción inducida asociada.

La acción inducida resulta ser θ : ∆(1; 2, 6. . ., 2)→ Z2, la cual es maximal según Singerman [27].

Observación 12. Note que aqúı nuestra rutina detecta una acción maximal con cociente total de
género 1, dicha acción no está incluida en la tabla 10 de aquellas de género 0 que nos entrega nuestro
algoritmo. Con la programación usada en este trabajo no podemos determinar cuántos vectores genera-
dores tiene asociados dicha acción, pero śı podemos describir el vector generador inducido y el estrato
correspondiente.

Para conocer cuál es el vector generador inducido (v en nuestra rutina), utilizamos los comandos:

v,w,g,s=induced generating vector(G 3,l[0],L 1[0])
v,w,g,s
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el cual nos entrega el vector inducido escrito en forma permutacional y también escrito como palabra,
además nos entrega el género g de la superficie cociente y la signatura s.

Podemos describir de mejor manera el vector geneador inducido, procediendo de la siguiente manera:
Cada coordenada del vector es un elemento del subgrupo L 1[0], éste se puede describir con el

comando L 1[0]

Podemos ver que L 1[0] es generado por el elemento (1, 3)(2, 4) = L 1[0].0. Entonces si queremos
describir el vector generador inducido, sólo en términos de este generador, utilizamos

[as word(k,L 1[0], gens=[L 1[0].0]) for k in v]

Luego el vector generador inducido es v2 = (a−1, a−1, a−1, a−1, a−1, a−1) = (a, a, a, a, a, a), por lo
tanto se obtiene que

M[(0;4,4,4,4,2),Z4,u1]

4 ⊂M[(1;2, 6...,2),Z2,v2]

4 .

Ahora, nuestro segundo ejemplo es estudiar subgrupos de G5 = Z2×Z2 con acción inducida maximal.
Procedemos de manera análoga a la anterior:
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Sabemos que contamos con dos vectores generadores l[0]= t1 y l[1]= t2. Luego, procedemos a analizar
los subgrupos de G5 con acción inducida maximal.

En esta oportunidad, analizaremos el detalle de 6 acciones, tres asociadas a l[0] y tres asociadas a
l[1]. En efecto,

i) intermediate covers(l[0],G 5, L 1[0],0)

La acción inducida resulta ser θ : ∆(2; 2, 2)→ Z2, la cual es maximal según Singerman [27].
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Para conocer cuál es el vector generador inducido, procedemos de manera análoga al ejemplo an-
terior, utilizamos los comandos:

v,w,g,s=induced generating vector(G 5,l[0],L 1[0])

v,w,g,s

L 1[0]

[as word(k,L 1[0], gens=[L 1[0].0]) for k in v]

El vector generador inducido es v3 = (a−1, a−1) = (a, a), por lo tanto se obtiene que

M[(0;2, 7...,2),Z2×Z2,t1]

4 ⊂M[(2;2,2),Z2,v3]

4 .

ii) intermediate covers(l[0],G 5, L 1[1],0)
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La acción inducida maximal es θ : ∆(0; 2, 10. . ., 2)→ Z2 y entonces

M[(0;2, 7...,2),Z2×Z2,t1]

4 ⊂M[(0;2,10...,2),Z2,v1]

4 .

iii) intermediate covers(l[0],G 5, L 1[2],0)

La acción inducida es θ : ∆(2; 2, 2) → Z2 , la cual es maximal. Busquemos el vector generador
inducido, como antes:

El vector generador inducido es v3 = (a, a), por lo tanto se repite la información

M[(0;2, 7...,2),Z2×Z2,t1]

4 ⊂M[(2;2,2),Z2,v3]

4 .
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iv) intermediate covers(l[1],G 5, L 1[0],0)

La acción inducida es θ : ∆(1; 2, 6. . ., 2)→ Z2 la cual es maximal. El vector generador inducido se
obtiene con la rutina:

el cual es v2, por lo tanto, se obtiene que

M[(0;2, 7...,2),Z2×Z2,t2]

4 ⊂M[(1;2, 6...,2),Z2,v2]

4 .
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v) intermediate covers(l[1],G 5, L 1[1],0)

La acción inducida es θ : ∆(1; 2, 6. . ., 2)→ Z2. El vector generdor inducido lo encontramos con:

el cual es v2 también, entonces nuevamente se tiene que M[(0;2, 7...,2),Z2×Z2,t2]

4 ⊂M[(1;2, 6...,2),Z2,v2]

4 .
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vi) intermediate covers(l[1],G 5, L 1[2],0)

La acción inducida es θ : ∆(2; 2, 2) → Z2 y el vector generador inducido es v3, como muestra la
siguiente rutina:

Aśı

M[(0;2, 7...,2),Z2×Z2,t2]

4 ⊂M[(2;2,2),Z2,v3]

4 .

Con toda esta información podemos concluir que

M[(0;2, 7...,2),Z2×Z2,t1]

4 ⊂M[(2;2,2),Z2,v3]

4 ∩M[(0;2,10...,2),Z2,v1]

4

y

M[(0;2, 7...,2),Z2×Z2,t2]

4 ⊂M[(1;2, 6...,2),Z2,v2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 .
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Nuestro tercer ejemplo, consiste en analizar la acción de D6 con signatura (0; 6, 3, 2, 2). En nuestro
trabajo lo designamos G 24 y recordemos que se identifica como (12, 4). Éste grupo de automorfismos
tiene un orden un poco más grande, por lo que podemos encontrar más subgrupos que en los ejemplos
anteriores para estudiar las contenciones y estratos asociados. Entonces, lo primero es verificar la canti-
dad de vectores generadores asociados a la signatura, esto con

l=find generator representatives(G 24,[6,3,2,2])
len(l)

Sólo hay un vector generador para la acción de D6 con signatura (0; 6, 3, 2, 2), que escrito como
palabra es

Procedemos a estudiar los subgrupos con acción inducida maximal. Primero vemos si existen Z6

como clases de conjugación de D6.

Tenemos sólo una clase, L 1[0], y los cubrimientos intermedios nos originan la siguiente información:
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Donde la acción inducida tiene signatura (0; 6, 6, 3, 3), la cual es no maximal según la lista de Sin-
german [27].

Para el subgrupo S3:

Vemos que existen dos clases de conjugación. La acción asociada a la primera clase L 2[0], se describe
en el siguiente cuadro
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La acción inducida es θ : ∆(0; 3, 3, 3, 2, 2)→ S3, la cual es maximal según Singerman [27], y se tiene
que

M[(0;6,3,2,2),D6,ρ1]

4 ⊂M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 .

Para la segunda clase de conjugación L 2[1], tenemos

la misma información anterior, es decir,

M[(0;6,3,2,2),D6,ρ1]

4 ⊂M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 .

Veamos ahora si existen Z2 × Z2 como clases de conjugación de D6.

Tenemos sólo una clase, L 3[0], y los cubrimientos intermedios nos originan la siguiente información:
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Donde la acción inducida tiene signatura (1; 2, 2, 2), la cual es maximal según Singerman [27] y tiene
género g = 1. Calculemos el vector generador inducido con la rutina usada en los ejemplos anteriores:

El vector generador inducido es t3 = (a−1b−1, b−1, a−1) y por lo tanto,

M[(0;6,3,2,2),D6,ρ1]

4 ⊂M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]

4 .

Z4 no es clase de conjugación de D6.

Veamos cuántos Z3 son clases de conjugación en D6



CAPÍTULO 5. RUTINA SAGE PARA LA ESTRATIFICACIÓN EQUISIMÉTRICA DE M4 74

Tenemos sólo una clase, L 5[0]. Los cubrimientos intermedios nos entregan la siguiente información:

Notamos que la acción inducida tiene signatura maximal (0; 3, 6. . ., 3). Recordemos que hay dos ac-
ciones topológicas de Z3 en una superficie de género 4 con la signatura (0; 3, 6. . ., 3), éstas son descritas
por los vectores generadores w1 y w2. Para conocer cuál es el vector generador inducido en este caso,
utilizamos la rutina:

Luego el vector generador inducido corresponde a w2, por lo tanto se obtiene que

M[(0;6,3,2,2),D6,ρ1]

4 ⊂M[(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w2]

4 .

Por último analicemos si existen Z2 como clases de conjugación de D6.

Existen 3 clases, L 6[0], L 6[1] y L 6[2], y sus cubrimientos intermedios son:
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En los tres casos la acción inducida tiene signatura maximal (2; 2, 2), y los vectores generadores
inducidos en cada caso (siguiendo análogamente la rutina anterior) corresponden a v3, por lo tanto

M[(0;6,3,2,2),D6,ρ1]

4 ⊂M[(2;2,2),Z2,v3]

4 .

Finalmente, reuniendo la información obtenida, se concluye que

M[(0;6,3,2,2),D6,ρ1]

4 ⊂M[(0;3,3,3,2,2),S3,η1]

4 ∩M[(1;2,2,2),Z2×Z2,t3]

4 ∩M[(0;3, 6...,3),Z3,w2]

4 ∩M[(2;2,2),Z2,v3]

4 .



Caṕıtulo 6

Rutina SAGE para la Estratificación
Equisimétrica de Z8 en M9

Seguiremos un rocedimiento similar al del caṕıtulo 5, usando los mismos algoritmos programados
sobre SAGE. Comenzamos entonces, identificando todos los grupos finitos que actúan en superficies de
Riemann de género 9 , en el que la superficie cociente es de género 0. El comando es el siguiente:

grupos que actuan(9)

77
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En esta lista aparece la identificación del grupo junto con las signaturas asociadas a su acción. Por
ejemplo, el grupo (6, 1) = S3 (ver tabla 8) actúa con dos signaturas en una superficie de Riemann de
género 9, las cuales son (0; 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 2) y (0; 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2). Recordemos que podemos iden-
tificar la estructura del grupo con G.structure description(), por ejemplo:

G 108=SmallGroup(120,35)
G 108.structure description()

Luego (120, 35) = Z2 × A5.

De esta manera, podemos ir reconociendo los grupos que actúan en superficies de Riemann de género
9 que no están en la tabla 8. Ahora, observando la lista inicial de grupos finitos que actúan en superficies
de Riemann de género 9 con superficie cociente de género 0, podemos destacar, usando los resultados
de [27] las siguientes signaturas maximales:

|G| Signatura |G| Signatura |G| Signatura

2 (0; 2, 20. . .,2) 3 (0; 3, 11. . .,3) 4 (0; 4, 8. . .,4)
4 (0; 4,4,4,4,4,4,2,2,2) 4 (0; 4,4,4,4,2,2,2,2,2,2) 4 (0; 4,4,2,2,2,2,2,2,2,2,2)
4 (0; 2, 12. . .,2) 6 (0; 3,3,3,3,2,2,2,2) 6 (0; 3,2,2,2,2,2,2,2,2)
6 (0; 6,6,6,6,6,2) 6 (0; 6,6,6,6,3,3) 6 (0; 6,6,6,3,2,2,2)
6 (0; 6,6,3,3,3,2,2) 6 (0; 6,3,3,3,3,3,2) 6 (0; 6,6,2,2,2,2,2,2)
6 (0; 6,3,3,2,2,2,2,2) 6 (0; 3,3,3,3,2,2,2,2) 7 (0; 7,7,7,7,7)
8 (0; 8,8,8,8,2) 8 (0; 8,8,4,4,4) 8 (0; 8,8,4,2,2,2)
8 (0; 4,4,4,4,2,2) 8 (0; 4,4,2,2,2,2,2) 8 (0; 2, 8. . .,2)
9 (0; 9,9,3,3,3) 10 (0; 5,5,2,2,2,2) 10 (0; 10,10,5,2,2)
10 (0; 5,5,2,2,2,2) 12 (0; 6,4,4,2,2) 12 (0; 4,4,3,3,2)
12 (0; 12,12,6,3) 12 (0; 12,6,6,4) 12 (0; 12,12,2,2,2)
12 (0; 12,4,3,2,2) 12 (0; 4,4,3,3,2) 12 (0; 3,3,3,3,3)
12 (0; 3,3,2,2,2,2) 12 (0; 6,6,3,2,2) 12 (0; 6,2,2,2,2,2)
12 (0; 3,3,2,2,2,2) 15 (0; 15,5,3,3) 16 (0; 4,4,2,2,2)
16 (0; 8,8,4,2) 18 (0; 2, 6. . .,2) 18 (0; 9,2,2,2,2)
20 (0; 5,4,4,2) 20 (0; 5,2,2,2,2) 24 (0; 24,8,6)
24 (0; 12,4,2,2) 24 (0; 4,4,3,2) 24 (0; 3,2,2,2,2)
24 (0; 6,3,3,2) 28 (0; 28,7,4) 32 (0; 2,2,2,2,2)
36 (0; 18,2,2,2) 40 (0; 10,2,2,2) 42 (0; 21,14,2)
48 (0; 24,8,2) 48 (0; 6,2,2,2) 64 (0; 4,2,2,2)
72 (0; 36,4,2) 80 (0; 20,4,2) 96 (0; 12,4,2)
96 (0; 3,2,2,2) 120 (0; 6,5,2) 192 (0; 12,3,2)
192 (0; 6,4,2) 320 (0; 5,4,2)

Tabla 12: Signaturas maximales de acciones en género cuando g = 0.
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Recordemos que fijando una signatura podemos encontrar uno o más vectores generadores. Si con-
sideramos las signaturas maximales de la tabla 12 podŕıamos tener más de una acción maximal para
cierta signatura. Además como cada acción maximal se corresponde con un estrato no vaćıo, la cantidad
de estratos en M9 no es menor. Nuestro interés es seguir desarrollando el ejemplo 2.6.3 del caṕıtulo 2
por lo que encontraremos resultados de contenciones e intersecciones que involucran los estratos corres-
pondientes a las acciones no equivalentes topológicamente y maximales de dicho ejemplo. Es decir, las
acciones de Z8 con signatura (0; 8, 8, 4, 4, 4).

A Z8 en nuestra programación, lo definimos como G=SmallGroup(8,1). Podemos ver en la lista
inicial que este grupo de automorfismos actúa de diferentes formas en M9, pues tiene tres signaturas:

[0; 8, 8, 8, 8, 2], [0; 8, 8, 4, 4, 4], [0; 8, 8, 4, 2, 2, 2],

todas ellas corresponden a signaturas maximales según Singerman [27].

Usando nuestro algoritmo determinaremos que la acción de Z8 con signatura (0; 8, 8, 4, 4, 4) tiene
asociado 4 vectores generadores (representantes de clases), l[0]=w1, l[1]=w2, l[2]=w3 y l[3]=w4, los cua-
les podemos visualizar como palabra o por medio de permutaciones, bajo los siguientes comandos:

print find generator representatives as words(G,[8,8,4,4,4])

l=find generator representatives(G,[8,8,4,4,4])
l
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Sean los vectores generados:

w1 = (a, a, a2, a2, a2), w2 = (a, a, a2, a−2, a−2), w3 = (a, a−3, a2, a2, a−2) y w4 = (a, a−3, a−2, a−2, a−2),

estos capturan las cuatro acciones diferentes de Z8 con signatura (0; 8, 8, 4, 4, 4) no equivalentes to-
pológicamente.

Nuestro objetivo es buscar resultados sobre contenciones e intesecciones que involucren a los estratos:

M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]
9 ,M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w2]

9 ,M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w3]
9 y M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w4]

9 .

Primero, estudiaremos los subgrupos de G = Z8 con acción inducida maximal.

Entonces nos preguntamos: ¿Z8 contiene subgrupos isomorfos a Z2×Z2 actuando de forma maximal?
Para responder esto, primero contemos cuántos Z2 × Z2 existen como clases de conjugación en Z8. El
comando que emplearemos es

L 1=[k for k in G.conjugacy classes subgroups() if k.id()==[4,2]]
len(L 1)

La respuesta es 0, es decir, Z2 × Z2 no es clase de conjugación de subgrupos de Z8.
Continuamos ahora con el otro grupo de orden 4, analizaremos si Z4 es clase de conjugación de

subgrupos de Z8.

luego existe sólo una clase de conjugación, identificada como L 2[0]. Fijando el primer vector gene-
rador, l[0]= w1, el siguiente comando:

intermediate covers(l[0],G,L 2[0],0)

nos ayuda a obtener información detallada de la acción inducida asociada.
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La accción inducida está descrita por la signatura maximal (0; 4, 8. . ., 4). Existen tres acciones to-
pológicas distintas de Z4 con esa signatura pues hay tres clases de vectores generadores:

que llamaremos v1 = (a, a, a, a, a, a, a, a), v2 = (a, a, a, a, a, a, a−1, a−1) y v3 = (a, a, a, a, a−1, a−1, a−1, a−1).
Para conocer cuál es el vector generador inducido entre v1, v2 y v3 , utilizaremos el siguiente comando:

v,w,g,s=induced generating vector(G,l[0],L 2[0])
v,w,g,s
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el cual nos entrega el vector inducido escrito en forma permutacional y también escrito como palabra,
además nos entrega el género g de la superficie cociente y la signatura s.

De ésta información se desprende que el vector generador inducido corresponde a (a, 8. . ., a) = v1,
pues todas las coordenadas del vector visto en la forma permutacional son iguales. Cuando no sea claro
identificarlo se procede de la siguiente forma:

Cada coordenada del vector es un elemento del subgrupo L 2[0], éste se puede describir con el
comando L 2[0]

Podemos ver que L 2[0] es generado por el elemento (1, 3, 5, 7)(2, 4, 6, 8) = L 5[0].0. Entonces si que-
remos describir el vector generador inducido, sólo en términos de este generador, utilizamos

[as word(k,L 2[0], gens=[L 2[0].0]) for k in v]

Luego el vector generador inducido corresponde a v1, por lo tanto se obtiene que

M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]

9 ⊂M[(0;4, 8...,4),Z4,v1]

9 .

Por último, determinemos subgrupos isomorfos a Z2 como clases de conjugación de Z8.

Existe sólo una clase la cual llamamos L 3[0]. La información sobre los cubrimientos intermedios se
obtiene con el comando: intermediate covers(l[0],G,L 3[0],0)
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La acción inducida es θ : ∆(3; 2, 8. . ., 2) → Z2, la cual es maximal, según [27]. Como el género de la
superficie cociente en este caso no es 0, con la programación usada en este trabajo no podemos deter-
minar cuántos vectores generadores tiene asociados dicha acción. Sin embargo, encontraremos el vector
generador inducido y el estrato correspondiente a la acción maximal.

Para conocer cuál es el vector generador inducido (v en nuestra rutina), utilizamos como antes:

v,w,g,s=induced generating vector(G,l[0],L 3[0])
v,w,g,s
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Sabemos que cada coordenada del vector es un elemento del subgrupo L 3[0], el cual se describe con
el comando L 3[0]

Podemos ver que L 3[0] es generado por el elemento (1, 5)(2, 6)(3, 7)(4, 8) = L 3[0].0. Luego el vector
generador inducido, escrito sólo en términos de este generador, se obtiene con la instrucción:

[as word(k,L 3[0], gens=[L 3[0].0]) for k in v]

el cual corresponde a z = (a−1, 8. . ., a−1) = (a, 8. . ., a) . Aśı,

M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]

9 ⊂M[(3;2, 8...,2),Z2,z]

9 .

Por lo tanto, cuando fijamos el primer vector generador l[0], conclúımos que:
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M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]

9 ⊂M[(0;4, 8...,4),Z4,v1]

9 ∩M[(3;2, 8...,2),Z2,z]

9 .

Ahora cuando fijamos el segundo vector generador l[1]= w2, procediendo de manera análoga a la
anterior, se obtiene que

M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w2]

9 ⊂M[(0;4, 8...,4),Z4,v3]

9 ∩M[(3;2, 8...,2),Z2,z]

9 .

Fijando el tercer vector generador l[2]= w3 se tiene

M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w3]

9 ⊂M[(0;4, 8...,4),Z4,v2]

9 ∩M[(3;2, 8...,2),Z2,z]

9

Y cuando fijamos el cuarto vector generador, obtenemos que

M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w4]

9 ⊂M[(0;4, 8...,4),Z4,v2]

9 ∩M[(3;2, 8...,2),Z2,z]

9 .

Ahora, de la lista inicial de grupos que actúan en género 9, nos interesa analizar aquellos que contie-
nen a Z8 y que induzcan una acción con signatura (0; 8, 8, 4, 4, 4). Es decir, estamos en busca de estratos

que puedan estar contenidos en algún M[(0;8,8,4,4,4),Z8,wi]

9 para i ∈ {1, 2, 3, 4}.

En nuestra lista de grupos, el más cercano que podŕıa tener a Z8 como clase de conjugación es
G1 = (16, 3) de orden 16. Para encontrar la respuesta, aplicamos el comando ya conocido:

G 1=SmallGroup(16,3)
L 1=[k for k in G 1.conjugacy classes subgroups() if k.id()==[8,1]]
len(L 1)

Luego el grupo (16, 3) no contiene a Z8 como clase de conjugación.

El segundo grupo más próximo en la lista es G2 = (16, 5), veamos si este contiene a Z8 como clase
de conjugación.
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Este grupo tiene dos Z8 como clases de conjugación de subgrupos. Recordemos que con el comando
G 2.structure description() podemos descubrir que G2 = Z8 × Z2.

Lo siguiente es verificar si las acciones inducidas tienen la signatura buscada (0; 8, 8, 4, 4, 4). Enton-
ces, continuamos la rutina conociendo los vectores generadores asociados a la acción de Z8 × Z2 con
signatura (0; 8, 8, 4, 2) con los comandos:

l 2=find generator representatives(G 2,[8,8,4,2])
l
print find generator representatives as words(G 2,[8,8,4,2])

Definimos u1 = (a, a, a2b, b−1a−4), u2 = (a, b−1a, a2, b−1a−4), u3 = (a, b−1a, a2b, a−4),
u4 = (a, b−1a, a−2, b−1 y u5 = (a, a−3, a2b, b−1), con el fin de que más adelante podamos escribir de mejor
manera los estratos involucrados.

Contamos con 5 vectores generadores l 2[0]= u1, l 2[1]= u2, l 2[2]= u3, l 2[3]= u4 y l 2[4]= u5, y 2
clases de conjugación de subgrupos L 2[0] y L 2[1]. Tenemos entonces 10 combinaciones a analizar. La
primera es l 2[0] con L 2[0], la segunda es l [0] con L 2[1], la tercera es l 2[1] con L 2[0], y aśı hasta llegar
a la última combinación l 2[4] con L 2[1].

Información de la primera acción inducida, la obtenemos con el comando:

intermediate covers(l 2[0],G 2,L 2[0],0)
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La asignatura asociada es (0; 8, 8, 8, 8, 2), la cual no es la buscada.

De las 10 combinaciones, sólo 4 tienen la signatura buscada, éstas son l 2[1]-L 2[0], l 2[1]-L 2[1],
l 2[3]-L 2[0] y l 2[3]-L 2[1]).

Observación 13. Bajo la acción del grupo (16, 5) con signatura (0; 8, 8, 4, 2) es posible contar 2 acciones
topológicas distintas y 2 anaĺıticas distintas.

Continuamos la rutina, para el caso en que una combinación śı nos entregue la signatura (0; 8, 8, 4, 4, 4).
Por ejemplo l 2[1]-L 2[0]:

Vemos entonces que la acción inducida tiene la signatura maximal de nuestro interés, (0; 8, 8, 4, 4, 4).
Recordemos que hay 4 acciones topológicas de Z8 en una superficie de género 9 con la signatura
(0; 8, 8, 4, 4, 4), éstas son descritas por los vectores generadores w1 y w2, w3 y w4. Para conocer cuál
es el vector generador inducido en este caso, utilizamos el comando:

v 1,w,g,s=induced generating vector(G 2,l 2[1],L 2[0])
v 1,w,g,s
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Cada coordenada del vector v 1 es un elemento del subgrupo L 2[0], el cual se describe como sigue:

L 2[0] puede ser generado por uno de los siguientes elementos (3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10),(3, 5, 7, 9)(4, 6, 8, 10),
y (3, 7)(4, 8)(5, 9)(6, 10). Tomamos el generador L 2[0].0.= (3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10) = a, entonces si quere-
mos describir el vector generador inducido, sólo en términos de este generador, utilizamos

[as word(k,L 2[0], gens=[L 2[0].0]) for k in v 1]

Aśı el vector generador inducido es equivalente a w1, por lo tanto se obtiene que

M[(0;8,8,4,2),Z8×Z2,u2]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]

9 .

La misma rutina se sigue en las otras tres combinaciones l 2[1]-L 2[1], l 2[3]-L 2[0] y l 2[3]-L 2[1].
Producto de los resultados de éstas se concluye además que

M[(0;8,8,4,2),Z8×Z2,u4]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w2]

9 .

Otro grupo que contiene a Z8 como clases de conjugación de subgrupos es G28 = (48, 4). En efecto,

tiene dos clases de conjugación que llamamos L 28[0] y L 28[1].

El grupo (48, 4) es un grupo de orden 48 descrito por Z8 × S3.
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Existe sólo un vector generador asociado a la acción del grupo Z8×S3 con signatura (0; 24, 8, 2), este
es l 28[0]= τ = (eb, a−1b−1d−1, a−1d−1e−1) como se muestra a continuación:

Para la combinación l 28[0]-L 28[0], la acción inducida tiene la siguiente información:

Es una acción maximal con la signatura buscada. El vector generador inducido es (a−2, a−2, a3, a−2, a3)

que escrito como palabra y en términos de un generador del grupo L 28[0] es
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Notemos que

(a−2, a−2, a3, a−2, a3) = (a6, a6, a3, a6, a3) ∼ (a2, a2, a, a2, a) ∼ w1

Aśı,

M[(0;24,8,2),(48,4),τ ]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]

9 .

La combinación l 28[0]-L 28[1], nos entrega la siguiente información:

La acción inducida tiene la signatura de nuestro interés (0; 8, 8, 4, 4, 4) y el vector generdor inducido
está dado por los siguientes dos comandos
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El vector generador inducido resulta ser

(a3, a−2, a3, a−2, a−2) ∼ w1

Luego tenemos la misma contención de estratos de la primera combinación.

Con esta rutina pudimos obtener como resultado, que dentro de todos los grupos que actúan en una
superficie de Riemann de género 9 con género de la superficie cociente 0, los que contienen al (8, 1)
como clases de conjugación de subgrupos y además inducen una acción con signatura (0; 8, 8, 4, 4, 4),
son: (16, 5), (16, 6), (48, 4) y (48, 5).
Sólo mostramos para enseñar la rutina, los resultados de los grupos (16, 5) = Z8×Z2 y (48, 4) = Z8×S3.
De los otros dos podemos decir que el grupo (16, 6) = Z8 o Z2 con signatura (0; 8, 8, 4, 2) tiene tres
vectores generadores asociados pero sólo uno, que llamamos η = (a, ba, c, b−1), nos proporciona acciones
inducidas con la signatura buscada. El grupo (48, 5) = Z24 o Z2 con signatura (0; 24, 8, 2) tiene sólo
un vector generador asociado, ρ = (eb, b−1a−1, a−1e−1)) el cual proporciona dos acciones inducidas con

la signatura buscada. Para concluir, los estratos que están contenidos en algún M[(0;8,8,4,4,4),Z8,wi]

9 para
i ∈ {1, 2, 3, 4}. son:

M[(0;8,8,4,2),Z8×Z2,u2]

9 , M[(0;8,8,4,2),Z8×Z2,u4]

9 , M[(0;8,8,4,2),Z8oZ2,η]

9 , M[(0;24,8,2),Z8×S3,τ ]

9 y M[(0;24,8,2),Z24oZ2,ρ]

9 ,

los cuales cumplen:

M[(0;8,8,4,2),Z8×Z2,u2]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]

9 ,

M[(0;8,8,4,2),Z8×Z2,u4]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w2]

9 ,

M[(0;8,8,4,2),Z8oZ2,η]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w3]

9 ,

M[(0;8,8,4,2),Z8oZ2,η]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w4]

9 ,

M[(0;24,8,2),Z8×S3,τ ]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w1]

9 ,

M[(0;24,8,2),Z24oZ2,ρ]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w3]

9

y

M[(0;24,8,2),Z24oZ2,ρ]

9 ⊂M[(0;8,8,4,4,4),Z8,w4]

9 .
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