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Resumen

El espacio de moduli M, es el espacio de clases de equivalencias conformales de superficies de Rie-
mann de un género fijo g > 1. El espacio M, tiene una estratificacién equisimétrica en que cada estrato
consiste de las superficies de Riemann con un grupo de automorfismos que actia de una manera to-
pologica determinada. Usando grupos Fuchsianos y un algoritmo programado en SAGE, describiremos
la estratificacién equisimétrica para el espacio de moduli de superficies de Riemann de género 4, (recu-
perando asi resultados de [3]) y la geometria de los estratos en Mg correspondientes a la accién de Zg
con signatura (0;8,8,4,4,4).



Introducciéon

El espacio de moduli M, de las superficies de Riemann compactas de género g, g > 4, que es el
cociente del espacio Teichmiiller por la accién discontinua del mapping class group, tiene la estructura
de un orbifold complejo, cuyo conjunto de puntos singulares se denomina branch locus B,.

Para estudiar las superficies de Riemann, nuestra principal herramienta sera la uniformizacion de

estas usando grupos Fuchsianos.

b's
Dada una superficie de Riemann X del género g > 1, consideramos el cubrimiento universal H n) X,

donde H es el plano hiperbélico. Luego, existe una representacién r : mi(X) — Isom™(H) = PSL(2,R)
tal que X = H/r(m (X)) y r(m (X)) es un subgrupo discreto de PSL(2,R) (es decir, un grupo fuch-
siano).

Si existe v € PSL(2,R) tal que ri(m(X)) = v(ro(m(X)))y ™!, los grupos Fuchsianos 71 (m (X)) y
r9(m1 (X)) uniformizan la misma superficie de Riemann. El espacio

{r:m(X)— PSL(2,R) : H/r(m (X)) es una superficie de género g}/conjugacién en PSL(2,R)

es el espacio Teichmiiller Tj,. Este espacio tiene estructura compleja de dimension 3g — 3 y es sim-
plemente conexa.

El grupo Aut™ (71 (X))/Inn(m (X)) = Mod, es el grupo modular o mapping class group, que actia
por composicién en Ty,. Ahora definimos el espacio de moduli como el cociente M, = T,/Mod,.

La proyeccion T, — M, = T,/Mod, es un cubrimiento regular ramificado con branch locus By, en
otras palabras, M, es un orbifold con lugar singular B, (ver [24]). El branch locus B, consiste de las
superficies de Riemann con simetrias, es decir, aquellas con grupo de automorfismo no trivial (excepto
cuando g = 2, donde B; consiste de las superficies con automorfismos diferentes de la involucién hiper-
eliptica y la identidad, y el lugar singular consiste sélo de la curva con accién de Zs).

Harvey [18] ha aludido a la existencia de la estratificacién equisimétrica del espacio de moduli M,
de superficies de Riemann de género g, cada estrato esta formado por los puntos en el espacio de moduli
que corresponden a las superficies equisimétricas. Dos superficies de Riemann cerradas X e Y de género
g se dicen equisimétricas si sus grupos de automorfismos determinan subgrupos finitos conjugados en el
grupo modular de género g, es decir, las acciones de sus grupos de automorfismos son topolégicamente
equivalentes. El branch locus del espacio de moduli esta formado por los estratos correspondientes a
las superficies del género g > 2 que admiten automorfismos no triviales. Broughton ([9]) mostré que
la estratificacién equisimétrica es de hecho una estratificacién de M, por subvariedades algebraicas
irreducibles cuyo interior, si éste es no vacio, es una subvariedad algebraica de M, suave, conexa,
localmente cerrada y densa Zariski en el estrato.

Bartolini, Izquierdo y Costa [3],[2],[11] calcularon la estructura de orbifold de My y M;. Como la
estratificacion equisimétrica del branch locus, B, y las relaciones entre sus estratos proporcionan la es-
tructura de orbifold del espacio de moduli My, para determinar la estructura de orbifold de My y M;
necesitaron la clasificacién topoldgica de las acciones maximales de los grupos de automorfismos de las
superficies de Riemann de géneros 4 y 5. Bogopolski y Kimura encontraron la clasificacion topologica
de todas las acciones de grupos finitos en superficies de género 4. Costa e Izquierdo [11] encontraron los
estratos de My lo cual les permitié probar que el branch locus de My es conexo. Kuribayashi y Kimura
clasificaron las acciones algebraicas de grupos finitos en superficies del género 5.

En esta tesis mostraremos la estratificacion equisimétrica de My, y parte de la estratificacién equi-
simétrica de My, motivado por un ejemplo concreto que mostraremos en el capitulo 2, ejemplo 2.6.3.
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Ambas estratificaciones se realizaron considerando el género de la superficie cociente igual a 0. Los re-
sultados que mostraremos fueron obtenidos por medio del programa SAGE [29] y la rutina o algoritmos
para llegar a los resultados de género 4 y 9 se ensenaran en los capitulo 5 y 6 respectivamente.

Para el caso de M, mostraremos las contenciones e intersecciones entre todos los estratos inducidos
por las acciones maximales. Para el caso de Mg mostraremos las contenciones e intersecciones de los
estratos asociados a las acciones de Zg, con el propésito de seguir estudiando el ejemplo 2.6.3 que se
presentarda en el capitulo 2.

Los resultados obtenidos para género 4 mediante el programa SAGE recuperan los resultados obte-
nidos por Bartolini, Izquierdo y Costa en [3] usando GAP.

El algoritmo que se utilizé en la programacion en SAGE se basa principalmente en los siguientes
pasos:

1. Primero encontramos las posibles signaturas de grupos Fuchsianos que uniformizan X4/G y Xo/G,
donde X, y Xy son superficies de Riemann de género 4, respectivamente 9, y G es el grupo de
automorfismos de Xy, respectivamente Xo. Usando la lista de Singerman [27] destacamos cudles
signaturas son maximales.

2. Calculamos los epimorfismos 6 : A — G, donde ker(d) = I' es un grupo Fuchsiano de superficie
que uniformiza una superficie de género 4, respectivamente 9. Obtuvimos los epimorfismos y los
vectores generadores asociados.

3. Clasificamos las acciones obtenidas anteriormente, moédulo equivalencia topoldgica, encontrando
las clases de vectores generadores bajo la accién de B x Aut(G) (ver simbologia).

4. Obtuvimos las acciones maximales y los estratos no vacios asociados.

5. Finalmente calculamos la inclusién e interseccion entre los diferentes estratos usando el Teorema
16 que se enunciara en el capitulo 1 .

La tesis se encuentra dividida en 6 capitulos. El primero, llamado Previos, esta compuesto de todos
los conceptos, definiciones y teoria previa necesaria para entender el trabajo expuesto en esta tesis. En
el capitulo 2 se estudian acciones de grupos finitos en superficies de Riemann, equivalencia topoldgica y
conformal, relaciones, etc. En ese capitulo se recogen gran parte de mis primeros estudios y célculos “a
mano” como tesista, donde se desarrolla en detalle y explicitamente ejemplos encontrados en trabajos
de investigacién recientes como [14], [10] [23] y [8]. El capitulo 3 ya empieza a abarcar el niicleo de esta
tesis, la teorfa de estratificacién equisimétrica del espacio de moduli M, de superficies de Riemann de
cierto género fijo g. En el capitulo 4, se obtiene la estratificacién equisimétrica de My y My. Finalmente
en los dos ultimos capitulos se muestra la rutina SAGE de ambas estratificaciones de manera separa-
da, explicitando los resultados computacionales por medio de imagenes, tabulaciones y diagramas, y
mostrando también las contenciones e intersecciones de estratos que es lo que completé y cierra este
trabajo.
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Simbolo Significado
|G| Orden del grupo G.
G : H| Indice del subgrupo H in G.
G, Subgrupo estabilizador de p.
C La esfera de Riemann, esto es C U {oo}.
D Disco unitario, esto es {z € C: |z| < 1}.
H Semi-plano superior, esto es {z € C: Im(z) > 0}.
S/G Espacio cociente dado por la acciéon de G en S.
Sh Grupo simétrico de n letras.
A, Grupo alternante de n letras.
D, Grupo diedral de 2n elementos.
Qs Grupo cuaternio de orden 8.
B, Branch locus.
Inn(G) Grupo de automorfismos internos.
B. Grupo de trenzas.
B Algun subgrupo del grupo de trenzas.
PSL(n,TF) Grupo especial lineal proyectivo.
g Género de la superficie cociente.




Capitulo 1

Previos

1.1. Superficie de Riemann

Una Superficie de Riemann es un espacio topologico X Hausdorff conexo que es localmente ho-
meomorfo al plano complejo y que consta de estructura compleja. Que sea localmente homeomorfo
a C significa, que cada punto en X, tiene una vecindad abierta U; tal que existe un homeomorfismo
¢; : Ug — V; € C. El par (U;, ¢;) es lamado carta en X. Cuando p € U es tal que ¢(p) = 0 diremos
que (U, ¢) es una carta centrada en p. Un atlas complejo es un conjunto de cartas A, tal que los abiertos
asociados forman un cubrimiento de X, y si (U;, ¢;) v (Uj, ¢;) son tales que U; N U; # ), entonces la
funcién de transicién ¢; o gbj_l 1 0;(U; NU;) = ¢;(U; N Uj) es una funcién analitica.

U; N U;

o; (U N Uj) - ¢ (UiNUj)

piog; !

Dos atlas analiticos A y B son compatibles si todas las funciones de transicion de las cartas (U, ¢) € A
y (V;1) € B son analiticas. Tales atlas son equivalentes, una clase de atlas se llama una estructura
compleja en X.

1.1.1. Ejemplos

Ejemplo 1. El plano complejo C, lo podemos dotar de las siguientes estructuras complejas:
1. (U,¢)conlU=Cy¢(z) =z
2. (U,p)conlU=Cyop(z)=7z%.

3. (U,¢) conU=Cy ¢(z) =

1+ 2]

Ejemplo 2. La Recta proyectiva compleja.
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Consideremos la siguiente relacién de equivalencia en C*\ {(0,0)}:

z,w € C*\ {(0,0)}, z ~w & existe A € C* tal que z = \w

Definamos X = CP' := C?\ {(0,0)}/ ~. Notemos que (2o, wy) = (2, wo) € CP* con a € C*; es decir,
corresponden al mismo punto. Usaremos la notacion (zg : wp) para un punto en CP'. Los conjuntos:

Up={(z:w) €CP': 2 #0} = CP"\ {(0:1)}
U ={(z:w) €CP':w #0} =CP"\ {(1:0)}

{Up, U} forman un cubrimiento de X.

Definimos las siguientes biyecciones:

w
¢o:Up — Vo =C, %(Ziw):;
z

¢ U = Vi=C, ¢i(z:w)=—

w
Damos la topologia correspondiente a X asi entonces tenemos una topologia en Uy y en Uy, y ambas
funciones son homeomorfismos. Claramente ¢o(Uy) = C = ¢1(U;) es un abierto de C.
Tenemos las cartas complejas :

{(Uo, ¢0) , (U1, 1)}

las cuales son compatibles, formando un atlas complejo en CP' que le dan a este espacio la estructura
de Superficie de Riemann.

X es conexo, pues Uy y Uy son conexos (al ser homeomorfos a C*) con interseccién no vacia.

X es Hausdorft: Si p,g € X son puntos en el mismo U; se separan pues cada U; es Hausdorff.
Consideremos p € Uy \ Uy y q € Uy \ Uy, entonces p = [1: 0] y ¢ = [0 : 1]. Observemos que ¢y(p) =0 =
¢1(q). Consideremos D = {z € C : |z| < 1}, sean V,, = ¢y (D) y V, = ¢, (D), ambos son abiertos y su
interseccién es vacia.

X es compacto: X = ¢y (D) U, (D) (esta no es una condicién necesaria para que X sea superficie
de Riemann).

Puede demostrarse que X es homeomorfa a la esfera unitaria y compacta S? en R* usando la siguiente
funcion llamada proyeccion estereografica:

CP! — 5?

1

|Z’2 + ‘w‘2(2§R(wz)7 2%(1’02)7 ’w’2 - ‘Z|2)?

oo — (0,0,1).
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La superficie X con esta estructura compleja se llama recta proyectiva compleja.

Ejemplo 3. La Esfera de Riemann.

Consideremos a X = CU {0} = C es decir la compactificacién de C en un punto, con la topologia
compacto - abierto. Este espacio es compacto, conexo y Hausdorff.
Si consideramos las cartas complejas :

{Uy="C, ¢0:C—C); (Uh =C\ {0}, ¢ : C\ {0} = C)}
1
donde ¢g(z) = z vy ¢1(2) = — ( definiendo ¢;(o0) = 0 ), notamos que éstas forman un atlas complejo
z
que le da a C una estructura de superficie de Riemann.
Puede demostrarse también que la superficie C y S? son homeomorfas usando la siguiente funcion:

C — 52

1
s (2RwE), 23(w?), |wf? = |2?)
z 2" + |w]

Observamos que en C existen dos topologias : la compacto - abierto 7y, y la dada por el cubrimiento
del atlas complejo construido anteriormente 7. Ambas son la misma topologfa.
C con esta estructura compleja se denomina la esfera de Riemann.

0

Figura 1.1: Punto del infinito.

Ejemplo 4. Toro Complejo

Sean w; y wy dos vectores en C linealmente independientes con respecto a R. Consideremos el
siguiente conjunto L

L = {nw; + mwy : n,m € Z}.

Este conjunto es un reticulado en el plano, es decir un subgrupo discreto de rango 2 en C, y por lo tanto
isomorfo a Z2.

Consideremos en C la relacién de equivalencia z,w € C; 2 ~w s z—we L,yn:C—C/L=S
la proyeccién que le da a S la topologia cuociente. Asi entonces, 7 es continua y sobreyectiva. Ademas
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es abierta, pues para todo V abierto de C, su imagen 7(V') es abierto si y sdlo si 7 *(7(V)) es abierto
de C. Como

7w (V) = J(V + w)

weL

es una union de trasladados de V', que son todos abiertos, luego es abierto. También S es conexo, y mas
aun S es compacto pues es la imagen continua de 7 restringida al conjunto

P, ={z+ aw; + bwsy : a,b € [0,1]}.

La construccién de cartas complejas en este espacio se basa en lo siguiente:
Como L es discreto, existe € > 0 tal que |w| > 2¢ para todo w € L\ {0}, entonces

VzgeC Tl B(age) : B(20.€) = m(B(20,¢))

es un homeomorfismo local ( con respecto a .S ).

Consideremos V,, = B(zg,¢) , U,, = 7(B(20,€)) ¥ ¢ : U,, = V., es decir la inversa local con
respecto a C de la funcién 7 restringida a B(zp,€). Vemos que (U,,, ¢,) es una carta local en S.

Tomemos ahora (U,,, ¢.,) v (U.,,, ¢.,) cartas en S y supongamos que U,, N U,, # 0.

Tenemos la siguiente funcion :
f = ¢22 o ¢21_1 . ¢21 (UZ1 m UZQ) —> ¢22(U21 m UZQ)

Observamos que f(2) = ¢.,(7(2)) entonces 7(f(z)) = m(z), luego (f(2)—z) € L. Sea f(z)—z = w(2),
donde w(z) es una funcién continua desde ¢, (U., NU,,) — L, como L es discreto entonces w es constante
en componentes conexas. Por lo tanto

flz)=2+w

donde w esta fijo en cada componente conexa. Y claramente esta funcién f es analitica lo que hace que
{U.,, ¢.,} sea un atlas en S.

Tenemos finalmente que S = C/L es una superficie de Riemann compacta y se llama toro complejo
de dimension 1. Observe que es un espacio topoldgico orientable y como tal esté clasificado por su
género, que es 1. Al variar los vectores del reticulado obtenemos espacios topologicos homeomorfos pero
superficies de Riemann, como ya veremos, en general distintas.

Ejemplo 5. Curvas Algebraicas Planas Afines y Proyectivas.
Forman una gran fuente de nuevas superficies de Riemann, las cuales estudiaremos a continuacion.

1.1.2. Curvas Algebraicas Planas Afines

Construiremos superficies de Riemann que sean gréaficos de polinomios de dos variables sobre los
complejos, para definir cartas usamos el Teorema de la funcién implicita (T.F.I).
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Figura 1.2: Toro, superficie de género 1.

Teorema 1 (T.F.I). [22] Sea f(z,w) € Clz,w] y X; = f71(0) = {(z,w) € C* : f(z,w) = 0}. Sea
P = (z9,wp) € X tal que %(P) = 0. Entonces en una vecindad Vj de zy, existe una funcion g analitica

tal que

1. g(20) = wo
2. Para todo z € Vi, f(z,9(2)) =0

of
3. §'(2) = —g—; para todo z € V;
w

Observemos que X corresponde al grafico de g cerca de P; es decir, X; = {(z,g(2)) € C*: 2z € V }.
Ademas si es la otra derivada parcial la que no se anula, se tiene un resultado analogo.

Definicién 1. Una curva algebraica plana afin (c.a.p.a) es el lugar de ceros en C? de un polinomio
f € C[z,w]. Un polinomio f es no singular en un cero P si y s6lo si algunas de sus derivadas parciales
NO se anula en P. La c.a.p.a. correspondiente a f se dice

- suave en P si f es no singular en P

- suave cuando lo es en todo punto

- irreducible si f lo es.

L L L L
—1.5 -0 -05 0.5 10 1.5

(a) Y2-X3=0 (b) (X2+Y?)? +3X?Y -Y3=0 () Y? - X34+ X =0

Figura 1.3: Ejemplos de curvas con singularidades.
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Observacion 1. Si f € C[z,w] es irreducible entonces su lugar de ceros es un subconjunto conexo de
C2.

Teorema 2. Si f € C[z,w| es no singular e irreductible, entonces su lugar de ceros X es superficie de
Riemann.

Demostracion. La topologia para X serd la de subespacio de C?, luego es Hausdorff y conexo. Para
dar una estructura compleja en Xy usaremos el Teorema 1. Sea p = (zp,wy) € Xy, p es no singular

0
por hipétesis y suponga que a—f(p) # 0. Por el T.F.I. existe g,(z) analitica tal que cerca de p, digamos
w

en vecindad U,, X corresponde al grafico de g,. Considere la proyeccién en la primera coordenada
m @ U, = C dada por (z,¢,(2)) — z. m es un homeomorfismo sobre su imagen y corresponde a la

carta en p. Si es —(p) # 0, usamos proyeccién en la otra coordenada como carta local. Los cambios de

coordenadas corresponden a la identidad o a g,, luego son analiticos. O

Sea f € C[z,w] irreducible y X; C C* su lugar de ceros, el grado de X corresponde al grado de f.

1.1.3. Singularidades

Los puntos de la curva en donde ambas derivadas parciales se anulan, se llaman singularidades. Hemos
visto que una c.a.p.a. no singular es naturalmente una superficie de Riemann. Sin embargo podemos
decir algo de aquellas con singularidades. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, denote por f un
polinomio irreductible en k[z,y] y X su lugar de ceros.

Primero veamos que si Iz se anula, lo hace para un ndimero finito de puntos en X; o divide a f.
x

: : N : of
Como su grado es estrictamente menor, tiene que ser identicamente nula. Lo mismo para ——. En tal

0
caso f seria constante. Por lo tanto una curva irreductible tiene un ntimero finito de singulari(yiades.

La curva 2° + y* = 1 es no singular. Las curvas y*> = 2? +2° y y* = 2° son singulares en (0, 0), pero
las singularidades son diferentes.

Las singularidades se pueden resolver mediante un proceso llamado normalizacion, quedando nueva-
mente con una superficie de Riemann que coincide con la curva algebraica original en casi todas partes,
excepto en las singularidades. Basicamente esto consiste en borrar las singularidades, reemplazarlas por
tantos puntos como sea necesario y luego pegar discos que daran nuevas cartas.

Consideremos que P = (0,0) es una singularidad de f, escribamos f como f = f,, + fos1 +- -+ fa
donde cada f; es una forma en k[z,y| de grado i. Definimos m como la multiplicidad de f en P y la
denotaremos por mpf. Ahora si el punto singular es @ = (a,b) # (0,0), consideramos una traslacién
T(z,y) = (x + a,y + b) y estudiamos la curva foT en (0,0); es decir, mp f = m,0 f(z + a,y + ).
A continuacién mostraremos un tipo especial de singularidades y su resolucion.

1.1.4. Singularidades monomiales y su resolucién

Sea X; = {(z,y) € C*: f(z,y) =0, f € C[z,y]}. P = (0,0) es una singularidad monomial de tipo
(n,m) si y sélo si, existen series de potencias g(z,y), h(z,y) sin términos constantes y con términos
lineales linealmente independientes, tales que

flx,y) = (9(x, )" — (h(z,y)"
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Observacién 2. Si P = (a,b) # (0,0) es singularidad, cambiamos variables (traslacién) para que quede
en (0,0).

Una singularidad monomial en que el maximo comun divisor entre n y m es 1, (m,n) = 1, (por
ejemplo la curva: y* = z%(x + 1)), se resuelve considerando las funciones (cartas):

r(t) = (z,w) = (t",t")

s(z,w) =t = 2w,

donde a,b € Z se escogen de tal forma que an + bm = 1. Se puede verificar que las composiciones de
estas funciones dan la identidad en los espacios correspondientes, es decir, r y s son inversas una de la
otra y se dice que s es una carta perforada en un abierto de X \ {0,0)}. Para mas detalles, consultar
[22].

1.1.5. Curvas Algebraicas Proyectivas

Definicién 2. Definimos el espacio proyectivo complejo como CP?, correspondiente al conjunto de
subespacios uno dimensionales de C3, andlogo a lo realizado en 1.1.1 ejemplo 2. Otras notaciones: P,C
(6] ]P)Q.

Los puntos de CP? los denotaremos [z : 3 : z]. CP? = C*\ {0}/C*.
CP? tiene la topologia cuociente; U es un abierto en CP? si y solamente si p~'(U) es un abierto en
C*\ {0}, donde p es la proyeccién. Con esta topologia CP? es Hausdorff y conexo.

En CP? definiremos los siguientes subconjuntos :

Uy={[r:y:2] €CP*:z#0}
U ={[r:y:2] €CP?*:y+#0}

Uy={|r:y:2] € CP?: 2z #0}.

Notamos que CP? = Uy U U; U U,
Cada uno de ellos es homeomorfo a C? a través de los siguientes homeomorfismos:

¢QZUQ—>C2

. ¥z
[a:.y.z]r—>($,$>
¢1ZU1—>C2
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¢2:U2—>C2
[x:y:z]H(%,%)

Ahora bien, definimos este espacio y estos subconjuntos pues queremos encontrar superficies de Rie-
2

mann dentro de CP?. Observemos que CP? = Uqﬁ_l(l_)), con D = {(z,w) € C*: |z| < 1,|w| < 1}.
i=0

Luego es compacto.

Definicién 3. Sea F' un polinomio homogéneo en C[z, y, 2], es decir, cada monomio tiene el mismo grado.
El grado de F, gr(F'), es el grado de cada monomio. Entonces si A € C, F(Ax, \y, \z) = /\QT(F)F(a:, Y, 2).

Consideremos ahora al conjunto

Xp={[|z:y:2] €PC: F(z,y,2) =0},

este conjunto estd bien definido, y como CP? = U, U U; U U, llamaremos )?Z =XrNUy gbz()?l) seria
una curva plana. No haremos distincién entre X; y ¢;(X;).

Xo = Xp N Uy = {[zo, 1, 35) € CP?: F(xg, 21, 22) =0 A 39 #£ 0} = {[1,a,b] € CP*>: F(1,a,b) =0},

do(Xo) = {(a,b) € C*: F(1,a,b) = 0} C C?,

si definimos f(a,b) = F(1,a,b) tenemos que ¢y(X) = X es una curva plana afin. Si f es no singular e
irreducible, entonces Xy es una superficie de Riemann. Analogdamente d1(X1) v $2(Xs). Este proceso se
llama deshomogenizacion del polinomio F' con respecto a la variable x;. Reciprocamente, dado f € C|x, y]
construimos F'(x,y, z) tal que su deshomogenizacién con respecto a z sea el polinomio f original.

Ejemplo 6. Consideremos el polinomio f € Clx,y] descrito por f(z,y) = y*—x(v+1)(x—1) = y*—2*+x,
X es una superficie de Riemann y la homogeneizacién de f es F(x,y, 2) = y*z — 2 + 22* = y*2 —x(z +

Definicién 4. Sea F(x,y, z) un polinomio homogéneo. F' es no singular o liso si no hay solucién distinta
de la trivial para este sistema:
_OF OF OF

Sl T W

Proposicién 1. Sea F' un polinomio homogéneo en Clx,y, z|. Entonces, F es no singular si y solamente
st cada ¢(X;) es una curva plana no singular para i = 0,1, 2.

Teorema 3. Sea F' un polinomio homogéneo no singular sobre C. Entonces F' es irreductible.
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Corolario 1. Sea F(z,y, z) un polinomio homogéneo no singular en C*[z,y, z]. Entonces en el contexto
anterior X;, ¢ = 0,1, 2, es una superficie de Riemann.

Ademas si F' es homogéneo irreductible, su deshomogenizacién f es irreductible.

Teorema 4. Sea F' un polinomio en C[z,y, z] homogéneo y no singular. Entonces X = {[x : y : 2] €
P?: F (z,y,2) = 0} es una superficie de Riemann compacta.

Ejemplo 7. Consideremos al siguiente polinomio, F(x,y,z) = =™ 4+ y™ + 2™. Este es homogéneo,
irreductible y no singular. Entonces X = {[z : 5y : 2] € P? : F(2,9,2) =0} = XoU{[0:y: 2] € P*:

Trabajaremos especialmente con curvas algebraicas planas afines y curvas proyectivas planas.

1.2. Automorfismos de Superficie de Riemann

Definicién 5. [1] Podemos definir funciones holomorfas entre superficies de Riemann. Sean S; y Sy
superficies de Riemann con atlases {(U;, ¢:)} v {(V}, ;) } respectivamente. Una funcién f : S; — S5 se
dice holomorfa (o meromorfa) si las funciones

Yjofod i (Uinf ' (Vj) —C
son analiticas, donde f es un homomorfismo de Superficies de Riemann.
U;N fH (V) € 81— 8,5 V0 £(U)

o pj

¢ (U;N fH(Vh) ey (Vin f(Ui))

piofod !
Ademés si f es biyectiva y f! es también holomorfa, entonces llamamos a f biholomorfa. Dos
superficies son conformemente equivalentes si existe una funcién biholomorfisma entre ellas.

Para S; = Sy = X, y f biholomorfa, f es llamado un automorfismo de X. Al conjunto de todos los
automorfismos de X lo denotamos Aut(X), el cual es un grupo bajo la composicién de funciones.

Ejemplo 8. Consideremos las superficies: C, C y H.
i) Aut(C) ={az+0b/ a,beC, a#0}
ii) Aut(C) = PSL(2,C)
ili) Aut(#H) = PSL(2,R)
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Existe una cota superior para la cardinalidad del grupo de automorfismos de una superficie compacta
de género g > 1:

Teorema 5. [19] Sea X una superficie de Riemann compacta de género g > 2, entonces | Aut(X)| <
84(g — 1).

Una superficie de Riemann X tal que | Aut(X)| = 84(g—1), se llama superficie de Hurwitz, y Aut(X)
un grupo de Hurwitz.

Ejemplo 9. La superficie de Hurwitz mas conocida es la cuartica de Klein de género 3. Definida como
la curva compleja de ecuacién
By +yPr+22=0.

El grupo de automorfismos de la cudrtica de Klein es isomorfo a PSL(2,7) y |PSL(2,7)| = 168 =
84(3 — 1).

1.3. Cubrimientos y Uniformizacién

Ahora consideraremos otro tipo de funciones entre superficies de Riemann, las funciones cubrimientos
(o simplemente cubrimientos).

Definicién 6. [1] Un cubrimiento es una funcién continua y sobreyectiva f : X — Y tal que para cada
punto y € Y, la preimagen de alguna vecindad V' de y es una unién disjunta de conjuntos abiertos de
X, cada uno homeomorfo a V' via f.

El conjunto de las preiméagenes de y, f'(y), se llama una fibra sobre y, cada fibra tiene alguna
cardinalidad la cual puede ser finita o infinita.

Una funcion continua y sobreyectiva f : X — Y tal que

XN\ e ur) — Y\ {y1, oo i}

es un cubrimiento, se llama cubrimiento ramificado, y los puntos y; se llaman puntos ramas. Dos
cubrimientos f: X — Yy f: X — Y se consideran equivalentes si existe un biholomorfismo ¢ : X — X

tal que f = fog.

Ejemplo 10. La funcién f : C — C definida por z — 2" es un cubrimiento ramificado con fibras de
cardinalidad n. Los puntos ramas son oo y 0.

Ejemplo 11. La funcién f : C — C* definida por z — €* es un cubrimiento ramificado con fibras de
cardinalidad infinita.

Teorema 6. [21] Sea f : X — Y un cubrimiento, donde Y es arcoconexo. Para cada p € Y, el grupo
fundamental 7 (Y, p) actiia transitivamente por la derecha sobre la fibra f~*(p).

Las permutaciones de una fibra f~*(p) por g € 71 (Y, p) forman un grupo llamado el grupo de mono-
dromia de f en p, por lo que se habla del grupo de monodromia de f.

Teorema 7 (Teorema de Uniformizacién). [20] Cualquier superficie de Riemann simplemente conexa
es isomorfa a uno de los siguientes espacios: C, CoH.
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Consideremos una superficie de Riemann X, entonces existe una superficie de Riemann simplemente
conexa U tal que se tiene el cubrimiento p : Y — X. Tal cubrimiento es conocido como un cubrimiento
Universal.

Teorema 8. Sea p : Y — X el cubrimiento universal de una superficie de Riemann X. Entonces U es
uno de los siguientes espacios:

1. El plano complejo C
2. La esfera de Riemann @
3. El plano Hiperbdlico H.

Una propiedad que distingue a las tres superficies de Riemann simplemente conexas es su curvatura.
La esfera tiene una curvatura constante positiva, el plano hiperbdlico tiene curvatura constante negativa
y el plano Euclideano tiene curvatura nula.

Teorema 9. La unica superficie de Riemann que admite un cubrimiento universal dado por C es la
misma C. Las unicas superficies de Riemann que admiten un cubrimiento universal dado por C son:

1. El plano complejo C
2. El cilindro

3. El toro.

Cualquier otra superficie de Riemann, tiene al plano hiperbdlico H como cubrimiento universal. En
particular, cada superficie de Riemann compacta de género mayor que 1 es uniformizada por H.

Observe que H es biholomorfo a D = {z € C : |z| < 1}. Profundizaremos esto en la seccién que
sigue.

1.4. Geometria Hiperbdlica y Grupos Fuchsianos

Para trabajar con superficies de Riemann como espacios cocientes, necesitamos el concepto de geo-
metria hiperbdlica. Dos modelos comunes del plano hiperbdlico son el modelo de Disco de Poincaré y el
modelo de semi-plano superior de Poincaré [12].

1. El modelo de Disco de Poincaré estd dado por el disco unitario D = {z € C : |z| < 1} con la
2|dz|
1— |z
perpendiculares al circulo unitario.

métrica ds = Rectas hiperbdlicas, o geodésicas, corresponden a rectas y arcos de circulos

2. El modelo de semi-plano superior de Poincaré estd dado por el semi-plano superior H = {z € C:
|dz|

, | [Tm(2)]

circulos perpendiculares a la recta real.

Im(z) > 0} con la métrica ds = . Rectas hiperbélicas corresponden a rectas y arcos de
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Un biholomorfismo entre H y D es dado por

Z—1
241

Z =

En lo que sigue, denotaremos por H al plano hiperbdlico, independientemente del modelo que usemos.

Figura 1.4: Geometria hiperbdlica.

Antes de introducir grupos Fuchsianos necesitamos algunas definiciones béasicas de acciones en su-
perficies de Riemann. Sea G un grupo de homeomorfismos sobre una superficie topologica X. Entonces
diremos que G actua libremente en X si para cada punto z € X existe una vecindad V' de x tal que
g(V)NV =0, para cierto g € G. Sin embargo, vamos a considerar grupos con puntos fijos, por lo que
necesitamos una condicién mas débil. Si cada punto € X tiene una vecindad V tal que g(V)NV #0)
para un numero finito de g € GG diremos que G actia de forma propiamente discontinua en X. El espacio
de las 6rbitas de los puntos de X bajo la accién G se denota por X/G.

Teorema 10. Sea X un espacio topoldgico y G un grupo de homeomorfismos que actiia en X. Entonces
las siguientes son equivalentes:

i) La funcién natural X — X /G es un cubrimiento (cubrimiento ramificado).
ii) G actia libremente (de forma propiamente discontinua).

Primero varemos acciones de grupo sobre el plano hiperbdlico H por isometrias conformales. Al
considerar el modelo de semi-plano de H, notamos que una isometria llevara circulos en circulos en C
y en particular preserva la recta real. Por lo tanto, podemos identificar las isometrias, o automorfismos
de H, como el conjunto de transformaciones de Mobius del siguiente tipo;

az+b

Z
cz+d’

ad—bc=1, a,b,c,d € R

y este grupo es isomorfo a PSL(2,R). Los elementos de PSL(2,R) pueden estar divididos en tres cate-
gorias, caracterizadas por sus conjuntos de puntos fijos. Diremos que un elemento g € PSL(2,R) es



CAPITULO 1. PREVIOS 15

i) hiperbdlico si tiene un conjunto fijo {z,y} € R U {oo}.
ii) eliptico si tiene un punto fijo z € H.

iii) parabdlico si tiene un punto fijo z € R U {occ}.
Ejemplo 12. Abarcaremos las tres categorias:

i) La funcién z — Az, donde A € R*, es hiperbdlico con puntos fijos {oo} y 0.

1
ii) La funcién z — ——, es un elemento eliptico con punto fijo 1.
z

iii) La funcién z — 2z 4 1, es un elemento parabdlico con punto fijo cc.

Definicién 7. [12] Un grupo de transformaciones de Mdbius que actiia de manera propiamente discon-
tinua se dice grupo Fuchsiano si deja un disco invariante.

Identificando el plano hiperbdlico H con el semi-plano superior y PSL(2,R) como un grupo topolégico
con la topologia dada por la norma matricial, se tiene que todo grupo Fuchsiano es un subgrupo discreto
de PSL(2,R)[12].

Ejemplo 13. Un grupo Fuchsiano conocido es el grupo modular PSL(2,R), que consiste de las trans-
formaciones de Mobius con coeficientes enteros:
az +b
cz+d’

La superficie H/PSL(2,R) es una esfera con dos singularidades y una pinchadura.

ad —bc=1, a,b,c,d € Z.

Sélo estaremos interesados en grupos Fuchsianos I, tales que el espacio cociente H /T es una superficie
de Riemann compacta. Entonces I' consistird sélo de elementos hiperbdlicos y elipticos, teniendo la
siguiente presentacion

I'= <0417617"'70497597717 "'7’77"/7?1 == ;nr = nylH[alvﬂl] = 1> (11)

donde ; es un elemento eliptico y los elementos «; y [3; son hiperbdlicos.

Este grupo es isomorfo al grupo fundamental de H/I". Si un grupo I' tiene la presentacién (1.1),
entonces diremos que I' tiene signatura

s(I') = (gima, ..., m,) (1.2)

donde g es el género de la superficie topoldgica H/I' y m;,i = 1,...,r son los 6rdenes de los estabili-
zadores de los puntos singulares de la superficie. La signatura nos da la estructura algebraica de I' y la
estructura geométrica de H/T". Podemos asumir que m; > m;;1 pues uno puede reemplazar un par de
generadores elipticos v; ¥ 7i11 con v, = vivir1y, - Y v, +1 = 7i- También notemos que para cada elemento
eliptico v de I' existe un tnico generador eliptico 7; tal que 7y es conjugado a un tnico elemento en (7y;) .

[4]
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Teorema 11. [20] Si I' es un grupo Fuchsiano con la signatura anterior, entonces el espacio cociente
H /T es una superficie de Riemann.

Como nos interesan superficies de Riemann compactas de género g > 2, nos gustaria identificarlas
con H/T" para algin grupo Fuchsiano I'. Lo cual es posible, podremos observar una superficie Riemann
compacta como un espacio cociente:

Teorema 12. [20] Si X es una superficie de Riemann no conformemente equivalente a la esfera C, al
plano C, al plano pinchado C\ {0} o al toro, entonces X es conformemente equivalente a H /T", donde
[ es un grupo Fuchsiano sin elementos elipticos.

Un grupo Fuchsiano sin elementos elipticos, es decir, con signatura (g; —), es llamado un grupo super-
ficie. Los grupos superficies son importantes por varias razones, una de ellas concierne en la equivalencia
conforme:

Teorema 13. [20] Sean I'y y I'y dos grupos Fuchsianos superficies, entonces las superficies de Riemann
H /T, y H /Ty son conformemente equivalentes si y solo si ['y = 7 'T';7 para algiin 7 € PSL(2,R).

Un dominio fundamental F' de un grupo Fuchsiano es un subconjunto cerrado de ‘H tal que

i) H=|JvF).

~el
ii) sipe€ Fy~(p) € F, donde ~y # Id, entonces p € §F.

iii) pu(6F) =0, donde i es la medida hiperbdlica.

Si I tiene signatura (1.2), entonces podemos escoger un dominio fundamental F' para I' tal que 0 F'
sea un poligono hiperbélico. Supongamos que F' es un poligono fundamental para algin grupo Fuchsiano
I', entonces

i) dos lados A, A" del poligono son congruentes si existe v € I tal que y(A4) = A’. Ademds v(F)NF =
A

ii) dos vértices v y v’ son congruentes si v’ = (v) para algtin v € I'.
y g 8 g

iii) Cada elemento eliptico v;, es conjugado a un elemento eliptico con un punto fijo v, correspondiente
al conjunto de vértices congruentes con una suma de angulos igual a 27 /m,.

iv) F'/ ~ tiene la misma estructura que H/I', donde ~ corresponde a la identifiacién de lados anterior.
También podemos ir en el camino opuesto, como se indica en el siguiente teorema:

Teorema 14. [2] Sea F' un poligono hiperbdlico con la identificacién lateral senalada anteriormente y
area distinta de cero, entonces existe un grupo Fuchsiano con dominio fundamental F'.

Si bien existen diferentes dominios fundamentales para un grupo Fuchsiano, todos ellos tienen la
misma drea, es decir, si F'y F’ son dominios fundamentales de T, entonces u(F) = u(F"). Por lo tanto,
definimos el area hyperbdlica de I", denotada por pu(I"), como pu(F') para algin dominio fundamental F
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de I'. El drea, pu(F'), de un poligono fundamental F' de un grupo Fuchsiano con signatura (1.2) esta dada
por la féormula de Gauss-Bonnet:

w(F) =2n [29—2+Z(1—m%)].

Notemos que p(I') > 0 para cualquier grupo Fuchsiano. Actualmente, dada una signatura arbitraria,
la existencia de un grupo Fuchsiano con esa signatura depende sélo del darea inducida de la signatura:

Teorema 15. [20] Si g > 0,m; > 2 son enteros y

1
2g—2+2(1—ﬁ> >0

entonces existe un grupo Fuchsiano con signatura (g;my, ..., m,.).

Ahora, consideremos dos superficies de Riemann H/T' y H/T”, donde s(T") = (g; my, ..., m,). Supon-
gamos I" C T, entonces tenemos un cubrimiento (ramificado)

H/T — H/T.

La monodromia del cubrimiento estd ligada a la relacién entre I' y I". Las posibles signaturas e indices
de subgrupos Fuchsianos se caracterizan por medio del siguiente Teorema:

Teorema 16. [28] Sea I un grupo Fuchsiano con signatura (1.2) y presentacién candnica (1.1). Entonces
I’ contiene un subgrupo IV de indice N con signatura

s(I) = (g'ymiy, Mg, ooy Mg ooy My, ooy )

rl» rSr
si y sélo si existe una representacion permutacional 6 : I' — Sy satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. La permutacién 6(~;) tiene precisamente s; ciclos de longitud menor que m;, los largos de estos
ciclos son m;/m/y, ..., m;/m

185"

2. La férmula de Riemann Hurwitz

pI)
M(F)_N_[r.r},

donde u(T) y u(T”) son las dreas hiperbélicas de las superficies H /T y H/T".
Los automorfismos de superficies de Riemann de género mayor que 1, estan estrechamente relaciona-
dos con los grupos Fuchsianos. Consideremos una superficie de Riemann X, uniformizada por un grupo

Fuchsiano I', y un grupo de automorfismos, G, de X. Entonces G actia en X y podemos considerar el
espacio cociente Y = X/G, que es una superficie de Riemann (con puntos marcados).

H

T

X =T

/

HIA=Y = X/G
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Como Y es una superficie de Riemann con puntos marcados, existe un grupo Fuchsiano A que la
uniformiza, siendo A el levantamiento de G a H.

Teorema 17. [20] Si I" es un grupo Fuchsiano superficie entonces todo grupo de automorfismos de # /T’
es isomorfo a A/T" donde A es un grupo Fuchsiano tal que T' < A.

Luego tenemos la siguiente sucesion exacta:

1 r——an-t.qg 1,
donde 6 se llama epimorfismo de superficie.

Ahora, debido a que T" = ker(f) es un grupo Fuchsiano de superficie, los epimorfismos 6 tienen que
preservar los 6rdenes de los generadores elipticos, 7;, de A. Retomaremos la teoria de grupos Fuchsianos
en el siguiente capitulo, cuando definamos vectores generadores y equivalencia de acciones de grupos en
superficies de Riemann.



Capitulo 2

Accién de Grupo en Superficies de
Riemann

2.1. Acciones en Superficies de Riemann

Definicién 8. [10] Decimos que un grupo G actia en una superficie de Riemann X, si existe un

monomorfismo
£: G — Aut(X),

donde Aut(X) denota el grupo de automorfismos holomorfos de X. Llamamos al monomorfismo & una
accion de G en X.

Cuando consideramos una superficie de Riemann de género g > 2, y G un grupo actuando en X
entonces necesariamente GG es un grupo finito, por el Teorema de Hurwitz.
Consideremos para cada p € X el subgrupo estabilizador de p, este es

Gp={DeG:e(D)(p) =p}.
Debido a que ¢(G,) < Aut(X), entonces G, es un grupo ciclico.
Dada una accién € : G — Aut(X) de G en X, tenemos la proyeccién natural
m: X — X/e(G).

Como antes, tenemos que X/e(G) es una superficie de Riemann y 7 es una funcién holomorfa. Como
X es una superficie de Riemann compacta entonces X/e(G) es una superficie de Riemann compacta de
género g.

Tenemos que p € X es un punto de ramificacién de 7 si y sélo si G, # {Id}, ademés la multiplicidad
de p es |G,|. Entonces 7 es un cubrimiento liso (cubrimiento no ramificado) en el complemento de un
conjunto finito, el conjunto de puntos de ramificacién, esto pues X y X/e(G) son compactas.

La imagen por m de un punto de ramificacién p € X se llama punto rama o valor de ramificacion.
El indice de ramificacién en un punto rama g € X/e(G) es la multiplicidad de 7 en cualquier punto
p € 7 '(q) de ramificacion. Esto estd bien definido pues 7 es cubrimiento de Galois.

Llamamos a 7 un cubrimiento ramificado, y decimos que 7 tiene una signatura

s = (g;mhm?) "7m7”) )

19
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donde m; son las multiplicidades de los puntos de ramificacién, y r es el nimero de puntos de ramifica-
cién de m. A veces diremos también que G actiia en X con signatura (g; mq, ms, .., m,).

Consideraremos generalmente los nimeros m; con el siguiente orden

my 2 2 My
Recordemos que si F': X — Y es una funcién holomorfa no constante entre superficies de Riemann
compactas X e Y de géneros gx y gy respectivamente. Si OF es el grado de F' entonces se tiene de la
férmula de Riemann-Hurwitz [22]:

1
gx =0F(gy — 1)+ 1+ 3 Z(multh —1).
peX
Con la notaciéon anterior, y llamando g al género de X, tenemos una presentacién adecuada a este
contexto de la formula de Riemann-Hurwitz,

29-2 i 1
=22 (1), 2

2.2. Vector Generador

Definicién 9. [8] Una (2g+7)—tupla (ay, by, ..., ag, by, C1, ..., ¢,) € G es llamada un (g; my, m, .., m,)—
vector si

es decir, el orden de ¢; es m; para todo j € {1,...,r}. Ademds diremos que es un (g;my, ma,..,m,) —
vector generador si el conjunto {a;, b;, c;} genera G.

En particular, si 6 es el epimorfimo enunciado en el teorema 17 tenemos que

(6(()‘1)7 ‘9(61>7 ) 9<O‘V)7 0<6’7)’ 9(71>’ ) 9(77‘))

es un s—vector generador. También notemos que la eleccion de un vector generador no es unica,
estos dependen de la eleccién de los generadores de los grupos. Asi, dado un monomorfismo &, podemos
construir un vector generador. Ahora, recordemos que el Teorema 15 dice que, para cualquier signatura
dada que induzca un area positiva, existe un grupo Fuchsiano con esa signatura. Luego, si un grupo
finito G admite un s-vector generador para una signatura s satisfaciendo la formula de Riemann Hur-
witz, entonces existe un grupo Fuchsiano A admitiendo esta signatura. De esto, podemos construir un
epimorfismo de superficie § : A — G, con s(ker(6)) = (g; —). Por lo tanto, determinar si un grupo actia
en una superficie de Riemann con signatura s es equivalente a construir s— vectores generadores.
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Teorema 18. [10] Sea X una superficie de Riemann compacta de género g > 2y sea G un grupo finito.
Existe una accién € de G en X con signatura (g;my,...,m,) si y sélo si, existen un grupo Fuchsiano A
con signatura (g;my,...,m,), un epimorfismo 0. : A — G tal que I" = ker(f.) es un grupo Fuchsiano
libre de torsion (sin elementos elipticos) y H /I, el espacio cociente inducido por la accién de I" sobre H,
es una superficie de Riemann biholomorfa a X.

Lo anterior trae como consecuencia el siguiente resultado:

Teorema 19 (Teorema de existencia de Riemann). [8] Sean G un grupo finito de orden n, g > 2
y r > 0 un ntimero natural. Entonces existe X superficie de Riemann de género g, donde G actia en X
con firma s = (g;my,...,m,) si y sblo si la ecuacién de Riemann-Hurwitz (2.1) se satisface y G tiene
un s-vector generador (aq, ..., 0y, B1,. ., Bys V1o -y Vr)-

Ejemplo 14. [1] Sea G isomorfo al grupo ciclico Zg y consideremos la signatura s = (0; 6,6, 3,2, 2). Por
el Teorema 19 , Zg actiia sobre una superficie de género g = 5, debido a que con la férmula de Riemann
Hurwitz se tiene que

6 6 3 2 2

Luego existe un grupo Fuchsiano A con signatura s(A) = (0;6, 6, 3,2,2) y una presentacién

5 5 2 1 1
29—2:6<—2+—+—+—+—+—)=8.

(M7, 731,75 1 =78 =75 =7 =7 = NV = 1)

tal que existe un epimorfismo 6 : A — Zg con 0(71) = a, 0(72) = a, 0(y3) = a*, 0(y4) = a® y 0(vs) = a®.

Notemos que cualquier elemento v de A es conjugado de algin ~;, asf 8(y) = 0(z 'y,x) = 0(v;) # 1.
Por lo tanto, ker(f) es un grupo superficie de género g. Ademas, 6 es la monodromia del cubrimiento

X =H/T - H/A=X/G,

y (a,a,a*, a* a*) es un s-vector generador de Zg = (a).

2.3. Obtencion de vectores generadores para cada accion

En lo que sigue, estudiaremos acciones de grupo en donde la superficie cociente tiene género g = 0.

Dada una accion concreta de un grupo G de orden n en una superficie X con signatura o =
(0;myq,...,m,) se puede encontrar un vector generador de la siguiente manera: [23]

Primero fijamos notacion:
C L e27r7l/m
mocT Y

en particular nos interesan estas raices primitivas para m =ny m =m; = |G,]|.
» Identificamos los puntos rama P, ..., P. € X/G de la aplicacién 7 : X — X/G.

= Escogemos un p; € 7 '(P;), con j = 1,...,r y llamaremos G; el estabilizador del punto p; cuyo
orden es m; (especificado en la signatura).

» Construimos la representacién 7; : G; — C* dada por la accién de G en una vecindad de p;. Esto
es, si g € Gj, tenemos que g~ es localmente z — Cﬁwz, para algtin entero ¢. Luego existe un

g; € G tal que n;(g;) = (Cu)"™™ = ;-
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= Escogemos dicho g; € Gj; es decir, un elemento de G tal que 7;(g;) = G, -

» Finalmente el vector generador asociado a dicha accién serd (g1, ...,9;,-. -, Gr).

Ejemplo 15. Consideremos la curva hipereliptica

Xp={(z,y) € C*/f(z,y) =y* —2° + 1 = 0}.

X es una c.a.p.a suave, cuya compactificacién X es de género g = 2. Sean (5 = Py Gy = (p(z,y) =
(s, —y)), donde ¢ es un automorfismo de X que se extiende a X ¢ por ¢([z :y: 2]) =[Gz : —y : z].

Es_fécil ver que G. ~ Zjp =G = (¢ : g0 = id), G. es subgrupo de los automorfismos de Tf, luego
X = X /G es una superficie de Riemann compacta.

Para saber dénde la proyeccion 7 : Yf — Xf /G ramifica, buscaremos los puntos de estabilizador no
trivial, para esto consideraremos que |G,| = 2,5 o 10 pues el estabilizador de un punto es un subgrupo
ciclico de G.

Entonces, primero buscamos (xg,y) € Yf tal que su estabilizador sea un subgrupo de orden 2,

generado por ¢°(z,y) = (x,—y), lo cual implica que yy = —vp, es decir yy = 0, por otra parte, de la

definicién de la curva es necesario que zj = 1. Por lo tanto, |G,| = 2 para p; = ({},0), i = 1,2,3,4,5.

Para el subgrupo de orden 5 generado por ¢(x,y) = (CZx,y), 7o satisface
o = (Fro = (30 = (G0 = (50,

de aquf 79 = 0, por lo tanto y* = —1, obteniendo que |G,| = 5 para ps = (0,4), pr = (0, —i).

Es claro que |G| = 10. Ahora, en cada caso no existen més puntos de Yf de estabilizador no trivial,
pues se satisface que
1G]
.

|Gp| =

con n el numero de puntos en la fibra de un punto rama.

En el cociente, los puntos p; con ¢ = 1,2,3,4,5 estan en la misma clase, al igual que pg con pr,
entonces por Riemann-Hurwitz concluimos que el género de la superficie cociente es g = 0 pues

210 |-+ (1-3)+ (1-5)+ (1 )]

=20g + 2.
Con estos resultados, la signatura de G en X es (0; 10,5, 2).

Calcularemos un vector generador asociado a esta accién siguiendo las indicaciones descritas ante-
riormente, para ello tomamos Py = [1:0: 1], =[0:4:1], P =[0:1: 0] puntos rama de la funcién
7 tal que cada uno esta en una érbita distinta por la accién del grupo. Calcularemos la version local de
la accién en dichos puntos.
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Si Gj es el estabilizador de alguna preimagen de P;, diremos que m; = |G|, para j = 1,2, 3. Queremos
construir la representacion
n; 2(;j—$ (ﬁ,
dada por la accién de G en una vecindad de la preimagen de P; para cada j y de cada una de ellas
obtener un elemento g; tal que 7;(g;) = (n,;. Recordemos que 7;(g) se obtiene de la expresion local de
-1
g .

— 0
Tomemos p € 7 '(P;) y consideramos el abierto X; N {z # 0}, donde 8—f((p)) # 0. Por el Teorema
T

de la funcién Implicita podemos escribir z = h(y) localmente, pues my, la proyeccién en la segunda
coordenada, es carta.

Ahora

! -5

¢ T
y—= (h(y),y) — (A(y), —y) = —v,
de donde tenemos que 7;(¢°) = —1. Como buscamos g; € G tal que 11(g1) = (5, que es igual a —1,

entonces g; = .

Para p € 77 '(P;) la proyeccién 7 es carta, localmente tenemos que

=5 (o, k(w) ~ (G, b)) " G,

luego 12(¢%) = (3, pues ny(¢*) = (5. Ahora buscamos go € Gy tal que 7y(g2) = (% = (5, por lo tanto
4

Para P5, que es un punto singular, es necesario normalizar. Para ello ocuparemos el método descrito
en la subseccién 1.1.4.

Estudiaremos el abierto Xo = X; N {y # 0} = {z° — 2° + 2° = 0}, escribimos 2° — 2*(1 + 2%) = 0
y definimos w = zv/1 + 22, de manera que w® = z°. Por el algoritmo de la divisién 1 =25+ (=3) -3
y ya que 3 y 5 son relativamente primos, definimos la funcién ¢(x,w) = 2 *w* que es carta en (0,0),
mientras que r(s) = (s°,5°) es su inversa.
Con esto localmente tenemos

—1
s —>(8%,8%) —=[s3: 1: 35]—¢>[ 23 —1:5%,

pel”O bajando a Xf Se Sigue que

Luego n3(¢) = —(2 = (10. Como buscamos g3 € G5 tal que 13(g3) = (10, tenemos que gz = <.

Para terminar como G = (s : ¢'® = id), entonces el orden de ¢’ es 2, el de (* es 5, el de ( es 10,
ademés ¢*¢°C = id, por lo tanto, (¢, ¢*, (%) es un vector generador para la signatura (0; 10, 5, 2).

Ejemplo 16. Accién de Z; en X; = {(z,y) € C*: f(x,y) =y" — x(zx — 1) = 0}.
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Primero se debe construir la clausura proyectiva Yf de X/, la que estd definida como los ceros del
polinomio homogéneo F'(z,vy, z) asociado a f(x,y):
F(z,y,2) =y — 222" + 225

Para determinar el género de X estudiaremos con Riemann-Hurwitz la extensién 7, a X; y a P' de
la funcién holomorfa 7 : X; — C dada por

(z,y) — .
Para estudiar la singularidad en ps = [1: 0 : 0] € X;, consideramos la interseccién de X; con el
abierto afin de P* dado por z = 1:
Fri=y' =22+ 20 =y" =221 —2) =y" — (2k(2)) = ¢y — 0’

donde la dltima igualdad corresponde a la raiz quinta de (1—z), que en una vecindad del punto estudiado
no se anula.

Con ello se determina que en ps la curva tiene una singularidad monomial de tipo (7,5).

Aplicando la técnica vista para resolucién de singularidades monomiales (ver subseccién 1.1.4), y
dado que el maximo comun divisor de 7 y 5 es 1, se obtiene que se remueve p3 de Yf y se pega una

carta con homeomorfismos centrados t(y, w) = y*w™2, con inversa r(s) = (s°,s")

Estudiemos ahora 7 : X; — P! que corresponde a [z :y : 2] = [z : 2]

1. En la parte afin 75 corresponde a 7 y ramifica en x =0y x = 1, es decir

pr=[1:0:1] y p,=1[0:0:1].
En los cuales es localmente 7 a 1. Determinamos de paso que 7 es de grado 7.

2. Como vecindad de p3, usamos el abierto afin Uy = {[z : y : z] € P' : & = 1}. La imagen en este
abierto afin de Xy corresponde a X; los ceros de F; := y" — 2% + 2% y con las cartas anteriores

b
r y t. Usando esas las cartas locales y ¢([a : b]) = S en [1:0] € P!, se tiene que localmente 7

corresponde a:

2€CH[1:2°: 2B [1:275 2

Asi 75 es holomorfa y ramifica con grado 7 sobre [1 : 0].

Finalmente, usando Riemann-Hurwitz para 7, se tiene que el género de X; es:
3
pues el grado de 7, es 7, el género de P! es 0 y s6lo ramifica en los tres puntos dados: pi,ps v ps.

Pasamos ahora a estudiar la accion de Z; en Tf
Considere el subgrupo de automorfismos de X; definido como G = (¢(z,y) = (z,(ry)), donde
C’Y — 6271'1'/7'
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Notemos que ¢ es un automorfismo de Xy que se extiende a la clausura proyectiva Yf como ¢([x :
y:2])=[z:¢uy: 2], porloque G~Z; = (s : ¢ =id), es un subgrupo de los automorfismos de X,
tal que X = Yf /G es una superficie de Riemann compacta.

Para saber donde la proyeccion  : Yf — Xf /G ramifica, determinaremos los puntos de estabilizador
no trivial.

Sabemos que (g, y0) € X 5 queda fijo por ¢, que es un elemento de orden 7, si satisface la ecuacién
d(xo,y0) = (,(ry)) = (20, Yo), lo cual necesariamente ocurre si yy = 0.

Ahora de la definicién de la curva, yo = 0 implica que zo = 0 0 o = 1. Luego los puntos ramas en
X;/Gson PL=[1:0:1,P,=[0:0:1]y P=1[1:0:0]. Escogemos ap; =[1:0:1],p,=[0:0:1]y
ps = [1:0:0] como los elementos en la fibra de P, P, y Ps respectivamente.

Existen tres puntos de ramificacién con orden del estabilizador igual a 7, la proyecciéon 7w : Xy — C
ramifica en cada uno de los puntos pi, p2 y ps vistos en la curva X; con multiplicidad 7, luego la férmula
de Riemann-Hurwitz nos permite obtener el género de X;/G:

2.3-2 1
Lt (2g-2)+3(1-2).
- (20 —2) + ( 7)

De esta ecuacion g = 0, por lo que la signatura asociada a la acciéon de G en Yf es (0,7,7,7).
Note que usamos que el género de X es 3, lo que fue determinado anteriormente. Mas atin, note que el
cubrimiento 7 : X; — P! es equivalente analiticamente a 7 : X; — X;/G.

Procedemos a calcular un vector generador asociado a la accién. Sea G el grupo estabilizador de p;,
observemos que |G;| = m; = 7 para j = 1,2, 3. Queremos construir la representacién

n;: Gj %(C*,

dada por la accién de G en una vecindad de p; para cada j y de cada una de ellas obtener un elemento

g; tal que 1;(g;) = (7. Recordemos que n;(g) se obtiene de la expresién local de g~ '.

— 0
Comencemos con p; € 7' (P;), tomemos el abierto X;N{z # 0}, donde a—f(]h) # 0. Por el Teorema
x
de la funcién Implicita podemos escribir z = h(y) localmente, pues my, la proyeccién en la segunda
coordenada, es carta. Luego tenemos la siguiente composicion:

—1 —
Ty ¢t

y—= (h(y),y) — (h(y), &7 'y) =— G My,

en donde n;(¢) = ;' = (2. Buscamos g, € Gy tal que 11(g1) = (r, el cual es ¢° por lo tanto g; = ¢°.

Para el segundo punto ps € 7 '(P), considerando el mismo abierto anterior, tenemos que ——(py) #

ox

0, entonces podemos escribir x en funcién de y, digamos z = k(y) localmente. Asi:

-1 _
Ty 1 T

y—=(k(y).y) — (k(y), & 'y) == 'y,
luego 12(¢) = ¢, por lo tanto gy = ¢°.

El punto ps es un punto singular, ya sabemos que la curva en una carta de p3 se puede expresar de
la forma y” = w® donde w = 2v/1 — z, por lo que la singularidad es (5,7)- monomial. Del algoritmo de
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la divisién, 1 = 3 -5+ (—2) -7 y como 7 y 5 son relativamente primos, la funcién t(y, w) = y*w™? es

carta en (0,0), con inversa r(s) = (s°,s7).

Con esto localmente tenemos
—1
s —>(s°,87) —=1[1:5":57] _ [1: ¢ 18”0 5],
pero en Xy se sigue que
_ t -3 _
(G7's°,87) —= (%1057 = (7.

Luego 13(¢) = (7. Como buscamos g3 € G'3 tal que 13(g3) = (7, tenemos que g3 = ¢°.

Finalmente, (§6, <6, §2) es un vector generador para esta signatura.

2.4. Equivalencia Topoldgica y Analitica de Acciones de Gru-
pos sobre Superficies de Riemann

2.4.1. Definicién de Equivalencia de Acciones

Diremos que las acciones 1,9 de G en X son topoldgicamente equivalentes si existe & € Aut(G)
y h en el grupo de homeomorfismos que preservan orientacién Homeo™ (X) de X, tal que el siguiente

diagralnajes conmutativo
[
):51( (9))):
h

X—X
e2(g)

>

Es decir, e5(g) = he (®(g9)) b1

Si h € Aut(X), entonces diremos que €1, €9 son analiticamente (o conformemente) equivalentes.
Observacién 3. Acciones que son analiticamente equivalentes, lo son toplégicamente.
En términos de grupos Fuchsianos, la definiciéon de acciones topoldgicamente equivalentes es:

Definicién 10. [10] Sean ¢; y &5 dos acciones de G en X y sean 61 : Ay — €1(G) y 05 : Ay — £5(G) los
epimorfismos asociados a €1 y €5 dados en el Teorema 17. Entonces €1 es topoldgicamente equivalente a 9
si y s6lo si existe un isomorfismo de grupos y : I'y — 'y y un isomorfismo de grupos ¢ : e1(G) — 2(G),
tal que el siguiente diagrama es conmutativo

I —2% 0 (G)

j |+
112 ———g;’ 52((?)
Observacién 4. Se puede dar una definicion completamente analoga para acciones topoldgicamente

equivalentes considerando acciones de G sobre distintas superficies, pero del mismo género.

Un resultado importante es que existen acciones que son topoldgicamente equivalentes, pero no
conformemente equivalentes. Ejemplos de ello se encuentran en [14] y [10].
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2.5. Equivalencia de acciones por medio del algebra

El Teorema de Existencia de Riemann nos dice que cada accién de un grupo G con cierta signatura
fija sobre una superficie de Riemann de cierto género, tiene asociado un vector generador. Estudiar
equivalencia de acciones Topoldgicas por ejemplo, equivale a estudiar si los vectores generadores asociados
a cada accion se encuentran en la misma orbita bajo la acciéon de cierto grupo, que actiia sobre el conjunto
de todos los posibles vectores generadores asociados a la signatura en cuestién. Por ello es 1til entender
acciones de grupos, o mas bien clase de equivalencias de acciones, ya sea via equivalencia topolégica u
holomorfa, usando herramientas del algebra. Resultados conocidos en esta direccion son los que siguen:

Proposicién 2. Dos acciones €1 y €2 en X son conformemente equivalentes si y solo si e1(G) y e2(G)
son conjugados en Aut(X).

Proposicién 3. Si el grupo de automorfismos de una superficie X, Aut(X), contiene dos automorfismos
T1, T2, ambos de orden p, primo, tal que las superficies cocientes X/(1;), i = 1,2, son isomorfas a la esfera
de Riemann, entonces (11) y (T2) son conjugados en Aut(X).

Definicién 11. Sea G un grupo finito y s = (0;my,...,m,) una signatura. El conjunto de vectores
generadores para s lo denotamos por {2, el cual es:

Qs={v=(1,.,9) €G :G=(g1,..9r), g1 .- gr = 1, |g;| =m; Vi }.

El grupo Aut(G) actia naturalmente en (), y dos vectores generadores vy = (g1,...,9,) Y Vo =
(hy,...,h,) estdn en la misma clase, si existe un elemento k& € Aut(G) tal que (g1,...,9,) = (g%, ..., g%)
donde gF = kg, k.

Definicién 12. Fije un entero r > 3. Se define el grupo de trenzas B, como el grupo generado por los
elementos Q);, i = 1,...,7 — 1 que satisfacen las siguientes relaciones:

. QiQit1Qi = Qit1QiQip1sii=1,...,r =2
2. Q:Q; = Q;Q; para |i — j| > 1.

Ademads, dada una signatura s = (0;my, ..., m,), sea B el subgrupo de B, generado por los Q); tales
que m; = My41.
Este subgrupo también actiia en €2, al extender la accion de sus generadores Q; € B,

Qi(G1, s Gr) = (91, s Gic1, GiGit1G; s G ooes Gr)-

Por lo tanto, tenemos la accién del grupo T = Aut(G) x B en el conjunto de vectores generadores .
Las érbitas bajo T corresponden a acciones de G topolégicamente no equivalentes.

Proposicién 4. [8] Dos vectores generadores de un grupo finito G para alguna signatura s, definen
acciones de G topologicamente equivalentes si y solo si los vectores generadores estan en la misma
orbita bajo la accion de T = Aut(G) x B.

Ya que la accion de Q; € B es (g1,...,9r) = (g1, s Gi—1, Git1, Gis ---» Gr), qUe €s una transposicioén
(7,74 1) de los indices, en el caso de grupos abelianos, B actia en los vectores generadores permutando



CAPITULO 2. ACCION DE GRUPO EN SUPERFICIES DE RIEMANN 28

los elementos del vector generador que tienen el mismo orden.

La proposicion anterior nos entrega otra herramienta para comparar acciones topologicamente equi-
valentes y analiticamente equivalentes.

Corolario 2. [14] Si el grupo de automorfismos de una superficie X, Aut(X), contiene dos automorfismos
71, T2, ambos de orden p, primo, tal que las superficies cocientes X/(7;), i« = 1,2, son isomorfas a la
esfera de Riemann, entonces (71) y (72) son analiticamente equivalentes si y s6lo si son topoldgicamente
equivalentes.

Ejemplo 17. [8] Si Z, actia en una superficie de Riemann X, entonces su signatura debe ser s =
(g;p,...,p) (con r puntos rama), X tiene género

r(p—1)
2

Un caso frecuente es cuando nos encontramos con r = 3 y g = 0, en este caso el conjunto de los
(0; p, p, p)-vectores generadores tiene cardinalidad (p — 1)(p — 2).

g=(g—1)p+ + 1.

Observacién 5. Se puede considerar la accién en el conjunto de vectores generadores para alguna
signatura s, del grupo A = Inn(G) x B < T, donde Inn(G) representa el grupo de automorfismos
internos de G. Es una idea a investigar a futuro qué tipo de equivalencia en sentido geométrico ésto
captura.

2.6. Ejemplos Concretos

En esta seccion estudiaremos varios ejemplos, algunos seguidos en la literatura pero aqui los desa-
rrollaremos en detalle y veremos equivalencia topoldgica y analitica.

2.6.1. Z, actuando en género 3
Tenemos la siguiente familia de curvas de género 3
Xy sy =a(@® = D)2 = A (2® - 27,
con A€ C, \* £0,1 y X\ # +1++/2. La clausura proyectiva de X, es decir,
Y27° = X(X? — Z3)(X? = N2 Z%)(X? — \227%),

tiene una singularidad en P,, = [0 : 1 : 0]. La curva, en una carta de P, tiene una expresién de la
forma " = 2°, por lo tanto es una singularidad de tipo (5,7) monomial. En consecuencia, recordando
la subseccién 1.1.4 se resuelve agregando un punto P, con carta (U, : U — V), para un abierto U de

Py, la cual estd dada por ¢(z,z) = 23272, con inversa 9(s) = (s°,s7).

Consideremos dos acciones de G = Z4 dadas por

€5 Z4 — Aut(X)\)
1 = Tj,
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para j € {1,2}, donde 7 (z,y) = (—z,iy) v n(z,y) = (1/z,3y/2*). En Py las funciones 7, y 7 se

extienden de manera que T[X : Y : Z] = [-X 1Y : Z]y (X Y . Z] = [ZX® . iYZ® . XY
Obteniendo

TI(POO) - POO7

72(0,0) = Py,

72(Ps) = (0,0).
Calcularemos en detalle el segundo caso: 7[0:0:1] =1[0:1:0].

Como la expresiéon dada para 7, no esté bien definida en [0 : 0 : 1] debemos estudiar cémo es la curva
cerca de (0,0) y representar 7, en dicha vecindad. Notemos que la derivada parcial de f con respecto a
x no se anula, entonces por el T.F.I. tenemos que x = h(y) localmente, donde h es una funcién analitica
que satisface h(0) = 0. Ademés, como consecuencia del mismo Teorema se obtiene que h'(0) = 0, luego
h tiene orden 2, es decir, h(y) = y*k(y), con k(0) # 0. Asi, en una vecindad de [0,0, 1] :

nlh(y),y,1] = [h(y)* : iy : h(y)*] = [h(y)* Jyi = 1: h(y)*/yi],

por lo tanto, 7[0:0:1] =[0:1:0].

Para 71 los puntos p = (0,0) y Ps tienen estabilizadores de orden 4. Mientras que (+1,0), (£, 0),
(£1/X,0) tienen estabilizador de onden 2, pero (z,0) y (—x,0) estan en la misma (r)—6rbita, por lo
tanto (1) actia con signatura (0;4,4,2,2,2).

Para 75, los puntos (1,0) y (—1,0) tienen estabilizador de orden 4 y no estan en la misma (72)—drbita.
Asf obtenemos hasta ahora, dos puntos rama en X, /(). Diremos que estos puntos son de tipo 4.

Para encontrar los puntos con estabilizador de orden 2, buscamos los (z,y) tales que 73 (z,y) =
(z,—y) = (z,y), luego y = 0y 2 = 0,4\, =X, pero (), 0) estd en la misma (75)—d6rbita de (1/X,0),
asf mismo (—A,0) estd en la misma 6rbita de (—1/X,0). Ademads es facil ver que el punto oo tiene esta-
bilizador de orden 2, de hecho 73 es la involucién hipereliptica, y Ps, estd en la érbita de (0,0) por 7o,
obteniendo asf el dltimo punto rama de tipo 2. Por lo tanto (72) actiia con signatura (0;4,4,2,2,2).

La signatura para ambos es s = (0 : 4,4, 2 2,2) y i denotemos Zy = {0 : o' = 1), los vectores
generadores asociados a 1 y €9 son (o, 0, 02 0%, 0%) y (6®,0% 0% 0%, 0%) respectivamente.

Otra manera de calcularlos s6lo usando algebra es la siguiente: Los elementos de orden 4 en G son

{0,0°} y el de orden 2 es ¢*. Buscamos vectores (g1, gs, 3, 94,95) € G° tales que |gi| = |g2| = 4,
5

lgs| = |g4] = |g5| =2 v que Hgi = 1. Las combinaciones numéricas posibles son:
i=1
1+142+242
1+34+2+242
3+3+24+24+2

3+1+2+24+2
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De las cuales la primera y tercera son las que satisfacen las condiciones. Por esa razém €, =
2 3°3 2 2

{(0,0,0%, 0% 0%), (0%, 0% o 0% %)}

Estos dos vectores generadores estan en la misma 6rbita bajo la accién de T = Aut(G) x B, no asi,
para la accién de A = Inn(G) x B pues hay dos clases. Que exista s6lo una clase de vectores generadores
por la accién de T implica que sélo hay una clase de acciones topoldgicas. Se puede verificar en la Tabla
5 en [8] el tnico vector generador de G con signatura s.

Por otra parte, las acciones £; y €2 no son analiticamente equivalentes pues (1) y (72) no son

conjugados en Zy X Zs (un grupo mas grande de automorfismos de la misma curva X,). Tenemos en
resumen:

Tipo de Equivalencia Cantidad de acciones distintas

Topoldgicas 1
Analiticas 2
Orbitas por A 2

2.6.2. 77 actuando en género 3

Este ejemplo es una especificacion a p = 7 de la clasificacién en [25]. Tomemos G = Z7 actuando en
una superficie X de género 3 con superficie cociente de género 0. La signatura es s = (0 : 7,7,7) y el
conjunto de vectores generadores 2 esta dado por

Q={(c1,c9,c3) € (Z7)3 : CI = c; = cg =cicpe3 =1}

Como Z; es abeliano, tenemos Inn(G) = {id}. Ademds como el género de la superficie cociente es
0, B actia como S3. Luego de los 30 vectores generadores tenemos 8 clases distintas por la acciéon de
Inn(G) x B = {id} x S5, y por la accién de Aut(G) x B = Z2 x S5 sélo hay 2 érbitas. Por ultimo como
G = Z, con p primo, la cantidad de acciones topoldgicas no equivalentes coincide con las analiticas no
equivalentes. Luego el conteo queda:

Tipo de Equivalencia Cantidad de acciones distintas
Topoldgicas 2
Analiticas 2
Orbitas por A 8
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2.6.3. Zg actuando en género 9

Esta familia de ejemplos fue propuesta en [10], aqui la estudiaremos en detalle y es el punto de
partida para una clasificacién mayor que desarrollaremos en esta tesis.
Consideremos la Superficie de Riemann de género 9

Xy yt=z@® - D@ =@ -2 2 ¢g{0,1}

y los siguientes automorfismos de S

L py 2mi
Tl(xay) = (_l',py) A TQ(‘Tay) = (E?F) , p=e€es.

La clausura proyectiva de X, es
Xyt = a2 — 22)(2% — N2 (2 — A 7227),
donde los automorfismos anteriores se proyectan como sigue:

n(fz:y:2))=[-2:py:2] AN n(v:y:z])=[zz:pyz:2?.

X, tiene a [0 : 1 : 0] como tinico punto singular, se puede verificar el célculo en el anexo 1 al término de
este ejemplo. Sea X; = X,N{y # 0}, en este abierto la curva proyectiva se puede representar de la forma
23 = (wk(z,2))", de donde se deduce que la singularidad es monomial de tipo (3,7). Por el algoritmo
de la divisién, 1 = 1-7 + (—2) -3, y ya que 3 y 7 son relativamente primos, la funcién s(x,z) = 222
es carta en (0,0), con inversa r(t) = (¢*,¢"). Luego, la singularidad [0 : 1 : 0] se resuelve con la carta
(U, : U — V) para un abierto U de [0 : 1 : 0] donde ¢ = so ¢ y ¢ es la carta usual del espacio

proyectivo al afin.

Para i € {1,2} consideraremos las acciones
g; : Lg — Aut(X)y)

1’-)7'7;

El grupo abstracto generado por 71 es G ~ Zg := {0 : 0° = 1).
Tomaremos a 0 = 1(z,y) como generador de este grupo ciclico, o a ¢ = 1y[z : y : 2] pensando en la
clausura. Notamos que o,0%,06°, 0" tienen orden 8 y o con ¢° tienen orden 4.

El grupo abstracto generado por 7, también es G ~ (v : 4% = 1).

Tomaremos esta vez a v = 7(z,y) como generador de este grupo ciclico. Aqui v,7%,7°,7" tienen
orden 8 y +* con 1° tienen orden 4. La siguiente tabla muestra los elementos de los grupos ciclicos
generados por 7, v To, sus 6rdenes y sus representaciones afin y proyectiva.
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(11) afin orden | Proyectiva | (79) afin orden | Proyectiva

o | (=zpy) | 8 | [wipy:z] | v (i %) 8 | [zz:pyz:a”]
o | @pty) | 4 | fwipy:z] [ 27 ] (wp%y) | 4 [z p%y : 2]
o | (=zp%) | 8 |[-x:pyiz]| A @ %) 8 | [xz:p’yz:a?
ot [ @ply) | 2 [ fwiply:z] [ 47 ] (@ply) | 2 [z ply : 2]
o> | (~x,p°y) | 8 |[~w:iplyie] | A (i p5—2y) 8 | [wz:plyz:a?
o [ (@) | 4 [ fwiplyiz] [ 20 ] (zp%) | 4 [z p%y : 2]
ot | (=, py) | 8 | [mawipTy:a] | A (i ’;7—3) 8 | [zz:pTyz:a?
id (x,y) 1 [z :y: 2] id (x,y) 1 [z:y: 2]

Tabla 1: Descripcién de los elementos de (1) y (72).

Con esta informacion, procedemos al calculo de los vectores generdores asociados a las acciones ¢;
sobre X, y signatura (0;8,8,4,4,4).

i) Primero identificamos los puntos rama:

Para 7y los puntos con estabilizador no trivial son: [0 : 0 : 1],[0 : 1 : 0],[£1 : 0 : 1],[£A : 0: 1] ¥
[£A7! : 0 : 1]. Aquellos que tienen la primera coordenada de igual méludo, se encuentran en la mis-
ma 7i-6rbita. De esta manera tenemos 5 puntos rama en X, /() que denotaremos: Q; = [0:0: 1],

o=[0:1:0,Q3=1[1:0:1],Qs=[A:0:1]yQs=[A"1:0:1].

Para 7, los puntos con estabilizador no trivial son: [0:0: 1], [#1:0: 1], [EX: 0: 1], [EA1:0:1] ¥y
[0:1:0]. De estos, hay elementos que estan en la misma 75-6rbita. Por lo que la cantidad se reduce a 5
puntos rama en X, /(7), estos son: Q1 =[0:0:1], Q2 =[1:0:1], Q3 =[-1:0:1], Qs =[A:0:1]y
Qs =[—-X:0:1].

Observacion 6. [0: 1 : 0] estd en la misma 6rbita de [0 : 0 : 1] por 75, cuyo resultado se puede verificar
en el anexo 2 del final de este ejemplo.

ii) Puntos en la fibra de cada @), y @j:

51:[():0:1],]32:[0:1:0],]33:[1:0:1],P4~:[)\:0:1}yp5:[)\71:0:1].

P=[0:0:1,P=[1:0:1,P=[-1:0:1, Lb=[A:0:1]y Ps=[-X:0:1].

iii) Sean G} = Stabg: P;  y G? = Stabng’j ,con j € {1,2,...,5}. Debemos construir las funciones
n; G} —-C'y 77?- : G? — C* tales que

8 8

1 2
DA ni(g) = 'Y

il

n;(g9;) =p

Los elementos g; seran las coordenadas de los vectores generadores correspondientes a cada accién.
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Entonces, primero formaremos el vector generador dado por la acciéon de 7;. Partimos el anélisis con
oF

P, =1[0:0: 1], punto no singular con estabilizador de orden 8. Se tiene que (9_(P1> =—1#0, (Fesel
x

polinomio homogéneo que describe X ) luego por el T.F.I. podemos escribir # = h(y) localmente, en
donde my(z,y) = y es carta. La version local de la accién en dicho punto se respresenta en el siguiente
diagrama:

' (61) 7} () ¢ m
y—=(h(y),y) —=[h(y) 1y : = [=hly) : p°y : 1] = (=h(y), P°y) " "y,
Tenemos asf la funcién 7y : G; — C*, en donde 7 (0®) = p°. Buscamos g; € (71) tal que 7;(g1) =

s
pPtarPil = p Como 7] es homomorfismo, tal g, es o, por lo tanto,

g1=0 "

Ahora tomamos P, = [0 : 1 : 0], punto singular con estabilizador de orden 8. Dicha singularidad se
resuelve con la carta (U, : U — V) dada por ¢ = s 0 ¢, donde s(z, z) = 22 es carta en (0,0), con
inversa r(t) = (#*,¢7). La versién local de la accién en P, se respresenta en el siguiente diagrama:

—1 o)1 <
e (BT S [ 1 1) T [ T ) e (5, D) e
Tenemos asi la funcién 7, : G3 — C*, en donde 7;(c) = p’. Buscamos g, € (1) tal que n3(g2) = p. El
cual es,

g2 = o’

Tomamos el tercer punto, P; = [A: 0 : 1]. Se trata de un punto no singular con estabilizador de orden
oF

4. Debido a que A* ¢ {0, 1}, se tiene que a—(Pg) =2(X5 = X* = \2 1) #0, asi localmente z = h(y) y
x

mo(x,y) = y es carta. La versién local de la accién en P se respresenta en el siguiente diagrama:

m ! (¢3)71 (0?1 3 o
t——=(h(t),t) —=[h(t) : t : 1] —=[A(t) : p°t : 1] —— (h(2), p°t) =— pt,

[

8
Tenemos asf la funcién n3 : Gz — C*, n3(0”) = p°. Buscamos g3 € (11) tal que n3(gs) = p**c1™l = p2,

Luego como 73 es homomorfismo,
6

gs = 0.
Tomamos ahora P; = [A™' : 0 : 1], punto no singular con estabilizador de orden 4. Debido a que
or
M ¢ {0, 1}, se tiene que 8_(P4) =2(A" %= X" = A2+ 1) # 0, luego por el T.F.I. escribimos z = h(y)
x

en una vecindad del punto, y tenemos que my(x,y) = y es carta. La version local de la accién en aquel
punto se respresenta en el siguiente diagrama:

m (¢4)~ 2 o?)~t 1) 7r
y—=(My)y) —=[h(y) 1y : 1 — [hly) P : 1] —— (h(y), p°y) =— P,
La funcién 7} : G} — C* cumple n}(c*) = p°®. Buscamos g4 € (7;) tal que 1i(g4) = p*. Nos sirve

g4 = ol
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Por tltimo, el punto Ps = [1: 0 : 1], es un punto no singular con estabilizador de orden 4. Debido a que

2
M ¢ {0,1}, se tiene que a—(Pg,) = —E(AQ — 1) # 0, luego la versién local de este punto es la misma
x
que en los dos casos anteriores, por ende

gs = 0'6.

Por lo tanto, el vector generador asociado a la acciéon inducida por 7y es

v = (07,0",0% 0% 0%).

De forma anéloga, podemos construir las funciones 77J2» : G? — C* tales que

8
|Stab o P;|

2

15(95) = p
para cada j € {1,2,...,5}, y obtener el vector generador vy asociado a la accién inducida por 7y, el cual
coincide con vy,

Vo = (777 777 /yﬁa 767 76>

Segun [10] ambas acciones son topoldgicamente equivalentes pero no analiticamente equivalentes por un
argumento similar al del ejemplo 2.6.1. A nosotros en esta tesis nos interesa entender todas las acciones
modulo equivalencia topolégica, de Zg en género 9 especificamente con la signatura (0,8,8,4,4,4).

Existen 4 vectores generadores, médulo permutaciones y automorfismos de G con la signatura

s = (0;8,8,4,4,4), estos son: (7,7,7%,7%7%), (7,7, 7%, 7% %), (177 7% 7510, (1:9°,959%,9%). Y s
la accién es del grupo A = Inn(G) x B, la cuenta asciende a 12 érbitas de vectores generadores. Las
acciones dadas por 7; y 72 no son analiticamente equivalentes. Luego la cuenta queda:

Tipo de Equivalencia Cantidad de acciones distintas

Topoldgicas 4
Analiticas >5
Orbitas por A 12

Anexo 1:[0 : 1 : 0] Unico punto singular.

Consideremos el polinomio homogéneo que describe a Xy

F(z,y,2) =y's — a(a® — 27%)(a* = N2%)(a* = A 7%2%)

= y4z3 — '+ x5z2c,\ — Jc3z4c,\ + 28



CAPITULO 2. ACCION DE GRUPO EN SUPERFICIES DE RIEMANN 35

donde ¢y =1+ A2 + 172,

Entonces,
oOF
— = 725 + 52422, — 3222, + 26
ox
oOF
—4 323
dy y
OF
5 = 3z2y4 +222%¢, — 42323¢, + 6252
z

Cuando z = 0, tenemos como solucién el punto [0 : 1: 0]. Si z # 0, necesariamente y = 0, y as{ tomamos

x
cartas locales (z,y) = (—, Q) , luego las ecuaciones quedan:
z' z

ecy : —Tx% + batey, — 32%cy+1=0
ecy : 22%¢cy — 4x3cy +6x =0

y como [z : 0 : 1] € Xy, equivale a decir f(z,0) = 0 (con f el polinomio que describe a X)), luego
x€{0,£1,+N A}
Es claro que x = 0 no es solucién; en los otros casos se tiene:

n r=+1

ect 222N — 1) #0
np =)\

ecy : —2(A2 = 1)(A* = 1) #0
= i—)\;

€Cy . —F()\2 — 1)()\4 — 1) 7é 0.

De aqui concluimos que el tinico punto singular es [0 : 1 : 0].

Anexo 2: Definicién de 7 en [0:0: 1].

Como la expresién dada para 7, no estd bien definida en [0 : 0 : 1], debemos estudiar cémo es la
curva cerca de (0,0) y representar 7, en dicha vecindad. Como la derivada parcial de F' con respecto
a x no se anula en tal punto, tenemos que x = h(y) localmente, con h funcién analitica que satisface
h(0) = 0. Ademds h'(0) = 0, luego h tiene orden 2, es decir, h(y) = y*k(y), con k(0) # 0. Asi, en una
vecindad de [0 : 0 : 1], tenemos:

m([h(y) sy : 1)) = [M(y) : py : h(y)?] = {h;z) 1 h(pg;)Q} _ {yk(y) o yk(y)?

Por lo tanto, 75([0:0:1]) =[0:1:0].
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2.7.

36

Grupos Fuchsianos Maximales

Hasta ahora hemos considerado principalmente grupos arbitrarios de automorfismos de superficies de
Riemann. Sin embargo, estamos interesados en los grupos completos de automorfismos. Una pregunta
natural que surge es la siguiente: ;Existe un grupo de automorfismos de una superficie de Riemann,
dada por un epimorfismo ¢ : A — G, para algin grupo Fuchsiano A y un grupo finito G, tal que sea el
grupo completo de automorfismos? O formulada en términos de estratos equisimétricos, (que veremos
en el siguiente capitulo) jcudndo el estrato MG es 1o vacio? Para responder esto consideraremos
acciones maximales y grupos Fuchsianos maximales.

Definicién 13. Un grupo Fuchsiano A se dice grupo Fuchsiano finito maximal si no existe otro grupo
Fuchsiano A’ conteniendo a A con indice finito y que coincidan en dimension, d(A) = d(A’). También,
diremos que una signatura es no maximal si es la signatura de algin grupo Fuchsiano no maximal.

La lista completa de pares de signaturas s(A), s(A’) no maximales obtenidas por Singerman [27] son:

s(A) s(A) (A A]

2,0)  [(0;2,2,2,2,2,2)] 2
(1, 1,1) (0:2,2,2,2,1) 2
) (0:2,2,2,20) )
(0;t,¢,t,1) (0;2,2,2,t) 4
(05, t,u,u) (0;2,2,t,u) 2
(0;¢,t,1) (0;3,3,1) 3
(0:1,4,1) (0;2,3,21) 6
(0;t,t,u) (0;2,t,2u) 2
(0;7,7,7) (0;2,3,7) 24
(0:2.7.7) (0:2.3,7) 9
0:3,3,7) 0:2,3,7) g
0, 4,8,8) 0:2,3,8) 12
0;3,8,8) 0:2,3,8) 10
(0;9,9,9) (0:2,3,9) 2
(0,4,4,5) (02,4,5) 6
(0;m,4n, 4n) (0;2,3,4n) 6
(0;m,2n,2n) (0;2,4,2n) 4
(0;3,n,3n) (0;2,3,3n) 4
0:2,n,2n) | (0,2,3,2n) 3

Tabla 2: Pares de signaturas no maximales.

Un grupo con accién inducida por una signatura maximal, corresponde al grupo completo de auto-
morfismos de alguna superficie de Riemann. Sin embargo, si la signatura no es maximal, tenemos que
investigar mas para determinar si el grupo corresponde o no al grupo completo de automorfismos. Esto
se resume en la siguiente proposicion:

Proposicién 5. [2/ Sea I' un grupo Fuchsiano de superficie y X = H/T" una superficie de Riemann.
Supongamos que existe un epimorfismo superficie 0 : A — G tal que ker(d) = I' donde s(A) no es
una signatura maximal. Supongamos ademds que existe otro epimorfismo superficie 0 : A" — G', tal
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que ker(9') = T donde A" > A, G' > G y 07 (G) = A. Entonces G = AJT es el grupo completo de
automorfismos Aut(X) si y sdlo si 0'|n no es equivalente bajo automorfismos de A y G a 0 para toda
extension 0 : A" — G,

irlo, es que una acciéon 6 : A — G no es maximal si y sélo si existe una acciéon
0 : A" — G’ tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

;0
v

<

6
—_—

H—>—

—_—
0,0;

Ejemplo 18. [1] Sea A un grupo con signatura s(A) = (0;4,4,4,4) tal que existe un epimorfismo
0 : A — Zy x Zy definido por 0(v1) = a, 0(2) = a, 0(y3) = aby 6(y4) = ab. Con la férmula de
Riemann-Hurwitz encontramos que ¢ induce un grupo de automorfismos de una superficie de género
5. Este grupo, de hecho no es el grupo completo de automorfismos. Consideremos un grupo A’ con
signatura s(A") = (0;2,2,2,4) tal que existe un epimorfismo 6" : A" — (Zy X Zy X Zsy) x Zsy definido por
0'(v1) = ba, '(74) = b, 0'(v5) = ¢y 0'(7;) = ac actuando en una superficie de género 5. Considere el
siguiente diagrama conmutativo:

(71572, 73, 74) ’ (a,a,ab, ab)

| |

(V37278 VYA YA Yas Vas VYA Ve VY3 VN2 Y) —5 (ac, ac, (ac)?(be)?, (ac)?(be)?)

donde Z4 x Zy ~ {ac, (ac)*(bc)?) C (Zy x Zg X Zy) x Zs). Como vemos en el diagrama, la accién 6 puede
extenderse a 6.



Capitulo 3

Estratificacion Equisimétrica

En la seccién 1.2 del capitulo 1 definimos equivalencia conforme entre superficies de Riemann de un
género fijo g. El espacio de clases de equivalencia de Superficies de Riemann se conoce como el espacio
de moduli My, el cual estamos interesados en estudiar. Como herramienta para estudiar el espacio
de moduli consideraremos los espacios de Teichmiiller de superficies de Riemann. Restringiremos la
equivalencia de superficies de Riemann tal que exista un biholomorfismo entre éstas que sea homotdpico
a la identidad. Clasicamente el espacio de Teichmiiller es construido como un espacio de superficies de
Riemann marcado con las conocidas funciones cuasi-conformes. Sin embargo, cuando una superficie de
Riemann es uniformizada por un grupo Fuchsiano superficie, podemos construir el espacio de Teichmiiller
por clases de grupos Fuchsianos superficies. Una ventaja de el segundo enfoque, es que no tenemos que
usar explicitamente mapas cuasi-conformes. Para mas detalles sobre mapas cuasi-conformes y teoria de
Teichmiiller, revisar [24], y para detalles sobre la teorfa de estratificacién equisimétrica, ver [9] y [18].
Haremos aqui una rapida recoleccion de resultados al respecto usando el segundo enfoque.

3.1. Espacio de Moduli y espacio de Teichmuller

Ahora, construiremos los espacios de Teichmiiller y los espacios de moduli de grupos Fuchsianos.
Sea A un grupo Fuchsiano abstracto (no necesariamente un grupo superficie), entonces consideremos el
conjunto de monomorfismos

R(A)={r|r:A— PSL(2,R), r(A) es Fuchsiano}.

Debido a que PSL(2,R) es un grupo topoldgico, R(A) tiene una topologia natural dada por

= (r(aq), ..., r(ay), r(B1), ... 7(By), r(11), s 7 (k)

donde ~; es un elemento eliptico y los elementos «a; y [; son hiperbdlicos como antes.

El espacio de Teichmiiller de A, denotado por T'(A), se define como

38
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donde ~, es equivalencia por conjugaciéon en PSL(2,R). El espacio de Teichmiiller T(A) es de hecho
una variedad y su dimensién es bien conocida.

Teorema 20. [16] El espacio de Teichmiiller T(A) es una variedad analitica compleja de dimensién
39 — 3 + r, difeomorfo a R%6+2"

Basado en este resultado, definimos la dimensiéon de un grupo Fuchsiano A como,

d(A) = d(T(A)) = 3g — 3+ 7.

Si A C A’, entonces la inclusién i : A — A’ induce una funcién i* : T(A) = T(A) , ['] = [/ o i]. Por
lo tanto, existe una incrustacién natural de un espacio Teichmiiller en otro como sigue:

Teorema 21. [16] Sean A y A’ dos grupos Fuchsianos tales que existe un monomorfismo i : A — A’
entonces la funcién inducida
i T(A) = T(A), [r]— [roil,
es una incrustaciéon isométrica.
El grupo de automorfismos exteriores de A actia en T(A) donde la acciéon de un automorfismo
externo w en T'(A) estd dada por [r] — [r ow]. El grupo de tales acciones, M(A) se conoce como el

Teichmiller modular group o el mapping class group.
El espacio de moduli de A se define como el espacio cociente

M(A) = T(A)/M(A) .

Recordemos el Teorema 13 del capitulo 1, que establece que dos grupos superficies I' y I, con signaturas
s(T") = s(I") = (g, —), corresponden a superficies de Riemann conformemente equivalentes si y sélo si,
[ y I son conjugados en PSL(2,R). Con esto en mente, se define el espacio de Teichmiiller T'(T") como
T, :=T(H/r(I')) y el espacio de moduli M(I") como M, := M(H/r(I')) . Usualmente denotamos M (I")
por M,. Volvamos al cubrimiento canénico T, — M,. Uno podria considerar, excepto si éste es un
cubrimiento ramificado, el conjunto de puntos fijos para un subgrupo G' C My,

TG:{[T] eT,|[r] =[row],we G}.

g

Del Teorema de Realizacién de Nielsen [18],[9], tenemos:
Proposicién 6. Si G C M, es finito, entonces TgG es no vacio.

Sea G C M, un subgrupo finito y [r| € TgG , entonces existe un grupo Fuchsiano A (recordar el
Teorema 17) tal que

A/T ~ Aut(H/r(I)) — M,

donde la imagen en M, es conjugada a G. Luego, la imagen en el Teorema 21 puede ser identificada
como sigue:
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Proposicién 7. [16],[18] Sean G y A definidos como antes, entonces

F(A) =T

Como hemos visto, los espacios de moduli son espacios cocientes de un manifold con accién de grupo
propiamente discontinua, o en otras palabras, son buenos orbifolds. Fuera del branch locus ellos son bien
descritos por los espacios de Teichmiiller. Por lo tanto estamos interesados en particular, en el branch

locus B, € M, del cubrimiento T, — M,. De la discusién anterior, notemos que (ver detalles en [9] y
en [18])

B,={X e M, : |Aut(X)| > 1}, g > 3.

3.2. Estratificacién Equisimétrica

Hemos visto que el branch locus B, consiste de superficies de Riemann con automorfismos de grupos
no triviales. Recordemos del capitulo 2, que dos acciones 61, 6, de G en una superficie X, son topoldgica-
mente equivalentes si existe ¢ € Aut(G) y x € Aut(A), tales que el siguiente diagrama es conmutativo

0
A"~

Denotaremos por B al subgrupo de Aut(A) compuesto de tales automorfismos.

Consideremos el grupo de automorfismos Aut(X) de superficies de Riemann X = H/I". G = Aut(X)
determina clases de conjugacién de subgrupos, G, de M, dada por acciones de G topoldgicamente equi-
valentes [9]. Llamemos G, o simplemente G, el tipo de simetria de X. Dos superficies son equisimétricas
si tienen el mismo tipo de simetria, es decir, sus grupos de automorfismos son conjugados en M,.

Observacién 7. Superficies que son conformemente equivalentes, claramente tienen el mismo tipo de
simetria , luego podemos hablar sobre el tipo de simetria de puntos en el espacio de Moduli.

Notemos que cualquier clase de conjugacién de subgrupos finitos de M, corresponde a un grupo de
automorfismos de superficies de Riemann. Por otra parte, debido a la cota de Hurwitz [Teorema 5] y
el hecho de que existe s6lo un nimero finito de s-vectores generadores de un grupo finito con cierta
signatura dada, solo hay un ntmero finito de posibles tipos de simetria de superficies de Riemann, y
por lo tanto, un nimero finito de clases de conjugacién de subgrupos finitos de M. Con las definiciones
anteriores, podemos dividir el branch locus B, en subconjuntos de clases de superficies de Riemann
equisiméticas. Denotemos el conjunto de superficies de Riemann equisimétricas con un tipo de simetria
dada, como el conjunto o estrato:

M[QS’G’G} ={X € B, : Aut(X) top. equivalente a G (dado por )},

donde s es una signatura y 6 es el epimorfismo que describe la accién del grupo G. Si queremos podemos
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reemplazar 6 por vector generador en la notacion si es mas cémodo. M 5G] g el conjunto de clases de
superficies, con grupo completo de automorfismos, induciendo la smletrla G.

También definimos M[;’G’(ﬂ, como el conjunto de superficies, tales que el grupo de automorfismos
contiene un subgrupo en la clase definida por G. Esto es,

ﬂLS’G’G] ={X eB, : G C Aut(X), G’ top. equivalente a G (dado por )} .

Notemos que WLS’G’Q] es laimagen de i*(A) =T, gG bajo el cubrimiento T, — M. Esta descomposicién
de B, es una estratificacién como lo muestra Broughton en [9]:

Teorema 22. [9] Sea M, el espacio de moduli de superficies de Riemann de género g. G un subgrupo
finito del correspondiente grupo modular M,. Entonces:

1. ME’G’O] es una subvariedad algebraica de M, cerrada e irreducible.

2. MES’G’G] si este es distinto de vacio, es una subvariedad algebraica de M, localmente cerrada,

[5,G,0]

A ALS , . .
conexa, suave y densa en M, con la topologia de Zariski.

Si bien en la préactica utilizamos las acciones de los automorfismos de A para mostrar que dos grupos
de automorfismos de superficies de Riemann son topoldgicamente equivalentes, a menudo podemos
distinguir grupos de automorfismos no equivalentes sin calcular explicitamente todas las acciones de B
al considerar las clases de conjugacion de los elementos elipticos.

Ejemplo 19. [1] Consideremos el grupo de los cuaternios Qs = (i,j|i> = j° = —1,ij = —ji) y la
signatura s = (0;4,4,4,4). Con la férmula de Riemann-Hurwitz, encontramos que Qg puede actuar con
la signatura s en sobre superficies de Riemann de género g = 5. En efecto,

3 3 3 3
g 8< +4+4+4+4)<:>g §«<=g=5

Existe un total de 144 acciones de grupos inducidas por (Jg con signatura s. Sin embargo, la accién
de Aut(Qg) ~ S, sobre el conjunto de vectores generadores nos permite obtener 144/ \S4| = 6 clases,

representadas por los vectores: (Zv iajaj)a (iajv _i7j)7 (iajaja Z)7 (iaja i7 _]>7 (@ja .]7 _7’) y ( j ])

Sean B, los elementos en B definidos por x; — i1, Tit1 — Jrllxixzqu, se tiene lo siguiente:

By(iyi,4,4) = (i, —jij, 3) = (i, 5, =i, J),

Bs(i, j, —i,4) = (i, 3,3, 3ij) = (i, 3,3, 1),

Bs(i, j, j, i) = (i,j,@} —iji) = (4,4,1, —j),
Bs (i, j, i, —j) = (i,J} gig) = (i, J, =3, =),
By(i, j, =i, j) = (i, =1, =iji, j) = (i, =i, —j, J).

Con esto podemos concluir que sélo existe un tipo de simetria de Superficies de Riemann dado por el
grupo de los cuaternios Qg con signatura (0;4,4,4,4).
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3.3. Contencion de estratos

Cuando tenemos acciones maximales de ciertos grupos que actian en superficies de Riemann de
género g. Sabemos que cada accién maximal 6 se corresponde con un estrato no vacio M[gS’G’H} (o MLS’G’”}
si se quiere citar el vector generador v asociado a la accién #). Sean 0; : Ay — Gy 0y : Ay — H, dos

acciones maximales sobre una superficie de Riemann de género g, si H < G y el vector generador inducido
: : . T 151,.G0] _ —ls2,H,02]
(asociado a 6) es equivalente con el vector generador asociado a 6, entonces M, cM, :

Si tenemos las acciones 0; : A; — G; v 0 : A — G, como en el diagrama, en donde G; < G

0,0;

, ——[s(A1),G1,01] _ ——[s(A2),Ga,0 - :
podemos extender éste para encontrar ME;( R N MLS( 2),Ga.e] usando la siguiente torre de cubri-
mientos:

Y =H/T,

o R
H/A b fo H/As
H/A

Tenemos las extensiones A de A; = 071 (G) y Ay = 071(Gy), vy G de G y G5 tales que O|a, = 01 y
0|a, = 02. Ahora, 0;, i = 1,2 no es una accién maximal si las dimensiones (Teichmiiller) de A y A; con
1 = 1,2 son iguales, de otra manera, obtenemos que los estratos inducidos por #; contienen los estratos
inducidos por 6.



Capitulo 4

Estratificacion equisimétrica de M, y My

El branch locus B, consiste de las superficies de Riemann con simetrias, es decir, superficies de Rie-
mann con grupo de automorfismo no trivial (excepto cuando g = 2, donde B, consiste de superficies
con grupo de automorfismo Zs). Harvey [18] alude a la existencia de la estratificacién equisimétrica del
espacio de Moduli M, de superficies de Riemann de género g, cada estrato esta formado por los puntos
del espacio de Moduli correspondientes a superficies equisimétricas. Recordemos que dos superficies de
Riemann X e Y de género ¢ son equisimétricas si sus grupos de automorfismos determinan subgrupos
finitos conjugados en el grupo modular de género g, es decir, las acciones de sus grupos de automorfismos
son topoldgicamente equivalentes.

Brougthon mostré que la estratificacién equisimétrica es en efecto, una estratificacion de B, por sub-
variedades algebraicas cuyo interior, si es no vacio, es una subvariedad algebraica de M, suave, conexa,
localmente cerrada y densa en el estrato (con la topologia de Zariski).

En este capitulo mostraremos la estratificacién equisimétrica del branch locus B,y de My y la estratifi-
cacion equisimétrica del branch locus By de Mg motivada por el ejemplo 2.6.3, cuando el género de la
superficie cociente es 0. Los resultados que mostraremos fueron obtenidos con la ayuda del programa
SAGE [29] y la rutina o algoritmos para llegar a los resultados de género 4 y 9 se ensenaran en los
capitulo 5 y 6 respectivamente.

Para el caso de M, mostraremos las contenciones e intersecciones entre todos los estratos inducidos por
las acciones maximales recuperando asi los resultados de [3] con nuestras técnicas y algoritmos desarro-
llados para esta tesis. Para el caso de Mgy mostraremos las contenciones e intersecciones de los estratos
asociados a todas las acciones de Zg, la motivacion fue continuar el estudio presentado en el ejemplo
2.6.3, capitulo 2.

El algoritmo que utilizamos para obtener las estratificaciones se basa principalmente en los siguientes
pasos:

1. Primero encontramos las posibles signaturas de grupos Fuchsianos que uniformizan X4/G y Xo/G,
donde X, y Xy son superficies de Riemann de género 4, respectivamente 9, y G es el grupo de
automorfismos de Xy, respectivamente Xy. Usando la lista de Singerman [27] destacamos cudles
signaturas son maximales.

2. Calculamos los epimorfismos 6 : A — G, donde ker(d) = I' es un grupo Fuchsiano de superficie
que uniformiza una superficie de género 4, respectivamente 9. Obtuvimos los epimorfismos y los
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vectores generadores asociados.

44

3. Clasificamos las acciones obtenidas anteriormente, médulo equivalencia topoldgica, encontrando

las clases de vectores generadores bajo la accién de B x Aut(G).

4. Obtuvimos las acciones maximales y los estratos no vacios asociados.

5. Finalmente calculamos la inclusion e interseccion entre los diferentes estratos usando el Teorema

16.

Observacién 8. Cada punto del algoritmo anterior se programé en SAGE, para mas detalles revisar

[7].

4.1.

Estratificacion equisimétrica de M,

El objetivo es aplicar nuestras técnicas y algoritmos computacionales (SAGE) para reobtener la es-
tratificacién en [3].

Usando la férmula de Riemann-Hurwitz obtenemos las siguientes posibles signaturas para grupos
Fuchsianos A que uniformizan orbifolds X, /G, donde X, es una superficie de Riemann de género 4 y G
es un grupo de automorfismos de Xj.

Sea A un grupo Fuchsiano y G un grupo finito. Si existe un epimorfismo 0 : A — G tal que ker(6)
es un grupo superficie de género 4. Entonces A tiene una de las siguientes signaturas.

’ |G| \ Signatura \ |G| \ Signatura \ |G| \ Signatura
2 1(0,2,2,2,2,2,2.222,2) | 2 | (1,2,22,2,2,2) | 2 (2:2,2)
3 (0;3,3,3,3,3,3) 3 (1:3,3,3) 4| (0:4,4,4,4,2)
4 (0:4,4,2,2,2,2) 4](0;2,2,2,2,2,2,2) | 4 (1,2,2,2)
5 (0;5,5,5,5) 6 | (0:3,3.3,2,2) | 6 |(0:2,2,222,2)
6 (0;6,6,6,2) 6 (0;6,6,3,3) 6 | (0:6,3,2,2,2)
6 (0:3,3,3,2,2) 8 (0;8,8,2,2) 8 | (0:4,2,2,2,2)
8 (0:4,4,4,2) 9 (0;9,9,9) 9 (0;3,3,3,3)
10 (0;5,5,2,2) 10 (0; 10, 10, 5) 12 | (0;12,12,3)
12 (0:12,6,4) 12 (0:3,3,3,2) 12| (0;6,3,2,2)
12 (0;2,2,2,2,2) 12 (0:6,6,6) 15 | (0;15,5,3)
16 (0; 16, 16,2) 16 (0:8,2,2,2) 16 (08,4, 4)
18 (0;18,9,2) 18 (0:6,6,3) 18 | (0:3,3,2,2)
20 (0;5,4,4) 20 (0;5,2,2,2) 20 | (0;10,10,2)
24 (0:6,4,3) 24 (0;12,6,2) 24 | (0;4,2,2,2)
32 (0;16,4,2) 36 (0:4,4,3) 36 (0:6,6,2)
36 (0;3,2,2,2) 36 (0:6,3,3) 40 | (0;10,4,2)
60 (0;5,5,2) 72 (0;6,4,2) 72 | (0;12,3,2)
120 (0:5,4,2)

Tabla 3: Signaturas dadas por la acciéon de un grupo finito G en Xj.
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Las signaturas ennegrecidas son maximales segiin Singerman.

Observacién 9. En nuestra tabla hay signaturas de género distinto de cero las cuales logramos iden-

tificar por medio de acciones inducidas. En el capitulo 5 se mostrara como aparecen algunas de ellas
utilizando SAGE [29].

Las acciones maximales las resumimos en la siguiente tabla, en la que se muestra ademas explicita-
mente el vector generador (representante de clase) asociado:

’ Grupo \ Accion \ Vector generador
Zo 0:A(0;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2) 2 Zy | vy = (a ",a aaaaaaaah)
Zs 0, : A0;3,3,3,3,3,3) = Zs wy = (a,a,a,a,a,a)
0y : A0;3,3,3,3,3,3) = Zs wy = (a,a,a,a ' a "t at)
7y 01 : A0;4,4,4,4,2) — Zy up = (a,a,a,a ", a>
Oy : A(0;4,4,2,2,2,2) — 74 uy = (a,a” a3 a % a % a™?)
Zo X Lo 01 : A0;2,2,2,2,2,2,2) — Zy X Zy tt=(a " aata,a b a b
0y 0 A(0;2,2,2,2,2,2,2) — Zy X Ly ty=(ata a0 0 b e Y
Ss 0y : A0;3,3,3,2,2) — S5 m = (b,b,b,a ", a ")
0y : A(0;2,2,2,2,2,2) — S m=(a"ataa a0 a b
Zs 0, : A(0;6,6,6,2) — Zg k1 = (ba,ba,ba, b ")
0y : A(0;6,3,2,2,2) — Zg ke = (ba,a™ b7 b7 b7
05 : A(0;3,3,3,2,2) — Zg ks = (a,a,a,b”,b71)
D, 01:A0;4,2,2,2,2) — Dy p=0Ta 00 b e e
Oy : A(0;4,2,2,2,2) — Dy pe = (b ra b7 et e a e
Qs 0:A0;4,4,4,2) = Qs v=(ba,btat,c )
VAL, 0:A0;12,6,4) — Zqo €= (ba,b'a?,a)
Ay 0:A(0;3,3,3,2) = Ay w = (a,a,ca,b” c’l)
Dg 01 : A(0;6,3,2,2) = Dg pr = (cb,c,a™ b te ta™T)
0y : A(0;2,2,2,2,2) — Dg po= 0"t ata cta b e e
Ze X Ly 0:A(0;6,3,2,2) = Z¢ X Zsy o= (b~ aal,cfl,c T~ 1)
Dy 0:A(0;8,2,2,2) — Dy s=(a b d b atdh)
Dqo 0 : A(0;5,2,2,2) — Dy w=(c,baa b e
SL(2,3) 0:A(0;6,4,3) — SL(2,3) (= (ad ', c b a e
Sy 0:A0;4,2,2,2) — Sy o= (aTcta b 1a_l,b Yo~ ta™)
QD32 0 : A(0;16,4,2) — QD32 V= (ab,a,a b Ta™t)
S3 x S3 0:A(0;3,2,2,2) — S5 x Sy (= (de,b " a a b e N d T
(Zyo X Zy) X Zy | 0 : A(0;10, 4, 2) (Zyo X Zg) ¥ Zsy §=(dva b a e dT)
(S3 % S3) X Zs 0:A0;6,4,2) — (55 x S3) X Zs o= (ea,b'd Ta ", b7 TcT)
Z3 x Sy 0:A(0;12,3,2) — Z3 x Sy A= (dba, b~ et a_lc_l,d_l)
S5 0:A(0;5,4,2) — Ss T = (b, b_2ab,b a 'b)

Tabla 4: Acciones de signatura maximal y vectores generadores asociados cuando g = 0.

., . , 5,Gv
Ahora, sabemos que a cada accion maximal € le corresponde un estrato no vacio ML I Luego los
estratos equisimétricos del branch locus B, son los siguientes.
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’ Estrato \ Dimensién \ Estrato \ Dimensién ‘
M50;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Zwl] 7 M£(1;2,2,2,2,2,2),22,v2] G
ML(2;2,2),Z2,U3] 5 ML(0;3,3,3,3,3,3),23,w1] 3
M§0;3,3,3,3,3,3),Zg,w2] 3 M£(1;3,3,3),Z3,w3] 3
Mgo;4,4,4,4,2),z4,u1] 5 Mgo;4,4,2,2,2,2),z4,uz} 3
ML(O;2,272,272,272)722ng,tl] 4 ML(O;Q,Q,Q,Q,Q,Z,Z),ZQXZQ,iQ] 1
M§1;2,2,2),22x22,t3] 3 ML(0;3,3,3,2,2),53,771] 9
Mgo;2,2,2,2,2,2),53,n2] 3 ML(O;6,6,6,2),26,51] 1
Mgo;ﬁ,s,z,m),zﬁ,@] 5 MZ[L(O;3,3,3,2,2),Z<3,I€3} 9
M£(0;4,2,2,2,2),D4,m] 9 M§0;4,2,2,2,2),D4,u2} 9
MEL(O;4,4,4,2),Q8,I/] 1 M£(0;12,6,4),le,£] 0
ML(0;3,3,3,2),A4,W] 1 ML(O;G,?,,z),DG,pl} 1
ML(0;2,2,2,2,2),D6,,)2] 5 ML(O;ﬁ,B,Z,Q),Z@XZg,g} 1
M£(0;8,2,2,2),D8,§} 1 ML(0;5,2,2,2),D10,LU} 1
MEL(O;6,4,3),SL(2,3),Z] 0 M£(0;4,272,2),S4,p] 1
M£(0;16,4,2),QD32,19] 0 ML(O;3,2,2,2),S;:,><S3,(] 1
ML(O;IOA,Q),(ZNXZQ)NZQ,(S] 0 M£(0;6,472),(S3><S;;)><IZQ,0] 0
ML(O;12,3,2)723><S4,)\] 0 ML(0;5,4,2),55,T] 0

Tabla 5: Estratificacion equisimétrica de M, obtenida por nuestra rutina en SAGE.

Observacién 10. Esta tabla incorpora cuatro estratos correspondientes a acciones maximales de sig-
naturas en donde el género de la superficie cociente es distinto de cero, estos estan caracterizados por
los vectores generadores inducidos que pudimos detectar al aplicar nuestra rutina SAGE para el caso de
estratificacion equisimétrica de My. Los vectores generadores que agregamos son vy = (a,a,a,a,a,a),
v3 = (a,a), ws = (at,a t,a ) yts=(b""a" ', a 'b!). Para més detalles, ver el siguiente capitulo.

Cuando consideramos la clausura de cada estrato, pueden existir contenciones e intersecciones entre
ellos. A continuaciéon mostramos éstas como resumen de los resultados obtenidos en SAGE. El detalle
de la obtencién de estos resultados se mostraran con la rutina expuesta en el capitulo 5.

[(0:4,4,4,4,2),Z4,u1] [(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]

M4 M4 )
M40’4’4’2 12,2,2),Z4 us] /\/l40 2,2,2,2,2,2,2.2,2.2) 7o v1] ,

/\/140’2’2 12,2,2,2.2) 7o X g 1] /\/142’2’2 T3] ./\/140’2’2 12,2,2,2,.2,2,2.2) 7 v1] ’
./\/140’2’2 12,2,2,2,2) 7o X Lo o) ./\/14 (1:2,2,2,2,2,2),Z2,v] ./\/142’2’2 Z2,03] 7
/\/l40 :3,3,3,2,2),55,m1] M[(073,3 3,3,3,3),Z3,ws] " M42,2,2) Zo,v3) 7
/\/l40 :3,3,3,2,2),53,m2] /\/l4 [(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2] A WL@;Q’QLZZ’U?’] ,
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[(0:6,6,6,2) . Zo.r1] _ ——1(1:3,3,3),Zs,ws] _ ——(1:2,2,2,2,2,2),Z2,02]
i c Al ,
—1(0:6,3,2,2,2), Z6 k2] ——1(1:3,3,3),Z3,ws] (0;2,2,2,2,2,2,2.2,2.2) 75 1]
M c M. M ,
——1(0;3,3,3,2,2),Z¢,x3] ——1(0;3,3,3,3,3,3),Z3,w1] —1(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]
i c M\ A ,
[(0:4,2,2,2,2), Dy u1] —[(152,2,2),Z X Za 3] (0:2,2,2,2,2,2,2), 72 X Zog 2] (2:2,2),Z2,v3]
s i N i
[(1 2, 2 2 27272) 2277}2]
n M, ,
[(0:4,2,2,2,2), D, i2] [(0:2,2,2,2,2,2,2) 7 X Lo 1] [(034,4,2,2,2,2), Z4,us] [(2:2,2),Z2,v3]
i s Vi A
((0:2,2,2,2,2,2,2,2,2,2) Z2,01]
N ./\/14 )
—[(0;4,4,4,2),Qs,7] [(054,4,2,2,2,2) 74 ,us] [(0:2,2,2,2,2,2,2,2,2.2) Z3,v1]
M c M A ML ,
—(0:12,6,4),Z12,6] _ ——[(0:6,6,6,2),Z6,k1] [(0:4,4,442) Zaur] | S(153,33) Zg wi=(a,00)] | rl(12:2.2,2,2.2) %20
i c M i Wi A ,
——1(0;3,3,3,2),A4,w] ((1;2,2,2),Zo X Z2,t3] ——1(1;3,3,3),Z3,w4] ——1(2;2,2),Z2,v3]
M c M A ML A M ,
(0:6,3,2,2), D, p1] ((0:3,3,3,2,2),53,m1] (12222) 22X T ts] | A[(03333:3.8) Za,wa] | 7l(22.2) 2,09
i c M N N N ! |
——1(0;2,2,2,2,2),Ds,p2] ——1(0;2,2,2,2,2,2) 53,772] (0;2,2,2,2,2,2,2),Zo X Z2,t2] (1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2] ——1(2;2,2),Z2,v3]
i c M A A A ,

[(0;6,3,2,2),Z¢ X Z2, 0] [(0;3,3,3,2,2), 76, k3] [(0;2,2,2,2,2,2,2) 7 X 72 2] [(0;3,3,3,3,3,3),Z3 w1]

M, - /\/l4 ﬂj\/l4 ﬂj\/l4
[(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2] [(2;2,2),Z2,v3]
N ./\/l4 ./\/14 )
——1(0;8,2,2,2),Ds <] ——[(014,2,2,2,2), D4,u2] [(0:2,2,2,2,2,2,2) Zs ><Zg,t1] [(0:4,4,2,2,2,2),Z4 ]
M, c M, /\/l4 /\/l4
(0;2,2,2,2,2,2,2,2.2,2) 7 v1] [(2:2,2),Z,v3]
N /\/14 N /\/l4 )
[(0:6,4,3),5L(2,3) 4] [(034,4,4,2),Qs,v] _ ——1{(0;6,3,2,2,2),Z¢,k2] _ ——1(0;4,4,2,2,2,2), 247u2] [(1;3,3,3),Z3,w3]
./\/l4 M4 NM, NM, /\/l4

[(052,2,2,2,2,2,2,2,2,2),Z,v1 ]

ﬂ/\/l4 )
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[(055,2,2,2),D10,w]

(0:2,2,2,2,2,2,2), Z2 X Lo t1] (0:2,2,2,2,2,2,2,2,2,2) Zs 01 [(2:2,2),Z2,3]
M c M. A s ,
[(054,2,2,2),54,¢] [(04,2,2,2,2), Dy p1]  ——(0;2,2,2,2,2,2),83.m2] _ ——[(1;2,2,2),Zo x Za t3]
M M A M. A M
[(0:2,2,2,2,2,2,2) 7 X Lo 2] [(2:2,2),Z2,v3] _ ——[(1;2,2,2,2,2,2) 72,02
n M A M4 N M, ;
—1(0;16,4,2),Q D32,9] [(0;8,2,2,2),Dg,s] [(0;4,4,4,2),Qs,v] ——1(0;4,2,2,2,2),D4,p2] [(0;2,2,2,2,2,2,2),Z2 X Z2,t1]
M c MO A A M A A
[(0:4,4,2,2,2,2), 24 us)] [(0:2,2,2,2,2,2,2,2,2,2) Zov1]| _ ——1(2:2,2),Z2,v3]
n MO A ML A M ,
_[(0;3’27232)1S3><S37C} 072723272 2) D6’P2] 01272 2,2,2 2) S37772] [(0 3,3,3,2 2) 537771 0 2,2,2,2 21272) Lo XZ27t2]
M c M A M A M i
0 3 3 3 3 3 3) Z3,’UJ1] (1,2,2 2 2,2,2) ZQ,’UQ] 2,2,2) Zg,vg}

n MO nM, nM,

)

0;10,4,2),(Z10 X Z2) % Z2,8 0;5,2,2,2), D10, 0:4,2,2,2,2), D4, (052,2,2,2,2,2,2) 7o X Zo,
M[( )s(Z10xZ2) % Z2,0] M[( )s mw]ﬂ./\/l[( ):Da,p2] ﬂ./\/l4 )Lz X L2 1]

[(0:4,4,2,2,2,2) Z.4,uz] (2:2.2).22,05)  rl(0:2.222:2.2.2,2,2,2) T 1]
N Ml i A ,
_[(0;3727272)7(53XS3)><ZQ7O} 0 3 27272) SJXS&C] 072727272 2) D67P2] 0 6,3,2 2) D67p1] [(0 4,2,2,2 2) D4}
i c M® A A A A
[(0:2,2,2,2,2,2),53,772] [(0:3,3,3,2,2),55,m1] [(0:2,2,2,2,2,2,2) 7o Ty 1]
M4 A m gl ’
(1:2:2.2) 2% Tasta] [ (0333.3,39),Zaun] | S((22.2) 72,00] [(1;2,2,2,2,2,2),Z2,v2]
A M. A M s vis ,
—[(0;12,3,2),Z3 X S1,A] —1(0:4,2,2,2),54,¢] [(0:6,3,2,2),Z6 X Z2,0] [(0:6,3,2,2), Aq,c0] [(0:4,2,2,2,2), D4]
i c M A A A
—[(0:3,3,3,2,2), Z6 3] (0:2.2,2,2,2.2),S37m2] | 7l(1:2.2.2) 2 X2 (0:2,2,2,2,2,2,2) 72 X T 2]
n Ml A A Vi
——[(1;3,3,3),Z5,ws] (033:3:888.8) B wn] | rl(2:2.2) Za.0s) | r(1:2.2,2,2,2.2) Zayv0]
Nl A s A ,
[(0:5,4,2),55,7] ——[(0:4,2,2,2),54,¢] [(0:2,2,2,2,2), Dg,p2] (034,2,2,2,2),D4] _ ——1(0;2,2,2,2,2,2),55,172]
Vi M A A A
(1;2,2,2),Z2 X Z2,t3] ——1(0;2,2,2,2,2,2,2),7,0 X Z2,t2] —1(1;2,2,2,2,2,2),Z2,t2]
n /\/l4 A M A M

27272 2271)3]

n M,
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Por medio de SAGE hemos recuperado la informacién presentada en [3]. Aquel documento muestra
la estratificacién equisimétrica de M, obtenida por medio de un algoritmo programado en GAP. Hay
pequenas diferencias, por ejemplo con SAGE logramos obtener la contencién:

[(0:3,3,3,2,2),53,72] M(1222222)Z2,v2] 1(2;2,2),Z2,v3] ,

M,

y en [3] se muesta que:

ﬂ/\/l4

[(0;3,3,3,2,2),53,m2] (1222222)Z2,v2]
./\/l

M,

La diferencia apunta a la presicion, pero ambos resultados son correctos.

También se puede comparar lo siguiente, una de las contenciones que tenemos es:

[(0:6,3,2,2), Dg,p1] [(0;3,3,3,2,2),53,m1] [(0:3,3,3,3,3,3),Z3,ws] [(2:2,2),Z2,v3]

M4 M4 M [(1;2,2,2),Z2 X Z2,t3] N M4 N M4 :

pero

[(0:3,3,3,2,2),53,m1] M[(0333333) Zs3,w3] A ./\/l [(2:2,2),Z2,v3]

M,

por lo que podemos afirmar que

)

M[(06322) De,pl] M[(033322) 53,771 mM 1222) ZgXZz,t3]
4 .

Este tltimo resultado es mds conciso y es el presentado en [3], lo cual es una muestra mas de la
reobtencién de los resultados.

——1(0:4,2,2,2.2) Dy 1y ]
M,

[(0;4,2,2,2,2),Dy4,p2]

M,

—[(0:16,4,2),Q D329
M-I:{ 116,4,2).Q |

[(0:4,2,2.2),54.0]

— M,
- H[{U;ﬁ,?,?ﬁ}.ﬂﬂ.,ﬁl
: |

——{(0:10,4,2),(Z10 X Z2) ¥Z2.0]

— M.;

4, D 4, D
Figura 4.1: Representacion de los estratos contenidos en M[(O 22:22),Daspu] y M 40 2222 D]
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4.2. Estratificacién equisimétrica asociada a la accién de Zg

en M,

Con el fin de completar el estudio de las acciones de Zg en género 9 iniciado en [10] y mostrado en el
ejemplo 2.6.3 calcularemos la estratificacion equisimétrica correspondiente a la accién de Zg en Mgy con
signatura (0;8,8,4,4,4). La informacién que entregaremos es en base a los célculos obtenidos en SAGE,
que se muestran en detalle en el capitulo 6.

Usando la formula de Riemann-Hurwitz se obtendran las posibles signaturas para grupos Fuchsianos
A que uniformizan orbifolds Xy/G, donde Xy es una superficie de Riemann de género 9y G es un grupo
de automorfismos de Xj.

Sea A un grupo Fuchsiano y G un grupo finito. Si existe un epimorfismo 6 : A — G tal que ker(6) es
un grupo superficie de género 9, y la superficiente cociente tiene género 0. Las signaturas y érdenes de
G estan en la siguiente lista. Mds atin esta es la lista completa de grupos finitos actuando en género 9.
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1G] | Signatura 1G] | Signatura 1G] | Signatura
2 (0;2, 20, 2) 3 (0;3, 1L, 3) 3 (0;3,3,3,3,3,3)
3 (1;3,3,3) 4 (0:4,.8.,4) 4 (0:4,4,4,4,2)
4](0,4,4,4,4,4,4,2,2,2) | 4 | (0:4,4,4,4,2,2,2,2.2.2) | 4 | (0:;4,4,2,2,2,2,2,2,2,2,2)
4 (0;2, 12, 2) 6 (0;3,3,3,3,2,2,2,2) 6 (0:3,2,2,2,2,2,2,2,2)
6 (0:6,6,6,6,6,2) 6 (0:6, 6.6, 6,3, 3) 6 (0:6,6,6,3,2,2,2)
6 (0:6,6,3,3,3,2,2) 6 (0:6,3,3,3,3,3,2) 6 (0:6,6,2,2,2,2,2,2)
6 | (0:6,3,3,2,2,222) | 6 (0;3,3,3,3,2,2,2,2) 7 (0;7,7,7,7,7)
8 (0:8,8,8,8,2) 8 (0:8,8.4,4,4) 8 (0;:8,8,4,2,2,2)
8 (0:4,4,4,4,2,2) 8 (0:4.4.2.2.2.2,2) 8 (0;2,.8.,2)
9 (0:9.9.3.3 3) 10 (0:5,5,2,2,2,2) 10 (0;10, 10, 10, 10)
10 (0;10,10,5,2,2) 10 (0:5,5,2,2,2,2) 12 (0:6,4,4,2,2)
12 (0:4.4,3.3,2) 12 (0:12,12,6,3) 12 (012,12, 4, 4)
12 (0:12,6.6,4) 12 (0;12,12,2,2,2) 12 (0;12,4,3,2,2)
12 (0:4,4,3,3,2) 12 (0:3,3,3,3,3) 12 (0:3,3,2,2,2,2)
12 (0:6,6,3,2,2) 12 (0;6,2,2,2,2,2) 12 (0;3,3,2,2,2,2)
14 (0;14,7,7,2) 15 (0:15,5,3,3) 16 (0;4,4,4,4)
16 (0:4,4,2,2,2) 16 (0;8,8,4,2) 18 (0;2,2,2,2,2,2)
18 (0;9,2,2,2,2) 18 (0;18,18,2,2) 19 (0; 19, 19, 19)
20 (0;5,4,4,2) 20 (0; 20, 20, 10) 20 (0; 10,10, 2, 2)
20 (0:5,2,2,2,2) 21 (0;21,21,7) 24 (0;12,8,8)
24 (0;24, 24, 4) 24 (0;24,8,6) 24 (0;3,3,3,3)
24 (0;12,4,2,2) 24 (0;4,4,3,2) 24 (0;3,2,2,2,2)
24 (0;6,6,2,2) 24 (0:6,3,3,2) 97 (027,27, 3)
28 (0;28,7,4) 30 (0; 30,10, 3) 32 (0:8,8,4)
32 (0;4,4,2,2) 32 (0:2,2,2,2,2) 36 (018, 4, 4)
36 (0;36,36,2) 36 (0;18,2,2,2) 38 (0;38,19,2)
40 (0; 10,4, 4) 40 (0:10,2,2,2) 40 (0; 20,20, 2)
49 (0;21,14,2) 48 (0;24,8,2) 48 (0;6,2,2,2)
48 (0;6,4,4) 48 (0;12,12,2) 48 (0;3,3,2,2)
48 (0;12,4,3) 48 (0:6.6,3) 57 (0;19,3,3)
60 (0;5,5,3) 64 (0:8,8,2) 64 (0: 4,4, 4)
64 (0;4,2,2,2) 72 (0;36,4,2) 80 (0;20,4,2)
96 (0:6,3,3) 96 (0;12.4,2) 96 (0:4,4,3)
96 (0;6,6,2) 96 (0:3,2,2,2) 120 (0;6,5,2)
128 (0;8,4,2) 160 (0;5,5,2) 192 (0;12,3,2)
192 (0;6,4,2) 320 (0;5,4,2)

Tabla 6: Signaturas dadas por la acciéon de un grupo finito G en Xj.
Las signaturas ennegrecidas son maximales, aplicando el Teorema de Singerman [27].

Las acciones maximales de Zg las resumimos en la siguiente tabla, en la que se muestra ademas
8 y
explicitamente el vector generador (representante de clase) asociado:
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’ Grupo \ Accién \ Vector generador ‘
Zg 01 : A0;8,8,4,4,4) — Zg w, = (a,a,a”, a*, a’)

Oy : A(0;8,8,4,4,4) — Zg wy = (a,a,a* a2 a?)

05 : A(0;8,8,4,4,4) — Zg ws = (a,a >, a* a* a™?)

0y A(0;8,8,4,4,4) — Zg wy = (a,a2,a % a2, a”?)

05 : A(0;8,8,8,8,2) — Zg ws = (a,a,a,a,a*)

06 : A(0;8,8,8,8,2) — Zg we = (a,a,a®,a* a*

97 : A(O 8,8,8,8,2) = Zsg wy = (a,a,a>,a>, a?)
A(0;8,8,4,2,2,2) = Zs | ws = (a,a,a*,a*,a* a*)
A0;8,8,4,2,2,2) = Zs | wy = (a,a %,a" % a* a* a?)

Tabla 7: Accion de Zg en Xy con signatura maximal.

Esta informacién corrobora que existen 4 acciones topolégicamente no equivalentes de Zg en una
superficie de Riemann de género 9 con signatura (0;8,8,4,4,4), resultado que se obtuvo en el ejemplo
2.6.3. Ahora queremos entender cémo estan estos estratos en By, es decir qué estratos los contienen, se
intersectan, etc.

Ahora, sabemos que a cada accién maximal 6; con ¢ € {1,2,3,4} le corresponde un estrato no vacio

g W05 . ., . , . .
Mg[)s il de dimensién 2. Luego las cuatro acciones topoldgicas no equivalentes 6y, 65,03 y 0, se corres-
ponden respectivamente con los estratos equisimétricos:

M[(0;8,8,474,4)7Zs,w1} M[(0;878,47474),Zs,wz] M[(0;8787474,4),stw3] y M[(0;87874v474),ls,w4]
9 ’ 9 ) 9 9 .

Considerando la clausura de los cuatro estratos de nuestro interés, sabemos que éstas pueden conte-
ner otros estratos, o éstas pueden estar contenidas en la interseccion de otros estratos. A continuacién
mostramos dichas contenciones e intersecciones como resumen de los resultados obtenidos en SAGE con
la rutina expuesta en el capitulo 6.

Para i € {1,2,3,4} mostramos los estratos contenidos en M[(OS S B,

M[(o :8,8,4,2),Zs x Za,v1=(a,b " a,a? b~ a=?)] [(0;8,8,4,4,4),Zs w1]

/\/l9 ,

[(0;8,8,4,2),Zs X Z2,v2=(a,b"La,a=2,b~1)] [(0;8,8,4,4,4),Zs w2]

My C M, )

:8,8,4,2),Zs 1 Za v3=(a,ba,c,b=1)] :8,8,4,4,4),Zg,ws]

M[(O M[(O ’

M[(08842 ZgxZa,v3=(a,ba,c,b"1)] M[(088444) ,Zg,wa4]

Y

——1(0;24,8,2),Zs X S3,v4=(eb,a" b~ 1d"t,a"td" e )] M[(o :8,8,4,4,4),Zg w1]
9

0;24,8,2),Z24 X7, v5=(eb,b™"a™",a” "e~ 0;8,8, 8,W3
4 Zioa X7 bb la"tale 1 4,4,4),7

Mg C Mg b
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——[(0;24,8,2),Z24 X Z2,v5=(eb,b"ta"t,a e~ )] [(0;8,8,4,4,4),Zs
M, Mg

Por dltimo, para i € {1,2,3,4} los estratos M90 18,8,4,4,4) g w]

[(0:8,8,4,4,4),Zg w1

04’ , Z47(aa 7a’ 3 2a ,
ML c M. A ML

0.47'8' 74)7Z4’(a7a7a7a7a_1 70’_1 7a_1 7a_1)]

[(0;8,8,4,4,4),Zs w2

M, N M,

M[(O;8,8,4,4,4),Zg,w3] M[(O 14,8.4),74,(a,a,a,a,a,a,a "1 ,a™ 1)) n mg(3;2,§,,2)722,(a,.g.,a)]

9

9

La siguiente figura representa los estratos contenidos en M,

[(0;8,8,4,4,4),Zs w;]

23

,’LU4]

estan contenidos en:

),Z2,(a,8.,a)]

Y

[(3;2,8.,2),Z2,(a,8.,a)]

Y

M[(0;8,8,4,4,4),Zg,w4] M[(O 14,8.,4),Z4,(a,a,a,a,a,a,a "1 ,a™ 1)) A ms[)(3;2,§.,2),Z2,(a,.?.,a)] .

para i € {1,2,3,4}.

—[fﬂ.&ﬁ. 1.4.4),Eg, ‘i.ll.'ll —[{':];3_.3.'1.-1.4},3&..11-‘4]

9

(] 8,8.4,2),Ezx 3 ,11]

Figura 4.2: Representacion de los estratos contenidos en M9

\\\ U 24.8.2),Zg % S3,v4] \
M[[U :8,8,4,4,4),Zg,wa)
[(m& 8,4,4,4),Zg,ws]
—_— “U.H.H,‘L'ﬂ],ﬁ.gxﬁ_’.g 'E.z]
9 umsngmz”]

[(n 8,8.4.2).Zs ¥ Zp.v3]

[(0;8,8,4,4,4), Zg,wz]



Capitulo 5

Rutina SAGE para la Estratificacion

Equisimétrica de My

Utilizamos la herramienta computacional SAGE para obtener la estratificacion equisimétrica de
M,. La rutina a seguir para lograr la estratificacién, las contenciones e intersecciones entre estratos se
especificara en tres ejemplos concretos. Vale senalar que los algoritmos aqui usados consideran que el
género de la superficie cociente es cero. Mostraremos todos los resultados obtenidos por el programa o

rutina por medio de tabulaciones.

Los algoritmos aqui utilizados fueron programados por el prof. Antonio Behn, con nuestra colaboracion

en lo que a requerimientos se refiere.

Para comenzar, lo primero que debemos hacer es ingresar al programa The Sage Notebook version

8.2 con nuestro usuario y contrasena.

SD]E The Sage Notebook

Version 8.2

Welcome!

Sage is a different approach to mathematics software.

The Sage Notebook

With the Sage Notebook anyone can create, collaborate on, and publish interactive worksheets. In a worksheet, one can
write code using Sage, Python, and other software included in Sage

General and Advanced Pure and Applied Mathematics

Use Sage for studying calculus, elementary to very advanced number theory, cryptegraphy, commutative algebra, group
theory, graph theory, numerical and exact linear algebra, and more.

Use an Open Source Alternative

By using Sage you help to support a viable open source alternative to Magma, Maple, Mathematica, and MATLAB. Sage
includes many high-guality open source math packages.

Use Most Mathematics Software from Within Sage

Sage makes it easy for you to use most mathematics software together. Sage includes GAP, GP/PARI, Maxima, and
Singular, and dozens of other open packages.

Use a Mainstream Programming Language

You work with Sage using the highly regarded scripting language Python. You can write programs that combine serious

o4

Sign into the Sage Notebook v8.2

Username
Password

Sign in

Sign up for a new Sage Notebook account

Browse published Sage worksheets
(no login required)

Forgot password
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Podemos crear diversos trabajos, los que quedaran guardados en la ventana principal.

SDQE The Sage Notebook MiguelTello | Home | Published | Log |

Version 8.1

New Worksheet Upload Download All Active

| Archive || Delete || Stop || Download | Current Folder: Active Archived Trash
Active Worksheets Owner / Collaborators
M*([0;8,8,4,4,4].Z 8w _4), Genero 8 MiguelTello Share now
M*([0;8,8,4,4,4].Z 8,w_3), Genero 8 MiguelTello Share now
M~([0;8,8,4.4,4].Z 8w _2), Genero 9 MiguelTello Share now
M*([0;8,8,4,4,4].Z 8,w_1). Genero 8 MiguelTello Share now
Genero_9 MiguelTello Share now
écontenidos en M”([0:8.8,4,4,4],Z 8,w_i), Genero 9 ... MiguelTello Share now
M*(12,4),3=(D_6),3, [6,3,2,2], Genero 4 MiguelTello Shars now
M*(16,7),1=(D_8),1, Genero 4 MiguelTello Shzre now
M*(4,2),3=(Z_2xZ_2),3 , Genero 4 MiguelTello Shars now
M*(4,1),1=Z_4, [4.4,4.4,2] Genero 4 MiguelTello Shzrs now
Copy of Genero_4 MiguelTello Shars now
Miguel_2 admin / MiguelTello, anirejas Share now
Genero_4 MiguelTello Share now

Comenzamos la rutina identificando todos los grupos que actian en superficies de Riemann de género
4, en el que la superficie cociente es de género g = 0. La rutina grupos_que_actuan(4), tiene el listado
de grupos actuando en género 4 (de hecho se puede hasta género 10).

SDQE The Sage Notebook MiguelTello Toggle | Home | Published | Log |

Version 8.1

Genero 4
3st edited Aug 13, 2013, 11:48:11 PM by MiguelTello

File. .. v ||Action.. ¥ ||/Data.. ¥ ||sage v Typeset Load 3-D Live Use java for 3-D m m

[+ ]

load("/home/antonio/poly.sage")
load("/home/antonio/poly2.sage")
load("/home/antonio/grupos_gque_actuan.sage")

evaluate
ver 2018.83.16

ver 2018.86.27 (poly2)
[+ =]

grupos_que_actuan(4)

(rez, 11, [rz, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2111,

[[3, 11, [[3, 3, 3, 3, 3, 3111,

[[4, 11, [[4, 4, 4, 4, 2], [4, 4, 2, 2, 2, 2]]1],

[[4, 21, 12, 2, 2, 2, 2, 2, 2111,

[[5, 11, [[5, 5, 5, 5111,

[[6.? j']J [[3J 3J 3) ZJ 2]J [2, 2) 2J 2, 21 2]]])

[[GJ 2]J [[GJ 6J 6) 2]) [61 6, 3) 3]J [GJ 3) 2J 2J 2], [3) 3J 3, 2J

2111,
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([e. 1], [[&, 8, 2, 2]]],

([e. 21, [[4, 2, 2, 2, 2]]],

[[8, 4], [[4, 4, 4, 2]]],

([g. 1], [[%, 2. 9111,

([2. 21, [[3, 3, 3, 2]]],

[[1e, 1], [[5, 5, 2, 2111,

[[1e, 2], [[1e, 1@, 5], [5, 5, 2, 2]1],
([1z, 2], [[12, 12, 2], [12, 6, 4]]1],
[[1z, 2], [[3, 2, 2, 2]]1L.

([1z, 4], [[&, 2, 2, 2], [2, 2, 2, 2, 2]]],
[[1z, 5], [[6, &, 6], [6, 3, 2, 2]1],
([15, 1], [[15, 5, 3]]],

([1e, 1], [[1e, 15, 2]]],

[[16, 7], [[8, 2, 2, 2]]].

[[16, o], [[3, 4, 4]1],

([18, 2], [[18, 9, 2]]],

[[183 3]! [[5) '5_1 3].! [3) 3: 2.! 2]]])
[[18, 4], [[3, 3, 2, 2]]],

[[183 5]! [[5) '5_1 3]]]1

[[283 1]! [[5) 4_1 4]]]1

[[293 3]! [[5) 4_1 4]]]1

[[2e, 4], [[5, 2, 2, 2]]],

([2e, 5], [[1e, 18, 2]]],

[[24, 3], [[6, 4, 3]]],

[[24, 18], [[12, &, 2]]],

[[24, 12], [[4, 2, 2, 2]1],

[[32, 18], [[18, 4, 2]]],

[[36, 2], [[4, 4, 2111,

[[36, 18], [[6, &, 2], [3, 2. 2, 2]]1,
[[36, 11], [[e, 3, 3]]],

[[36, 12], [[e, 6, 2]]],

[[2e, 8], [[1e, 4, 2]]],

[[ee, 5], [[5, 5, 2]]],

[[7z2, 48], [[e, 4, 2]]],

[[72, 42], [[12, 3, 2]]],

[[1ze, 24], [[5., 4, 2]]]]

Cada grupo que actia puede tener una o mds signaturas. Por ejemplo el grupo (6,1) actia con
dos signaturas, (0;3,3,3,2,2) y (0;2,2,2,2,2,2). Podemos caracterizar de forma abstracta los grupos
[|G|,N°] de la Small Group Data Base (Base de datos de grupos comin a SAGE, MAGMA y GAP) por

medio del comando: G.structure_description().

G_1=SmallGroup(2,1)

G_1.structure_description()
e

o=

G_2=SmallGroup(3,1)

G_2.structure_description()
ey

0=

G_3=SmallGroup(4,1)

G_3.structure_description()
ca

[+ =]

G_4=5mallGroup(4,2)

G_4.structure_description()

'C2 x C2°
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’ ID \ Grupo \ Orden ‘
(2,1) Zo 2
(3,1) g 3
(4,1) Zy 4
(4,2) Ty X g 4
(5,1) Zs, 5
(6,1) S 6
(6,2) L 6
(8,1) g 8
(8,3) Dy 8
(87 4) QS 8
(9,1) Zg 9
(9,2) Zs X 73 9
(10,1) Dy 10
(10,2) Zo 10
(12,2) Lo 12
(12,3) Ay 12
(12,4) Dg 12
(12,5) L X Lo 12
(15,1) AL 15
(16,1) L 16
(16,7) Dy 16
(16,9) Q16 16
(18,2) 78 18
(18,3) Zs X S3 18
(18,4) | (Zs X Z3) X Zo 18
(18,5) Zg X 73 18
(20, 1) s X 7y 20
(20, 3) L X Ly 20
(20,4) Do 20
(20, 5) Zl() X ZQ 20
(24,3) SL(2,3) 24

(24,10) Zg x Dy 24
(24,12) Sy 24
(32,19) QD32 32
(36,9) (Z3 X Z3) X 7Ly 36
(36, 10) S3 X S3 36
(36,11) Zs X Ay 36
(36,12) Zg X S3 36
(40,8) | (Z1o X Z3) X Zo 40
(60, 5) As 60
(72,40) | (S3 x S3) X Zq 72
(72,42) Zg x S, 72
(120, 34) Ss 120

Tabla 8: Resumen de la identificacion de los grupos que actian en género 4.

o7
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Las signaturas de grupos que actian en superficies de Riemann de género 4 con g = 0 son:

G | Signatura | |G| | Signatura [ |G| ]| Signatura |
2 (0;2, 19, 2) 3 | (0;3,.6.3) | 4 |(0:4,4,4,4,2)
4](0:4,4,2,2,2,2) | 4 | (0;2,.7.2) | 5 | (0:5,5,5,5)

6 | (0:3,3,3,2,2) | 6 | (0:2,.5.2) | 6 | (0:6,6,6,2)
6 (0;6,6,3,3) 6 |(0:6,3,222) | 6 |(0:33,3,2,2)
8 (0;8,8,2,2) 8 | (0:4,2,2,2,2)| 8 | (0:4,4,4,2)
9 (0;9,9,9) 9 | (0:3,3,33) | 10 | (0;5,5,2,2)
10 | (0;10,10,5) | 12 | (0;12,12,3) | 12 | (0:;12,6,4)
12 | (0:3,3,3,2) |12 (0:;6,3,2,2) | 12| (0;2,.5.,2)
12 0:6,6,6 15 | (0:15,5,3) | 16 | (0:16,16,2)

16 (0; ,
6 18 | (0:3,3,2,2) | 20 (0;5,4,4)

( )

0:8,2,2,2) | 16 (0:8,4,4) 18 | (0;18,9,2)

18 (0;6,6,3)

20 | (0:5,2,2,2) | 20| (0;10,10,2) | 24 | (0:;6,4,3)
(
(
(

24 2,6,2) 24 | (0;4,2,2,2) | 32 | (0:16,4,2)
36 0:4,4,3) 36 | (0:6,6,2) | 36 | (0;3,2,2,2)
36 0:6,3,3) 40 | (0;10,4,2) | 60 | (0:5,5,2)
72 (0:6,4,2) 72 | (0:12,3,2) |120| (0:5,4,2)

—_

Tabla 9: Signaturas de los grupos que actian en X, con g = 0.

Observacién 11. Las signaturas ennegrecidas son maximales [27]. Mas adelante, cuando calculemos
vectores generadores inducidos, apareceran mas signaturas maximales asociadas a acciones de grupo
sobre superficies de Riemann de género 4, en donde el género de la superficie cociente es distinto de 0.
Estas tltimas las incluiremos en nuestros resultados.

Hasta el momento, conocemos los grupos que actiian en género 4 y las signaturas asociadas. Ahora,
podemos describir los generadores (escritos como permutaciones) de cada grupo y encontrar los vectores
generadores (representantes de clases), asociados a clases de equivalencia topoldgicas de acciones de
grupo por automorfismos holomorfos. Para ello, usaremos print G_1 (o simplemente G_1) y print
find_generator_representatives_as_words(G_1,[2,2,2,2,2,2,2,2,2,2]).

G_1=5mallGroup(2,1)
G_1.structure_description()

o
-+ =
print G_1

Permutation Group with generators [(1,2)]
[+ I

Seaa=a ! =(1,2).

L+
print find generator representatives as words(G_1,[2,2,2,2,2,2,2,2,2,2])

evaluate
[[a~-1, a™-1, &™~-1, a™~-1, a™~-1, a™~-1, a™-1, a™-1, a~-1, a"~-1]]

[+ 1=

Wector generador de (& escrito en términos del generador a.



CAPITULO 5. RUTINA SAGE PARA LA ESTRATIFICACION EQUISIMETRICA DE M, 59

En este ejemplo la accion correspondiente tiene asociado sélo una clase de vectores generadores,

representado por (a, !9, a).
Sin embargo, hay casos en que puede haber mas de una clase de vectores generadores, o equivalen-
temente, mas acciones topoldgicas no equivalentes.

G_2=5mallGroup(3,1)
G_2.structure_description()

IC3!
[+ W]
G 2

Permutation Group with generators [(1,2,3)]
L+ ]
print find_generator representatives as words(G_2,[3,3,3,3,3,3])

[[aJ a4, 8, 8, 8, E]) [a) a, a8, ah_lj a"\_ls an_l]]

Con esta informacién, obtenemos las acciones maximales, modulo equivalencia topologica:
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’ Grupo \ Accion Vector generador
Zsy 0: A0;2,.19.,2) = Z vy = (a1, 9 a ") = (a,.0,a)
73 0y : A0;3,.9.,3) = Zs wy = (a,.%.,a)
Oy : A(0;3,.6.,3) = Zs wy = (a,a,a,a " a " at)
7y 01 : A0;4,4,4,4,2) — Zy uy = (a,a,a,a” ", a"?)
Oy : A(0;4,4,2,2,2,2) — 7y uy = (a,a ,a % a % a % a?)
Zo X Ty 01 : A0;2,.7.,2) = Zo X Zo th=(" a aa,a b a7
Oy : A0;2,.7.,2) = Zo X Zo th=(a e a0 00 e Y
Sy 0, : A0;3,3,3,2,2) — S3 m = (b,b,b,a ", a1
Oy : A(0;2,.6.,2) — Ss n=("at aaam b a0
Zs 0, : A(0;6,6,6,2) — Zg 1 = (ba,ba,ba,b™ ")
0y : A(0;6,3,2,2,2) — Zg Ky = (ba,a™ b7 b7 b7
05 : A(0;3,3,3,2,2) = Zg ks = (a,a,a,b”,b71)
D, 0 : A0;4,2,2,2,2) — Dy b ta b b a e
Oy : A(0;4,2,2,2,2) — Dy po = (b ta 07 et e aT e
Qs 0:A(0;4,4,4,2) — Qs v=(ba,btat,c )
Lo 0:A0;12,6,4) — Zqo ¢ = (ba,b'a"?, a)
Ay 0:A(0;3,3,3,2) — Ay w = (a,a,ca,b” c’l)
Dg 01 : A(0;6,3,2,2) — Dg p1 = (cb,c,a” ,b1 Ta™1)
0y : A(0;2,2,2,2,2) — Dy =0bYata et b e e

Zg X 7o 0:A(0;6,3,2,2) = Z¢ X Zg o= (b""a,a” 1,671,c 1)

Dy 0:A(0;8,2,2,2) — Dy s=(a v d b adT

Dy 0 : A(0;5,2,2,2) — Dy w=(c,btaa b e
SL(2,3) 0:A(0;6,4,3) — SL(2,3) (= (ad ', c b7 a e

Sy 0:A0;4,2,2,2) — Sy o= (aTcta o la b e )

QD32 0 : A(0;16,4,2) — QD32 Y = (ab,a,a b 'a™ ")

S5 X Sy 0:A(0;3,2,2,2) — S3 x S3 (= (de,b o a o e td)
(Zag X ZLy) X g | 0 : A(0;10,4,2) — (Zg X Zo) X Zy §=(db " a b a e d)
(S3x S3) X Zy | 0:A0;6,4,2) — (S5 x S3) X Zy o = (ea, b_ld_ a o)

Z3 x S, 0:A0;12,3,2) — Z3 x Sy A= (dba b! a_lc_l,d_l)

Ss 0:A0;5,4,2) — Ss = (b,b” ab,b a 'b)

Tabla 10: Acciones de signatura maximal y vector generador asociado cuando g = 0.

Sabemos que cada accién maximal € se corresponde con un estrato no vacio M,

[s,G,0] ( o MLS,G,v} si

queremos citar el vector generador v asociado a la accién 6). Luego tenemos la siguiente estratificacién

del branch locus By:
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’ Estrato \ Dimension \ Estrato \ Dimensién ‘
ML(O;Q,?.QQ),ZQ,m] - ML(O;S,.?,ZS),Zg,wl] 3
M§0;3,‘§.,3),Zg,w2} 3 M50;4,4,4,4,2),Z4,U1] 9

ML(O;4,4,2,2,2,2),Z4,U2} 3 ML(o;z,.?.,z),Z? xZa t1] 4
ML(O;Q,.?,Q),ZQXZQJQ} 4 M§0;3,3,3,2,2),53,m] 9
ML(o;z,.@.,z),sg,nQ} 3 M§0;6,6,6,2),Z6,m] 1
ML(O;6,3,2,2,2)726,52} 9 Mg(o;3,3,3,2,2),zﬁ,53] 9
M§0;4,2,2,2,2),D4,m} 9 ML(O;4,2,2,2,2),D4,#2] 9
ML(0;4,4,4,2),Q8,V} 1 M£(0;12,6,4),Zlg,§} 0
MEO;3,3,3,2),A4@] 1 ML(O;6,3,2),D6,/)1] 1
M£(0;2,2,2,2,2),D6,p2] 9 MEL(O;G,?),ZQ),Z@XZQ,Q] 1
ML(O;872,2,2)7D8,C] 1 M§0;5,2,2,2)7D10,w] 1
M£(0;6,4,3),SL(2,3),Z] 0 ML(O;4,2,2,2),S4,W] 1
MEL(O;16,4,2),QD32,19} 0 M§0;3,2,2,2)753X53,C] 1
ML(0;10,4,2),(210 X Z3) % Z,0] 0 ML(O;GA,Q),(sngg)xZQ,o] 0
ML(0;12,3,2),23XS4,>\} 0 MEL(O;5,4,2),S5,T] 0

Tabla 11: Estratificacién Equisimétrica de My considerando g = 0.
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Estudiemos contenciones e intersecciones de las clausuras de estos estratos. Ensenaremos la rutina en
tres ejemplos concretos. Como los grupos Zsy y Zsz no tienen subgrupos no triviales, partimos el anélisis
con la accién de Zy, el cual serd nuestro primer ejemplo. Z4 corresponde al SmallGroup(4,1) el cual
definimos en el programa como G_3. La accién de Z, con signatura (0;4, 4, 4,4, 2) tiene asociado sélo un
vector generador, 1[0]=u1, el cual podemos visualizar como palabra o por medio de permutaciones, bajo
los siguientes comandos:

print find_generator_representatives_as_words(G_3,[4,4,4,4,2])

l=find_generator_representatives(G_3,[4,4,4,4,2])

1[0]

G_3=SmallGroup(4,1)
print find_generator_representatives_as_words(G_3,[4,4,4,4,2])

[+ M=

[[a, a4, 8, af\_lj a:\_zj]

1=find_generator_representatives(G_3,[4,4,4,4,2])

1[e]

[(1,2,3,4), (1,2,3,4), (1,2,3,4), (1,4,3,2), (1,3)(2,4)]

Estudiaremos subgrupos H de G3 = Z, tales que la accion de G3 restringida a H sea maximal. En tal
caso, diremos que (3 induce una acciéon de H maximal. Nos preguntamos ahora, ;Z, contiene subgrupos
isomorfos a Zs actuando de forma maximal?
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Para responder esto, primero contemos cuantos subgrupos isomorfos a Z, hay como clases de conju-

gaciéon en Z,. La instruccién es la siguiente:

L 1=[k for k in G_3.conjugacy_classes subgroups() if k.id()==[2,1]1]
len(L_1)

luego existe sélo una clase de conjugacion, identificada como L_1[0]. Con el siguiente comando:

1

intermediate_covers(1[0],G_3,L_1[0],0)

obtendremos informacion detallada de la accion inducida asociada.

intermediate covers(1[8],G_3,L_1[8],8)

genero de W=
La signatura de W/H

genero de W/H:

[[2,

1[4]

Core(H)=

La accién inducida resulta ser 6 : A(1;2,.9.,2) — Zy, la cual es maximal segiin Singerman [27].

1]]

que
que
que
que
que

i

1
estan
estan
estan
estan
estan

el cubrimiento
--> [2]
--> [2]
--» [2]
--> [2]
- [J'J
El indice de H en G

(2,

1]

1]

25

sobre
sobre
sobre
sobre
sobre

el
el
el
el
el

punto
punto
punto
punto
punto

mar
mar
mar
mar
mar

cado
cado
cado
cado
cado

por
por
por
por
por

W/H-->W/G la estructura de

[

ciclos es:

Observacién 12. Note que aqui nuestra rutina detecta una accién maximal con cociente total de
género 1, dicha accion no esta incluida en la tabla 10 de aquellas de género 0 que nos entrega nuestro
algoritmo. Con la programacién usada en este trabajo no podemos determinar cuantos vectores genera-
dores tiene asociados dicha accién, pero si podemos describir el vector generador inducido y el estrato

correspondiente.

Para conocer cudl es el vector generador inducido (v en nuestra rutina), utilizamos los comandos:

v,w,g,s=induced_generating_vector(G_3,1[0],L_1[0])

V,W’g?s
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v,W,g,s=induced generating vector(G 3,1[6],L_1[8])
VoW, E,S

([(1,3)(2,4
{1.13:'[:2:4]
[g, a*p"2*
1,

[2, 2, 2, 2, 2, 2]}

Vo (1,33(2,4), (1,33(2,4), (1,3)(2,4), (1,3)(2,4)

~-1, a¥ct2*an-1, a*d*2*a~-1, a¥*e*a"-1, a"1],

el cual nos entrega el vector inducido escrito en forma permutacional y también escrito como palabra,
ademas nos entrega el género g de la superficie cociente y la signatura s.

Podemos describir de mejor manera el vector geneador inducido, procediendo de la siguiente manera:

Cada coordenada del vector es un elemento del subgrupo L_1[0], éste se puede describir con el
comando L_1[0]

L_1[@]

Subgroup of (Permutation Group with generators [{1,2,3,4)]) generated by
[(1,3)(2,4)]

Podemos ver que L_1[0] es generado por el elemento (1,3)(2,4) = L_1[0].0. Entonces si queremos
describir el vector generador inducido, sélo en términos de este generador, utilizamos

[as_-word(k,L_1[0], gens=[L_1[0].0]) for k in v]

L_1[8]
Subgroup of (Permutation Group with generators [(1,2,3,4)]) gensrated by
[(1.3)(2.4)]

Ow

L 1[e].e
(1,3)(2,4)

=

v,W,g,s=induced_generating_vector(c_3,1[8],L_1[8])
VLW, E, S
L_1[8]

[as_word(k,L_1[8],gens=[L_1[@8].@]) for k in v]

[a~-1, &*-1, a™~-1, a™~-1, a™~-1, a™-1]

Luego el vector generador inducido es v, = (¢ ',a ',a™ a0 ,a™) = (a,a,a,a,a,a), por lo
tanto se obtiene que
_[(0;474747472)72471’/1} _[(1;27'672)7227’[)2]
M, Cc M, .

Ahora, nuestro segundo ejemplo es estudiar subgrupos de G5 = Zsy X Zs con accién inducida maximal.
Procedemos de manera andloga a la anterior:
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G_5=5mallGroup(4,2)

print find_generator representatives as words(G_5,[2,2,2,2,2,2,2])

[[a~-1, a™-1, &a*-1, a™-1,

br-1, bA-1, b~-1, a*-1%b~-1]]

at-1, br-1, ar-1%b~-1], [at-1, at-1, a-1,

Sabemos que contamos con dos vectores generadores 1[0]= t; y 1[1]= t5. Luego, procedemos a analizar
los subgrupos de G5 con accién inducida maximal.

L 1=[k for k in G_5.conjugacy classes subgroups() if k.id()==[2,1]1]

len(L_1)
3

En esta oportunidad, analizaremos el detalle de 6 acciones, tres asociadas a 1[0] y tres asociadas a

1[1]. En efecto,

i) intermediate_covers(1[0],G_5, L_1[0],0)

intermediate covers(1[8],G_5,L_1[8],8)

genero de W=
La signatura de W/H es:
genero de W/H: 2

[[1,
[[1,
[[1,
[[1,
[[1,
[[2,
[[1,

Para
1[e]
1[1]
1[2]
1[3]
1[4]
1[5]
1[6]

1]]
1]]
1]]
1]]
1]]
2]]
1]]

que
que
que
que
que
que
que

4

estan
estan
estan
estan
estan
estan
estan

el cubrimiento

[2]
[2]
[2]
[2]
[2]
[1,
[2]

1]

sobre el punto
sobre el punto
sobre el punto
sobre el punto
sobre el punto
sobre el punto
sobre el punto

marcado
marcado
marcado
marcado
marcado
marcado
marcado

por
por
por
por
por
por
por

W/H-->*W/G la estructura de

El indice de H en G es: 2
Core(H)=

[2,

1]

1[e]
1[1]
1[2]
1[3]
174]
1[5]
1[6]

ciclos es:

La accién inducida resulta ser 6 : A(2;2,2) — Zo, la cual es maximal segin Singerman [27].
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Para conocer cual es el vector generador inducido, procedemos de manera anéloga al ejemplo an-
terior, utilizamos los comandos:

v,w,g,s=induced _generating vector(G_5,1[0],L_1[0])

V’W’g7s
L_1[0]

[as_word (k,L_1[0], gens=[L_1[0].0]) for k in v]

El vector generador inducido es vs = (¢, a™") = (a,a), por lo tanto se obtiene que

V,W,g,5=induced generating vector(G_5,1[8],L_1[a])
V,W,E,5
L 18]

[as_word(k,L_1[8],gens=[L_1[8].@]) for k in v]

[Elh—l_.. a.-\_j_]

M

[(052,.7.,2),Z3 X Za,11]

4

ii) intermediate_covers(1[0],G_5, L_1[1],0)

C

intermediate covers(1[8®],G_5,L_1[1],8)

genero de W=
La signatura de W/H

genero de W/H:

[[2,

Para
1[e]
1[1]
1[2]
1[3]
1[4]
1[5]
1[6]

2]]
2]]
2]]
2]]
2]]
1]]
1]]

que
que
que
que
que
que
que

4

@
estan
estan
estan
estan
estan
estan
estan

el cubrimiento

-->

[1,
[1,
[1,
[1,
[1,
[2]
[2]

1]
1]
1]
1]
1]

El indice de H en G
Core(H)=

[2,

1]

252

sobre
sobre
sobre
sobre
sobre
sobre
sobre

punto
punto
punto
punto
punto
punto
punto

_[(2§272)7ZQ ,1)3}

M,

marcado
marcado
marcado
marcado
marcado
marcado
marcado

por
por
por
por
por
por
por

W/H-->*W/G la estructura de

es5.:

1[e]
1[1]
172]
1[3]
1[4]
1[5]
176]

ciclos es:
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La accién inducida maximal es 6 : A(0;2,.19.,2) — Zy y entonces

iii) intermediate_covers(1[0],G_5, L_1[2],0)

[(0:2,7.,2),Z2 X Z3,t1]

M,

intermediate covers(1[8],G 5,L 1[2],@)

genero de W=
La signatura de W/H
W/H:

genero de

[[1,
[[1,
[[1,
[[1,
[[1,
[[1,
[[2,

Para
1[e]
1[1]
1[2]
1[3]
1[4]
1[5]
1[6]

1]]
1]]
1]]
1]]
1]]
1]]
2]]

que
que
que
que
que
que
que

a

2

estan
estan
estan
estan
estan
estan
estan

el cubrimiento

[2]
[2]
[2]
[2]
[2]
[2]
[1,

1]

El indice de H en G
(2, 1]

Corel

H)=

es:

sohre
sobre
sobre
sochre
sobre
sohre
sobre

el punto
el punto
el punto
el punto
el punto
el punto
el punto

c M

marcado
marcado
marcado
marcado
marcado
marcado
marcado

0 271 72 2271)1]

por
por
por
por
por
por
por

W/H-->W/G la estructura de

es:

1[e]
1[1]
1[2]
1[3]
1[4]
1[5]
1[e]

ciclos es:

66

La accién inducida es 6 : A(2;2,2) — Zs , la cual es maximal. Busquemos el vector generador
inducido, como antes:

VW, g, 5=induced _generating wvector(G 5,1[®],L_1[2])

VoW, E, S
L 1[2]

[as_word(k,L_1[2],gens=[L_1[2].

[E'h‘l_-u

El vector generador inducido es v =

a.-\_j-]

A4KO

12,7.,2), Za X Ly 1]

A4K2

@]y for k in v]

a272) ZQ,'[)?,}

(a,a), por lo tanto se repite la informacién
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iv) intermediate_covers(l[1],G_5, L_1[0],0)

intermediate covers(1[1],G_5,L _1[@],8)

genero de W=
La signatura de W/H

genero de W/H:

[[1, 1]]
[[1, 1]]
[[1, 1]]
[[2, 2]]
[[2, 2]]
[[2, 2]]
[[1, 1]]

que
que
que
que
que
que
que

4

1
estan
estan
estan
estan
estan
estan
estan

Para el cubrimiento

1[e] --»
1[1] --»
1[2] --»>
1[3] --»
1[4] -->
1[5] --»
1[6] -->

El indice de H en G

Core(H)=

[2]
[2]
[2]
[1, 1]
[1, 1]
[1, 1]
[2]
[2, 1]

es.

sobre
sobre
sobre
sobre
sobre
sobre
sobre

punto
punto
punto
punto
punto
punto
punto

marcado por
marcado por
marcado por
marcado por
marcado por
marcado por
marcado por

W/H-->W/G la estructura de

25

17e]
171]
1[2]
1[3]
174]
1[5]
1[6]

ciclos es:

67

La accién inducida es 6 : A(1;2,.9.,2) — Zs la cual es maximal. El vector generador inducido se

obtiene con la rutina:

V,W,E,5=Iinduced_generating wvector(G_5,1[1],L_1[8])

V,W,E,5
L 1[@]

[as_word(k,L_1[8],gens=[L_1[&].@]) for k in v]
a~-1, a~-1]

I:Elh-l_-. a.-\_ij Elh-lj a.-\_ij

el cual es vy, por lo tanto, se obtiene que

——1(0;2,.7.,2),Z3 X Zo, t2]

M,

_[(1;27'6'72)72271)2]

C M,
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v) intermediate_covers(1[1],G_5, L_1[1],0)

intermediate covers(1[1],G_5,L_1[1],8)

genero de W=
La signatura de W/H

genero de

[[2,

Para
1[e]
1[1]
1[2]
1[03]
1[4]
1[5]
1[e]

2]]
2]]
2]]
1]]
1]]
1]]
1]]

W/H:

que
que
que
que
que
que
que

4

1
estan
estan
estan
estan
estan
estan
estan

el cubrimiento
[1, 1]

-->

[1, 1
[1, 1

[2]
[2]
[2]
[2]

]
]

El indice de H en G
Core(H)=

La acci6én inducida es 6 : A(1;2,.6

[2,

1]

es.

sobre
sobre
sobre
sobre
sobre
sobre
sobre

el
el
el
el
el
el
el

punto
punto
punto
punto
punto
punto
punto

marcado
marcado
marcado
marcado
marcado
marcado
marcado

por
por
por
por
por
por
por

W/H-->W/G la estructura de

25

V,W,g,5=induced generating vector(G _5,1[1],L _1[1])}

VoW, E,5
L 1[1]

[as_word(k,L_1[1],gens=[L_1[1].@]) for k in v]

[Eh'l_-u a.-\_ij Elh-lj a.-\_ij

Elh-lj a.-\_j_]

el cual es vy también, entonces nuevamente se tiene que M

[(0;2,7.,2),Z2 X Z3 t2)

4

17e]
171]
1[2]
173]
174]
175]
176]

ciclos es:

—[(1:2.6
ST

2),Z2,v2]

.,2) — Zs. El vector generdor inducido lo encontramos con:

68
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vi) intermediate_covers(1[1],G_5, L_1[2],0)

intermediate covers(1[1],G 5,L 1[2],8@)

genero de W=
La signatura de W/H es:

genero de W/H:

[[1,
[[1,
[[1,
[[1,
[[1,
[[1,
[[2,

Para
1[e]
1[1]
1[2]
1[3]
1[4]
1[5]
1[6]

1]1]
11]
1]1]
1]1]
11]
1]1]
2]]

que
que
que
que
que
que
que

a

2
estan
estan
estan
estan
estan
estan
estan

el cubrimiento

-->

[2]
[2]
[2]
[2]
[2]
[2]
[1,

1]

El indice de H en G
Core(H)=

(2,

1]

sobre
sohre
sobre
sobre
sobre
sobre
sohre

el
el
el
el
el
el
el

punto
punto
punto
punto
punto
punto
punto

marcado
marcado
marcado
marcado
marcado
marcado
marcado

por
por
por
por
por
por
por

W/H-->W/G la estructura de

es: 2

1[e]
1[1]
1[2]
1[3]
1[4]
105]
1fe]

ciclos es:

69

La acciéon inducida es 0 : A(2;2,2) — Zs y el vector generador inducido es vz, como muestra la

siguiente rutina:

v,W,g,s=induced_generating_vector{G_5,1[1],L_1[2])

VLW, E, S
L_1[2]

[as_word(k,L_1[2],gens=[L_1[2].@]) for k in v]

[Eh-l_-,

Asi

an-

1]

A%KO

’27 7

ZQ XZQ,tQ]

Con toda esta informacion podemos concluir que

M,

[(0;21~7'72) 7Z2 XZQ 7t1}

[(0721712)722 XZQ7t2]

M,

123 7 Zv
M4 22 m\/l4

[(2;2,2) Lo ,113]

c M,

A4K2

nM)

a272) ZQ,’U?,}

0727 72) Z? ?Ul}

(252,2) Z2,’U3]
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Nuestro tercer ejemplo, consiste en analizar la accién de Dg con signatura (0;6,3,2,2). En nuestro
trabajo lo designamos G_24 y recordemos que se identifica como (12,4). Este grupo de automorfismos
tiene un orden un poco mas grande, por lo que podemos encontrar mas subgrupos que en los ejemplos
anteriores para estudiar las contenciones y estratos asociados. Entonces, lo primero es verificar la canti-
dad de vectores generadores asociados a la signatura, esto con

1=find_generator_representatives(G_24,[6,3,2,2])
len(1)

G_24=SmallGroup(12,4)
1=find generator_representatives(G_24,[6,3,2,2])
len(1)

1

S6lo hay un vector generador para la accién de Dg con signatura (0;6,3,2,2), que escrito como
palabra es

print find_generator representatives_as words(G_24,[6,3,2,2])

[[c*b, ¢, a™-1, br-1%c*-1%a”-1]]

Procedemos a estudiar los subgrupos con accién inducida maximal. Primero vemos si existen Zg
como clases de conjugacién de Dg.

L 1=[k for k in G_24.conjugacy_classes_subgroups() if k.id()==[6,2]]
len(L_1)

1

Tenemos s6lo una clase, L._1[0], y los cubrimientos intermedios nos originan la siguiente informacién:
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intermediate covers(1[8],G_24,L 1[0],9)

genero de W=

a

La signatura de W/H es:

genero de W/H:
[[6, 2]] que
[[3, 2]] que
[[1, 1]] que
[[1, 1]]1 que

Para el cubrimiento

1[e] --» [1, 1

1[1] --> [1, 1
1[2] --> [2]
1[3] --> [2]

El indice de H
Core(H)= [8&,

a
estan sobre
estan sobre
estan schre
estan sobre

]
]

en G es:
2]

el punto
el punto
el punto
el punto

marcado por
marcado por
marcado por
marcado por

W/H-->W/G la estructura de

1[e]
1[1]
1[2]
1[3]

ciclos es:

71

Donde la accién inducida tiene signatura (0;6,6,3,3), la cual es no maximal segin la lista de Sin-

german [27].

Para el subgrupo Ss:

L_2=[k for k in G_24.conjugacy _classes subgroups() if k.id()==[6,1]]

len(L_2)
2

Vemos que existen dos clases de conjugacién. La accién asociada a la primera clase L_2[0], se describe

en el siguiente cuadro

intermediate covers(1[®],G 24,L 2[@],8)

genero de W= 4
La signatura de
generco de W/H:

[[3, 1]] que e
[[3, 2]] quee
[[2, 2]] que e
[

W/H es:

a

ctan sobre
stan sobre
stan sobre

[1, 1]] que estan sobre

Para el cubrimiento

1fe] --> [2]
1[1] --> [1, 1]
1[2] --> [1, 1]
1[3] --> [2]

El indice de H en G es: 2
Core(H)= [6, 1]

el punto
el punto
el punto
el punto

marcado por
marcado por
marcado por
marcado por

W/H-->W/G la estructura de

1[e]
171]
1[2]
E)

ciclos es:
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La accién inducida es 6 : A(0;3,3,3,2,2) — S3, la cual es maximal segin Singerman [27], y se tiene

que

+71(0:6,3,2,2), D¢ ,p1]

M,

+71(0:3,3,3,2,2),53,m]

c M,

Para la segunda clase de conjugacién L_2[1], tenemos

intermediate covers(1[©],G_24,L 2[1],0)

genero de W= 4

La signatura de W/H es:
genero de W/H: @

[[3, 1]] que estan sobre
[[3, 2]] que estan sobre
[[1, 1]] que estan sobre
[[2, 2]] que estan sobre

el punto
el punto
el punto
el punto

marcado por 1[8]
marcado por 1[1]
marcado por 1[2]
marcado por 1[3]

Para el cubrimiento W/H--3*W/G la estructura de ciclos es:

1[e] --> [2]
1[1] --> [1, 1]
1[2] --> [2]

1[3] --> [1, 1]
El indice de H en G es:
Core(H)= [6, 1]

la misma informacién anterior, es decir,

—+—1(0;6,3,2,2),D¢,p1]

M,

——1(0;3,3,3,2,2),55,m]

c M,

Veamos ahora si existen Zy X Zy como clases de conjugacién de Dg.

L 3=[k for k in G_24.conjugacy classes subgroups() if k.id()==[4,2]]

len(L_3)
1

Tenemos s6lo una clase, L_3[0], y los cubrimientos intermedios nos originan la siguiente informacién:
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intermediate covers(1[@],G_24,L 3[@],@)

genero de W= 4

La signatura de W/H es:

genero de W/H: 1

[[2, 1]] gue estan sobre el punto marcado por 1[8]

[[1, 1]] que estan sobre el punto marcado por 1[1]

[[1, 11, [2, 1]] que estan sobre el puntc marcado por 1[2]
[[1, 11, [2, 1]] que estan sobre el puntc marcado por 1[3]

Para el cubrimiento W/H--3*W/G la estructura de ciclos es:
1fe] --> [3]

1[1] --> [3]

112] --> [2, 1]

1131 --> [2, 1]

El indice de H en G es: 3

Core(H)= [2, 1]

Donde la accién inducida tiene signatura (1;2,2,2), la cual es maximal segiin Singerman [27] y tiene
género g = 1. Calculemos el vector generador inducido con la rutina usada en los ejemplos anteriores:

v,W,g,s=induced generating wvector{G 24,1[8],L_3[8])
V,W,E, 5

L 3[8]

[as_word(k,L_3[@&],gens=[L_3[8].e,L 3[8].1]) for k in v]

[a*-1*b*-1, b*-1, a*-1]

El vector generador inducido es t3 = (¢ *b~*,b7",a™") y por lo tanto,

_[(0§6737272)7D67,01} _[(1;27272)722X227t3]
4 .

M c M,

Z4 no es clase de conjugacion de Dg.

L 4=[k for k in G_24.conjugacy classes subgroups() if k.id()==[4,1]]
len(L_4)

2

Veamos cuantos Zs son clases de conjugacion en Dy

L 5=[k for k in G_24.conjugacy_classes subgroups() if k.id()==[3,1]]
len(L_5)

1
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Tenemos sélo una clase, L_5[0]. Los cubrimientos intermedios nos entregan la siguiente informacién:

intermediate_covers(1[®],G_24,L_5[@e],8)

genero de W= 4

La signatura de W/H es:

genero de W/H: @

[[3, 2]] que estan sobre el punto marcado por 1[@]
[[3, 4]] que estan sobre el punto marcado por 1[1]
[[1, 2]] que estan sobre el punto marcado por 1[2]
[[1, 2]] que estan sobre el punto marcado por 1[3]

Fara el cubrimiento W/H--3>W/G la estructura de ciclos es:
1[e] --> [2, 2]

l[j-] -2 [11 1.! 1: 1]

1[2] --> [2, 2]

1[3] --> [2, 2]

El indice de H en G es: 4

Core(H)= [3, 1]

Notamos que la accién inducida tiene signatura maximal (0;3,.6.,3). Recordemos que hay dos ac-
ciones topoldgicas de Zz en una superficie de género 4 con la signatura (0;3,.9.,3), éstas son descritas
por los vectores generadores w; y wy. Para conocer cudl es el vector generador inducido en este caso,
utilizamos la rutina:

V,W,Eg,5=induced gensrating vector(G_24,1[8],L_5[8])
V,W,E,5

L_s5[@]

[as_word(k,L 5[8],gens=[L_5[8].8]) for k in v]

[a~-1, &, &, a~-1, a, a~-1]

Luego el vector generador inducido corresponde a ws, por lo tanto se obtiene que

_[(056»3:2a2)7D6 7P1} _[(0;3,3,3,3,373),23 ,U)Q]

M, C M,

Por 1ultimo analicemos si existen Zy como clases de conjugacién de Dg.

L 6=[k for k in G_24.conjugacy classes subgroups() if k.id()==[2,1]]
len(L_6&)
evaluate

3

Existen 3 clases, L_6[0], L_6[1] y L_6[2], y sus cubrimientos intermedios son:
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intermediate covers(1[@],G_24,L _6[8],8)

genero de W=

Fl

La signatura de W/H

genero de W/H:

[[2, 2]] que
[[1, 2]] que
[[1, 3]] que
[[1, 3]] que

2
estan
estan
estan
estan

Para el cubrimiento

1[e] --> [3,
1I1] --> [3,
112] --> [2,
103] --> [2,

El indice de
Core(H)= [2,

intermediate covers(1[8],G_24,L 6[1],8)

genero de W=

3]
3]

> 2]
> 2]

Hen G

1]

a

es:

sobre
sobre
sobre
sobre

el punto
el punto
el punto
el punto

marcado
marcado
marcado
marcado

por 1[@]
por 1[1]
por 1[2]
por 1[3]

W/H--3W/G la estructura de ciclos es:

es:

La signatura de W/H es:
genero de W/H: 2
[[1, 1]] gque estan sobre el punto marcado por 1[8]

[1, 2]] que estan sobre el punto marcado por 1[1]

[
[[1, 2], [2, 2]]
[

que estan sobre el punto marcado por 1[2]

[1, 3]] que estan sobre el punto marcado por 1[3]

Para el cubrimiento W/H-->W/G la estructura de ciclos es:

1[e] --> [6]
1[1] --> [3,
1[2] --> [z,
1[3] --> [2,

El indice de

Core(H)= [1,

3]
2, 1, 1]
2, 2]
Hen G es:

1]

6

5
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intermediate covers(1[8],G_24,L 6[2],8)

genero de W= 4

La signatura de W/H es:

genero de W/H: 2

[[1, 1]] que estan scbre el punto marcado por 1[8]

[[1, 2]] que estan sobre el punto marcado por 1[1]

[[1, 3]] que estan sobre el punto marcado por 1[2]

[[1, 2], [2, 2]] gue estan sobhre el punto marcado por 1[3]

Para el cubrimiento W/H--3*W/G la estructura de ciclos es:
1[e] --> [#6]

1[1] --> [3, 3]

1[2] =2 [23 2.!- 2]

1[3] --> [2: 2) j‘J 1]

El indice de H en G es: 6

Core(H)= [1, 1]

En los tres casos la accién inducida tiene signatura maximal (2;2,2), y los vectores generadores
inducidos en cada caso (siguiendo andlogamente la rutina anterior) corresponden a vs, por lo tanto

[(0;6,3,2,2),D6,p1] ((2;2,2),Z2,v3]

MO ¢ g

Finalmente, reuniendo la informacion obtenida, se concluye que

——{(06,3,2,2),D¢,p1] (0:3,35.2.2)Sam) | 7l(1:22:2) Zax o ts] 3,8.3)Zawa] | Sl(2:2,2)Za,va)
M, ./\/l4

N M N N



Capitulo 6

Rutina SAGE para la Estratificacion
Equisimétrica de Zg en Mg

Seguiremos un rocedimiento similar al del capitulo 5, usando los mismos algoritmos programados
sobre SAGE. Comenzamos entonces, identificando todos los grupos finitos que actian en superficies de
Riemann de género 9 , en el que la superficie cociente es de género 0. El comando es el siguiente:

grupos_que_actuan(9)

SDQE The Sage Notebook MiguelTello Toggle | Home | Published | Log |
Version 3.2 -
Genero 9
3st edited Sep 13, 2018, 8:56:45 PM by MiguelTello

File... v ||Action... ¥ | Data.. ¥ ||sage v Typeset Load 3-D Live Use java for 3-D m

[+ =]

load("/home/antonic/poly.sage")
load(" /home/antonioc/poly2.sage")
load("/home/antonio/grupos_que_actuan.sage")

ver 2818.16.85
ver 2018.06.27 (poly2)

[+ =

grupos_que_actuan(9)

WARNING: Qutput truncated!
full _output.txt

[[[2, 11,
2111,
[[z, 11,
[r4, 11,
[[dJ 4)
[4, 4,
[4, 4,
[4, 4,
[r4, 21,
[[e, 1],

(2, 2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2, 12,212,713,

(03, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3]]1],

4) 4) 4J d'J 4) 4])

4,4, 4,4, 2,2, 2],

4,4, 2,2,12,2,2,12],

2,2, 2,2,2,2,2,2,2]]],

(2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2111,

(03, 3, 3, 3, 2, 2,2, 2], [3, 2, 2,2, 2,2, 2,2, 2]]],

77
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[le, 11, [[3, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 2], [3, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2]]],
[[e, 2],
[[é, &, 6, 6, 6, 2],
(6, 6, 6, 6, 3, 3],
6, 6, 6, 3, 2, 2, 2],
6, 6, 3, 3, 3, 2, 2],
(6, 3, 3, 3, 3, 3, 2],
6, 6, 2, 2, 2, 2, 2, 2],
(6, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 2],
[3, 3,3, 3,2, 2,2, 2]1],
[z, 11, 10z, 7, 7, 7, 7111,
[re, 11, [[#8, 8, 8, 8, 2], [&, 8, 4, 4, 4], [8, 8, 4, 2, 2, 2]]],
[[e, 21, [[4, 4, 4, 4, 2, 2], [4, 4, 2, 2, 2, 2, 2]]],
[re, =1,
[[4, 4, 4,4, 2, 2], [4,4, 2, 2,2, 2,2],[2 2,2, 22,2 2,
2111,
[[s, 41, [[4, 4, 4, 4, 2, 2]]],
[re, s1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2111,
[[o, 11, [[2, &, 3, 3, 3111,
[[1e, 11, [[5, 5, 2, 2, 2, 2111,
[[1e, 2], [[1e, 18, 1@, 10], [16, 1@, 5, 2, 21, [5, 5, 2, 2, 2, 2]1],
[[1z, 11, [[6, 4, 4, 2, 21, [4, 4, 3, 3, 2]]1],
[[1z, 21,
[[1z, 12, 6, 31,
[12, 12, 4, 4],
[12, 6, 6, 4],
(12, 12, 2, 2, 2],
(12, 4, 3, 2, 2],
(4, 4, 3, 3, 2111,
[[12, 31, [[3, 3, 3, 3, 31, [3, 3, 2, 2, 2, 2]]1],
[[12, 41, [[6, &, 3, 2, 2], [6, 2, 2, 2, 2, 2], [3, 3, 2, 2, 2, 2]]],
[[12, 51, [[6, 6, &, 6], [6, 6, 3, 2, 2], [3, 3, 2, 2, 2, 2]1],
[[14, 2], [[14, 7, 7, 2]]1],
[[15, 1], [[15, 5, 3, 3111,
[[16, 2], [[4, 4, 4, 4]]],
[[16, 3], [[4, 4, 4, 4], [4, 4, 2, 2, 2]]1],
[[16, 4], [[4, 4, 4, 4]]],
[[1e, 5], [[8, 8, 4, 2]]1,
[[16, 6], [[8, 8, 4, 2]]1,
[f1e, 71, [[2, 2, 2, 2, 2, 2]]1,
[[1e, 8], [[4, 4, 2, 2, 2]]1],
[[1e, 91, [[4, 4, 4, 4]]],
[[1e, 1e], [[4, 4, 4, 4], [4, 4, 2, 2, 2]]],
[[1e, 111, [[4, 4, 2, 2, 2], [2, 2, 2, 2, 2, 2]]],
[[1e, 12], [[4, 4, 4, 4]]1],
[[1e, 131, [[4, 4, 2, 2, 2], [2, 2, 2, 2, 2, 2]]],
[[1e, 14], [[2, 2, 2, 2, 2, 2]1],
[fie, 11, [[9, 2, 2, 2, 2111,
[fie, 2], [[18, 18, 2, 2]1],
[f1e, 1], [[19, 1%, 19]]1,
[[2e, 1], [[5, 4, 4, 2]]1,
[[2e, 2], [[20, 28, 1€]]],
[[4e, 7], [[10, 4, 4]1],
[[4e, 8], [[1e, 2, 2, 2]]1],
[[4e, 9], [[2e, 28, 2]]1],
[[4e, 12], [[1e, 4, 4]]1],
[[4e, 13], [[1e, 2, 2, 2]1],
[r42, 31, [[21, 14, 2]1],
[[48, 4], [[24, &, 2]1],
[r48, 51, [[24, &, 2]1],
[[48, 151, [[6, 2, 2, 2111,

EN MyT8
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[[48, 15], [[6, 2, 2, 2]]],

[[48, 19], [[6, 4, 4]]],

[[48, 21], [[12, 12, 2]]],

[[48, 29], [[3, 3, 2, 2]1],

[[48, 3@], [[6, 4, 4]]],

[[48, 31], [[12, 12, 2], [12, 4, 3]]],
[[48, 32], [[6, &6, 2111,

[[48, 33], [[3, 3, 2, 2]]],

[[48, 38], [[6, 2, 2, 2]]],

[[48, 43], [[6, 2, 2, 2]]],

[[48, 48], [[6, 4, 4], [6, 2, 2, 2]]],
[[48, 58], [[3, 3, 2, 2]]],

(057, 11, [[18, 3, 3111,

[[ee, 51, [[5, 5, 3]1],

[[64, 4], [[8, 8, 2]1],

[[e4, 6], [[8, 8, 2]]],

[[64, 10], [[8, 8, 2]]],

[[e4, 12], [[8, 8, 2]]],
[[64, 23], [[4, 4, 4]]],
[[64, 34], [[4, 4, 4]]],
[[64, 35], [[4, 4, 4]]],
[[e4, 36], [[8, 8, 2]]],
[[e4, 73], [[4, 2, 2, 2]]],

[[64, 128], [[4, 2, 2, 2]]],
[[e4, 134], [[4, 2, 2, 2]]],
[[64, 135], [[4, 2, 2, 2]]],
[[e4, 138], [[4, 2, 2, 2]]],
[[64, 140], [[4, 2, 2, 2]]],
[[e4, 1771, [[4, 2, 2, 2]]],

[[e4, 1%0], [[4, 2, 2, 2]]],

[[72, 51, [[36, 4, 2]1],
[[se, 14], [[2e, 4, 2]1],

[[e6, 31, [[6, 3, 3111,
[[%6, 13], [[12, 4, 2]]],
[[%6, 671, [[4, 4, 3111,
[[96, 70], [[6, 6, 2]]],
[[96, 186], [[12, 4, 2]]],
[[%6, 187], [[12, 4, 2]]],

[[e6, 193], [[3, 2, 2, 2]1],

[[96, 202], [[6, 6, 2]]1,

[[%6, 227], [[4, 4, 3], [3, 2, 2, 2]]],
[[12e, 34], [[s, 5, 2]]11,

[[12e, 35], [[6, 5, 2]11,

[[128, 75], [[8, 4, 2]]],
[[128, 134], [[8, 4, 2]]],
[[128, 136], [[8, 4, 2]]],
[[128, 138], [[8, 4, 2]]],
[[1ee, 1991, [[5, 5, 2]]],
[[1%2, 1%4], [[12, 3, 2]]],
[[192, 9551, [[6, 4, 2]]],
[[1%2, 9%e], [[6, 4, 2]]],
[[320, 1582], [[5, 4, 2]]1]

full output.txt
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En esta lista aparece la identificacién del grupo junto con las signaturas asociadas a su accién. Por
ejemplo, el grupo (6,1) = S3 (ver tabla 8) actia con dos signaturas en una superficie de Riemann de
género 9, las cuales son (0;3,3,3,3,2,2,2,2) y (0;3,2,2,2,2,2,2,2 2). Recordemos que podemos iden-
tificar la estructura del grupo con G.structure_description(), por ejemplo:

G_108=SmallGroup(120,35)
G_108.structure_description()

G_188=SmallGroup(128,35)
G_188.structure_description()

'C2 x AS'

Luego (120,35) = Zy x As.

De esta manera, podemos ir reconociendo los grupos que actian en superficies de Riemann de género
9 que no estan en la tabla 8. Ahora, observando la lista inicial de grupos finitos que actian en superficies
de Riemann de género 9 con superficie cociente de género 0, podemos destacar, usando los resultados
de [27] las siguientes signaturas maximales:

1G] | Signatura 1G] | Signatura 1G] | Signatura
2 (0;2, 20, 2) 3 (0;3, 1L 3) 4 (0:4,.8.4)
4 1(0:4,4,4,4,4,4,2,2,2) | 4 |(0,4,4,4,4,2,2,2,2,2,2) | 4 |(0:4,4,2,2,2,2,2,2,2,2,2)
4 (0;2, 12, 2) 6 (0;3,3,3,3,2,2,2,2) 6 (0;3,2,2,2,2,2,2,2,2)
6 (0;6,6,6,6,6,2) 6 (0:6.6.6.6.3.3) 6 (0:6,6,6,3,2,2,2)
6 (0:6,6,3,3,3,2,2) 6 (0:6,3,3,3,3,3,2) 6 (0:6,6,2,2,2,2,2,2)
6 | (0:6,3,3,2,2,222) | 6 (0:3,3.3.3.2.2,2,2) 7 (0:7,7,7,7,7)
8 (0:8.8.8.8 2) 8 (0;8,8,4,4,4) 8 (0:8,8,4,2,2,2)
8 (0;4,4,4,4,2,2) 8 (0;4,4,2,2,2,2,2) 8 (0;2,.8.,2)
9 (0;9,9,3,3,3) 10 (0:5,5,2,2,2,2) 10 (0;10,10,5,2,2)
10 (0;5,5,2,2,2,2) 12 (0:6,4,4,2,2) 12 (0:4,4,3,3,2)
12 (0;12,12,6,3) 12 (0:12,6,6,4) 12 (0;12,12,2,2,2)
12 (0;12,4,3,2,2) 12 (0;4,4,3,3,2) 12 (0:3,3,3,3,3)
12 (0:3,3,2,2,2,2) 12 (0:6,6,3,2,2) 12 (0:6,2,2,2,2,2)
12 (0;3,3,2,2,2,2) 15 (0;15,5,3,3) 16 (0;4,4,2,2,2)
16 (0;8,8,4,2) 18 (0;2,.5.,2) 18 (0:9,2,2,2,2)
20 (0;5,4,4,2) 20 (0:;5,2,2,2,2) 24 (0;24, 8, 6)
24 (0;12,4,2,2) 24 (0:4,4,3,2) 24 (0:3,2,2,2,2)
24 (0;6,3,3,2) 28 (0;28,7,4) 32 (0:2,2,2,2,2)
36 (0;18,2,2,2) 40 (0;10,2,2,2) 42 (0;21,14,2)
48 (0;24,8,2) 48 (0;6,2,2,2) 64 (0;4,2,2,2)
72 (0;36,4,2) 80 (0;20,4,2) 96 (0;12,4,2)
96 (0;3,2,2,2) 120 (0;6,5,2) 192 (0;12,3,2)
192 (0;6,4,2) 320 (0;5,4,2)

Tabla 12: Signaturas maximales de acciones en género cuando g = 0.
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Recordemos que fijando una signatura podemos encontrar uno o mas vectores generadores. Si con-
sideramos las signaturas maximales de la tabla 12 podriamos tener mas de una acciéon maximal para
cierta signatura. Ademas como cada accion maximal se corresponde con un estrato no vacio, la cantidad
de estratos en Mg no es menor. Nuestro interés es seguir desarrollando el ejemplo 2.6.3 del capitulo 2
por lo que encontraremos resultados de contenciones e intersecciones que involucran los estratos corres-
pondientes a las acciones no equivalentes topoldgicamente y maximales de dicho ejemplo. Es decir, las
acciones de Zg con signatura (0;8,8,4,4,4).

A Zg en nuestra programacion, lo definimos como G=SmallGroup(8,1). Podemos ver en la lista
inicial que este grupo de automorfismos actia de diferentes formas en My, pues tiene tres signaturas:

[0;8,8,8,8,2],[0;8,8,4,4,4],[0;8,8,4,2,2,2],
todas ellas corresponden a signaturas maximales segin Singerman [27].
Usando nuestro algoritmo determinaremos que la accién de Zg con signatura (0;8,8,4,4,4) tiene

asociado 4 vectores generadores (representantes de clases), 1[0]=w, 1[1]=ws, 1[2]=w3 y 1[3]=wy, los cua-
les podemos visualizar como palabra o por medio de permutaciones, bajo los siguientes comandos:

print find _generator_representatives_as_words(G,[8,8,4,4,4])

l=find_generator_representatives(G,[8,8,4,4,4])
1

G=SmallGroup(8,1)
print find_generator_representatives_as_words(G,[8,8,4,4,4])

[[a, a, &2, &2, a*2], [a, &, a™2, a™-2, a~-2], [a, a™-3, a"2, a2,
a~-2]1, [a, a™~-3, a™~-2, a™-2, a"-2]]

l=find_generator_representatives(G,[8,8,4,4,4])

1

[[(1,2,3,4,5,6,7,8),
(1,2,3,4,5,6,7,8),
(1,3,5,7)(2,4,6,8),
(1,3,5,7)(2,4,6,8),
(1,3,5,7)(2,4,6,8) 1,
[(1,2,3,4,5,6,7,8),
(1,2,3,4,5,6,7,8),
(1,3,5,7)(2,4,6,8),
(1,7,5,3)(2,8,6,4),
(1,7,5,3)(2,8,6,4)1,
[(1,2,3,4,5,6,7,8),
(1)633J83512)?14))
(1,3,5,7)(2,4,6,8),
(1,3,5,7)(2,4,6,8),
(1,7,5,3)(2,8,6,4)1,
[(1)233Ja3516)?18))
(1)633J83512)?J4))
(1,7,5,3)(2,8,6,4),
(1,7,5,3)(2,8,6,4),
(1,7,5,3)(2,8,6,4)11]
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Sean los vectores generados:

w, = (a,a,a? a* a*), wy = (a,a,a®, a2 a?), w3 = (a,a > a* a* a?) y wy = (a,a®,a7 % a % a™?),

estos capturan las cuatro acciones diferentes de Zg con signatura (0;8,8,4,4,4) no equivalentes to-
pologicamente.

Nuestro objetivo es buscar resultados sobre contenciones e intesecciones que involucren a los estratos:

0:8,8,4,4,4),Zs w 0:8,8,4,4,4),Zs w 0:8,8,4,4,4),Zs w:
A4g ):ZLg,w1) .A4K ):ZLg,w2) pA4K ):ZLg,ws3) v M

[(0?878747474) 7ZS 711}4]
) 9 9 :

9

Primero, estudiaremos los subgrupos de G = Zg con accién inducida maximal.

Entonces nos preguntamos: ;Zg contiene subgrupos isomorfos a Zs x Zs actuando de forma maximal?
Para responder esto, primero contemos cuantos Zs X Zsy existen como clases de conjugacion en Zg. El
comando que emplearemos es

L_1=[k for k in G.conjugacy_classes_subgroups() if k.id()==[4,2]]
len(L_1)

L 1=[k for k in G.conjugacy classes subgroups() if k.id()}==[4,2]]
len{L 1)

g
La respuesta es 0, es decir, Zy X Zsy no es clase de conjugacion de subgrupos de Zs.

Continuamos ahora con el otro grupo de orden 4, analizaremos si Z4 es clase de conjugacion de
subgrupos de Zg.

L 2=[k for k in G.conjugacy classes subgroups() if k.id()==[4,1]]
len(L_2)

1

luego existe s6lo una clase de conjugacién, identificada como L_2[0]. Fijando el primer vector gene-
rador, 1[0]= wy, el siguiente comando:

intermediate_covers(1[0],G,L_2[0],0)

nos ayuda a obtener informacién detallada de la acciéon inducida asociada.



intermediate covers(1[8],G,L_2[@],8)

genero de W=
La signatura de W/H es:

9

genero de W/H: @
[[4, 1]] que estan
[[4, 1]] que estan
[[4, 2]] que estan
[[4, 2]] que estan
[[4, 2]] que estan
Para el cubrimiento
1[e] --> [2]

1[1] --> [2]

1rz2] --» [1, 1]
1121 --» [1, 1]
1141 --» [1, 1]

El indice de H en G
Core(H)= [4, 1]

sobre
sohre
sochre
sobre
sohre

punto
punto
punto
punto
punto

marcado
marcado
marcado
marcado
marcado

por
por
por
por
por

W/H-->W/G la estructura de

es5:

1fe]
1[1]
1[2]
1[3]

1[4]

ciclos es:
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La acccién inducida estd descrita por la signatura maximal (0;4,.%.,4). Existen tres acciones to-

G_2=5mallGroup(4,1)
print find_generator_representatives_as_words(G_2,[4,4,4,4,4,4,4,4])

[[aJ 4, 8, 8, 8, 8, 4, a]: [a) d, 9, 8, 8, 8, ah_lj aﬁ_ljJ

a™-1, a™~-1,

que llamaremos v, = (a, a, a, a,a,a,a,a), vy = (a,a,a,a,a,a,a*,a" ) yvs = (a,a,a,a,a”

a1, a*-1]]

pologicas distintas de Z4 con esa signatura pues hay tres clases de vectores generadores:

[al aJ‘ aJ al

1

,a

-1

catat).

Para conocer cudl es el vector generador inducido entre vy, v9 y v3 , utilizaremos el siguiente comando:

v,w,g,s=induced_generating _vector(G,1[0],L_2[0])

V7W7g7s

v,w,g,s=induced generating vector(G,1[8],L 2[©])

VyW,8,5

([(1,3,5,7)(2,

[e, a®*b"2%a™-
a,
[4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4])

2

(1,3,5,7)(2,
(1,3,5,7)(2,
(1,3,5,7)(2,
(1,3,5,7)(2,
(1,3,5,7)(2,
(1,3,5,7)(2,
(1,3,5,7)(2,

, afd*¥a™-1, a*e*a”-1, a2,

c, dl,
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el cual nos entrega el vector inducido escrito en forma permutacional y también escrito como palabra,
ademas nos entrega el género g de la superficie cociente y la signatura s.

De ésta informacién se desprende que el vector generador inducido corresponde a (a,.3.,a) = vy,
pues todas las coordenadas del vector visto en la forma permutacional son iguales. Cuando no sea claro

identificarlo se procede de la siguiente forma:
Cada coordenada del vector es un elemento del subgrupo L_2[0], éste se puede describir con el

comando L_2[0]

L 2[8]

Subgroup of (Permutation Group with generators [(1,2,3,4,5,6,7,8)])
generated by [(1,3,5,7)(2,4,6,8)]

Podemos ver que L_2[0] es generado por el elemento (1, 3,5,7)(2,4,6,8) = L_5[0].0. Entonces si que-
remos describir el vector generador inducido, sélo en términos de este generador, utilizamos

[as_word(k,L_2[0], gens=[L_2[0].0]) for k in v]

[as_word(k,L_2[@],gens=[L_2[@8].8]) for k in v]

[aJ a.'l‘ aJ aJ a) a.’ a.'l‘ a]

Luego el vector generador inducido corresponde a vy, por lo tanto se obtiene que

_[(0;8,8,4,4,4),28,’11)1] _[(0;47'8'74)72411)1}

M, c M, :

Por 1ltimo, determinemos subgrupos isomorfos a Zs como clases de conjugacion de Zg.

L_3=[k for k in G.conjugacy_classes subgroups() if k.id()==[2,1]]
len(L_3)
1

Existe sélo una clase la cual llamamos L_3[0]. La informacién sobre los cubrimientos intermedios se
obtiene con el comando: intermediate_covers(1[0],G,L_3[0],0)
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intermediate covers(1[8],G,L_3[8],8)

genero de W= 9

La signatura de W/H
genero de W/H: 3
[[2, 1]] que estan
[[2, 1]] gque estan
[[2, 2]] que estan
[[2, 2]] que estan
[[2, 2]] que estan

Para el cubrimiento
1[e] --> [4]

1[1] --> [4]

1[2] --» [2, 2]
1[3] --> [2, 2]
1[4] --» [2, 2]

El indice de H en G
Core(H)= [2, 1]

e5.

sobre
sobre
sobre
zobre
sobre

el
el
el
el
el

punto
punto
punto
punto
punto

marcado
marcado
marcado
marcado
marcado

por
por
por
por
por

W/H-->W/G la estructura de

e5.

1[e]
1[1]
1[2]
1[3]
1[4]

ciclos es:

La accién inducida es 6 : A(3;2,.8.,2) — Zs, la cual es maximal, segin [27]. Como el género de la
superficie cociente en este caso no es 0, con la programaciéon usada en este trabajo no podemos deter-
minar cuantos vectores generadores tiene asociados dicha accién. Sin embargo, encontraremos el vector

generador inducido y el estrato correspondiente a la acciéon maximal.

Para conocer cudl es el vector generador inducido (v en nuestra rutina), utilizamos como antes:

v,w,g,s=induced_generating _vector(G,1[0],L_3[0])

V’W7g7s
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v,w,g,s5=induced _generating_vector(G,1[8],L _3[0])
V,W,E,S

([(1,5)(2,6)(3,7)(4,8),
(1,5)(2,6)(3,7)(4,8),
(1,5)(2,6)(3,7)(4,8),
(1,5)(2,6)(3,7)(4,8),
(1,5)(2,6)(3,7)(4,8),
(1,5)(2,6)(3,7)(4,8),
(1,5)(2,6)(3,7)(4,8),
(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)1,

[an2*enr2*an-2,
a’3*¥hAA*an-3
at3¥ch2*¥gn-3,
afh3%¥dr2¥an-3,
at3Feni¥gh-3,
a4,

c"2,

d~2],

3,

[2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2])

Sabemos que cada coordenada del vector es un elemento del subgrupo L_3[0], el cual se describe con
el comando L_3[0]

L_3[e]

Subgroup of (Permutation Group with generators [(1,2,3,4,5,6,7,8)])
generated by [(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)]

Podemos ver que L_3[0] es generado por el elemento (1,5)(2,6)(3,7)(4,8) = L_3[0].0. Luego el vector
generador inducido, escrito solo en términos de este generador, se obtiene con la instruccion:

[as_word (k,L_3[0], gens=[L_3[0].0]) for k in v]

[as_word(k,L_3[@],gens=[L_3[@].8]) for k in wv]

[a~-1, a™~-1, a™~-1, &"-1, a™-1, a~-1, a™-1, a"-1]

el cual corresponde a z = (a™*,.8.,a™ ") = (a,.8.,a) . Asi,

_[(0’8a8747474) VA ,'lUl]

M, c MY

3;27§~a2)’Z27’Z]

Por lo tanto, cuando fijamos el primer vector generador 1[0], concluimos que:
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[(0;8,8,4,4,4),Zg w1 :2,8.2), ZQ,Z]

Mg Mgo 4a » Z47'U1] mM[(3

Ahora cuando fijamos el segundo vector generador 1[1]= ws, procediendo de manera analoga a la
anterior, se obtiene que

_[(0;87874’474)728771)2 0 4a .4 Z47U3] [(3727 .2 ZQ 7'2]
M, J\/l9 N M,

Fijando el tercer vector generador 1[2]= w3 se tiene

0 8,8,4,4 4) Z87w3] 0 47 ’ Z47U2] 3727 52 227 }

./\/l9 /\/l9 N /\/lg

Y cuando fijamos el cuarto vector generador, obtenemos que
_[(0;87874’474)72871”4} _[(O;4a§'>4)7Z47U2] [(3727 72) Z2$Z]
M, C M, N M,

Ahora, de la lista inicial de grupos que actian en género 9, nos interesa analizar aquellos que contie-
nen a Zs y que induzcan una accién con signatura (0; 8,8, 4,4, 4). Es decir, estamos en busca de estratos

que puedan estar contenidos en algin Mgo $EALE, ZB’wZ] para i € {1,2,3,4}.

En nuestra lista de grupos, el méas cercano que podria tener a Zg como clase de conjugacién es
G1 = (16, 3) de orden 16. Para encontrar la respuesta, aplicamos el comando ya conocido:

G_1=SmallGroup(16,3)
L_1=[k for k in G_l.conjugacy_classes_subgroups() if k.id()==[8,1]]
len(L_1)

G_1=SmallGroup(16,3)
L 1=[k for k in G_1.conjugacy classes subgroups() if k.id{)}==[8,1]]
len(L_1)

e

Luego el grupo (16, 3) no contiene a Zg como clase de conjugacion.

El segundo grupo més préximo en la lista es Gy = (16,5), veamos si este contiene a Zg como clase
de conjugacién.

G_2=5SmallGroup(16,5)
L_2=[k for k in G_2.conjugacy classes subgroups() if k.id()==[8,1]]
len(L_2)

2
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Este grupo tiene dos Zg como clases de conjugacién de subgrupos. Recordemos que con el comando
G _2.structure_description() podemos descubrir que Gy = Zg X Zo.

Lo siguiente es verificar si las acciones inducidas tienen la signatura buscada (0;8,8,4,4,4). Enton-
ces, continuamos la rutina conociendo los vectores generadores asociados a la accion de Zg x Zs con
signatura (0;8,8,4,2) con los comandos:

1 2=find_generator_representatives(G_2,[8,8,4,2])
1
print find _generator_representatives_as words(G_2,[8,8,4,2])

1 _2=find_generator_representatives(G_2,[8,8,4,2])
len(l 2)
5
L
print find_generator_representatives_as words(G_2,[8,8,4,2])

[[a, a, a“2%b, b~-1*a~-4], [a, b™-1%*a, a2, b"-1*a~-4], [a, b™-1%*a,
a”2*¥b, a~-4], [a, b™~-1%a, a™~-2, b™~-1], [a, &™-3, a"2%b, b"™-1]]

: 27 1-1 -4 1, 2 3-1 -4 1. 2p -4
Definimos u; = (a,a,a*b,b""a™ "), us = (a,b "a,a”,b""a™ "), us = (a,b""a,a"b,a "),

uy = (a,bra,a” b y us = (a,a>,a*b, b "), con el fin de que més adelante podamos escribir de mejor

manera los estratos involucrados.

Contamos con 5 vectores generadores 1.2[0]= wuy, 1. 2[1]= g, 1.2[2]= ug, 1.2[3]= uy y 1.2[4]= us, y 2
clases de conjugacién de subgrupos L_2[0] y L_2[1]. Tenemos entonces 10 combinaciones a analizar. La
primera es 1-2[0] con L_2[0], la segunda es 1_[0] con L_2[1], la tercera es 1.2[1] con L_2[0], y asi hasta llegar
a la dltima combinacién 1.2[4] con L_2[1].

Informaciéon de la primera accién inducida, la obtenemos con el comando:

intermediate_covers(1_2[0],G_2,L_2[0],0)

intermediate covers(l 2[9®],G_2,L 2[8],8)

genero de W= 9

La signatura de W/H es:

genero de W/H: @

[[8, 2]] que estan sobre el punto marcado por 1
[[8, 2]] que estan sobre el punto marcado por 1
[[2, 1]] que estan sobre el punto marcado por 1
[[1, 1]] que estan sobre el punto marcado por 1

Para el cubrimiento W/H--3W/G la estructura de ciclos es:
1[e] --> [1, 1]

1[1] --> [1, 1]
1[2] --> [2]
1[3] --> [2]

El indice de H en G es: 2
Core(H)= [8, 1]
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La asignatura asociada es (0;8,8,8,8,2), la cual no es la buscada.

De las 10 combinaciones, sélo 4 tienen la signatura buscada, éstas son 1.2[1]-L_2[0], 1.2[1]-L_2[1],
1.2[3]-L_2[0] y 1-2[3]-L_2[1]).

Observacién 13. Bajo la accién del grupo (16, 5) con signatura (0; 8,8, 4, 2) es posible contar 2 acciones
topoldgicas distintas y 2 analiticas distintas.

Continuamos la rutina, para el caso en que una combinacion si nos entregue la signatura (0; 8,8, 4,4, 4).
Por ejemplo 1 2[1]-L_2[0]:

intermediate covers(l 2[1],G_2,L 2[8],8)

genero de W= 9

La signatura de W/H es:

genero de W/H: @

[[B, 2]] que estan sobre el punto marcado por 1[@]
[[4, 1]] que estan scbre el punto marcado por 1[1]
[[4, 2]] que estan socbre el punto marcado por 1[2]
[[1, 1]] que estan sobre el punto marcado por 1[3]

Para el cubrimiento W/H-->W/G la estructura de ciclos es:
1[e] --> [1, 1]

1011 --> [2]
102] --> [1, 1]
1[3] --> [2]

El indice de H en G es: 2
Core(H)= [8, 1]

Vemos entonces que la accién inducida tiene la signatura maximal de nuestro interés, (0;8,8,4,4,4).
Recordemos que hay 4 acciones topolégicas de Zsg en una superficie de género 9 con la signatura
(0;8,8,4,4,4), éstas son descritas por los vectores generadores w; y wo, w3 y wy. Para conocer cudl
es el vector generador inducido en este caso, utilizamos el comando:

v_1,w,g,s=induced_generating_vector(G_2,1_2[1],L_2[0])
v_1,w,g,s

v_1,w,g,s=induced_generating vector(G_2,1 2[1],L_2[9])
v_1,w,g,s

levaluate|

([(3,5,7,9)(4,6,8,180),
(3,4,5,6,7,8,9,10),
(3,5,7,9)(4,6,8,10),
(3,5,7,9)(4,6,8,10),
(3,4,5,6,7,8,9,10)],

['bcb*-1", 'bab®-1', 'bb', 'c', 'a'l,
BJ

[4, 8, 4, 4, 8])
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Cada coordenada del vector v_1 es un elemento del subgrupo L_2[0], el cual se describe como sigue:

L_2[@]
Subgroup of (Permutation Group with generators [(3,4,5,6,7,8,9,10),

(1,2)]) generated by [(3,4,5,6,7,8,9,10), (3,5,7,9)(4,6,8,18),
(3,7)(4,8)(5,9)(6,10)]

L_2[0] puede ser generado por uno de los siguientes elementos (3,4, 5,6,7,8,9,10),(3,5,7,9)(4, 6,8, 10),
y (3,7)(4,8)(5,9)(6,10). Tomamos el generador L_2[0].0.= (3,4,5,6,7,8,9,10) = a, entonces si quere-
mos describir el vector generador inducido, sélo en términos de este generador, utilizamos

[as_word (k,L_2[0], gens=[L_2[0].0]) for k in v_1]

[as_word(k,L_2[@],gens=[L_2[@].8]) for k in wv_1]

[a~2, a, a2, &2, a]

Asi el vector generador inducido es equivalente a wq, por lo tanto se obtiene que

—+—1(0;8,8,4,2),Zg x Za,u2] _ ——[(0;8,8,4,4,4),Zg,w1]

M, C M,

La misma rutina se sigue en las otras tres combinaciones 1.2[1]-L_2[1], 1.2[3]-L_2[0] y 1.2[3]-L_2[1].
Producto de los resultados de éstas se concluye ademéds que

_[(07878’472)728 X L2 7“4} _[(078a8747474) g 7w2]

M, C M,

Otro grupo que contiene a Zg como clases de conjugaciéon de subgrupos es Gog = (48, 4). En efecto,

G_28=5mallGroup(48,4)
L 28=[k for k in G_28.conjugacy classes subgroups() if k.id()==[8,1]]
len(L_28)

2

tiene dos clases de conjugacion que llamamos L_28[0] y L_28]1].

El grupo (48,4) es un grupo de orden 48 descrito por Zg X Ss.

G_28.structure_description()

'C8 x 537
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Existe s6lo un vector generador asociado a la accién del grupo Zg x Sz con signatura (0; 24, 8, 2), este
es 1.28[0]= 7 = (eb,a b 'd"',a”'d"'e™") como se muestra a continuacién:

1 28=find_generator_representatives(G_28,[24,8,2])
len(1l 28)

1
o=
print find_generator_representatives_as words(G_28,[24,8,2])

[[E*b3 ah-lxbh-lxdh—l, aA_idi_ixeA_i]]
Para la combinacién 1.28[0]-L_28[0], la accién inducida tiene la siguiente informacién:

intermediate covers(l 28[8],G_28,L 28[@],8)

genero de W= 9

La signatura de W/H es:

generc de W/H: @

[[4, 1]] que estan sobre el punto marcado por 1[8]

[[8, 2], [4, 2]] que estan sobre el puntoc marcado por 1[1]
[[1, 3]] que estan sobre el punto marcado por 1[2]

Fara el cubrimiento W/H--:W/G la estructura de ciclos es:
1[e] --> [&]

1[1] --» [1, 1, 2, 2]

1[2] --» [2, 2, 2]

El indice de H en G es: 6

Core(H)= T[4, 1]

Es una accién maximal con la signatura buscada. El vector generador inducido es (a™2, a2, a®, a2, a®)

v_7,w,g,s=induced generating vector(G_28,1 28[e],L_28[e])
v_7

[(1,14,5,4)(2,21,9,8)(3,25,12,11)(6,29,16,15)(7,32,19,18)(10,36,23,22) (1}
3,39,27,26)(17,42,31,38)(20,43,34,33)(24,46,38,37)(28,47,41,40) (35, 48,45\,
244,
(1,14,5,4)(2,21,9,8)(3,25,12,11)(6,29,16,15)(7,32,19,18) (10, 36,23, 22) (1}
3,39,27,26)(17,42,31,308)(20,43,34,33)(24,46,38,37) (28,47,41,40) (35, 48,45,
244),
(1,18,14,7,5,32,4,19)(2,11,21,3,9,25,8,12)(6,44,29,35,16,48,15,45) (10,4},
®,36,28,23,47,22,41)(13,38,39,37,27,24,26,46) (17,33,42,20,31,43,30,34),
(1,14,5,4)(2,21,9,8)(3,25,12,11)(6,29,16,15)(7,32,19,18) (10, 36,23, 22) (1}
3,39,27,26)(17,42,31,308)(20,43,34,33)(24,46,38,37) (28,47,41,40) (35, 48,45\,
244),
(1,18,14,7,5,32,4,19)(2,11,21,3,9,25,8,12)(6,44,29,35,16,48,15,45) (10,4},
®,36,28,23,47,22,41)(13,38,39,37,27,24,26,46) (17,33,42,20,31,43,30,34) ]

que escrito como palabra y en términos de un generador del grupo L_28[0] es
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[as_word(k,L_28[@],gens=[L_28[8].2]) for k in v_7]

[a®-2, a™~-2, a3, a™-2, a™3]

Notemos que
(a2,a72 a% a2, a*) = (% a®, a* a®, a®) ~ (a®, a? a,a’, a) ~ w;

Asi,
_[(01247872)7(4874)77} _[(0;878747474) ,Lg 7w1]

M, C M,

La combinacién 1.28[0]-L_28[1], nos entrega la siguiente informacién:

intermediate covers(1l _28[8],G_28,L 28[1],@)

genero de W= 9

La signatura de W/H es:

genero de W/H: @

[[8, 2]] que estan sobre el punto marcado por 1[@]
[[4, 2]] que estan sobre el punto marcado por 1[1]
[[1, 3]] que estan socbre el punto marcado por 1[2]

Para el cubrimiento W/H-->W/G la estructura de ciclos es:
1[e] --> [3, 3]

l[j-] e [21 2.!- 2]

1[2] -z [2: 2.& 2]

El indice de H en G es: &

Core(H)= [8, 1]

La accién inducida tiene la signatura de nuestro interés (0;8,8,4,4,4) y el vector generdor inducido
esta dado por los siguientes dos comandos

v_8,w,g,s=induced generating vector(G_28,1 28[8],L_28[1])
v_8

[(1,11,14,3,5,25,4,12)(2,18,21,7,9,32,8,19)(6,26,29,13,16,39,15,27)(10, 3\
3,36,20,23,43,22,34)(17,40,42,28,31,47,30,41)(24,44,46,35,38,48,37,45),
(1,14,5,4)(2,21,9,8)(3,25,12,11)(6,29,16,15)(7,32,19,18) (18, 36,23,22) (1
3,39,27,26)(17,42,31,30)(28,43,34,33)(24,46,38,37)(28,47,41,48) (35,4845
,44),
(1,11,14,3,5,25,4,12)(2,18,21,7,9,32,8,19)(6,26,29,13,16,39,15,27) (18, 3\
3,36,20,23,43,22,34)(17,40,42,28,31,47,30,41) (24,44 ,46,35,38,48,37,45),
(1,14,5,43(2,21,9,8)(3,25,12,11)(6,29,16,15)(7,32,19,18) (18, 36,23,22) (1
3,39,27,26)(17,42,31,30)(20,43,34,33)(24,46,38,37)(28,47,41,408) (35, 48,45\
,44),
(1,14,5,43(2,21,9,8)(3,25,12,11)(6,29,16,15)(7,32,19,18) (18, 36,23, 22) (1}
3,39,27,26)(17,42,31,38)(20,43,34,33)(24,46,38,37)(28,47,41,40) (35,48,45\
,44)]
[+ =

[as_word(k,L_28[1],gens=[L_28[1].8]) for k in v_8]

[a~3, a™~-2, a™3, a™-2, a"-2]
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El vector generador inducido resulta ser

(a3, a?,a® a2, a’z) ~ Wy

Luego tenemos la misma contencién de estratos de la primera combinacion.

Con esta rutina pudimos obtener como resultado, que dentro de todos los grupos que actiian en una
superficie de Riemann de género 9 con género de la superficie cociente 0, los que contienen al (8,1)
como clases de conjugaciéon de subgrupos y ademads inducen una accién con signatura (0;8,8,4,4,4),
son: (16,5),(16,6), (48,4) y (48,5).

So6lo mostramos para enseniar la rutina, los resultados de los grupos (16,5) = Zg x Zs y (48,4) = Zg x Ss.
De los otros dos podemos decir que el grupo (16,6) = Zg x Zs con signatura (0;8,8,4,2) tiene tres
vectores generadores asociados pero sélo uno, que llamamos 1 = (a, ba, ¢, b~ '), nos proporciona acciones
inducidas con la signatura buscada. El grupo (48, 5) = Zaoy X Zo con signatura (0;24,8,2) tiene sélo

un vector generador asociado, p = (eb,b~'a"",a"'e™")) el cual proporciona dos acciones inducidas con

[(0:8,8,4,4,4),Zsg ,w;]
la signatura buscada. Para concluir, los estratos que estan contenidos en algin ./\/l9 " para

i€{1,2,3,4}. son:

M[(0;8,8,4,2),Zg XZQ,UQ M 0 8 8 4 2 Zg XZQ,U4] 0 8 8 4 2) Zg NZQ,??] O 24 8 2 ZgXSg,T] [(0'24 8 2) Z24 NZQ,p]
9 9

Mg Mg Mg ’ w7 ’ )

los cuales cumplen:

[(0;8,8,4,2),Zg X Z,uz] [(0;8,8,4,4,4),Zg w1 ]

M, Cc My ’ :

[(0:8,8,4,4,4),Zg wa]

C M, ,

M[(O 8 8 4 2) ZgXZQ,U;ﬂ

[(0;8,8,4,2),Zg xZ2 ,n) [(0;8,8,4,4,4),Zg,w3)]

My Mg ,
——1(0:8,8,4,2),Z 1 Zo )] [(0;8,8,4,4,4),Zs ,wa]
M, M9 )

02482 ZgXSg,T] [(088444) Zg,wl]
C My

My

)

[(0 24 8 2 224 XZQ,p] —[(0;8,874,4,4),Z8,W3]
M, C M,

M[(O 24 8 2) Z24 XZQ,p} C Mg(0;8,8,4,4,4)728,w4} )
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