UNIVERSIDAD DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

OPTIMIZACION DE FORMA BAJO INCERTIDUMBRE

MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO

JUAN JOSE GRANIER TORRES

PROFESOR GUIA:
JAIME ORTEGA PALMA

MIEMBROS DE LA COMISION:
RODRIGO LECAROS LIRA
JORGE AMAYA ARRIAGADA

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por PIA /Concurso de Apoyo a Centros
Cientificos y Tecnolégicos de Excelencia con Financiamiento Basal AFB170001 CMM UMI
2807 CNRS y Fondecyt 1171854

SANTIAGO DE CHILE
2019
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FECHA: 09/07/2019

PROF. GUIA: JAIME ORTEGA PALMA

OPTIMIZACION DE FORMA BAJO INCERTIDUMBRE

El objetivo principal de este trabajo es estudiar un problema inverso geométrico con
ruido estocéstico, que consiste en una EDP lineal asociada a un funcional no lineal de mini-
mos.cuadrados. Posteriormente se quiere realizar un proceso de reconstruccién numérica con
el objetivo de comparar la solucién obtenida de forma determinista con la solucién obtenida
con ruido estocastico. Para la primera parte de este trabajo nos basamos en el estudio de
Allaire y Dapogny [2I]. Para la otra parte nos basamos en el método level set introducido
por Osher y Sethian [I8]. Dentro del enfoque estandar de resolucion de problemas inversos
geométricos esta el parametrizar la forma geométrica y aplicar métodos de regularizacion a
la parametrizacion. Este enfoque sufre de la limitacién que para obtener aproximaciones con-
vergentes se tiene que tener un conocimiento a priori de la estructura y topologia de la forma
geométrica buscada. Por la no linealidad del funcional, las derivadas de forma de segundo
orden son complicadas de trabajar en su forma explicita, motivo por el cual es complicado
aplicar un método de level set desde el punto de vista clasico, nos basaremos en la idea de
level set para aplicar un método que solo use las derivadas de forma de primer orden.
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Capitulo 1

Introduccion

Un area de estudio a nivel aplicado en Ecuaciones Diferenciales Parciales corresponde a
los Problemas Inversos.

Uno de los primeros resultados histéricamente relevantes empieza con el trabajo de Cal-
deron [I], donde estudia el problema inverso con aplicaciones en la determinacion de la con-
ductividad eléctrica de un medio mediante la mediciéon de voltaje y corrientes en su frontera.
Dicho trabajo es continuado por Kohn y Vogelius [2], obteniendo como respuesta la unicidad
de la conductividad eléctrica y todas sus derivadas a partir de las mediciones de voltaje y
corrientes en su frontera, esto suponiendo suficiente suavidad cerca de la frontera. Siguiendo
la misma linea de trabajo, Sylvester y Uhlmann [3] concluyen la identificabilidad para una
conductividad regular que sea C2 (ﬁ), para n > 3, posteriormente Alessandrini [4] prueba la
estabilidad logaritmica para v € H*® (£2), con s > § + 2. Otros trabajos como los de Kenig y
Astala [5, [6] trabajan sobre el mismo problema pero en contextos mas generales y refinados.

Uno de los grandes problemas en Ecuaciones Diferenciales Parciales corresponde a las
ecuaciones de Navier Stokes, de la cual ain hasta el dia de hoy no hay solucién analitica
global. Algunos trabajos previos como Friz y Alvarez [8, 9] se enfocan en la identificabilidad
bajo condiciones de continuidad y en la reconstruccién numérica, mientras que otros tra-
bajos posteriores como Godoy [I0] introducen conceptos de la Optimizacion de Forma y la
Sensibilidad Topoldgica para resolver este problema.

A veces también queremos datos geométricos de los problemas, por ejemplo la estimacion
de tamano de un objeto inmerso en una regiéon. En este aspecto aparecen los Problemas
Inversos Geométricos, que en términos simplificados estudian la deteccion de geometrias en
el espacio donde se define el problema. Los primeros trabajos de Alessandrini y Nguyen
[14, [15] corresponden a resultados previos que en Zamorano [26] usan para trabajar sobre la
estimacion de tamano de un obstéculo en un fluido de Stokes en estado estacionario.

Ultimamente se ha introducido el concepto de estocaticidad, que en algunos casos podemos
suponer corresponden a perturbaciones pequenas sobre el dominio.

Un primer enfoque es méas bien continuo, correspondiendo al uso de Ecuaciones Diferencia-



les Estocasticas en su enfoque clésico. Una de las principales motivaciones de la introduccion
de EDE’s es el analisis de ecuaciones de evolucion estocasticas, en particular ecuaciones para-
bolicas bajo perturbaciones pequenas o locales. Uno de los primeros trabajos en introducir el
uso tanto de Optimizacién de Forma como de Problemas Inversos Estocasticos corresponde
a estimaciones de Carleman para problemas inversos parabolicos y ecuaciones diferenciales
parabolicas de Qi Lu [16]. Otros trabajos como el de Nguyen [I7] trabajan con problemas
parabolicos cuasi-lineales.

Un segundo enfoque més bien discreto corresponde a la discretizacion de ecuaciones di-
ferenciales estocasticas para la posterior construccion de algoritmos de optimizacion en los
problemas inversos asociados. Dentro de los métodos més usados esté el método de curvas de
nivel, Osher y Sethian [I8] son los primeros en presentar el método basandose en ecuaciones
de Hamilton-Jacobi, Dentro de los trabajos més recientes que tratan el caso estocéastico y ge-
neralizan los problemas al caso no convexo esté el trabajo de Lester [19], donde implementan
un método estocastico de curva de nivel para Optimizacién de Forma.

En Allaire y Dapogny [21] estudian una aproximacion determinista usando el método de
curvas de nivel para un problema de elasticidad lineal. Para la aproximacién determinista,
usan la esperanza y varianza aproximada mediante linealizaciéon, usando aproximaciones de
primer y segundo orden de la derivada de forma sobre perturbaciones del tipo implicitas.
Toda la teoria e implementacion se basa en este tipo de perturbaciones.

En este trabajo queremos ver el analisis y la resoluciéon de problemas no lineales con
perturbaciones estocésticas mediante linealizacion y aproximacion determinista. Inicialmente
queremos ver qué sucede con perturbaciones explicitas tanto en el funcional como en el
dominio. A diferencia de otros trabajos, trataremos la estocaticidad para un problema no
lineal, asi usando Problemas Inversos y Optimizaciéon de Forma en conjunto, haremos un
modelo analitico y para lo restante implementaremos un algoritmo de resoluciéon. En este
ultimo aspecto trataremos de abordar el problema desde otro enfoque, pues no se puede
obtener una linealizacién de segundo orden, por lo cual el método de curvas de nivel no se
puede aplicar a priori.

Para todo esto, empezaremos con un problema escalar con restricciones asociadas a un
funcional de minimos cuadrados, una vez estudiado el problema escalar queremos estudiar
un problema vectorial como el problema de Stokes, el caso de 2 dimensiones determinista lo
pueden ver en Dapogny [22]

Dicho lo anterior, consideramos el siguiente problema escalar con condiciones tipo Dirichlet

Au=0,Q\D
u= f,00
u=0,0D

y su funcional de minimos cuadrados asociado



J(D>:%/F%_aobs

Primero veremos una modificacion en el argumento del funcional, posteriormente veremos
una modificacion en el dominio. Considerando resultados obtenidos en J.H. Ortega [§] y
que este problema es una version escalar y simplificada de un problema tipo Stokes, no es
dificil ver que el problema inverso asociado satisface identificabilidad y una estabilidad, si
bien débil, lo suficiente para que la solucion del problema de optimizaciéon sin perturbacion
asociado al problema sea J(D) = 0. Queremos ver como cambia el 6ptimo al introducir las
perturbaciones, pero antes necesitamos algunos conceptos analiticos y de anélisis numérico.




Capitulo 2

Problemas Inversos

La idea de un problema inverso es que uno quiere encontrar ciertos parametros o ciertos
coeficientes de un modelo y el acceso a estos es restringido, por lo que debe tomar medi-
ciones indirectas de las cuales se pueden recuperar ciertos parametros o coeficientes. Los
problemas inversos tienen aplicaciones en diversas disciplinas como por ejemplo: inspeccion
geologica, sensores remotos, imagenes médicas, prospeccion acistica y electromagnética, to-
mografia actstica ocednica, diseno aeroespacial, entre otras. Ahora, un problema inverso se
dice geométrico si lo que se quiere recuperar es una forma geométrica, es decir la posiciéon y
la forma de un cierto cuerpo geométrico que es innacesible y que se encuentra inmerso dentro
de un dominio méas grande, sobre cuya frontera se pueden realizar mediciones. A continuacion
presentamos algunas definiciones previas para entender un problema inverso
Diremos que una aplicacién A es un problema directo o un operador de mediciones si
a cada valor x € X del parametro le asocia las observaciones del modelo y € Y, con XY
espacios de Banach o Hilbert, es decir

y=Ax),reX,yeY

Luego, se define el problema inverso como aquél que busca determinar x a partir de las
mediciones y tal que se tenga lo anterior.

Para entender la teorfa de los problemas inversos se estudia a modo de ejemplo uno de
los problemas inversos mas famosos que existen, que corresponde al problema inverso de
conductividad eléctrica, también conocido como el problema de Calderoén.

Algunos supuestos supuestos previos son

1. Q ¢ RY, N > 2 es un dominio acotado con frontera suave que representa un cuerpo
conductor eléctrico.

2. La conductividad del cuerpo se representa por una matriz simétrica y definida positiva
7= (1) en

3. Suponiendo que no existen sumideros o fuentes de corriente, por la ley de Ohm la
ecuacion para el potencial u en {2 estd dada por

N
0 ou
I DU 0O
;85‘71 GU@%‘) en

4



4. Conociendo el potencial f en €, el potencial inducido u en € satisface el problema de

Dirichlet
N

0 ou
T2 =0, en
1]21 Oz; (%‘9%) o

u = f sobre ()

Definimos la aplicacién voltaje a corriente o Dirichlet a Neumann A, como

al Ju
A(f) = Z 'YijVi%bQ
J

i,j=1

que corresponde a la mediciéon del frlujo de corriente generado en la frontera por el potencial
aplicado sobre la misma. Aca u es la solucién del problema anterior y v; es la componente
i—ésima del vector unitario normal exterior a 0€). Luego, el problema inverso de conductivi-
dad eléctrica corresponde a la determinacién de 7 a partir del conocimiento de A.,,.

El primero en plantear este problema fue Calderén, consider6 este problema para conducti-
vidades isotropicas, es decir, que no dependen de la direcciéon. Suponiendo que 7(z) es una
funcion real y positiva y considerando la matriz real v(x)I, la ley de Ohm para el potencial
u en {2 y la aplicacion Dirichlet a Neumann se reducen a

div (yVu) =0 en 2

ou

Av(f )= ’7@
respectivamente. Calderén demostr6 que la derivada Fréchet en conductividades constantes
de la aplicaciéon v — @, con @), la forma cuadréctica asociada a A, es inyectiva.
Este problema de caracter teérico tiene aplicaciones préacticas, por ejemplo en tomografia por
impedancia eléctrica.
Por lo general, abordar un problema inverso es un proceso en el cual surgen varias preguntas
que pueden ilustrarse en el problema de Calderén [I]. En este problema los problemas que
aparecen son

Inyectividad de A (Identificabilidad)
Continuidad de A y A™!, si existe (Estabilidad)
Encontrar el rango de A (Caracterizacion)

Foérmula para recuperar 7 a partir de A, (Reconstruccion)

O W

Obtener un algoritmo para encontrar una aproximacion de vy (Reconstruccion numeérica)



Capitulo 3

Estudios de EDP’s usando el método de
los elementos finitos

3.1. El método de los elementos finitos

El método de los elementos finitos es un método numérico usado en la aproximaciéon de
soluciones de ecuaciones en derivadas parciales para el modelamiento de diversos problemas
de ingenieria y fisica. Este método esta basado en la formulaciéon variacional del problema.

La idea base de este método es dado un espacio de Hilbert V' y dada la formulacion
variacional del problema, reemplazarlo por un subespacio V}, de dimension finita y luego el
problema asi aproximado se transforma en un sistema lineal cuya matriz se denomina matriz
de rigidez. La ventaja de este método es que podemos elegir la construcciéon de Vj, de forma
tal que este subespacio sea una buena aproximacion de V' y que la soluciéon u, € V), de la
formulacion variacional esté cerca de la solucién exacta u € V

Para aplicar este método necesitamos un espacio de Hilbert V', una forma bilineal continua
y coerciva a(u, v), y una forma lineal L(v). Consideramos la formulacion variacional siguiente

Encontrar u € V tal que a(u,v) = L(v),Yv € V

el cual sabemos por el teorema de Lax-Milgram tiene una tnica soluciéon. Luego lo que
queremos hacer es resolver el problema

Encontrar uy, € Vj, tal que a (up,vy) = L (vg) , Yo, € Vj,

La solucién de esta aproximacion interior es simple como se muestra en el siguiente lema

Lema 3.1 Sea V' un espacio de Hilbert real y Vi, un subespacio de dimension finita. Sea
a(u,v) una forma bilineal continua y coerciva sobre V', y sea L(v) una forma lineal continua
sobre V. Entonces, la aproximacion interior tiene una unica solucion. Ademds, esta solucion
puede ser obtenida resolviendo un sistema lineal con una matriz definida positiva, y simétrica
en el caso de a(u,v) simétrica



3.2. Elementos finitos en el caso unidimensional

Empecemos presentando el método de los elementos finitos en dimension N = 1. Sin pér-
dida de generalidad se escoge el dominio 2 = ]0, 1[. En dimension 1 una malla es simplemente
una coleccién de puntos {z;},,., tal que

To=0<21 < <2 <Tpy1 =1
Por simplicidad consideramos para empezar el siguiente problema modelo

—u" = f, en ]0,1]
uw(0)=u(l)=0

el cual se sabe tiene una tnica solucién en H} (Q) si f € L? (). En lo que sigue se denota
por P el conjunto de polinomios con ceoficientes reales de una variable real y con grado < k.

En el presente ejemplo, usamos el método de los elementos finitos Py, donde usamos el
espacio discreto de funciones globalmente continuas que son lineales afin sobre cada elemento,
es decir

Vi = {v € C[0,1] tal que vl q;,,) € P, V0 < j < n}

y sobre su subespacio
Vo = {v € V}, tal que v(0) = v(1) =0}

Luego, el método de los elementos finitos P; es simplemente el método de aproximacion
variacional interior aplicado a los espacios V}, y Vg, dados anteriormente. Las funciones de V},
v Vor son lineales afines por trozos y se pueden representar con ayuda de funciones base. En
efecto, se introduce la funciéon ¢ definida por

1—|z|, silz|<1
o-{

0, si |z >1

Si la malla es uniforme, para 0 < 7 < n + 1 se definen las funciones base

¥5(x) = ¢ ("’” _hxj)

Se tiene el siguiente resultado

Lema 3.2 EI espacio Vj, definido anteriormente es un subespacio de H*(0,1) de dimension

n + 2 y todo v, € V}, estd definido inicamente por sus valores en los vértices (:L’j)0<j<n+1

n+1

vp(z) = th(ﬂfj)@(v@)aw €]0,1]

La base ¢; definida anteriormente permite caracterizar las funciones de V}, por sus valores
en los nodos de la malla. En este caso se habla de elementos finitos de Lagrange.



Ahora se muestra la solucion préactica del problema anterior usando el método de elementos
finitos P;. En efecto, tenemos que la formulaciéon variacional de la aproximacion interna es
encontrar uy, € V, tal que

/01 uy (z)vy, (x)de = — /01 f(z)vop(x)da, Yo, € Vo

Si descomponemos vy, en la base (¢;) y tomamos v, = ¢; se llega a

1<j<n

> un (o) [ d(aetonte = [ oo

Denotando por Uy = (un (25)), <<, bn = (fol f(:c)cﬁi(x)) e introduciendo la matriz

1<i<n

6= ([ soe) »

la formulacién variacional en Vi, se reduce a resolver en RY el sistema lineal

de rigidez

/ChUh = bh

Probemos la convergencia del método de los elementos P; en una dimensién, lo primero
que haremos es definir un operador de interpolacion 7,

Definicion 3.3 El operador de interpolacién Py es el operador lineal 7, de H'(0,1) en

Vi definido por
n+1

(Thv) () = va].(bj(x),Vv e H(0,1)

La convergencia de los elementos finitos P; se basa en el siguiente lema.

Lema 3.4 (Interpolacion) Sea 73, el operador de interpolacion Py. Para todo v € H'(0,1) se
tiene

}Lfg(l) v — 7'hUHHl(o,l) =0
Ahora, si ademds v € H*(0,1), entonces existe una constante C' independiente de h tal que

|lv — ThUHHl(OJ) <C ||U”||L2(0,1)

Teorema 3.5 Sean v € Hy(0,1) y u, € Vo, las soluciones del problema de Dirichlet y de
su aproximacion mediante formulacion variacional, respectivamente. Entonces, el método de
los elementos finitos Py converge, i.e

}1111% lu = wnll 101y = 0

8



Ademds, si u € H?*(0,1), entonces existe una constante C' independiente de h tal que

Ahora consideremos el método de los elementos finitos P, para el caso unidimensional,
usaremos el espacio discreto

Vi, = {v € Cl0,1] tal que v|p, 4,,,) € P2, V0 < j < n}

sTj+1
y su subespacio
Von = {v € V}, tal que v(0) = v(1) = 0}

Luego, el método de los elementos finitos Py corresponde a la aproximacion variacional interior
de estos espacios. Estos estdn compuestos de funciones continuas, cuadraticas por trozos que
pueden ser representadas con la ayuda de funciones base muy simples

Se introducen los puntos medios de los intervalos [z;,x;41] definidos por z;+1 = x; + %
2
para 0 < 7 < n. Se definen las funciones de referencia

(14+x)(1+2z), si —1<x<0
Ple)=q(1—2)(1—-22), si0<z<1

0, si |z >1
y
1—42?% sifz) <2
() = . :
0, si|z] > 35

En el caso de la malla uniforme se definen las funciones base ¢;(z) = ¢ (-52),0 < j <n+1

T=Tjt1

o= () o <0

3.3. Elementos finitos en el caso multidimensional

Ahora estudiemos brevemente el caso de dimensién N > 2. Por simplicidad mostraremos
los resultados para N = 2, si bien se pueden extender para N > 3

Consideremos el siguiente problema

—Au=f, en Q)
u = 0 sobre 02

el cual se sabe que tiene una tnica solucion en H} (Q), si f € L*(Q).

En lo que sigue supondremos que el domino €2 es un poliedro, i.e € es una unién finita de
poliedros de RV

Acé veremos la definicién de una malla del dominio €2 formada por tridngulos en el caso
N = 2 dimensiones y por tetraedros en el caso de N = 3 dimensiones. Los tridngulos y



tetraedros estdn dentro de la familia més general de N —simplices. Se dice que K es un
N —simplex de R si es la envoltura convexa de N + 1 puntos (a;), <j<ns1 de RY, llamados
los vértices de K. o

Definicién 3.6 Sea $2 un poliedro abierto conexo de RY. Una malla triangular o una
triangulacion de ) es un conjunto T, de N—simplices (Ki>1§i§n que satisface

1. K;CcQyQ=U" K

2. La interseccion K; N K; de dos N—simplices distintos es un m—simplex, con 0 < m <
N — 1, cuyos vértices son también vértices de K; y K;

Observacion Por convencion, el parametro h denota el maximo diametro de los N —simplices

K;

A continuacién estudiamos la convergencia del métodos de los elementos finitos Py, para
el problema de Dirichlet N—dimensional, con N > 2 definido anteriormente. Para esto se
necesitan algunas hipotesis geométricas sobre la calidad de la malla. Para cada N —simplex
K se introducen dos parametros geométricos.

El primero de estos parametros corresponde al didmetro diam(K) que se define

diam(K) = max ||z —
iam(K) = méx [|lz —y|

mientras que el segundo corresponde al didmetro de la bola més grande contenida en K,
que denotaremos por p(K), es decir

p(K) = méxdiam(DB,)

B.CK

Definiciéon 3.7 Sea (75) una coleccion de mallas de Q. Se dice que esta es una ucesion de
malas regulares si

1. La sucesion h = maxdiam(K;) tiende a 0
ki€Th

2. Ezxiste una constante C' tal que Vh >0 y VK € Ty,

diam(K)
o) =

El siguiente teorema establece la convergencia del método de los elementos finitos Py y da
una estimacion de la tasa de convergencia si la solucién es regular.

Teorema 3.8 Sea (Ty,),,., una sucesion de mallas requlares de Q. Sea uw € Hy () la solucion
del problema modelo y u, € Vo, su aprozimacion interior por elementos finitos Py. Entonces
el método de elementos finitos P, converge, i.e

}lg% [t = unl| g1y = 0
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Ademds, siu € H*1 (Q) y k+1> %, entonces se tiene la estimacion del error siguiente
Ju— uhHHl(Q) < Ch* ||U||Hk+1(sz)

donde C' es una constante independiente de h y de u
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Capitulo 4

Optimizacion de forma

Se sabe que el problema inverso de deteccién de obstaculos dentro de un fluido puede ser
formulado como un problema de optimizacién de forma.

En el contexto de este trabajo nos enfocaremos en un tipo de problemas de optimizacion
de forma, que corresponde al tipo geométrico. En este tipo de problema la topologia esta
fija y lo que varia es 0.

Considerando lo anterior, presentaremos el método de diferenciaciéon con respecto al do-
minio, también conocido como shape differentiation, el cual resulta de utilidad en la teoria
de optimizaciéon de formas.

4.1. Ideas previas

Primero hay que entender qué es un problema de optimizaciéon de forma.

Definiciéon 4.1 (Problema de optimizacion de forma) Dada un costo o funcién objetivo J
sobre un dominio €1, se define un problema de optimizacion de forma como el problema
de minimizar el costo sujeto a restricciones que llamaremos 4. Es decir, el problema

a7 ()

Observacion En muchos problemas aplicados, la funcién objetivo J (€2) depende de €2 me-
diante un estado z€) que corresponde a la soluciéon a una EDP definida sobre €2

El problema de diferenciaciéon con respecto al dominio que se estudia a continuaciéon tiene
su origen en los problemas de disenio 6ptimo.

Dado un abierto acotado 2 de R, con N = 2 o 3, se considera el estado del sistema z ()

12



que es la solucién de un problema de contorno en €2:

Az(2) =0, en Q
Bz (§2) =0, sobre 02

y se define un costo real por alguna de las funciones

me:Aﬂ@mmm

Jo (Q):/DT2 (2(Q))dz

75 () = /8 T ()

donde A, B, Ty, T, v Ty son operadores en derivadas parciales definidos en todo RY y D es
un abierto fijo en RY tal que D C €. Suponiendo ciertas condiciones de regularidad sobre
Q, el problema de contorno anterior tiene soluciéon tnica y lo suficientemente regular para
que tengan sentido las funciones de costo anteriores. Luego, el problema de diseio 6ptimo
consiste en resolver un problema de optimizaciéon de forma como en, es decir encontrar un
* en una familia 2,4 de abiertos admisibles tal que

J(Q) < J(Q),YQ € Qug

donde J es una de las funciones de costo anteriores. Al ser un problema de optimizacion, se
presentan los 3 problemas siguientes

1. Existencia de un dominio 6ptimo.
2. Caracterizacion del o de los dominos 6ptimos.

3. Construcciéon de un algoritmo que calcule uno de los dominios 6ptimos.

Resulta que los problemas (2) y (3) estan intimamente ligados al conocimiento de una derivada
de la aplicaciéon
QeQu—J(Q)eR

A continuacién presentamos la definicién y el estudio de una derivada de la aplicacién anterior.
Como 2,4 carece de estructura vectorial, se transforma el problema inicial de la siguiente
forma:

Partiendo de un dominio inicial € € Q.q4, se consideran funciones u : RY — R" suficien-
temente regulares, se definen nuevos dominios de la forma

Q+u={x+ux): 2€Q=UT+u)(Q)

A continuacién se considera un espacio vectorial normado V de funciones v : RN — R tal
que para cada u € V,Q) + u € ,q. Entonces, para cada u € V se define el problema de
contorno

Az(u) =0, en Q4 uBz(u) = 0, sobre 00 + u
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y se definen los costos reales por
() = / T, (u, 2(u)) do
Q+u
Jo(u) = / T (u, z(u)) de
D
J3(u) = / T3 (u, z(u)) de
0Q+u
Con esto se tiene una aplicacion

veV—Ju ek

El concepto de derivada que se utilizaréa sera el de Fréchet de la aplicacion ya definida.

4.2. Definiciones basicas

Teniendo la idea del contexto en el cual queremos trabajar, primero debemos definir
algunos espacios de funciones.

Sea () un abierto de RY.

Definicion 4.2 Sea f: Q C RY — RP. Se dice que f pertenece a (Lip ()’ si f es acotada
y globalmente Lipschitziana, es decir

|f(z)] < C,Vz e Q

I
[f (@) = f W) < Dlx—yl,Vo,y € Q

El siguiente lema nos dice que Lip () y el espacio de Sobolev W1 () coinciden.

Sea f : ) — R una funcién medible. Se dice que f € Lip () siy solo si grad f € L (Q)".

Observacion Aca grad f se entiende como el gradiente de f en el sentido de las distribu-
ciones sobre (2

Otro espacio de nuestro interés es el siguiente

Definicion 4.3 Sea f : Q Cc RY — RP. Se dice que f pertenece al espacio (Csb (Q))p, con
k >0 entero, si VO < |a| < k, existe un representante de la clase D* (2) para f que es una
funcion uniformemente continua y acotada en todo €

Considerando lo anterior, veamos condiciones para que dado un dominio inicial €2 de clase
Lip®, Q + u siga siendo de clase Lip®, con u : RN — RY suficientemente regular.

En primer lugar, notemos que
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1. Si k> 2y u € Lip* (RV;RY), entonces 2 + u € Lip*
2. Si Q es de clase Lip" y u € C}j, (RY;RY), entonces Q + u € Lip'

Ahora nos interesa ver bajo qué condiciones I + u es un difeomorfismo. En efecto, tenemos
el siguiente resultado

Lema 4.4 Sea u € Lip® (RY;RN) tal que |Jull, < B, con B < 1. Entonces I +u es invertible
y ademds (I+u)"" = I+ v, conv € Lip" (RV;RY) y ||vll, < Ci||ull,, donde Cy es una
constante independiente de u

Por otra parte, el siguiente lema nos dice que la aplicacion v — Jac (I + u) = |det [0; (I + u),]|
es derivable en 0

Lema 4.5 Sea k > 1, la aplicacion
u — Jac(I 4+ u) = |det[0; (I + u),]|

definida de
Lip" (RN;RN) en Lipt~* (RN;RN) , stk >1
Lip (]RN;]RN) en Lip™ (RN;RN), sik=1

es derivable en 0 y su deriwada en la direccion u es divu

Ahora queremos estudiar la diferenciabilidad en el origen de la aplicacién u — z(u), con
z(u) definida en el abierto Q + u. con @ C RN abierto y u € Lip” (]RN;]RN), con k > 1.
Como el dominio de esta funcién varia con u, no puede ser derivada respecto de u de la forma
usual. Por este motivo se estudiara la diferenciabilidad de sus restricciones a determinados
abiertos w en lo que z(u) estd definida para todo u de norma ||u||, suficientemente pequena,
y asi podemos definir a partir de estas restricciones la derivada local en el origen, en todo 2

Sea 2 C RY un abierto. Tenemos que para todo u € Lip" (R¥;RY), con k > 1, de
norma suficientemente pequena, 2 + u es un abierto de RY. Sea u — z(u) tal que para cada
u € Lip® (RV;RY) con [lu||, suficientemente pequefia, z(u) € W™ (Q +u), con k > m > 1
y1<r<oo.

Dado w CC €2 se toma u € Lipk (RN ‘RN ) de norma suficientemente pequena para que
w CC Q + u. De esta forma z(u) estard definida en w y entonces tendré sentido hablar de la
diferenciabilidad en el origen de la funcion u — z(u)|,

Definiciéon 4.6 Se dice que la apliicacion u — z(u) tiene una derivada local en el origen si
para todo abierto w CC  la aplicacion u — z,(u) = z(u)|,, definida en un entorno de 0 en
Lip" (RN;]RN) y con valores en W™"(w), es Fréchet diferenciable en el origen. En este caso

la derivada local en 0 en la direccion u que serd denotada por z'(u) estd definida en todo el
dominio Q para cualquier u € Lip" (RN; RN) por

d
Z'(u) = Dz,(0) = azw(tu)h:o en w,Yw CC Q
con Dz,(0) la derivada Fréchet en el origen de u — z,(u)
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Supongamos que u — z(u) verifica la condicion anterior, se tiene el siguiente resultado

Teorema 4.7 Supongamos que la aplicacion anterior verifica que u — z(u)o (I + ) definida
en un entorno de 0 en Lip® (RN;RN) en W™ () es derivable en 0, con derivada en la
direccion u denotada Z(u). Entonces para cada w CC € la aplicacion uw — z(u)l,, considerada
como aplicacion definida de un entorno de 0 en Lip" (]RN;]RN) en WML (w) es derivable
en 0. Su deriwada en la direccion u estd dada por

2 (u) = Z(u) — u - gradz(0)

4.3. Diferenciacion del problema de contorno asociado

Sabemos que habitualmente z(u) es la solucién de un problema de contorno definido en
2 4+ u. Considerando este hecho y la existencia de una derivada local en el origen, se deduce
el problema de contorno del cual es solucion z'(u) para cada u.

Teorema 4.8 Supongamos que se cumplen las condiciones del teorema anterior. Sean f €
D' (RY) y A un operador que aplica de forma lineal y continua W™ " (w) en D'(w) para
cada abierto w C RY y verifica que Yu € Lip* (RV;RY) tal que |lul|, es suficientemente
pequeno se tiene que

Az(u) = f, en Q+u

Entonces la derivada local en el origen de uw — z(u) en la direccion u, denotada por z'(u),
verifica

AZ'(u) =0, en Q

Supondremos ahora que se cumplen las hipotesis del teorema y que m =r = 1.

Teorema 4.9 Sea Q un dominio de clase Lip'. Supongamos que se cumplen las hipdtesis
conm =r =1y que ademds

2(0) € W' (Q),Vu € Lip* (RV;RY)

tal que ||ul|, es suficientemente pequena y z(u) = 0 sobre 0Q+u Entonces para cada w CC 2
la aplicacion u — z,(u) = z(u)|w, definida de un entorno de 0 en Lip* (RV;RY) en L'(w)
es derivable en 0

Como consecuencia de este resultado, se tiene que u — z(u) es localmente derivable en 0
y su derivada local en la direccién u, denotada por 2'(u), verifica

Z'(u) € WHH(Q)

2 (u) = —unagﬁ sobre 00 (‘en L' (0€2))
n

~—
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4.4. Diferenciacién del operador integral asociado

Ahora pasamos a otro enfoque el cual serda parte del problema en cuestién. En efecto,
aplicaremos la teoria de control geométrico que consiste en la determinacién de un dominio
) + u para el cual una funciéon

u— J(u, z(u))

definida en una parte de Lip” (RN (RN ), k > 1 y con valores reales, alcanza un minimo.
Entonces, resulta tutil hallar la derivada respecto a u de la funciéon definida anteriormente para
resolver el problema de control geométrico asociado, suponiendo que esta existe. Tenemos 2
casos de diferenciabilidad en el origen de la funcién antes mencionada. Estos son

J (u, z(u)) = /Q+ C(u,z(u))dz

J (u, z(u)) = /89+ G (u, z(u))dS

con C'y G operadores en derivadas parciales definidos en todo RY. Tenemos un primer
resultado de la derivabilidad en 0 de u — [, 2(u)dz

Teorema 4.10 Sea Q un dominio de clase Lip'. Supongamos que la aplicacion u — z(u)
estd definida sobre un entorno de 0 en Lip" (RN; RN) en L' (2 +u), con k > 1. Supongamos
ademds que la aplicacion u — z(u) o (I 4+ u) definida de un entorno de 0 en Lip* (RV;RV)
en L' (Q) es derivable en 0, con derivada en la direccion u denotada Z(u) y

2(0) € W (Q)

Entonces, para todo k' > max{2,k} y para cada abierto w CC ) se tiene que la aplicacion
u — z(u)|, definida en un entorno de 0 en Lip* (RY;RY) en (C* (@))" es derivable en 0,
luego es localmente derivable en 0. La correspondiente derivada local en O en la direccion u
estd dada por

2'(u) = 2(u) — u - gradz(0)
Ademds, ' (u) € L* (Q) ,Yu € Lip* (RY;RY) y la funcion

u— z(u)dx
Q+u

definida de un entorno de 0 en Lip" (RN;]RN) en R es derivable en 0. Su deriwvada en la
direccion u es

/z’(u)dx—l—/ u,z(0)dS

Q o9

Se enuncian algunos resultados que permitiran derivar respecto de u funciones de la forma

u — z(u)dS
O0+u
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Definicién 4.11 (Jacobiano tangencial) Sea Q un dominio acotado de clase Lip', sea u con
|ull, suficientemente pequenia tal que Q + u es un nuevo abierto de clase Lip', se define el
jacobiano tangencial de I + u a la funcion Jacsq (I + u) definida por

Jacoa (I +u) = [[0; (I + u)] " n| Jac(I 4+ u) sobre 9%
Observacion Se tiene que Jacgq (I +u) € L™ (09)

A continuacion se presenta un lema de cambio de variables que permite pasar de una
integral definida en 0f) + v a una integral definida en 02

Lema 4.12 (Cambio de variables de una integral de superficie) Sea Q@ un abierto de clase
Lip" y acotado, sean u € CL, (RY;RY) y f € L' (0Q + u). Entonces,

foll+u)e L' (09)

y ademds

/ fdS = fo(l+u)Jacgo (I +u)dS
o +u )

Definicién 4.13 (Divergencia tangencial) Sea Q un abierto acotado de clase Lip* y sea v €
(W (90N, Seav € Whe (RN)N una extension de v a todo RY. Se define la divergencia

tangencial de v a la funcion divgou, dada por
divgov = div v — (*[0;0;] - i) - it sobre O

Observacion divggv no depende de la extension v elegida, y

divaqu € L™ (09)

Lema 4.14 (Diferenciacion del jacobiano tangencial) Sea Q un abierto acotado de clase Lip®,
con k > 1. La aplicacion u — Jacaq (I + u) estd definida de un entorno de 0 en Ck, (RY; RY)
en WE=12(0Q), si k > 1, 0 L™ (09Q) si k = 1. Ademds, es derivable en 0 y su derivada en
la direccion u es divgqu

Ahora se tiene el siguiente resultado util.

Teorema 4.15 Sea Q C RN un abierto acotado de clase Lip*, sean f € W' (Q) y u €
Cl, (RY;RY). Se tiene

/ (u- gradf + fdivgqu) dS = Uy, <8_f + Hf> ds
a0 0 on
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con H la curvatura media de OS2

Este tltimo resultado trata sobre la derivabilidad en 0 de u — [, o ?(u)dS, es bastante
util al momento de obtener la expansion de primer orden del funcional de costo asociado al
problema inverso en estudio.

Teorema 4.16 Sea Q@ C RN un abierto acotado de clase Lip' tal que

1. La aplicacion u — z(u) estd definida para u € CL, (RY;RY) con ||ul|, suficientemente
pequenio y toma valores en WH (Q + u)

2. La aplicacion u — z(u) o (I + u) estd definida de un entorno de 0 en CL, (RY;RY) en
WL (Q) y es derivable en 0 con derivada en la direccion u denotada %(u)
3. 2(0) € W2H(Q)

Entonces, para todo abierto w CC € se tiene que la aplicacion u — z,(u) = z(u)|., definida
de un entorno de 0 en Cl, (RN;RY) en L'(w) es derivable en 0.

Luego, u — z(u) es localmente derivable en 0. Para cada u € Cl, (RN;RN), la derivada
local 2'(u) en la direccion u verifica

Z'(u) = Z(u) — u - gradz(0)

y 2/ (u) € L' (02). Ademds, la aplicacion

u— z(u)dS
0N+u

definida de un entorno de 0 en Cl, (RN;RN) en R es derivable en 0 y su derivada en la
direccion u estda dada por

/ 2 (u)dS + / (u - gradz(0) 4+ 2(0) divgqu) dS
o9

o0

Considerando lo anterior, para la variacién de la frontera de un dominio Lipschitz de
referencia (2, distinguiremos 2 clases de derivadas especiales.

Definicion 4.17 (Derivadas Lagrangiana y Euleriana) 1. Diremos que la funcion z :  —
zq admite una derivada material o Lagrangiana z () en un dominio 2 dado si la
funcion transportada W'> (R, R?) 50 — z(0) =2 (Qe) o (I + O)
que estd definida en una vecindad del 0 € W (Rd, Rd) es diferenciable en © =0

2. Diremos que la funcion z : Q — zq admite una derivada Euleriana 2’ () (©) en un
dominio Q dado y en la direccion © € W1 (Rd,Rd) st admite una derivada material
2(Q)(©) en Q y existe Vz - ©. Uno define entonces

2 (Q)(8)=2(Q)(0) - Vz(Q)-©
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Otro método para calcular derivadas de forma corresponde al método de Cea en el cual
basicamente se asume que ya sabemos la funciéon Q2 — zq es diferenciable y se ocupa un
funcional de Lagrangeano donde se buscan los puntos sillas del funcional objetivo. Para mas
informacion revisar Allaire [24], 25].
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Capitulo 5

El método Level Set y aplicaciones

5.1. Funciones implicitas y funciones de distancia signada

Cuando se quiere hacer una representacion explicita de una interface se escriben explicita-
mente los puntos que pertenecen a la interface, a modo de ejemplo consideremos 02 = {—1,1}
dado que Q = [—1,1]. Ahora, en el caso de la representacion implicita consideramos el iso-
contorno de alguna funcién, la cual conocemos como funciéon implicita. Continuando con el
ejemplo, el isocontorno cero de la funcion ¢(x) = 2% — 1 es el conjunto de todos los puntos
tales que p(z) = 0, lo cual da exactamente 00 = {—1,1}. Por otra parte, las funciones
implicitas permiten distinguir el interior del exterior del conjunto que representan mediante
el signo, tomando valores negativos en el interior y positivos en el exterior. Las funciones
implicitas incluyen algunas herramientas geométricas muy poderosas. En efecto, puede pasar
que con una interface explicita sea dificil saber si un punto esta dentro o fuera de la interface,
mientras que con una funcién implicita basta con ver su signo.

Diremos que una funcion ¢ es de distancia asignada si |varphi(x)| = d(x),Vz, con d
una distancia que indica la distancia a la que se encuentra un punto del borde de un conjunto
dado. Entonces,

1. p(x) =d(z) =0,Yx € 002
2. p(x) = —=d(x),Vzr € Q~
3. o =d(z),Vr € QF

es decir, ademas nos permite ver si dicho punto esta o no en el conjunto, pues toma valores
negativos para puntos que estan en el conjunto y valores positivos para puntos que estan fuera
del conjunto.

Las funciones de distancia asignada comparten las propiedades de las funciones implicitas
que se acaban de explicar. Ademas, hay propiedades que solo las funciones de distancia
asignada poseen. A modo de ejemplo, si ¢ es una funcién de distancia asignada, entonces
V| =1, lo cual permite simplificar varios célculos donde aparece |V
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Con el objetivo de aclarar ideas presentamos un ejemplo. Si se tiene que  C RY, con
N>1y
0N ={ze Qx| =1}

Entonces, una funcion de distancia asignada es p(z) = ||z||—1, con ||-|| la distancia euclidiana
en RV,

5.2. Un primer ejemplo

Supongamos que queremos resolver la EDO

dz

— =V(z

5 = V()

sujeta a la restriccion ¢(x) = 0. En la literatura esto se conoce como una formulacién
Lagrangeana de la ecuacion de evolucion de la interface.

Para definir la evoluciéon de la funcién implicita ¢ se usa la ecuacion de conveccion
e + V. VQD =0

Esta EDP define el movimiento de la interface, sujeta a la restriccion ¢(z) = 0. Esto corres-
ponde a lo que se conoce como una formulaciéon Euleriana de la evolucion de la interfase.
La EDP se conoce como la ecuacion de level set, que fue introducida para la evolucion
numérica de interfaces por Osher y Sethian. Se observa lo complicado que puede ser resolver
la ultima ecuaciéon sobre una malla si el campo de velocidades solo esta definido sobre la
interfase, por lo que usualmente se asume que V' esta definido en toda la malla.

5.3. Uso de la diferenciacion Upwind

Una vez definidas ¢ y V en toda la malla, se pueden aplicar métodos numéricos para
evolucionar ¢ en el tiempo moviendo la interface sobre la malla.

Un método de primer orden bastante simple para la discretizaciéon en tiempo e la ecuacion
de conveccion es el método forward Euler dado por

n

(pn—I—l —

AL + V" V" =0

donde V" es el campo de velocidades externo al tiempo t" y V" evalua el gradiente usando
los valores de ¢ al tiempo t". Primero se escribe la ecuacién anterior en forma expandida

CcOomo
n

g0"+1 —

A DU T Uty wter =0

con V" = (u™,v", w")
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Por simplicidad, basta trabajar la version unidimensional, es decir

n+1 n

¢ +u'pp =0

— ¥

At
donde el signo de u" indica si los valores de ¢ se estdn moviendo a la derecha o a la iquierda.
Si u' > 0, los valores de ¢ se estan moviendo de izquierda a derecha, y el método de las
caracteristicas dice que hay que mirar a la izquierda de z' para determinar el valor de ¢ que
habra en el punto 2' al final de la iteracion, en el caso de que u' < 0 resulta ser todo lo
contrario. Entonces, la discretizacion upwind se resume como sigue:

1. En cada punto z' se define ¢, como D~ ¢ y ¢ como DTy
2. Siu' > 0 se aproxima ¢, con ¢, y si u' < 0 se aproxima ¢, con

3. Cuando u' = 0, el término u' (¢,), se anula y ¢, no necesita ser aproximado

Resulta que la combinacion de la discretizacion en tiempo forward Euler con el esquema de
diferenciacion upwind es una aproximacion de diferencias finitas consistente para la ecuacion
de conveccién, pues el error de aproximacion converge a 0 cuando At — 0y Az — 0. De
acuerdo con el teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer una aproximacion de diferencias
finitas a una EDP lineal es convergente, i.e converge a la soluciéon coreecta cuando At — 0y
Ax —, siy solo si esta es estable y consistente. La estabilidad garantiza que pequenos errores
en la aproximaciéon no sean amplificados al hacer evolucionar en el tiempo. Puede ser forzada
usando la condicion CFL, que afirma que las ondas numéricas deberfan propagarse al menos

tan rapido como las ondas fisicas. Esto significa que la velocidad de la onda numérica %
debe ser al menos tan grande como la velocidad de la onda fisica |ul, i.e 2% > |u|. Con esto
se llega a la restriccion de paso de tiempo CFL de
Ax
At < —————
max {|u|}

donde max {|u|} es escogido como el valor més grande de |u| sobre la malla. La ecuacion de
restriccion CFL es usualmente forzada escogiendo un ntiimero CFL « con

At (méx {|u|} Azx) = «

yo<a<l

5.4. Movimiento por curvatura media

Ahora se discute el movimiento de interfaces para un campo de velocidades auto-generado
V' que depende directamente de la funcion de level set ¢. En particular, se considera el
movimiento por curvatura media donde la interface se mueve en la direccién normal con una
velocidad proporcional a su curvatura, i.e V = —bkN, donde b es una constante y « es la
curvatura. Cuando b > 0, la interface se mueve en la direccion de concavidad y cuando b < 0
en la direcciéon de convexidad. El campo de velocidades para el movimiento por curvatura
media contiene solo una componente en la direccién normal, i.e la componente tangencial es
nula. Como N y Vi apuntan en la misma direccion, 7'-Vp = 0 para cualquier vector tangente
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T, por lo cual los componentes de la velocidad tangenciales se anulan al introducirlos en la
ecuacion de level set. A modo de ejemplo, en el caso bidimensional tenemos V = V,,N + VT,
luego la ecuacion de level set

or+ (VoN+ViT) - V=0

es equivalente a
o+ ValN - Vo =0

pues T - Vo = 0. Ademés, como

Vo V|
N.-Vo=——.Vp=
R ZZ R I

= |Vy|

se puede reescribir la ecuaciéon anterior como
o1+ Vo [V =0
donde V,, es la componente de la velocidad en la direccién normal.
Tomando V,, = —bk en la ecuacién de level set se obtiene
pr = bk [Vl

Luego, tenemos que bk |Vyp| es un término parabolico que no puede ser discretizado con
un enfoque upwind. Cuando ¢ es una funciéon de distancia asignada la dltima ecuacion se
convierte en la ecuacion del calor

oy = bAp

donde ¢ es la temperatura y b es la conductividad térmica.
Por otra parte, también estan las ecuaciones de conveccion-difusion, que son de la forma
oy +V -V =>bAyp

y que incluyen tanto los efectos de un campo de velocidades externo como un término de
difusion. Si la escribimos como una ecuacion de level set queda

y las dos pueden ser usadas como una misma ecuaciéon si se mantiene una aproximacion
de distancias asignada para ¢ fuera de la interface. Estas ecuaciones pueden ser resueltas
usando los métodos upwind sobre el término V - Vo y diferenciacion central sobre el término
parabolico bAg o bk [V|

5.5. Movimiento en la direcciéon normal

Ahora estudiaremos el movimiento de una interface bajo un campo de velocidades ge-
nerado internamente para un movimiento constante en la direccién normal. Este campo de
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velocidades se define como V' = aN o V,, = a, con a una constante. La correspondiente
ecuacion de level set es
pr+alVel =0

donde a puede ser positivo o negativo. Cuando a > 0 la interface se mueve en la direccion
normal, mientras que en el caso a < 0 la interface se mueve en la direccciéon contraria.
Cuando ¢ es una funcién de distancia asignada, la tltima ecuacion se reduce a p;, = —a y
los valores de ¢ crecen o decrecen, dependiendo del signo de a. La discretizacion en tiempo
Forward Euler de esta ecuacion es ¢"™ = ¢" — aAt. Cuando a > 0, el isocontorno ¢ =
Oseconvierteenelisocontornop = —aAt después de realizar un paso en tiempo. Analogamente,
el isocontorno ¢ = —aAt se convierte en el isocontorno ¢ = 0. Es decir, la interface se estéa
moviendo en la direcciéon normal con velocidad a.

Cuando g es una funciéon de distancia asignada, la solucion exacta de la tltima ecuacion
esta dada por p(t) = po — at. En cambio, cuando ¢y no es una funciéon de distancia asignada,
se debe resolver numéricamente tratandola como una ecuacion de tipo Hamilton-Jacobi.

Si queremos realizar la discretizaciéon numérica, tomamos V' = alN en la ecuacién de
conveccion y usamos un enfoque de diferenciacion upwind, i.e se discretiza

APy APy AP,
o + < , , ) V=0
TVl Vel [Vl

con diferenciacion upwind. Se considera el primer término espacial aqp, |V<p|_1 vz, donde
APy |Vg0|_1 es la velocidad en la direccién z. Como la diferenciacion upwind esta basada solo
en el signo de la velocidad, se puede ignorar el demoninador positivo |V, asumiendo que
este no es nulo. Luego, el signo de ag, puede ser usado para decidir si ¢, o ¢} deberia ser
usado para aproximar ¢,. En efecto, cuando ¢_ y ¢, tienen el mismo signo, no importa
cual de estos es reemplazado en ap,, pues solo el signo de este tltimo determina si se usa
v, 0 pt. Este enfoque upwind funciona bien cuando ¢, y ¢, tienen el mismo signo, pero
no ocurre lo mismo cuando estos son de distinto signo. Por ejemplo, si ¢, < 0y ¢ > 0,
ap, < 0, indicando que se debiera usar ¢, mientras que ap; > 0, indicando que se deberia
usar ¢, . Esta situacion corresponde a una situacion con forma de “V” donde cada lado de
ésta deberfa moverse hacia afuera. La dificultad en aproximar ¢, surge debido a que uno
estd en la vecindad de un punto tal que ¢, = 0. Luego, en ese caso el método upwind deja
de funcionar, pero se puede usar otro método conocido como el método Roe-Fix, el cual se
puede consultar en la mayoria de los libros de EDP numérico.

5.6. Resolucion de ecuaciones tipo Hamilton-Jacobi

A continuacion se estudian métodos numéricos para la resoluciéon de ecuaciones tipo
Hamilton-Jacobi de la forma
¢+ H (Vp) =0

donde H puede depender del espacio y del tiempo. En el caso tridimensional se puede escribir
v+ H (9o, 0y, 02) =0

25



La ecuacion de conveccion en un campo de velocidades generados externamente es una ecua-
cion tipo Hamilton-Jacobi con H (V) =V - V. Si consideramos la condicion de Hamilton-
Jacobi unidimensional

o1+ H (¢.) =0

después de aplicar una derivada espacial en la ecuacion se obtiene

(¢z) + H (p2), =0

Tomando u = ¢, se llega a

que corresponde a una ley de conservacion escalar. Luego, en el caso unidimensional hay
una correspondencia entre las ecuaciones de Hamilton-Jacobi y las leyes de conservacion.
La solucion v de una ley de conservacion es la derivada de una soluciéon ¢ de una ecuacion
de Hamilton-Jacobi. Inversamente, la soluciéon ¢ de una ecuaciéon de Hamilton-Jacobi es la
integral de una soluciéon v de una ley de conservacion.

Una discretizacion en tiempo forward Euler de una ecuacion tipo Hamilton-Jacobi se
puede escribir como

n

(pn—‘rl -

o HH (e eley ey e el) =0

donde H (¢, ¢F, ¢, . ¢y, 7, ¢1) es una aproximacion numérica de H (p,, ¢y, ¢.). La con-
diciéon CFL para la tltima ecuacion es

L] [Hal
Atm 1
ax{ Ax * Ay * Az =

donde Hy, Hy y H3 son las derivadas parciales de H con respecto a ¢,, ¢, y ¢., respectivamen-
te. Una conocida aproximacion numérica del hamiltoniano H en el esquema de Lax-Friedrichs
(LF) dado por

gleites ey tey L (ei-er) (%
2 2 2 2
donde o® y a¥ son los coeficientes de disipaciéon que controlan la cantidad de viscosidad
numérica y estan dados por

o = mdx |Hy (pa, py)|, 0 = max|[Hs (¢, ¢y

5.7. Extension del campo de velocidades

En todo el anéalisis hecho hasta ahora, se ha asumido que el campo de velocidades V' esta
definido no solo en la interface, sino que en todo el dominio de trabajo, pero muchas veces no
es asi. Luego es necesaria una extension de la velocidad la cual partiendo con una velocidad
dada en la interface, construya una extension de esta a todo el dominio de trabajo. En el
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método level set, se considera que una interface propagandose con velocidad V' esté inyectada
como el nivel cero de una funciéon de dimensién superior ¢, obteniendo

0 +VIVe| =0

Aqui se encuentra escondido el hecho que se asume que V' esta definido en todos los conjuntos
de nivel y no solo en el nivel cero donde esta definida la interface. Luego, no esta solo la
interface inyectada en una funcién de dimension superior, sino que también la velocidad V'
de la interface esta inyectada en una funcién de dimensién superior. Luego, se deberia escribir

o1+ Vet [Vo| = 0

donde Vg es un campo de velocidades tal que en la interface coincide con la velocidad V
dada. Ademés, se pide que
lim Vet (z) = V(a)

T—ra

donde a es un punto de la interface.
Cabe preguntarse cuéles son las propiedades deseables de una extension de velocidad.

Primero, esta deberia coincidir con la velocidad dada en la interface. Segundo, es deseable
que dicha velocidad mueva los conjuntos de nivel vecinos de forma tal que la funcién de
distancia signada sea preservada. Se considera una funcion de distancia signada inicial ¢ (z, 0),
y se construye una extension de velocidad que satisface

V‘/ext V(P:O

Si se supone que inicialmente |V (z,0)| = 1, y el movimiento se realiza bajo la ecuacion de
level set ¢; + Vexs |[Vip| = 0, entonces se tiene

d|Ve]> d d
il A o . =9 .
pp 3 (Ve Ve) =2Vp- = Vyp

= =2V Ve [V| = 2V - V [V Vexs

5.8. El método level set para interfaces en evolucién

A continuacion se estudia el método level set para movimientos geométricos. En primer
lugar un conjunto €2(¢) no cambia de forma en la direccion tangencial, luego solo basta analizar
la dinamica segin la velocidad normal V,,. Entonces, si un conjunto §2(t) se estd moviendo
con velocidad normal V,, en su frontera, entonces se tiene por un resultado estandar para la
derivada de integrales dependientes de parametros

d

— wdx:/ wV,dH" !
dt Jaw 20(t)

para toda funcion suave w con soporte compacto. Ahora se asume que se tiene dada una ve-
locidad V}, sobre R tal que cada conjunto de nivel de la funcién continua ¢ se est4 moviendo
con velocidad normal V;,, es decir, la anterior igualdad se tiene con Q(t) = {¢ (-, t) < n},Vn €
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R. Luego, se puede tomar el valor medio sobre todos los 17 y obtener a partir de las férmulas
de area y co-area

d d
gy Ot dt Jpw dt Jr J(.)<n

= — / / wV,dH" tdn = — / V| Vawda
R JOQ(t) RN

Como la funcién test es arbitraria, esto implica que ¢ tiene que satisfacer la ecuaciéon de level

set 9

8—f+vn|w| —0, en RV x R
En aplicaciones tipicas de movimientos geométricos, la velocidad normal V,, se obtiene a
partir de principios fisicos, y puede depender de campos y de cantidades geométricas tales

como la normal n o la curvatura x. Estas cantidades se expresan en términos de ¢ como

n= &,/{:divn:div (E)
Vel

En general, la dltima ecuacion no tiene solucion clasica, sino que solo una solucién viscosa, la
cual existe bajo condiciones de regularidad apropiadas en la velocidad. Al calcular soluciones
viscosas para las ecuaciones de level set, se obtienen cambios topologicos tales como division
y unién de componentes conexas de forma automatica, pues estos cambios no son reconocidos
ni siquiera por la ecuacion de level set. Incluso si no se espera un cambio topoloégico, uno se
beneficia al usar el método level set en lugar de métodos basados en parametrizaciones, pues
la discretizacion de la parametrizacion no permite controlar la precisiéon en la resolucion de
una curva o superficie.

5.9. Level set en calculo sobre formas

El anélisis de sensibilidad de formas es un tema clasico en optimizacion de forma y define
un calculo natural sobre formas. Para formas suficientemente regulares, i.e con frontera de
clase C!, hay dos formas equivalentes de introducir sensibilidades de forma, que son el método
de deformacion y el método de velocidad. Este dltimo método esté intimamente relacionado
con el método level set por lo que a continuacion se estudia su aplicacion al célculo de formas.

Dado un conjunto 2 se puede definir una evolucién en tiempo de conjunto €2(¢) en un
campo de velocidades V' con

2(0) = {u(0): 0) € 2. 521) =V () en (0.0

La sensibilidad de forma de un funcional J en direccién de una perturbacion V € €% (RY)
esta dada por

AT (V) = ST () iy

Si la derivada del lado derecho existe, d.J (€2, ) es llamada la diferencial de forma
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5.10. Optimizaciéon de forma basada en level set

En esta seccién se muestra el uso del método level set en la construccion de métodos
eficientes para la optimizacion de formas. La idea de representar la forma a ser optimizada
como el nivel cero de una funcién continua ¢ y elegir una velocidad V,, que haga a esta forma
evolucionar hacia la forma optima. La eleccion de la velocidad juega el mismo rol que la
eleccion de la direccion de busqueda en los problemas de optimizacién, en el caso de espacios
vectoriales. Se analizan métodos tipo gradiente y métodos tipo Newton.

Los algoritmos tipo gradiente fueron los primeros en aparecer en la optimizacion basada en
level set y siguen siendo los més usados. La idea en lineas generales es elegir la actualizacion
como un miltiplo del gradiente negativo del funcional a minimizar y elegir un paso de tiempo
suficientemente pequenio que garantice una disminucién del funcional objetivo. La dificultad
en los métodos de optimizacién basados en level set es la relacion entre la actualizacion
(la velocidad) y el gradiente (la sensibilidad de forma), pues no hay estructura de epsacio
vectorial inherente. Un enfoque cléasico en este método es trabajar con problemas donde la
sensibilidad de formas esta dada por

J(Q)V, = / VopodH™ ™!
onN

con pq una funciéon de densidad que depende de (). En este caso se puede interpretar p, como
el gradiente de forma y la velocidad normal puede ser escogida como una extensiéon de

Va(+,t) = —pa(t), sobre 09

De esta forma se obtiene

G0 = T @V == [ pato) ar,

y luego la evolucion en el tiempo disminuye el funcional objetivo y se detiene solo si el
gradiente de forma se anula.

Es importante mencionar que una prueba de convergencia general de métodos tipo gra-
diente basada en level set es atin un problema abierto, pero se puede mostrar al menos que
el funcional objetivo esta disminuyendo durante las iteraciones y que el método para solo en
un punto estacionario, i.e cuando J'(2) = 0.

Otro asunto importante que siempre surge en los métodos de optimizacion es el de escoger
el tamano del paso, ya que si bien la evolucion dada por el método del gradiente en tiempo
continuo conduce un descenso del funcional objetivo, en la practica no se puede desarollar
una evolucién continua sino méas bien una evoluciéon con pequenos pasos de tiempo. Para
determinar el paso de tiempo tal que el funcional objetivo disminuya se pueden usar los
métodos clasicos como las reglas de Armijo-Goldstein o de Wolfe. Sin embargo, algunos
resultados numéricos indican que en algunos casos podria ser conveniente violar estas reglas
para escoger el paso e incluso permitir que el funcional objetivo crezca, pues esto generalmente
es seguido de una disminuciéon del funcional més pronunciada en las siguientes iteraciones.

29



Se puede intentar usar un método de Newton basado en level set cuando el funcional de
forma admite sensibilidades de forma de segundo orden. De forma analoga al método de
Newton estandar en espacios métricos, se puede definir un paso de Newton como la mini-
mizacién de una aproximacion cuadratica, en el sentido del calculo de formas, con respecto
a la actualizacion (la velocidad), es decir

1
min =J" (Q) (V,,, V) +J (Q) V,, + J (Q)
VaeV(Q)

A partir de este problema variacional cuadratico se obtiene la ecuacion de Newton
J"(Q) (Vp, W) = =T (Q)W,,,YIV,, € v (Q)

para la velocidad V,, que minimiza la aproximacién cuadrética. Como en el caso del método
de Newton clésico, este entrega una direccion de descenso si la forma bilineal J” es definida
positiva, pues en este caso

%J(Q(z)) = J Q) Vo= —J" (Va, Vo)) < BIVal®

con <0
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Capitulo 6

Desarrollo y resultados obtenidos

6.1. Idea de soluciéon

A continuacién se presenta el problema escalar perturbado de forma explicita en el fun-
cional asociado y un resumen de lo que se hara para resolverlo

Consideremos el siguiente problema con condiciones tipo Dirichlet.

Au=0,Q\ D
u= f,00 (6.1)
u=20,D

y el funcional de minimos cuadrados asociado a D

J(D>_%/p du

% — Olobs
Este problema ya ha sido estudiado previamente en Simon [23|, donde podemos obtener
soluciones analiticas explicitas para la primera derivada de forma. Sin embargo, en el caso de
la derivada de forma de segundo orden, existe un componente no lineal implicito. Luego, una
aproximacion como la presentada en Allaire, Dapogny [2I] sobre el problema de elasticidad
solo requiere a priori una derivada de primer orden, que es méas sencilla de explicitar en el
caso escalar.

2 (6.2)

De momento podemos suponer suficiente regularidad, la cual se establecera a posteriori
para los avances correspondientes.

Consideremos una perturbacion sobre el argumento del funcional de minimos cuadrados.
En efecto, consideremos una variable aleatoria h y la perturbacion

Pu(D) = %/r ou

a_ ~ Yobs +th
an b

Queremos resolver el problema min Fj,(D) = E (P,(D)) + aV (P,(D))el cual esta sujeto al

problema de Dirichlet asociado al funcional, con o un paradmetro de normalizacion.

2

(6.3)
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Lo primero que se hace es a nivel teérico obtener las derivadas de forma de primer orden y
los problemas adjuntos. Para esto se hara una expansion de Taylor de primer orden sobre el
funcional perturbado bajo una variable aleatoria, razén por la cual tiene sentido resolver el
problema determinista obtenido al obtener la esperanza y varianza del problema perturbado.

Posterior a la resolucion tedrica, bajo ciertos supuestos que se presentaran en la proxima
seccion, usando lo obtenido en la teoria se resuelve el problema numeérico. Para esto, una idea
de algoritmo a gran nivel es la siguiente que se repite en cada paso, indexado por k y que
consta de 3 niveles.

1. Resolver el problema de Laplace sobre un dominio §2 que tiene como obstaculo D,
llamamos u* a dicha solucién. Obtener anuk|p

2. Resolver el problema de Laplace para v*, la variable dual obtenida en el problema
adjunto asociado a la derivada de forma. Obtener 9,0* y asi calcular la derivada de
forma asociada. Notemos que este segundo paso debe hacerse sobre cada problema dual
asociado.

3. En cada paso k—ésimo encontrar el mejor centro de referencia sobre el cual operar el
funcional asociado.

4. Encontrar la mejor direccion de descenso.
5. Optimizar sobre la deformacion.

6. Repetir hasta llegar al minimo

El problema numérico se trabajara usando el software Freefem-++-.

6.2. Desarrollo analitico

La idea es linealizar el problema mediante Taylor, usando la primera derivada de forma
sobre la esperanza y varianza. En efecto, tenemos que J perturbado es de la forma

Py(D) = %/F

Expandiendo P, (D), obtenemos

1
P,(D) = J(D) £ — — Qobs | + = [ A .
W(D) = J(D) /Ph<an ab)+2/Fh (6.5)
Calculemos Py, (D)?, tenemos

oot (o)) ([
ﬁ/rh@_z_%“) <J(D)+%/Fh2) +J(D)/Fh2 (6.6)
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Calculemos primero la esperanza de P,(D). Usando que h es variable aleatoria obtenemos
mediante Fubini que.

E(Py(D)) = J(D) + E (/Fh (% - aobs)) T %E (/F h2)

= J(D) + /F]E(h) (% — aobs) + % /FIE (h?) (6.7)

=ﬂMi£Ew(%}ﬂm)+;Awm

Para calcular la varianza de Pj,(D) nos falta calcular la esperanza de P,(D)?. En efecto,
reordenando los limites de integracion como en el caso anterior, tenemos

oo -aor ([} (1)
+E (/Fh (Z—Z - aobs) /Fh2> + ](D)/Fv(h)

+2.J(D) / E(h) (g—z - aobs> (6.8)

r

Ahora podemos notar que

o) (L)) = ()
(o)) =2 (0 G o)) )2 (5 om))

Entonces, la igualdad anterior nos queda

E (Py(D)%) = J(D)*+V (/Fh (g—z - @ob5)> + (/FIE (g—z - aobs)>2 + iv (/FhQ)
7 ( / V(h))2
+E (/Fh (% — aobs> /FhQ) + J(D) /FV(h)

Es directo obtener E (P,(D))?, en efecto obtenemos

covor-ors ([ () ()

+2J(D) /F E(h) <% - aobs) 4 /F E(h) (% - aobs) /F V(h) + J(D) /F V(h)
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Entonces, podemos obtener una expresion para V (P, (D))

V(Py(D)) =E (Py(D)?) — E(Py(D))”

= (G meo)) 5 (L) (612
([ o) [#) 20 () f

Al igual que en Allaire, Dapogny [21], supondremos que h se puede escribir como una com-
binacién finita de funciones bases que solo dependen del espacio ponderadas por variables
aleatorias. Ademaés, supondremos un punto de partida hg. Con esto se tiene que h = hg + h,

con h (z,w) =10 hi(x)G(w)

En primer lugar, notemos que dejando de lado por el momento el orden del resto y su
posterior analisis, podemos aproximar por Taylor.
En efecto, tenemos que fr ( aobs) es aproximadamente

~ [ Ou ou
/Fh (% - aobs) + hO/I: (a_n - O‘obs) (613)

Ahora para [, h* tenemos que es aproximadamente

/?f +2h0/71 (6.14)
T T

Para [.h ( — Qobs) [y h? tenemos que es aproximadamente

(v [ ([ (o) [0 3 () f3) 09

Luego, aplicando la multilinealidad de la matriz de covarianza obtenemos que para el primer

término la varianza es
~ [ Ou ou
A\ (/Fh (a—n —Odobs) +h0/l; (8_71 _&obs)>
B ~ (Ou 9 ou
- </h <an - O‘>) +ha¥ (/ (an - “))
+2Cov < / h (g—z - aobs) ho / (gz a0b5)> (6.16)
r r

Notemos que el término con covarianza es 0, pues para X = fr ( u aobs) Y =ho [; (g—z — aobs),
y usando que Cov (X,Y)=E(XY) - E (X) E (Y) tenemos que

E(XY):JE(/F?L(%—%,DS))hO/F(%—aobs)
BCOEW) = (7 (5 - am) ) [ (55 - o)
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por lo que es 0. Ahora, para concluir esta expresion usamos la expansioén de h en términos
de h; y (;, con esto y la multilinealidad de la varianza en términos de covarianza obtenemos
que el primer término es igual a

> CGiCov (6,¢) € (6.18)
ij

con C) = fr ( ozobs)

Para el segundo término obtenemos

V(/FEM%O/FE)
:V(/FP) +AR2V (/ﬁ) +2Cov (/Fﬁ{%o/rﬁ) (6.19)

Usando nuevamente la expresiéon para h, obtenemos para el primer término de la igualdad

\% (/FﬁQ) Y% </F§hihjgigj>
(g

= Z Ai;Cov (GG, CrGr) Api (6.20)

i7j7k7l
con Ajj = [, hih;

De forma anéloga, obtenemos para el segundo término de la igualdad

4h2V ( / ﬁ) — 4h2V ( / > hi<i>
r r
= 4h(2)V (Z G / hi)
i T
= 4hg ¥ " BiCov ((;, ;) B; (6.21)

con Bi = fI‘ hi

Para el tercer término de la igualdad usamos la expresion de la matriz de covarianza, con lo

que obtenemos
2Cov </ﬁ2,2ho/ﬁ)
N e

= 4ho Y B (G¢iér) /hh /hk—élhOZE G¢)E /Fhlh]/rhk

i,5,k i3,k
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Para la tercera igualdad, de forma analoga obtenemos que para el primer término

([ () f7) -2 (e [ (3-) [o0)
i,k

(6.23)
ou
= Z/hi — — Qlobs /hjth (G¢GiCk)
—Jr on r
i,5,k
mientras que para el segundo término
E <2h0 / h (@ - aobs> / ﬁ)
r on r
10866 [ (2 o) [ -
=2 5y i| 5 — Qobs j
0 ~ J . on b . J
y finalmente para el tercer término obtenemos
([ (2 oad) [ )
r \on r
ou . (6.25)
= ho/F (@ —aobs> ;j/rhihj (G¢))
Por tltimo, para [ E(h) (2% — cobs) [ V(h) tenemos que es
ou
E -z
[ (2 -0) [0
= /IE ho+ Y hig CLN /V(h)
r r 7 on r
ou
= ZE(Cj)/hj (8_ _aobs) /V(h>
F T n r
h / Ou / V(h) (6.26)
0 - on Qobs . .

con V(h) igual a

/FV (ho + ; hjg)
(e

= /F Z hiCOV (<17 gj) hj
= ;COV (Ci;Cj)/Fhihj (6.27)
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Para E (P,(D)) tenemos

E(R(D)) = J(D) £ [ (1 (% - a) w5 [

=)o [ (G e ) £ X EG) [ (5 - )
J
+%Zcov (gi,gj)/rhihj

Con esto se obtienen todos los términos de la expresion para la varianza y esperanza de
P,(D). Notemos que ahora es facil calcular las derivadas de forma, pues tenemos aplicaciones
escalares lineales. En efecto, tenemos que debemos derivar aquellos términos que son de la

forma
/ Ou
. 8TL Oobs
ou
/rhi (% - aobs) (628>
ou ou
/Fhi (% - Oéobs) /th (% - aobs)

Sin pérdida de generalidad la expansion de Taylor se hace en torno a hg = 0, pues los términos
con hg no complican el problema. Luego, queremos minimizar

J(D) + Z]E (Cl) /I“ hi (g—z — Oéobs)
+% Z Cov (Ci, CJ) /F hihj + a\/T

donde
T=Y CCov(G¢)C
1,j

0
+i > AiCov (GG, Get) Ar £ D E (GGG) /p & <8_Z - %bs> /rhjhk

i,9,k,l i,5,k
SR [ (G o) Y Cov(6.6) [ huny
: i . i on obs — iy S . illy

Con C} y Aj; definidos como antes. Para los 2 primeros casos, sean

C= ;E(GCJ‘@) hi/thhk

D=>) E(G) hiZCOV(Ci,Cj)/Fhihj
A= ZE (G) hs

(6.29)



Para el funcional Fj,(D) consideremos los términos de interés para E (P, (D)), el otro caso es
analogo. Resulta ser de la forma

/F <% - aobs> (44 + B) (6.30)

Notar que todos los funcionales no dependen explicitamente de D, primero se definen las
derivadas de forma sin explicitar atn los estados adjuntos.

Definiendo 5 |
U
Jl(D) = /1—\ (& — aobs> (Zl:A + §B> (631)
se tiene
, ou’
J1 (D,0) = — (A + B) (6.32)
r 871

Como no depende explicitamente de D, la EDP asociada a u' satisface

Au' =0,Q\ D
= o,ag (6.33)
u
/: . . - D
u (©-n) an,ﬁ

donde la ultima condicién viene de la relacion entre la derivada Lagrangeana y la derivada
Euleriana de u y que la derivada tangencial es nula por las condiciones del problema original
aplicadas al problema de u’.

Entonces, integrando por partes con una funcién test adecuada, una funciéon ¢

0= / Au'p
0D

ou’ ou’
== VuVo+ [ ——p +/ - 6.34
Q\ﬁ o0 an oD 8n ( )
ou’ (%) o’ dyp
— /A - R i R
/Q\Du ¢+/aa<8n 8nu>+/aD(8n¢ 8nu)
Luego, usando las condiciones del problema sobre u' y si
Ap=0,Q\D
i \ (6.35)
0 =20,0D
se tiene iy 9
u u gp
5 = —(-n) —=~ 6.36
Entonces, si o
Ap=0,Q\D
¢=0,0D (6.37)
se tiene -
/ uop
D = — on) ——L= )
508 =~ [ (0:mF3E (6.39)
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Para el caso de los términos cruzados, haciendo el mismo analisis se obtiene para

» ou ou
1,7 _ . _ . -
J3? (D) = /Fhl (871 aobs) /th (871 aobs) (6.39)

la siguiente expresion

C ou’ ou ou ou’
(D = [ hi— | hi | — — Qobs hi | =— — Qobs h;— A
J57 (D, ©) /p Gn/pj(é?n ab)+/p (an ab) r 2 on (6.40)

Entonces, de forma anéloga a los casos anteriores para ¢; que cumpla

A () =0,Q\ D

¢ =0,0D (6.41)
¢l = X1, 69
se obtiene
y Ou Oy ou ou Ou 0¢;
i,j _ ) . st} 2= _ 22 . . 277
J3 (D,@) = /Fhl (@ n) an an /Fh] (8n aobs) /Fhl (an aobs) /I‘h] (@ 7’L) an an
(6.42)

Para simplificar el problema numérico, se haran los siguientes supuestos.

1. Las variables aleatorias (; son independientes.
2. Las variables (? son independientes.
3. Parai# j,(? es independiente de ¢
4. Parai# j,(? es independiente de ¢

Los tltimos 2 supuestos sirven para simplificar los términos de orden cubicos y cuartos. Con
esto se trabajard a continuaciéon sobre el problema numérico.

6.3. Desarrollo numérico y resultados

Numéricamente se quiere resolver

min Fy (D) = E(P,(D)) + ay/V (P,(D))(6.43)
Veremos el caso a = 0, con lo cual solo se vera la diferencia entre el valor sin perturbar y el
valor esperado dada la perturbaciéon h.
Una forma de graficar el error es usar el error estimado que es

|un — el

SE - | N (6.44)

donde wu;, y ue son las soluciones del problema perturbado y del problema sin pertur-
bar, respectivamente. La norma ||| es una norma ponderada definida apropiadamente. Para
efectos de este trabajo se comparan las soluciones de los problemas adjuntos respectivos.

Para efectos de programacion se usé Freefem-++ version 3,46.
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6.3.1. Caso no perturbado

Un primer test del programa da como resultado que después de la iteracion 27 la curva
deja de seguir tendiendo a la curva test del problema. En efecto esto se puede apreciar en las
siguientes imagenes.

40



1

ter=

fal

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

l

Iter 1

iter=8

&l

Iter 8

41



iter=27

Tter 27

iter=100

Iter 100

Figura 6.1: Primer intento problema no perturbado
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Notamos que al variar los parametros el problema no perturbado tiende a la misma solu-
cion, el problema son las direcciones en que se mueve la curva soluciéon. Se trata de resolver
este problema agregando una condicion estocastica calculada a partir de la iteracion donde
tiende la solucion a quedar. En efecto, se agregan las siguientes ecuaciones.

dX:dX—l-é'QT’l

6.45
dY =dY + E9T9 ( )

donde dX,dY son las direcciones en que nuestra curva solucion se mueve, 5 € (0,1) es un
parametro que pondera el salto y r1, 75 son las variables estocasticas a valores en (0,1) que
perturban el movimiento.

Una primera prueba con esta nueva condiciéon da como resultado
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iter=32

Tter 32
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iter=48

Tter 48

iter=100

Iter 100

Figura 6.2: Correcciéon problema no perturbado con g9 = 0,03
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Como se puede apreciar, la solucion final esté alejada de la curva test. Sin embargo, existe
un movimiento desde la iteracion 28 que antes no existia. Esto da como idea el jugar con
esta condiciéon adicional o agregar condiciones segin la iteracion. Para efectos de este trabajo
bastaré con considerar solo una condicién estocéstica.

A continuacién, notamos que al reducir 5 queda una solucién final mas cercana a la curva
original.
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iter=35

Tter 35

iter=57

Tter 57
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iter=74

Tter 74

iter=98

Tter 98

Figura 6.3: Correcciéon problema no perturbado con g9 = 0,0042
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También se observa que existe un punto a partir del cual si se reduce mas €5 la curva final
no logra parecerse a la curva de referencia, pues la velocidad del movimiento es muy lenta en
cuanto al nimero de iteraciones.
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6.3.2. Caso perturbado

Consideramos el caso en que no hay varianza, es decir a = 0.

Un primer intento es hacer el mismo algoritmo que en el caso no perturbado, notando que
solo hay que modificar el problema adjunto y el funcional objetivo. Luego, se tiene que la
curva no presenta més avances hacia la curva objetivo desde la iteracion 11.
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iter=11

Tter 11

iter=100

Iter 100

Figura 6.4: Primer intento problema perturbado
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Por continuidad, deberia esperarse que al reducir los factores extras que aparecen en el
problema adjunto o en el funcional, el algoritmo se comporte similar al del caso no perturbado.
Para ver si esto sucede, se pueden ponderar los factores extras por ¢, € (0,1) y e7 € (0,1),
donde €, y € estan asociados al problema adjunto y al funcional, respectivamente.

En el caso de ponderar solo el problema adjunto, se observa que el avance del algoritmo
se detiene posterior a la iteraciéon 11, pero antes de la iteracion 21.
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iter=11

Tter 11
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iter=21

Tter 21

iter=100

Iter 100

Figura 6.5: Problema perturbado ponderaciéon adjunto ¢, = 0,0001
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En el caso de ponderar solo el funcional, se observa que el avance del algoritmo tiende a
ser el mismo que en el caso no perturbado. En efecto, se detiene en la iteracion 27.
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iter=20

Tter 20
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iter=27

Tter 21

iter=100

Iter 100

Figura 6.6: Problema perturbado ponderacion funcional ey = 0,0001
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Ahora se observa que solo agregando una condicién estocéstica analoga al problema no
perturbado, el avance del algoritmo sigue més alla de la iteracion 27 y la curva test logra
parecerse a la curva de referencia.
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iter=33

Tter 33
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iter=61

Tter 61

iter=100

Iter 100

Figura 6.7: Problema perturbado e, = 0,0075

61



Para obtener el SE se usa la norma H', por otra parte se obtienen medidas del error
minimo y del error maximo correspondientes a las medidas obtenidas en las iteraciones. Para
efectos de normalizar las medidas, se usa el mismo &5 en el criterio estocastico de ambos
problemas, se pondera el problema adjunto del problema perturbado por ¢, = 0,0001 y se
considera el error méximo de todas las iteraciones.

En la muestra se consideran valores de g5 € [0,001,0,01] con saltos de 0,0005 por punto.

A continuacion, pueden observar en la tabla siguiente los datos obtenidos y en el grafico
siguiente se puede observar el comportamiento del error maximo segtn valores de 5. Se puede
observar que el error maximo oscila en el orden de porcentajes entre 37 y 42, al aumentar los
valores €5 se puede apreciar el mismo patréon, analogo el reducir atin mas los valores de es.
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H €9 Error maximo H

0.0010 0.405083
0.0015 0.383119
0.0020 0.413571
0.0025 0.412375
0.0030 0.409743
0.0035 0.390513
0.0040 0.419536
0.0045 0.409402
0.0050 0.401859
0.0055 0.405048
0.0060 0.402313
0.0065 0.398549
0.0070 0.420866
0.0075 0.380947
0.0080 0.395410
0.0085 0.424436
0.0090 0.409059
0.0095 0.376765

0.01 0.403752

Tabla 6.1: Mediciones error estimado

Comportamiento del error estimade soluciones adjuntas
T T T T T T
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Figura 6.8: Error estimado
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Discusion

El problema de estudio fue del tipo Dirichlet-Neumann, es decir el problema tiene condi-
ciones tipo Dirichlet y la mediciéon es tipo Neumann. En un futuro trabajo seria interesante
ver qué sucede si el problema es del tipo Neumann-Dirichlet y variar las condiciones del
problema, asi como las mediciones.

Solo se hizo una perturbacion explicita al nivel del funcional objetivo. A futuro se podria
trabajar con perturbaciones explicitas e implicitas a nivel de las condiciones del problema o
del dominio, tales como se hacen en Allaire, Dapogny [21].

El caso a analizar corresponde a un problema escalar. Si bien las propiedades esenciales
se mantienen, seria interesante comparar con el caso vectorial, pues aparecen factores cuyo
analisis marca diferencias por la aparicion de tensores, entre otros.

Las condiciones estocasticas usadas en el presente trabajo son rudimientarias, en un futuro
trabajo podria analizarse la correctitud y convergencia del algoritmo, y de la misma se podria
implementar una mejora en dichas condiciones.

El orden del funcional objetivo fue cuadratico, por lo que la expansién de Taylor corres-
pondiente basta para linealizar el problema. Seria interesante por ejemplo ver cémo linealizar
y trabajar el problema en el caso de un funcional asociado con un comportamiento no lineal
y analogo a una p—norma, donde 0 < p < 4o00.

Debido a la complejidad del algoritmo a la hora de trabajar en Freefem++ se trabajoé con
pocas funciones base y solo el caso de la esperanza. Como propuesta para un futuro trabajo se
deberia trabajar el caso que incluye la varianza y ademas empezar a trabajar en Fenics, pues
usando la notaciéon de Einstein es capaz de trabajar mejor con problemas que crecen mucho
en complejidad segtin indices y notacién. Por otra parte, una aproximacion de los ¢2, (3 y ¢!
en los términos de esperanza y varianza correspondientes requieren un mejor analisis y un
mejor recocinado a la hora de aproximarlos, no necesariamente basta con randomizar.
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Conclusiones

Por la dificultad de trabajar con las derivadas de segundo orden en este problema no
lineal, un algoritmo del tipo Level Set directamente es muy dificil de implementar. De ahi
nace la opciéon de usar algoritmos mas rudimentarios que solo dependan de las derivadas de
primer orden. La linealizacion del problema resulta satisfactoria para estos objetivos, pues
obtenemos las primeras derivadas de forma, que bastan para hacer un algoritmo de busqueda
de centro, inspirandonos en Level Set.

El anélisis de error muestra que incluso reduciendo el error propio de los factores estocasti-
cos, existe un gran factor de error entre las soluciones adjuntas. Esto puede deberse a que las
curvas generadas dependen de funcionales distintos, en un caso perturbado estocasticamente.

Al agregar condiciones estocasticas al algoritmo, las curvas tienden a la curva objetivo. El
analisis de continuidad muestra que el problema perturbado tiende al problema original al
ponderar hacia abajo los factores estocasticos, principalmente en el caso del funcional, pues
el algoritmo de optimizacion de forma se enfoca principalmente en este tltimo.
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