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RESUMEN DE LA MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO

DE MAGISTER EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA, MENCION MATEMATICAS APLICADAS

POR: JAN ANDRES VIDAL MORALES
FECHA: JULIO 2019
PROF. GUIA: IVAN RAPAPORT ZIMERMANN JOSE SOTO SAN MARTIN

MULTIPLE TRAVELING SALESMAN PROBLEM WITH HANDLING TIMES ON
PATHS AND SPIDERS

Dado un conjunto finito de N vértices, el tiempo de viaje entre cada uno de ellos, una
cantidad m de vehiculos y un punto de origen llamado depdsito, en el multiple traveling
salesman problem se desea encontrar m rutas que, partiendo desde el deposito, visiten a
todos los vértices, a los que llamaremos clientes. En este trabajo tendremos en consideracion
el tiempo de visita a los clientes, el cual supondremos el mismo para cada uno de ellos.

Se estudian dos variantes del problema: la primera es minimizar el maximo tiempo de ruta
de los vehiculos y, la segunda, es minimizar el tiempo de completacion, que corresponde a
minimizar el tiempo en que se atiende al ltimo cliente.

Se estudio el problema cuando la red de clientes-depdsito es un camino, un ciclo y una
arana. Para el camino, el ciclo y la arana se encontraron soluciones 6ptimas estructuradas.
Para el camino y el ciclo, algoritmos polinomiales. Para la arana con 2 vehiculos se encontro
una 3/2-aproximacion para el tiempo de ruta y una 5/3-aproximacion para el tiempo de
completacion. Finalmente, para la arana con una cantidad m fija de vehiculos, se dedujo una
(1 + ¢)-aproximacion en tiempo N O(m/e) tanto para el tiempo de completacion como para el
tiempo de ruta.
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Introducciéon

El problema del vendedor viajero (TSP) es uno de los problemas mas iconicos de estudio
debido a su antigiiedad y su amplio espectro de aplicaciones, que va desde la logistica hasta
la electronica (fabricacion de circuitos electronicos).

El Multiple Traveling Salesman Problem (mTSP) es una generalizacion de TSP, mientras que
en (TSP) se cuenta con un vendedor que debe visitar a los clientes, en (mTSP) contamos
con m vendedores para visitar a los clientes. Cabe destacar que (mTSP) se puede ver como
un caso particular de Vehicle Routing Problem (VRP) cuando no se considera la capacidad
de los vehiculos, a esta variante la denotaremos simplemente por (VRP).

Mas especificamente, suponga que tenemos un grafo con N + 1 nodos, en N de ellos hay un
cliente que necesita ser atendido y ademas contamos con un nodo de origen al que llamamos
depdsito. Para satisfacer a los clientes, contamos con m vendedores (o vehiculos) disponibles
que tienen su punto de partida en el depdsito. El m-traveling salesman problem desea encon-
trar m rutas que los vendedores deben seguir, partiendo desde el depdsito, para visitar a cada
cliente de manera que la distancia mas larga recorrida por algin vendedor sea lo méas pequena
posible posible. Algunas veces en vez de la distancia recorrida, se minimiza el tiempo que le
toma al ultimo vendedor completar su ruta.

Como ha sido mencionado, (mTSP) puede verse como un caso particular de (VRP) y es
precisamente ese el enfoque que se ha tomado: a los vértices del grafo, con excepcion del
deposito, serdn llamados clientes. Ademas, en vez de hablar de vendedores, se hablard de
vehiculos. Por otro lado, consideramos que el tiempo de atencion a los clientes no puede ser
ignorado al momento de planificar la ruta de cada vehiculo, he aqui la razén de estudiar la
variante de (mTSP) con handling times (o tiempos de visita en espanol), a esta variante la
denotaremos por (mTSPHT). Ademas, si los tiempos de visita son los mismos para todos los
clientes, se denotaré a la variante del problema por (mTSPHT™).

Motivacién y Trabajos relacionados

Este trabajo intenta estudiar dos visiones: dar una buena satisfaccion a los clientes, sin
dejar de lado el beneficio de los vehiculos, he de aqui que se desea minimizar el maximo
largo de ruta (se quiere que el tiempo en que el ultimo vehiculo vuelve al depdsito sea lo
méas pequeno posible) y minimizar el méximo tiempo de completacion (se quiere minimizar
el tiempo en que el dltimo cliente sea satisfecho).

Se han realizado algunas simplificaciones con respecto al problema original: supondremos



que el tiempo de atenciéon de cada cliente es el mismo para todos, por ejemplo éste puede
ser el tiempo de atencion promedio por cliente. Ademas, se estudia el caso cuando la red de
clientes-depdsito tiene cierta topologia, ya sea un camino, un ciclo o una arana.

Durante esta seccion notaremos por n a la cantidad de clientes o vértices y por m a la
cantidad de vehiculos disponibles o rutas.
En [6] , [7] y [5] se estudia el multi-vehicle scheduling problem (VSP), con handling times y
release time, en la linea. Karuno y Nagamochi entregan [6] [7] una 2-aproximacion y ademaés,
para cada m fijo, entregan una una (1 + ¢)-aproximaciéon en tiempo O((1 + 2/e)m?n*(n +
2172/2) (mn®(1 4 2/¢) /e)™(1+2/2) mientras que Gaur et al. [5] entregan una 2-aproximacion.
En [12], Yu y Liu estudian dos variantes de (VRP) con release time en la linea, la version
tour y la version path. En la versiéon tour se busca minimizar el méximo makespan de los
vehiculos, mientras que en la version path se busca minimizar el maximo tiempo de comple-
tacion de los clientes. Yu y Liu muestran que tanto en la version tour del problema como en
la version path, es posible encontrar la solucién en tiempo polinomial.
En [I], Bao y Liu estudian el (VSP) con release time y handling times en el ciclo y en el
arbol. Para el problema en el ciclo, tanto para la version tour como para la version path
entregan una 12/7 aproximacion. Mientras que para el problema en el arbol entregan una
9/5-aproximacion para la version de tour y una 27/14-aproximacion para la version path.
En [I1], para (VSP) con handling times en grafos generales, Xu et.al encuentran una max{3—
2/m, 2}-aproximacion.
Yu y Liu [I3] estudian el min-max cycle cover problem (MMCP) y el rooted min-max cycle co-
ver problem (RMMCP), encontrando una 5-aproximacion para el (MMCCP) y muestran que
si se tiene una a-aproximacion para (MMCCP) es posible obtener una (1 + «)-aproximacion
para (RMMCCP), por lo que entregan una 6-aproximacion para (RMMCCP). Mientras que
Xu et.al [10] encuentran una (63 + £)-aproximacion en tiempo O((n?*m? +m?)(logn +log 1))
para el (RMMCCP).
Por ultimo, en [9] y [2] se estudia el (mTSP), minimizando maximo el makespan, en el arbol.
Xu et.al [9], para cada m fijo, encuentran un algoritmo pseudo-polinomial y una (1 + ¢)-
aproximaciéon (manteniendo m fijo) en tiempo O(n*™~1/e%*~2). Mientras que Becker y Paul [2]
logran una (1 + ¢) aproximacion en tiempo noE.

Organizacion

En el primer capitulo se introducen los conceptos basicos para el desarrollo de la tesis.
Se definen los conceptos bésicos de teoria de grafos. Se define los conceptos de algoritmos
de aproximacién. Se describe el problema del vendedor viajero, para luego describir nuestro
problema. Se define el concepto de ruta, tiempo de ruta y tiempo de completacion.

En el segundo capitulo se realiza el estudio de (mTSPHT”) en el camino y en el ciclo.
Se prueba que podemos reducir el rango de biisqueda a ciertas soluciones, y luego se carac-
teriza un tipo de solucion 6ptima lo que permite obtener algoritmos para resolver el problema.



En el tercer capitulo se estudia (mTSPHT™) en la arana, otra vez se caracteriza un tipo
de solucién 6ptima, generalizando el caso del camino. Se demuestra que el problema es NP-
dificil. Luego se obtiene un algoritmo de aproximaciéon para el caso de 2 vehiculos, tanto
para el tiempo de completaciéon como para el tiempo de ruta. Luego, se obtiene un PTAS
para el tiempo de completacion y el tiempo de ruta.

Resultados

Los resultados principales de la tesis son: mostrar que es posible resolver (mTSPHT™) en
un camino, con N clientes y m vehiculos, en tiempo O(mN*) y que (mTSPHT") en un ciclo,
con N clientes y m vehiculos, se puede resolver en tiempo O(mN?).

Se prueba que (mMTSPHT”") en una arana, sin limite en el namero de ramas, es NP-dificil.
Ademés, cuando m = 2 se entrega una %—aproximaeién para el tiempo de ruta y una g—
aproximacion para el tiempo de completacion. Y por tltimo, para (mTSPHT™) en una arana,
con N clientes y m vehiculos, se entrega una (1 + ¢)-aproximacion en tiempo N°™/¢) para

el tiempo de ruta y el tiempo de completacion.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo esta dedicado a introducir las definiciones y notaciones que se utilizaran en
el resto de este trabajo. Se comienza entregando definiciones basicas de grafos y algoritmos,
para luego entrar a definir el problema central de estudio.

1.1. Grafos

Un grafo no dirigido, de ahora en adelante un grafo, es un par de conjuntos G = (V, E)
donde V' es un conjunto finito, llamado conjunto de vértices, y £ C (g), llamado conjunto
de aristas. Al conjunto de vértices de G lo notaremos por V(G), y de la misma manera, al
conjunto de aristas de G los notaremos por E(G). Estas convenciones son independientes de
los nombres reales de ambos conjuntos: El conjunto de vértices W de un grafo H = (W, F)
se seguira escribiendo V(H) y no como W (H).

Diremos que dos vértices u, v son adyacentes o vecinos si uv es una arista de G. Por otro
lado, diremos que una arista e es incidente a un vértice v si v € e. Al conjunto de vecinos de
u lo notaremos por N(u) y al cardinal de N(u) le llamaremos el grado de u. En general, si
U C V, al conjunto de vecinos de los vértices de U en V' \ U lo notaremos por N(U).

Sea G' = (V/,E'),si V! C V y E' C E, entonces diremos que G’ es un subgrafo de G, de
manera informal, diremos que G contiene a G'.

Sea U C V, escribimos G — U para describir al grafo obtenido al borrar todos los vértices de
U y sus aristas incidentes. Llamaremos G[U] al subgrafo de G inducido por los vértices de
U. Es decir, para todo u,v € U, la arista uv pertenece a G[U] si y s6lo si uv € G. Por otro
lado, si H es un subgrafo de G, notaremos por G[H] al subgrafo inducido por G[V (H)].
Para F C (g), escribiremos

G—F:=(V,E\F)
G+F:=(V,EUF)

Con las nociones basicas anteriores, ya podemos entrar a definir algunos tipos especiales de
grafos.



Definicién 1.1 Camino
Un camino es un grafo no vacio P = (V| E) de la forma:

V= A{wv,v1,...,0}, con todos los v; distintos,
E = {Uovl, V1V2, . .. ,Uk—ﬂ)k}

A menudo nos referiremos a un camino por la secuencia natural de sus vértices, es decir,
P =wvyvy,..., v y diremos que P es un camino desde vy a vy.

Definiciéon 1.2 Ciclo
St P=wq,...,0,_1 es un camino y k > 3, entonces el grafo C' := P 4 v,_1vy es un ciclo.

Un grafo no vacio G es llamado conezo si todo par de vértices existe un camino camino
en GG. Un grafo sin ciclos es llamado bosque. Un bosque conexo es llamado drbol.

Definicién 1.3 Arana
Un grafo G se dice arana si G es un drbol con solo un vértice de grado mayor a dos, al cual
llamaremos el centro de la arana.

1.2. Algoritmos

Vamos a asumir que el lector sabe lo que es un algoritmo y es familiar con la técnica de
programacion dindmica. Ademas, tiene conocimientos bésicos de complejidad computacional;
a saber: conoce la notacion asintotica, sabe realizar analisis de complejidad de algoritmos y
conoce las clases de complejidad P y NP.

Las siguientes definiciones fueron extraidas desde [§].

Definicién 1.4 Algoritmo de a-aproximaciéon Un « algoritmo de aproximacion para
un problema de optimizacion es un algoritmo en tiempo polinomial tal que para todas las
instancias del problema produce una solucion cuyo valor estd dentro de un factor o del valor
de una solucion optima.

Definicién 1.5 Polynomial-time approximation scheme (PTAS)

Un Polynomial-time approximation scheme es una familia de algoritmos {A.}, en la cual
existe un algoritmo para cada € > 0 tal que A. es un (1 + €)-algoritmo de aprorimacion
(para problemas de minimizacion) o un (1 — €)-algoritmo de aprozimacion (para problemas
de mazximizacion,).

1.3. Problema del vendedor viajero

Dado un conjunto de ciudades, junto con el costo de viaje entre cada una de ellas, el
problema del vendedor viajero, o (TSP), es encontrar la forma més econémica de visitar
todas las ciudades y volver al punto de inicio. La “forma de visitar todas las ciudades” es



simplemente el orden en cual las ciudades son visitadas [3].

El problema ha tratar en este trabajo es una generalizacion del (TSP): en (TSP) existe
un vendedor, desde ahora vehiculo, que debe visitar a las ciudades, desde ahora clientes. A
diferencia del problema de estudio en el cual se tienen m vehiculos para visitar a los clientes.
Ademas, al momento de planificar el orden de visita, se considerara el costo (tiempo) de visita
que toma cada cliente.

Para definir el problema, empezaremos por dar la terminologia a utilizar: dado un grafo
G = (VU{D}, E) donde V son los clientes a visitar y D denota al deposito, se incluye
una funcién t : V. — R, que corresponde al tiempo de visita de los clientes y una funcion
t: E — R,, que representa el tiempo de viaje entre cada par de clientes unidos por alguna
arista.

Observacion El desplazamiento entre u y v a través del grafo sera a través de un camino
minimo entre ambos clientes, el cual lo supondremos conocido de antemano. Extenderemos
la notacion det : F — R, a t: (‘2/) — R, denotando el tiempo de viaje entre v y u (valor
del camino minimo entre u y v) como t(u,v).

Definicién 1.6 Ruta
Una ruta S es una secuencia ordenada de vértices de V- U{D}, (s;)7_y (en donde el nimero
de clientes visitados en una ruta S es n) con so = D.

Observacion s; y s, corresponden al primer y ultimo cliente visitado respectivamente por
S. Notaremos por C(S) = {v € V : 3li € {1,...,n},s; = v} al conjunto de clientes de la
ruta S. Cuando no haya confusion, utilizaremos |S| para referirnos a |C'(S)].

Definicién 1.7 Solucién factible
Diremos que S es una solucion factible del problema con m vehiculos si:

1. §= (S1,52%,...,5™) donde S* es ruta Vk € {1,...,m}.
2. V=C(SHu...uC(Ssm).

Observacion Cuando m = 1, omitiremos los stiper-indices de la soluciéon. Es decir, si S es
solucion factible con un vehiculo, S = ().

Definicién 1.8 Tiempo de completacion
Sea S = (S1,5%,...,5™) una solucion factible. Definimos el tiempo de completacion de un
cliente v visitado por el vehiculo k (v € C(S¥)), como:

k
v

Tor(v) = Y [t(s5_1,5) + t(s)]

J=1

n

donde S* = (sh)7%, es tal que v € C(S*) y sk, = v.
Cuando no haya confusiones, denotaremos el tiempo de completacion de v por T(v). Dado
que el tiempo de completacion T(s*) es creciente en funcion de n, podemos definir el tiempo

de completacion de S* como:

6



Observacion El tiempo de completacion de dos clientes en una misma ruta es no-decreciente
con respecto al orden de visita. Es decir, si S = (s;)75, es una ruta, entonces (j < j =
T(s;) < T(sy))

Definicién 1.9 Tiempo de ruta
Sea S una solucion factible, definimos el tiempo de ruta de S*, Tr(S*) como:

Tr(S*) = ) lt(sj 1, s5) + t(s§)] + (i, D) = T(S") + H(sfsny D)

j=1

Ahora estamos en condiciones de definir el problema

Definicién 1.10 Multiple Traveling Salesman Problem with Handling Times (mTSPHT)
Dado un grafo G = (VU{D},E), m e N, t :V - R, yt: E — Ry, cont denotando
el tiempo de visita y la funcion de tiempo de viaje respectivamente. Se desea encontrar una
solucion factible que minimice el mdzximo tiempo de completacion/tiempo de ruta.
A este problema le llamaremos multiple Traveling Salesman Problem With Handling Times.

Como es posible observar, (mTSP) tiene un nivel de dificultad mayor que (TSP), ya que
aparte de tener que buscar el orden de visita, hay que repartir los clientes a los vehiculos,
razon por la cual vamos a realizar ciertas simplificaciones al problema:

1. El tiempo de visita de cada cliente es el mismo para todos los clientes.

2. Asumiremos cierta estructura sobre la red.

Por lo tanto, el problema que vamos a estudiar durante este trabajo corresponde a (mTSPHT)
con tiempos de visita constantes, al cual nos referiremos por (mTSPHT™), en distintos tipos
de redes.

Observacion Es posible que en algunas redes, tales como caminos, sea imposible dejar de
pasar por un cliente dos veces, por lo que haremos una distincion entre wvisitar y transitar
por un cliente. Todos los clientes deben ser visitados solo una vez (es ahi donde consideramos
el tiempo de visita), pero no hay limite para el nimero de veces en que se puede transitar
por ellos.



Capitulo 2

mTSPHT* en el camino

Empezaremos estudiando el problema cuando la red de clientes y el depoésito estan dis-
tribuidos en un camino. Recuerde que estamos considerando que el tiempo de visita de cada
cliente es constante, es decir, que t(v) = to, Vv € V. Vamos a definir un etiquetado que nos
serd de gran utilidad. Para ello es conveniente hablar de ramas.

Definicién 2.1 Rama

e Llamaremos rama a un camino maximal B que tiene por inicio el deposito.

e Denotaremos por C(B) a los clientes de la rama B, y por |B| al nimero de clientes en
la rama B.

Sea G el grafo que representa a la red de depdsito-clientes. Si el grafo tiene 2 ramas, a la
rama derecha la denotaremos por B; y a la izquierda por By (ver Figura 2.1).
Con respecto a los clientes, enumeraremos con sub-indices a los clientes de una rama de
acuerdo a su cercanfa al depdsito y con super-indices asignaremos la rama a la que pertenecen.
Es decir, para la rama By, el cliente mas cercano al depdsito serd v} y el mas lejano serd, Ulebl‘

Definiciéon 2.2 label(v)
Definimos el label(v) como el sub-indice de v. Es decir, label(v) = j siv =v? con b € {1,2}.

Por simplicidad, se empezara estudiando el caso en el que el depdsito se encuentra en uno
de los extremos del camino, para luego analizar el caso general.



Figura 2.1: Las ramas B y By de (mTSPHT*) en un camino. El depdsito esta coloreado de
blanco.

2.1. Dep6sito en un extremo del camino

Para fijar ideas, supondremos que el depdsito se encuentra en el extremo izquierdo del
camino. El otro caso (depdsito en el extremo derecho) es analogo. Estudiaremos el problema
de acuerdo a la cantidad de vehiculos, es decir, de acuerdo al valor de m.

2.1.1. Depébsito en extremo : caso m =1

Partiremos por observar que el tiempo de completaciéon de los clientes es una funciéon
creciente con respecto al orden de los clientes visitados. Es decir, si en una ruta S, v es
visitado después de u entonces Tg(u) < Ts(v). Es decir, el mayor méximo de completacion
corresponde al tltimo cliente visitado.

Ahora volveremos a realizar una subdivision de acuerdo a la funcién objetivo a considerar.

Min-Max Tiempo de Completacion:

En este caso toda solucion factible consta solo de una ruta y ésta debe visitar a todos los
clientes. Es decir, si S es ruta, entonces |C(S)| = N.

Ahora, analizando la funcion objetivo (recordar que suponemos t(v) = to, Vo € V)

N
{ x T = { , .
s T = o, 2 (s v) + )
J:
N
= Nt + S;rSnli%Illlta - [t(vsj'—NUSj)]



con lo que el problema se reduce a minimizar ) t(vs,_,,vs.). Pero basta notar que lo ante-
J—17 755
Jj=1
rior siempre es mayor o igual a t(D,vy) (pues se tiene que visitar al cliente mas lejano del
deposito), y esto se alcanza cuando se visitan los clientes “de izquierda a derecha”, por lo que

la ruta 6ptima corresponde a visitar a los clientes en orden creciente de etiquetado.

Min-Max Tiempo de Ruta:
Al igual que antes, empezamos por analizar la funcién objetivo:

Szgné{lltaTr(S) = t(vsy, D) + Z -1, Us;) + to]
2 2t (D,UN) ‘I’NtO

donde la ultima desigualdad se debe a que al ser una ruta factible, debe visitar a todos los
vértices (Nty), ademés debe visitar al vértice mas lejano y volver al depdsito (2t(D,vy)). Sin
embargo, recorrer los clientes de acuerdo a su etiquetado alcanza la cota, por lo que ésta es
una manera 6ptima de recorrerlos. Es decir, en este caso también corresponde a recorrer a
los clientes de izquierda a derecha.

Observacioén Si conociéramos los clientes que cierto vehiculo debe visitar, el resultado an-
terior nos dice que podemos asumir conocido el orden de visita de ellos. Mas atin, vamos a
reducir nuestro estudio a soluciones cuyas rutas visiten a sus clientes por orden de etiquetado.
Por lo que para los problemas con m > 2 s6lo debemos estudiar la asignaciéon de los clientes
a los m vehiculos.

Definiremos una operacion que sera usada con bastante frecuencia en este trabajo, la cual,
dadas dos rutas distintas, realiza un intercambio de clientes. Para utilizarla, es necesario
saber reconstruir la ruta a partir de los clientes que debe visitar.

Algorithm 1: EXCHANGE - intercambio entre dos clientes de dos rutas
Input: (S*,v,5% u) con S, S? rutas y v € C(SY),u € C(S?)
Output: (S}, S5) resultantes al intercambiar v por u en (S*, S?)

1 O(S) « C(SY —v+u

2 C(S5) «+ C(S?) +v—u

3 return (S, S'?)

2.1.2. Depobsito en extremo : caso m = 2

Tal como se dijo anteriormente, el problema que debemos abordar es el de la asignacion
de clientes. Para ello probaremos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3 Para (mTSPHT*) en la linea con 2 vehiculos, en la cual el depdsito se
encuentra en un extremo, existe una solucion optima S* = (S',S?) en la cual C(S?) =

{vi,v9, ... v, } ¥ C(S?) = {Vn,41, Vnys2, .-, on ) y N = |V].
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Utilizaremos el algoritmo MOVEMENT-1, el cual dadas dos rutas S' y S? y una rama
B, para fijar ideas, supondremos que el tltimo cliente que visita S? estd méas alejado que
el ultimo cliente que visita S*. Entonces, intercambiaremos clientes de los dos camiones de
manera que ambos camiones visiten a clientes consecutivos, manteniendo el hecho que el
ultimo cliente que visita S? est4 mas alejado que el dltimo cliente que visita S (ver figura

23).

Algorithm 2: MOVEMENT-1

Input: S, S? rutas factibles y B rama.
Output: S'*, S par de rutas factibles para el problema

1 91 St

2 S + §?

s if label(s,)) < label(s,?) then

4 | while (3u € C(S) : label(u) < label(s,})) do
5 L | (S,57) < EXCHANGE(S, 5,0, 5%, )

6 else

7 L Repeat: 4-5 cambiando los roles de S’ y S

s return (S, S?)

™~

depobsito depdsito

(a) (b)

— Vv

depdbsito depdsito

(©) (d)

Figura 2.2: Ejemplo de la ejecucion de MOVEMENT-1. Hay 2 rutas, una representada por
el color gris y otra por el negro, el depdsito esta pintado de blanco. En (a) se muestra el
estado inicial, mientras que (b), (¢) muestran estados intermedios. Finalmente, (d) muestra
el estado final.
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Lema 2.4 En (mTSPHT"), en el cual la red de clientes-deposito forman un camino y el
deposito se encuentra en uno de los extremos del camino, las rutas obtenidas (Sll,SIQ) al
aplicar MOVEMENT-1 a un par de rutas (S*,S?),cuyos vértices son visitados en orden cre-
ciente de enumeracion, cumplen que el tiempo de completacion/tiempo de ruta de S no es
mayor que S* con i € {1,2}.

Observacién En MOVEMENT-1 no necesariamente C(S') U C'(S?) = V. Es decir, esta pen-
sado para ser usado cuando m > 2.

DEMOSTRACION LeEmA 24l Basta probar que en cada iteracion (linea 4 de MOVEMENT-1) no
aumenta ni el tiempo de completacion ni el tiempo de ruta.

Sean S, S? un par de rutas cuyos vértices son visitados en orden creciente de enumeracion,
y sin pérdida de generalidad suponga que label(s), ) < label(s2,) (en el otro caso, intercam-
biamos los roles de S* y S?). Si no existe u € C(S?) tal que label(u) < label(s, ), entonces el
algoritmo termina y las rutas no se ven modificadas. En caso contrario, se aplica EXCHANGE
entre (S, s}, .5 u), obteniendo (S, 8.

Veamos que el tiempo de completacion y el tiempo de ruta de S'',.S'2 no son méas grandes
que los de St 52

Notar que luego de la operacion EXCHANGE, se tiene que |C(SY)| = |C(S™M)],|C(S?)| =
|C(S")|. Todo vértice que estaba cubierto por C(S* U S?) lo sigue estando por C(S] U S)
(EXCHANGE intercambia las rutas a las que pertenecen los clientes por lo que cualquier
cliente previamente cubierto lo sigue estando). Ademas, label(s]. ) < label(s),, ), por lo que
t(D, s) < t(D,s,,), con lo que se tiene:

e Tiempo de completacion

=
.
o
I
M2

[(s7, 57) + E(s7,)]

2) 4+ C(S™)|to
2) 4+ 1C(S?)]to
2,) +1C(S?)to

? " ng

1
SEEL

Y

W » »

I
2 43
@)
N

=
N
I

' Jt(si1, 57) + t(s,)]

L)+ C(S™M)t
n)+1C(SYto
) 1C(SH [t

ni

I
~ .
i

~
A~ N

SO O

Y

INVAN
~
~— »® »n O

=
el

e Tiempo de ruta

Tr(S?) =Y [t(s7 1, 87) + (s ) + (D, s,7,)
7=1
= #(D,s,5) +|C(S?)[to + (D, 57,)
= 2t(D,s.2) +|C(S?)|tq

’ “no

=2t(D, s2) + |C(S?)|to

’ " ng

- T(s?)
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Tr(s") = Xlt(siiys)) + (s +HD, s,

J 7 Ny

7j=1
= (D, s,,) +1C(SN)to + (D, s,
= 26(D,s,,) +|C(S")|ty
< 26(D,spy,) + [C(SYto

Luego, ni el tiempo de completacion ni el tiempo de ruta de S’ son mayores que los de S?,
con ¢ € {1,2}. Por lo tanto, en cada iteracion, no aumentan ni el tiempo de ruta ni el tiempo
de completacion.

Es decir, las rutas (S, S'?), obtenidas con MOVEMENT-1 a partir de (S*, S?) cumplen que
tanto su tiempo de completacion como su tiempo de ruta son menores o iguales a las originales.

O

Habiendo probado el Lema 2.5, tenemos las herramientas necesarias para caracterizar una
soluciéon 6ptima.

DEMOSTRACION PrOP 2.4. Sea S* = (5*!,S*2) una solucién 6ptima del problema. Llamando
S = (S%,52) al par de rutas (en este caso solucién) obtenidas al aplicar MOVEMENT-1 a
(S*1,5*2 B), demostraremos que ésta es la solucion buscada.

Por LEMA 2.4 se tiene que S también es una solucién optima del problema. Ahora debemos
revisar el conjunto de clientes C(S') y C'(5?%). Para analizar estos conjuntos, sin pérdida de
generalidad, supondremos que label(s),,) < label(s?,).

En este caso veremos que

C<Sl> - {Ulu Vo, . .. 7Ui—1}7 C(Sz) - {Uia Vit1, Vi42, - - - 7UN}

En efecto, supongamos que Ju € C(S5?) : label(u) < label(s), ). Esto no puede ocurrir pues
es el resultado de MOVEMENT-1 y la existencia de u hubiera sido corregida en la linea 4 del
algoritmo. Luego, como S es una solucion factible, se cumple que

(Vo eV,3je{1,2}:ves)

y, por lo anterior,
Vu, label(u) < label(s,, ) = u € C(S")

Luego
C(Sl) = {'Ul, Vo, ... ,’Unl}
C(S* =V —{D} - C(Sh
Es decir, C(S?) = {vn, 41, Vny 41, - -, UN } O

2.1.3. Dep6sito en extremo : caso m > 2

Ahora se estudiara el caso general. Para ello se utilizaran las técnicas empleadas para
los casos m = 1, 2. Mas especificamente, probaremos que existe una soluciéon 6ptima tal que
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Vk e {1,...,m},C(S*) = {vi, vis1,Vita, - - ., Vign,—1}- Bs decir, el conjunto de clientes de cada
vehiculo es un conjunto de vértices tal que su etiquetado es un intervalo de N. A esta ultima
propiedad la llamaremos la “propiedad de intervalos”.

Proposicion 2.5 Para (mTSPHT")en la linea, en la cual el depdsito se encuentra en un
extremo, con tiempos de procesamientos constantes, dada una solucion factible S, existe una
solucion R = (RY,...,R™), con el mismo tiempo de ruta/tiempo de completacion que g, en
la cual, para cada i € {1,...,m}, C(RY) tiene la “propiedad de intervalos”.

DEMOSTRACION. Sea S una solucion factible del problema. Si m € {1,2} sabemos que existe
una soluciéon que cumple lo buscado, por lo que consideramos m > 2. Como la red de clientes
y deposito es una linea, existe s6lo una rama (la cual denotaremos por B). Ahora, considere
la solucion obtenida mediante el siguiente procedimiento (recordar que estamos considerando
s6lo soluciones que son recorridas de forma 6ptima, es decir, por orden de etiquetado de sus
vértices):

Algorithm 3: LOCALSORTING

Input: S solucion factible.
Output: R solucion factible con la “propiedad de intervalos”.
1 R+ S

2 Ordenar las rutas de R de manera que label(rllj%l”) < label(r‘l;lj‘) sii<j.

sfori=1....,m—1do
4 for j=i+1,...,mdo
5 | (R, RY) < MOVEMENT-1(R", RY, B)

6 return R

Veamos que R es la solucién que buscamos. Para simplificar notaciéon supondremos que las
rutas de R estas ordenadas, de manera creciente, de acuerdo al label(rfRi|). Vamos a utilizar
induccién para probar que para cualquier i € {1,...,m — 1}, luego de las lineas 4 y 5, R’
posee la “propiedad de intervalos™ vamos a ver que al terminar la primera iteracion, C'(R')
posee la “propiedad de intervalos”. Luego, como al terminar la i-ésima iteracion (linea 3 del
algoritmo) las iteraciones posteriores afectan a las rutas R’ con j > i, el argumento para el
caso base sigue siendo vélido cuando ¢ > 1 con lo que habremos probado la proposicion.

En efecto, suponga que al terminar Ju ¢ C(R') : label(u) < label(r,, ). Como R original-
mente era 6ptima, en particular era factible, esto es que u € R para algin k € {2,...,m}.
Notar que no puede ocurrir que k = 1 pues, MOVEMENT-1 s6lo “saca” de C'(R') el vértice de
mayor etiquetado, y como label(u) < label(r, ) entonces el etiquetado de u era menor que
el vértice de mayor etiquetado de R! original (previo a la iteracion), ya que las rutas de R
estan ordenadas de acuerdo al label(-). Ademas, si k # 1 entonces u no puede existir pues al
momento de aplicar el MOVEMENT-1 al par (R', R*, B), u debi6 pasar de R* a R!, con lo
que (Fu € V : label(u) < label(r} ) Au & C(R')). Por lo tanto, C(R) tiene la “propiedad de
intervalos”.

Ademas, el tiempo de completacion/tiempo de ruta de R no es mayor que el de S , pues so6lo
se utiliza MOVEMENT-1 reiteradas veces, lo cual no aumenta el valor de la solucién.
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Cuando i > 1, usando los mimos argumentos se prueba que (fu € V —UIZIC(R') : label(u) <
label(ri ) Au & C(R')). Es decir, Vu : label(u) < label(r?, ),u € Uj_;C(R"). Por otro lado,
como para [ < i las rutas R! no fueron modificadas, sumado a que ellas poseen la “propiedad
de intervalos”, se tiene que R’ también la posee.

.. R es una solucion factible donde que cada ruta cumple con la propiedad deseada. O

Corolario 2.6 Para (mTSPHT") en la linea, en la cual el depdsito se encuentra en un
extremo, con tiempos de procesamientos constantes, existe una solucion optima S* tal que
C(S}) tiene la “propiedad de intervalos”.

2.2. Depésito libre

Ahora consideramos el caso en que el depdsito puede estar en cualquier vértice del camino,
no necesariamente en los extremos. De manera similar al caso en que el depoésito estaba en un
extremo del camino, en un principio empezaremos por restringir nuestro estudio al problema
con un unico vehiculo.

2.2.1. Dep6sito libre : m =1

En este caso tenemos dos ramas, la rama derecha y la rama izquierda, etiquetadas respec-
tivamente por By y By (Ver Figura.

Sea G = (V, F) un camino que representa la red de depdsito-clientes, donde el depdsito se
encuentra en un vértice no extremal. Observe que para una solucién factible S = (S) con un
vehiculo, se tiene que:

T(S)= Z[t<3i—1a si) +t(si)]

— Nto + Z[t(sH, 53]

> Nto +min{t(D, v ), ¢(D, vz )} + (ol i),

en donde |B| representa la cantidad de clientes en la rama B, y la tltima desigualdad viene
de la factibilidad de la solucién, pues ambos extremos de cada rama deben ser visitados. Es
decir, al menos se recorre la distancia del deposito al extremo més cercano y desde ahi se
debe llegar al otro extremo.

Con lo anterior, existe una ruta con la cual se alcanza la cota inferior presentada: partiendo
del deposito, escoger la rama con el extremo més cercano al punto de partida y visitar cada
cliente por orden de etiquetado hasta terminar la rama, luego visitar los clientes de la otra
rama de la misma manera. Es decir, por orden de etiquetado, hasta terminar la rama.
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Ocurre algo similar con el tiempo de ruta:

N
Tr(S) =t(sy, D)+ Y _[t(siz1,5:) +t(s:)]
i=1
N
= t(SN7 D) —|— Nto + Z[t(si_l, Sz)]
i=1
> Nto+t(D, U|BB11|> +t(D, U‘BBZ‘) + t(U\BBlll’ v%2|)

Aqui, la dltima desigualdad viene de que ademés de visitar los extremos se debe regresar
al deposito, con lo que la distancia del deposito a ambos extremos se debe recorrer al menos
una vez y, ademas, al llegar a uno de ellos se debe ir al otro. De ahi viene t(vFBll‘, U|BBZQ‘). Notar
que una de las formas de alcanzar esta cota es similar a cuando consideramos el tiempo de
completacion: partiendo del deposito visitamos a los clientes de la rama con el extremo mas
cercano y luego hacemos lo mismo con la siguiente. Pero, la diferencia con el caso anterior,
es que en esta ocasion luego de realizar el recorrido se regresa directamente al depdsito (en
el caso anterior se terminaba luego de visitar ambos extremos).

Por lo tanto, supondremos conocido el orden 6ptimo de visita de los clientes. Es decir, si a un
vehiculo j le corresponde visitar un conjunto X de clientes, supondremos conocida su ruta S
(sabemos el orden de visita 6ptimo de los X clientes).

Antes de seguir, introduciremos una extension de la notacion utilizada,

Observacion Dada una ruta .S, su secuencia de visita puede ser descrita de acuerdo a los
clientes que visita en cada rama, lo que induce una notaciéon natural:

S = (SBr, 552

En donde B; representa a la [-ésima rama y de manera que si s; es el primer cliente visitado
de la rama [, con n; el nimero de clientes en la rama B; visitado por S, entonces:

Sh = {5j+i}zio = {Sfl}go

Con sé?l = D,Vil € {1,2}.

Esta notaciéon no genera problemas cuando un conjunto de clientes es recorrido de
manera Optima, ya que el reparador visita s6lo una vez cada rama y lo hace en orden creciente
de etiquetado. Ademés, como cada reparador parte desde el depdsito y para cambiar de rama
debe pasar por él, dada una ruta S, en la descripciéon por ramas de S podemos escribir
sot = D.

Al igual que cuando el depdsito esta en un extremo, analizaremos el problema de acuerdo
a los valores de m.
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2.2.2. Dep6sito libre : caso m > 2

Por simplicidad, denotaremos n(S, B) al sub-indice del dltimo cliente a visitar en la rama
B de la ruta S.
Sea S = {S1,...,5™} una solucién del problema. Analizando la funcién objetivo para el
tiempo de completacion, de acuerdo al caso m = 1, se tiene:
Twwzzmmma%gB»ﬂa%%B»+t
= min{t(D, nS]B ), U(D, sj’g] Byt HHD, i)
= mln{t( ) n(sy B ))7t<D> sﬁi Si 32))} +t(D, sy, sa ,B1) )
+ D, G g,y) + to(IC(SJ) N B +|C(S7) N Byl)
= mm{t(D B ), t(D, 7% VY 4+ t(D, s7BL )

(s, (S, Bl f@(%)aB ) +1C(87)to
(

D 3]’ 1 ) + t(D, Si:(BiS?j,Bg)) + njt(]

+to|C(S7) N By

’Bn(S'JB) ? “n(S7,B2) » “n(S7,B1)
D, Y oS 0 By
= min{¢(D, sflfglj ) UD, SiB;?] Byy)} T T(S7P1) + T (S772)

Bs decir, T(S7) = min{t(D, s}% ), H(D 5% ) )} + T(S95) + T(597%),
En donde T'(S%5) corresponde al tiempo de completacion de la ruta S? restringido a la rama

[, y viene dado por: A
T(5%5) = ¢(D, s;f;g 5) +10l(C(7) N By)|

Y para el tiempo de ruta, haciendo el mismo analisis se obtiene algo similar,

j B j,B B B
Tr(S7) = UD,s) g p) +HD,shG py) + s fl(sg By)’ {l(;] B,)) T Mt
= Tr(SHBr) + Tr(SHB2)
En donde Tr(S7P) es el tiempo de ruta de S7 restringido a la rama .

Por lo que podemos restringir el analisis a las ramas del grafo, siguiendo este enfoque se
presenta el siguiente resultado:

Proposicion 2.7 Para (mTSPHT”) en el camino, existe una solucion dptima S = (St,...,8™)
tal que para cada ruta k y para cada rama B, C(S*B) tiene la “propiedad de intervalos”.

DEMOSTRACION. Sea S = (S',52,...,5™) una solucion 6ptima. Para cada rama B considere
el problema auxiliar en el cual Gp = G[B], los costos y las distancias son las derivadas del
problema original y considere la solucién factible S? = (S48 ... S™8B). Luego, aplicamos

LOCALSORTING a SB con lo que se obtienen nuevas rutas tal que su tiempo de completa-
cion y tiempo de ruta no aumentan (con respecto a la rutas de S ). La nueva soluciéon de
problema original, derivada a partir de S cuyas rutas en la rama B han sido modificadas
y que seguiremos denotando por S, es 6ptima. Ademés Vj € {1,...,m}, C(SP) posee la
“propiedad de intervalos”.

Al realizar la operacion para cada rama B, la solucién que se obtiene es Optima y cum-
ple que para cada rama B y Vj € {1,...,m} se tiene que C(S7P) posee la “propiedad de
intervalos”. O]

Tenemos la existencia de una soluciéon 6ptima en la cual los clientes de cada ruta, restrin-
gidos a una rama, poseen la “propiedad de intervalos”, lo que aiin no es suficiente para tener
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un buen algoritmo. Ahora, encontraremos una soluciéon 6ptima con mayor estructura, para
ello definiremos un orden entre las rutas de una solucion.

Definicion 2.8 Orden (%)

Sea G = {V,E} una red clientes-depdsito en forma de camino. Sean S' y S?* dos rutas
del problema, diremos que S* < S? si VB rama,Vu € C(SYP),Yv € C(S?*B) : label(u) <
label(v).

Definicién 2.9 Rutas concurrentes
Diremos que dos rutas S* y S* son concurrentes si AB rama : C(SYB) £ O A C(S*P) £ 0.

Figura 2.3: En la figura se muestran 3 rutas, una pintada de negro, una de gris oscuro y
una de gris claro, el depoésito esta pintado de blanco. Las ruta negra y la ruta gris claro son
concurrentes, al igual que la ruta negra y la ruta gris oscuro. Sin embargo, las rutas gris
oscuro y gris claro no son concurrentes. La ruta negra es mayor que la ruta gris oscuro y que
la ruta gris claro.

Definicion 2.10 Ruta estdandar
Diremos que una ruta S7 es una ruta estandar si:

1. Es recorrida de manera optima de acuerdo a la funcion objetivo.

2. O(S7B) tiene la “propiedad de intervalos” para cada rama B.

Una solucion en donde todas sus rutas son estdndar, diremos que es una solucion estandar.

Proposicion 2.11 Para (mTSPHT”) en la linea existe una solucion dptima tal que:

1. La solucion es estandar.

2. Para cada par de rutas concurrentes S*,S? se cumple que S* < S? v §? < St

En la demostracion de la proposicion lo que haremos sera probar 1), y luego utilizare-
mos el algoritmo MOVEMENT-2 para probar 2). MOVEMENT-2 recibe como input dos rutas
estdndares (S',5?) y dos ramas (B, By), modifica las rutas haciendo que haya algtin orden
entre ellas (restringidas a las ramas B; y Bs). Suponga que en By, el tltimo cliente de St es
mas cercano al depdsito que el primer cliente de S?, entonces lo que hacemos es intercambiar
los clientes de S en B; por clientes en S? en B,, empezando por los clientes méas alejados
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del depdsito hasta que C(S¥B1) =) o C(S*52) = () (ver Figura 2.4).

Algorithm 4: MOVEMENT-2

Input: S, S? rutas estandar y B;, B, ramas.
Output: R', R?> con R' < R?V R? < R'.

1 R+ St

2 R? + 52

3 if ((R' £ R?) A (R' # R?)) then

a | if (label(s 1(211 5y) < label(shi ) then
5 L 14 1,7 2

6 else

7 | i+2,j«1
8 | while ((C(R',By) # 0) A (C(RI, By) # 0)) d

0 t(RE,RJ)eEXCHANGE(RZ P gy 7“]5;32))

10 return (R', R?)

() (d)

Figura 2.4: Ejemplo de la ejecucion de MOVEMENT-2. Hay 2 rutas, una representada por el
color negro y otra por el color gris, el depdsito esta pintado de blanco. En (a) se muestra el
estado inicial, mientras que (b), (¢) muestran estados intermedios. Finalmente (d) muestra
el output de MOVEMENT-2.
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Proposicion 2.12 MOVEMENT-2 termina y aplicarlo a un par de rutas estandar concurren-
tes (S1,8%) y a las ramas (By, By) da como resultado (R', R?), que cumplen:

1. C(SHuC(S?) =C(RYUC(R?
2. Restringidas a (By, By), R' y R* no son concurrentes o bien R' < R*V R*> < R'.

Ademas, si la red de clientes-deposito es una linea, se cumple que:

3. mingeq 03 Tr(R") < mingeq 0 T7(S°)
4. H’ll,nie{l’g} T(RZ) < Hll,nie{l’g} T(SZ>

DEMOSTRACION. Para fijar supondremos que

label(s, (¢ 5,)) < label(s22h )
Es decir, en la rama B; el tltimo cliente visitado por la ruta S! esta mas cerca del deposito
que el tltimo cliente de la ruta S?. Por otro lado, en la rama B, la situacion es al revés: el
tltimo cliente visitado por S? esta mas cerca del deposito que el primer cliente visitado por
la ruta S*. Esto se debe a que no hay un orden entre S* y S2.

Veamos que el algoritmo termina. En cada iteracion de la linea 8, R' cede un cliente de
By y R? cede un cliente de B,. Es decir, en cada iteracion se disminuye en uno el niimero de
clientes de B; que visita S!, lo mismo ocurre en By con S?, por lo que en alglin momento se
cumple que:

(C(RY, B;) =0)V (C(R?,By) = 0)

Con lo que se rompe el invariante y el algoritmo termina.

Para probar 1, basta notar que MOVEMENT-2 solo realiza intercambios de clientes entre
ambas rutas, por lo que todos los clientes que eran servidos por S! o S? estan cubiertos por
R' o R?. Ademas, se cumple que:

Para probar 2, supongamos que ocurre que C(R!, B;) = (), de ser asf en B; no hay clientes
servidos por S! lo que puede ocurrir en dos situaciones:

e C(R?% By) =, en éste caso By y B, no son concurrentes.

o C(R? By) # 0, para éste caso basta notar que en la pentltima iteracion se seguia
cumpliendo el invariante y por ser la pentultima, sélo queda un cliente a servir en B;
correspondiente a R', por lo que al cederlo se llega a que R' no tiene clientes en B;.
Sin embargo, en By, R! obtiene el tltimo cliente que sirve K2, por lo que se tiene que
R?* X R'.

Cuando ocurre C(R', By) = 0, el analisis es el mismo pero intercambiando los roles de R
y R%
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Finalmente, probaremos 3 y 4. Para ello, analizaremos el caso cuando la red es un camino.
Recordemos que para una ruta S’ se cumple que

T(s7) = minbe{l@é t(Si’f;j,Bb);lB?) + T(Sj’Bl) +T(S772)
- 2t(D, s{p1) + (D, s{pt) + to|C(S7)]
Tr(S?) = TT(Sl,Bl)—I—TT(Sl’B?)
= 2D, slpt) + 26(D, sly%) + 10| C(S7))|

De donde es facil ver que tanto T'r(-) como T'(-) dependen de la cantidad de clientes que la
ruta S sirva y la distancia del altimo cliente visitado en cada rama al depdsito. Ahora veamos
que se cumple el siguiente invariante: el cliente mas lejano del deposito de S' en B es més
cercano al deposito que el primer cliente visitado por S? en B;, mientras que en B, ocurre
lo mismo, salvo que se intercambian los roles de S' y S2. Ahora, en la linea 9 del algoritmo
en la cual se realiza la operacion EXCHANGE, se cede el cliente mas lejano de R! en la rama
B, y, a su vez, R? cede su cliente mas lejano correspondiente a B,. Realizar este intercambio
mantiene el invariante mientras que se cumpla la condicién de la linea 8 del algoritmo, es
decir, (C(R', By) # 0) A (C(R?, By) # 0).

Observe que el intercambio anteriormente mencionado no aumenta la distancia del dltimo
cliente visitado por R? en Bj, sin embargo, disminuye la distancia del dltimo cliente de R*
en B, mientras se mantiene la cantidad de clientes visitados por ambas rutas. El mismo
analisis es valido para la rama B, intercambiando los roles de R' y R?. Como la distancia
en B (resp. By) del tltimo cliente de R!' (resp. R?) al deposito no aumenta por lo que se
cumple que

]

También necesitaremos la siguiente operacién, SHIFT, la cual dada una solucién factible
S, un indice de ruta j y una rama B, tal que Vk € {1,...,m} — j, S®B tiene la propiedad
de intervalos. SHIFT hace que todas las rutas de la soluciéon S que estén dentro de S’ en la
rama B, es decir, que estén entre dos clientes que pertenezcan a S7, se acerquen un cliente al
depdsito. Més especificamente, si S* esta dentro de S7 y C(S*) = {vf,vf,,... v, } antes
de aplicar el algoritmo, después de aplicarlo, se tiene que C(S*) = {vf |, v, ..., vE, 1} (ver

Figura [2.5).
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Algorithm 5: SHIFT

Input: Solucion factible S, indice de ruta j y rama B. C (S*B) tiene propiedad de
intervalos Vk € {1,...,m} — j.
Output: R solucion factible.

1 R« 0

2 for (i€ {l,...,m}—j)do . .

s | if (label(s?”) > 1abel((s{’3))) A (label(sy . ) < label((sh(, 5)))) then
4 for (v e C(5",B)) do

5 t C(RZ) — uﬁﬁel(v)fl

6 else

7 | RIS

s r +find(minr > 0 : [label(s”7)) # label(s/P) + 1] A [r < |C(SP5))

r’ «find(maxr > 0 : [label(sﬁ’fl) # label(sB) + 1] A [r < |C(S75]])

10 if (r # +00) then
11 | for (veC(57,B)) do .
12 if ([label(v) > kjigbel(sf;B)] A [label(v) < label(s” )]) then
13 L C(Rj) = u{:;,bel(v)—l
14 else
15 L C(R) + C(R) +v
16| C(R) + C(R) + Ulibel(sfj,’il)—l — shP
17 else
18 | C(R) « C(57)
19 return R
(a) (b)

Figura 2.5: Ejemplo de la ejecucion de SHIFT. Se muestra s6lo la rama B considerada, el
indice de ruta entregado es el correspondiente a la ruta negra y el deposito esta pintado de
blanco.(a) muestra el estado inicial y (b) muestra el estado luego de la ejecucion del algoritmo.
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DEMOSTRACION Prop EIT. Sea S una solucion 6ptima del problema, aplicaremos el siguiente
algoritmo a S

Algorithm 6: GlobalSorting(Path-Version)

Input: Solucién factible S
Output: R solucién factible
R+ S
for (b: b rama) do

| R’ + LOCALSORTING(R?, b)

W N =

4 fori=1...mdo
5 for j=i...mdo

6 (R', R?) + MOVEMENT-2(R', R?, By, By)

7 for [ € {1,2} do

8 while (3n > 0 : label(s%7) # label(s25) + 1) do
9 L R+ SHIFT(R, i, B))

10 while (3n > 0 : label(s2”}) # label(s/%) 4 1) do
11 L R < SHIFT(R, j, B;)

12 return R

Primero veamos que el algoritmo termina, para ello basta ver que en las lineas 8 y 10 a

lo mas toma tiempo N, pues al cabo de a lo més N operaciones de SHIFT(R, i, B), no puede
existir una ruta que este dentro de R’
Ahora veamos que R es la solucién que buscamos. Observe que en las lineas 2-3 ni el tiempo
de completacion ni el tiempo de ruta de R no aumentan, pues son multiples aplicaciones de
LOCALSORTING, por lo que al terminar las iteraciones correspondientes se tiene que hasta
ese momento R es una solucion 6ptima en donde C'(R") es un intervalo de N, con b € {1,2}
y i€ {l,...,m}, luego solo queda lidiar con el orden parcial.

Entre las lineas 4-10 se realizan las modificaciones a R para garantizar el orden parcial de
la solucién y para ello s6lo basta analizar la primera iteracion, esto es porque la operacion
SHIFT s6lo afecta a las rutas que estén “entre” dos clientes de la ruta j en la rama B, pero sin
alterar la estructura de la ruta. Es decir, si una ruta i servia a clientes consecutivos (i # j),
luego de aplicar SHIFT, i sigue sirviendo a clientes consecutivos (directo de la definicion de
SHIFT).

Recordemos que en este momento C’(R *) tiene la “propiedad de intervalos”, con b € {1,2} y
i€{l,...,m}. Si R!' < R* o R? X R! se continua a la siguiente iteracién, en caso contrario:

label(r 1119;1 By) ) < label(r 2%23 ) y label(r 2%2/3 ) < label(r 1%1,3 ))

con bt € {1,2} : b # U/, para fijar ideas suponga que b = 1 y Y = 2. Luego al aplicar
MOVEMENT-2 ocurre que alguna de las dos rutas que fueron entregadas como input, R! o R?,
no tiene clientes por visitar en alguna de las dos ramas con lo que se cumple R' < R? o
R? < R'. Sin embargo, no se puede asegurar que los clientes que visiten sean consecutivos.
Ahora, sin pérdida de generalidad suponga que C(R!, By) = ()

En este caso puede pasar que C'(R? B;) = () o bien C(R?, By) # (). En el primer caso no hay
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que probar nada pues no se ha modificado ninguna ruta aparte de R' y R?, mientras que en
el otro caso ocurre que soélo clientes de R? en B; han dejado de ser un conjunto de clientes
consecutivos, a lo que las lineas 7-11 del algoritmo entran en juego; Luego si existe algin
cliente servido por R? en B, tal que el cliente que le sigue, v, no corresponda al cliente que
le siga en la linea (contando desde el deposito al cliente final de By), se aplicara SHIFT de
manera de corregir este evento. Observe que en estas condiciones SHIFT no aumenta el valor
y sin embargo reordena la soluciéon de manera que recupere la propiedad de que los clientes
son visitados de manera consecutiva en cada rama por cada ruta. En efecto, la reordenacion
de los clientes es directa de la definicion de SHIFT y que SHIFT no aumente el tiempo de
completacion ni el tiempo de ruta de la solucién viene de que las rutas que estan dentro de
R? mantienen la cantidad de clientes que estén visitando y a su vez, disminuye la distancia
entre el dltimo cliente a visitar (en la rama Bj) y el dep6sito, mientras que para R? ni la
cantidad de clientes que visita ni la distancia entre el deposito y el dltimo cliente que visita
en B cambian, manteniendo asi el valor para la ruta R?.

El andlisis es el mismo en el caso que C(R', By) = ), intercambiando los roles de R' por R?
y de By por Bj.

Entonces, después de la primera iteracién el valor de R no aumenta. Ademss, R* < R? o
bien R? < R'.

. La soluciéon R entregada por GLOBALSORTING (PATH-VERSION) es una solucién 6ptima
estandar y existe un orden parcial entre rutas. O]

Habiendo caracterizado la estructura de una solucién 6éptima para el problema, es posible
hacer la siguiente afirmacion

Corolario 2.13 (mTSPHT™) en el camino se puede resolver en tiempo polinomial.

DEMOSTRACION. En efecto, por la Proposicion existe una solucion 6ptima S para (mTSPHT™)
en el camino tal que:

1. Para toda rama B y k € {1,...,m}, C(S"P) tiene la “propiedad de intervalos”.

2. Para cada par de rutas concurrentes S*, S? se cumple que S* < S? Vv S? < S'. Es decir,
S tiene un orden parcial.

Por lo que el problema se reduce a encontrar el intervalo de clientes que cada ruta debe
visitar. Ahora considere la siguiente funcion:

IR (10 X RarReT "l
(L, Bym) = min min { max(F(L—i, R~ j,m— 1), p(uf?, of ) + (i + j)to) | m>1
i=0...L j=0...
En donde:
o L =|By]
o R=|B]

e m es el namero de vehiculos
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e p es una funciéon que depende de la funcién objetivo que se considera, si se minimiza el
tiempo de ruta:
p(vP?,vpt) = 2t(vP?, D) + 2t(vE', D)

Si lo que se minimiza es el tiempo de completacion:
p(UEQ7 UR ) - Qt(vL ) D) + Qt(vR ’ D) - méx(t(va, D)7 t(D, Ugl))

Luego F(|Bs|,|Bi|, m) encuentra la solucién 6ptima en O(N*m). En efecto, hay O(N?m)
estados (posibles valores de L, R,m) y en cada estado se busca el minimo entre O(N?) valores,
por lo tanto F(|Bs|,|Bi|,m) se puede calcular en tiempo O(N*m).

. (mTSPHT™) en el camino se puede resolver en tiempo polinomial. O

2.3. mTSPHT?* en el ciclo

Ahora se estudiard cuando la red de clientes-depdsito forma un ciclo. Observe que esta
vez, dados dos clientes u, v, tenemos dos alternativas para ir de u a v a través del ciclo. Una
es recorrer el ciclo en sentido positivo (a favor de las manillas del reloj) y en sentido negativo
(en contra de las manillas del reloj). Como uno de nuestros parametros a minimizar es el
tiempo de viaje, vamos a considerar el tiempo de viaje t(u,v) como el tiempo que toma ir
de u a v tomando el camino més corto (entre el camino positivo y el negativo). Luego, es
natural definir los siguientes conjuntos:

Definicion 2.14 Definiremos C(S") (resp. C_(S")) como el conjunto de clientes v € C(S")
de manera que st v = s§- entonces el camino mds corto entre S;'»_l y v es positivo (resp.
negativo).

Al igual que en el caso de la linea vamos a etiquetar los vértices de acuerdo a su lejania del
deposito. Sin embargo, esta vez cada cliente tiene dos etiquetas, los denotaremos vj y vy (al
j-éstmo cliente del ciclo recorrido a favor y en contra de las manillas del reloj respectivamente.
Ver Figura 2.5).

Como en secciones anteriores lo primero que haremos seré estudiar el orden de visita de

los clientes de un vehiculo dado el conjunto de clientes a visitar. Ademas, vamos a extender
la idea de label(-).

Definiciéon 2.15 label, (-)/label _(+)

Para una red depdsito-cliente etiquetada y un vértice v, definimos label, (v)/label_(v) como
la etiqueta de que tiene v con respecto al etiquetado en sentido positivo/negativo. Vamos a
denotar n(S, —) al ultimo cliente en S que es visitado en sentido negativo.
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Figura 2.6: Ejemplo etiquetado de (mTSPHT”*) en un ciclo. El depdsito esta coloreado de
blanco y los clientes de negro. Ademaés, se muestran las dos etiquetas correspondientes a los
clientes.

Proposicion 2.16 Sea S una ruta de (mTSPHT*) en el ciclo. Erxiste una ruta R, con
C(R) = C(9), tal que no se “salta” clientes. Es decir, st R = 1,71, ...y, Y existe un cliente
v e C(R) en el camino entre r; y rir1, entonces v =r; con j < i. Y ademds,

Tr(R) < Tr(S)
T(R) <T(S)

DEMOSTRACION. En efecto, considere una ruta S = s¢s; ... s,,D. Como definimos el tiempo
de viaje t(u, v) entre dos clientes u, v como el camino mas corto entre ellos, entonces ¢ cumple
la desigualdad triangular. Ahora, suponga que v* = s, es el cliente de menor indice 4, tal que
v* se encuentra en el camino entre s; y s;11, v j > ¢. Es decir, el primer cliente que la ruta
S se salta. Sea R =10,71...,7,, (recuerde que ng = ng), con:

s, 1 <4

v¥, =141
sit1, 1<y
S, [>7

r =
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Entonces se cumple que:

ns+1

Tr(S) =nsto+ »_ [t(s1,5101)]

1=0
> ngto + t(si, v") + (", si11) +t(5j-1, 5541)

i—1 J—1 ng+1
+ Z[t(sb si+1)] + Z (st 5141)] + Z [t(s1, 8141)]
1=0 I=i+1 I=j+1
= ngto + t(ri, Tiv1) + H(riv1, rive) + (g, ri1)
1—1 7 ng+1
+ > [t )]+ Y [trnma)l + Y [ )]
1=0 I=it+2 =11
TLR+1
= ngto + Z [L(re, ris1)]
1=0
=Tr(R)

La primera desigualdad viene de que por un lado tenemos que t(s;, v*)+t(v*, s;41) = t(si, Sit1)
pues v* estd en el camino entre s; y s;41, y por otro lado, t(s;_1,v*)+t(v*, sj41) < t(s;j-1, Sj111)
por desigualdad triangular.

Si todavia existe un cliente v* que R se salte, entonces se vuelve a repetir el argumento.
Note que cada vez se reduce en al menos uno el niimero de clientes que R se salta, pues por
la eleccion de v* que estamos haciendo, al terminar el “arreglo” de la ruta R, tenemos que
entre rory...v* = s; no existe v € C(R) tal que u este en el camino de r;,r — i+ 1 para
todo i € {0,...,7 — 1}, por lo que si sigue existiendo un cliente u* que genere problemas,
entonces u* = ri con k > 7. Por lo que este procedimiento a lo mas se realiza ng veces. Luego,
tenemos una ruta R que no se salta cliente, y cumple que 7r(R) < T'r(S). Para el tiempo de
completacion, la demostracion es analoga, salvo que las rutas en vez de ser S = s¢s; ... S, D
y R=rori1...r4D, estas son S = s951...5,5 y R =1or1...7,4, en donde R esta definida
de la misma manera a partir de S. O]

Por la propiedad anterior, consideraremos solo rutas que no se salten clientes. Vamos
a denotar por SZ(S 4+ al altimo cliente de C'4(S) en ser visitado y por S,(s,—) &l tltimo cliente
de C_(S) en ser visitado.

Corolario 2.17 Sea S una ruta, si conocemos los conjuntos C(S) y C_(S), entonces sa-
ber el orden en que los clientes de S son recorridos de manera de minimizar su tiempo de
completacion y tiempo de ruta.

DeMoSTRACION. En efecto, por la propiedad anterior sabemos que la ruta S no se salta clientes,
por lo que si C';(S) = (), entonces todos los clientes son visitados, en sentido negativo, sin
saltarse ninguno. Es decir, los clientes son visitados en orden creciente de su label (-) (no
existe otra opcion). Cuando C_(S) = @) ocurre lo mismo, pero los clientes son visitados en
sentido positivo.

Ahora, cuando C_(S) # 0 A C(S) # 0, como la ruta no salta clientes, se tiene que primero
se visitan o todos los clientes de C(.S) y luego los de C_(.S), o al revés, se visitan todos los
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clientes de C'_(.5) y luego los de C', (S). Para el tiempo de completacion, hay dos alternativas:
la primera es que el camino desde el deposito a s:(s’ +) s recorrido dos veces, y la segunda
es que el camino desde el depdsito a Sp(s,—) €S recorrido dos veces, esto es debido a que S no
se salta clientes. Por lo que la manera 6ptima de recorrer los clientes es recorrer dos veces el
camino cuya distancia entre D y el dltimo cliente, ya sea en sentido negativo o en sentido
positivo, sea la menor. Es decir, si (D, 3:(57 +)) < t(D, s;(&_)) se parte recorriendo en sentido
positivo y luego en sentido negativo, de lo contrario se parte recorriendo en sentido negativo
y luego en sentido positivo.

Para el tiempo de ruta, no importa si se parte recorriendo en sentido negativo o positivo, el
camino entre D y Sn(si—) Y el camino entre D y 5:(57 1) son recorridos dos veces. Pero para
ser consistentes con el tiempo de completacion, vamos a elegir recorrer partir por camino que
cumpla que su distancia entre D y el ultimo cliente, recorrido en su sentido correspondiente,
sea la menor. Es decir, si t(D, s:( s.4)) <UD, s, _)) se parte recorriendo en sentido positivo
y luego en sentido negativo, de lo contrario se parte recorriendo en sentido negativo y luego
en sentido positivo. O

Por el corolario anterior, ademéas de considerar s6lo rutas que no se saltan clientes,
ademés vamos a dar por conocido el orden en que los clientes de una ruta son
recorridos, si es que sabemos los clientes que son visitados en sentido positivo y
en sentido negativo. Antes de dar el resultado principal de esta seccién, vamos a probar
que, salvo ciertas ocasiones, existe una solucién 6ptima en la cual una de las aristas del ciclo
nunca es transitada por ninguna ruta.

Proposicion 2.18 Para toda solucion factible S, existe una solucion factible R tal que Vk €
{1,...,m} sive CL(R*) conv=vj entonces¥Vie {l...m}, j> label_(r;(’;ij_)). Es decir,
para cualquier vértice visitado por alguna ruta en sentido positivo, su label_ es mayor al
label_ de cualquier vértice visitado en sentido negativo. A ésta propiedad la que denotaremos
por (P). Ademds se cumple que tanto los tiempos de ruta y de completacion de R no son
mayores que los de S,

DEMOSTRACION. Sea S una solucion factible, suponga que 3k € {1,...,m}yv e C(R*) con
v =uv; tal que 3i € {1...m}, j <label (r;(’;i _)- Considere el siguiente procedimiento:

Algorithm 7: CROSSSORTING

Input: Solucion factible S

Output: Solucion factible R que cumple la propiedad (P)

R+ S

while (Jv : v hace que no se cumpla (P)) do

3 Sea v* el cliente que genera problemas que posee el etiquetado més grande en
direccién positiva. Sea i* tal que v* € R"

4 Sea j* el indice de la ruta cuyo ultimo cliente visitado en direccién negativa es el
més alejado del deposito(considerando la direccion negativa).

5 | C(R™H)« C(R™) —v* 410

T'L(Rj* 7_)

6 | C(R"7)«+ C(R"7)+v* — TR )

N =

7 return R
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Si el algoritmo termina, sélo nos falta probar que T'(R), Tr(R) < T(5),Tr(S), lo cual

viene del hecho que Vi € {1,...,m}, la cantidad de clientes que sirve St es la misma que
sirve R y ademas se tiene que (D, ri&i ) <UD, s:(g ) Y UD T ) SUD, S s y)-

Por lo que R es la solucion que estamos buscando.

Ahora solo falta ver que el algoritmo termina, en efecto, el intercambiar el cliente v* por el
cliente mas alejado visitado en sentido negativo hace que en la nueva solucion, el etiquetado
del cliente mas alejado del depdsito visitado en sentido negativo, digamos u, sea menor por al
menos uno, ademas en el intercambio no se agregan clientes a recorrer (en sentido positivo)
al camino negativo entre D y u. O]

Corolario 2.19 i S es una solucion en la cual sus rutas no saltan clientes y cumple la
propiedad (P) entonces, cuando se minimiza el tiempo de completacion, existe una arista
del ciclo que no es transitada por ninguna ruta de S. Mientras que para el tiempo de ruta,
st existen clientes visitados tanto en sentido positivo como en sentido negativo, existe una
arista del ciclo que no es transitada por ninguna ruta de S,

DEMOSTRACION. Sea S una solucion cuyas rutas no saltan clientes y que posee la propiedad
(P). Supongamos primero que existen clientes que son recorridos en sentido negativo y otros
que son recorridos en sentido positivo.

Observe que como S es una solucion, Yo € V,3k : v € C(S*). Por otro lado, S tiene la
propiedad (P), entonces

, ok . —k
oo label_(sn(sk*)) > . label_(sn(sk’_))
Por lo que el vértice de label_ = j* = ming—1,__, label,(s:(’gk +)) — 1, debe ser recorrido en

sentido negativo, luego la arista {vj., vy} nunca es recorrida.

En el caso en que no existan clientes recorridos en sentido positivo, cuando se minimiza
el tiempo de completacion con N clientes, la arista {vy, D} nunca es visitada. Cuando no
existen clientes recorridos en sentido negativo, cuando se minimiza el tiempo de completacion
con N clientes, la arista {vj;, D} nunca es visitada. O

Ahora vamos a ver que es lo que sucede cuando se minimiza el tiempo de ruta, cuando
en una solucion factible S, ningun cliente es visitado en sentido negativo o ningun cliente es
visitado en sentido positivo.

Proposicion 2.20 Sea S una solucion factible cuando se minimiza el tiempo de ruta, que
cumple visita a todos sus clientes en sentido positivo (resp. negativo). Entonces existe una
solucion R tal que:

A ~

1. Tr(R) < Tr(S)
2. Para todo k € {1,...,m}, C(R*) (resp. C_(R¥)) tiene la propiedad de intervalos

DEMOSTRACION. Partiremos por definir la suma de las aristas totales del ciclo, sea N la can-
tidad de clientes de la instancia,




Sea j* el label, mé&s pequeno del cliente que cumple que Zf:o t(v;", v 1) < te. Note que
para cualquier ruta S* cuyo tltimo cliente a visitar tenga un label, mayor que j* se va a
devolver al depdsito en sentido positivo (pues es el camino mas corto), luego su tiempo de
ruta es 2to + |S*|ty. Por otro lado, para cualquier ruta S* cuyo tltimo cliente a visitar tenga
un label, menor que j* se va a devolver al depdsito en sentido negativo, por lo que su tiempo
de completacion sera de 2d(sF S| D) + |S*|tg. De lo que podemos ver que para calcular el
tiempo de ruta de la soluciéon solo interesa el dltimo cliente a visitar y nimero de clientes a
visitar.
Ahora, utilizaremos LOCALSORTING sobre S, considerando la rama B = Dvy ... v}. Observe
que LOCALSORTING no aumenta el label de los tltimos clientes a visitar por las rutas, luego
el utilizarlo sobre S no aumenta el label, de los tltimos clientes de cada ruta y la solucion
R entregada tiene un tiempo de ruta menor o igual a S , con lo que se cumple el punto 1. Y
ademaés, posee la “propiedad de intervalos”, con lo que se tiene el punto 2.
El caso cuando se visita a todos los vértices en sentido negativo, la demostracion es analoga.
m

Con la propiedad anterior, podemos encontrar una funcién que nos permita encontrar la
solucion 6ptima en caso que de alguna manera sepamos que todos los clientes son visitados
en sentido positivo o sentido negativo, al igual que en el caso del camino, vamos a ver que
“intervalo” de clientes le corresponde a cada ruta:

N
Nty + (v}, D) + Zt(vf,v;il) m=1
F.(N,m) = =0 N
JH%IHN(FHN —jym —1), (N — j)to + t(vy, D) + Zt v, viy)) m>1

1=

Luego, utilizando F'y (N, m) cuando todos los clientes son visitados en sentido positivo, con
N el ntimero de clientes y m el nimero de vehiculos, nos entrega la soluciéon 6ptima.
Cuando, los clientes son visitados en sentido negativo, vamos definir F_ (N, m) de manera
analoga, simplemente utilizando los label_ en vez de los label,. Observe que esta funcion
tiene a lo mas O(/Nm) estados (posibles valores de m y N) y en cada estado busca el minimo
entre O(N) valores, por lo que la complejidad de la funcién es de O(mN?).

Utilizando el Cor. [2.19] la Prop. [2.20|junto con la funcion F, (N, m)y F_(N,m), podemos
resolver (mTSPHT™) en el ciclo “adivinando” los clientes visitados en sentido negativo y en
sentido positivo, lo cual se muestra en el siguiente teorema.
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Teorema 2.21 Es posible resolver (mTSPHT™) en el ciclo en tiempo polinomial.

DemosTRACION. Considere una instancia de (mTSPHT™) en el ciclo. Considere el siguiente
algoritmo:

Algorithm 8: CYCLE-SOLVER

Input: Red de clientes-depdsito GG, tiempos de viaje, tiempo de visita ¢y y funcion

objetivo.

Output: Solucién 6ptima del problema

Etiquete todos los vértices del ciclo en direccién negativa y direccién positiva

for (i € {0...N}) do

Genere una instancia del problema en el camino de la siguiente manera:

La rama derecha constara de los vértices etiquetados desde 1 a 7 en direccién
positiva, el tiempo de viaje entre dos vértices consecutivos de esta rama viene
dada por el tiempo de viaje en sentido positivo en el ciclo.

5 La rama izquierda constara de los vértices etiquetados desde 1 a N — ¢ en direccion

negativa, el tiempo de viaje entre dos vértices consecutivos de esta rama viene

dada por el tiempo de viaje en sentido negativo en el ciclo.

6 En el caso, de tiempo de ruta, si alguna de las ramas es vacia, utilizaremos la

funcién F, o F_ para resolver el problema. En caso contrario, resuelva el problema

en el camino y guarde la solucion.

N

7 Devuelva la soluciéon de menor valor entre las N 4 1 soluciones que se calcularon.

Veamos que la soluciéon entregada por el algoritmo en realmente la solucién de nuestro
problema. Observe que en la solucién éptima de problema se cumple una de las siguientes
afirmaciones: no existen clientes recorridos en sentido negativo, no existen clientes recorridos
en sentido positivo o existen clientes recorridos tanto en sentido positivo como en sentido
negativo. Si estamos minimizando el tiempo de ruta, y la solucién 6ptima no tiene clientes
en sentido positivo o en sentido negativo, sabemos como resolverlo (mediante F o F res-
pectivamente). Si no estamos minimizando el tiempo de ruta, por el Cor. sabemos que
existe una solucién 6ptima S tal que una arista en el ciclo no es nunca transitada, por lo que
el algoritmo es capaz de encontrar esta solucion 6ptima al probar la mejor soluciéon posible
al no transitar una arista. Por lo tanto, el algoritmo siempre encuentra una solucién 6ptima.
El algoritmo complejidad de tiempo O(mN?®), pues resolver cada sub-problema de (mTSPHT™)
en el camino toma O(mN*?), recuerde que la complejidad de F, y de F_ es O(mN?) por lo
que su complejidad igual es de O(mN?), y se realizan N iteraciones.

Observe que estamos considerando solo el tiempo de solucién de los sub-problemas debido a
que la generacion de estos puede ser realizada en tiempo O(N?).
.. (mTSPHT™) se puede resolver en tiempo polinomial. O
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Capitulo 3

mTSPHT* en la arana

En este capitulo vamos a estudiar (mTSPHT”) cuando la red de clientes-depdsito forma
un grafo arafnia con el depdsito en su centro. Vamos a etiquetar a las ramas del grafo sin seguir
ningun criterio en especifico: si hay M ramas, a la primera rama la llamaremos By y a la
ultima B);. Supondremos conocido el conjunto de ramas B= {By, B, ...,By}. Teniendo la
notacion para las ramas. el resto de las notaciones de (mTSPHT™) en el camino se extienden
de manera natural a la arana.

Figura 3.1: Ejemplo notacion en instancia de (mTSPHT) en una arafia compuesta por 3
ramas. El deposito esta coloreado de blanco.
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Utilizaremos la misma estrategia del capitulo anterior. Vamos a empezar por estudiar el
orden de visita de los clientes suponiendo conocidos los clientes que cada vehiculo debe visitar,
para luego encontrar una soluciéon 6ptima que tenga cierta estructura que especificaremos mas
adelante.

Suponga que se conocen los clientes que la ruta S debe visitar. Vamos a dividir el anélisis
segun la funciéon objetivo a considerar. Vamos a suponer que la cantidad de clientes que tiene
que visitar S es V.

e Tiempo de Ruta:
Como cada cliente debe ser visitado, y como ademas, para cambiar de rama se debe
pasar por el depoésito y se debe terminar en él, todas las aristas deben ser recorridas al
menos 2 veces. Es decir, cada rama es recorrida, al menos dos veces. Con esto,

WV
N\

t(e) + Nty
eclE
=2 Y > t(e)+ Nt
B:B rama e€B
=2 Z D ) S| B\ + Ntq
B:B rama
Ahora, si cada rama es recorrida una vez, los clientes son visitados en orden de etique-
tado, desde el mas pequeno al méas grande, se alcanza la cota anterior.
e Tiempo de Completacion:
El analisis es similar al caso anterior. Esta vez, sin embargo, no se debe regresar al
deposito. Podemos suponer que toda arista se recorre al menos 2 veces, salvo las que
corresponden al camino entre el depdsito y el dltimo cliente de la ruta.

WE

T(S) = [t(si, Siv1) + o]

0

1

[t(s:, 5i41)] + t(sn, 50) — t(sn, S0) + Nto

I
.MZ

\Y
“ﬁ
o

t( ) + —t(SN, SQ)NtO

=2 Z Z —t(SN,So)+Nt0

B:B rama e€B

> 2 Z t(D, s|p)] — méx t(v|B| D) + Nty

B:B rama
B:B rama

Si recorremos cada rama, empezando por la més corta a la mas larga, visitando a los
clientes en orden de etiquetado, desde el méas pequeno al més grande, se alcanza la cota
anterior.
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En ambos casos un orden de visita 6ptimo es el siguiente: empezando por la rama mas
corta a la rama mas larga, se visitan los clientes en orden de etiquetado, desde el mas pequeno
al mas grande. A esta secuencia de visita le diremos optimal y, en adelante, supondremos
que todas los camiones visitan a sus clientes de manera optimal. Es decir, si conocemos los
clientes que un vehiculo debe visitar, daremos por conocida su ruta.

Observacién El tiempo de ruta y tiempo de completacién de una ruta S*, dependen sélo de
la cantidad de clientes que visita S* y la distancia del depdsito al cliente (de S*) mas alejado
del depdsito de cada rama.

Corolario 3.1 Las solucion resultante R al aplicar MOVEMENT-2 a un par de rutas (S°, S7)
de una solucion S, es decir, R = (S1,...,8-1,Ri,...,Sj_1, R;,...,S™) cumple que:

A N

Tr(R) < Tr(S) y T(R) < T(S)

DEMOSTRACION. Basta notar que aplicar MOVEMENT-2 al par de rutas (S, S7) no cambia la
cantidad de clientes que visita cada una de las rutas, ni la distancia del deposito a los clientes
més alejados de cada rama de cada ruta, por lo que sumado a la observacion anterior, tenemos
lo deseado. O]

A diferencia de (mTSPHT”) en el camino, (mTSPHT™) en la arafa sin establecer condi-
ciones en el nimero de ramas, para cada m > 2, es NP-dificil.

Proposicion 3.2 (mTSPHT") minimizando el mdzimo largo de ruta en la arania es NP-

dificil.

DEMOSTRACION. Vamos a probar que Multiprocessor Scheduling [{)] (MS) se puede reducir a
nuestro problema. En Multiprocessor Scheduling se tienen N trabajos, donde cada trabajo w;
tiene un largo I;, y hay m procesadores. El objetivo es encontrar la asignacion de trabajos a
los procesadores minimizando el tiempo necesario para resolver los NV trabajos, sin que haya
superposicion entre ellos. Es un problema NP-dificil, para cada m > 2.

Considere una instancia de (MS). Sea W el conjunto de trabajos, |IW| = N,y m € N el nimero
de procesadores disponibles. Con respecto a estos datos vamos a construir el siguiente grafo

G:

e Por cada trabajo en W agregamos un vértice a G. Ademas, agregaremos un vértice
adicional, D.

e Para cada vértice v distinto a D agregamos la arista {D, v}.

e Sea w, el trabajo més corto de W. A cada cliente asignaremos el largo de w,, [,, como
el tiempo de visita. Es decir, tg = L.

e Para cada arista e = {u, D} se le asignara la distancia de la siguiente forma: si el vértice
u fue generado por el trabajo w,, entonces ¢(e) = brlz.

e Consideraremos m camiones, los cuales parten desde D.
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El grafo construido es una arana pues s6lo D tiene grado mayor a 2, mientras que los otros
vértices tienen grado 1. Observe que toda solucion J de (MS) induce una solucion S en la
instancia de (mTSPHT™) de manera natural: para cada procesador k, se asignara una ruta
Sk la cual visita a los clientes generados por los trabajos de k.

Observe que

Tr(S*) =) [2t(v, D) + to]
= g[lv — L]+ S|l
= g[m — |SML + [S* L

= Makespan(k)

En donde Makespan(k) corresponde al tiempo que le toma al procesador k terminar sus
trabajos. Entonces,

ke{l,...m} ke{l,...,m}

Por lo que OPT(instancia de (MS)) > OPT(instancia de (mTSPHT™)).

Considere la solucién o6ptima de la instancia de (mTSPHT™). Cada cliente es visitado una
vez por un vehiculo, con lo que es posible derivar una solucién de (MS): para la ruta S* tome
el procesador k£ y anada los trabajos que corresponden a los clientes visitados por la ruta k.
Entonces,

méx Tr(S¥)= ) [2t(v, D)+ to]
veC(Sk)
= Z [lv]
veC(Sk)
= Makespan(k)

Con lo que OPT(instancia de (MS)) < OPT(instancia de (mTSPHT™)).

.. OPT(instancia de (MS)) = OPT(instancia de (mTSPHT™)).

. (MS) puede reducirse a (mTSPHT™).

. (mTSPHT™) en la arana, minimizando el tiempo de ruta, es NP-dificil . O

Corolario 3.3 (mTSPHT") minimizando el tiempo de completacion en la arana es NP-
dificil.

DeMoSTRACION. Considere una instancia de (mTSPHT™) minimizando el tiempo de ruta, de-
fina H como:

H=Nto+ Y  [2t(u,v)]

{uv}eE

En donde N es el nimero de clientes totales, , el tiempo de procesamiento de cada cliente
y consideramos m camiones.
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Generaremos una instancia para (mTSPHT") minimizando el tiempo de completacion. Vamos
a hacer una copia de la red de clientes-depdsito y anadiremos m vértices conectados al deposito
a través de una arista. Ademas, para cada cliente v agregado, t(v, D) = 2H. A estos clientes
les diremos clientes-carga.

Primero, observar que en toda soluciéon 6ptima, correspondiente a la instancia de tiempo
de completacion, cada vehiculo visita exactamente a un cliente-carga. En efecto, si existe
algin vehiculo que no visita a uno de ellos, entonces al menos un vehiculo debe visitar a 2
clientes-carga, por lo que el valor de la solucion es al menos 5H + t. Sin embargo, considere
la siguiente asignacion: cada vehiculo visita exactamente un cliente-carga y el resto de los
clientes es visitado por un tnico vehiculo, con lo que el valor de la solucion es de 3H + t.
Luego, la solucion anterior no puede ser 6ptima.

.. Por lo tanto, en toda solucién 6ptima, cada vehiculo visita exactamente un cliente-carga.
Sea R una solucion optima para la instancia generada artificialmente. Vamos a construir una
solucién S para el problema original en base a R de la siguiente manera: como para cada
ruta R* el dltimo cliente a ser visitado es un cliente-carga (pues la distancia al depdsito es
maés grande que cualquier otra rama salvo las ramas correspondiente a clientes-carga), la ruta
Sk va a consistir en los clientes de R* salvo el ultimo cliente a visitar. Es decir, si el tltimo
cliente en ser visitado de R* es v*, entonces C(S*) = C(RF) — v*. Luego, se tiene que:

T(R*) = Tr(S*) +t(D,v*) + tg
=Tr(S*) + H +1t,

Entonces, si deseamos buscar la ruta con el mayor valor de T'(RF),

méax T(R") = max [Tr(S*) +t(D,v") + to]

k=1,....m k=1,....m
= klrlléx [Tr(S™)] + H +to

Por otro lado, considere una solucién 6ptima del problema original S’. Vamos a generar
una solucion R’ para la instancia de tiempo de completacion agregando a cada ruta un
cliente-carga, luego

miax T(R)) = kinéx [Tr(S;)] + H + to

k=1,...m =1,....,m

< méx [Tr(S%)])+ H +tg

k=1,...m

= méix T(RF)

k=1,...m

La desigualdad anterior es debido a que S’ es una soluciéon 6ptima del problema original,
mientras que S es una solucién factible. Pero, como R es una soluciéon 6ptima de la instancia
creada, se cumple que

max T(R*) < max T(R}),

k=1,...m k=1,...m
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con lo que

max [Tr(Sp)] + H +to = méx [Tr(S*)]+ H +t

k=1,...m k=1,...m
z !/ _ £ k
. gﬁfm[Tr(Sk)] = gllfy?fm[Tr(S )]-

Como S’ es una solucion optima de problema original, entonces S también es una solucion
optima. Luego, (mTSPHT") minimizando tiempo de ruta puede reducirse a (mTSPHT™)
minimizando tiempo de completacion.

. (mTSPHT™) minimizando tiempo de completacion es NP-dificil. O

Ahora vamos a caracterizar una soluciéon 6ptima de manera de encontrar un algoritmo para
resolver el problema (de manera 6ptima). Para ello vamos a utilizar GLOBALSORTING (SPIDER-
VERSION). Este algoritmo recibe una solucion factible S del problema, y entrega una solucion
factible R. Para construir la solucion R a partir de S , el algoritmo primero ordena cada rama
de S de manera que cada ruta, restringida a B, tenga la propiedad de intervalos, para toda
rama B. Luego para cada par de rutas y para cada par de ramas se utiliza MOVEMENT-2,
la cual rompe con la propiedad de intervalos y para restituirla se usa SHIFT.

Algorithm 9: GLOBALSORTING (SPIDER-VERSION)

Input: Solucion factible S
Output: R solucion factible
R+ S
for (be{l,...,m}) do

L R + LocalSorting(RP>, By)

w N =

4 fori=1,...,mdo

5 for j=14,...,mdo

6 for by =1,...,m do

7 for b =b;+1,...,m do

8 (R', R7) +— Movement-2(R’, R7, By,, By,)

9 for [ € {b;,b2} do

10 while (3n > 0 : label(s57) # label(s:5) + 1) do
11 | R« SHIFT(R,i, B))

12 while (3n > 0 : label(s);7t) # label(s2?t) + 1) do
13 | R« SHIFT(R, j, B)

14 return R

Proposicion 3.4 Para (mTSPHT™) en la arana eziste una solucion dptima tal que:

1. La solucion es estdndar.

2. Para cada par de rutas concurrentes S* y S? se cumple que S* < S? Vv St = S2.

DEMOSTRACION. Sea S una solucion 6ptima del problema y sea M la cantidad de ramas del
grafo. Vamos a aplicar GLOBALSORTING (SPIDER-VERSION) a S. Dado que es el mismo
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procedimiento utilizado en el caso del camino, salvo que vamos iterando a través de cada
rama, s6lo queda revisar que R tiene un orden parcial. En efecto, recordar que en cada
iteracion las rutas afectadas son solo las que participan en MOVEMENT-2, y se cumple (en
cada rama By, y By,) que las rutas que estaban mas cerca (lejos) del depdsito que R'V R? al
término de la iteracion siguen estando mas cerca (lejos) que RV R?. Es decir, si en la rama
By,, la ruta R! estd mas cerca (lejos) del depdsito que R, y al final de MOVEMENT-2, R
sigue sirviendo clientes en By, , entonces R! sigue estando més cerca(lejos) del depdsito que
R'. Por lo que ir ordenando las ramas de par en par, en orden y sin alterar los resultados de
iteraciones anteriores, hace que la soluciéon R posea orden parcial.

R es una solucion 6ptima pues tanto como SHIFT y MOVEMENT-2 no aumentan ni el tiempo
de completacion ni el tiempo ruta.

. R es una solucion 6ptima que cumple con las condiciones 1. y 2. O

Tener una solucién 6ptima estructurada nos permite proponer una primera forma de
resolver el problema de manera exacta: vamos a suponer que la red de clientes-depdsito
posee M ramas. Consideremos la siguiente funcién, la cual es una extension de la construida
en el caso del camino.

p(”ﬁi’ UBIVI)+ZZ 1|B|t0

wm(|Bil, ..., |Bul,m) = { min._ y )e[Bl]x~~-x[BM}{maX(FM(Bl_il""’BM_iM’m_

1=(i1,..

p(v,’_gf1 — 1, .. ,vgj\‘j —ipr) + sum(i)to)}
En donde,

e [B;] ={1,2,3,...,B;}.
e m es el nimero de camiones

e p es una funciéon que depende de la funcion objetivo que se considera. Si se minimiza
el tiempo de ruta:

M
By By
p(vgl, .. vp) —25 t(D |B|
b=1

Si lo que se minimiza es el tiempo de completacion:

M
B B
p(vgl,...,vpt) = 22 |Bb| be?llax }t(D "U|Bb|)
b=1

Lo que hace esta funciéon es, mediante programacion dinamica, encontrar los “intervalos de
clientes” (conjunto de clientes consecutivos) en cada rama que las rutas deben visitar. Note
que a diferencia del caso del camino, nuestra funciéon depende de manera exponencial de M.
Mas especificamente, encontrar la solucién con esta funciéon toma O(mN?) (recordar que
notamos por N a la cantidad de clientes a servir).

Si bien utilizar la funcién Fyy(|Bil, ..., |Bu|, m) para resolver el problema no es eficiente,
vamos a utilizarla para aproximarlo. Vamos a presentar una aproximacion cuando hay dos
vehiculos y un PTAS cuando el nimero de camiones es fijo.
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3.1. Aproximacion para m = 2

Recordar que si sabemos qué clientes deben ser visitados por cada vehiculo, entonces damos
por conocida la secuencia de visita. Supondremos que tenemos una instancia de (mTSPHT™)
en una arafa (G = (V U{D}, E) con 2 camiones, N = |V| clientes y M ramas. Por conve-
niencia, vamos a definir el largo y peso de una rama. El largo de la rama B viene dado por
tp = Z(w)e pt(u,v) y corresponde al tiempo de viaje del depdsito al tultimo cliente de B,
mientras que el peso de una rama B viene dado por peso(B) = 2tg + |B|ty y representa el
tiempo que le toma a un vehiculo visitar a todos los clientes de B y volver al deposito. A la
rama mas pesada la notaremos por B.

Si B es un conjunto de ramas, entonces:

3.1.1. Tiempo de ruta

Cada cliente debe ser servido y los camiones deben volver al depdsito, por lo que cada
arista debe ser recorrida al menos 2 veces. Vamos a definir H como:

2H =Y tv)+2 >  tu,v)=Ntg+2 >  t(u,v)

veV (u,v)EE (u,v)EE

Notar que H es una cota inferior para OPT, con OPT el valor de la solucién 6ptima.En
efecto, sea S = (S, 5%) una soluciéon 6ptima. Como cada cliente debe ser servido por St o
52,y cada arista es recorrida al menos 2 veces por algtin vehiculo, se tiene que:

Tr(SY) +Tr(S? = 2H

Con lo que OPT = méxeq23 Tr(S") > H. Utilizando esta cota encontraremos una 3-
aproximacion.

Para aproximar el tiempo de ruta, vamos a tomar una accién de acuerdo peso de B. Si es
muy pesada, vamos a repartir los clientes de la rama a optimalidad y las ramas restantes
seran distribuidas de manera glotona entre los dos camiones. Si el peso de B es mediano,
un vehiculo va a visitar B mientras el otro visita las restantes. Si el peso de B es pequeiio,
vamos a repartir las ramas entre los camiones de manera glotona.
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Algorithm 10: APPROXIMATION-TR

Input: Instanma del problema.
Output: ——aprox1ma(31on S.

S0

Crear conjunto B de ramas.

Calcular el peso de cada rama B y calcular H.

case (peso(B) > 3H) do

Genere el siguiente sub-problema: Gy = G[B], las distancias seran heredadas del
problema original al igual que el tiempo de procesamiento. Resolveremos el
problema (mTSPHT*) en el camino con 2 vehiculos y sea R la solucion
encontrada.

6 C(SY) « C(RY), C(S?) + C(R?).

7 | if (Tr(S') > Tr(S?)) then
L C(S?) «+ C(S*) + V \ V[B]

9 else
10 L C(SY) « C(SYH +V\VI[B]

L 0
}

[y

[SL NI V)

11 case (£ < peso(B B) < 3
12 C(Sl) « VIBI\{D
13 | C(S?) « V\VI[B]
14 otherw1se do

t (C(SY), C(5?)) + GREEDYASSIGNMENT-1(B)

16 return S = (S, 5?)

<)

1

[S)]

Algorithm 11: GREEDYASSIGNMENT-1

Input: B conjunto de ramas con sus pesos.
Output: (C(S'), C(S?)) particion de vértices del grafo en dos conjuntos
1 C(S1) < 0,0(5?%) « 0.
2 Ordenar las ramas de B en orden decreciente de peso.
s for B € B (siguiendo el orden) do
4 if Tr(S") > Tr(S?) then
5 L C(SY)+C(SHY+V[B]—D
6 else

| C(8%) « C(S?) +V[B]— D
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Analisis de APPROXIMATION-TR

1. Complejidad del algoritmo:
El primer caso, (peso(B) > 3H) , es O(N) pues tanto generar el grafo como resolver el
sub-problema toma O(N). Luego las lineas 6-10 son asignaciones que realizan en O(N).
El segundo caso, (% < peso(B) < %H ), es una simple asignacion que toma O(N) y
el dltimo caso, (peso(B) < &), corresponde a utilizar GREEDYASSIGNMENT-1, el cual
toma O(N log(N)), pues debe ordenar las ramas y luego iterar sobre ellas.

Por lo que el algoritmo es O(N log(N))
2. Correctitud del algoritmo:

A la solucion entregada por el algoritmos la denotaremos por S y a su valor por ALG.
Analogamente el valor de una soluciéon 6ptima la notaremos por OPT. Analizaremos
las soluciones de acuerdo a los casos correspondientes,

e Caso: peso(B) > 3H
Llamando resto a las ramas B — B,

peso(resto) = 2H — peso(B)
< 2H - §H
2
H

2

~

Por otro lado, el valor OPT restringido a B es mayor o igual que el valor del
sub-problema considerando s6lo B con dos camiones. Luego,
H
ALG < OPT —1—5 < gOPT
e Caso: & < peso(B) < 3H
Retomando la nocién de resto,

peso(resto) = 2H — peso(B)

<oy 2
2
<’H
2
Con lo que, para i € {1,2}
, 3 3

e Caso: peso(B) < &
Considere S! y S? al finalizar la asignacion de las ramas en GREEDY ASSIGNMENT-
1. Observe que Tr(S') + Tr(S?) = 2H, pues cada rama es visitada por sélo un
vehiculo, luego cada arista se recorre exactamente 2 veces y cada vértice es visitado
solo una vez. Asi, si Tr(S') = g{lllr%} Tr(S%). Entonces,
? )

Tr(SYY < H
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Por otro lado, como la rama mas pesada de B pesa a lo mas % y la forma de
repartir las ramas es de manera glotona, al momento en que 77(S5?) > H no se le
vuelven a asignar més ramas en GREEDYASSIGNMENT-1 (debido a que T7(S') +
Tr(S?) = 2H, luego si Tr(S?) > H entonces no hay forma de que Tr(S') < Tr(5?)
no importa que ramas queden por agregar). Entonces, la pentultima rama a ser
agregada a S? ocurre cuando Tr(S?) < H y ésta rama pesa a lo mas %, se tiene
que:
2H H

H 3H
TT(S2) < 7 + _

2 N

Si Tr(S?%) = n{llug} Tr(S?), el analisis es el mismo, cambiando los roles de S y S2.
€1,

Por lo que en este caso también ALG < %H < %OPT.

Finalmente, en los tres casos posibles ALG < %OPT, con lo cual nuestro algoritmo es
una %—aproximaci()n.

3.1.2. Tiempo de completacion

Vamos a mantener las notacion del caso anterior y algunas méas. Denotaremos por By y Bs
a la rama maés larga y a la segunda rama mas larga respectivamente. A diferencia de tiempo
de ruta, los camiones no se devuelve al depdsito, por lo que si definimos H; como:

2H, =Y [t(v)] +tg +15,+2 > tp

veV BEB—{B_l,B_Q}
=Nto+tg +ig+2 > ip
BEB’*{B_LB_Q}

Entonces H; es una cota inferior para OPT. En efecto, sea S = (S!, S?) una solucién 6ptima,
como cada cliente debe ser visitado y cada rama debe ser visitada a lo menos 2 veces, salvo
a lo mas 2 ramas que son visitadas 1 vez, luego se tiene que:

2H, < T(S") + T(5?)

H, < méx T(S")
i€{1,2}

= OPT

Ademés, vamos a definir Hy como:

QHQZZt(U>+2 Z tB

veV BeB—{B1}

Doénde H, es cota inferior pues Hy < H;.Utilizando estas cotas encontraremos una g—
aproximacion. Para ello definiremos peso* de una rama B como peso*(B) = tg + | Bty.

Anélogamente al aproximar el tiempo de ruta, vamos a tomar una acciéon de acuerdo al
peso* de B (en vez del peso de B). Si By es muy *-pesada,vamos a repartir los clientes de
B, a optimalidad entre los 2 vehiculos y el resto de las ramas serdn asignadas de manera
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glotona. Si es medianamente *-pesada, un vehiculo recorrera By y otro vehiculo recorrera las
ramas faltantes. Si By es *-pequefia, volveremos a dividir nuestro curso de accién: si la rama
més pesada y la rama més larga coinciden, vamos a asignar las ramas de manera glotona. De
lo contrario vamos a volver a repetir lo que haciamos en la aproximacion del tiempo de ruta
(considerando que esta vez la funcion objetivo es el tiempo de completacion)

Algorithm 12: APPROXIMATION-T
Input: Instancia del problema.
Output: S solucion factible.
1 S0
Crear conjunto B de ramas.
Calcular el peso, peso* y largo de cada rama.
Obtener Bl,gg,tgl,tgz, B, calcular 2H,, 2H,.
case (peso*(B;) > 2H;) do
Generar sub-problema: Gy = G[B], las distancias y tiempo de procesamiento seran
heredades del problema original. Resolveremos el problema ((mTSPHT*) en el
camino con 2 vehiculos) y sea R la solucion encontrada.
7 C(SY) « C(RY) A C(S?) + C(R?)
for (B € B — B;) do

(=N L B NV V)

9 if (T(S") < T(S?%) then

10 | C(SY)«C(S")+V[B]-D
11 else

12 | C(S?)«C(S*)+V[B]-D

13 case Ll < pe_so*(Bl) < 2H, do
14 St V[B]]-D
15 | S« V-V[B]|-D

16 otherwise do

o

17 case B, = B do

18 L (5!, 5%)+— GREEDYASSIGNMENT-2(B)

19 otherwise do

20 case peso(B;) > 2H, do )

21 L Repetir 6-12, pero con G, = B.

22 case %Hg < peso(B;) < gHQ do

23 LSII{Bl},SQIB—Bl

24 otherwise do

25 L (51, 5%)+— GREEDYASSIGNMENT-2(B)

26 return S = (S, 5?)
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Algorithm 13: GREEDYASSIGNMENT-2

Input: B conjunto de ramas con sus pesos y largos respectivos
Output: (C(S'), C(S?)) particion de vértices del grafo en dos conjuntos
Ordenar las ramas de acuerdo a su largo de manera decreciente

C(SY) + By,C(S?) < B,.

for (B € B — {By, By}, siguiendo el orden) do

N =

fl if (T(S') < T(S?)) then
5 L C(SHY«+Cc(SYH+B
6 else

| L o) o)+ B
8 return (C(S'),C(S?))

Analisis de APPROXIMATION-T

1. Complejidad del algoritmo:

El caso de la linea 5 toma O(N) ya que tanto generar el grafo como resolver el sub-
problema demora O(N). El ciclo de la linea 8 toma a lo mas O(N), pues hay a
lo mas N ramas. El caso de la linea 15 toma O(Nlog(N)) ya que sub-caso en 16,
GREEDYASSIGNMENT-2, toma O(N log(N)), que es lo que tarde en ordenar las ramas
y s6lo O(N) al ciclar a través de ellas. Volviendo a APPROXIMATION-T, el sub-caso de
la linea 18 toma O(N log(N)) pues es analogo a lo realizado en 15.

Por lo que el algoritmo es de orden O(N log(N)).

2. Correctitud del algoritmo:
Separaremos el analisis en casos,

e Caso: largo(By) > 2 H,
Resolver el problema con Gy = G[Bj] entrega una solucién de valor menor que
OPT pues la solucién 6ptima restringida a Bj, es una solucién factible del sub-
problema. Por lo que los conjuntos obtenidos en este paso previo tienen un valor
menor a OPT. Ademas si resto = B — By,

peso(resto) = 2H; — peso*(By) + t 5,

H,
S i
H, H;
<_ I
3 + 3
2
=-H
3 1

Note que 2H; > peso*(B;) +t B, de ahi la segunda desigualdad. Por lo que agregar
las ramas restantes a alguno de los conjuntos aumenta su valor en a lo mas %H 1-
Por lo que en este caso ALG < g OPT.

e Caso: It < peso*(By) < 2H,
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Por lo que ALG < gOPT

e Caso: peso*(B;) < &
Volveremos a subdividir en los casos correspondientes,

— B; = B, es decir, la rama més pesada y la rama mas larga son la misma.

* Sub-Caso: peso*(B;) < &L
Observe que en GREEDYASSIGNMENT-2 justo antes de agregar la tltima
rama al par de conjuntos (C(S), C(S?)), estos son tales que cada rama
aparece s6lo en uno de ellos y falta s6lo una rama, por lo que T'(S*) +
T(S?) < 2H; (por la forma del algoritmo, al completar la asignacion
de todas las ramas esa es una igualdad). Luego, el mas pequeno debe
ser menor que H; y por lo tanto menor que OPT. Ademas, el agregar
la rama restante al mas pequeno hace que éste ultimo aumente en a lo
mas % +ip < % + % < %OPT. Con lo que esta ruta es a lo més
Hy+:0PT <
Por otro lado, la ruta con 7" més grande, en la pentiltima iteraciéon no
puede ser mayor que H; + peso*(B;), pues al momento de pasar el valor
H; ya no se le siguen asignando mas ramas a recorrer, y como la rama
mas pesada es B; se tiene la cota. Luego esta ruta a lo mas aumenta en
< % + % Con lo que esta ruta es a lo mas H; + % OPT < %

Por lo que en este caso se obtiene una g—aproximacién.

— B # B, es decir, la rama mas pesada y la rama més larga son distintas

+ Sub-Caso: peso(B) > 2H,

peso* (B — B) = 2H — peso(B) — tg,
= 2H, + 2tz, — peso(B) — tg,
< s +ip
3 1

M I,
< =24+
3 3

2

< - OPT

3
Recordar que como B no es la rama més larga, entonces By se encuentra
en B — B. Los argumentos en este caso son idénticos a los anteriores, es
decir, la solucion del problema restringido a B es menor al 6ptimo y el
agregar V — B a cualquiera de los camiones aumenta en a lo més %Hg el
valor de la solucién. Por lo que se tiene una g—aproximacién.
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+ Sub-Caso: 2H, < peso(B) < 2H,

T(S") < gHz
T(S?) = 2H — peso(B) — tg,

= 2H, + 2tz, — peso(B) — 3,

4
<§ 2+ 1g
4 1
<—H2+§H1

OPT

W Ut

<

Por lo que en este caso se tiene una g—aprox.
+ Sub-Caso: peso(B) < 2H,

Note que en GREEDYASSIGNMENT-2 justo antes de agregar la tltima
rama al par de conjuntos S*, S?, estos son tales que cada rama aparece sélo
en uno de ellos y falta una tnica rama. Por lo que T'(S')+T'(5?%) < 2H, (por
la forma del algoritmo, al completar la asignaciéon de todas las ramas esa
es una igualdad) luego la ruta con el T" menor debe ser més pequena que
Hy, por lo tanto menor que OPT. Al agregar la rama restante al mas
pequeiio aumenta su 7' en a lo mas peso(B) < %Hg < %OPT. Por lo que
el tiempo de completacion de éste es a lo més g OPT. Luego, la ruta con
T mas grande (con respecto a la penultima iteraciéon), debe ser menor
que H, + peso(B), pues una vez que haya superado H; no se le siguen
asignando mas ramas a visitar. Entonces, a lo més se le puede agregar
una rama cuando es < H;. Con lo que su tiempo de completacion es a lo
mas es g OPT.

Por lo tanto, en este caso se obtiene una g—aprox.

Por lo que el algoritmo entrega una %—aproximaci()n.
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3.1.3. PTAS para m fijo

Vamos a presentar un PTAS para m fijo, pero antes recordar que si tenemos una instancia
del problema con M ramas y m camiones tenemos la siguiente funcién para resolver el
problema:

pht . op) + M Bt

Fu(|By| ... |Byl|,m) = min;:(ilmm)e[&} - {max(Fp (B — i1, ..., By — in, m — 1),

]o(vgl1 — Q... ,vﬁﬁ — i)+ sum(f)to)}

La idea del PTAS es generar una instancia nueva, resolverla y a partir de la solucién
encontrada derivar una solucién del problema original. La nueva instancia se genera primero
ordenando las ramas de acuerdo a su peso, para luego considerar una cierta cantidad de las
ramas mas pesadas, que dependen de la precision deseada. Las ramas restantes juntarlas,
en medida que el peso combinado no sobrepase cierto limite, en nuevo un cliente al que
llamaremos cliente cluster de tal manera que si un vehiculo visita a este cliente cluster,
significa que visitard a todas las ramas que lo componen. Luego, con esta nueva instancia
resolveremos el problema con la funcién Fy;, con M adecuado, para luego generar la solucion
del problema original. Si bien el procedimiento es el mismo para ambas funciones objetivo,
la aproximacion obtenida es diferente en ambos casos.

Al igual que en la aproximaciéon para 2 vehiculos, vamos a definir una cota inferior, que
depende de m, H,,:
mH,, = Ntg+2 Y _[t(D,v}})]
BeB
Observar que H,, es una cota inferior para el problema de minimizar el largo de ruta con
m repartidores. En efecto, como cada vértice debe ser cubierto, cada arista es recorrida por

lo menos 2 veces y se considerar el tiempo de espera de cada cliente (Nty). Entonces, si
S = (S1,...5™) es una solucion factible,

m

> Tr(S") > mH,,

r=1

~

Por lo que Tr(S) = max,cq1,..m} T7(S") = Hp,.
Para el tiempo de completacion vamos a considerar la siguiente cota inferior, que depende
de m, H) :

mH, = Nty + Z[t<D>U€B|)]

BeB

Cabe notar que H,, < 2H] . Veamos que H,, es una cota inferior. Considere una solucion
factible S, como cada cliente debe ser visitado, cada arista es usada por lo menos una vez y
debemos considerar el tiempo de espera de cada cliente (Nty). Entonces,

o T(S") = mH)],
Por lo que T(S) = maX,eq1,..my 1'(S") = H),.
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Algorithm 14: GREEDYASSIGNMENT-3

BWw N =

© 0w N o W,

- e
N = O

[y
w

14

Input: Conjunto de ramas B , CON Sus pesos y una cota superior L, tiempo de espera
to, entero M.

Output: (B’, Z):Conjunto de ramas B’, donde cada rama pesa a lo mas L.
Z = (z1,..., %) donde z; indica el conjunto de ramas del grafo original
representadas por la rama B! de B

B, Z + 0, T + B.

for (i =1,...,2M) do

if (T'=0) then

L break

else
d; + 0, z; + 0
for (BeT) do
if (peso(B) +d; —ty < L) then
d; < d; + peso(B)
Zve; 7 Zug, U {B}
T+ T-DB
B' < (D,v,,), t(D,v.,) < d;
Z+ ZU{z,}, B'+ B'U{B}

A~

return (B, 7)

Algorithm 15: PTAS PARA (mTSPHT") EN LA ARANA

[uny

N

=W

10
11
12
13
14

15

Input: Instancia de (mMTSPHT”™) en la arana, con la precision & deseada.
Output: (1 + &)-aproximacion para (mTSPHT™)
S =(SY...,8™), con S* = (), Vi. Generar el conjunto de ramas B, calcular sus pesos y
H,,. Si se minimiza el tiempo de completacion, € <— =, de lo contrario, € + =.
M« [1]
if (|B| < M) then
L Resolver el problema con Fg (|Bil,...,|B g, m).

else
(B, Z) < GREEDYASSIGNMENT-3({Bj/s1, . . ., Byp}, ™ o, M),
Generar el sub-problema:
Construir la red de depdsito-clientes la cual corresponde a las ramas
Bop = {By,...,By}U B’y el depésito {D}.
Resolver el problema con ﬂ Bonl & la solucién encontrada llamarla
R=(R',...,R™).
Construir una solucion del problema original a partir de R:
for (k€ {1,...,m}) do
C(S%) + C(RY)
while (Jv, € C(S?) :v. € V) do
L C(SY) « C(S") — {v.} + 20,

return S
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Analisis de PTAS PARA (mTSPHT") EN LA ARANA

1. Complejidad del Algoritmo:

Para el problema con M = (5, la creacion del conjunto de ramas B , junto con sus
pesos y el computo de H es de orden O(N).

Si |B| < M entonces resolver el problema con Fy; toma O(mN?), y como m < N,
entonces podemos decir que toma O(N2M+1) = O(NZ+3). Poro otro lado, si |B| >
M, necesitamos saber cuanto toma GREEDYASSIGNMENT-3, pero es facil ver que es
O(MN) = O(N?) (recordar que M < N), ya que se itera en torno al niimero de ramas
y entre 1 a M.

Generar el sub-problema no toma més que O(N?) y resolver el problema con
| = Fanr toma a lo més O(mN?GM) = O(mNSM) = O(NSM+1),
Reconstruir la solucién, con ayuda de Z toma O(m(2M)) = O(mN). Finalmente

Fig

el algoritmo toma en total O(N®M+1) = O(Ng”). Por lo que para tiempo de comple-
tacion, el algoritmo toma tiempo O(N24€m+7) = NOZ) y para el tiempo de ruta, el
algoritmo toma tiempo O(N % +7) = NO(%),
2. Correctitud del Algoritmo:
Vamos a empezar por la correctitud de GREEDYASSIGNMENT-3 cuando es llamado
en PTAS PARA (mTSPHT*) EN LA ARANA. Observe que si ordenamos las ramas por
pesos, la M-ésima rama pesa a lo mas %, esto es debido a que el peso total de la
red es de mH,,. Por lo que las ramas restantes pesan a lo mas mMﬂ Se agrupan las
ramas de manera que el peso del cimulo de ellas sea menor o igual a ’”TH’" Se necesitan
a lo mas 2M grupos, ya que si hay por lo menos 2M + 1 grupos al menos 2 de ellos
pesarian menos que % pero se podrian juntar en s6lo uno, reduciendo la cantidad
de grupos totales. Luego, como GREEDYASSIGNMENT-3 va llenando cada grupo en
orden, y admite hasta 2M grupos, es posible agrupar todas las ramas entregadas en
el input sin dejar ninguna fuera y cada grupo pesa a lo més % A continuacion por
cada grupo, se anade una rama correspondiente a una arista con un cliente, de manera
que que el tiempo de completacion del cliente sea el mismo que el del problema y la
distancia del depdsito al cliente agregado es igual al peso del grupo menos el tiempo de
completacion, por lo que la rama agregada tiene un peso equivalente al grupo que la
conforma. Asi, GREEDYASSIGNMENT-3, cuando es llamado desde el algoritmo entrega
un conjunto de ramas, donde cada una de ellas pesa a lo méas m—ﬁm

Volviendo al algoritmo principal, si la cantidad de ramas es menor que M, entonces
resolvemos a optimalidad. Por otro lado, si la cantidad de ramas es mayor que M, luego
de utilizar GREEDYASSIGNMENT-3, generar el nuevo problema y resolverlo, vamos a
estudiar el valor de la solucion 6ptima del problema (modificado), con respecto a la
solucion 6ptima del problema original. Para ello, vamos a separar nuestro anélisis de

acuerdo a la funciéon 6ptima a considerar:

e Tiempo de Ruta:
Probaremos que la diferencia entre la solucién del problema modificado y el pro-
blema original es menor o igual que %
Claim: Si llamamos Sopr a la solucién 6ptima del problema original, entonces
existe una solucién del problema modificado Rmod tal que

Trmod(Rmod) S Troriginal(SOPT) + %7

donde T'7griginal calcula el tiempo de ruta en el problema original y T'rpmeq el tiempo
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de ruta del problema modificado.

DEMOSTRACION. Sea Sopr la solucion 6ptima del problema original. Considere las
ramas que fueron agrupadas. Es decir, { Byr41, Byio, - - - B‘ B\}- Vamos a definir las
cantidades A; como el tiempo de ruta del vehiculo i en las ramas { By/41, Byio, - - - B }
es decir,

A= > [T 7 oxiginal (SGp)]

Be{By+1,Br42,-,B) 5}

Ahora, vamos a construir un problema con los A’s y las ramas de clientes clusters
B'. Por cada rama B € B’ vamos a construir un nodo vp y vamos a darle una
utilidad U(vp) = peso(B). El objetivo del problema es asignar cada nodo solo uno
de los m vehiculos, de manera de minimizar:

mix Y [UW)] -4

v:v fue asignado a k

Lo cual puede ser interpretado como en cuanto aumenta la solucién 6éptima si cam-
biamos la solucion en las ramas {By11, Byao, - - -, B|B‘}, por alguna asignacion
de clientes cluster a algtn vehiculo.

Si bien no vamos a resolver el problema, vamos a probar que existe una solucién

tal que
mH,,

ked{l,...m
{ 4 v:w fue asignado a k

Definiremos A como:

A=Y [peso(B)]

BE{BM+1,BM+2,...,B|B‘}

Entonces, se tiene que A < Zkel,...,m Ay, pues en la suma de los Ay se pueden
estar contando mas de dos veces cada arista, mientras que en A cada arista se
cuenta solo 2 veces. Ademas, se tiene que:

A=) >, U]

ke{l,...,m} v:v fue asignado a k

Luego, considere una solucién factible 71" del problema

AgZAk

kel,...om
S Y e X a
ke{l,...,m} viv fue asignado a k kel,...om
> Y, Uwl- ) A<0

ke{l,...,m} v:v fue asignado a k kel,...om

> L X Wwe-al<o

ke{l,...m} v fue asignado a k
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Por lo tanto, existe al menos indice k tal que

Z [U(v)] — A <0

v:w fue asignado a k

Ahora, considere una solucién factible T' del problema, observe que siempre po-
demos asignar todos los vértices al vehiculo 1 y con ello tenemos una solucion
factible. Suponga que en T existe un indice k tal que

Y WA

v:v fue asignado a k

Entonces, por la proposicion anterior existe j tal que

S W) -A<0

v:v fue asignado a j

Tomando el nodo con mayor utilidad de k, lo vamos a asignar al vehiculo j, observe

QU 3.1 e gt 11U (0)] — A diSmimuys, mientras que 3., e wgnat w30 (0)]
A; aument6. Sin embargo, sigue siendo menor que m—ﬁ’", pues el peso maximo de
los nodos esta acotado por % Repetimos el proceso mientras exista la indice k
que genere problemas. Es posible realizarlo debido a lo demostrado.
El procedimiento termina, pues cada nodo es transferido a lo mas 1 vez entre
cada indice debido a que si un indice recibe un vértice en algiin momento, el valor
correspondiente a éste indice nunca va a sobrepasar la cota de %
Hemos probado que existe una solucion tal que
max Z [U(v)] — Ap < mHn,

Re{l,..m} v:v fue asignado a k M
Ahora, volviendo al problema de ruteo, en el problema modificado vamos a crear
una solucién f?mod en donde cada vehiculo tiene asignado a los clientes de { By, ..., By}
segin GOPT y en las ramas de B , tendra asignados los clientes segtin la soluciéon
del problema de los A} s (solucion en la cual Maxee1, . m} Do fue asignado U (v)]—
A < %) Por lo tanto, el tiempo de ruta de cada vehiculo aumenta a lo més
en % con respecto al tiempo de ruta del mismo vehiculo en GOPT,
Finalmente, se tiene que:

mH,,

Trmod(Rmod) < TToriginal(SOPT) + 7

]

Habiendo probado el Claim anterior, si llamamos Sinod a la solucion 6ptima del
problema modificado, se tiene que:

~ A

Trmod(smod) S Trmod(Rmod)
mH,,

S Troriginal(SOPT) + 7

mTToriginal (S’OPT )
M

S Troriginal(SOPT> +
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Para finalizar, basta notar que la construccion de la solucién del problema original
en base al problema modificado no altera su tiempo de ruta, por lo que el algoritmo
es una (1 + me)-aproximacion.

Por lo tanto, el algoritmo es una (1 + &)-aproximacion.

Tiempo de Completacion:

En este caso vamos a probar que la diferencia entre la soluciéon del problema modi-
ficado y el problema original es menor o igual que mHm + Biim mH’” . Para ellos recuerde

el analisis del Tiempo de Ruta, en él se encontraba una soluci()n Runod que es-
taba a lo méas % del 6ptimo, el tnico problema es que en este caso no se vuelve
al deposito, por lo que necesitamos refinar un poco méas el argumento.

Considere un vehiculo £ fijo, con respecto a la soluciéon éptima del problema ori-
ginal puede ocurrir que en la solucién original y en Rinod la rama con la mayor
distancia (tiempo) que recorre k corresponde a una de las M primeras ramas. Si
esto ocurre, el anélisis del tiempo de ruta es el mismo pues todas las ramas que
fueron cambiadas son recorridas de ida y vuelta.

De lo contrario, la distancia entre el depdsito y el iltimo cliente de la ruta k& de
la solucion original y la distancia entre el depdsito y el ultimo cliente de la ruta &
de Rmod difieren en a lo més la distancia del depdsito al ultimo cliente de la rama
més larga de {Bary1, ..., Bjp}, es decir, en a lo més 2 Por lo que la solucion
6ptima del problema modlﬁcado aumenta en a lo mas mHm + mHm (debido a juntar
las ramas en clientes clusters + cambiar la distancia del ultlmo cliente visitado y
el depdsito).

Sin embargo, nuestro analisis atin no termina, ya que ahora cuando generamos una
solucion del problema original, a partir de la soluciéon 6ptima del problema modi-
ficado, puede volver a cambiar el valor de la solucién: si en Shmod (solucion 6ptima
del problema modificado), la tltima rama que visita el vehiculo k corresponde a
una de las M primeras, el valor de la soluciéon no cambia. Si la tltima rama que
visita el vehiculo k£ corresponde a una de las ramas de B’ entonces al generar la
solucién del problema original puede aumentar en a lo més mH’”

En efecto, como el tiempo de completacion se puede eSCI‘lbII‘ como el tiempo de
ruta menos la distancia que recorre el vehiculo en la rama mas larga, en este caso
el valor disminuye, pero no puede disminuir mas alla que el largo de la rama del
problema modificado, es decir, quemHm Luego el valor de la soluciéon puede volver

aumentar en a lo maés 7’;1]{4’” Con lo que tenemos que, si Roriginal es la solucién
generada a partir de Spoq:
R N mH,,
Toriginal(Roriginal) S Tmod(S ) + W
N mH, mH, mH,
S (Toriginal<Soriginal) + Mm + 2Mm) + 2Mm
Como consecuencia,
R A 2mH
Toriginal(Roriginzﬂ) S Toriginal(Soriginal) + M =
AmH),

S Toriginal(Soriginal) + M

S Toriginal( original)(l + 4m€)
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Finalmente,

A

Toriginal(Roriginal) S T’original(S’original)(1 + 4m5)

Luego, la solucién encontrada por el algoritmo es una (1 4+ 4me)-aproximacion.
Por lo tanto, el algoritmo es una (1 + &)-aproximacion.
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Capitulo 4

Conclusion

En el presente trabajo se estudio (mTSPHT™) en el camino, en el ciclo y en el arbol. En
primer lugar, se estudi6 el problema en el camino cuando el depdsito es uno de los extremos
del camino, para luego estudiar el caso camino sin condiciones sobre el lugar donde se encuen-
tra el depdsito. A continuacion, se estudio el problema en el ciclo, utilizando los resultados
del problema en el camino. Y finalmente, se estudi6 el problema en la arana, se entregaron
algoritmos de aproximacion y un PTAS para ambas variantes del problema (minimizar el
méximo tiempo de ruta y minimizar el maximo tiempo de completacion).

En la primera parte de esta tesis se estudio (mTSPHT") en el camino, en el caso parti-
cular cuando el depoésito esta en alguno de los extremos del camino. Este enfoque permitio
encontrar una solucién 6ptima estructurada para este caso: las rutas de esta solucion tienen
la “propiedad de intervalos”.

A continuacién, se estudié el problema en el camino, sin establecer condiciones para el de-
posito. Se extendié la nocion de “propiedad de intervalos” a cada ruta, pero restringida a
cada rama del camino. Ademas, se definié6 una nociéon de orden entre las rutas de una solu-
cion. Luego, se encontré una solucion optima estructurada para este problema. Esta solucion,
cumple que cada ruta, restringida a una rama, posee la “propiedad de intervalos” y ademas,
existe un orden parcial entre las rutas de la solucién. Gracias a este resultado se entregd un
algoritmo que resuelve el problema en tiempo O(mN*).

Extendiendo éste resultado, se estudio (mTSPHT™) en el ciclo. Se demostré que ciertas so-
luciones del problema tienen la misma estructura que las soluciones 6ptimas estructuradas
del problema en el camino. Es decir, algunas soluciones del problema en el ciclo, desde cierto
punto de vista, poseen la “propiedad de intervalos” y el orden parcial. Para aquellas solu-
ciones del problema que no posean la estructura anterior, se encontré una forma rapida de
calcularlas. Luego, mezclando estos resultados fue posible obtener un algoritmo polinomial
que resuelve (mTSPHT™) en el ciclo en tiempo O(mN?).

La segunda parte de ésta tesis corresponde al estudio de (mTSPHT") en la arana. Se
demostro que para cualquier m > 2, (mTSPHT™) es NP-dificil. Ademaés, se extendieron los
resultados del camino. Es decir, se probd que existe una soluciéon 6ptima del problema en la
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cual cada ruta, restringida a una rama, posee la “propiedad de intervalos” y que existe un
orden parcial entre las rutas de la solucion. Gracias a esto se entregd un algoritmo, que para
un niamero de ramas fijo es polinomial, para resolver problema.

A continuacioén, se entrego un %—algoritmo de aproximacion para (mTSPHT*) en la arana,
con m = 2 , minimizando el tiempo de completacion y un %—algoritmo de aproximacién para
(mTSPHT”) en la arana, con m = 2 , minimizando el tiempo de ruta.

Para finalizar, se entregd un (1 + ¢)-algoritmo de aproximaciéon en tiempo N(™/¢) para el
tiempo de completacion y el tiempo de ruta.

En ésta memoria se abarcaron redes de cliente que tienen forma de camino, ciclo y arana.
Como trabajo a futuro, se podria tratar de extender la idea de buscar una solucién estruc-
turada en el arbol. Es decir, ver si se sigue cumpliendo alguna propiedad tipo “propiedad de
intervalos”y, si fuera posible un algtn tipo de orden. Luego, en base a ello crear un algoritmo
que resuelva el problema.

Si se desea estudiar la variante correspondiente al tiempo de ruta, quizas sea una mejor idea
estudiar el problema mTSP (Vea Anexo , por lo que el estudio de mTSPHT™ en el arbol,
para el tiempo de completacion, es uno de los posibles temas de estudio a futuro.
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Apéndice A

Reduccion de mTSPHT a mTSP en
arboles: variante tiempo de ruta

Se probara que resolver el problema, minimizando el tiempo de ruta, en un arbol se puede
reducir a resolver (mTSP) tan solo duplicando la cantidad de clientes, incluso cuando los
tiempo de visita de cada cliente son distintos.

Proposicion A.1 Si podemos resolver (mTSP ), minimizando el tiempo de ruta, en tiempo
g(N). Entonces podemos resolver (nTSPHT) en g(2N), en dénde N es el nimero de clientes
a Servir.

DeMosSTRACION. Consideremos una instancia I de (mTSPHT) en un arbol y a partir de ella
generaremos la siguiente red de clientes-depdsito: por cada cliente v vamos a anadir un nuevo
vértice u,, junto con la arista e = {v,u,} con t(e) = @ (recordar que t(v) es el tiempo de
visita del vértice v), con lo que la nueva red tiene el doble de clientes a visitar. Ahora, el
problema que vamos a resolver serd el de mTSP en la red de clientes-depdsito, problema al
que denotaremos por I’

Vamos a demostrar que para toda soluciéon de I existe una soluciéon de I’ del mismo valor. En
efecto, considere una solucion S del problema I, vamos a crear una soluc10n del mlsmo valor,

', en el problema I’ de la siguiente forma: sea S = (S',...S™), Sk = sksk .. sk sk 1 con

N N+
5’5 = sfjk 41 =Dy sy, el dltimo cliente visitado por el vehiculo & , para cada k. Definiremos
Qr __ / / 1 koK k k gk
S'=(S]...50), con S| = SSTUKSSUk - - - Sy, Usk S, 11, Para cada k.

Observe que t(vg, s, 1) = t(sk, s¥. 1) + t(v), pues para ir al cliente s¥ , desde Ugk, Primero se

debe ir a s¥ y luego a sF, ;. Ahora, veamos cuanto es el tiempo de ruta de S},
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2nk+2
Trp(s™) = ) (s sih)
=0
ne+1
= D [t(sF,vs,) + t(vg, 5] + 4D, s5)
=1

+ t(sz ) 81—0—1)] +t(D, 31)

nk—i—l

= Z [t(s7, sia) + ()] + H(D, 1)

= T;I(Sk)

Por lo tanto, para cualquier solucién de I, hay una soluciéon de mismo valor en I’.
Suponga ahora que S’ es una solucion optima de I’. Vamos a armar una solucion Sen I
de un valor menor o igual, de la siguiente manera: para v € C(S*) NV (segtn el orden de
visita de la solucion S’%), si u, también esta en C(S’%), vamos a afadir v a C(S*¥). Esto lo

realizaremos para cada k € {1,...,m}.
Observe que cada cliente en V' esta cubierto por al menos un vehiculo en S, en efecto, suponga
que existe un cliente v € V : v ¢ C(S*),Vk € {1,...,m}, entonces u, no es cubierto por

ninguna ruta en S pues de lo contrario v estaria cublerto por S, lo cual no puede ser pues
S’ es una solucién Optima.
El orden de visita de S* vendra dado por el orden que fueron agregados los clientes a la

ruta, partiendo y terminando en el depdsito. Por lo tanto, si s’k, es el j-ésimo cliente que fue

agregado,
|C(s™)nV|
Tro(S) = 3 USSR 205 D)+ 3 2w,
i=1 veC(SH)
|C(Sk)]
t(v)

= [2¢(s7, s%41))] + Z 2=~
1=0 veC(Sk)

:TT[(Sk)

Con lo que TTI(S' ) < T?"p(g’ ), pero por otro lado, tenfamos que el 6ptimo de I era mayor o
igual que el 6ptimo de I’. Por lo tanto, la solucién S que derivamos a partir de S es optima
en [.

Con lo anterior acabamos de probar que el valor 6ptimo en S y en S es el mismo, y a su
vez la forma de construir una solucién 6ptima en I a partir de una soluciéon 6ptima en I’ en
tiempo O(2N), por lo que si podemos resolver (mTSP) en tiempo g(/N), entonces podemos
resolver (mTSPHT) en tiempo g(2N). O
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