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N¿rcí h¿rce 25 i.r,ños, dentro clc una f¿rliiiia rnLrl'alcgrc l. solicl¿ilia. Crecí clr
ÑLriroa. iunto :r rni rnadre, nii tía Brrriqueta y mi primo llodrigo. clebo clecir

quc cron cllos he ¡rasacLo los rnoncntos tnás fcliccs clc los qnc tcngo Incmo-
ril lusi:l ¡lrolir. NIc ltucrdo conro lllrir triitl tntty alcgrc y r1i:spicrta, la rlttc

¡¡rrstrrlrir rll rrr llru i liisics ir srrs r:olt1>lir,:Los clc cokrgio,.jugrtr- y rtpicrrt<ict'cosas

urrcr,:rs. \li glrsio l)or cl cslttrlio crla¡iuricli:t: sc r:ttliivt'r crr ósi:a t:1aDa clc ltti vi-
cla, glacias ¡r lr-¡s consc.jos.v nrotiva.ciones eutreglclos ¡ror trti tnarlrc v lni tí¿r los

cu¡rlcs fuc¡on nrLtv ilnporliaDtes para llcgar hasta rlottde csiov cn éstc ittst¿ttli,c.

En rrri ¿rclolesccnci¿r vir,í el nornerrto t¡rás d¡-t¡o cic rri vicl¿, ia rnltcrtc clc

lri rn¿rrlrc. Crco clue pasé por inst¿ttries rmrv clifícilcs, sirt emlrargo cl apol'o

dc mi tía ¡r lii oxigcncia dc nri 1;adrc hicicrou cluc tnvior¿ Ia 1'a.lcu1,ía clc s¿lir

¿dcliurtc. Sicrn¡rre con rnamá clr lnelile Iuí lograncLo dc a, poco liis urcttrs r¡tc
rue iba proponienclo. que en cl ftinclo eran IIIetas qtte ambas nos habíaulos
pi-ol)llesto implícita,urerrtc.

Dcsclc niiia tlrle cl¿rIo (lLlc cLlaIxlo torl¡iiuara cl colcgio scgrtiría, cslttdiauclo,

1a pregrrrrtil cru ¿quó?. Clreo rlLtc tlictrtras crccía peusé cu variils ¿rltcr.-tt¿ii ivts.
crrtr-r: el1as cnfcrrlela, rnilitar, cantante, actriz, hasta clnc surgi/r en trti, poco

tiel]rpo Lurlcs c1c s¿i1i¡ c1e L colcgio, el grlsto por las matcm¿ític¿Ls. Con cl ticmpo
los pnrrta.jes clc 1a vida tne llevarían a la Rrcultad clc Cicncia.*, hrgar del quc

nrc sielito lnuv fcliz t, orllul1osti dc haber estaclo.

\li paso lror la F¿rcull¡d cle Ciencits cs zllgo quc dcfinitiv¿r¡netrte l1o tltc cs

ilciifcrcrric, u)rora c¡rc aírrr sigo cn lnj ca,rrcra, cit:l estrtclio cn otra ltnivcrsiclad,
plrcclo dccir r¡rc Il folrnlciirn recibicl¿¡ allí y la,s pcrsouas qrtc ct»tocí 

"v 
qr-tc

¿rírn frcclrr-.nio sou l)¿utc r)uy ilrportantc dc ttLi biogralía itrct¡ttclusit.

Dero.
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fl trtrorecr
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Introducción

La teoría de formas modulares es un pilar importante en Ia teoría mod-
erna de nirmeros y ticne conexión con divers¿s áreas de 1as matcmáticas. R.
Langlands, por ejemplo, conecta la teorÍa dc fo¡mas modulares con la ar-
i¡né¡ica de cuerpos numéricos vía representaciones de grupos algebraicos.
La conjerura de Tani1,¿1¡¿-\\¡sii. por otro lado, relaciona fo¡mas modula¡es
cile peso 2 )' crlrvas elípticas. Es precisamente en estc tcma dorrde aparecen
ciertas funciones liamadas t'ormas 'modulares de segundo orden. Esta iesis es

un trabajo sobre algunos aspeclos de tales funciones.

Para motirar el estudio de las formas nodulares de segundo orden revise-
rnos primero aigunos conceptos de 1a teoría de formas modulares y curvas
e1ípticas.

Se¿lHl: {r e C:ImT > 0} r'llil:lllu QU {l::}. E1 grupo PSL¡(V,) -
S L2(.'¿')l i 1 actúa sobre lH mediante la tr-ansformación:

a¡ibr* n¡d'

Sea l6(t\r) : ,c=0(modN)) paraN € Nfijoy

denotcmos por X¡o¡,v; al espacio cociente f ¡1,\')'rH. Est. conjunto tiene La

cstnictlrr¿ de una superficie de Riemann compacta.

EL espacio de las formas cuspidalcs de peso 2 para l6(N) es denotado por
Sr(f0(rY)) (r,er definición en sección 1.1). Las frurciones de este espacio se

puederr identificar con diferenciaies holomo¡fos sobre f6(A )\i{.

Sean a y B dos puntos equilalentes 
"r, 

H bo.¡o I¿ acción dc l6(N). trn-
tonces p: M(cr) para algún M € l0(-¡\¡). Cualquier camino suave desde a
a.ú en [{ se proyecta a Lrn camino cerrado en el espacio cocierite X¡o¡¡1 1o

quc determina una clase de hornología et H1(Xy,, ¡1.2). Esta cl.use depende

(z',)'
I /a b\
t [. ,/ € 512\1')

(0 1)



sólo de rl y,, y no del camino escogido. .a q,rc fil es si:nplemente conexo.

Denotamos esta clase de homología por {ri, ,6}.

RecÍprocamente, toda clase dc homología ^¡ € H1(Xyo,¡,,Z) puede ser

erprcsaclo por {a,.4} para ciertos o, É e HI. Si / € S:(fo(J)) entonces J(z)
es una función holomorfa y 1a integral

f f3( f : llrz¡dz: I J,zdz
J-t J.

esrá bien definida. Cualquicr función 1 -- (f, "f) definida sobre l¡(N) para
una /(z) € Sr(lo(N)) dada es llamada un símbolo modula¡.

Un i.tr y f5] D. Goldfeld estudia 1a clistribución de 1os valores del símbolo

modular (1, /) como una forma de atacar la conjetura de Szpiro. De hecho

en i6] Gotdfeld establece una conjetura equivalente que trata sobre cl sírlrbo-

Lo rlodular. Aunque no es neccsario para 1o que sigue, recordamos quc }a
conjetur-a de Szpiro aÉ.rma lo siguiente: Para una curva e1íptica E sobre Q,

L . y' oltg - a3tJ - -r'' L ü{' aaf I ao.

con discriminante minimal L: -bZba - 8b1- 27bA * gDzb¿bo, donde

bz:ol+4az'
b¿ : atas l2a¿,
Do-¿;1406.
ba - alaa - a7a3a4 I 4o2a6 * a2al - al

¡. conductor N, deflnido por el producto finito N - Lllrph donde p varia

sobre ]os primos y /, varia sobre los enteros 0, 1y 2+d, con á:0 si p 12.3,
existc una constante absoluta A ta1 que A <<,\¡.

Para estudiar la distribución de los valores de1 sÍmbolo modular (1, /)
con I e 5:(fo(N)) Goldfeld introduce la serie

Ei(r, s) - (1, /)La(7r)', (0 2)

1€l-\lo(N)

donde I-- - {-('^ i) ,az} es el subgrupo,le f0(.\)quc cstabitiza a* t \u1./ ) -

infinito y

¡rlrco),,,.f\- l,_ f(:)dz



Esta serie es un primer ejemplo de forma modula¡ de segundo orden y es

un caso especial de un tipo de lunciones que fueron introducidas con el fin

;; ;;; ástudio en profundidad abriera un camino hacia 1a teoría analítica

del símbo1o modular.

Es fácil demostrar que Ei(r, s) satisface la relación

Ejbr,s) - Eit,s) - ('Y, J)E(r, s)'

donde
E(r,s) : » (Im7r)"

'Y€r-\ro(N)

es la serie de Eisenstein no.holomorfa clísica para Iro(N), la cual converge

absolutamente para todo s € C con Re(s) > 1 y tiene eI siguiente desarrollo

de Fourier en infinito

E(r,s): s" + e(s)v1-' +lv@,s)w"("r)
n*o

donde

. ,^ l(s - 1 /2) s-'...,/^\ 4tt2' \- -t /. \ c-LS(o.0:c).9\¡r ,, ll.s) 4¿>u

(0 3)

(0 4)p(n,s) *lnl"-'!. 2"^s1o'''c),
¡ \r/ c>0

I(s) es la función gamma de Euler, lV.(r) es una función relacionada con

la flrnclór, de Bessel Para 7 € C\iR y S(m' n; c) es la suma de Kloosterman

definida por

S(m,n;c) = » "2";'(ei,!)
..,- ra *) ef-\ro(N)/r-

\c d)

En el trabajo de Ph.D. tesis de C O'Su11ivan [12], encontramos el desar-

rollo de Fourier en inflnito de E](r, s)' A saber

Ei (r, s) -- e- (s)vl-' + | d @, s)w "(nr)
n*o



,-loncle

r/"_r/r\ _
p-(s) : rtt2'-)l il!! ) 'c-"s'1o, o.7rc),

1l5' 
;

,i'§' t',-, - --l n "-r f c-'"5'¡0' n' /:17I i5l

¡ s' n.. n..f :.; es ra suma de l<loorr"li,un generalizada

(0 5)

(0 6)

S- (m,n, f ; c) :
/a n\
\'",,j "'f'\f

A1 obsen'a¡ las ecuaciones (0.3), (0.1), (O.S) 1' (0.0) notamos que la difer-
clcia cntre los desarroll.os de Fourier radica principalmente en la presencia
del súrrboio n:Lodular dent¡o de las sumas de Kloosterman.

\{o¡ivados por estos ¡esultados desarrollaremos un trabajo análogo en una
generalización holomorfa de 1a serie (0.2). \,Ias precisamente, conside¡a¡emos
Las serics de Poincaré clásica (ver sección 1.3) 1, estudiaremos su modilicación
bajo el sírnbolo modular (7, /). Los objerivos principales de esta tesis son:

a) demostrar que tal generalización es una forma modula¡ de segundo
ordcn (sección (2.3)) 1'

b) calcultir su desarrollo de Fou¡ier en las cúspides (sección (2.4)).

trn l,1l Goldfekl exhibe e1 desarrollo de Fourie¡ de tales formas sin de-

rnos¡ración.

Esre trabajo está organizado como sigue:

En e1 capítulo 1se irtroduce el concepto de fo¡ma modular y forma
cuspidal sobre I - ,Str2 (Z). Después se dan ejemplos ciásicos como las scrics

de Eisenstein y Ias series de Poi.ncaré. Estas últimas se defincn para cada par

cle ente¡os m ) 0 y A > 2 por

^r€f É \f

rlonde j(1, r) - (cr + d") y ^ir - :*p¿lra I : (i ',) ,*-u*mos el capit-,.ían L 
\c d,/

ulo con una generalización de 1os conceptos anteriores para clertos subgrupos

^ )-, / '¡4!nd \(i, J )e-"'' ' l



clc.SL2(Z)

El capítulo 2 contiene cuatro secciones, En 1a primera sc define el con-
cr:pto cle síurl¡olo n'rodula. (:r,,f) y se prueban algurias de sus propiedades.
principalmente las que utilizarenios en el desarrollo dc las secciones sigu,
icn¡c-s. En (2.2) se define Io que es una forma modular de segundo orden. En
(2.3) asociamos a cada par de enteros m > A, k > 3 1. cada forma cuspidal
/(r) de peso 2 sobre el grupo f': lo(-\) Ia serie

»
1€l'-\l/

It, f) i (i,r)-'"'"0* n 
.

Luego probamos que P/,,"(r) es una fo¡ma modular de segundo orden. Final-
rrente en (2.4) damos cxplicilamen|e los coeLciette del desar¡ollo de Fourier
de estas serles de Poincaré de segundo orclen.



Capítulo 1

Formas modulares

1.1. Formas modulares y formas cuspidales

Sea e : CU {ioo} (i.e. el plano complejo con un punto en infinito). Dado

un elemento r, l: 1) e ^S¿r(R) y un pun[o z € C, definimos' \c d/

,' c;+d
a .,

1(¿)o) :: - - l1m f¡a_ r_¿o.
(1.1)

Observación 1.1. Entonces l(7) - im y si c: 0,r(ím) - ¿c"

Se comprueba fácilmentc qLre (f.f) define ¡:na acción de grupo sobrc el

conjunto C.

Sea lHl - {r € C : Imr > 0} el semiplano superior complejo. Notamos
que si Imr > 0 entonces In:r1-r > 0 para todo 1 e SZr(R) es dccir, .9I2(R)
preserva a H. De hecho

. o--. b , ta:- b)1c:- d)
,.:- d It-dJ2

Pero Im(adr * b cr) : (ad - bc)Imr : Imr, pues detT : 1. Entonces

Im¡
(1 2)ImTr :

lcr + dz'

Luego cl grupo Strr(JR) actúa sob¡e e1 conjunto lil mediante la trasfo¡ma-
ción (1.1). Cual.rdo un grupo actúa sobre un conjunto 1o dividc en clases de

eqrrivalencia, se dicc que dos puntos están en la misma ciase de equir''alencie

si existe un elemento dei grupo el cual lleva a uno en el otro. En partlcular.

cr + d2



CAPÍTULO 1. FOHMAS MODULAHES

si G es un subgrupo de S Lz(,V,). diremos que dos puntos son i1, i2 € HI son

G-eqnivalentes si existe g € G tal quc 12 - gh.

En ¿clelante I - SLr(Z). Sea N un entero positivo. Definirnos

( /- \\ )
f, .\') - { (" '.) +l:q=d =1rrod\-.ó=-=Oq.,odt',I[\. d,/ )

Un subgrupo de f es llamado tn subgrupo de congntencio. de rtit:e-|. N si

coniiene a l(-N).

Para nuestros propósitos el subgrupo de congruencia de nir.el N rnás inl-
portante es

"n h\ )fn tr- l[' ',) - [:. - 0tmo.].yr!.
L\. d./ )

Sea [I - ]l{ U Q U {z.m}. Noiar que los puntos Q u {zm} son pennutados
por I transitivamente. Entonces todos los números racionales están err la
misma clase de I equivalencia que {ico}.

Si f' es un subgrupo de l, entonces f' permuta los elemenNos de Qu{zcc},
pero en general no transitivatrente. Es deci¡, existe usualmcnte urás de una
clase de l'-equivalencia entre Q u iim). Por una cúspide de I' entendemos
una clase de f'-equir'alencia en Q U {im}. Por abuso de lenguaje llamamos
también cúspide a cualquier representante de una orbita.

Definición L,L. La topoLogíu dc tr{l "r defne como stgue. Para r € ll.
tamamos Las ueci,ndad.es o.biertas usu,a,Les de ¡ contenido e-nnl. P arct Lo. cúsptde

icx:, tomamos como una base de t:ecindarles abi,ertas Los conjuntos

¡'.: {r € IHI:Im¡ > C} U {ico} algún C > 0.

Para una cúspi.de r f icx:. tomamos como urLo. base de uec'indades abie'rlo's

Los conju.ntos

{ei interior de un círculo en IHI tangente al eje reai en r} u {r}.
Observación 1.2. Si cnviamos IHI al clisco unitario mcnos el origen nediante

(1 3)

1. el punto zrc g X{ al origen, entonces .N6: es la imagen inversa del di-sco

abierto de radio e-2'c centrado ert el origen.



CAPÍTULO 1. FORMAS MODT]LARES

En 1o qu. sigue (/i ) -- , 
)'i" pcra ru¡lquier u C C.

Usamos el cambio de variable (1.3) de r- a q para definir 1o siguiente. Dada
una función /(r) sobre 1HI de pcriodo 1, decimos que es meromorfa en ioc, si

puede ser expresada como una serie de potencias en l¿r varial¡ie g tcnicnclo a

1o más una cantidad fini¡a de términos con potcncia negativa, i e tiene Lina

expansión de Fourie¡ de la forma

¡ ' -\o n-' L-"'
nez nea

donde a,, : 0 para n ( 0 Decimos que /(r) es holornorfa en zcc si a, : 0

para todo n < 0i y decimos que /(r) se anula en ico si /(r) es holomor-

fa en rlcc J ao : 0. Si /(r) tlene período ,\r. entonces usamos la lunción

r F-+ gN ;: e(r/N) para enviar lll U {z.co} a} disco unita¡io abierto Erionccs
Éxprcsa-nos /¡. ) como unr serip pn qv

Sea 1 e l, sea /(r) una función sobre H: HU QU {l:c} con valores en

e, y."o k € Z. Introducimos la notación /l¡i1] para denotar Ia función cu1'o

valor en r- es

/(')lo[] :: jO 'r)-kf (^t'r)

r.lonrle j1-. '.J : ,". - d. Prra " : (: 1) . t\ c d,/

Observación 1.3. Notamos quc j(7á,r) : jQ,6r)j(,6.r), para todo i. ó €

f . De esto se deduce que / ¡l1d-i - (/loli'l)ltirtl

Definición 1.2. Seo. f (,.r') una función holomort'a sobre el serniy-tlo:nc-, nI y sea

k un entero. Diremos que- f (r) es una forma modular de peso k sobre I si

(i) ,I ".. 
: I poro lo(la-:(' u,\'f

\c d/

(ii) /(r) es holomorfa en ínf'ntto. Ds decir, la serie de Founer

f (r') :L, o"s" d.onde q - ¿(.7)

neZ

(1 4)

es tal que an:0 para tod'o n < 0

El conjrLnto de tales firtr:iones es denotado por |vt¡(l).

Si además oo : 0. e-. der:ir. la Jorrt,a n'toduLar sc anula en inf.nito, ert'-

tonces f (r) es lLamada forma cuspidal de peso k para f , DI conjunto d,e l,aLes



CAPÍTULO 1. FOAIWAS MODULARES

funciones es denotado por S¡(f).

Finulrnen[e, La et:pansiótr (L.1) para una form.o, moc]ttlar f (r) es lLamo.da

una q- erpan sión.

Observación 1.4. Notar que en e1 punto (?) 1as ecuaciones para los eleln€'n-
/1 1\ ^ /O -r\ -tosf -l :ltS- {: ., )defson/r. l)-/'rlv/(=)
\u r./ \r 0/

(-r)o i ?) respectivamente. Estas ecuaciones son equivalentes a Ia condición
(i) de Ia definición pues 71' ,S generan I (ver liO] pá8. i02)

Observación 1.5. Claramcnte .L/¡(l) es un C-espacio vectorial (con ia
suma y'el producto usual) -v,S¡(f) es un subespacio. Un tec¡rema irnportanre
de la teoría muestra que Ia dimensión de,Lf¡(l) es finita. Y tan¡o ésta conti¡

1a de ,9¡(f) son conocidas (ver por ejcmplo i10] pág. 117).

7.2. Series de Eisenstein

Un eiemplo cl¿isico de forma modula¡ de peso A para f es la serie cle

Eisenstein definida como sigrie.

Definición 1.3. Se¿ k 'un entero mayoT' a2. Para ¡ €H def'ni'mos

\-¡ 1brl¡l - ) 

-

-m \mr + n)^

¡ 21 .É, \
Go''. - 2(lr'(1 - fi)_o,-, , t' ).,=]

(1 5)

donde la suma es sobre todos los pares de enteros (,.m.,n) d'i'stintos a (,0,0)

Observación 1.6. La condición k > 2 se necesita para asegurar 1a conler-
gencia absoluta y uniforme en compactos de lHl ,r'por lo tanto a.segura 1a

holomorficidad de ia serie en (1.5).

Se tiene que G¡(r) € rl,/a (f ) para A > 2 ¡r su q-expansión vienc dada

esencialmente por la función aritmética o¡.-t(,n\ : Do^d'-'. De hccho se

tien¡ l¡ siguieute proposicicin.

Proposición l,\, Sea k un, entero par malJor a2' y sea r €\I. Entonces l.a

f orma moduLar G¡(r) def"nida en (1 5) tienc q-expansión



CAPITULO 1. FOR]VLAS MODULARES

donde ((s) cs la función zeta de Riemann y los números B¡ (llamados números
de Bernoulh) esián clefinidos por

, é-,'
ei -1- Lo'\,'.

Demostración. ii0] pág 110. n

A pariir de Ia proposición 1.1, es úiil deflnir 7a serie d.e Eise,ntein nor-
malizada, que se obtiene al dividir G¡(r) por Ia constante 2((A) cn (t.5)

Observación
normalizada es

1.7. Una manera alternativa de definir la se¡ie de Eisenstei¡r

i 2t -5.1-':-iCttr, .)- -, f o*-,1r,q'.
l( r/'r oo l?t

(16)

(1 7)

1.3. Series de Poincaré

Otra construcción de fo¡mas modulares en ,VI¡ (f) son las series cle Poincaré (c1ue

de hecho es una generalización de la anterior). Estas serics son un ejemplo
importante l.a que ellas generan ei espacio de las formas modulares.

- ( /r¿\ -)Definición 1.4. Spo l_: i+f - ,lCf :lCZ ). A un, r't"ra r-t)'jo. rl* t \u1,/ )
2 y m un entero no negat'iuo. La m-és'irna seri,e de Poi,n,caré es

p^,x(.¡) - ! r(:,,')-0"(-r')
1€I-É\r

Observación 1,8, Notamos que esta función es una suma sobre represen
tantes de clases late¡ales derechas del grupo cociente l"o\1.

La clase lateral derecha en f-\l que contiene al elemento , : li 1) ".\, d/

, '- (: i) {* ('" '" 
n-o'o) ,, .u¡

$ 'r)Luego 6 l sr \j solosIa :L' \' d:d o DICn c: -c v d : -d.
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Notar que si m : 0 sc tiene

P¡ -i f =-_;;:Et.t,iiÉ'
Se sabe ( ver 19] pág. 51) que la expansión de Fourier en infinito para la

serie de Poincaré es

P^,*(.¡) - c(mr) +!"1""¡! » "(*;') r.@,n) (1s)
L2w o,dlnad.)

(c'd)=1
dd=1 Gnod c)

donde

J,t-,) - t*',,r0"(-4-,.) a.
J _x_t!t \ .* ? t

sin(0,m)0
si n ) 0,m - 0

(ver i3] 8.315.1 y 8.412.2) ¡. J,(r) es la función de Bcssel de orden ¿, clcfinid¿'r

Por 
.

,, "", - i ,,- l-1' (:\' ''
'-ít'f!t 

l r'\\2'

L.4. Formas modulares para subgrupos de con-
gruencias

La definición de formas modulares dada en la sección anterior se puecle

extender a ciertos subgrupos dc f. En 1o que sigue damos ta1 definición ¡-
exhibimos algunos ejemplos.

Definición L.5. Sea f (,r) una función holomorfa sobre lÁl 'y sea I' C I uz¡

subgr"upo de congruencia de nitel N fr.€., f (N) c l'). Sea l; c- Z. Dccí,nos
que f (r) es una Jorma maduLar de peso k sobre l' si

(i) /l*lrl : f para todo ^¡ e f ',

(ii) Para cualquier:/0 € I en¿s¿en a" - a"(i6) e C tal, que /(t)l*i^"] -
I a.qft con an = O para todo rt < 0. d'or¡,de g,^i : e (i)

= f ?.r.
| \ rc /
I )¡ , n

l.¡; (;

nk-l

{p
)-'u-,
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Una to,l, forma mod,uLar se d¿c¿ forma cuspidal s'i, ade'más a.o:0 pa'ro lotlo

lb€l
Proposición L.2. [,a cont]ición (ii) en la de-Jinición anterior depenrLe sóLo de

las clases de l'- equiuaLencia de s - ir6(ico). Más preci.samente, si 11(icc) :
^/ ^tr(lcxr¡ para algún ^¡t € l' entonces la patenc'ia más pequeña de qri que

ocurre erL la expansión de Fourier d" f xdr) a de f l¡llz] es la n'ti.sma. Mí;
aún. si ésta potencia mris perltLeña es e-L término constante-. enton.ce-s el ralor
en qx - 0 es el mismo para fl¡i1y) y f Jxl'iz) si k es par; si k es impar éste

ualo'r puede carnttiar a lo rruis de signo.

Demostración. 110] pág. 126 I

Si / es una función holomorfa sobre EI inva¡iante baio ¡f1'] para iodo
f' € f', y si s e QU{im} con s - 1¡(íoo), ^/0 € f. entonces decimos que

/ es holomorfa en la cúspide s si /l¡lfo] tiene una expansión de Fourier sin
potencias negativas. La proposición ante¡ior dice que la holomorficida<l err s
no depende de la elección de ,16 para el cual s : 16(zm), y de hecho sólo

depende de la clase de f'-equivalencia de s.

Denotamos por.[ri(l') ai conjunto de formas modula¡es de peso A sobrc
l'¡, por S¡(l') al conjunto de formas cuspidales de peso É sobre f'. Como en

ei caso l': f, se puede comprobar que .Ll¡(f') es un C-espacio vecto¡i¿}.
tal que si / e M*,(f') r- 9 € r\1*, (l') entonces f g e M¡,¡¡J,f'), 1'que e}

espacio vectorial de las lormas modulares de peso cero para f' es uli cuerpo.
Notamos además que si -1 € f', entonces no existen formas modulares paia
l' de peso impar A, pues entonces /l¡[-tl - /. También en este caso se

sabe que la dimensión de -l.f¡(f') sobre C es finita.

Ejemplo 1.1. Sea l': fo(N) entonccs

>]
a€fÉ \l'

i0,,) * (1 e)

es un ejemplo de fo¡ma modular para el subgrupo de congruencia f'.
(ielpág st, ss)

Notamos qLle sumar sobre 1 € f-\l' es equivalente a sumar sobre krs

pares de enteros c. d relatir.arnente prinios tal quc c = O(mod N). Es ciecir

»
r€l€\r/

i(?,r) ': (cr * d)-k (110):)
') z)

.=0(mod N)
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Ejemplo 1.2. Oiro ejemplo de fo¡ma modular para un subgrupo de congru-
encia cs Ia serie

P,.-r.- : f ,, ,.- t-Lm'.r

f_ \f,

donde l'= lo(N).

La q-expansión para esta serie es

Pv^L(r\= p( m:' = ) clr,:)1)
n=l

donde ,/"(m, n) está definido como en (1.8). ([9] pág. 51, 55).



Capítulo 2

Formas modulares de segundo
orden

2.L. Símbolo modular
EI principal objetivo de estudio en esta tesis es 1a serie de Poincaré cle

segundo orden. Para deflnirla se necesita conocer primero e1 concepto de

símbo1o rnodular.

Definición 2.1. Sea J (.r) u'na forma cu.spidaL de peso 2 soáre fs(-l{) I sea

1 € f¡(.,V). Se define eL símboLo modttlar $', f) como la inte-graL dc Lí'nr:c.

b,il: l"'" r€ta,

d.onde a6 e 1l{ : nll U Q U {ico}.

Observación 2.1. Notar quc e1 hecho que /(r) sea holomorfa en iI implica
que la integral es independiente de ia curva que une a uJo con 1u0 Lue3o

1 ,- \^i, f') es una función bien definirla de f6(.\ ) en C.

Lema 2.1. \^i, f) es ind.ependiente de co e H, es d'ec'ir, I:i' ¡ t,r)a, -
IJi' ¡Q)a, para todo ur¡,c,r1 € [n.
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Demostrac,tón. r",, = (l j) e ro1,^,r;

l-*" r@0,= 1.""'rk).,* f,"'fr,).,* l)) rav,

= l" r{")a,* 
1.","'

: l" rQ)o'* 1""'
: 

1,",' 
tk)., * l.',"

: 
J", r(z)dz'

n
tierryLz.z. (t¡,1) 

= 
h,f) + \6,1) para tod,o 1,d € to(N). Enparticutar s,i

6 e l* entonces (t6. Í¡ - ,^, ,,
DernosLración.

[1üo 16.o

I ¡Q)a'+l IQta'
Jao Jda

llao f6,o ¡(,áluo ¡e6)4:l fe)dz+l f@a"+¡ JeHz_l [(z)d,zJro J¡o J-o J".
flao r?¡6\-o ¡6u-l fe)dz+l ie)¿,+l ¡¡"7a,

J no J ,a .l1us1
fluo ¡(1ó)*a fao: I J(z)dz-r I ÍG)¿,+ l' ¡¡,7a,Jao J-o Jroo" "
¡6ótuo: I f?)dz

n
Para lo que sigue necesitamos estimar el tamaño d" (2,,f) en términos cle 7
Teorema 2.L. Seaf, un subqrupo d.e congruencia de niael N y sea J(r):DZt d"S" una forma cuspid,il d.e peso k iobre f,. Enton"rl,s

la^l < Ln*
para alguna constante L ind,ependiente de n.

10

¡(z)az + 
l,-,

ra)dz + 
1,",

f (,)d" + 
/,-,

JQz)d1z

(cz + d)2f(z)--!:-
\c2 + d).

f (z)dz
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Dentostrac:íón. Defina Q(r) - /(r)i(Irnr)á Notamos que O es f' periódica,
es decir

ó(i,) : f Qr))(In'¡r)t, : cr: d.' ¡fr,lffi : *f'l

paratocloi€l'.

Acieniás ó tiene decaimiento exponencial en cada citspide. Por ejernplo

c]t fc

ó'r, - f u,,q'l 4, t. 2.'e: t ¡1, o'2r'n-' ¡

a_l I n_r

doncle r : ¡ ]. i?!. En Ia írltima expresión el factor e-2"'U* tiende a cero

cuir,ndo y ,myIasuma!f=, la-\¿-2'.(" 
1)v tiende a a1l cuando y r oc.

En particular ó(r) tlende a cero cuando y - Im(¡) --, m

Err¡onces ó es ¡:na función bien definida cn l'\Iii acotacla sobre todo l'\H
¡, por 1o tanto acotada en I'll. Esto es. existe -r1'1 tal que Ó(r)] < ,!1, para

todo r € lll. Por Io ianto /(r) < My-\ .

Ltr, serie /(r-) : IL, 4"q", s : e(r), es la cxpansión de Fouricr de / er.r

llL en¡onces para todo pun1,o d € ri{ tenemos

".: [ .f ¡z,e -nz1dz.
J ld.d-tl

dondc ld,d+ 1] es segmento de recta qr.re une d con d t 1, dcfinido por

1(l) : I -r d, donde 0 < ú ( 1.(vcr l15l pág. 363)

Entor.rces tomando d: ia, a > 0 se tiene 1(t): t + iu por Io tanto,

f t- "ro.,- | J:e(-nztdz
''0-¡y

' ['fr'-ise . n+- s dt
.Jo

:.r.^, [t J¡, _ is¡e¡ -,t1di
Ja
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Lucgo,

ro, - c:-' ,['¡,-t¿* t)lt4t .

t.Jo

.- ,r-"0 [t .[tt t is, d.r
Jo

a 
"2""! 

¡¡o-\

Escogiendo g : 1 tencmos a^i 1 e2" Mr$ - trná donde Z es una con-

st:intc independiente de n. tr

Lema 2.3. Sea f (r) una forma cuspidal de peso 2 para f6(N) Enlonces

eriste una canstante L > 0 tal rlue

t¡(, /)r< #
/^ A\

poro cualquier plem.t to. - (. ;) "n f¡.A-).

Demostración. Sea /(r) - D7, ""q" 
. Entonces

/- ¡\tI\I,JI _ l"' rt':o'l
l:o rrjn:fr"l e\nz¡d"z
t,:r

- t ^oL (L!41-Jol 'ln-ott
a-l

L-<- \- c n',n.t .e\n)^
2'f=

usando la desigualdad del teorema (2.1) 
"v 

el que k:2
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Luego

r-
i ¡. [r ( a\.-.-'- Im -' ' e-r-t]m-"

')- 1r

,,'i t:::" - - :''- \
2; \l -,-2:'n'-r )- -t tn' 

rt
Il I 1\¿ I 

- 

-- 
I

= 2,. \ 2.Iln -. ro 2t.tm-¡)
L( 1 1\- ll \r..- - L"-r/

La última clesigualdad se obtiene gracias a que * ,1, para todo r > 0.

1 ;- '2 /a \
Dc ¡1.2, ob enpmo< oue j - 'h;l Por lo r,'ro. sl -. (: l

no perlene.e a I-- osr-o3enros -b : -: r ¡ obtcnomos

li1''o)': i2 -1'
Usando Ia desigualdad anterior concluimos

(r,/) < 3t7i'

Si r € l- elltonccs c- 0 y (f,,f) - 0. n

2.2. Formas modulares de segundo orden

Ahora defrnimos el concepto de forma modular de segundo orden. Estas

funciones son una generalización de las formas modula,res c1ásicas y contienen

a las series de Poincaré que nos interesan.

En el capítulo anterior defrnimos una acción de T : S Lz(Z) sobre el

conjunto de funciones /: lHt--* C a saber / * "fl*[ry]. Esta acción se extiende
linealmente a una acción de Z[l]. En otras palabras f l¡lm1+n6l: mf lxlll+
n/l¡fá] para todo m,n € Z y todo 7, ó e I'

Definición 2.2. Sea l' un subgrupo de congraencia d"e niuel N de f. Sea

f(r) una función holomorfa sobre el semiplano M y k un entero. Decimos
que f(r) es una forma modular de segund,o orden de peso k sobre l' si
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(i) / r[(r - 1)(¿- - 1)) -- 0 para todo 1,6 enl'

(,ti) P r-tra carla ^¡ e f' /(r) ¡flr] tiene ct lo nás un crec'imiento poLinrtrnirll t:n,

las cúspide,s.

(iii) /l¡ir - 1] : 0 ytara todo'¡ el' tal que )traza(,ti)):2.

Denotamos al conjunto d"e tales t'unctones por ill(f ').

Por (iii) sabemos que /l¡[r] - / para todo 'r con.traza igual a 2. Par-

ticnlarmente para todo 1 € lco = t. (¿ l) , t .Lj Lucgo /(r) es una

función periódica de periodo uno Y se puede reprcsentar por ula serie de

Fourier. Por (ii) se entiende que /(r)l¡f^il : L}oc"q" para clertos c, € C

Observación 2.2. De 1a clefiniciones 2.2 y 1 5 notamos que ,\{¡(f') 
-C 

nf;(f')
En algunos casos puede ocurrir que ¡1Á(l') : r1'((l') (por ejemplo l': f).
Sin embargo existen grupos l'para ios cuales Mo2(l') contiene funciones que

no pertenecen a Ma(f'), es decir M¡(l') , ^'ti! 
), como veremos en 1o qne

sigue.

Ejemplo 2.1. Sea l'= l0(N). Sea k ente¡o positiro ma¡'or a 3 -v / e ,S:(f'),
tal que (1,,f) I 0 para algún ^¡ € l'. Consideremos Ia siguicntc función

definida sobre l{
Ei¡(r) : | \t' t)i?r'')-o

'r€l-\f'

Se puede probar que Ei.r(r) es un ejemplo de forma modular de segundo

orden para l' que no pertenece a1 espacio l1¡(l')
De hecho si usarlos que para á € f',

(r, /) : (ra, /) - (,r, /)

j(t, 6,) :j(á.,) 1j(1d,,),

obtenemos

ri r(r)lrldl : / (r. ,)-/'E;,r (6')
: -r(d,,) 

k 
{j (6, r)k Ei klr) - 7(á, r)t (á, /) ¿^(') }

- E., o,') - \6, f )E¡(r)

cloncle E¡(r) es Ia serie de Eisentein defir:rida en (1 5). De csta igualdad I'
dcl hecho qLre (d, /) uo siempre es ccro es fácil vcr quc E;,* no pertenecc a
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M¡(l') (pues la condición (i) de 1a defrnición 1.5 no se cumple). Para ver que

Ei,¡(r) es una forma modular de segundo orden se requiere mrís trabajo, pero

como Ej,r"?) es un caso especial de las series de Poincaré que estudiamos a
continuación dejamos pendiente tal demostración por ahora.

2.3. Series de Poincaré de segundo orden

En esta sección introducimos el objeto ccntral de este estudio y obtenemos
a)gunm do sus propicdades brisi.as

Definición 2.3. Sea f una forma cuspidal" de peso 2 sobre l6(N). Sea m.

entero no negatiuo y k entero m,ayor a 3. Para r € H def'ni,mos la sr:.r'íe d.r:

Poincaré de se-gund,o order¡, de f con respe-cto a rn en'r coma

ei,^i) : I (r, /)r(r, ")-ae(nz:,r)
'i€r - \r/

donde l' = fo(N)

Observación 2.3. Si m : 0 entonces Pi,-G) : Ei ¡Í)
Notar que Ia función P¡-,-(r) está bien definida. Si 1 pertenece a l¿r misnta

clase lateral que á modulo l.o entonces '7: qá. con algún 4 € f-. Luego
/r ¿\para4::lIn t ,Jsetlene\" __/

(r, /) - \n5, f) - (,7, /) + (á, /) : (ó, /),
j0,,) o : j(n6,,) k-j(q,6.r)-ki(6.r)-k-j(6,r) k,

e(m1r) - e(tnr¡6r) = e(m(6r + L)) : 
"("r5r).

Juntando estas tres condiciones se concluye que (1, 
"f )Jh.r)-lc(m-,r) :

\6, J) j@,r)-ke(tnár) y por 1o tanto no hay ambigüedad en deflnir Pj,,,(r).

En 1o que sigue de esta sección probaremos que Pf,-(r) cs rLna lunción
holomorfa en [1] que satisface las condiciones (l) y (iii) de Ia definición de

formas modulares de segundo orden.

En la próxima sección calcularemos los coeficientes de Fourier de Pl.,(r)
en las diferentes círspides de f6(.\¡) y con eIlo v€remos que también satisface

1a condición (ii) de la definición 2.2.

Observación 2.4. En adelante usaremos la notación * para las entradas de

una matriz cuando éstas no intervienen en cl contexto donde se ¡-rtiliza"n.
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Proposición 2-7- La serie Pi,,nt) con'uerge absohtta y ttn"i.f orrnernente sobre

todo subconjunto compacto d,e \X. Por Lo tanto Pi,-G) defi,ne una función
h,oLomorf a sobre \4,.

Dentostración. Usando ei Lerna 2.3 y que e(rn1r) ( 1 para todo f €
S Lz(,Z). r € [n tenemos

Pj.,,,i,r) ! I ltr, f )1(.^¡,r)-ke(m1r)
', €r-\r'

.!. t " j..r 'k,,\m-.r)
2¡2 12

.,-(, ',).,_ ,,
\c d)

> 2.J Z- .,-¡ Lt"t
/* *\

'- l' ¿1" ' '
-3 I -+ jt;,-'-

/, ,i t'i;
-1. ¿J" ' ''

.11
rho¡a rrsarnos 

FlTf 
S 1_" lu.u concluir de la desigualdad anterior que

r. 1tD' -, ,: L - ' \- r' r-li- )¡r¡.,nt¡l -a }.r't^, 2- lJrf.rrl
1€r-\r'

Sabemos que esta últinia suma converge uniformemente sobre cualquier
subconjunto compacto de HI para (A- 1) > 2 (ft] pág. 7). Por lo tanto Pi-(r)
es función holomorfa sobre I.1l pala A > 3. n

Proposición 2.2.

l'1,-(r) ¡lll + ri-(r)ir[dJ - ri-(r)fir.ál : P;,^(,)

o cqu'i,uaLentemente Pi,^i)lti(). - 1)(,r- l')):0, poro todo )',6 e f'.
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Demostración.

rj*(r)lr:)dJ : 1(.\6.r) u I (r' J) j(.^¡.\6r) r'e (rr^¡)rir)
1€l -\r'

: » (r. /)r()á, r) A¡(1, )dr)-Ae(m1).ir)
1€f- \f,

: » (^¡,/)7(1)ó,r) ke(.m1\6r)

1€ r_\r,
: » h'()d)-'../)7(^/' r)-ke(,m1'r'1

r,e t._ \f,
: » \^i. f'¡i(,1t.r)-ke(,.rn1'r) +

1/€t,_\r,

+ » (á-1)-1 . fl ¡ (1' , r)-k e(,tn i r)
r,€r_\r/

: » b"f)j0"')-0"(tn^ir)+
1'€l- \f'

+ (ó ' , /) D t ?' ,,)-o ,(m'r'r) *
-rl €r-\f/

+()-',/) » j(1r.r) ke(,m1'r)

1'€l-\l'
: P;,^(,) - (d, /)P-(r) - \^, f) P^(,) (2 1)

donde P-(r) es la serie de Poincaré c1ásica dcfinlda en la secclón 1.3.

Si en (2.1) tomamos ): 1 (mat¡iz identidad), entonces

ri-(r)[ló] - r],^(,) - (6,.f)P^(.r) (:2 2')

Lnego jtrntando (,2.t) .v (2.2) obtenemos

Pi", (') i r [,rl - Pl,- (') 
I t idJ - l'i- (r) [, l.\óJ - P;,-(,)

,l

Proposición 2.3. P; -(.r) ¡1"] - Pi-(r) para tatLo elemento r € ll tol r¡' Le

traza(rr) ] -- 2. Es d'ec'ir, (r , f i - A para todo ¡ € l' taL que ltraza(,r) - 2

De. asrra.¡ón. s..3 -. (" u,\ - f'r.,1 qu,. lt I =2.
Vd/

/t 1\Si¡-0entonre.-- (; ,) ,',111^gs- fijrr':cv r./ 0 .on o
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quc Pi-(;)irizr') : Pi",G).

Si r: l0 entor'lces ri fija un elemento en Q, De hecho si

entonces tenemos una ecuación cuadrática p¿ra r0 dada por

Como a + dl

Con esto

Por 1o tanto

c-n'- (d - o')ro - h 0

:2 se obtiene que cl discriminante de (2.3)

Pj,-,,t1x' tt Pi.^|,¡ - (....l)P. ;t Pj.-':\.

aroI b

cro + ¿ - ro

(2 3)

es cero. Lr:ego

(,", f) : l: f e'¡r1"2 -0.

tr

2.4.

2.4.1.

donde I - -

Expansión de Fourier de Pl,

Expansión de Fourier en infinito

Pí,,.('')f,

En esta sección presentamos ei resultado principal de nuestro trabajo, que

es el cálculo de los coeficientes de Fourier de las series de Poincaré Pi,*G') en

las distintm cúspides de l¡ (N). Una consecuencia particula¡ de estos cálculos

y los resultados en la secclón 2.3 es que Pl,-(r) es una forma modular de

scgundo orden de peso k sobre l6(N).

Para empezar nece,sitamos cierta descomposición de l¡(N) como unión

de ciases Iate¡ales dobles.

Proposición 2.4. Sea l\r entero pos'itiuo fijo'

ro(N)-r-UlJ U r-
c>0 d (modc)

l) ,.,) , (: ;)

entonces

(: ;).-

{. (¿ € fo(lV).
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Demostración. sea 7 € l_ U U.ro Uar*oa"r a_ (: ;) "_
Si z € f- entonces . =, (1 /\

\rl i/ naru utstin I e Z, luego ? c l0(^/).

qi..att tr . /' *\ /* x\51.r € U">oU-¿r::.ort* (. ,/ a*, como loo c l0(¡'l), (; }) € r6(1v7

entonces "¡ e 16(N).

Para la inclusión en ei otro senrido, sea ., = ?: ]r) e fr1l,r;.
Si c: 0 entonces 7 e l- claramente. \ 'ql

Si c > 0. Entonces existe 0 ( d, 1c-l tal que 7¿ : cl+mc para algún
m e Z. Luego,

,:(r. 1b \. /t ¿\/* *\/1 m\
' \c d+mcl'\0 r/\c a/\o 1),

para cierto L e Z. Por lo tanro 7 € U">o U¿(-oa") f- (: ;) "-
Si c < 0, Entonces existe 0 ! d < l"l - 1 tal que 1¿: _d._mcpara algún

m €2. Ltego,

, - (T _0,!_")= (á Í) (; ;) (;, l)
Por io tanto 7 € U",o U¿(-oa", r- (l ) r-. n

Observación 2.5. para calcular la expansión de Fourier de pj,,(r) en la
cúspide infinito utilizamos la siguiente igualdad

ar+b a I
' c.r+d c c(cr + d).

€ |o(¡/). Entonces j(7,") :1 y se riene

Pj,^Qr) : P|^Q + t) : e;,^1"1.

Como.además Pi,^G) es una función holomorfa tiene una expansión cle Fouri_
er de Ia forma

p;.^(r =Lo,q"

SeaT: (á )
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con a¿n e L.

Luego para todo ¿'^ € HI tenemos

r
o.- | lj-,: e.-r.z.d:. q¡-Z

.r 'u.u,*11

donde [2r,, u.,+ 1] es e1 segmento desde r¿, a u * 1 deflnido por i(t) - ¿- -,- ¿,

para 0 I ¿ < 1. ([15], pág 363)

Sea g > 0 y 1(t) - t I iy parag < ¿ < 1, entonces

[]-'uon : I Pi-'.:\o( -nz\dz
J a__1

- ['r;,-,,-,0. nt ..s dt
ln

e2rn! [' ,í 
^r, 

+ iy)el nt)dt (2 4)
Jo

Po¡ otra parte notamos que Pi-(r) se puedc escribir de ia siguiente
manera, recordando que f'denota aI subgrupo f¡(A¡)

ri,^(r) - » llt",f)i0o,r) ke(m1or)
.¡€rÉ\P/lÉ d€l-

: » (r,i) I j(1o.r)-he(m7or'),
1€r-\l//l- o€f-

risando que (to, f) - 0, f) + \o, f) : (1, /) para todo a e lo".

obse¡vación 2.6. Reco¡damo. eue las mai rice, l' :) " I 
- '.) ,,"r,"n".",,' \c d/" \-( d)'

a la misma clase en el grupo cocicnte fo"\l', entonces podemos consicicrar
el represerrtante para c > 0. Por lo tanto todos los elementos de la fo¡ma

/* *\ /t l\* (.. , (ó if ,"u""".en a la misma clase en l*\f //f 
-.

(Jbservación 2.7. Si c: 0 pa¡a la matriz :' : f' 1) € f/ entonces c : 0' \cd/
para todos los elementos en 1a clase de 1en f-\f'/lco. )¡a que

/t /\ /4 /,\ /t )n\ (a tr \1,, i (" ri 1., t) \ " ,-,,1)
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. lo b\
Iuego si - : \: : ) es ul represr:ntante de alguna c1:Lse en l-\f'/l- tal

\L ,-',/

que c : 0 ertollces (f, /) : O para cualquier representanie de esa ciase.

/. "\S,-" {l ,); t-\f'l[- con">0. cnrolc,.j

I j r.,o, r ) 'e\m)ür):

E.((: ;) (¿ 1) ) 
', (,.(: ;) (¿ 1) .)

-y¡((" ,, \ \-{, /o t 
)-Lt\\,,t_a) ,) l,,,,\..,1 d) )

I,.,, t, - rt) ko(,,:. 
-,- r)

l€z

:I.7-:t1 i-ke(+-=--lr= ) ,,,,
" 

\ ' cl'l:'Ll\-d))

esta última igualdad la obtenemos usando la observación 2.5.

Po¡ 1o ¡anto tenemos

pi, '' - t . .Ir I "1, 
-¡ t1 + d1-ke (T *"+t ¿)i t¡ t'l1 t€V.

Sea ú: Rer, Si usamos (2.a) ye1 cambio de variables rr: ú * I (con el

carnbio respectir..o para r) tenemos

Io ,.-r?i , , "' 7u \ ctt't: -

-o2-" t t /t [""''*t'at'"(!!- -=!, . -'')a'
,-- .to \ " t'\'l r -r t\ * d) /

]tIN\I /IE

t 'r /,I [''""'-¿ -r' (Y! -+ \

-(f!l'I o Lz'L 
" \ " ct('r 1-tl ' 

nu -nl 
)d't

-.- 1r t ,,f [" (",-¿,-""(2- ' .,.-,,,)J, qz.o,/¿ I \ r cl"; -,1) )iar! \r//fi
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Es dccir

an -.2.,, t 1l' ').,\. /_ \\. ai /
/l]. + \

(,. aJ 
tt-t"'r" '

. , /ma m

J *' 
,,_ r, .\7_,t- n,_n

e-=n,r t I ((;
a. d moo.,-o mod^ 

,r-i: ,,;l .

,) o,:

/\

[* r- * ,-r" (T - ,6ro -,,) o,:

.'2:r'L t t ((: ;) ').>o a. dlmod.r '
c=0 (modN) '1¿)1=1 '

ad=1(¡no,l c)

an-¿21'nu » » ((:
.>o a. d lmodcl

c=0 rmoJN) L¿,¿)=r 
'

ad=](mod c)

;) r)"(T)

/* 
"''-0" 

l+ - '') "J C' \C'I )

/,. "(, =0,)o , (T)" (a-T -,,),,
Usando ahora el car:rrbio de vari¿bles u : u + ! tenemos

ll..,-, ^"(#- " (, - :)) ^ -
e2 '' r t ((: ;) ') ('' :'o)

c>o a. d lmod.l '
c=0 lmodA ) t¿,.t=r

dd=1(mod c)
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cs decir

\ \ /na, nd\\- \- 1f':),/)"{"'" '')1_ /_ \\c d/ ,/ \ c )a>\) adlmod¿) '' '
'=0 Lnrod,Vl ta,.l:r '

a.l=1(mod c)

[* r-'ru. ]s)'t( "-*, - ,,,, - ,yr) d, .

J-- \c"(d L /9, /

De la misma manera que en (2.4) se tiene que

l" "-o¡,+.u¡--"(#ú' n(u+iv)) a,: .l**o,orr"(# -,,) 0,.

En rcsumen, el cálculo anterior muestra que

ej,^(r):L,""r"
neZ

doude

,,, :.=.;*,8 ( (: ;)' t) " (t+'!) ll-*,"ur*" (# - ",) o,

(2 7)

Observación 2.8. Sabemos p<ir (1.8) que

f.0,^.^ si ¡'<om)o
¡io-'r / - \ l/2;\ n '

| "rc:;k"(+-,,)r.: {(;;l "r 
sin>o.m-o

J o,. \c'¿ ' li-'¡'n1'-, rn^,@) sin>o.m>0.| ,-. \;,1 Yr'-t \ -. )

donde .-/, es la función de Bcssel de orden r,', luego a, :0 para todo n ( 0

Proposición 2.5, La serie r¡ue calcuLa a" en (2.7) es conl'ergente.

Demostración. Usando obscrr,ación 2.8 y lena 2.3 tenemos

Sin>0,m:0

i 
- 

/2¡\r nk 1

o a i, l_ .)_ "(;J ,¡
c=0 (modN) (i,c)=i
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para alguna constante -L > 0. Luego

c=0 (,¡od-v)

donde g(c) cs la función rp cie Euler en c. Por Io tanto

Como A > 3 concluimos que la serie que calcula a, es convelEente parer" n > 0.

m:0.

Sin>0,m>0
/,_ ^. tt t Jo,1""'""\c

¿>O
c=0rmodN)ia,c¡=i

t rtc\ J¡-1 ("tL'-\
:"\./

c=0 (modN)

r t.^ \k-1-k-2
2 L\Lr ) iL \-

l*nt -: T¡/ I_\ 1_
ek)
ck-t

1

la, < J,r ) ,.
C''

.>0
c=0 (modN)

l, / n\-
la, <-(-l

¡i \ m,/

L I n\ ,
-1-l;T \m/

donde J" es Ia función de Bessel de orden z.
ru

Usando quc J,(r) - J; para r tendiendo a cero (ver iE], pág. Za5), tcnemos
l"u!

, - L ¡ n',? ra l|,.vqnn\, Ito,,::\;t +".\ . / 2.\a_r
c=0 (DodN)

para una constante rll¡ suficientemente grande. Luego

o.t < tÍ>:.t'-2

Como k > 3 concluimos que Ia scrie que calcula an es convergentc para n > 0.

m>0. n

Observación 2.9. En el ejemplo (1.2) consideramos

Pr.-,¡(r) = I jQ,r)-ke(tn1r)
r_ \ro(¡,)
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con q-expansión dada por

P¡,-,¡(r) = e(mr)+!e(n;) »
n:7 .>0 aa:l r¡¡o¿ cl

c=0 (mod .N) d (',;d 4 '

(d,¿)=1

. r-,-¡) /--'' ". -" (-m \

\ "-)J--,'- \;2-4;/¡:

Los cálculos anteriores nos perrniten hacer una comparación de éste desarrollo
y el obtenido para Pi-(r) en (2.7). Notamos que 1a diferencia entre amhos

radica principalmente en la presencia del símbolo modular en el desarrollo
de Pi,-(r).

2.4.2. Expansión de Fourier en otras cúspides

En esta sección buscaremos la expansión de Fourier en cualquicr círspi
de ó distinta de inflnito. Es deci¡ calcularemos la expansión de Fourier de

Pf ,^?)ltlou), donde a6 € S¿r(R) tal que ou(áco) - b.

Sea ó : I una cúspirle para 16(N), sabemos que bajo Ia acción de S L2(,.2)
u

ésta es equivalente a ico. Escogemos

ó, - f' P) € SL2(z\. tal que d¡(im) : ó." \, 0/

Definimos o6 - d6P¡, donde

t'rtÑ, 0 \ A,,: [';'' t "r^) 
mb i.- 

/2 8]

e1 entero ?nb es llamado el ancho de la cúspide ó.

Proposición 2-6. Sea o6 def.nido como ontes, entonces f ,. actúa por rnul,-

tzplicar:ión por la derecha en l¡(.N )o6.

Demastración. Sca o6 : dbpó como en (2.8).
Basta demostrar \ne ú6c.of,1 € l0(r\¡), para rr € l-. Es decir,

('o\({y , o-)fl 1){l' ,) (* " o-)}'..o',
\,, q/\ 0 t/Jnb)\0 l/l\., r/\ 0 1 Jtn.r1
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parualEútIeZ.

De hecho se tiene

("p\(,1^ o \/r ¿\f("p\(,/*, o \l-'\, q/ \ o lt\rta)\o t/ l\, s/ \'o u'f"J J
_ (u,frn plJ-'\ (t t\ (tlr/ma -p/¡f^t\

\uurrnt q/.rr-rno) \O t/ \-uy@ u,/m6 )
f I - uum6L u2m¡l \: 
\ -u2m¿1 I+uum6l)

De (2.S) se tiene quc .o : -I-, por lo cual JA = ¡,'- "(u2,N)', ' ' 1uz,/V) '' (D2,N)

Como (u2,N) es el máximo común divisor entre o2 y /y', resulta Or. ffi
es un entero. Luego N divide a u2m6l, es decir u2m6l : 0 (modll).

Por 1o tanto o6aof,1 e l6(N) para o e 1." n
En consecuencia

Pi,^Q)l¡lo 6) : ¡ (o6, r)-k pi,, @¡,r)

: ¡(o6,r)-k D l"r, f) ¡(.r, "ur)-ke(m1o6r)7ÉrF\r'
: I h, f)i(1o6,r)-ke(m1o6r)

7€r-\l,

= » h,o;,,iljh,,,)-ke(m1,r)
7'€l-\l'ar

Aplicando descomposición en clases latera,les dobles se tiene

Pi,^(r)l*l"ol- » | h'o;'\, f)i(1').,r)-he(m1'),r)
/€rd\1,'6lnó l€la

: » (/o;',f) D i6's,,)-o"(m1'\r),
?,€r6\l',a6llÉ )€fs
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además por (2.5) tenemos

f , i--^-r ,r,-'I; -I", r-[=r!'"(T-- '' \
i- .1. \c rtt'l) -l'-d)

/., "\r,rra 'odo -.'- (, , e r-\r'o,/l- con c > 0.

Luego

,.-.,o,,.Í f ., , tt-rl tt..(t"'- 
","_i, -,)LeZ

Par¿ calcular los coeficientes de Fourier de Pi,",(r)lrlaal usaremos nueva-
mente cl método cl¿ísico del análisis de Fourier. Es decir. si Pi,*Í))*lor,):
\),qa,q", entonces para y € lR, y > 0 fijo,

¡t
a, - e'2.n' I Pi,-.r1e'-nr'dr. r:r*,g

Jo

' /o *\
Luego para r': (; , 

€ f-\l/o¡/l- con c > 0 y usando los cálculos

efectuados para (2.6) y (2.7) se tiene

J """ I t .:o;' f) | "1;= t, -dt -, (*o - 'n, ,,\" lo - r...'-."r*' " tr \ c c(c( r+l)-d))

e-.. t ^o;, Í l:,.--, ,"(T -==a-,,)0,-/'€f-\r'orll-

- r-! t ((: , ';' r> l**"-o'r"(ry - *:-r,-")0"
/¿ +\I l€r*\r'oblr-
\c d/

'- 
/f, .\ _ t /mo_t,tt\ t*,or.r,r"(+_n,)a.,
,\ d,i "o'll'\ c )J-*-," \r-: /

/a +\

\.' ¿] "-tt'""t'-

Pi -i) xioa) -
»

-r,€ f - \, f'r,u /f -
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Por Io tanto
p' ,-,1, r^,; . r. ""'Jn"t'"o 1'*'l

n=0

donde

((: ;) ';''r)"(=+') ll-..,,u'' 
r"(# -")a'

(2 e)

Observación 2.10. Sea 1 s-l'oo,la suma que calcula n, cs independiente
del representante que escojamos en la clase de r en f-\l'o6/f".. Si r'cs un

elemento en la clase dc 1 en l-\l'o6/f"o entonces

' /o'b'\ ¡t '1,-/t "\
' [n ,'/ \o ,/ '"0(o ,/

donde l, r son enteros y 7ot: L para B e l'.

Sea 16 : {r e l': r(¿) : A}, donde b es una cúsplde para f'. Notarnos

que a, 1f¡o¡ : lo., Entonces

'''oi' Í) - ((" 3)'t' ,¡
/ /1 ¡\ /r -\ \

((á i) a,'l['t),;' r)
- ((á 1) ,, ,)

algún á e 16. Luego por lema 2.2 se tiene

\1'o;'.f) - \P,f) : \1o61 'f).
Para ver la independencia del factor exponencial con respccto a l' hace-

mos Io siqui,.rrto. S, '- l' u,) a ro, pntorres a'- ('- " ' .) -
\. a/' \ " ,-r-dt

f-fl-, para I y r enteros. Por lo tanto

¡mct': nd' 1 / rni'r - l')'n\cr+d)\
'\ ., /:'\ " )

/ nn -l nd\
-el I e(mtlnr)

\c/
/mo+nd\:"1 " J



CAPÍTULO 2. FOR-\,{AS MODLILARES DE SEGUI\DO ONDEN 29

Para dos matrices en la misma clase en l"o\l'o¿/fo. hcmos observaCo

que su entrada inferior izquierda permanece invariante. Cc¡mo la integral cn

2.9 só1o depende dc éste parámetro. su r,-alor cs cl mismo,independiente de1

representante que escojamos.

Por 1o tanto hemos probado quc Ia serie que calcula a, deflnrdo en 2.9 es

independiente del representante de la clase.

Observación 2.11. Notamos clue a,i : 0 para n I 0 en Ia expansión de

Fourie¡ en cualquier cúspide, pues /T*1r{.t)-0" (# - ".) dz : 0 para n I
0.

Proposición 2.7. La serie que calcuLa a" en (2.9) es convergcnte.

Demostración. En observación 2.10 hemos demostrado que la suma que ca1

cuia n, está bien definida. por cual podemos considerar la suma sobre aquellos

representantes que son de Ia forma , : (. il 
€ f'a¡, entonces ton\ e f'.

Luego usando observación 2.8 y lema 2.3 tenemos

Sin>0.m:0
L s-- ,/2.1'nk 1

a" s 2n I '\;) "n
¿(mod c)

donde C es la enrrad¡ i'rerior izquje¡da de la marriz l' -) r;' por'¡n'o' \c d) '
es de Ia forma ct - cr i dt para r y t constantcs reales frjas que pertenecen

a la primera columna de la matriz o;1. Entonces

comol(d(csetiene

,n . LrL 2t2nlk-r 
5- ..__11l

,*4 _. r,r.) i; ¡t
(c,d)=1

a(moa c)

.-1
lo^l<M \- t-l

c>o rl=1 L

(c,d)=1
/-\: .v \- *,\'l 

.Z¿ ak l
.>0 -
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donde 9(c) es la función rp de Euler en c. Por lo tanto

l.s< u\ *J-.
¡>o "

Como É > 3 concluimos que la serie que calcula a,, es convergente para n > 0,m:0.

Sin>0,m>0

""1=:(*)+ I Íln-,(rP)
,[il']o=',,r

zu
usando que L,lx) - Z"u. 

para r tendiendo a cero. tenemos

lo"13M » t+(41¡@'\k-1
c\cl

c>0
(c'd)=1

d(mod c)

< ¡z \-- S.*-'
- L2 1r-

oiilL'a=t

: §- P(c)
lJ Ck_l
c>O

.\- l:1, 
ü_2.¡>O '

Como ft > 3 concluimos que Ia serie que calcula o,n converge para n > 0.m>o -
Por último veremos que para cada 1 € f, p;,,.(r)lkt1] tiene a lo más

crecimiento polinomial en las cúspides. D" mroéi, p.eclsa significa, para
toda cúspide á

Pi,^G)hd)l 
n[o tl << (Imr)P

para alguna constante entera /¿ > 0 yz €,a_: {r <W.: _ll2 ( Rer <
1/2\.

Observación 2.72. Si f (")l^[ou] : D}o a,q", es decir /(z)l¡[a6] tiene de_
sarrollo de Fourier tal eue a. : 0 para toáo n < 0 entonces / tiená a lo más
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crecimiento polinomial en la,s cúspides. De hecho. si y - 1-" tenemos

c.co

u-pf (.r)l*1o1,) <v-'D a,q^i-a t'L d^1e-2*'!
n=0 n=0

Luego para y suficientementc grande cxisle € > 0 tai que l'Y ¡'f('r)ihiúbl <- €'

Es deci¡
/(t)lr[ou] << (Imr)P

Usando esta írltima obser..'ación ¡' }a ecuación 2.2, tenemos

Pl,-(')lriri ¡lo6l : Pi,,(r)irtoo) - \t' f)P^(r) xlot)'

como ambos sumando en el lado izquierdo de Ia lgualdad tienen expansión

de Fou¡ier ta1 que sus coeficientes para n < 0 son ceto, concluinlos quc

ei,*t) *l^i) tiene a Io más crecimiento polinomial cn las cúspides

Observación 2.11 1, los resultados de la sección 2.3 muestran que cada

Pi-(r) es una fo¡ma cuspidal de segundo orden de peso k para l¡(N)'
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