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RESUX,IEN

Sea !L un álgebra de cu¿lierniones sobre lln cuerpo de núme¡os 1l que sa,tisf¿ce la condición de

Eichler. Sea -L un¿ er[ensión cuad¡áiica de 1l que se incrusta en gl. Sea 5 un O¡-orden en I, y !

urr orden de Eichle¡ en ?1. Se determin¿r, collaliciones leces¿]ia.s y suñcierrt,es para Ia existelcia de

incnrstaciones o : I -+ !l sobte 11, que induc¿n rrna incrustación opiim¿r,l c1e .ñ en O en el sentido

que a(l) n O : 6,(5) P¿ra ello se aplicará la teoría de árbolcs y cuerpos de representación.

ARSTRACT

Let qf be a quaternion algebra over a nur¡rber field K, atrd assume that t[ satislies ¡he Eichler

condition. Ler Z be a quadratic erlension of ,( ü'hich embeds in !1, let 5 be an O¡r-order in ¿, a-nd

suppose thaL ! is an Eichle¡ order of ?[. \tr¡,: dctermine when thcrc erists an emberling ü . L -+ rl

or'-er K, í,hich gives an optimai embecldiug of 5 into O in the sense that d(¿) n ! = n(t). For

this §,-e will apply the theory of ttees and representation ñelds-

ri



Capítulo 1

Introducción

El esluiiio rlc :ílgel[as rro co rrurlatir-as so1,le cuerpos cle nirmerr¡s tiene urL,r 1,rrg,r ¡ ¡ica Lisrori¿r

c,:rn urplir.aci,rnts en teoríti cle r'rrerpos rle cliises, l,rrrus rnodulirres r_ geornr:trirr. En 11)32. urLrr, ¡arte

irfportántc rlcL tr':rbajo iu¡rd¿cir.,D,rl :r nilel d,.] cLrcrpos acaba corr 1a prrblic:rciórr de1 ¡corcma de

II,rsse-Br¿rer'-No¡tlr,'r'-.\lbert. lllsLe teorcn¿r. erL su ver-sión cuateruiórrica- dice:

Teorelna 1.O.L. (Ha,tst-Bnt,rt,r ¡otther-Albt:rf ) S'¡¿¿ !l u¡, tíl.gchrt lc cttattrt'it¡¡::¡ 'obrt utt

t:¡t..rpo de n.irntt¡,; Ii q sea f, L.¡tt t:.r'fen.\¡i,r, de r:Lx:rprt, .:tto¡ltúi¡.a .L€ k'. Entor..s e¡iste u.¡¡o

ir,crusto,¡:iLin Llc L cn.l s¿ l, ."olr .r¿ ninQrin pnrrLo t|e K qttc rttrLtfictr ert ll ;e Llcsr,on¡:tor,e en L.

Se¿n 1{ rur r rrrlpo r1r. niuleros cr¡l ¡rlillo cle enl¡rros ¿l1¡. 1_ !t urr zllgr'hr:r r1'rir.rl siI1II)l. (,\CSj

sol¡re .( r ! ! !l uri o¡rlett ¡r¡xiln.rl. Err 1936 Chcvalle¡- i6] rstudiri cl corriulto dc r'l'r-'cs cle

co¡j¡gaciirrr errr r1 gónero cle 1l er el cual rrrr suborrLerr.i sc i[c1usL.].. Cherallc¡ r_csolvió el proLlcmal

rr¿nclo !l es rrrr hlgrt¡r¿r ¡lc m¿¡¡ir:e* ¡1e rlim¡,nsi,'rn erl¡i¡r¡ri¿r. ! es ru orrle¡r ur¡r-rim¿1I. ]_ ij e¡ el ord.r1

ru¿xinai en url s¡horcrpo maxir¡al I d¡ !l' El ¡esult¿do dc ChclaLley decía qrlc 1a ploporci|rn rlc

c1,scs err ias cuales, se iucltrst:r tiere la titrlr1a l¿ ]'r A]. rlonrle F - HatL \ H es rLt suLcuerprl

del cuer-po de cLasr:s rlc Hilber¡ de -Ii. L)e hccho. lti proporlriórl rle rl¿rses de cr, jrrgaci,rrl en r¡re

se iDcrust¿ r¡r sttbr¡rcl,:n d;do, a nrr'nado tierre l¿ fotntir 1,/fF : A] para tna cxrcnsión rler cuerpos

-F¡'Ii erplÍcita.

T. C'hnürrrg ¡, E. Frierlm¿n lil prolraron 1lnil versión integr:rl del cli]rsicLr teorenl¿ Hdss+Dr¿1ller

\or:thr:r.\ltrcrt para álgcbr;; dr: crr¡Ltcr»ir:rnes !l sohrc un cuerpo clc xilnl.ros Ji. ¿sLrdlicndo que

!l s¿1lis[¿ce 1¿r corrcliciúu cle F-ic]rler i.c.. !l es 1oc¿hrLr¡tte isorrrr¡rlb a) álgelrr,r r1e matlices 1,11.2iIi)

eLr dich,:, irrqar. Irrr ese trebaj,r. cl¡l.i(, tü1 or(leri J--l coliteni.l¡) en rrrr¿r eltln:i,'¡¡ ¡r¡¡¡l¡jti¡¡ dp /i se

(L¡tcrnlin¿rn llrs óI.len¡s nr¿xüu¿lcs ! dc !l qte ethrircn un,r. incrrst¿cióI1 .lc l-] .\r1cm:is se describcrL

r:qrlicirilrnerrce los órrlenes connut¡iiros rlue sol selec¡iros ert ór'ciertes rl¡rxirl¡l¡s. Rer:rrérilese que
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un ordcn ¡ contetirio en otro orden O se dice Selectivo si 11o se inclrsta en todos ]os órdencs en "'l

género de O (ver delirLición de gélero de un orden en §2.2).

sea ! rrn orden tl,e EichLer. es deci¡ la inte¡sección de dos órdenes m¡--.im¿les. Los lesultados

prircipales cle X. Guo y H. Quin [11]. asi como W.X. Chan y X. Fu l5], implican que c[¿ndo un

orden 5 e1r Lrn subcuerpo c[adrático Z ! !1 es seiectivo en ur géoero gen(o). toda inclustació11

rle -l cleniro c1e un orclen en el género c1e O es optimal en to.1o Lugar qrle es ine¡te para LIK ' Um

incrustación o(L) * + !l sob¡c li incrusta optlmalm¡ntc a5 en ! cuando d(¿)ñO: d(Ó) La

inportancia ale estos resulta.los radica en que e{tienden la teorí¡ anterior a órdenes de Eichler. B.

Linowitz ll2] probó rma verslón integral ¿irn más general del teorem¿r de Há,sse-Blaue¡-Noethel-

Albert para álgebras cle cuatcrniones 2[ sobre un cuerpo de números -(. Asumiendo que ,l sati§face

l¿ concLición cle Eichler, Linorvitz describió urr nirmero de criterios para que to¿o olden en el géIIeIo

de un orden de rango ma-ximal ! acepte una incrustación cLe un o¡den conmutativo 5 En el c¿so

en que ei dzscrimzn ante relátilto de ¡ es un ideal coprimo con el nir,_el de !. y el nivel de ! es

coprir[o con el discrimina¡te de tl, Linoñitz entregó condiciones necesarias y suflcientes para que

un or,len clado en el género de O admita ura incrllstación de 5 }I¿cl¿r,chl¿n [14] exterdió los

result¿dos cle chinburg y Friedman al caso en qúe o cs un oiden de Eichler de nivel s lil¡¡e de

cuadr¿dos y la incrustación es optilnal.

Antes cle ¡nencionar nuestro resultado principal, introducirenlos algo de noiación. Cuando S es

un ideal lib¡e cic cuadrados. a menüdo se consicle¡a como un conjtrtlio dc primos. Este es el caso,

por ejenplo, en el resultado cle XI¿clachlan. Sea 1¡¡ ei grupo de ideales liaccionales de K' y

consideremos los sigrierltes suhgrupos de fl(:

a) ??, generado por los ideaLes primos ramifrc¿dos en !1,

b) 5, gele¡ado por todos los primos p e S,

c) Pa,-, et subgrupo cle ide¿Les fiaccionales principales coll generador en -(!. es dcclr, cLr]_os

generadores son positi\,'os en todos los lugares rea,les ramific¿dos en ?1.

Deflnir¡ros entonces ei gmpo finitu ?s (91) : 
=-+ "- 

Da,los cl's órdenes ma-timales O. 0"
.A x ¡ar k-

se defrne su tdeaL d,e cl,i,stanci,a como p(O,?') = S: Tl p'i'(s), donde dr - d"(S) es la distancia

en el á¡bol de Br¡rhat-Tits (ver §2.3) entre Or,O;, r*,Jr: 0 p¡r¡a l¡ en el conjunLo Ram¡(!t) cie

hga.res ramiñcados finiios de !t. Considórcse por ahora cl c¿rso en donde S es libre de cuadrados,

es decir dr,(S) € {0,1}, por 1o que S puede ser corsiderado coülo un conjunto de lugares. Sean

O y O' rlos órdenes maxtmales en ![ y consideremos el orden de Eictrler t5 : (? l] Ó1'. Entonces

Ia fnnci¡in que envía a C en la imagerr de p(O.O') et 7-<(21) induce u ¿ biyección entre l¡]'s cLases

cle coniugación de órdcnes cle Eichlc¡ de ![ dc nilel ]ibre dc cuadrados S y 75(!t). EI car¡ductor
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J(5) del orcien conmut¿.tivo -[ ! I se definc como el O¡r ideal /(Jj) - {r' e K rOt e 5}. donde

-L : Kjj es un álgebra colunut¿tilá §emisimple ¡* O¡ es el O(-orden m¿ximal en ¿' Erl particular'

si r:onside¡amos el orrlen de Eichle¡ e: O aOl , diremos que S - p(O,9') es el n¡lrel del orden €'

Teorema 1.O.2- (lilaclachlan) Sea t u'n orden en la elxtensiórL de cuery'os ü1adráticd L de K'

Asurna q1.e e.Íiste u\,,a incrustació¡¡ optiraal de $ en algútt' or tlen de EichLet en\ de n'i¿eL S libre

d.c tu,ad"rad,os_ En,tonce-q eaListe rna incruato,ción optim.o,l d,e 17 en totJo ¡¡rd,en d,e Eichler de nittel,

S a menos Ele condiciont especioles, llamadas Contl'iciones de Selectix'idad OE(S'), se cumpLan

para ,L,yS. Si se cumpleTL las Condicio nes d'e Selecti'u'ídad, O E (S) 
' enttnces etíste un' ord er¡

tle Eichler D,¡ : Oo a OL tle nitel S en el cual OL se incrusta aptimalrnente- En tal caso Sj se

incrusta lptimalmente er¡ ltn orden de Eíchler D : O ¡ 0' de ni'uel S si y soLo st La imagen de

f(.h)p(Oo,O) en, T5(91) estó en cierto stbgrupo lvf tl'e'índice 2.

Las condiciones de selectivid¿d OE(S) son:

OE(S)(1) ¿/¡a ramifrca en exactamente Los ltgares re¿les ramificados en ![.

OE(S)(2) !t es ro ramificada cn los lugares flnitos de -tr.

OE(S)(3) Los lugares en S se descomponen en -L.

E1 stbgnrpo M se define como la imagen del subgmpo Ntlx(It) e 1r en 7i(,4). Para

demostra¡ este Leorema N4aclachlan usó result¿dos de la teorí¿ dc cuerpos de clascs extendiendo

las ideas usadas en l7l, y iracierclo uso de resultados de EichLer sobre incr-ustaciones op¡imales l9].

El teorema principal cle {7] pucde ser usaclo para determinar las cl¿rses de conjugación de to-

dos Los subgrupos llnitos de un grupo a.ritmético Kleiniano maxinal [8, 15]. Subgrupos cíclicos

ñnitos en grupos aritméticos Fuchsiaíos inducen jncrustaciones de extensiones cu¿d¡átic¿s Z de

1n ctelpo de nírne¡c¡s 1l en un álgebra de cu¿r,terniones !1. Para gmpos aritméticos Fuchsianos

maximales, éstos producen incrustaciones optimales pax¿ cierto órdenes en ¿ dcntro de órdencs

de Eichler. EI número de clases de conjugación de subgrupos 6nitos cíclicos puede determiname

contando clases de conjugación de incr[st¿ciones optimales apropia.das. Esto ha. sido empleado

par¿ grupos Fuschia,nos maximales v aritméticos. y también para otros grupos discretos asociados

a álgebras de cuaterniones 123, 15, 16].

En esta tesis, S será un ideal que tiene multiplicidad rJo(S) en cada lu€iar. y puecle escribirse cle

la fbrma 5 : flo 5rd'(s)- a diferencia del trabajo de tr'[aclachlar qrLe solo consideró e1 caso el que

S era trn conjunto de lugares, e§ decir, par¿r Nlaclachlan, dr(S) € {0,I} p¿ra iodo p El princip'¿ri
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resuli¿do de nuestra tesis generaiiza el lesult¿do ale \laclachlan.

Teorema 1.0-3. Se¿ I un onler, e'n LLna ealtans¡titl t:'LLddrótica de tutrYtos L de I{ Asuma q'ue

2l soti,sface la ond,ici,ón de Etchler, es!.o es, o.lgún hLgo.r nrquimerlíono tle Í{ no rarnifrÍa en 2l-

supongtLmos que eÍiste ltna l,ncrllstt7cxón, optimaL de f.¡ en aLgún ord,er¡ d,e Ei,chler d,e nioel s en2l-

Entonces eaiste.una incrustac.ión optint,u,l de fi en tod.o oTtlen de Eich.ler d,e rtiuel s, a Tnenos que

ocurran las condi,ciones especiales tle se,l,ectiti,1ad. so, en, ü1,!Ja caso ñ se incnlsta optirn,al.nente en

la mitld, d.e los tipos tLe isomorfismos tle órdenes dc Eicl¿ler en ll d,e nioeL S'

Aquí las condiciones de selectividad SO son:

SO(1) ¿/1{ es no ramiñc¿da en los ltgares finitos

- Ar y l':t) "s.t 'irhol , clF Hilbpfl ,lc o y b l lg-. "618r.so/tl g- (_;_.1. a.na. ¿:,(,y' -

SO(3) ¿/« es descompresta en todos los lugares p en los que d"(S) es impar'

Cla¡amente la condición SO(3) es una generaliz¿ció de l¿ condición OE(S)(3), y coinciden

cuanclo s es lib¡e ric cu¿draclos. Ahora, como un álgebra de c[aterniones está to¡¿]mente delelml-

llada (sa,]vo isol orfisllro) por el conjunto de los lugarcs en los que rarnifica, basta ver quc el á'lgebra

\ : ( -*\ cumpie las condiciones OE(S) cuanclo 'S es lib¡e de crradrados- En los lugares rea'les,\^ /
!1' ramific¿ si y sóLo si b < 0. En tos iuga.rcs finitos, !l'no r¿mifrc¿ dado que -1 es una rrnidad y

,L/K es no ramiflcada. Por lo tá,Dto, cu¿ndo S es libre c1e cuadrados, SO(z) v SO(S) se cümplen

si y solo si se crmple OE(,9)(Z) y OE(S).

En est¿ tesis también se estudian los cilsos en que L : K5 = K x K y L = 11(¿)' con a un

clemento nilpotente no nulo. En el primer caso se llega a la conclusión de que no puede h¿1ber

selectividad optimal, mieDtr¿s que en el segundo la hay. NIás aún, urr orden de este tipo se iucl'usia

optim¿lme_nte en rna irnica clase de conjugación1 pese a que no ha]. selectividad en el sentirlo usual

17]. Adicionalmente sc obtienen algunos resultados en el caso en que ¡ es un orden no conmutativo,

y aclernás se c¿lcula localmente la cantid¿d de órdenes de Eichler de un nivel dado en los cuales se

irrcnsta optimalmente un orden ñio de rango maxitral (Cap. 5).



Capítulo 2

Preliminares

2.7 Álgebras de cuaterniones sobre cuerpos de números

En est¿ sección dare¡¡ros ur¿ primera definición de álgebra de cta¡erniones sobre uu cuerpo 1i.

P¿r¿ \,er demostraciones de los resultados e{puestos en est¡ sección consuttar 110].

Consicleraremos primero el cáso en que car(K) 12. El c¿so en que car(-K) - 2 requiere con

sirleraciones adicionales que tlreDcion¿remos al fin¿l de est¿ sección. Dados a, ó € ,( clefitrimos el

rilr)ebra de Luatern¿anes l#) .o-o ta L-álgebr¿ con If-base {1,r,i,ti} jrmto con las reglas de, \^,/
multiplicación

t':u,j2:b,t1 :-ji.

Si b=o-At '¡t ó'1 5\t.o,:t.qodo \é d^Fnc po h q - l:J: ¡' ó¡j

Ejernplo 2.1.1- a) El lR-álgebra ffi:( }J) cs el anillo de cuatcrniones sobre e1 cuerpo de

núr¡reros teales descubiemos por Hamiltorr- Ll¿rlaremos a los e]ementos de IHI los cuaterniones de

Hamilton-

ó) El álgebra Nlz(K) de matrices de 2 x2 c:ot1 coeflcientes err 7i es un áigebra de cuater¡ioues

I I {) \
sobre 1{; de hecho. se tiene un isomo¡1ismo,r, (*) } Mlr(K) dado por ,p(z) : I I f

\'l -1 /
/n,\

r(r) : I I

\10/
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Observación 2.1.1. L¿ clase cle isorrrorflsruo ,Je el álgebra (*) a.o""a" sr¡lo cle l¡s cl¿ses cle o

1, ó en Ji-/1f.2, l¡¿ que Ia srNli[uciót 1, t--] úi, J É-+ t'j irldllce un isomorfisnro

/a.¿\ / ulo.r2b\(nl=( " J

p¿ra todo u, ¿, € 1í*.

Sih€al: (#). r,o.L"-o" a"nrLit !á trazo vla norrza de h respectiva,mente por 7(h):1¡+h'y

lr(ñ) : ,5Á, ambos elemetios cle ,(. Reco¡dernos además quc T : !l --+ Ii es aditi!'a y lV : !t + K

es rnultiplica,tiva. Si lz ( A. su polirromio mi¡rünal en 1i es (z i')(z - h) : 
" 

- 7(i')¿ + Ñ(h)'

El siguiente teorema caracteriz¿:r Ios K-automo¡ñsmos de ?[.

Teore¡na 2.7.1-. (Skolem-Noether) Sea 2l una K -álgebra de atatemiones Stpongamas qt'e L' L'

son d,os K-ó,lqebras contenidas en4. Entonces todo K -i'somorfismo f : L --t L' puede c'Ltendersc

d un autamorflmo interior de 9J.. En particular, los K-automorfisrnos de Ql son automorfismos

intcriares.

Un álgebra cle cuaterniones !1 sobre li se dtce de'scompuest¿ si !1= Ml2(Jl)

/^ a\
Proposición 2.1.2. Scul{ - (ft9) "" álgebro, d,e ctLaterni ones. Las si'quientes afinnaciones so»

eq11iúaLcntes .

1) EL álgebru \ es d,escompuesta.

2) El álgebra 9J no es un dlgebru de di'rtisiótt.

,?) Lu funci,ón norna N :2)' -+ K tíerLe un cero no t¡-ítial.

I b e N ¡¡¡.rz¡ 1x(K (JA)" ). donde No("4;;1" es La nortr¿a c'e la extensión Il(vG'¡/K'

Observación 2.L.2. E¡t la pa,rte 4) de la proposición 2 t.2. si 1l(16) no es clLerpo, !l debe ser

descomp[esta y¿ que no es uII iíJgebra de división. En ta] caso, ,((vá) = li x 71, y Ia norma de

un par (,h1. i.2) € l( x K viene dada por ,k1ft2.

Ot¡servación 2.1.3. Dado un lugar p cn rln cue¡po de núme¡os K y a, b e -K*, se deflne el

/ , ¡,\,imbala de Hlbert como: (ti ) : I si at2 +by2 :1 tiene soluciones z, u en 1a completación Ii,''

, ln¡) : 1 si no. Equiv¿lelltetrrente, e] sírrüolo es 1 si y solo si el álgebra se descompole'" \ ",/
Dados a.ó e 7i, con 1( de car¿cterística 2, se clefine el álgebra d.e cuate¡rtiÓnes generalizad,a

[#) d" tu -i.^. forma que antes, a e-.<cepciór cle que I¡,s reglas de multiplic:r,ción son
^/

i2 1i = tt, j')-b,'tJ:J¡+j'

El equivalentc dc la proposición 2.1.2 para característica 2 es el siguicntc:
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Proposición 2.L.3. SeaK un cuerpo con car'(K) =2, g sea 9) = l*) , Orn"Oro d,e cuatetniones

generalízada sobre K. Entrtnces las siguientes afrmaeiones son er¡rittalentes.

1) El álgebra * es descompuesta.

¿) 2r nñ es un d|¡t"bra de ,li.ts¡ón.

3) b € N K @) / K(K (a).), donde a es una raíz de la e¡tación ¡2 + t : a.

l) La cónica proyectiua a.t;2 + bg2 : z2 + zt; ti,etue un p'unlo K -racional.

2.2 Ordenes y reticulados

Sea¡r ll un cuerpo de números con anillo de enteros 06 y U un,(-espacio vec[orial de dimensióo

fi¡it¿ n. Un retícu,lado Á en I/ es un O¡--módulo tal que eriste un¿ /(-b¿r,se {t,1....,1-} de U tal

que L ! @|, (?¡u¡. Sea 2[ una li-álgebra de cLratemioncs. El ra'ngo d.e un reticulado 
^ -c 

A

es 1a di¡neusió¡r como ll-espacio vecto¡ial de /f.l\ = {},\ fu € ñ, ,\ € lt}. Ur ord,ert O ! !1 es

lrn reticul¿do que además es suba-nillo. Un orden es m¿-xim¿l si lo es respecto al orden parcial

inducido por la contención de coniuntos. Se¿ ¿ € 2t. Se definc La norrna rethtcida de Lua¿ern'¡ones

de ¿ como I (o) - ¿¿. Si ü = Mr(Ii). N(a) : det (A) [23]. Supongamos que ![ es un álgebra de

cuaterniones. Para cada lugar p en K se clefineo:

o el dlgebra d,e cuaterniones Locnl lo corro \,o = 4&6 Kr.

o el orden local D,, e A" como Oo = D 8,o* O, si pes no arquimediarro y Or:!1,, en caso

contrario.

o eI o,ni,LLo rle. odeLes cle K es el conjunro Ar e pent¡<l fr¡, tal que (ao)" € A¡¡ si y soLo si

dp € Oe pdra todo p salr.o un nú¡¡re¡o fi¡ito dc ellos, donde II(-& ) es el conjunto dc lugares

flnitos o infinitos de ll.

o el grupo d,e ideles J¡¡: Air, l¿s uuidades del anillo,A¡.

o \a adeLizo,c'ión del iilgebra Qf es 1¡ = Q18¡< Ar. Los ele¡nentos de tla son tuplas (oo)" con

¿rj, € lle par¿ todo g y ao, Q 9. para casi rodo p.

o la atlelizaci,ón de un ord,en d.e rango rnatimal D | !l se define corno O¡ = flr6¡¡¡¡¡ !p ! Qla.

La última contensión se cumple identificando D* = D 8o* A.-, donde A- : {(or), €

Ar I l¿u o i 1 para todo lugar frnito p).
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<> lá nomLt. adética N :2lr --) Jr sc deflne po¡ ¡¿((¿y,)0,) : (-\ (ar))r. donde N(o") es 1a

no¡ma reducida del eleme[to a, en Kr.

o dos órrlenes O 1 O'. de rango ma-ximal en ![. están cn el mismo género. si, D', - aeD pa;t
para algírn ele¡¡rento local o, en la completació¡ g;, pa¡a todo luga¡ p. Equi\,alenlemeirte,

O y O/ están err el misrro gérrelo sil O': a!¿-r para algun u € !!f,.

o dos ó¡rlenes D v D'. d.e rango mtr-timal en ![, están en el mismo gétuero espinorial, si Dt :

á!ó-r para algún elemento ó: rc € !1j_, donde r € !1.* es un elemento global, nientras que

c € ¿; tieue rorma reducida (adélica) tri1ia,l. es decir', c¡, [iene uorma reducida tr-ivial en !1,

para cada. hrgar p.

Obserwación 2.2.1, Si el álgebra de cuate¡ ores 2[ s¿tisface l¿ condicióri de Eichler, e[tonces el

género espinorial de un o¡den O ( !l coincide con su clase de conjugación [23].

ordenes de Eichler y ramas

Se¿n l( rn cuerpo de números, (9¡¡ su anillo de enteros y !1 una A--álgebra. Un orden d,e Eichler

sc deñne comc¡ la iniersección de dos órdenes m¿L{inrales. Sean O. O/ dos ó¡denes maxirnales en

ll y consideremos el o¡den de Eichler €:Oo9'. Sea p un primo en K y denotemos pori ur
parámetlo uniformizanLe del cuerpo Local Kr. En particular tenemos €si : DaaD;- Si 21, es un

álgebra de división. se cumple que ep = OF: O'p es el único orden m¿-rim¿l en gp 123]. Si l no

es uu álgebra de divisiórr, entouces tl = M(Ko) y €" es conjugado al orden

I o*- o". \tt
\ r"O¡n 0q" )

para algún único entcro r que llamaremos el aiucl (tocal) dcl orden dc Eichler e I23].

Eu el resto de esta sección, 1í es uo cuerpo local con auillo de enteros L1¡1 e ideal ma-xirnal

mx : rOx. Se¿ f el ¡í¡bol de Bruha¿-Tits de PGLr(ll). Los vé¡¡ices de f son lc¡s ó¡denes ma-.ci-

males en M2(?l). Dos de ellos, Or y 02, estáo unidos por una a¡ist¿ si r solo si [!r : Or ñ92] :

[(2¡ : m¡](véase f22, §II.1]). Todo orden maxirnal tiene la forma On : {, € Mr(Il) r,{ ( l} para

algúnreticul¿do-¡\C,L2derango2,yO^:!.\,siysolosiÁ:.\A'paraalgÍrn,\€¡í'.EIáxbol
de Bruhat-Tits es un árbol en el sentido de la teoría de grafos, es decir, dos vértices cualesquiere

estálr uridos por un único c¿nlino. Si 1í = Q¡, pa,r-a un prirro p € N. cada vé¡tice de 5 tiene p + 1

vecinos. ¡\f¿is generalrnente, si el cuerp<.r residual cle 1l tiene q elementos, cad¿l vértice tiene q + 1

vccinos. Para todo ordcn 5 I O¡¡ en M2(K), de rango a,rbit¡ario. defrnimos 5['l : Ox -l ¡"f-:.
IO' - aoo-1 por deñnicitu cuando OL = "9e" 

I p.úa iodo luaar p.
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Figure 2.1: Representación $áfrca del árbol de Bruhat-Tits de Ml:(Q:). Debemos imagina¡ que el

dibrüo continri¡¡ inde6nid¿mentc como un f¡act¿l.

Sea f"(l) el conjunto de vórtices de !. Para ¡odo orden.[ en Mr(Il) y todo entero ¡ > 0

definimos el conjunto

&(r) = {! € Y(r)], c ot"l},

y le llaruamos la r-raraa de f1.

Proposición 2.3,1 . ( h. p*p. 2.31) Sea K tna ettcnsión f,nita de Q r. Las siguientes propied,ad,es

se cumplen para tod,o ord,en 11 C Ml, (K) r

(1) so61) + a.

(2) La irtentida,d, Sr+r(5tt+ri¡ : li,(5t¡l) se cumple pura todo trío de rutjrneros enteros no nega-

tit os r. t, k-

O) Si h q 5t , entonces S"(91) ) S"(5') para todo etutera r.

( Si ht es l¿, interseccititt d,e una Jamil,ia d,e ón)enes m,aximales, y s, So(5) ) So(bt\, entonces

fiCñ,.

(5) 5 C Dl'l para alEin orden de Eichler D de nit,el d,. si g solo si S.(11) contiene ¡los ué¡.tices

a d,istancia d .
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Proposición 2.3.2. ([4. Prop. 2..!j) Para tod.o orden U ! todo r >0. la rama S'.(lt) es conera.

Proposición 2-3.3. ([/t Prop. 2.5]) Pato, tod,o onle¡t 5 a tod.o t ) A, la rama S¡(5\t)) conttene

eÍactdrnente los ót-denes ma¡im.ales ütun distorl.io a Sa(h) no e¡ccde t.

Lema 2.3.1. ([4, Lcrna 2.5]) S'i9 es un arden rlaÍ.imal, Dltl cs la intcr¡ccnón tle todos los órd,enes

a una distancia a lo ¡r»¡i-s t d,e O.

Un orden maximal O € S0(5), tal qrle Lodo orclen ma-timal a ulra clistancia ¿¡ 1o más t r]e O

pertenece a So(-[). sc dice qtre cs t-proJund,o et So(.f-s).

Corolario 2.3.3.1. S,(5) es eL conj'unto tle órdet¿e-s maú,rnul,es r prolundos en S¡(h).

2.4 Posibles formas para ramas

._i_.

1_r_.lt
J

Figure 2.2: En Ia ñgura se puccien obsenár Ias dos clases de ramas para ó¡dencs 5 y -[' . A la

izquierda, 56(!1) es un camirro cle la¡go 2 engrosado en 1. y a la derecha tenemos Ia rarn¿ está¡rd¿r

de 0¡¡[a], doncle ¿ es un elemento nilpotente, es decir, la hoja infinita.

Dado urr o¡den rna\im¿l O en ur álgebra de cu¿terniones local con á-bol de Bruhat-Tits !
y r > 0, se deEne Bl!;r] : {D¡ € Í | ¿(O,O') ! r}, doncte á es ia distancia en el árbol de

Bruhat-Tits. Sea l¡ un orden en un á]gebra de cuate¡nioncs local !1. Deflnimos la proJund,idad,

cle un orderL O € ,90(¡) como el mayor ertelo, tal que B[O;l] _c Sg(t). Dircmos que So(5)

es rt camino en.grosad,o €n ñ si existe un camino .-. - 3-1 - Do - Dt ... e .90(5) tal que

So(5) : U¡efr-,¡l B[Or;.t], dondc 1 es un in¡erva.lo. Se defu¡e el tallo de So(ñ) como el conjunto

cle órderres a profuudidad máxitna (el caso de que exista profuuciiclad rná-tirna), los cuales coirrciden

con los ó¡denes del camino ]a mencionado. La.s formas posihles para la rama de un orden f puede

s.¡ o un cdmino engrosado en & o l¿ r¿rm¿ cle 5 = Orlo], donde a es un elemento lpotente. El

último caso puede consultase en Ejerrrplo 3.2.2. A esta últilna rama le ll¿m¿mos la. hoja.infinitu.

y su forma depende solo de la ca¡dinalidad g del cuerpo residual. Si el tallo es ñnito 06 ' . . - O, -

Ilumaremos r,r,5¡(!) admirla de Lo,rgo n ert.grosatLo en fr, en caso contrzr,rio diremos que es urr ao?n¿no

infr,níto etuqrosa¿o en k.
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Lo mencionado es consecuencia de l¿s siguiefltcs proposiciones:

ll

2.5 Imagen espinorial relativa Iocal y cuerpo de representación

A 1o largo ale csli¿ secci(in,( es un cuerpo local con o¡dcn mii,ximal O/<. paránretro tniformiz¿nrc

;;. y ralor al:¡soluto ¡' -+ :l¡. Sea !l urra 1i-á1gebr-a de cu¿tc¡niortes descotnpuesta, es decir.

!1 = Nifr(,(). y sea § : !t* + 1í' l¡r norm¿ redrrcida (cleterminante). Pzrra toclo par de órdenes

! ! O en !l se dclirre la imagcn espinorlal relatit:o Local i1(! 5) e Ii' por

H@1r): {N(z)lz e 
'4',ufu-t 

,D}.

En el caso en que 0 y .fi sea.n Ios completados en uir lugar p de dos órdenes globales g' y !'
respecti\'É,Írente, de[otaremos a ]á iuragen espinorial relá,tiva local por Il"(Ol5). Notamos que

Jj!OsiysolosielnivcldeOesmenoroigualaldiámetrode56(5).yaquesi$cO:OiñOz.

entonces, q !^ para todo r]\ que es[á en e] c¿mino que une a Or y 02.

Sea O : OL ñ !z uu orden de Eichler de nivel d.

Lema 2.5.1. [4. Letrm 3.1] Si ñ c 9l'l, /r(otllfr) : K' s¡ y solo si et:iste un par (D3.Da) eu

§.(5) x S,(5), tdnbién. d d.i.stancia d, tal qte La di"stancia entre Dr A D3 es im?ar.

Proposición 2-5-1. 14, Prop. 3.61 Se,o, tl un entero par. Si d, es el diámetro de S,(h), y D es un

ord.en de Eíchler de niuet d an ñ c Dl"l . erltonces ¡/(Ol'f lr) : O*x K*2 .

Corolario 2.5.1.1. S, ¡ C 9l''l u el nit¡el de D = Dt nD2 es irnp|.r e.ntonces H lol')lñ) = K- .

Corola¡io 2.A1.2- Si ñ 9 Obl , el r¡,ite.l d,e D e,s ¡nenor qte el didmetro de S,(5), entonces

H@n\$ = K..

Corolario 2.5.1-3. [4, Coro. ,9-j] Si D es mat:imal, entonccs H(Dll1\ : OkK'' s. y solo si f)

está contenido ert un único ord,er¡ maximul.

El siguiente lern¿ desc¡i}¡e los ó¡denes de una subá.lgebra seurisimple y cormutatil¿ tr del álgebra

Leña 2.5.2. [4, Leña ,1-1] Si L es una subálgebru semisimple canm'utatita del álgebra d,e cuater-

niones a, ¿on o len marim.(Ll Oy, y si Q es cualquie,r arden, c,n L, entonces {l = Oli) paro. olgú,

,¿0.

Diremos que ¡rn o¡den O' e 56(5) salc por una hoja del o¡dcn !" r-profundo en .to(5) si

ningúl orden que está en el carrrilo que une O'y O" es r-profundo, salvo O".
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Observación 2.5.1. Notar que la distancia entre !' y !" no puede sc¡ m¿yor que r' Podcmos

caracterizar cuaLro tillos de vértices de acuerdo con las profundidades de sus vecinos [a] Sea O

r1n vér¡ice r-profundo de l¿r, ¡¿ma, de un orden S Entonces 0 se dice

o rrna hoj¿ si ilenc un veci¡o (r + 1)-profundo v tos restantes vecinos son (r 1)-profundos en

,so (¡ ).

c rlue está en medio del ¿¿llo si tiene dos veciuos r -profundos l¡ los restanLes son (r- 1)-pr-oflildos

en 5'¡ (.J) ).

. ún centro si todos sus vecinos sorr (r 1)-profimdos en S¡(f)-

o ulr óorde del lallo si tiene un vecúro r-profundo y los demás vecirlos son (r - 1)-profurrdos en

so(5).

L

Figur-e 2.3: En 1.r lignrr. dr,s rar]las po-"ihlr:s disrirrtrs pt-Llir ¿lgún orden l-¡. .\ 1;r izqulcrrlrr se ptcdcrr

vel krs ¡lo-s ilderrcs clte salel polalgrurr hoja rle !. los crL¿les herrros rlerLot:rr1,.r plrr o ,\ l¿ dFr.clra

sr,prre,le» apreciar- li,s rlrre rjrile»es r¡re slltl pol llguru hc,j;r cLe !' t :rubién ,]elorr1.los p()1 o. ED

r:1 primer caso ! es 1-profruclo. rxial',ir¿s qlrc r:n cl segLtnilo c¿so ' trs 2 proflrnrlo'

2.6 hnagen espinorial relativa e imagen cspinorial optimal

relativa

El c-qta secciól ¡ecord¿¡rcruo.s algtlos resultarlos globaL:s dc la tcor'ía d¡ crrcrpos ile cl¿scs. r'esltrl-

idos er [!] r-delirrire¡los ia irlt:rg-'rr esrirrolitrl optirrral {g1ol,'all.

sr¿n ,( ull rru.rpo rlc, mimeros. v !t urL:r A rilgebra ,]c cunterrriol]c,s. c"¡rrr¡r |l¡mentr, ¡dtllicr,, nos

rcfirirrros :r un clerrr¡nio ,:lel á.1grbr¿ adcliz:rda !ll. : !L .l ¡i li¡ Srar '/¡¡ : Ai- st:a § : !}: 
-r 

J¡r

1a r]orl1]ir ledLrci.i¿lai1é1ic;r. ¡.!. ! rlos ór'¡lerLrs r:11 !l tales quc f] ! !. Sr rtellrre h i.rnagtn etpirtoti:l

,, t_"
II :*,

3*, I

I
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f/(Oll;) como

1l

H(o)ñ) ={¡(¿)lu € er;. u-\firL e,,}: 
[I 

,,r,0, , ¡ ,fr;t] n r",

y dcnoramos If(D O) = ¡f(O). el grupo de normas reducidas de clementos adélicos que estabilizau

a O por coljugación. Diretros que el géneto de 9 representa a 5 si cxiste O' e gerr(O) tal que

t a ,t - El cuerpó (le clase., erpi.tuorial I = t(O), para un género de rirdenes de rango m¿Lxirnal

0, sc define coruo el cue¡po dc clases couespondientc a .K-11(O). dondc O es un o¡de[ en ' .

Cuando ?í.11(O g) es uu grupo. el cuerpo d,e represenlaci,ón F(Ol5) se define couro el cuelpo de

claseti que corresponde a Ií-fl(Ol5) [2. §2]. Cuaodo F(Ol5) está definido (cuando ![ es un álgebra

de cuateruiones, siemprc está deñnido. pero no cs cie¡to para álgcbras más generalcs), el [úme¡o

de géneros espiloriales que represeutan a 5 divide al nÍrme¡o total de géneros espinoriales. NIás

precisa-mente. l¿ p¡oporción de cl¿ses de conjugirción cuyos órdenes contienen url conjugado de Jl

es lF(o !) , líl-1.
Sinrilarmente, definimos la imagen espinorial optiÍLdl relatiua,É1"p(Ol.[) como

tt
H"P(D:1): 

I II a;"totot ' fl .vrs;rl n"I",
Lee& Ée¡ l

dorde Hip(Delbe): irv(a) a € *", a-tñ?o. e Dr. y a,-L1ro É O[f ] * la imo.gen esptnoriat

relatil]a optitflal local, la cual será estudiada en Ia sccción 3.2. El aterpo de representactón optimal

que denota¡ernos por F'r(Olg) es el cuerpo de clases asociado a H"e(D t)).

Observación 2.6.1. Es claro que }1"e(Oj5) C H(Dlb), y cono verellos en la obselvación 3.2.1.

H"e(Dtrl) € {Ok Ii-2. Kt } por lo que es subgrupo de 1l(O lg).

áot.,uN
§t'f,l'fi z,

t & Y::'' k! I

(r,rr-t9



Capítulo 3

Cálculo de la imagen espinorial

relativa

Er este capítulo introduciremos algunas definicioncs ¿dicionales necesarias para cl desa.rroilo de

incrust¿ciones optirrLales. T¿r,nrbién vere¡nos córno ésta se ¡elaciona con la pa,ridad de la distancia

entre dos ó¡denes o-profrndos.

3.1 Incrustaciones optimales

En esLa sección reco¡cl¡,remt¡s 1¿r definición estáncl¿1,¡ de iucrustación optim¿l, y daremos Lrna

deñnición equivalente más simple para cl caso qnc nos concicrne.

Sean !1 ur álgebra de cu¿telniones sobre un cuerpo de núrneros Ií, sea I ! lí x ¡1. o bien un¿

extensión crr¿rdrática cle Il. En cualquier caso srtponclremr:s que ¿ se incrust¿r, en ?1. Aclemás

se¿rl .f1 un (?r-o¡den en I, v O un (rr-orden de Eichler en E. Diremos que el -h--homomorflsmo

o: L + A in¡l¿c¿ una i¡LclLstación opt¡¡nal deh err O, siysolo si a(I) ¡g = o(ñ).En ¡ruestro

caso 5 es rrn orden conmutativo, para el cua) podemos dar una definición equrvalente-

Proposición 3.L.7. Con Lo, not.o,ción an.tc-riorj parat>1, LaU - Oill "¡ u sota,i O!1 e D u

ot; t) /D.

Demostración: Cotru O!'l ! l. para roclo t>0. Lr)9: OÍl irnplic^ Ol\ qOy Oli-') gO
(evlderteurerrte )t;-t) g 61jl¡ Recíprocarrente, supolrg¿rnos q,r" oll c o y Oy-rl ( o. Basta

probar c¡re La, e O;'. Se¡¡le lnO, lf K, entonces como / debe ser entero sobre Il, lenemos

clue otrf¿] = Ofl para algúr, s positivo por Iema 2.5.2. Aho¡a como (2t!-'1 Éa,se sigue que s > r.

11
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luego I e Oll.tr

Observación 3.1.1. Altcrn¿ti\''amento. us¡¡do la identid¿.I (2) de Ia Proposición 2.3.1. diremos

que un orden conrnutatilo 5 se incrusta optimalancnte en 01 si ! ! O y -! ( !tt..

En 1o que sigue, dado un orden conmutativo t : Ofl ¡ un o.d"r, O I 5, usaremos ia definición

equivalente de inctustación opti¡nal. Es deci¡, -s se hrcnlsta opt¡ú¿almeD¿e en O si Jr solo sl tCf!,i c g
^11- r) * ^yOi''gO.Ptrcunvencrón,sii:0,di¡emosqneñ=OLseincnNtaoptim.rlmen¡eeuOsiy

solo si -[ ! O. "'\.:i_.i
/D2\.

'90 
(rr )

Figüe 3.I: Ejemplo de una r¿ma para 5. Se destaca con doble líne¿r, a l¿ ram¿ de un o¡den de

Eichler O = OL n 02 cn el ctr¿l l] se incrusta opiimalmente. Nota¡ cLue La incrustación es optimal

debido a que 01 es Gp¡ofurdo.

Supongarnos ahora que 5l¿l sc incrust¿ optimaluente en un orclcn de Eichlcr ! : Or O O¿ clc

nil'el d, es decir. 5[¿l e O pero 5[t-1] p O. Errtorlces es irrmediato que 5[rl se ixcrusta optilna,lmente

en O1 o en O!. Por otro lado si .ñt'i se incrust¿ en !1 y 02 y además se incrrNt¿ optimalmente

en uno de ellos. dig:unc» en Ol, es claro que se incrust¿uá optim¿lmente eu O. En 56(11). los

órdenes rna:¡irnales en ]os cu¿les ¡ se incrusta optünalm€nte sorr los 0-profurLclos. Esto se sigxe

directamerte de la definición de incmstación optimal, y del hecho de que e1 conjunto de ó¡denes

Gprofiurdos en.9o(5t'l) coincide con .90(5itl) \ Sg(Jit¿ 1i).

Se¿n Or, O.¡ ó¡denes en.9o(tl), colr O] O-profurrdo. Dirertos que el camino que une a 01 y 02

es tn camino opfima¿. Notemos que 5 se incnlsta optimalmente en 01 ñ !,1. pará, todo O_\ en el

15

I

1_i_"lr'i'
Figure 3.2: Posible representaciól de ,5e(5), doude los órdenes 0-profundos se denoiau por D.
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c¿mino optimál-

16

3.2 Consecuencias de la paridad en la distancia de dos órdenes

maximales

Sean 1l un cuerpo local y !t: Mr(1l) el álgebra .le ma¡rices r.le 2x2 con coefrcie¡tes en 11. Sea 5
rrn orden en !t- Se¿ ! el á¡bol de Brrü¿rt-Tits de Mr(11). Dados dos rirrlcnes ma-ximales 01. O2.

delinirlos C¡, (! ¡. 02) como Ia cardinalidad del corrjunto de órdenes tr¿-xirnales en Ss(5) que esrán

en e1 camino que une !r y !.2. Omitiremos el subíndice 5 cuando el orden sea cl¿ro del conterto.

¡¡ótese que si Or y O: están en 56(¡). ,r(rr.Or) : C,j(Or,rr) - 1. \rx interesa conocer la

paridad dc la dis¡ancia d en So(5t¿1¡ de dos órdenes cualesquiera.

Le¡na 3.2.1. Sean§t,9.¿ d,os órdenes en S¡(l':\, con 9¡ r-proJundo A O2 s-proÍundo. ,9i !1 sale

por uro I'oja d- 12. erl¿¡,. .s " r y ri(O1. Or) = s - r

De¡nostración: CasoI:56(.S) es urr c¿mino engrosado eD t. tal que...-'É r-!60-!8r-... es

su talLo. El ca.so en que 01 : 02 es trivial. Supongamos que 01 f !2. Ctr¿ndo,k = 1, el resr, tado

es claro ¡a que !2 : ,§i p¿r¿ ¿lgún i- cl cual es l-profundo y O r debc scr un ordcn o-profundo, en

consecuencia 6(0 1, Oz) : 1 : 1 - O. Supongamos ahora que el resultado es cierto para todo par de

órdenesOl.!2 en un caminc¡ (k 1)-grueso. Se¿ So(5) un camino flnito o i¡lnito engrosado en ij.

Pa¡¿ termina¡ I¿ inducción basta probar el ¡esulta.do cn el caso cn que 01 es 0-profundo, 1-a que si

01 no es o-profurclo, !1 y .)2 serían vértices de S1(.[), el cual es un camino engrosaclo en * - 1¡r

el result¿do es cc¡nsecuenci¿ inmedi¿t¿.le la hipótesis de ürdrrcción. Se¿ O2 u¡1 orden s-profrmdo,

Or uo order 0-profundo v Oi cl o¡den cn,So(5) vccino de Ot. Entonccs, como Ot es Gprofundo

en 51(-[), por ]ripótesis de iÍducción á(OL, Or) : ó(Or, Oi) + ó(Oi. O:) = 1+ (s - 1) : s: s -0.
La primera igualdad sigrre, pues como 07, es el único orden vecino de O¡ en So(5). necesari¡lmente

está en el caÍ no que une Or con 02 y po¡ lo tanto gi sale por ulla hoia de 02.

Caso Il: S¡(5) : So(Or[a]), cc¡n ¿ un elemento nilpotente .listinto de cero. Nue!'amente $lPon-

drcmos que 01 I 02 (c¿so ro tlivial). De acuerdo con laestructura de S0(!) 14] existen 8",99,,...
todos distiDtos tales que ó(E¡,!6¡): l¡ -jl V5o(5) :U¡>oB[t8¿;J]. En consecueucia la profun-

didad de !s¡ es i. Consideremos E¡ bal que ¿-(Or, E¡) : k - s. Afr¡m¿rnos que !¡, 02 e Bl'B¡: fr],

donde este últimc¡ coniunto es un camino de largo 0 engrosado en A. por lo que el resulbado se

sigue por caso L Para clerrostrar est¿1 ¿firl¡r¿ción uotarno.s que si 91 * BlÉx;kl entonces el camüro

que une 02 con 01 pasa por !8¡11 el crra,l es el rinico orden que une Ek con la parte de S¡(.f1) no
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co tcnida en BfE¡,; ft1, pcro En+1 es A + 1 profundo, 1o que contradice qúe f)1 sale por una ho.ia

de !:. !

Lema 3.2.2. SeanDt,gz rlos ónl'er¡es \-proJuru)os ¿¿ S0(-Ól'l)- St el cami'no que une a97 1)92

pasa por o,lgtin ord,e.n, e.n S¡(,$) enlortces

ó(!1,Or) = Cr(O1,Or) - 1 (mod 2).

en caso contraría 6(D1,92) es Par.

Dernostración: Caso I: Supongamos que el canino que une 01 y !2 pasa por S¡(!) Para t: 0

el r-esdtaclo es claro (cle hecho ó(91'!2) - c¡(o¡,o:) 1) supongarnos que el resuLtado es

clerto pa.ra i - 1- Ahora, sea¡r Or, !2 dos ó¡denes (J-profuncios en So(tt¿l) entcinces existen Oi'

!l órdencs O-profundos en Su(¡t¿ 1l). tales que d(o,,oi) :1, ¿:1,2 (['1], Lema 5'2) Luego

,(or,Oi):d(oi,O\+2:e{9'1.D',) 1= C(o1,02) - 1(mod 2).

Caso II: Supongamos que el camino que une 01 y 02 o pasa por So(5) No|emos que p¿ra

que este caso ocu¡ra se debe bener ¿ > 2. Para I : 2, si !1, !2 soll órdenes 0_profundos en

5¡(51:1¡, , c es el conjunto cle ó¡denes en el camino qtre une O1 con 02. entonces existen !1, O',

€ c 0-profundos en So(5t11) taLcs que ó(O¡.91) : 1. i : 1.2 (observar que !l está en el camino

que uIle 01 corr !2). Noternos que ol : !'r, si no existiría !" € c n So(t) r'eciuo de o! y el

camino que une Ol y !', debe pasar por !/'. Se sipe clue ó(O1, !r) : 2. Supong¿mos ¿hora el

result¿clo cic¡to p¿ra I - 1. Seal O1, !2 Ürtienes 0-prufundos en So(Jjl¡l) tales que el camino que

une a !1, 92 rro pasa por So(5), entonces existex Oi, O! órderres 0 proltndos en So(!i'-Ll) ¡¿1es

que á(!¿.oi) : 1, luego po¡ hipótesis de inducción d(o1.Or) = ó(o'1.Olr) = 0 (mod 2)'

tr

Corolario 3.2.O.1. Sean 97 un onlen 0-pro.fu,rtrlo en So(tlt'l). !) O2 1Ln ardcn l-pro;fi-t'nd o en

$(rl'l). S, el cami,r¡,o tlue Lrne a D1 can D2 pasa'por Sa(r) etltonces

ó(9y,92) = ¡I¡(9r Oz)+r+s -1(rnod2),

en caso cantrario 6(D¡,D21 = r.+ s (rnod 2).

A contiuu¿ción veremos algurlos ejemplos de 56(lt)r

Ejernplo 3-2.1. 5o(5) : iO]. Sean Or, !: órdenes 0-profundos en S0(5t¿i¡ entonces ó(O1 !2)

es par. pues Crr(Or,gr) € {0,1}.
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Ejemplo 3.2.2. Sea 5 : (?¡rla] donde a f 0 y a2 : 0, entouces si Or : 02 s'rn 
'los 

órdexes 0-

proftndos en 5¡(![¿11, la distancia á(!r !2) es par. En efecto. p¿1a este caso So(5) es el conjunto

de órdenes a distancia rt1::ideoiparaalgirni¿0.cicrncLe!31res\:ecinodeOrVi)014,P¡op'

1.21

1E

o, ,j oo

Figule 3.3: A la izquierda 1a 0-¡ama de 5 del ejemplo 3.2.2, y a la derecha se destac¿n los órdenes

us¿clos en la dernosiración.

Basta comprobarlo para 56(5) Se¿n!'. !" dos órcle11es 0-profr,tndos en S¡(5) ertorlces exisler

,;.j > 0 iales qne á(!'.O;) :i,y 6(9",D¡): j. Lueso, d(O'.O") : ó(Oi.Oi) +ó(O;,Or) +

d(o,O") =i+li j + j:2max{r:,i} (véase figura 3'3, donde se rcpresellta a la izquierda 5¡(l¡)

y a la derecha la ubicaciórr de los órdenes !', O", !¡, O, y 06) tr

Sea 5 un orclen conmutativo e1t M:(K) y !r. g: e So(5), col Or 0-profludo' P¿ra el o¡den

de Eichler ! : !r o !: de nivel rJ, cleñnimos la imagen es?inorial relatira aptimal como:

H'P (DlbÍt)): {A'(o)| a e 1*. as1"t) a 'e D v o5l'-') u ' Urr.

Obserwación 3.2.1. ,q"p(o15) : H(9)H'p(Dlt). La coxterción ¡1"o (9 ñ) c -E(o)71'?(ol5)

es cl¿ra. P¿ra l¿r otla contención. sean a- b € 2[ tales que aÍ)o I 99 ':Lña 
1#Dlt! y bOó-! : !'

Entonces (ba)5(bo)-l - bata-lb-r qbob r:D v (ba)X(ba) t:bnha 1ó r g bitrló r:

(rob 1)t1l :olll dado quc -tf(!) )okK-". Sc sigue que ¡1't ¡,9 7t])¡ e {okK"2,Kt}'

Los elementosTr clric sal,isfzr,ccn uglt)1¡ t r o son llamados generadore's loco'les para Dlñlt),

o simplerncnte generad,ares cttando no h¿y peligro cle confusión- Siademásunge e¡ador loc¿l 1¿
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satisfacc ¿tl [r- 1]! - 1 ( !, diremos que u e s rn qencrarlor optzm,al local, o simple ment e ¡r\ genenTdor

optimaL.

Ahora d¿¡emris rú¿ \:e6ión optirna,l clel lema 3.1 de l1].

Lema 3.2.3. Sea f) un orden cualqui.era. I s€anf)\: gr € S0(¡), conDl A profundo. En,tonces

¡¡'t'1O 5) = K* st u sola si etistc otro par (93,Da) cn S¡(!) x S¡(!) rorz 93 0 proJundo. 11

ó(O3, 01) : d, tal que 6(91,D3) o 6(D2,D3) es impar.

Dernostración: Supongarnos que se cumple la coudición con ó-(!1,!3) impar (e1 caso eII que

d(!2.!3) es impar es similar), y tomemos o€GL2(K) talque aOlo 1:O¡yoOua-1 :O¿. Se

sigue que .t I es un generador optimal local. Entonces 5 ! !: nO¡ : o9o-r. Como la dist¿ncia

entre O1 y 03 es impd y aOla-1 : Og, la no¡tra reclucida rr,(a) Liene valuariól1 impar [22, §I].1 2.

Cor. de Prop.1l. Supongamos a,hora que H'P(Dlh): K*. Entonces debe existir urr generador

optim¿l d con norm¿ reducida de r,aluación impar- SeaD !3 : ooro I y 9¿ : oD2d 1. Se sigue

que O3 o o1 debe ser 0-prolundo. Cotrro o es un generador, se tie[e que h e oDo-r : !¡ ñ !¿,

mientras que el hecho de que la norm¿ redncida de a tenga valuación impar significa que la distancia

enlre Or y O:r es tambiér1 impar [22. §II.1.2. Cor. de Prop.1].tr

Corolario 3.2.O.2. SeanDt, D2 d,os órd,enes en Sn(t), canDt l-profundn. Sí el nit¡el dcD :

o r ñ !: es impar, entonces H"? (D k) : K- .

Dernostración: Basta definir (O¡,O") : (Or,Or).

La sigrierte proposición determina H'p(r b) en términos de 1a 0-rama de 5 en el caso en que el

nir.el de O cs par.

Proposición 3.2.L- SeanD',D" d,os ó¡denes en So(Ji), conD'AproJundo,yseaD:9'nDtl

de n'itel s po,r. Entonces se cu,mple:

S¡ ñ: Oxla), donde a es un elemento niLpotente, entonces H"e(D ll) : O"*K-'.

S, So(5) ¿s un cam'ina de largo n engrasado en k con n > I' ento'nces 11'p (.9 ñ) : K* si Y

solo sí s < dio,u¿(So(.Í:')').

S¿ So(5) es urt p'unto {9¡} e'ngroscldo en, k. ehtances Lf"p (D 5) : O-kK"'.

S, So (5) es 1Ln camino inf,nito c-ngrosa(la en k, entonces lJop (! 15) - li . 
.

Demostración: il) Conro ói!' !") es par. r'usarirlr el Ejcrnplo ;1.1.1 que dic. t¡rc la dislalcla

entr-e d,rs ór(lenes 0-prolunclos es sienlpre par. Lcnerros qrre Á(!' !.1) = ¿-(!ir.r,r) :0 (rnod 2]

p:rr:r ltxlo orrlcn !1 0-piofrrnrlo i'n S¡(rll. El rcsl t¡d,l re sigrr por- Lerru¡ lt 2.ll

19

(1)

(2)

(s)

(1)



c\PIT\-LO ). (;.\L|-'L:LO rE¡.1 ¡l/ \alF.:Y ¡lSPr\ UilJ l¿ ll¡¿,lr1l;t

(2) Supongamos primero que s < diam(S0 (5)). Sca !o-O r-. . . -!,, el taltr-r de 5¡ (.[), y co¡;idercmos

dos órderes 0-profundos O, y O¡ que s¿lgan por llr1a hoja de 9¡ ¡- 91 respectil¿ureilte (véase 6gura

3.4).

2i-l

od. D¡,.

!6 !r

Figure 3.4:

Entonces d-(O/ O") o á(t',O¡) debe ser impar. Err el Lema 3.3.3 probarelnos que existen

ordenes !f , !i . So(5) con ó(o",3i) : á(Oó,Oi) : s, Io cu¿l implic¿ que Hap(D1t): K".

Ahora probaremos eI recíproco. El caso d ) diam(So(5)) no es posible. Si d: diam(S0(l¡)), en-

tonces -{'?(! 5) : HID t) = Okl{.2. La prirnera igua,idad es a causa de qlre toda inc¡ustación

J: ! O es optimal. mieniras que l.r, segunda se debe a la Proposición 2.5.1. Toda incrustacióL es

optimal debido a que si !3¡, E2 son dos órdenes en S¡(!) tales que ó(!31,ts2) : diam(So(i)).

necesari¿¡rretLe !6r y Ez cleben ser 0-prolundos. Para ve1 esto sea C e1 c¿rtiIlo que une 
'8l 

corl

!E2. Si Er no es O-prolundo, existe E1 É B[Ar;1] .. C e So(-[) (véase 6gura :1.5), y se tiene que

d(Ai, Ar) > ó(81, Ar) = ¿iam(,90(5)), 1o cuá.] no es posible.

!.:

tsr E'i' E:

l- di¿un(so(5)) 

-l
Figur_e 3 i: iEsqucna c1c lir deruostra.i{il.lt] Prop.

B[,81;11 posee ¿] rnenos ¡u¿rtlo ór',:lerres. tllganros

segxrelrtoC-El'¡1:1.

3.2.1 i2)) Corro $r llo.s 0-proi\rnrlo elr 51r(i).

tGL.'¡i . Ai.'¡'i'. Se desr¿ca cr¡n clol,le lí¡Le.r ¡l

(3) Como ó( ', !") es par. y usando eL Ejernplo 3.1.1 que dice qte la distá,ncia er¡re dos órdenes

0-profundos cs siempre pax, tenerlos que ó(!', !,i) = ó(O", O¡) = 0 (rnod 2) para todo orcLen !,¡

0-profunclo en .96(!). El lesult¿do se sigue por LenLa 3.2.3.

(4) Esie caso es consecuencia rlirecta de (2).n
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Reco¡demos Llue §i ¡ está conte do en un áigebra cormu¡atil'a semisimple z de dimcnsión

2 sobre,(, entorrces 5 : Ol pa¡a aLgrl¡ t ] 0' Tarnbién recordeuros que pala cualquier orden

I € N4r(1i). se cunple que S¡(51'l) es el .onjunto de hodos 1os órdenes m¡-¡rim:rles en el á¡boL de

Bruhat-Tits de Nf:(K) qur: están a una distancia no mayor ¿ ¿ dc So(5).

Sea I es una extensión cu¿d¡ática de K Se sabe que 5'¡(0¿) : So(O) clonde !l es ul orden

ma,ximai ¡i la extensión -L,/,(. es no rami6c¿1d¿; y un orden de Eichle¡ de nivel 1 en c¡rso conir¿r¡io'

Cua¡rclo I es isomotfo a -tr r h, entonces S¡ (i) es ult camino maxima,l en el árbol [4 Prop 4-2] El

siguielte corolario nos.la caracte sticas de l¿s incrustaciones optiurales de un orden 5 en reLaciórr

con el álgebra en el cual está coDte[ido.

Corolario 3.2.1,7. Se|.n L una K riLgebro conm,Lfatil)a semi.simple, h : 0ll;' po'o al|ún t / t),

seanDt, D2 € So(ii) conDt l-proJurulo. ll seaD 9t)D2 un orden d'e ñirhl'er tle ni'L¡el d can

d, par- Entonces se cumple:

(1) Si LIK es no rantif.cada, erttonces H'"(Dlfi) : O'iK.2.

(2) Si L/ K es romi'ficod0,, entonces Hop (,D 5) : K- s¿ a sala s¡ ¿' < 2t + 1"

(3) S¡ L es isomorfo a K r K, entonces H'e(Dlt) - K'.

Si e¡¿ cambi'o d es impar' H'p('D\'): K* en ataLE-¡íer caso'

3.3 Incrustaciones explícitas

En esta sección fercmos explícitameltc en qre órdenes de Eichle¡ se inclusta optim¿lmentc un

orden ¡ q O.

Lema 3.3.1' Sttpongamos qtte So$l) : oo - or " - Dn es un camino d'e largo n- Sean

O €§'(5) gd€N. Enlozces ensteD'€ S¡($) talqte6(9,D'):d siu solo si 6(D6,9'1 1n d

odló(Oo,o).

Demostración: Primero probaremos I¿ sullcienci¿. Supongamos que O : O: para algún 0 I j I

n d (es decir, ¿(O0,O) <n.-d). Entonces O<i+(1< n, luego O¡aa € So(5) vó(O,Oj+¿) :d

como se queríil (véa^se frgrrra 3.6). Supongzrmos ahora que !: o: para algún d ! j ! n (es decir,

d<ó(O0,O)).Ento$ccs0<j-dlúegoO¡,aeSo(Í)vó(!,O1-a)=d(r'casefrgrrra37)'
Recíplocametie, seanO:!j É S¡(5) para algrin 0 < i < ,, y se¿ d € lil- Noiar clue en el caso

enquedl ¿ d,paratodo0s jInsecumpleó(!0,9r) ln d,od! ó(Oo,Or),porlotantoeste

caso no se consider¿. Supong¡,mos que e-xiste 1 l7l n t¿l que ó(!r,!;) : d. Ahor:r si 0:! tl I j

vd> ó(!¡,!) : ó(go,oj), entonces d > j-i+(.j-i)-i+ dlocualno es posible Ltego
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l-d-l
o¡

oo ""0 go-, o 
D^

Figue ll.6:

l_d_l
o'o

^ d ^ nl
lJo »,1 »n

Figure 3 7:

cn este c¿so d< 6(,Do,D). Por otro lado, si 0l j I i y ri(O¡,O): ó(Oo.rr) > n-d. en[onces

i- d: j > n - d,y er consecuelrcia j > n lo cual es contradictorio. Luego á(g0,Or) 1r¡-d.. D

Recordemos que si la rama ,9' de un orden es fini¡¿. esta se puede obtener a parlir de un camino

de laxgo ¿, digamos O0 Dt - ... -D., cngrosándolo en t para algún t, es decir. es de Ia fo¡m¿

S' = [J[o BIO,;r] err el árbol de Bruhat-Tits de M2(1í) (véase [a], sección 5).

Oe Dt 92

sr (5)

\._1_.,'
.,/", 

Dt 
"\.

so(5)

Figrue 3.8: Ilust¡ación de Ia construcción de un camino de la.rgo 2 engrosado en 1, en el caso en

que p: 2. En este ejemplo .90(5) : U,'?=o alOr; 1].

Se sigue que toclo camino cle largo maximal en 5¡(5) tiene que pasar por f)¡ - !1 ... - Dñ,

y como Ia bol¿ ce¡¡¡rda de Iargo A centrada en 0¡¡ (respectiramente en O") tiene diárnet¡o 2f.

etrtorrces D : d¡am(Sa(h)) = r, + 2Á. Recordemos tarnbién que un o¡den O' € ,9s(l) salc por una

hoja desde el orden rprofundo Dlt en 30(É) si ningún orden que está en el carnino que une O' y

0" es r profr.rndo salvo O", y O'es.s-proftndo pa,ra algún s menor qrrc r.

Lema 3.3.2. S¿o 5u(5) un camino f.nito de largo n en.groso,r)o en k, y se,aD un orden en S¡(fi\.

Entonccs eÍiste O' € So(5) taL que 6(D.D') : d > 2k si y solo si eristc O" < So(tt) \-proJundo

tal que 6(D,D") = ¡1.
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Demost¡ación: La sr.,fi icDci¿r aa i!.i1.i¿1. ¿isÍ .lrrc solo.lerliosLra.r'L.rLos 1¿ nc.esida.l S¿:a.! ntr

or¡.r t-prolllrllr, err -(,¡ iti l ¡' .eir Or a ,s,,iJr l rrrl clue i(!. !'l : l > 2l C'olsr'lerelnos el 
'oÚuTrro

-{ : {lS - ,lLriJ¡l ,iin.'¡l - rl}' E¡¡e c.¡jtuto cs finito l n''' ur'ñ ptes ( oxliere ¿r or St'¡r €

ún orderr ¡]t Eiclrl¡r.¡rrvir ranr¿ r'\ el t¡.llo de ,5¡iil. Sc¿ o" e -l tal clrrc c¿(!.!") §e¿ üininlo.

De osltártnros .lrl{. !// es 0 prohrürlr. Supo gaui,rs que rro k cJ. 1' se¿ll !¡ v !, 1OS dlrle eS

er el t¿l1o (1. -5LiJil r¿les r¡rrc rii!.!,i : r, t f ¡(i'.n,) - \1 - rniDu:':,, ji!" !'l l'

s11pon3¡lrLrls sir, prirrlida cle grneuliriacl quc i :i .7 i'i lo lenonlbr:rnLo¡ l.: rirrJrncs dr:1 ¡¡llc' erl

olde1l ütre,.-sol. Entr)]r.cs ¡eleruos tlue 11 .- A. hrcg,r reces:rliarrelac i < j- \oterrrr)s acler11,is clte

2t t<¡i!.!') :,ti!.¡,1 +iit,.!.'l+ j(!,.O") ¡,I-l < I inplica tlrLe 1< j i' Torncmos el

orcLen !, r cluc cs clisriltr: dc !, por el corllen¡ario pr_ecerl':'ntc' 1 un ordcn O"'cn S¡,|-tl) que salga

por unalLojrc1e !J 1¡¿1 .iueaiO, r'!"'):1I-1(tal!"'eri-ctel'¿1queB[¡r ;'\1+11 ! 5-¡('i)

IIL.rs r11- 1 ;. 1.. hego !,,, = -l 
por. r onstrurcii'rn). L¿ f\iste¡(i¡ dr' !/1/ con¡r'¡rclir:¡: L¿ minilll¿r,]ir1¡"cl

cie !" }a quc eci!.!"1 = Ce(!.!"'l* 1. Sc sigue rlue !" es 0-profurrtlo en -{l](J-l) com() se

rluerÍa.!

ol¡servación 3.3.1. E] lerla pr-c,:eclerÚe sr puerle cxterrrler' ¡rl c¿lso el qte ¿ - !l 1rrecliclnte un

peclur:r,ro reliurnitnto err a,L ¡[gr]nelto,:le l¿r ¿em,¡str¿cirjn, pa.Ilr nlr je ¡rrrde e:tlenrler al c,rsc, erl

r¡rc d < 2l p¿r-¿ rringllno dc lo-s dos lt¡rs .le r¿rrr¿s de tn orrlen il' Err el casrr cn quc S¡(jll 
's 

un

carrrir1o. b¿sLa ton¿r ült ..\Irrilro,1e 1¡,rgo 0. digarnos {i¡} engr_osado eri *. ¡-corrro la clist¿r:rrci¿r de

rlt,s rirrLe¡es 0-prr-,clurrrlr:1 cs siernlrre paI :i ii(! !') : /l es imprr ron ! 0-¡rr oliurrlo no exisLc O''

0 profrln,l,r rtrl qüc ti!.!,,1 :11. -\[á1oge1[antc se prrrcba qnc rl r-esu]ratlr [o se pLrecle ertender

¿rl c¿so rl: !L cu¡n.lo 5¡(r¡) es urLa hrrj:r, irLñuitzr,. pues la ilistancia de clos r'rtrietres 0-proliurdos

t¿rnbjón es slem¡r1,r: pir,r

Proposición 3.3.1. ,írpor,4rnros qLr¿ So(5) r:s l¡n 
'.arr¡.¡t 

o hn¡lo t:tt¡ra:n'lo cn k de rli ¡í't¡t etro D'

, s¿or¡ Oir ur¿ .-r:!ftno del tolto dt.5¡(.ll). ,5¿r¿¡l) O a Sl,i.J'll un ardcn t)-prt¡fu¡do q tl €li Entoncts

tt¡.¡tcl'aS'¡(rr)¿¿lq¿eOa!'t)r¡r n¿,¡-LrLsi9"r'losrri(!¡ Ol <D-iJ A) ¿rd ll¿l!r'ni'

Demc¡s¡ración: Sea !o OL ... !,, ei tallo dc 5¡(l¡) Sc;, ! € 5lrrl¡) trr orderr 0-profurrclo

\-rl a t\. Si rj I2A se:r Oi el or,lcn en el t¡1111r de.i¡(tl) t¡l rirre r)i!.!,) - Á- En¡orices cornrr

tr¡rlo o¡rlcn ¡'n el rallo rs A-profiurclo por dc6nición rie r¡rr-ra i gruesa. r{istr 
'' 

€ '5-o itl ) raf iue

ÁrC. ¡') : 21 1o cual irlplica la eriste»ci¿ p¡trr¿i c¿.la I < JA (le lü1 o¡cleri lr:i¡'rinti¡'l Or 
' -q¡(i) tal

rlne ó(!.!il : /. Nó¡tsr:.¡re t'n esle.aso se.rlrnple que rii!¡ i) 1' D A-< D (d - k)-

Si d >.ll cxisrc !, rn e1 rir11o tic -9,ri-il L¡] qrrc ¡l!.!,1 -. l. ,\h,rr:r. Ias sigrrieriles ¡rllrrri¿cit»rts

s.rrr cquir¡1.üt.s iirrri:ie]]do tso dtrerlo tle Lei)1á 3.J.1 I l'lri1¡ :l'iJ'il;

1) exisr:r !'€ .5'ri 11¡ r t¡l r¡rc d(!. !') : d.

23
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2) existe O/ Gprolundo e Sro(5) tal que d(O, O') = d.

3) existe 1 < j I ¿ t¿l que d(Ot.Oj) = ¡i - 2¡,

4) d(Oo,O,) <n.-(d.-2k):D-¡lod.-21: < ó(Oo. !.).
5) d-(oo,O) < D (d-k) o d-l < ó(06,O).

El resultado se sigue. E

i'
¡

D¡ ii
Oo. . eD"

0)

Figrrre 3.9: Represeirtación g¡áfica de los órdenes usodos en la demostración de la prop<-rsición 3.2.1.

Lerna 3,3.3. ,9ea So(5) un canrino de largo n engrosad.o en k an ¡¿ > l, ctlo tdllo estd d.ad,o

porD¡-D1-,..-D".SeanO",D6eS6(fi)A-profundostalesqueDoso.Leporuna,holad,eg6

g D6 sale por tna hoja d,e Dt. Entonces si rl < dio,m(S¡(f1)). etisten Dto.D¡6 € S6(fi) tales que

6(D.,e',.): á(oó, oi) : d.

Demostración: PoI la proposiciór 3.3.1, basra proba.r que ó(O0.O,) < D - (d k) o d - ,t I
ó(06. O"), y que á(Oo, O6) < D-(d É)od-e ! d(ro,Ob),con, = dl¿m(So(!)). Notaoos que

como O¿ sale po¡ una hoja de 06, tenemos que á(!¡,go) S h por obse¡vación 2.5.1. Por hipóresis

d < D, luego ¿(Oo. g") < D - (d ,t). Ahora, como O¿ s¿le por urra hoja de Or se tiene que

d(O1.O¿) < *. Entonces ó(0¡.06) <,i(Oo.01)+ó(Or,Oó):1+¿ < (D-d)+k: D (d,- k).

10 quc termin¿ Ia der¡rostración. E
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Capítulo 4

Resultados globales

Dividircmos este c¿pítulo de resultados globales err dos seccio¡Ies- una sección que cubre el caso en

que .Ú es conmut¿tivo y otra que expone zügunos resttltados en el ca-so en <Lue 5 es no conmutativo.

4.1 ^! conmutativo

En este c¿pítulo I es un cuerpo de números. 1' .L es una ll-álgebra semisimple que se incrust¿ en

una -K-álgcbra de cuaterniones l[ que satisface I¿ condición de Eic]ler. Hasia el teorema 4.1.1. ¿

es uua extensión cuadrática de ll. Sea J) uD order de ra¡go dos eu Z, y sea O I 5 ul1 orden de

rango maximal en 21. Denotemos por F(315) al cuerpo de representación de O sobre 5. es decir.

cl cuerpo dc clases correspordiente al g¡upo ]{- H(Dlk). Sca .N : 2ti *¡ Jr Ia norma reducid¿

adélica. Podernos ide[tific¿r el grupo de ideles J¿ corr un subconju¡to de !1j, vÍa l¿ iDcrustaciórl

d¿da. Cuando L : Kñ, se prrede probr.r que ,'V(J¿) c H (D1r1) frz, pág. 201, por lo tanto. clado

qne ,¿í.Iü(,,I¿) es el grupo de clases asoci¿do a ¿, sc tiene L ) F(D 5): F. Bccordemos que l¿

proporciórr de tipos de isomorfismos de órdenes eu que d se i¡¡crusta está dado pot 1/[F : .h]. Por

ser -L/7( una extensión de grado 2 tenemos dos posibilidades, podemos tener ,F = Z, en cuyo caso

tctremos sclcctil.idad. o bien F = 1{ t.' 5 se inc¡u-st¿r en todo orden de Eichler de nivel S.

a)

c)

b)

Obsérvación 4.1.1. Se cumplen ]as siguicntes correspondencias entre glupos de normas y

cuerpos de clases [t8]:

¡c es rarnificado en .L/X si y soto si @¡i g litN(J¿).

p es descornpuesto si y solo si -Íi| C ¡4.ñ(J¿).

f? es inerte si v solo si (2.¡¡i c Á "N(J¿) y K; { X' N (Jt).
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Conside¡emos ahora el anáogo optimal p¿xa H'P(D|ñ) defrnido en §2.6. A1 igual que ¿ntes

N (J¿) q f1'p(O l) ya que los eletrentos de ,-/¿. vistos couro elernentos clel aliiio ?[¡ de e]enentos

¿délicos de a. conmtta¡l crrn t- Por lo t¿¡to. ta,mbién se curnple r¡re I I F"r(Ol-!) : Fop. siendo

F'P a X el cterpo de representación asociado al grupo lí"¡/op(Oll). Entonces, la proporción de

órdenes en los que -[ se ircrusta optimalrnente viene da¿a pot l/ÍF"p : 1l]. Así rnismo. por ser

I/11 unn extensión de grado dos, cliremos que hay selecti,úd,ud, optim,aL coando I'"p: ¿, y en caso

de que F"p = 1i diremos que no Ia hal-. En el primer caso. 5 se inc¡usta en 1./2 de todas las clases

de conjugación y e el segundo err toclas.

Ahorir por el Teorem¿ de Hasse-Br¿uer-lioether-Albert pa,ra álgebrur-s de cuaterniones, Z se

incrusta en ll si y solo si ningún lugar de -h' que sea ramificado en A se descompone en ¿. Usa¡emos

un resulta¡lo de [3], que nos ayudará a determina¡ condiciones sobre e1 álgebla de cuaterniones {,
p¿¡¿ que 5 sea selectivo. Comenz¡¡nos con lrna versión optimal de [3, Teo. 1].

Le¡na 4.1.1. Sea ua ólgebra d,e cuaterniorles A L - K(y6\ un cueivo cuatlrótico sobre K.

Entonces, un orden, 5 tl,e rango mat:írnal erl L se itlcnota opt¡mabr¡ente eL todx los géneros

espinoriales en gen(D) para tod,o onlen d,e rango maximal D que contiene opti,ml,lmetute a 5, d

menos Ete I sea isom,orfa al átqebra lle cuate-rl,iones rle.f,nida por el símbolo ,1" Hilbeú (+)

Demostración: Defin¿mos F¡¡ : F,u(!t 5) : m¿.roc,¡F(O]5), donde O recorre el conjunto

de todos los órdenes de rango maximal para los cuales F(gl5) está deñnido, y la m¿ximali-

dad es en el sentido de co¡rtenciórr de corijuntos [3]- Se sabe que cuando dim(Ql) : p2 con ¡r

primo, .F,,,¡ siemp¡e existe y tiene una fórmul¿ dete¡min¿dzr, además ¡ C ¿ l3]. En p¿rticu-

Iar, F¡,¡ es I o,(. En 13] se dcmostró que Ft!.r es el cuerpo dc clases ¿sociado al conjunto

de uo¡mas reducidas de los estábiliz¿dores de .fl que der¡otárnos por ¡I(5). Entorrces como

H'p(Dlñ) 2 I/(i), se tiene que F'e C F¡r. NI¿s a:úrL, H"p(D fi) : H($\Hap(D t)). La, con-

tención f/op(Ol¡) ) H (b)H'P(Dl[) es clara- Pa¡a ver la otra contención, si b : C)Yl y a. b € q

sorr tales que uao-' ) 0ll. r,0a-t I oli+t) y bñb-l : k. entonces b¿o¿-1b-' .¡ t,Ol;lt ' = 5.

y ba0a-\b r 7 6¡2!;+116-r: g. Esto dice -qvr I Il (es decir. t es optimalmente selectivo) es

posible solo si !1 : fr#), pucs cn 13] se demuestra qúe Fv : K en cualquier otro caso.n. \^,/,

Como dijimos a¡db¿!) 5 es selectivo si y solo si ¿ : F"p o erlrivaientemente I(*.\(J¿) :
Ii- H"t'(Dl[). Sc inie¡e dcl Corola¡io 3.2.1.I que si .Í1 es selectir,.o entonces ¿/lt es dcsconpucsta

e. los luga-e¡ eu qu. el rriv"l de D e. inpar.

Diremos que $ satisface las condiciones de seLecth;ida¡l opti,mal (SO) si cumple lirs siguientes

condicit¡nes:

SO(1) ¿/Ii es no ramificada en los lugares frrritos.
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50 : e| l-l ),.."¿" L ' xt.u6¡.\^/
SO(3) ¿/7i es descompuesta en todos ios hrga,res p en 1os qte d"(.9) es rmpar'

Observación 4.1.2. Si se cumple SO(1) 1'SO(2) con I : il(16) pa'" alg'i" b € li (lL: K1:2')'

entonces D clebe ser una unidad no ramificada, y corlro -I es un¿ uni'l'rd, (#) O"O" *t no

r:miflcad¿- es decir isornorfa a M:iK) en los lügarcs finito§'

Observación 4.1.3. Notemos que gLobalmente h: Ox + f (ñ'lOt, luego 1zr' condición para que

el orden i se incrus¡e en un o¡den dc Eichle¡ de nivel S I'iene dacla por r-,o(S) ! 2r,"(J(11)) para

los lugares fr inertes par¿ I, dorrcle;'" es la valuaciórr en e1 Ltgar p y /(5) es el conductor de 5'

Resumimos lo ¿nterior en el siguiente tcorem¿.

Teorema 4-]..1, Sea f) urt orden erl una exte sión c'uaLl'rática tle cueryos L de K - Axtma que

2! satis.face la contLtción de E'ichler, esto es, o,lgún htgar arqti,mediano de K no ram'tJico' en\'

supongamos qlte existe una incrustación o¡ttirnal de 11 en algún ord,e,n d.c Ei.chler de niuel s ena-

Erltnn&s el"¡,sle un d .¡ncrust¡,ción optimaL tle \ en todo orden d,e Ezchler de nittel s, a Tnenos ql.Le

Ltcu¡-ran las con,d,icion.es especi,ales tLe seLectiúd,orl' so, en cuyo co,so fi sc incrusta. ex:actamente en

la mztad, d,e Los tzpos de isomorfr.smos tle órLlencs en2l'

Dernost¡ación: sea § un orden de Eichler en 21. Recordemos que si ![ szr.tisface ]a condición

de Eichler, e1 género espinori:rl de ! coinclde con su cla"se de coniugación Supongamos que -[ se

iucrusta er ! ¡' recordemos cluc por definición

N(./¿) : ll ¡/((¿ sx Ke)-) y

snpongamos que 5 es selectivo, es decir K-lú(J¿) : K- H"PlDlñ). como -L e Fop y ¡o! está

conteniclo en el cuerpo de clases de Hilbert ! el cual es no ¡amiflcado en los lugares flniio§, cntonces

se sigue SO(1). La coldición SÓ(2) se sigue debido al lem¿ 4.1.1, l¡ que 
"l 

U = (f)' ao"a"

L - K(',tü, entonces 5 se incrusta optimalmenie en todos los géneros espinoriales y por ende 5 no

es optimalrrrente sclcctivo. Por el co¡ola¡io 3.2-1.7 H?(.D t) = Ki, en los lugares donde do(S) es

impar. Luego fi ! lf.N(Jr). Entonces -L/1í debe ser clesconrpuesi¿ en los lug¿¡es doncle dt('9)

es impar.

Ahora supongamos que se cumplen la.s condiciones SO Para probar que 5 es selectivo b¿sLa

probar que N(J¿) r H"p(gl5). lo cual probare[ros loca]mente para cada lugar p'

Caso 1) p es un lugar finito.

1a) p es rarrlificaclo. Este caso no ocure dcbido a la condición S0(1)'

.B+'(! i,, : 
[..!_ ",r,, 

r:r , {l r ir,r] -.r"

)'i
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1b) t, es incrte. En cste caso como,\(¿;) = OxLKi2. y por corolario 3.2.1.1 si dp("9) es

impar fIiP(915) : li?. mientras qrLe si rJo(S) es pat lliP(!15) - Oi-"Ká'. Como

a^.rrmimos SO(3) se sigre qte Hff(t 5) = N (ti)

1c) ¡.., es desccrmpueslo. Entonces N(¿;) = Iq, y como siempre se cumple que ,\ (tr..) e

H*(Dlh), es claro que N(Ii,) : H"p@V)).

Caso 2) p es un lugar ¡eal. Entotrces. Oo = !1, y luego Ilip(O 5) = ,V(U),).

2a) !t" = Mr(,kr). en cuyo caso ó > 0 cn p. En este cáso Aop(Ol!) = R'. y como ü > 0,

.Lo=lRx1RyN(¿;)=R-.

2b) 1"=i{,entá.l caso á < 0 en p. y se cumple que l{oe(Oi5) = -¡¡(]E") : R+ : }-(C) :
N (¿¿).

Caso 3) 1a es un \ar complejo. Entonces Í ! M.:(K") y este c;r"so es similar a (2a.).

Se concluye que }(.¡¡(./¿) = K'Hi:lO ñ), por lo t¿¡rto -ó es optimalmente selectil,'o.¡

Los casos rest¿rrtcs por exa¡oiro¡ tlel c¿^so cox ut¿¡ivo, solr ]os tlos czsos err que Z rro es ulr clrerpo:

i) l=1irK.

ii) 5 = O¡¡[a], donde d es un elem€nto nilpotente.

Etr cl caso i) no hay manera de tener selectividad, y¿ que por Co¡ola¡io 3.2.1.1 y Proposición

3.2.I se tiene HY@1h\: K; para todo lugár p € S.

Observación 4,1.4. NotemoÉ que en cl ca.so í\), HY(D]-[) = IJ¡,(O) para todo lugar p. Lo

anterior debido a qtre por Corola,rio 3.8 de [4]. se riene IIn(O) : OriKi: si d es p¿r y He(O\ = K;
si d es impar.

El crrerpo de cl¿ses asocia¡lo a Ilo(O) cortesponde al 2-cuerpo de cl¿ses de Hilbert !. E¡to

quiere deci¡ que Fóp(Ol5) = E, e¡r coDsecuenci¿, 5 se inc¡usta optim¿lE¡ente en un¿ proporción

de 1/[E : .(] :2-¿ clases de órdenes, dorrde 2¿ = [X : Il] es el número de clases de o¡den 2. En

este caso diÍemos qlte b es t-selectino optirrldlmente. Er particul . Hlp@!ñ) = ¡Ie(O) quiere

decir qrre g se irv:rrrsta optirrLalrle¡rte err rura sola clase, la clase de Q. Eu corrtlashe, el Lecho cle

que el cucrpo de ¡eprcsentación F(O]l) = 1i nos dice que.[ se inc¡usta en cada clase. Iucgo.ñ es

l-selectivo optimalmente, pero no es selecbi¡'o en el scn¡ido collicnte. Dest¿rámos lo a.nterior en l¿

siguienle proposición:

Proposición 4.1.2. SeaL/K una K-áloebra d,e dimerusión 2 qtc no esun aietao, seaA=M2(K)

A sea, t un ord,en de rango 2 en L.

2S
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, S; L= K x K, entances h na es seleLtiro en el sentitlo optiTLal'

Li) Si. L = Klott con a trn elen¡,enttt ni)potet»te. entonces \ es t-sc1ectil)o optimnlmente con2t =

fX : K]. g se incrusta opt¡malmente en una únicd cLose Sin embargo' b se incrusta en torias

lo.s clases rle órdenes maú,mo,les.

4-2 ñ no conmutativo

En eSt¿ sección l¿s notaciones Sc manlienen corrro en la Sección Ante or a excepciól de qüe cn e§ta

sección ¡ tie[e raDgo ires o cuaaro r el concepLo de que _11 se incnlste opLim¡lmenLe en un orden

de rango úá-xim¿l O significa que 5 € O pero 5 É Otll (\'er Observación 3-1'1)

Proposición 4.2.1. Si b es un orden tle rango 3' entonces F"P(D|ñ) : Ji ln tonsecuencia' h

no es optímaLrnente selectiua.

Dernostración: Tenemos quc dim(7r!) = 3. En esle caso !t : Nf:(K) Supongamos que p :

li! .+ N{r(I{) es una representación fieL rle dimensión 2- Veremos q11e la rcpresentación n'r es

üreclucible. srrpongamos que Ia represenlación es irredrrcible, enLoEces el r¡rlical B actria triv-

ialmente lo que contradice que \, es una reprcsent¿,ción fiel, sah'o si -R : 0 Pero en cste caso

Kh = K x K x K, K x L cor LfK un¿ extensión cDadrática o 115 es una exteffió[ cúbica y

linguna de ellas tiene una representación fre1 de dimensión 2. Entonces p debe tenel un¿ sublep-

/¡r ¡\
resentariór de climcnsión 1, y por ltl tarlto 7i:¡ cs conjug¿da del áJgebra rLe matriees | ^ -- I

\ 0 Á./
/o ¡\

Li pa- i rl ,' J'r o.lr co¡ "n'cl, "r rLr ¡on' te,ad- ¿" '" nn n - | I Coro Srln' e'

\o o/
lnfinito y no corresponde a la rama de O6[o], con a niipoten¡e, por Proposición 3'2'1 tenemos que

H';(.r, t) = 7f' páxa todo lugar ¡p. Se siguc que F'p(O15) : lí.tr

Si el rango cle -[ es.1, I'?(! ]i) es la mayor subcxtensión de I/K en 1a que p se descompone

si s¡(l-to) es un oamino de largo mayor que 1 y eL nivel de Or es menor a diam(50(5p)) (cf Prop'

Proposición 4.2.2. SedD un ord.en de Ei'chlcr de nitteL S' Entonces para cada cuerqo F con

1{ q F q X. existe un onlen ñ de rango I que satls¡ace F(Ol¡) : F'

Demostraciónl sca ,4 cl subgrupo rla Gal(llK) asociaclo ¿1 cucrpo -F vía coücsponrlcncia dc

cuerpos cle cla.ses. Ellionces H :1 ot, ..,o, >' donde a¡ = le(pr) X/Il] para cierLos primosl

@.|rJ.)5edehn.coor,1ená.1.11coo1r]e¡¿Jacomo¿('9i)J=n|ii,=j,
dondc n¡ es un pa¡ánetro unifó.nizante en ú.i. v e(p,)i = l en óiió.so

l9
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1r1,...,fr,. Esco.iamos ¡:ll'":ro". Sea fi - O r J!/. donde 3/ es tn orden de Eichlcr de nivell

5J, entonces F(!]¡) se descompone er Lorlo lugar quc divide a J. Po¡ ninimaliclacl del cucrpo

rle re¡tesetrlación. F(!l-ñ) = ¡.a

2Notese que pá¡a que 5 se incruste en ¡, el nivé1 de O en el lugar p debe ser menor o iau¿l que di¿ineLro de

so (5" ).



CapÍtulo 5

Una aplicación

\os Bi15t¿rí¿ conocer'1¿ cralri¡l¿rci de i¡rclust:1.io[es optinielÉ]s no conjugadir,s tle rrl orclen cralt¡rier:r

rri rLrr or¿en cle Eir.h]e¡. C'orrl,¡ r'¿ r,elr,ion¿ürii¡¡ er la irrir,ocltr¿ción de est¡ tesis. contiü- cl¡ses .11

c,rIljügacirln dc ilic¡ust¿rir¡re's opailna]es tiene aplicar,cic,nes en olr¿¡ árcas cle l¿ I]]¿lr:rnítita. LrL

pr.irner paso parl e."e cáiculo es rl¡s¡rlol'l¿r ü1i sisreln¿r p¿ü'¿r cririt¿1r los ór-rlenes ¡le Eichler rlc trL

cie¡ro nir-rl .Lr1e collierLen un o¡cl--n ¡1¿¡,r1o localmente. 1o cu¿l es Lr r¡re se irar-á corno eplicaciórr err

estc capirulo. See jl un or.ic[ local cr:,uLcnido cn tl álgcbra rl¡ cua¡etnioncs ']l sobre ur1 cucrpo

cLenol€rú1rs por t-,7(n: A) ¡ l¿r c¿¡.¡cli¡¿¡,licl¡rl dcl conjtrto rle órrle[es rle l-]ichler ele nivel d c¡Lt' sc

ir{'rtjt¿n oDtürlirlnlcltc ori ('in:l). ED esLe a¡pítrú,r sr rl¡, utra fiiumrla r:rplicira p¿r¡. t2ir:l).

Arlerrá. se rl,r,ru,rlgoliLrrri¡ p¿1r¿r.:1lcular 5,¡lrrl) !.ua ¿1 ], 2. Para cllo clrtLstruirerno-q uri rlrrer_o

árhol ¡rsor:i¿rd o rr (.: ln; i 1 c[re Lie] rf rrn¿1 es¡r:rc tn!¡ más sclcill¡r. Tenienr io fijo i ,§0 (tl ) : al(r;,: i' )

llarrr¿rcnros or¡iert fu Eir:h.lxr oplinlrl a ul olden de Eithlcr cn cI cual ¡ le irr(rust¿ oplin¿]üa'rrtc.

5. 1 Núrrrrero de órdenes cle Eichler optimales de un nivel

dado

5.1.1 Caso 11 - 2: Frirmrrla general

Lerna 5.1.1. trir¿: ll:i¡lr¿: 1t:l,t-(,-1ti¿l l).

Derlostración: La plirrroa igrrrrlclaci cs trir_irrl. ¿si que ptolr;rrenlo:1a scgrrlcl:r,. Sea O¡ ir

"' t,,:(.lin;t)--51¡(¡l.crtLrrres('(rr:l) : -s|iJilrl). Se sigrre r1e l¡t estt¡tcl.¡r t del árb¡rl clc i
rlrr 1os órdenos 0-plofrrldos en C(n: 1l -"on los ó¡clcnes c¡rr'sorr r-ctinos cic ir.lgriu f), quc rro esián

.11
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en el t¿llo. Oo y O,, tienen q vccinos quc cumplcn esto. mieutras que O, tiene 4 - 1 a'ecinos que

cumplen la cordición pala 0 < r < n. Por lo ta,nto hay 2q* (n- 1)(q - 1) órdenes 0-profundos.tr

x)

Proposición 5.1.1.
0 si¿:0

¿-1 slr¿21

f;') si ¿: 0

(n+r)(q;r) -(n-1) si n+o 'a

t"t n, o¡ =['t

tr(r;1) : 
{

€t(n; k) = (z(t + (n -t)(q - t))(qtt)trk-1 si k>2.

Demostraciónr Es claro que €z@;o) :0 cuando n : 0. Pa¡a n 2 3, todo o¡den de Eichle¡

de uirel 2 es optimal y Ia cautidad de éstos es n.-1. Si ¿ = 0 y & = 1, c¿da par de órdenes

Gprofundos en C(0: 1) determiná u¡ orden de Eichler optimal de nivel 2, y hay g+ 1 de éstos. Así,

áz(0:1) = ("j'). Aho.a si n > 0, Oo y Oñ tiencn cada uno, q vecinos Gprofundos y un vecino

I-profuudo. De aquí se obtienerr 2(q{r) órdenes de Eichler optiuraJes de ¡rivel 2. Para 0 < r'< n,

,. tiele q - l liecinos 0-proflmdos v 2 vecinos 1-profundos. De los pa.res de ó¡clenes que podemos

tomar p¿ra form¿r un o¡den dc Eichlcr, solo en el par formado por los dos vecinos l-profundos $
no se incrusta optiDrahrrente. Se sigue que

€"(n:t\=rl,'1\ * tn t\(q- '\-,,, ,,= r, r la+r\
\:¿,/ \ 2,/ \ 2,) (D-l)

Por último, probaremos por inducción en k la úlbima {órmula. Par¿ & : 2, cada uno de los

2q + (n - 1)(q 1) órdenes l-profundos en C(rr,;t) tieue g veciuos 0-profundos y un orden 2-

profundo. Con éstos ultimos g * 1 órdenes, los (qll) paxes que se pueden formar, obtenemos un

orden de EichLe¡ optimal. Luego hay (2q + (" - f)(q - f))(qj1) órdenes de Eichler optimales, y

el resultado es ciedo pa¡¿ L = 2. Et resultado gene¡al se sigue del hecho de que si C(n;,() riene

(2q+(n-l)(a-1))q¡-2 vértices optimales. entonces C(n;l + 1) tendrá (2q * (z - 1)(q - 1))q*-',

y se repite el argumento que se usó para [ :2.

5.L.2 Caso d > 2: un algoritmo

Asum¿mos primero que q 12. SeaT=Dn-Dt-...-D" el tallo de d(n;&). Consideremos el

siguiente cocierte: Dos órdenes !', O" están en la misrna clase si ambos son r-profundos para algúrr

r > l. y si existe O, en el t¿llo de C(n;t) ta.l qlte 6(D',7): ó(O',O") : ó(O",O,) : 6(Ot',7).

Además. cada orde¡i dcl t¿lk¡ es el rinico clemento de su cláse. Denota¡emos por [O] a la clase

que reprcsenta O. Aho¡a. const¡uiremos el áróol simplificado dc C(n;/t). Rcprcsentaremos a l9']
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u do por uná a,rist¿ a lO"] si y solo si existen representantes 9 € lD'l y Oí € [O"] tátes que

6(Dt.gtt) :1. Por abuso de no¡ación denotaremos por d a Ia distancia inducida en dicho cociente.

El á¡bol ¡esuttante lo denotamos por C(ni,t) y io rFpreseniArenrtrs mediante el esquema de la frgura

5.1:

j_j
lool [o,]

Figure 5.1: Esquema del árbol siurplifrcado pa,r.r, C(n:k).

ca¡.lina idad de esa clase de órdenes

Denotemos por 7 a el tallo cle d(n;,L) y a su respectl,,o, iclentiñc¿ción en i1n;L). Diremos

que dos clases l9'1, [D") perfenecen a distintas ¿,aras si pa¡a cierto [O.] en el tallo se cumple

(t([ol.7) : d(tol'to"]), v ó([o'!-lo"]) > 6(Ie").'n. La »ara de un o¡den del tallo o,, es el

conjunto V(O") : {O' € C(n; }) 6(O' ,'D : ó(O'. O")} .. {O"}. Tenicndo en cuenta el esquema

del árbol simplificado de C(n; *), llamamos vér¡ice de close C a todo orden del tallo. Llamamos

vértice cl¿se 4 a todo vértice que esté en l¿ !'ara de urr o¡den Os en e1 esquema de la figura 5.1,

para 2 S s < n - 1, y los vétices rle clase B serán todos aquello vértices qLle no son de cl¿se A

ni de clase C. Todo vértice (,b - r)-profundo de clasc A en Ó(n; ,t) contiene q' l(q 1) vériices de

C(zr.;,t) (órdenes matitrales), aientras que 106 de ciase B coutienen q' (Figura 5.1).

Ejemplo 5.1.1. Esquema del ¿ixboi i(2:3).

iii
111
1 t_I

lool [or] [o,]

Figurc 5.2:

BABjj;:i:
11*",1,.t

i'
Il¿'

to"l

A la derech¿, de 1os vértices está la
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Ahora proccderemos a co ta¡ cuántos ó¡dencs de Eichler de ni!'el d h¿y en C(n:ft). Definamos

Sa(lo),lo'h =#19\ro2l (o,,o:) e [ol x [o'] y ¿-(or.o,) : di.

Observación 5.1.1. 1) Si [Oi] es urra clase de órderres (,L- r)-profundos en C(¿:,t) que está en

l¿¡ r''a¡¿ de [O,] , entonces d(tOl, t,o,l) : r. Luego, si lO'] es de cl¿se -L contiene S'-1(S 1)

órdenes ma-timaies. mientras que si cs de clasc B contienc q' órdenes ma:timales.

2) Puede ocurrir que d([O']. [t't) ( d y eústan ¡eprcseítatrtes [O']. [O"] respecti

vanerrtej tales que ¿(!',O") : d. La única rra,rrera de que esto ocura es que exista [E]

del mismo tipo que [g'] y que esté en la misma r.ara de un orden en el talto (o que [!8] sea

un o¡den del tallo en cuya \,8¡a estrán [O'] y [O"]), que [O"] esté entre [O'] y [98]. y taf que

d([ol, {al) + d([!s],lo"l) - d. E¡r este caso d = d([o'],lo'1) + 2d(lo/1, [E]).

Ejemplo 5.1.2- En la figura 5.3, al iado izquicrdo se aprccia la v:ara de un elemento del tallo !-
en C(n;3) pa,ra algún n, > m > 0, y a Ia derecha Ia rnisma va¡a el (;(n;3). Notar que Er n E2 y

,3iJ n 9Ba son dos órdenes de Eichler optimales cle nivel 4 en C(n;3). Visto en i1n; J). !8r O lsz es

representado gráficamente por [41]- [A]- [Er]- [9,,,1 [!B.2], mientras que E3nEa es representado

por el circuito [rgr] - [!8] - [Ar] - lA] - [!8¡]. Nota.r que todo elerrrcnto en el ci¡cuito se repite a

Io más una vez, y que todo circuiio parte de lE1].

[ar]

t!81

Irs,]

lo.¡

Figure 5.3:

La siguiente proposiciól nos da un algoritmo para calcrü¿r la cantidad de órdenes de Eich]er

optimtrlessiql2.

S.rE3
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Proposición 5.L.2. Sea d, un número natural distinto de 2. y sean 19'),19") dos 1)ér-ticcs erL cl

rirbol simplificado de C(n;t), |-prot'undo g (t - r)-p'rot'undo rcspett¡üattente, con 6(Dt,Dt'i : d.

En,tonc.es

i.) Si,lD'),lD"l son rlel tipo A ! están en tlisti.ntol ltaras, tenern,os 9¿(19').lO'D = ,t+'-z 1q-7)2.

ii) Supolt.gamos rye @'l U lA") son tleL t¡,po .4 lJ estdn en La tnistna rara. Entonces,

a) Si 6(lD']l.fD'l) : d , ienemos Sd(19'1,19")) : s'-1(¿r - 1)

b) Si 6(lO'l,lD')) < tl y no hay ningáñ elenetuto del tallo en el camino que une Ot con

D,, , tenemos s¿(la,),1o,,)) = s4+'-'Q - 7)'.

c,) Sri ri(fO'], [O"]) < d y hay un elemento del tallo en eI canúno gue une 9' con 9" -

tenemos q¿(lD').@r¡)) : qt-¡-2@ 1)(q - 2).

iiü Si lD') es del tipo A s l!"l es det tipo B, tene¡¡¿os 1a(l0'),@"]) = q¿+'-r(q - 1).

iu) Si l§t) es del tipo A y lD"l es (let t¡po C, tene'nos Q¿(lb'),19"1) : q'-'(,1 - 1).

u) St l9') y lp"l son d,et tipo B ! cstán en distintas uaras, tcnemos Q¿([D'),lD"l) : qt+"

ui) Srpongamos quc lD') y lD") son dcl tipo B a están en la mi"sma uara. E\totuces,

o) s, d(lo'1, [o/1) : d,, tenemos A¿(@'l,lD")): q'.

¿) .9t ó(tol. to"l) < it, teaemos S¿(lo').to")): s4+-'(s - 1).

uii) S;lDt) es del tipo B a ID") es del tipo A, tenemos Q¿(lDt),lDl!) : q¿+¡-1(rJ - 1).

úii) St lb') es del tipo B 9lD") es d,el tipo C, tenerno" Q¿(lO'l,fi"l\ = q'.

a) S;.lpt) y lD"l son del tipo C, te"entos 8¿(@'1,[D"]) = l.

Demostración: i) Como lO'l es 0-profuldo cle clase A, contiene q¿-1(q-1) órdenes rnaximales,

miertms que por ser [!'/] (t r)-profundo de clase B contiene q'-1(q - 1). Por otro larlo, si

Dt e ÍDtl y 92 € [!"] notcmos que Or n 02 cs un o¡dcn de Eichle¡ de nirel d v'a que lO'] y

[9"] están en distintas va,r'as. En consecuencia S,t(lD'),1D")) = qt+r-2(q - 1)2

ii) a) Cono altes [!'] contiene q'-1(q-1) órclerres ma-ximates. Si á([O],lO"]) : d, para cada

01 en lo'l hay urr único 92 en lD"l ¿ distancia d. Ag e¿(lO'1, [O"]) : qt r(q - 1).

b) Supongarnos que [O'] y [!"] están eu la va¡a de [O,,,]. Por Ia obscrración 5.1.1 (2),

debe existir una véltice E en la vara de [O*] tal que [O"] está entre [!/] y [!§] mieniras

d = 6(le'l,tD"D + 2ó([r'1. [!s]). se¿n t : .'([o'], [a]) v i¿ : ¡([o"]. [¡0]). Entonces
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I h = t- r v d - l+h (Véasc figura 5.'1). Dc est¿s úl¡imas ccu¿ciones se deduce

que h = !4:1=Ll. ,A.hora. exis¡er q'-'(,t - 1) pares de órdenes (!Sr.A2) € [o'] t lt],
con ó('81.Er) = l. P¿ra c¿d¿ orden É' e lA] debemos regresa,r por el cnrrtino que rtne

lf] y IO"]. En cl p¡inrcr paso. de las q ptxibilidades. solo q l son válidas (en C(n:t)

no es válido regres¿x por un camino yrr recorrido). En los siguierttes pasos hablán q

posibiliclades cada vez. En totai hay 4fj pasos. Se sigue que dart,..r ur, orden !8' e [!8].
r lJ+'-¡ r_r
hay q-----'(q - 1) ordcnes de Eichler de nivel /r de la formaÉ'nD',1. con Off e l!"].
Conclui¡nos que 9¿([o']. [o"]) = (s' '(,1- r)). (qLf -'(q 1)) = q&+-'¿(q 1)1.

to-l

Figure 5..1: Posicirin relzr,fiva en I¿¡ la¡a dc [O,,,] de los órclenes rrs¿uclos en l¿l dem¡.¡st¡ación de Ia

parte i¿) de Pop. 5.1.2,

c) En este caso d : r + ¿. Suporrgamos que [O'] y lO"] estárr eu Ia vara de O-. Hay

q¿-r(4-l) órdenes de Eichler de la forma'BnO-. todos de nivel ¿ con E e [O']- Por otro

lado, a cada uno dc estos órdencs le corrcspondc un camino en C(n;[) que parte desde

u ele¡¡re[to eu [O'] y termina err O-. Si queremos ertende¡ uno de estos caminos Last¿

llegar a un orden en [O//], dehemr¡s hace¡lo en r pa-sos. En el primer pzr,so, de las 4 - 1

maneras que ten[lo dc extende¡kr (1'a que O,. es tm cleme¡to del tallo), solo son vriJidas

q 2, la otra posibilidad corrcsporrde a recorler u circuito en e1 caurino ya recorriclo lo

cual no es posible. En los siguien¡es r - 1 pasos hay g nra,nems de e\-tende¡lo c¿da !'ez.

Esto nos cla q"-t (q 2) maner¿s de extcnder los q'-t (q - 1) caminos correspoldieotes

a los ó¡denes de Eiclle¡ dc nivel ¿ lbrmados por la in¡e¡sccción de O- con Ú¡ elcmento

en fo'1. Sesiguequ.A¿(lo').19")):(q'-t(q-1)).(q'-'(q z)) = rt+'-zQ1 t)Q¡-2).

iii) Similar a dcnostración de i).

36
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iv) lO'l contiene q' r(q 1) órdenes maximalcs. micnt¡a,s que IO"] : {O"} .A.demás ha1

exactamente un c¿mino que uue uD elemento de lO'] cori O". Por Io tarrto ga(lO'], tO"l) -
qL-t(q - 7).

r') Simi)ar a d.nrosrraciir dc i).

vi) Snnilar ¿ derrostración de ii).

vii) Simil¿-r a demost rnrión de i).

riii) Similar a demostración de iv).

Lt) Este resultado es trivial.

tr

Observación 5.1-2. 1) Notar que cuaDdo q : 2. la parte c) de it) en Prop- 5.2.1 es un caso

r'acío (ro hzry suflcientcs órdenes pa.ra regresar sobte un camino rccorrido). Sin embargo La

proposición sigue sicndo cierirá para q : 2.

2) Si partirrros cle un vértice optirnal, digarnos '¿r, y vamos a pa,¡a¡ nuevamente a !1 estanlos

conb¿ndo dos veces los ó¡denes de Eichler optimales.

Para ilust¡¿r el uso del algoritmo Io usaxernos en urr par de ejernplos.

Ejemplo 5.1.3. Cc¡usider-ernos e] árbol i(2;3). Cotrtaremos cüartos órclenes de Eichler optinrales

de nivel 5 hay.

Paso 1: Escogemos un vé¡tice optimal y niarcamos todas l¿s clases de ó¡denes que están a distancia

5 de ese orden. En la figura escogirnos el vér'tice ¿,s.

1,0 ¿:t !2tiiltl
t_1_¿

lool lorl [oz]

[igu¡e 5.5: Esquema clel p¡rso 1 del ejernplo 5-1.3.

Notar clue para llcg¿¡ al prilllo¡ rértice n¡¡caclo con @ que está en la r,'ara de [O¡], partimos

del véfiice ro llegamos hasta [O¡] y luego nos dcr,olvemos hasta llegar a @. Lnego, usando la

3i
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Proposiciól 5.2.1. más precisamcnte la parte ó) de ri), uli) y czii), ¡'surnando las cautidades

correspondienLes a [odos los vér¡ices ¡¡ra¡cados. obtene¡]Ios que ha¡'(11(q 1)+q3(q-1)+q3:

q6 órclenes de Ekhle¡ optim.lles que tienen corDar origen el vértice tr6.

Páso 2: Dibuj¿mos el esquenra de ¿(2:3) sitr el vÉrtice que \.a utilizamos (er el siSuiente cjemplo

quedarri claro el porqué de esto). A continua¡irin repelimos el Pa"so 1, Pero p¿,rtiendo del

réfiicc ul en lugar de 25.

1:l 112

lli1ti
T-i-T
[oo] [or] [oz1

Figure 5.6: Esquema del paso 2 del ejcmplo 5.1.3.

Usando iii) y La parte c) de ii) de la Proposición 5.2.1 cont¿mos q3(q - 1) + q3(q - 1)(q -
2) - q3(S - 1) : S4(S - 1) órdenes de Eichler opiim¿les que tieuer como ulro de sus extremos

ai vértice 1\.

Paso 3: Dibujarrros el esquema de Ó(2,3) esta !€z elirnin¿ndo los vértices uo y ¿'r- Repetimos el Paso

1 usando lz en lugar de r'¡¡.

lool lo,l [o,]

Figue 5.7: Esquema del ptrso 3 del ejemplo 5.1-3.

Por simetrí¿, aI igual que en el paso 1. obtenemos q5 órclenes dc Eichler optimales que tienen

como uno de sus extremos al vértice o2.

P¿r-so 4: Sumamos todos los ó¡dencs de Eichle¡ optimales obtenidos cn los pa-sos anteriores p¿r¡a

obtener el total clc órdenes de Eichler optimales, que vicne dado por s4(3S - 1).

'ü2

Iit,foolIl
A-I-i

:J5
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Observación 5.1.3, 1) Supongamos que q > 2, Contemos los ó¡denes de rivel 4, ¿c Ó(:;¡)
que p¿x¡en de L,g corrro en la figura 5-8. En¡onces puede haber rrrás de uua ma.tca en urr¿

mism¿ \,¿r¿. Notemos qre Ios ca"nrinos de to a ¡,0 estlrrl contados dos !€ces, luego está c2ntidad

debe multiplicarse por j.

Figure 5.8: Referentc a obser ción 5.1.3 (1).

2) Si coftamos los órdeües de Eichler optüuales de ni r-ei 7 ell ó12;31. -v partinros cort¿[do desde

r,6 podría.mos caer eD un vértice optimal como se puecle apreci¿,r en Iá Íigura 5.9 clonde vamos

a pa¡ar ¿1 vértice rr1. Despuós cuando contemos dcsde ut podríamos caer en el vérticc ¿b

nue\arnenle. Es poi- esto que eliruinarnos los !'értices opti¡nales desde donde ya contamos-

:\l)

U!

T

¿2

i

I

f1

j

I

DO Dr L')

"a?rll
IIlt

i_i_1
[oo] [or] Io'

Figúe 5.9: Refcrente a obserr,:ación 5.1.3 (2). Los ca¡ninos parte[ de ¿!0.

[!ol l!L] lozl
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