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Resumen

Sea q nn núnrcl'o n¿tnlal. Consiclcrcrnos cl sisterna riiférent iai

ift) - Dlt)uft) +/(f)+ G(t.v(.t)'). (1)

rkrlrle 1):l,R ¡ Rq''7../:lR ; lRq. G:lRxlR'r + lR'r. ¡7:lR +Rq. Llsa,lrlof :R ; lR. urra fiuicjótr
cor,{taute a trozos de tipo gelcltr,iizado. cc¡ustrrlirliis la sigtriente ecuaciótr dilcrcnci¿¡.1 coll ¿tgulnento
coltstallte ¿r trozos

,(,t) - D(,t)z(t) + /(f) + c(r.;(-r(t))). (2)

Estudjauros 1rr posibiliclacl <le clue r.rrra solución : de (2) cstrl ct¡rc:a de una solución g rlc (1) crtrndo ia
frtrx:iiiu -i esté cet c¿t dt 1¿r liLlciól ideltidad. Se irl.estiÉia l¿r cxistcncia tle soltrciorres ctrsi-periódic;ts di-'

1¿l cctaciórr rlifererrc:i¿rl corr argLrrrcnlo conslante ¿r trozos de tipo gcncttllizirdo (2). 1o cual coullela cl
estudic¡ rle c.crraciorrcs err tliféretrcias. \'{ccliartc el rrso de teore11l¿ls rlt-'punto lijo ¡'el }erra de C,lronrl'¿r11.

se obtielerr las concllcioncs suficicltcs para Ia existenci¿r v rrrricrid¿ril tle solnciones casi-pcricitlicas rle

este sistelna, como ta,rrrbil:n <:orxlit ioue,s que ¿scgLlr'¿ln l¡i estabilidad expor Llr Lciztl. Nuestro-q result¿rrlos

solr r¡l¡teriiil¡s rrsaldo 1¡r teor'í¿ cle ciicotomía cxporrerrcial. la cual en cl i:aso <trsi-peliódico dot¡r a l¿r

rnatriz r-lc Grccn ¿rsoci¿xla rlc urra bi casi¡reliócliciclad.
F irralrnctrtc. probrunos que el arrálogo cliscrcto que se obtierre de l¿r ecu¿rcióu diferenc:ial con ¿l1grl-

ureuto constauic a, t1-ozos (2) 1'e1 sisterla cl»rl inrro (1) cstárr efectivar¡ente celca. lo qtre los grn'urtiza
que. un¿r sohrc'irin rle (2) puede ser usada colrro 1r1.r¿r aploxitntrción r.lc ttna solución de (1). Apllcate-
rnos 1os resrrltados otrterriclos err un cjernpLo corrcleto. cspccilicametrte estudia.remos sistcrnas cle lecles

rreulon¿rles. dolric los rcsult¿rcl¡s se r.erárr re11ej:idos cn urr¿l siurulaciótr i:omptrtat:ioual.



Abstract

Litt 17 be ¿r ltatur¡rl rl urrbet'. 'l'his rvolk is detlicatcd to studv tlte' ststcnt of rlifft'r'cut,i¿rl ecluations

!1(t) : n(t)y(t) + .f (¿) -r G(.t.y(t)). (1)

rvhcrc D:lR ! R'/\'/../:R +lRq. G:lR¡lp-r -,r lQe,9: iP. + lR'/. Li:t ^,:R ; l{ be a picccr'r'isc:

coltst¿rnt lirrrctlon ol gcncralizerl trpe. anel t:orrstt uct tirc folkrrvilg cliffclcntial eqrtation rlri¡]¡ lrlsrr'§ is.'

constarrt algtr nrcnt
:(t\ - D(f '¡zlt\ r ./(t) + G(r. z(i(f))). r.l)

\\¡e stud.v the possibilitv that the sohrtiou z of ihc s¡.sterL (2) is lctr.r of soltttion y (1). ,,r'henevel thc

lunciion -r is close io the iclentitv frurctiorr. \\rc cstablisli thc cxlsteuce ol nhnost-periodic soilttiotis

Ibr.the cliffcr.r:rrtial equirtior rvith piecel'isc colst¿r,nt irlgurlent of gr:rrer.-aiizccl tvpe (2). This arrall'sis

ilivolvcs the stuilr. of stlle dilfelcnt:e. equations. B¡- risilg fixtr1 poirrt thcoretls ¡rttcl Glortx'¿ll s lenrtn¿.

s¡:fficir:rrt colrclitiorrs for the existcrrt:e and uuiquerress of alrtrost periodic solltiorls t¡f this sl'steln are

ol¡t¿¡,irretl. like also conditii¡Is that assure its exponcltial stabi]itr- . OtrI ruain lcsult-. ale cleducctl fiotrr

t|e exponentiai ilichotolrLv thcor'1.. r.hich in the irlrlosl-pcliotlic i:ase irlplies that thc associaterl Grcert

rli¡,tlix s¿tisfies ¿L bi-¿rlmost pelioilicitv propert\'.
Firallr-. r.c pr-ove that cffcctivel]' the disclete analoguc fr-orn the cliffcletLtia,l eclrratiott u'ith l'ic,:"1is.

(ioltsta,nt ¿r1g1rrte¡t ¿lnr1 tlie solutiorr of the coltirLrrous systenr ate closc. l)toving th¿rt tlte soltitiort of

(2) ci,i¡ he usetl ¡.s ¿rrr apLoxiuratirirr if ¿r borrnrled solutiou of (1). \\'c ¿rpplv ori¡ abstract thcoleurs to

¿i coucltelc cxarrr]llr:. spccilica,lh. ra,.e stucl1. cellnl¡,r' ncru ¡tl network sJ.stelrls. Thc lesnlls iirc tested $ith
;r corrrputat iontrl sittrtlation.
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Introducción

c1¿rrrés Halald Bohr'(18i37-l9i1i cntre 1923 ¡- 19?5. cn clos ¿rrtít ukrs lxrlilicarlos bajo el título corlúur
.,Zur' 'fhcorie cler- Fast Peliociiscrhc Frrnktiorrerrn. La teor'í¿r rlc las frrrrciorres casi- pcrt ióclit:its de Boirr
sc lcstrirrgue a l¡i cl¿st-. clc l¿s lirncii.¡rres I ; lR -+ (C coltiruias. E1 tr»incipal ploblettra cle l¿ tcoría
ititrrsiste err citr¡lctcriz¿tt' li¡, t:li¡,se c1e las lnnciorres coltilLt¡,rs / : 1R + C <1ue pueclatL scl a¡»oxirladas
unili¡'lri,:rlent-- por priiirourlos tligonorrétlicos. es clccit. pol fiurciortes

TlrT:fcrri\'". r.R.
L,_

clolLde c¿. e-c ltrrd col.lsl¿¡lltc cornplejtL ]- ,\Á cs luril corrst¿uttc tc¿ri. L¿¡ soluciril a till irr-otiletna ftte la
prirrcipal contriinciórr cle Bohr. l,rr liqrreza de la t«¡ría irriciacla pot Ha,r¿ikl Boiu sc pole de tlarti6cstri
cn ltrs gcrrer trlizacioncs t' aplii:aciones tle ósta. Errtre las gcrrcr'alizaciottes cst:in por eienplo el estrr-

rlio rle 1¿Ls funcioles i,asi-periódicirs con valores cl cspacicrs cler B¿rn¡ch itticiaclo pot S. Boclurer 117'. lit

lcor'í¿r tle fiurciorrc¡ ctrsi perióclicas defiirirlas sobre grupos debirla a \rcrtt NcLLrr arn ilT r'ltt teorítr cle Irrs

luncio¡res psenrlo-ca.si-pcliticlii as iutlt¡clucicla pol Zlrtr.ng cn 1992 34- 35'. Errtre la-s aplic¿rcir¡res esl:írr

1¿rs ei ¡¿cio¡es {ifcrcrrciales orclinari¿rs I'err lil clecatl¿r r1e los 90s rros etrcol]tr¿trtlos corr los ]'rirrrcros
tlabajris soblc c¿rsi perioiJiciilnd cl ecuacloncs diférelci¡rles col argll lettto constaute ¿ tliizos. ecua-

ciolcs introducidas por Clooke and \\¡ieriel err 19¡i4 i14]. I-s srilo ctr los últirrtr¡s :lrlos c¡re Akluiret i2]

i¡trodrlcc cl cst¡rlio r1e ecLracic¡rir:s iliférencialcs ( ou algLlnlcnto c'orrstatlte a tt,-izos rle tipo gr-'treltrllzaclo

(DEPCT\G) l.con ello surgc cl cstrrclio rle estc lipo tle ei'uacioncs err el ca-.o crrsi pr:r'icitilco 1.11.i28 .127.

Uli.t cic }¿rs licluezas c1c ru¡r ec rr¿¡,ciótt con arglurelto constiuite ii tlozos es sll lt¿ittll ¿lltrz¿l tlti¿rl. tarlto
<:orrtinr¿r corno cliscreta. sielilo posihle obteuel plopir:darles cualit¿rtivas de estas rrrtat:iones valiéttdoltos

rle su n¿itur'¿r1eza discrt t¿r. l¡r cu¿rl se r,e couclctizacl¿r er ul¡r ccrr¿rción en clifcrr:ticias fucli,eurerrte Jigtrdl
¡ 1¡ll¡. Tirrtr»r¡!-c 1¿r clirrárlica es: d¡,da rrla ecuaciiirr rlifelcnci¿rl, le asiici¿rntos rinri LIEPCT\G clc i¿i cual

del iyaur¡-. rrrra ecuaciól ctr iliféretrci¿rs.

Ecuación Difererrcial * DEPCAG * Ecuación en Diferencias.

aná,1ogo clisr:rcto cle l¿r ei:tr¡,cióti dilcrcrLcial. r.a clnc puerle het eclir' lrlopietlacles cnalit¿ttir'¿rs como: tlico

tornía expolrrrci¿rl. cxisterrci¡r l¡ unici.lad do solnciones. cst¿rbllidad. \'' t¿¡nilriérr ploiricrlatles .11¿ntita-

Nue-stro tr¿il¡¿rio tleue su górrcsis eri Ios ¿rltíirrrlos der Httir,ug et al. f2-1. 22]. doltle se ersl.utliatr sistcrrt¿rs



ÍnrJ,i.ce r) eneral

rle leiles rLeruales de r¡r célul¿rs. que sorr descritos pol el sigrLiente sistenra diferenci¿l

(1)
j -.)

lJn 122. los antores estrrcli¿n eL compoli amielto de l¿r siguiente ccu¿rciór tlif.clcnci¿rl coll ¿r1g1r11iclto

corlst¿l,ntc 8 trozos

d,u,lt\ 3
- o'(t)s'(t\ > 'b'i(t\llor

.i:1
(2)(,, ([:] a)) + n,ri,

rkrtelmina,rrrkr condiciolcs srificier¡tcs lrartr la existtlcia ¡- estabilidad expouerrcial cle urr¡r riuic¿i so
lución casi-pciiódica del sistetriir rli-screto fi¡r'rl¿r<kr apartil de Lr DtrPCl,\ (2). ,\clcrrás. ¡rol rncdio clc

¡r,r'grtrlento colrst¿Ilte a tloz.)s (l) ,',)u!r ¡Urr',xirrliLriór,1¡ rru[ solucióI clel sisternn dif'ele cial (1).
Noso¡tos pudirrios o}¡sclval qrrc. 1:r capaclclacl dt irploxirlar de (2) radi<:ri err kr sigrierrtc

[;], 
r +o,c,a.ndoá+o,

cs ciecit. que l¿ firlciriu coDstan¡c ¿r trozos us¿rci¿¡ aptoxirua ¿r I¿i iileltid¿rc1. crr¿rlclo d ticlrlc ¿r cclo, r-el
tarubiérr 115. 20]. Esio liis llcr.-a a querer fblrnul¿rl lesultarlos r¡ie gclclirliccn 1o obsc,rr.¿rdo err 121 . 22].
Plirtiero. getrer aliza irilo los ol¡icto¡ de estuiiios. es rlecir'. las ecrr¿rcion (1). (2), dc Ia siguierrte rlarrera:

1'"" Esturli¡u enros el sister¡r¿l clifcrcnci¿rl

ú(t) - D (t)a(t) + "f 
(¿) + G (t, t)ft)),

donde D:IR -+lRq'q, /:lR +lRq. G:lR xlRq +IRq,9:lR +lRs.

(3)

2d' Trabajaremos con l : IR + IR, una función constante a trozos de tipo generaiizado, definida por

?(¿): s¿, para¿ € ¿ - [s¿,s¿+r),

donde a : {r¿}E_." e lR es una srcesión, tal que, s¿ -+ too cuando i, -> frx,, s, < §i+1.
AsÍ construirnos la ecuación diférencial cor argumento constante a trozos

2(t): D(t)z(t) + /(¿) + G(t,z(1(t))).

Heclx¡ esto. tletelrnin¡rlctttos cotrilicirlres srrficientcs ¡lartr 1a existerrt:ia rlc una única solnciól c;rsi
pcriódica rlc la ecui¡,ción eu cLifctcncias as,rcl¿lda a rle l¿r cc¡ración con argllllerrto (ustantc a ttozos
(,1). Esto sc Jogrará Lrsartdo ittgtttnrrutos cJer pnuto fijo ¡. el }u¡ra ckr (}olinall. l,str¡s result¡rtlt¡-q y
lrí:torlos usados se ba,-s¿ur err la teor'ía de clicotoniía erporrerrciai. 1¿ rlrrc rros i:rrtrcga proltier-lacles cle

bi-t:asipelioilitriclacl par:tr la r:rril,tliz (le Greer asociacla. t¿into err el caso continrrr¡ colno c1l cl cliscreto.
Filalurcll.c. conseguirlos rrl irtlcLt'sarrte resrrlt¿rcio i1c irproximaciórr: Iirra si¡lrlr,irjn acot¿cl¿r de la,

eirr¿iciót ditil'ettcial (3) está talt cer ca c orr o qrier¿:lrlrLrs ile uri¡l sohrciórr ¿rcotada de la er:rración dj tirelci¿l

(4)

x



Ínrlice generul x1

con argLurr--llto «)ilsl¿utc a tlozos (1) si. c1 ltlrgo ile los iltr:rr,¿rlos clorxle 1a filción ^, (ts cotlstallte cs lct

s¡fi cierrteureltc pcqueiro: es clecir'. rrrra soluciólr ¿rcr¡tad¿r de la ccn¿rcirjl difér'elci¿l (3) es a.prrtriitu:rcltl

Lrnifonnerncrrte etr iR por rura solucidrn dc 1¿r i:cnacirjn clifclctrcial colr algurtcDto cL¡rsiatll(-'n trozos (1).

cu¿r nrlo
.s11!] ¡i+1 si + 0.
t; !-

(-'¿r1;c rlestacar que, nuestlos rcsitltarhrs rro sóio sol ,"alidos para ecuaciottes dlfcrcnci¿rles cu¿i1e-*cluie-

ra. generaliztr,n ¡'clal tua ilerrostrac'iól lbrur¿rl ¿i krs ¡:esrrltadr¡s r1e Httirng ct a1. 122]. sitro quc r,'qrLior,'rr

mcnos c:orriiiciones. La aplicaciól ¿r sistenas tle redes tl urorr¡lies se rletall¿rn en cl C:rpítuio il dotrclc,

adern¿ls. simulaciones cornputaciorales nrostr'¿r¡ir 1a fiictit¡iliclari ¡'pli:cisirirr (le rtestros lesrtlt¿rrlos.



Capítulo 1

Funciones Casi-Periódicas y Funciones
Constantes a Tlozos

1.1. Casi-Periodicidad

La casi-periodicidad es una generalización de la periodicidad. Harald Bohr definió las funciones

casi-periódicas como la clausura de1 espacio de los polinomios trigonourétricos, es decir, funciones de

Ia forma

r@) :f c¡e'^ñ,
k:1

donde c¿ e C y )¿ € 1R, con respecto a la nornta de1 supremo.

Una defrnición de función casi-periódica, equivalente a la de Bohr, fue dada por Salomon Bochner

(1s27).

Definición !.L.1. LIna función conti'nua f es casi-peri'ódic:a si tod,a sucesión If ('+t.))Lr, ¿e tras-

lac'ir.tne-s d,e f tiene una subsurcsi,ón, conuergente u,ni,formeme'nte enR.

Definición 1.1.2. (Retatíuam.ente denso) Sea a C 1R, to,l que (a,i) es un grauo arli,t'iuo. DiTemos q¡ue

B e ,\ cs rels,t'íaamente d'enso sobre A, si' para toclo e > O, eri.ste l(e) > 0, tal que cada i'ntertalo de

largo l(e) contier¡e al menos u'n' elemento d'e B.

Bohr probó que la defrnición 1.1.1 es equivalente a ia siguicnte, 1a cual emplearemos a 1o largo de

nuestro trabajo:

Deffnición L.1.3. Sea A C R, t¿l que (A, +) es un grapo adi,ti,uo y (]E, I l) zn esytaci,o lin'eal de

rlimenlión f,rr,i,ta. Sea g :.A + E. Para e > 0, r)enoturnos

:rb,r): {ze A: ls(r+z) - g(¿)l < e, paratod,ot€R},

g se d,ice casi-peri,ódi,ca sti para tod.o e > 0, T(g,€) es relat'iaamer¡,te denso' Cad,a, r e T(g,e) es l'lom'tt'rlo

e-peri,odo d,e g.



C'upíhrlo 1. Fttr¡t:'i,on¡:s Cosi P er"ió dln¡,s u l'un,ti,r¡nr-.s ('onst an,tr: s o. Tntzos

Definición 1..L.4. Sea A c lR, f¿l qze (.4, +') es un grupo aditiuo 'g (8, I l) uz espac'io lineal d,e-

rlirn en.si,ón, f,nita. Sea ¡1 ; N xlR + lE. Sean e )0 yW cP" compacto" d,enoto,rrt'os

1:(s(-,k),W,e): {r e .At s(t+ r,k) - s(t,,k)l < €, pardtodote R, paratod"ok€W}.

Diremos que- g(.,k) es ttni,forrrtem,en,te casi-peri,ód,i'ca sobre compactos, si, para tod"o e ) O y 'para tod,o

conjunto compacto W C lR, T(¡¡(,k),e ,W) es relatíuamente denso. Cada r e T(g(.',k),e ,W) es

llamado e-peri,odo de g.

Directamente de esta definición no es complicado obtener las siguientes propiedades furrdamentales,

que enunciamos en los siguientes teoremas, cuyas derrrostlarioles podemos etcontrar en 17, 17, 19].

Teorema L.L.L. [17] lJna fun c'ión cas'i-periód'ica es uni,fórmemertte contin,uct y acotada.

Teorema 1.t.2. [7]Seal:1R +C. usi-peri,ódica. Pa'ra todo e > 0 eri'ste 6 > 0 tal q'ue' sir e T(J.t).
entonces (r 6,r + 6) c:f (f ,e).

Teorema L.L.3, [17] S'i f A g func'ion,es casi,-periódi'cas, c e C y a € lR'. Entc.¡n.c:cts kt's s'igui entes

funci,on,es sort cas i-yteri,ó tlicas:

i) j{r), cJ@), f (r+e) y f (ar)

li) f(r)+s@) a.f@) sb)
+ /-\iii) i;,si\<m< s\r).

Teorema L.L.4. [17] El tími,te uníforrrue de una su,cesión tle fun ci,ones casz-periód.i,ca,s es urt'n'.fu,nción

r:asi-pc:ri,ó cli,ca.

Denotamos "42(,4, E) como el conjrinto de las funciones casi-periódic:s de,{ en E. Como toda

función casi-periódica es acotada, para 9 € "4P(A, B,) podcmos definir.

lsl* : t"p g(¿) l,

así tenernos que ("42(A, E), ] 1"") ". 
un espacio de Banach.

. Si corsideramos A - IR, tenemos el conjunto de las funciones rea.lcs casi-periódicas ,zl,P (1R,18).

. Si consideramos N: Z, tenernos el conjunto de las sucesiones casi-periódicas AP(Z,E).

. Los rcsultados que obtendremos a 1o largo de este traba.jo serán colsiderando lE - IRq y IE : Cq.

A continuación presentamos una consecuencia fuldamental de la casi-pcriodicidad.

Teorema L.f .5. [17] S'i f es una fun'ción co,si,-¡te.riód:ica, enton,ces eÍi,stc

. ,.h+T
li-: / f¡r1dt -Mtrfj.

1).i: I J h

u,ni,Jormern ente con respecto a b. tw {f ) es ind,ependiente de b y lo llannmos prom,ed,io rlc l,a función
casi,-periódi,ca f.
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Eu cl sigrritnte teolerl¿r enuuci¿rrlos un listado de plopiedrdes del plorlcdio dc uu¿r fitlciort c¡.-i-

¡reúó11icti.

Teorenra L.1,.6. [17] Seo,n. .f y q funciones aui- pr:r'i ód i,at s. Se 'reri,.fita qtte

(i) tt {i} -tuÚ¡
¡tt) lI tcf]r - t Lf {.f}, para c. C..

(i,ii) Si f lt ) | 0 1to,ra tod,o .t: aiF.. er¡.to¡t,c:t:s ¡1 {/l > 0.

(iu) iv {f + s} - tt {.f } + -u ia}

Análogiurcntc pala h - Z. es clecjr. pirla sLLccsiorres ctrsi periódica,s. sc clcfinc el pxrrttedio de

I e AP (.2-C) c.tttlrtt
, lrlt\

\/l/l 
.1,,,, 1f i,/,.

l::¡ ¡t.

para cl cual teuerro-\ 1¡rs rlisrnas pr,rpicrlirdcs.
L<ts sigrLietrtes Teorcrl¿rs nos perrritir'ári establcccl ul¿r relación errtle el corrjunto dc 1¿.. füut:ioues

ctisi periódictrs /P(R. tr) ¡. cl corrjurrto ,:le }¿ls sLrcesioni:s c:rsi periódicas AP(Z,tr) \4ás específicarnctrttr

rros pclmiterr clecirlit cu¿-indo la discrctiz¡rci<in cle nna fitución c;-r,si peliiidica es una str<r:si.,u rasi-
pcliriclica o si s¿rbemos que ciertu discici,ización de ura funciót cs ca-*i l¡ctiórlic¿¡, qrle rlecLtsit it e til
l'rt ,'or I'ar;, -,,r ,,i:-.-l,pr iL,,l ( j .

Teorerna 1.1.7. llil Una strcsi.ón lro.,,l es cast-1teriódtca si ¡7 sril,o si et,isl.e u.n o, f u.rtr:nirr .f r:cLsi-

pcriódica, tal rtrut: o,, - Jlrl. rt - t). 11. +2. . . . .

Teorema 1.1.8. [7] Sac¡n qt... .9,,,€/P(1R.tr).l'olru.totl.o:>l).st:tuntplc I(.qr.:)r " r:T(0,,,,c)
cs ¡el,r¡ti.t¡arnelte ¿1,:nso cr¿ lR.

Teorema L.1.9. {71 ,9r'a, I c;12(R.E1. l'u,r'o ttrlo: > 0 ¿:l c.ottju'n'to f(./..) aZ r:s t el.at i.tto.ttt c rtt a

denso.

Lerna 1.1.1. [2]¡] Si:l € A'P lZ') y f a AP(,P") en.tot¡t:t's ¡to,ra [,odo.'> 0 ttn.(:nos qLt, T(.¡.') )

'1'(.[.:) a Z ts rel,o,t.i.t:o.n¡.r:n.tr: L]tn.so.

I)rcsentarlc¡s ¿i roltinua.rión rtnos e.jetrLplos clc futtcic¡tres i:a-*i-lleriridicas.
Eiemplos

1. \''ilnos clue l:i casi-pcriorLicirltxi es rLrra gcncraliztrcióu uatur'¿rl clc 1t pcr-iodici11a.cl- lttcgo toda
frurcirin peliódica cs un pr-irrer e.jerrylo rle liurciór ca si- pct iór1ica. ¡'par':r,f :,A ; E periótiica de

pt riorlo - € R l. se crurrplc quc
T(.;f .e ) - lutn e Zj.

es ¡¡l¿rtiviure¡te delso crr IR. I-u elecir¡, colsiilelaurlo I > ¿u tenrlrernos clttc todo itLtetvalo dc

largci l conticlc ¿r1 rnenos Lll nrinrclr¡ de 1a lbrur¿r ¡¿!u' colr ¡r. € N. l\clcrrrás pa,ta .f pelir-rrlii a:
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- Si .A : IR. tenerrros

- Si A\: Z, tenerlos

' ¡b+u
Mtfj::J, f(t\dt.

1 m+L¿

Mtit:1 I ftrl
L:n1

2. simples eiemplos de funciones casi-periódicas que no sotl periódicas se pueden obtener por medio

de la suma de dos funciones periódicas tales que e1 cociente entle sus periodos es irracional, por

cjcrnPlo
f(¡): sitt(Zr.,/Ir) + cos(2zrr)'

1-.1.1. Sucesiones Equipotencialmente Casi-Periódicas

Definición L,L,5. Decirnos que la sucesión {s"}Ls_- es equr,potenc'ialmente cnsi,-periódica si, para

cadae >0 el t:onj'unto

) {r, z, "'f",, -,Í,*)l < t' oum todo n ez\
I t[
k€Z

es relatiuamente d,enso enZ, ¡l.onde

sS):s,,+r-s",.

La defirricióu nos dice que 
"¡ 

o(r) : {rf};: .",entonces pa'ra {s,}il-- equipotencialmente casi-

periódica se cumple que:

(i) a(e) e AP(Z), para cada k e Z.

(ii) Para todo E > 0, [l T(a(e),e) es relativamente denso er Z'
keZ

Es decir, tenemos que el conjunto ¡¡r&) j rcz c AP(Z,E), es unifórmemente casi-periódico. una de

lr. 
"or.á"o"r.io. 

de ,(k) € AP (Z)', es que son sucesiones acotadas, en particular para 't : 1 Lo

anterior nos asegura la existencia <1e los siguientes reales positivos, que definimos ya que jugarán uI
rol importante en los capítulos siguientes.

d+ = suP lsn+1 s"rl
n€Z

o : fiif lsn+t - snl.

para e ) 0, definimos Ir. como el conjunto de 1os r' € 1R para 1os cuales existe k ez tal qtte

suplsf)-rl <e. (1 1's)
fle/L

Para r € IR definimos P'(e) como el coniunto de ios k e Z que satisfacen (1'1'3) y

P': U P'G)'
r€fE

(1. 1 .1)

(1. 1.2 )
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En esta sección siempre nos referiremos a 1", p,(e) y p", corno los conjuntos que definimos a partir
de la sucesión {s"}L_-, equipotencialmente casi-periódica.

Lema 1.1.2. [29, §/r, Lema 25] Las siguientes af,rmac,iones son equiualentes.

(a) La s'ucesión {""}P_* es equipotenci,almente casi-periódica.

(b) El co,njunto P. es relatiuamente d,ense-¡ en Z para totlo e ) 0.

(c) El conjunto f, es relatiuamente d,enso enR para todo e > 0.

Lema1.1.3. [29] 9eang1,...,9,*e,4P(R,Rq). Para tod.o e > 0 se cumple [T(sr, e)n. . .ñ?(.s-, e)]nl,
es relatiu arnente d,enso enR.

Lema 1.1.4. [29, §1, Lema 2l] Seal c l€, I I 0, y sea P: U{p,|" e t}. I es relatiaamente denso
en IR si y s6lo si P es relatiaatnente d,enso enZ.

Como consecuencia de los Lemas 1.1.3, 1.1.4, tenerros el siguiente Corolario que nos será rle gran
ayuda.

Corolario 1.1.1. Seangl, ...,9,n€ "42(R, Rs) ye > 0. Si¡: l"(g1, e)n. , . n"(g*, s)lnt6, entonces
el conjunto P dado por

P: U{P"i? € r}
es relativamente denso en Z.

Para terminar, veamos unos ejemplos de sucesiones equipotencialmente casi-periódicas, que nos
ayuda"rán a entender mejor su definición.

EjempIos.

1. Para d e IR, defininamos la sucesión s,. = n0. n €2. Pa,ra ella tenemos

,S) : ",*¡ - s*: (n + k)0 - n0: k0,

por lo tanto, para cada k € Z tenentos eue o(k) : (rÍ)r_a _ es la sucesión constante igual a ká.
Alsero(k) constantes, tenemos que o(a) 6 AP (2,,R). Además para e > 0 y & e Z, terrcmos

T'@(k) 
'e) 

: Z'

Io cual nos dice claramente que s,¡ es equipotencia,lmente casi-periódica, ya que para todo e > 0
tenemos.

)r¡"{k),e1 : v,
L€Z

relativamente denso en Z.

2. Sea {a"} una sucesión caslperiódica. Para e ) 0, tomemos p e T(a,,e /2). Ltego paru k e Z,
tenemos

lol?, - ,iÍ)l : lkt^+p+*-an+p)-(o*+t"-a.)l
< an+k+p an¡¡"l:- )an¡r-." .i*Z:r,
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porlo tanto, :f(a,,e 12) CZ(aS),e¡.paracada ke Z. ltclemis, como T(a., e f 2) es relativa.merte
denso, ya que {a"}[-- € AP (V'), tenemos qüe

fl r1'(Á)'e;'
k€z

es relativamente denso, 1o que nos dice que {a,,}[-,- es equipotencialmente casi periódica.

3. Consideremos io")f:-"" € AP(Z),la sucesión

si:n+o'n,

es equipotencialmente casi-periódica. De hecho para s > 0, sea p € T(a",el2)

"fl" sf)l : lk *(an+x+p a.+p)-k* (an+t - a^)l

: l(an+n+p a.¡¡) - (ana - a".)l

. Z*Z-,,
luego tenernos q:ue T(a.,e /2) c T(sf.,e), para cada k e Z. Por io tanto, como T(a.,e f 2) es

relatir.amente denso, ya que {a"}fl-." C A(2,), teremos que

J-l r1"{a)' u;'
kez

es relativamente denso, por 1o tanto 
r^ tcol¡nl,:-m

es equipotencialmente casi periódica.

.1. \,'ear¡ros ahola ul cjeu4rlo de ura sucesiól qlre 1lo es eqiti¡lotcnciairrerrte casi-petiódica.

Sca s,' - 0/(.n + l).0 I l). Pa,-a csta sucesión tenerros

,kr 0 A O(ftt' -ln+k\
JrJll- n-t ilnrf rtri",+it

por 1o tanto, para todo k e Z \a sucesión {rf}}==- no es casi-periódica, ya que tenemos

,19,Í:0,
pero una sucesión no constante v casi-periódica no es convergente. Lo anterior nos permite

concluir que {r,,}É-." no es equipotencialmente casi-periódica.
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L.2, Ecuaciones Diferenciales con Argumento
Constante a Tbozos (DEPCAG)

1.2-1 . Flrnciones Constantes a 'llozos

llrr¿i ccu¡iciiin rlifelerx iiil col ¿ugLltfletrto co slarte a tlozos es. aottro su norrtltrt'1o dice. ttll¡l cctr¿lcirirr

dif'ereltcial r.t la cual dentlo de sils ¿ugumentos rro-q ercolrtlanros <ltt liruciones ctitrstttntes:r lr¡)zos.

es decir. rura fiurcrióu que e: loc¡rhur.nte constartc. Llrr ejernplo clásico tle este tipo clc firttci¡¡ttes cs ltt

liutcirirr pa,rte etrlela. fiurricirr clut tr citrlir nrir¡rerc¡ r'eal le asoci¡r el líirnero ctllitclo rrrertol lrt¿is ccrcattcl.

e-*to e.r. la lnnciór 1 : R + 1R quc dcrrotanos ", (t) - f] 1- es taL qr:i'

',(t')=',' par¿r' ¡¡':.t<n+I n'Z'

Poclerrros r-er cn lt Figula (1.1) ia glrifica de 1(l) 1l]. ,,\ paltil de l¿r lirnciórr p¿r'tc crtela poclemos

4i
3

2i

Figr rra 1.1: 1if) t/]

definir un gran número de interesantes funciones constantes ¿ trozos, como l¿s que presentamos en los

siguiente ejemplos:

1. Consideremos 1$) - 2 [f ] . t os intervalos de constancia para esta función consta¡rte a trozos

+I ,.,'
./¡

;r-- Renrdo

1214 5 6 7 3 910 ll

Figura 1.2: .r(,) = , l!+]
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son de la forma,-I," : [2n - l, 2n f 1), con n € Z, esto ya que si n € Z, el.]torlces

[r + r'l - t + tl:l n<-n< -1n I
I O | ',)L ' ) 

,=..+ 2n r-al..zn L,

por lo tanto,
1(t):2n a"'a 2" L<t<2n11.

Una característica importante a destacar de la función 1(l) es, como se puede ver en Figura
(1.2), que dentro de cada irrtervalo J," existe un sub-intervalo donde Ia gráfica de 7(á) está sobre

Ia gráfrca de la función identldad y otro sub-intervalo clorrde su gráfica está bajo 1a gráfir:a de la
función identidad, es decir, podcmos hablar de intervalos donde la función 1(f) presenta un avance

o un retardo con respecto a la identidad. Específicamente tenemos avance en Ji : (2n 7,2n)
y retardo et J; : (2n,2n * 1), ya que

I t(t) -t-2n -t> o, si2n-7 <t <2n
1

tr(4-¿:Zn-t<0, si2n <t <2rt'*l 
(1 2'1)

2. Podemos generalizar e1 ejeurplo anterior de la siguiente manera

It+k1
t\L)_,10 

l. _ ),

conmy k enteros positivos, mI0 taJes que k <rn Para rz € Z, tenemos

'' kl _ --t A -^l'' , - -,' rl
I n ) ]n

+..> mn-k<t<m(ni7)-k,

por Io tanto, 1(t) - rrtrt +) m,r¡, - k < f < m(n-F1) k Por 1o tanto, J. - lrnn-k,m(.n+1)-k),
n € Z son los intervalos <londe 7(t) es colstante. Ademils tenemos avance en $ : (mn - k,mn)
y retardo et J; : (mn,m(n + 7) k), Ya que

Í\4 t: mn, ¿>0, stmn-k<t<2n
I
l1\t) -t-n7n-t 10, si 2n 1t < m(n + 7) + k. 0'2'2)

otra característica a desta¡ar de esta función es el largo de los intervalos J,,, que está dado por

5(m) :m(n+7) k- (mn k) --,

es decir, depende solamente de rn y tenemos que

,'lii"" at'l o('

En el siguiente ejemplo presentamos otra familia de funciones constantes a trozos para Ia cual,
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al cont¡ario de 1o que se da en la que acabamos de ver, es posible empequeñecer el largo de sus

intervalos de constancia agrandando cierto parámetro.

3. Sea

.,,(/)-1fut .t
?1t,

corr m €l\, 0 < ¿ < 1. Pa,ra n € Z, tenemos

lrnt!l):7¿'1=a n !mtl I < n -' 1

<+ '-l .r-nt1
rnmm,tn

por 1o tanto,
n ri I n 11 I

l^(l) - Á<::? - - *t,a m m

lo cual nos dice que J" - lh - L*,# - *), " e Z son los interr,alos donde 1-(f) permanece

constante. Así el largo á(nr.,l) de cada intervalo es:

6(m,t) - á(m; : 1,
rn

luego

,1im ó(m) :0..

por 1o tanto, podemos hacer tan chico como queramos e1 largo de los intervalos J,., tomando rra

Io suflciéntemente grande, por lo cual tenemos también

lim lr-ll) i -0.

Sus intervalos de avance y retardo están dados por Jt' : (* - i;, *) v ¡; - e,+ - *)
Finalmente yeremos conlo podernos generalizar 1os ejemplos hasta aquí visto. Presentaremos a

coltinuación una función constante a trozos generalizada.

4. Dadas {€¡} c R y {¿,} c 1R, sucesioncs tales que t¡ < €,¡ {t¿+t y

, 
Il'T- '' toc

Definimos la función constante a trozos generalizada 1 : lR -+ IR, dada por:

r(/)-(,. silc¿ [/,./; r).

Podemos darnos cuenta que los ejemplos anteriores son tie este tipo;

- Para 7(ú) : * l#l, teremos

tn: n7n k y €n: rrYrl.
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, Para .y(ú) - * lrrn + ll, tenemos

nl v €": n
mn) 711

Observación L.2.L. Lo ftLnl:tón ttn,sLanlc, l tretzct.s

1

r(t)- ; lmt -tl.
con rn eN, 0 < ¿ < l, es de gran'interá-s. En po,rti,culctr, para, el, c:aso l - 0, es clecir,

11t¡ : lfmtl,
m,

se ti,enen d,os propi,ed,od,es fu'nclam,entales :

|e'o: lím^'a." 1ft) -t :0
2do : Tenemos t. - ft, luew

tl t, r ',:LlTL

por lo ta'nto, la sucesión o(k) - *, es con,stante para cad,a k e Z, por to cual {tn}?,o es urta
sucesión erluipotencial,mente casi- perió dica.

En el Capítulo 3, Sección 3.2.1 veremos las consecuencias de que 1(t) : *l*t] cuente con estas

propiedades.

L.2.2. Ecuaciones Diferenciales Con Argumento Constante a Tbozos

Un ecuacion diferencial con argumelto constante a trozos, es una ecuación de la forrna

49 : f tr,,trl, r(r(¿))).
OT

(1.2.3)

rloldc ^i(t) :R + lR. es una función constarte a tlozos. Es l'Ivshhis quicn ploporre por ptiurera vcz

el estuclio cle ecrra,cjc¡¡cs rlifi,cucialcs cor arguurerto cliscc¡rititruo 125]. cn prrlticular ('i¡rr ¿11lllLllrctto

constarrte i¡ tlozos- colocida¡ por srr irbler-iaturtr er iugLcs corno DEPCA (Diflér-etrcial Eqrtatiorr with
Piecervise Constant Argnrr cnt). Esto pol su gran a ¡ rlicirbiiiclacl cl cclu¿rcioles diferelci¡rlcs corr letarr]cr

<1ue rlodelan sistcrlas físicos ¡* biológiclrs err los cu¡rlcs srr ritrno de cambio dcpr.rxle de -.u pasa,clo.

E1 estudjo dc las DEPCA lile iliciado por Wielel (1983) i;11, 3,11, destacarrdo sus tla,b¿rios iurrto ¿r

Cloolte 113, 1,11 ¡. iurrtci a Shah f30] Postcriolnerrte sorr mLrchos los ¿rrrtoles r¡re hasta la, l'ccha hal
clesallollacit¡ el tcrrLa.

trn 1993, Wicrrcl prrblictr -.rr libro r-ecr¡pil¿liolio i32l cor los tr'¡rbai,:¡s solrrc DIIPCAs public:rrlos

h¿,rsta ese r¡r¡rneuto. t}r cl los crcorltramos con un estrrcllo soble exisiencia. estabilidacl v c¡scilaciótr

rle soluciorres de la ecnaciól (1.2.3) para 1os casos:

7(¿): lú1, 1,(r):, [l#]
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y en un generalización de estas últimas

It+kl
1ft\_m L;l

También podemos referir trabajos que hablan sobre la existercia de soh.rcioncs periódicas cle DEPCA

11,61.
Dadas las sucesiones {€,} C R y {¿,} C 1R, tales que t¿ < €¿ < f,;a1 v donde 

o-I1,L¿n 
: +-,

definimos Ia ftinción escalonada generalizada 1:IR + 1R., dada por

7(¿) - €" si , € .li: lt¿,ti+1). (1.2.4)

C¡¡rrrrlo e] ¿,rg¡rnerrto cliscoltimto en urra ecn¿rcitin dif'erencial es de cslc tipo. ha.Jll;ulros de (l(rriltitlrc¡

ciifelelci¿r1cs coir argllnento coDstarte a trozos cle tipo geueralizaclo, rros referilt:rrlos a éllas r:ou stl

abler.iatrtr¿r cn irrglés DEPCAG. Estc c,:incepfo firc' i¡rtl'odrrc:itlr por Akirrlet l2l

trrr i2] sc itrtroduce cl r:sturlio clc l¡r DIIPCAG (1.2.:1) tlorrde 1(¡) - 1,. si f; I I 1t¡¡1 i e Z'

es rlccir.. ec¡acjonr.s r:rr.vo aLguurerrto prcserrta tlr letiu-do tot¿rl. Y el cstttclio es exteudido err 
'3. 

5]

a ec:u¿ri:iottcs coli tltgrlllcn¡o qrie plcsetrta avall(le \- r'et¿rldo es dccir', i(1) - (; si f C lf¡,t¡-1) <:orr

l, I {, .: l¡¡¡. En los ¿rrtículos t1e \I. Pilto ciiados en i26, 271. sc .-e¿liza t¿rmbiérr ul cstt¡tlio solrle

1¿l existenci¿¡. rurjci{¿r,r:l l. compol iauriento asirrtóticr¡ ile solucj¡rncs cle DtrPC-IAG corr ¿¡v¿Illcc 1- r'etarclo.

En I27l uos crcorrtraln.rs t¿rrllrién con la constnicrción i1c lr¿rtriccs tiJro Citt«:hv. rnatlices tiprl Greeu ¡'

l¿r obtcncit'rrr cle dcsiguaiciacics tlpo (llonrvall pata DtrPC',\G.

-0.,1

-20

Figura 1.3: rá¡h(sin(1(¿))), co¡ 'r(¿) : +t5¿ + 0,31

Es claro que si componemos una fulción continua con la función constante a trozos 1(l) obtendre-

mos u¡ función consta.nte a trozos, por 1o tanto con üna c¿nticlad a lo más numerable de discontinui-

dades, en la Figura (1.3) vemos un ejerrrplo de ello. Es por este hecho que necesitamos introducir una

definición de 1o que entenderemos como solución de una DEPCAG

Definición 1.2.!. Diretnos que t es solue:i,ón d,e la DEPCAG (1.2.3), donde 1(t) está d,ada por (1-.2-4),

s'i

(i) r es conti,nua r:n R.

06i
I
t,

0.6

t-
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(ii) r es diJerenci,able enR, ercepto posiblemente en los puntos t : tn. con n e Z, d,on'de su,s d'er'iuad'as

lo,terales eristen.

(,iii) r es una soluci,ón de r' (t) - f (t, r(t), r(1(t))'), en cada i,nterualo Jn, ercepto posi,blerr¿e,nte e-n lc¡s

puntost:tn conneZ.

A continuación estudiaremos una ecuación con argumento constante a trozos, encontt¿,remos una
solución explícita para nuestro ejemplo, para luego estudiar alguna propiedad cualitativa de ésta,

donde quedará reflejada ia natura"leza ml'ta de una DtrPCAG, tanto discreta como continua.

L.2.3. La ecuación lineal r'(ú) : ar(t) + br(l (t))

Para 7 : IR + 1R dada por (1.2.4), considerenios la ecuación lineal escalar con coeflcientes constantes

rt(t) - a,n(t) +br(1(t)), (1.2.5)

donde a, ó € lR con o, I 0. Si r,,(t) es solución de (1.2.5) en el intervalo J., con la condición r,({..),
debe satisfaccr

r',,(t) : ar.(t) + br"{{,.),

ecuación lineaI, cuya solución satisface

r,(t) : r.(t ) {"a'-e"t+| ("a' <'t,)}

TJefinier¡do
Attt--o,'t t?1.,t -tj

tenemos
r,,(t) - r.({") s(t - {").

Evaluando en esta última para , : f". tenemos

rn\r n) : r,r€,)l(/, €,).

y como la solución de (1.2.5) debe ser continua, para ¿: f,,a1 se debe cumplir

r*(tn+t) : r.(€*)\(t"+t €")

.Estás dos últimas ecuaciones, para, )(f," - €") I 0, nos permiten formar 1a siguiente recurrencia

X¿"+r - §")¡,(t,+t). i;'; ;-,'"r,(/,).

cuya solución está dada por

12

r^(t') -U {*+}"rar' paran ) 1'



ffip)
w,".á'"7

¡,({,) - }-'(¿,, -a,,! 
{&^u^'-P},,,r,,1

/ ,(i I .rn(/ 1) r, ({n) r/r, t, )

r. {,,-^,a ^'fi'¡$lI{H+ }

n. 1

r,(t,): ro((o) ll
&:0

)(t¿.+t €r)
.\(¿r+r - 4¡+r)

Por 1o tanto, la solución de la DEPCA (1.2.5) es

Caqtítulo 1. Fu'ncíones C asi- P ertó d,i,cas Funciones Conslanles a Tro^o¡

Lrrego. usarrdo l¿r,s lcl¿r.cioncs artcliorcs. tclcrros prrln r,:r,({,, )

y como

tenemos ánalmente

Itr cual porlemos lee,*cril¡il cornc¡

ptrllr I ! J/r. (1.2.7)

Cornr¡antesürclciorarros^t(1.)-llm.tf11.corrnt€Z:'0<I<1.nosseriirfcglrurinterés.¡a
que nos pclmite aploxiruar l¡ ideltidacl. Pala farriliar iz¡ r rros cot cll¿r. estucli¿rrerlos (1.2.6) prrla este

(asü.

:i"(r) : .\(r ^,rt);'i1' {#r*:L*}.,.is,,)

Para 7(t) : jlmt + l], tenemos t. - * y €,: h,luego (1.2.6) nos queda

, (L\ - {lE' }",,0,*\m) 
[rr *tJ -

Luego para t e J.,la solución de (1.2.5) está dada, por

I rrLfl I "ru) .\(/_{,,){^, f ,j ,rc,.

Un¿ vez determinada ésta, no es difícil establecer el siguiente resultado

Teorema L.2.L. La solución t =O d,e (7.2.5) es asi.ntót'icurne,nte estabLe, si y sólo si

I r, 1-l '| \\ - /

lr:F <1

(1.2.6)

(12.E)

Detnostrar:ión. Paxaf €./.,, sca l-(1) -¿ €,,:t ¿. Si ¿ €../,, tcrrcrlos
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, I _, I n+1 L n 1-1. 'l 
L

;- *-€"- *<t< m ;:;+ rn :€"+ 
m '

luego

Lt, €, I t.
n), m,

Así tenemos 7(f) es acotada, de lo cual concluimos que ,\(7(ú)) es arotada. Esto es suficiente para

establecer lo que se quiere, ya que si miramos (1.2.8) podemos ver que esto nos dice que

1lt

yasuvez

,lj1r(l - 0. ü; y .ólo =t ,,1i {ffi}' - t

l.rrur I "
lim { -, } 0" si v sólo si

"*"" l..\( #) J

< 1.

/ m,lnl2) \p(0):0. o(1r)-1

.\(#)
)( 

-1)
n

l\hr¡r'¿r estanros cn corrcliciorres de etulciar urr resLih:¡do cltrc los enttegtrc infolrnacjón sobrc ias

lcgiones rle estabilidacl clc la ecrraciórr (L.2.ir). amies necesit¿iinos el siguientr: lctltr.

Lema 1.2.1. Sea p(4 - s* 2e"* ¡1 con 2t f l, luego tenemos q'ue p(a) tiene u,n a raíz rl;isti,nta cl,e

cero.

Figura 1.4: Gr¿á,fica de p(a), si 2l < 1 (izquierda) y si 2l > 1 (clerecha).

Demostración- Primero notemos que

Liarrralr:rnos ,, : alJ2 Derivando p(n) e igrrirlando a 0. cs iilcil obtetrcr qtro stL único punto cr'ítictr
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está dado por 11 : ,$. Ouao que 0 < J ( 1, tencmos

0<21 <2
<+ ln(21) < ln(z)

<+ rt < 12.

Además podemos distinguir los siguientes dos casos

(i) si 2J < 1 tenemos ln(21) < 0, de lo cual concluimos 11 1O 1r2.

(ii) si 1 < 2l tenemos 0 < tn(21), de lo cual concluirros 0 111 112.

Pol último considerando que

,11-r(r) - *o". 
,{T."r{.,) : t.

podemos concluir que:

. si 2i < 1 + existe un único a < 0, raíz de p(a) : O.

. si 1 < 2l 
- 

existe un único a > O, ratz de p(a) : 0.

n
Teorema L.2,2. Si2ll1, sead, la raíz d,i,stinta tl,e cero d,e p(a): "* 

* Ze"* +1:0. Yseaa:0
si.2l : L. Luepo, la solución $. = O es asintótiatmente estable en la ecuación (1.2.5), si, y sólo si, se
c'u'mple alguna de las si,gu,ientes hipótesis.

-o.te,# +¡lxla<a. -.]--.- (ó( o.' p\a )

(ii) a<a, a;,--:kiJ! ó b<-.a.

(222) 0,=a, b<-a.

Demostración. No es difícil notar que

r si a ) a, entonces sgn(a): sgn(p(a)).

. si a ( o, entonces sgn(a) + sgn(p(a)).

lt\. sgn(o.\ - .'Oz (e'; - 'l 

) .

Primero, sin pérdida de generalidad, consideraremos )(--1) > 0. Ayudado de las observaciones hechas
antes, tenemos que esto es equivalente a

b < --:-.o!c.1 -l

15
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Por Teolema 1.2.1, sabemos que la solución z = 0 de (1.2.5) es asintóticamente estable, si y sólo si, se

crrmple
.\(#)
x-*)

16

<1,

es decir, si

^( ').^l'l\.if-1\"\ n,./-"\ - )-"\ -)
Ayudados de las observaciones hechas al inicio de esta demostrar:ión, llegarnos a que la desigualdad
de la derecha es equivalente a

b< 0,.

Luego debemos rener 
b< "_o - J b. a.

(' ta 
- L

pero -¿. #;,luego b < aimplicab<."*1.
La desigualdad de la izquierda

./ /\ /t-/)
^\ -,/ 'u\,,,t

es ecluivalente a
o(u\la\a,_< \e_ t).

Para esta desigualdad, tenemos los siguientes casos

. sj a > a.es equivalentc a ó > 'G 
!'r"t,)

. sia< a. es equivarente a á < #
¡ si ¿: a, siempre se curnple ya que p(a) : g.

Con esto quedan demrxtrados qne la solución r = 0 es asintóticamente estable en 1a ecuación (1.2.5),
si v sólo si. se curnple (r), (il) ó (ill).

1.3. Ecuaciones en Diferencias

1.3.1. Notacioncs y Prelimirrares

-El c¿ílt:lrlo cr tllfclcnci¿rs os cl alií1og-o rliscrctr¡ del c¿i,lculo dilelencial e irrteglal. r'elerlos ahola
algunos conceptos 1- para rnal.ores cletall-^s Leconentlamos el Lil¡r'o clc EI:ir di i18]. El cst¿i sr-.cciól
primct:o ititroeJrLcilclros dr:1brm¿r l» er.e algurras inrpoltarrtes propiedacles de rlos operatloles alLle sol
eserLciales err el estrxlio dcl cálculo el difelencias. Tenetros e1 opentdor di.Jcrcncí,a

Alr(rr)- ¿(rr I 1) r(,).



Capttulo 1. Funciones Casi-Perzód,icas y Funci,ones Constantes a Trozos 17

v el operad.or shift
Ex(n):x(n+7).

Para estos operadoles tenemos las siguientes identidades:

(a) Air(n)e(n)j: Lr(n)Ey(n) +z(n)ay(n) = Er(n)Ly(n) + Lr(n)s(n).

(b) »[=1" Az(k) : r(n) - z(no).

Considetemos ahora la ecuación en diferencias lineal homogénea

r(n+7): A(n)r(n), (1.3.1)

dorrde A(n) '. Z -+ Rsx't es invertible, con q € N. Sea ü(n) urra matriz fundamental de (1.3.1),
introducimos para ü(n, m) : !Ir(n)il¡-1(m) Ios siguiente opera.dores parciales

E,-Ú(n,m): Ü(n, m, + 1), E"Ú(n,m): il¡(n + 1,,n2)

L,-t!(n,m): ü(n, r¿ t 1) - ú(n, rn), A"ú(n, m) : i!(n + 1, m,) ú(n,m), rn,n €. Z.

Tarnbién, pa"r'a ( e Z, usaremos las sigrrientes notaciones

4(n) : á(rz + (), ú¿(n,m): v(n + (, m + €), Aaü(n, m) : úe(",-) - ú{n,m).

Para estos operadores parciales tenemos este segundo grupo de identidades:

(e) A" faav(n,n|l : [¿e(") Ilú E(n,m) - lt(n) - 1] t](n,m).

(f) E" lL,¿v (n, rn)l : Ae(")v e(n, m) - A(n)ú (n, m).

Como cc¡nsecuencia de estas identidades que presentamos, obtenemos las siguientes aflrmaciones para
Ia matriz fundamental \ú(n).

Affrmación L.3.1. Para toda ü(n) rnatriz fun.darnento,l d,e la ecl,ación en d,i,ferenc;ias (1.3.1), se

cumple:
ú(n,p+ t)A,EA(p)ú q(p,m) : A, [v(n,p)Acv(p, -)] . (1.3.2)

Demostración.

a¿A(p)vq(p,m) : [1e(p) A(p)]ü¡(p,rz)
: Aa(pt)v¿(p,m) - A(p)va@,m)
: A{$ú{r,nt) A(p)va@,m) - A(p)ú@,m) + A(p)ú(p,m)
: lAq(p)üq(p,m) - A(fiv(e,m)) - lÁ(p)v6@,m) - A(dv(e,m)l
: fAq(p)ú¿(p,rn) - A(p)ú(p,m)l - A(p)lse(p,*) - tlr(p,rn)l .
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Luego, por la ecuación (t.3.1) y la definición de Aaü(p, rn), tenemos

LqA(p)v a@, m) : Erla6ú@, m)l - A(p)Aaú@, nz).

Además cr]mo V(n,p+l): EolV(n,e)l y a sll vez Erlú(1,p:)l-ü(rt,p)A-r(p)

ü (n, p + 1)AqA(p) üq (p, m) : E plú (", p)l E, faaú (p, m.)] - Eolv (n, p)) A(p)46ú fu , m)
: Elú(n,p)lEo fA¿rrr(e, rn)] ú(n,e)A-\(p)A(p)Aaü(p, rn)
: Ep[v(n,p))Ep lAaú@,nz)] - ü(n,p)46ú(p, m)
: A, lüln.p)Aqürp.mr] .

Afirmación 1.3.2.
n1

! v1",,t + 1)A(A(k){,((k,m) : Ltú@,^). (1.3.3)
k:nt

De-mctstraci,ón. Usa¡do la Aármación 1.3.1. tenemos

n-1 nL

I vtn, k + r)a€, (k)ü€ (k,nt) : ! a* ¡v1", *)a ¿v@,m)).
k=m k:,¡n

Luego, en virtud de la identidad (c)

?l,-1

! v1n, r + 1)AaA(k)úa(,k, m) : lrlr(n, n)Aaü(n, m)l lú(n,m')L¿ú(m,m)1 .

k:n

Pero como V(n,n) -- I y Aqü(zn, m) : 0, finalmente obtenemos la igualdad buscada

tl

Observación 1.3.1.
n =2. Lt:¡t t rr¡os

n-7

! v1", r + 1)A{A(k){,((fr, ?¿) - Aailr(n, m).

n

Obseruur que si, P es una matri,z constante, que conmutd con ü(n) para todo

r"-1
P L¿ú (n, m) : ! rv1", k + 7) L4,]k)pv e(k, rn)

k:m

Introducimos ahora el concepto de dicotomí¿ exponencial discreta.

Definición 1,3.L. Diremos que la ecuación (L.3.1) tiene (a, c, P) -dicotom,í0, e:Lryonencial, si, eti,sten
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constantes o, ¿ € IR+ A P e 
^4q(R) 

proyecci,ón, taLes que:

lv(?r)PV-1(e + 1)lr < ,"-a(n-k), si,n) k

lÚ(n)(¡ - p)v-1(A + 1)lr < ,"-ct(h ,\, si k ) n,

d'ond,e I es la m o,t,iz i'd,entidad en Mo(R) y ü(n) es la matriz fundamentar de (r.J.r) que cumple
{,(0) :1.

19

. Dada rrna (n, c, P)-dicotornía exponenciar de ra ecuación (1.3.1) definimos ra Matriz de Green de
(1.3.1), con respecto a la proyección p, como

0@,n) : {u1n¡ru-11r 
+ l¡ si r¿ ) 

'k

I Vtnl(I - P)iú r(kJ l). si ,k > n.

Lema 1.3.1. Asuman»os ctrue el si,stema discreto (7.J.!) posee una (a,c, p)-di,cotornía exponenciar, tal
que ú(n) conmuta con la rnatri,z P. Luego para tod,o n,m,{ e z,'", e (ó,$ existe constante c rear
positiua tal que

@aA@,m)l < ¿llAe1lle a'ln m), pamo < a/ < a. (1.3.4)

Demostraci,ón. Como Pi[(n) = ú(n)P, tenemos que para n > m lamatriz de Green cumple

g(",*):V(n)Plú(nt.+ 1)l-1 : pi!(r¿,,¿+ r),

por lo tanto,
L¿Q(r'. n) = PAEVtn.m t).

De la Afirmación 1.3.2 sabemos,

n-1
pL.qV(n,m*1) : » pú@,k+t)A€/{(&)I,U/((É,rn_t t).

k=n+1

Luego

n1
)PLav(n,m+1)l < | ltv{",*+1)lla{,A(k)llj9ü((k,m+t))

k=m+7
?}.]

- » E@,x¡¡4e¡x¡l7l,,m,)t,
h=rr.+7
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y como por hipótesis tenemos l7@,m)) < ."-a(n-rn) .

n-1

lPAqü(n,m) < t ,"-a(n-h) L¿A(k)lcr-'(1" *)
h=m+l

n-'L
_ t .2 p-ol"-o.) L€A\k)

k:m.+1
n.-l

_ Ce ^@ ,") t l^€A(a)l
k:¡n+l

< c'? 1 46e1.¡11 1n - rn)e-'@'-'") .

Luego, tenemos que para todo 0 < a/ < c¡ existe c'> 0, ta1 que

lAaü(m, n)l < C ltrd¡.1y"-"'t"-'") , para n > m. (1.3.5)

Por otro iado, al colmutar ü(z) con P, también tenemos que Ü(n) conmuta con Q ::1- P, Iuego,

paramlr¿tenemos
A@,m.): v(n)Qlü(m + 1)l i:8ü(n,m+1),

de igual forma tendremos que para todo a/ € (0, a), existe constante c' > 0 tal que

Lqc (m, n)l < c/llAaA(') lle "'{*-"), para m ) n,. (1.s.6)

Así por (i.3.5) y (1.3.6), tenemos qüe para todo a/ € (0, a), exisie c' > 0 tal que

nq10-t,,m)l < "'ll¿r(')I "-a'n-m)
.

1.3.2. Existencia de Soluciones Casi-Perióclicas de Sisternas en Difererrcias

trl rriétoclo rrrris etnpleaclo para esturlial DEP(IACI es cl c¡re l)roponol sus plopulsoles ert 1,1 .

rlótoclo que estjr l-¡as¡rdo rrrr lt¡ducirl¡r ¡r urra ecuación el cliferelciit. t¿rl corrio pudimos ¿ilp1€rcirrllo err el

estirtlio rltre hicilro¡ tlc 1¿r ec¡r¡ir:iril

:r:'1i1 :,,., ¡¿1 + r.r'l', (¿) ).

Será r,,¡tc nétorlo el qtLc crrltleiiretrros cn urrestto trab,ij,l. iruttquc lt¡tr:etttos \:cl q1l(t lio es 1¡l tiltit ¡i

tbrr¡¡r cle aboltl¡rr el pirililemti. Por'- ejelrplo ,\hhrnet f1.] propolr.e Llrr cnlirqrre distinto. se trata dt'

la ccilrstnrcció]l rlc rura ecu¿rcióu irrtegra,i c<,11rir,'irlerrte. cllfoque qui' tit-'uc el ]rerlr:{icio cle clue no es

rreces¿Li6 adiciorr¿ir srr¡rosiciones sol»c la ectr¿,¡ciótt clisr:reta p¿'tt'¿t irtvestigirr la DEPCAC. Cottsidetelnos

l¡rs i:t tt¡lr:ioncs

r(n + 1) : A(n)r(n),

a(n+t) : A(n)a(n)+i@),
z(n+L) : A(n)z(n) + s(n,z(n)).

(1.3.7)

(1.3.8 )

(1.3.e)
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Los resultados que expondremos siempre supondrán la existencia de una dicotomía exponencial de

la ecuación en diferencia (1.3.7), concepto que introducimos en Defrnición 1.3.1. Además dada una
(rr, c, P)-dicotomía, exponencial, definirernos

m
Jz'.: s¡p r lstr, r) r, (1.3.10)

lL.z k=c.

doÍde g(n,k:) es la matriz de Green asociada corr la dicotomía. Tenemos qrte J2 € IR, ya que podemos

veriflcar que:

./"<"/.,"+1).
\e" - 1,i

Las sigulentes hipótesis serán necesarias para los resultados que vlenel:

(H d,t) : A(n), f (n) e AP(z).

(11d2) :Laecuación (1-3.7) posee una (a,c, P)-dicoiomía exponencia,i, tal que la proyección P conmut¿
con }a matriz fundamental ú(n ).

(Hd,3):g(.,u)€AP(Z,R'1),uniformementesobreu€tryClRs,contr4/compactoyademrísg(u,)es
.L-Lipschitz, es decir:

17@,rr) g(u,u2) < Llul t2]. para t'odo u1,u2 € Z

(Hd4) : LJ2 <1.

Antes de ir a nuestro Teorema cle existencia y unicidad, necesitamos presentar el siguiente Lema que

es consecuencia directa del Lema 1.3.1 y del cuat podemos concluir que la matriz de Green safisface

una propiedad que podemos liamar de bi casiperiodicidad.

Lema 1.3.2. Asurnamos (Hdl),(Hd2). Sea e > 0, r e T(A'e)- Luego tenemos que pa?a todo at €
(0,a), eriste c' €R"+ tal que,

(t,) lA@ + r,rn +r) - Q(n,nr)l I e C e-o'ln-ml.

/;l) tf ,olAtt, I t.k rrt-Qrn..ktl 1rM'. rl.onrle M'-¿(":',-i\

Lema 1,3.3. Asumi,endo (Hdl), (HdZ). Lu ecuaci,ón (7.3.8) tiene una úni,ca solución l)o acotad,a en

Z , d,a,cla por

so("): I A@,*)f(*),
,t: oa

la cual ctr,rrt¡tle

llsoll." < É /ll*,

"on P : (i"^' t,\ .. ,1o, d.,. c estd tlado por lH d21.
\ c- a./
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Demostrac'ió'n. Se puede verificar, sin mayor dificultad, que E¡(?z) - tÉ * gl",lrlf (lrl es una solu-
ción de (1.3.8). Para.rT¡ tenemos

lso(,)ls fl/11." i )AO,k)),
a:_ó

luego por dicotornía exponencial

ryol,""< lt.r -=up i lgr,.rr llt,rz.lul."(1^ l). Bltl|.".,-z o7'o \ P" r /

Demostrar que g0 es la rinica solución acotada es equivaJente a demostrar que J = 0 es la única
solución acotada de la er:uación homogénea (1.3.7), para demostrar esto supongamos q1le r es una
solución acotada de (1.3.7), luego para n,m e Z tenemos

t( n) - ú(n. n¿)¡lm).

por Io tanto, para Ia proyeción P tenemos

Pr(n): Ü(n)PÚ L(tn+ t)r(m),

así por la definición 1.3.1 de dicotomía exponencial ). dado que r es ¿cotada teneÍros

Iím Prqnl : 1¡y¡1 ú(n;Prlr-lim I l)r¡m.11 I lím re-"ln--)lr1mr¡ - 0.

de este modo
Pr(n) - 0, para todo n € Z. (1.3.11)

Por otro lado. para Ia proyección Q tenemos

Qr(") : rIr(n)Qrr-l(m + t)z(m),

v de igual forma, por dicotomía exponencial y dado que r es acotada, tenernos

Iim lOr(r¡l - lírrr Ül¡¡)OÜ l(¡¡¡ I 1l.r't¡r,)l < Iirr ¡'e-"1--n)l¡(,¡¡) 0.

de este modo

Qr(n):0, para todo n eZ. (1.3.12)

Así, dado que P es una proyección y Q: I - P, por (1.3.1i) y (1.3.12) tenemos

r(z) : g, para todo n e Z.

Hemos demostrado qre r = 0 es la única solución acotada de la ecuación homogénea (1.3.7), con
1o cuai tenernos que g0 es Ia única solución acotada de Ia, ecuación no homogénea (1.3.8). n

Teorema 13.1. Bajo las hipótesiís (Hd\),(Hd2), la ecuaci,ó'n lineal no homogénea (7.3.8'1 tiene una
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úni,ca sol'ucíón Ao e AP(Z,R), tlue está dada por

uo(,): i A@,x)f (*), (1.3.13)
A: -cc

la cuaL cumple

llsoll." < Éll/11.",
/ ",,\con lr: \fi)c.

Dem,ostraci,ón. Por Lema 1.3.3, tenemos que (1.3.8) tiene una írnic¿ solución acotada dada por

so(,)- i A{n,t)¡(t).
A= oo

Como tenemos que 1a única solución acotada en Z es 7a dada por (1.3.13), de existir una solución
casi-periódica debe ser ella. Verifiquemos que efectivamente 376(n) € AP(Z).

Para e ) 0 tomemos r e T(A,e /2M) n:f (f ,e l2M), dotde

M - r;,áx{.12, M'}.

Primero tenemos que

yo(n+r)-ys(n) : lA{.+,,Df(k)- » S(",Of&)
k:-oo /t= cc

s-_
7) Ev r r.k I rt[tk ¡r \ )tn.ktJttt

h: co k:-co

L p¡ t r.k rt Q(n.k)l[tk t rt

oo

+ » a@,k)lf (x+r)- Í(k)).
k:- oo

Luego en virtud de el Lema 1.3.2 y que 7 € :f @,e l2M) af (f ,e IZM), tenemos

lyo(n+r) aatl¿)l t l/li i l^@+,,t +,)-il@,n)l
A:-oo

=- )- '8{r. 
t,tt ¡rt 1 ) I\k\

A:-co

I *r'+ futr. t.

Por lo tanto, para todo e ) 0 tenemos T(A,el2M)n:I(f ,e IZM) CT(g¡,e), por lo cual 7(9¡,e) es

23
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rel¿rtivamerite delso para todo e > 0. Lo qrre r«rs rlii:t, qrro u¡lrt') e AP(.2').

Teorema 1.3.2. Supon¡¡a,rnos que se cu.m,plen las cond'iciones (H d1) - (Hd4). Luego t¡:nemos

eriste una úni,ca soluci,ón, 4(n) e AP(Z,R) de La ecuaci,ón no li,nea| (1.3.9).

Demostraci,ón. Para /(zz) € A(Z,R), sea /¿(rz) : s@, ó(n)) y consideremos la ecuación

y(n :- 7) : A(n)y(n) + Ía(n'). (1.3.14)

EI que 9(., u) e AP(Z,N§). uniformemente sobre ? € ly C IRq comp¿cto y además l-Lipschitz en su

segunda variable, nos permitirá demostrar dos cosas importantes, que /6(n) e A(Z,R) y por ende

que es uniformemente acotada en W compacto. Veamos, primero que a1 ser /(n) una sucesiól acotacla,
podemos deflnir el siguiente subconjunto compacto de IRq.

W : {u elRq : lu." < Idll."}.

Tenemos entonces que g(", t,) € AP(Z,Rs) uniformemente sobre '¿r € W, de 1o ctal podemos concluir
que g(., u) es uniforr¡remente acotada sobre W, es decir, existe ,Bw ) 0 tai que

r7(.. r) < il¡1.. Yt: e 11'/. (1.3.15)

Veriflcluemos entonces Ia casi periodicidad de /6(n). Sea e > 0 y t e T(ó,et) n7(9( ,k),W,e'), iuego

fo@+€) fo(") : ls(n+t,óh+t)) - g(",ó(n)
< 9(n+€,ó('n)) -g(",d("))l + g(n,+t,ó(n+€)) s{n+€,ó(n))
< e+LlQ(n+t) ó(")1

I e' + Le'
: 6'(1 + ¿)'

Luego si ,' - ;-1, tenemos que l(?(c, e') aT(g(', k),W, et)) c T(fó,€), iuego podemos concluir que

fo e AP(Z,R). Por lo tanto tenemos que (1.3.14) satisface las hipótesis del Teorema 1.3.1, luego

teremos que posee una única solución E6 € AP(Z,R), dada por

g+(,) - i A¡,,r,¡¡r¡n¡.
A:-co

Así podemos definir ei operador f : AP(Z,R) + AP(Z,R),

t:(ó)(n) : I A t", D ta{x).
k- d)

n

(1.3. 16)
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Sean @1,@2 e AP(Z,R),luego tenemos

r: : - I

lr(or)(n) r@2)\n)1 - l) 9ln.kli",(k) ) 0¡n.k;1,,1k11
lr- ." k- ".tG
I )' 9(,,r1{s(k,cltrk)) - slb.ozlk))\t
Ir- - I

. i lg<,,*)l1z,lór(k)-dz(r))l
k:-,:x:

< Lllat -'r'* I Ah.ktl .

A:-e

< lldr - ózl,-LJz'

Como por hipótesis tenemos qtse LJ2 < 1, tenemos que e1 operador .F satisface ias hipótesis de1

Teorema de Punto lijo de Banach, que nos asegura la existencia de un único punto fijo de1 operador
7. Es decir, teneúros que existe una única sucesión z6 e AP(Z,R), tal que:

J'(zo)@) - zo(n).

Lo cual implica que z6(n) es Ia írnica solución casi periódica de (1.3.9). n
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Capítulo 2

Ecuaciones Diferenciales
Casi-Periódicas con Argumento
Constante a Ttozos

2.1. Introducción

Par¿r cornenzaL colsideremos el sisterra no lile¿r1 no horlt'lgóreo

ú(t) - D(t)a(t) + l(¿) + G(t,'s(t))

{ri¡de -lJ :lR + 1R,r,,1, I :R + R./, G :R x R,r -¡ lR,l. y:R + R.1.

1,1 problerr a <lc ol.rterxrr c:iilriiciorri:s (¡re aseglrren la existelci¿r de soluciotres ca.si pcrióclicirs r'Lcl sisteura
difclr:rrr:i¿rl (:\) ha sido anrpliarrrerrte estucli¿clo. por ejernplo el i7. l9l podcnos encorrtL¿rr resuitados
al rcspecto. pidierrtftr firrrrlalrerrtalrleute ul¿ alicoton.Líl cx¡roncncial cle 1ir palte homogéneir de (.'r) .l'

coucliciones de contlacción. En nrcstlo estudio rros valcltetrt¡s de ersIt¡s lcsLLlt¿r]os.

P¡ilnclo. nLrestro ñn es obterrel er:u¿x iorres clL dil'clcnci¿rs cn ¿riglin serrtirlo arrálogtrs a la cctt¡r:iól
tliferencial (,\.). L,nrr r.cz obtenirl¿rs est¿s ecuaciones. r'¿r,lióntlonos de ios r-estrltados expuestos crt Ia
Secciól 1.3. dctelmin¿rreurr¡s corrdiciones necesarias para Ia cxistcricia de rrr¿r íruica solnciól ca^si-

periciclica ¿le est¿ls ecuacjolres en dilclcnci¿is 1, cilrterreruos «.irrdicioues ile estabjlid¿rcl.

L¿rs ccrr¿rciones en tlili.rerrci¿r.s las olrtendlr-.tr os Lrs¡lnclo una DtrP(lAG, l¿i cual nos pennitirá t:ru
bión establccc.r lcsulta,dos de a.pruxirlai:iiin de soluciorrcs ¿tcotad¿rs clc la cctr,rciórr ililér-etrciLrl (A) vÍa
solur:iorres de D|1PC,\G rrsada. L¿r idea de aploxiruar solueitrrres dc r-'r--Lr¡rcioles difeleuciales us¿rnilo

DEPCA fire sugerirla por.' 1. Gvór'i i201, cr tlorrde lelaciol¿r solucioncs dc cierta, ec:u¿r:icitr clilerenci¿il

corL rel.aldo- crin ..oluciorres rle D]JPCl.\. o1¡i:clicrido cc¡nclicir¡rres qLre asegtlr'¿1n 1rr cortvclgericia uttifbr
rrre errtle est¿rs soluciones sollrc cornpa(:ios ]' -qobre el senri cjc lcal positir«r. torlo esto en el caso dc

solucioncs acot¿rcl¡.s. Tilli¡ién se pueder \.cl L.st¿rs iric¿rs err sn tlabajo junto a K. L. Cooke ilir . dcnrlc
jie ol)tiene1l resultaclos dcl mislir¡ cstilo.

L¿r frurt:iril cc¡l-"t¿rnte ¿r t1lzos quc utilizalerlos teldr'h l¿i, pa rticulirr iilacl de estal defirticla por trnir

strcesión ecluipotcnciahnr-'rrte casi periódica. corrccpto que lire introdrtciclo er Sección 1.1.1.

Sca o: {r¡}E * ! R. ta1 qrLe.;i > t -'c cu¿rnclo ¿ + i.:c. s, < .sirr. llefiliruris l¡ h¡¡ciór¡

(A)

26
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escalolacl¿r 1,:R + 1R. por
-,(i) - "r, para f € .-/¡ - lsi. s,;*t),

Fij ¿rd¿r ^;(1). se pueder construil por- ejemplo. las siguientos DEPCI,\G:

;:(t): D(t)z(t) + f(f)+ G(t,z(1ft)))

;:(t) : o(t (t))z(¿) + /(ry(¿)) + c(r(¿), z('y(¿)))

En la Sección 2.2 nos abocamos a estucliar ia ecuación (B1), deterrninando condiciones para ia existen-

cia de una única sohrcion casi,periódica de ésta, para luego establecer urra relación con las cc¡ndicioles

de e.xistencia y unicidad cle una solución casi-periódica de (A). Una vez deterrrútradas estas condicio-

nes, veremos de qué forma y hasta qué punto Ia solución casi-periódica de (B1) es una aproximación
rie la solución casiperiódica de (A). La ecuación (82) fue estudia por Huang et a1. [21]. para el caso

7(t) : tr], obteniendo condiciones para la existencia de una única solución casi-periódica de la ecuación

en diferencias que se obtiene por Ia continuidad de Ia solución de la DEPCA (B2). Como es de esperar,

si e] fin es obtener una aproximación c1e una solución de la ecuación diferencial (A), la DEPAG (B1)

será una mejor opción, ya que estaremos aproxirrrando sólo 1a parte no lileal de Ia ecuación diferencial.

2.1.1. Notación

Dado m € C, 0?(u'), ú y l'tul denotarán respectivamente Ia parte real, el conjugado y el módulo de

u;. Para, z : (21,.. ., z.) e C" definimos las normas

(81)

(82)

Dado una función vectori¿l acotada I -+ /(¿) - (á(l), . , f"(t)) e C', deflnimos l/i1"" : stp{l/¡(t)l :

t e IR). Por otra parte, denot¿mos 1as normas

lrll,:flri* v l/ll* =.y?!^lfr1*
J I 

l-'':n

A¡álogamente, dada una función matricial acotada B : lR + C"t", considera,rentos las notmas

lB(¿) r -,q.éI t Jáii(t)Jrr.rln E
-B r: 1r,ra) f ó,, -L-t."Á

2.2. Estudio ecuación (81)

2.2.7. Preliminares

P¿rr'¿r I:r ecu¿¡ciórr (Bl). cousitlerenlos sl1 paltc honrogéttca correspolrd icnte. que cs h rr islra, dc (r\)

)' : o,, - ,,1..i§, 
t,

2 : D(t)z(t). /r r 1\
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Denotaremos ó(f) a la matriz fundamental de (2.2.1) que cumple iD(ss) : l, dolde 1 denota la ma,ttiz
identidad y s0 € o. Además definimos O(r, s) : O(¿)@-1(s) y é-i(¿, s) : O(s, ¿).

En el Capítulo 1. Definición 1.3.1 introducimos el concepto de dicotomía exponencial para ecua-
ciones en di{erencias, para ecuaciones diferenciales darernos una dcfinición análoga.

Deffnición 2.2-t. Diretnos que la ecuación (,2.2.1) tiene (a, c, P)-d,i,cotomía erpon.en,ci,al, si eri,sten,
constantes a, c € IR+ y P e ,Aln(R) proyecc,ión, tales que:

lo(¿)Po-l(s)11 1ce-a(t-s), si,t zs

lé(¿XI - P)o 1(s)li 3 ""-a(s-t), s,i s ) t,

¡l,on¡J,e I es la matriz i,d"enttirl,ad, ez "Mr(lR) y ó(t') es la matri,z fun tlo,mental d,e (1.3.1) que cumple
é(ss) :1.

En el Capítulo 1, Definición 1.2.1 se define 1o que entenderemos corto solución de una DEPCAG.
A continuación, siguiendo esta definición, buscaremos determinar una soiución general de Ia DEPCAG
(81). En este proceso, al exigir la continuidad de la solución en los extremos de los intervalos J, se

formará una recurrencia, que dará lugar a una ecuación en diferencias análoga a la ecuación diferencial
(A)

Miremos nuestra ecuación (81), por la definición de 1(ú), si t e J¿: ls¡, s¿¡1), entonces l(t) : s¡,
por lo tanto para t € J¡: ls¡,s¿+r), se cumple

2(t): o(t)z(t) + /(¿) + G(t,z(s¿)). (.2.2.2)

Así una solución de (B1), para t € J¿, debe satisfacer Ia ecuación (2.2.2) y usando fórrnula de variación
de parámetro tenemos que la solución general de (2.2-2) er../¿ está dada por

z(t) - ó(t, s¿)z(sS + f' op, 
"¡1c(s, 

z(s¿)) + /(s))ds. (2.2.3)

Tenemos que la ecuación (2.2.3) se cumple para s¿ !t <- s¡¡1, pero como la solución de una DEPCAG
debe sel continua, teremos qne para f: s¿+r también debe satisfa¡erse la ecuación (2.2.3), por 1o

tanto tenemos la siguiente ecuación en diférencias.

L¿r ecu¿rciól (C) cs cl antilogo discrcto qne buscá,banros de 1¿r ecuaciórr clifelerrcial (A) ¡, en e1la rros

r:nfocarón¡os. Lo prirrero es notiLr qre (C) es rle Ia forlra

z(n + 1) : A(n)r(n) + H(n,,2(n,)). (2.2.4)

(c)

H(n,r('n)),: 
.l:_".'

ó(s¡11. s){G(.s, z(s;)) + /(s)}ds.:é(s;¡1,s;)z(s¿)* 
I:,z(s¡+t)

rlr¡rcle

A(n) :- @(s.¡1, s"), é(.s,,-1, s){G(s.;r(n)) + ./(s) }ds.
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Es claro que una solución de (2.2.4) es también solución de (C). Ya determinado mrestro análogo
discreto, nuestro propósito es determinar corrdiciones suficientes, que nos garanticen:

le'o: La existencia de una única solución casi-periódica de la ecuación discreta (2-2.4), con el1o de la
ecuaciól (C)-

2d': La esta,bilidad exponencial de toda solución de Ia ecuación discreta (C) y de la DEPCAG (B1).

3"": Que una solución de la ecu¿ción discreta (B1) sea una «buena» aproximación de una solución
de la ecuación continua (A).

Para obtener Io que buscamos, necesitarernos la-s siguicntes hipótesis.

(H1) : D v .f sorr lurrt:iolcs casi-pelióclictrs.

(H2)

(113)

(H 4)

(H5)

G(. ,r) e,AP(R, Rq), uniformeme¡te par¿ r € l{/ ( JRq compacto.

G(f,.) es uniformemente Lipschitz, es decir, existe Z > 0 tal quc

G(t,r) C(t,y)l < Ll, - :q , para todo ¿ e lR.

La sucesión o : {s"}E-." es equipotencialmente casi,periódica.

La ecuación diferenci¿l (A) tiele una (a, c, P)-dicotonía exponencial

Denotaremos Q(t,s) a la función de Greerr asociada a Ia proyección P dada por (I{5).

Observación 2.2.7. Dod,o, l,o, d,icotomía etponenc,io,l de (A), tend,remos que el-sistema d,iscreto (C)
tam,bién ytose-e- una di,cotornía etponenci,al, cuya mat'ri,z de Green den.otaremos Q(n,k) y podemos de-
tl,u.c:i,r lo s,iqu,iente

A(",*) - q(s.,st"+). (2.2.6)

Los Lemas 2.2.1 v 2.2.2, que presentamos a contimración, son consecuencia directa de la casi
periodicidad de D(l).

Letna 2.2.1. Asumi.endo (H7), tenemos que, para totl,o 0 > 0 eri,ste K6 ) 0 tal que:

@(t,s) 7< JQKy, pa,ra tod,o f,s €lR, con l¿-sl <0,

con K¡ : sollD)l* .

Demostración. AI ser il(f) una matriz fundamental de la ecuación homogénea (2.2.1), tenemos que

@-1(t) cs matriz fundamental de su ccuación adjunta

z'(t): z(t)D(t).

Luego, O 1(f) satisface la siguiente ecuación integral

It
órr/)-l I Q t1u1D1utdu.

./so
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Por 1o tarrto

o-'(.,) - é-,(,f) : - l",o-rqu¡o¡,)ao+ l'"ar{u)D(u)du: f"' 
a-r6¡n¡u¡au,

y al multiplicar por la izquierda por ó(f), llegamos a que para iD(f , s) se cumple

o(¿, s) : t + [' o1t,,¡oqulau. e.z.z)JS

De este modo, obtenernos la siguiente desigualdad

io(/. s)lr .Vn | [ ,é(/. u)r¡llDl¡..d2
Js

Así, en virtud del lema de Gronwall-Bellman, tenemos

lO(ú, s) 1 S ,/qKo, donde I(6 : eo lDl * .

Recordando las defi.niciones de l, y P,(e) rladas en capítu1o 1, sección 1.1.1, tenernos

Lerna 2.2.2. Asumamos (Hl), (H4). Sea e > 0, r <l,nT(D,e) gpe p,(e), eniste K1 )0 tal que
lnra tod,o n, € Z

O(s¿..,.r11, s * r) - @(s,11, s)] < K1e, po,ra tod,o s € [s,", s,,11].

Demostraci,ón. De la ecuación integral (2.2.7), tenemos

o(s,,,¡r11,s+r) -o(sn,.1,s, : l:;:-'§(sn¡o¡1,u)D(u)d."- /" §(s.¡1,u)D(u)d.u

fsú pt t-r fs"+r: 
J" Ó(s'a''''¡', + r)Dlu+ r)du - J" §is^¡1 u)Dlu)du'

Sumando y restando los términos necesarios obtenemos la siguiente igualda.d

Q(s,,¡e11, s t r) - é(s,,¡1, s) :

: 
1,",,":,'*'*' 

*(s,-¡p11, z r r)D(tt, + r)tta

* 
/.""*' 

Ó(s,+t,u)lD(u + r) D(u,))d,u

+ 
,[""*' lo{r,*r11, ¿ } r) - ó(sn¡1,u))D(u -t r)rtu.

I

(2.2.8)

/¡) 9 0\

(2.2.10)



En virtrrd de el Lema 2.2.1 y dado q:ue p € Pr(€)l para la expresión cn (2.2.8) se cumple

capítu,l,o 2. Ecuac'ior¡es D'iferenci'ules ca,si-Periéd,icas r:on Argu,mento constante a Trozos

l/;;:".'-*,,, 
¡,p¡1,u*r)D(u*')r,l . pt* Í:."-, tQel»tt-s^¡'l¡o 

u-rt¿,

I 1"fl.*r - r)ll»l|-'/QetD I - l'l+' -'l
< €llDl,-lrqe)lDll*€

Dado que r eT(D,e) y valiéndonos nuevamente del Lema 2.2.7,para Ia expresión en (2.2.g) teremos

+ 
o(s,a1,.u)lo(z + r) D(u )ldu . fr l, " 

IDI -(s,+r ,)llr( + r) - DOI -dtt
I tfqeo¡e"+llDl * '

Por lo tanto, de (2.2.10)

lO(s, ¡ra1. s * r) - é(s",-¡1, s) < e))D l,-¡Q¿ nll-'

I t/Qeote"+llol *

+l ,l ." /""-' ó(sn¡r¡1,u -t r) ó(s,a1, z)ldz.
Js

Entonces, por Lema de Glonwall-Beilman obtenemos el resultado buscado

ó(s,ara1,sfr) iD(s,,a1,s)l < eK1. donde K1 - (t oll,-.rfr"l "l)' ¡ ,qoo""+)lol -) ,Q"t " l*"*

tl
EI Lema 2.2.2 :nos entrega un¿ propiedad fundamental de O(s",,u), se puede ver que satisface una

condición que podemos llamar de " bi-casiperiodicidad" sobre Z x R, es decir, es casi-periódica como
función del par (n, z), 1o cual refleja la dualidad en la dinámica de (81) que combina las propiedades
de un sisterna diferencial continuo y de un sistema en diferencias, es decir, tiene una naturaleza híbrida
en el sentido €xpuesto. Esta propiedad es fundamental en la demostración de los siguientes Lemas,
demostraciones que nos permitirán apreciar de mejor {orma 1o importante e imprescindible que resulta
ser la bi-casiperiodicidad de é(s", z).

Antes, presentaremos un resultado técnico, en e1 cual se puede apreciar las ventajas que los entrega
la hipótesis (fI4). es decir, el que la stcesión o sea equipotencialmente casi*periódica.

Proposición 2.2.1. Asumamos (H4). Para todo c > 0, eriste 0 ( et ( ef2 tal que, sir e T(D,e1)O
lq U p € P,(e1), entonces:

o@) cT(D,c) r¡1..
De.mostrac'ión. Sea s > 0.

Prirriero, por Teorema 1.1.2 sa,bemos que existe d > 0 ta,l que, para todo r € T(D,e) , teremos

(r - 6,r -r 6) c:I(D,e).

Ahora, sea er : mín{d,e/2}. Para r € T(D,e')Of., y p € P,(€1), teneÍros:
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. o(il cT'(D,€), esto ya que

:#y¿lt'" - 7l < 61, por definición de P., (r),

por Io cua,l, como a1 < á, tenemos que para todo n e Z

l./" - rl <d,

entonces s?, e (r - d, r + ó) c ?(D, e) para todo '¡¿ € Z, de dotde "(t) ¡ l(p,6\.

. 6úr) g ¡', esto ya qtre para todo nL € Z, te\erñs

sup sp, -se- < suplsff -r i se,. rl<2t1 1e.
n€Z nez

Por lo tanto, sfl, e 1., para todo m, €2. Lo que nos clice que ob) q 1..

Así, hemos demostrado que a(r) 6 ?(r, 6) n 1.. n

Lerroa 2.2.3. Asumi,endo (H1), (H4), te'nerlos que la s'uces'ión A(z) : O1r"*r,r.) € AP(Z' Mq(R))'

Demostrac'ión. Sea E > 0, por Proposiciótt 2.2.i, tenerrros que existe 0 < s1 < e tal que, si r €

:f(D,e1) tl 1., I p e P"(¿r), entonces:

o@ c r(r_t,d nr".

Luego, sean r €T(D,€l) ol., ype P,(er), teremos

A(n + d A(n) : é(s",+r+p, s,,+e) - @(s"11, s",)

: ó(s,111p, sn + s[t')¡ - é(.s,a1, s,).

Por 1o tanto, "o-o 
,9) e :r(D,e) ñ f. y p e P,(e), por Lema 2.2.2 tenemos

A\n - p\ A(n\' 1. K.t.

Así, tenemos
P', - u{P'(tr)lr €T(D,€') nl¿1} c:l(A,Kp).

Ademris, como 7(D, e) ñ 1., es rela,tivamente denso, por Lenn 1.7.4. É--, es relativamente denso en Z

, por lo cual T(A, K6) también lo es para todo e > 0. fl

Ahora, para ,b: @("))L *, e AP(Z,R) y H(n,t'(n)) en (2.2 5)' definirnos

17,¡(n):: H(n,$(n)).

Veremos qIte'17,,, e AP(Z,R), para cada ó: l!(")jtr:,,* € AP(V,,R'). Para el1o, hacemos la siguiente

descomposición
176(n) : tn(n) + hz(n, Ó(n)),
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h1@) - f"."*' o(s,11,s)l(s)ds , h2@,Q@)) = l:_*' ú(s*a1,s)G(s,Q@))dl, (2.2.11)

sucesiones para las cuales tenemos el siguiente resultado.

Lewta 2.2.4. Asumiend"o (I{1) - (H 4) , se cumple:
(i) tu(n) < AP(z,w).

(ii) h2(n,, r!) e AP(Z,R), para cada ó € AP(72,R).

Demostraci,ón. Parte (i): Sea e > 0, por Proposición 2.2.1 tenemos que existe 0 ( ¿r ( e tal que, si
r e T(D,e¡) oT(f ,e1) ñ I,, y p e P., (r), entonces

,tu) g 1., n7(D,e1) n7(/,e1). (2.2.12)

Searr r e f(D,c¡) nT(f , et) ñ 1., y p € PnQ),

fu(n i r) hr(n)

- 1,". "" 
ors,-r+p's)/(s)t/s /"'" or",-,'',7t'td"

t"' Ir"li' '';I: 
J"" 

"'4rr "' o{si, r.p.s + "'it)f ts-¡slpr)d" 
1""^" 

arr,r r.s)/rs)ds

/s.+1 T

l" [*,",ri p..,- s'!'tf rs t "f ¡- 61s,¡,..r1r,)l ds

1., t |st.'l 1 st:' )

' J""-, o(s'' rr p s s(f\t[\s I s!\ v)"

/s n+1 r: 
1""- [é(s,+1+p, 

s + "f); - 01,,,11,")] /("+,fl)a, (2.2.13)

t ["".'o,r,, ,.r) l/t"*,,''l-.ftr)] \2.2.t4)
J"^

r", " "',y., .? )
* J"",, é(s, ¡ ¡ ,., - slo)r/ts ¡ sl'r r./s. 12.2.t5)

Primero, por (2.2.12), tenemos q.," ,f) e T{D,c) o 1.,, para toclo n € Z. Por 1o tanto, por Lema
2.2.2, para la expresión en (2.2.13) se cumple

lf-"- l*tr, r p.si sf') ots,-r.s)l .f1s . s,prtrls,'o-tK¡l1f .^.

Adem¿{s, por (2.2.72) también tenemos qr" rl,l) e T(f , €), para todo n € Z. De este modo, la expresión
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"or@

en (2.2.14) cumpte

l/."'' .,",.,,.,) [/r, + 
"0u,,¡ 

_ i(")] 
l 
< o,rrqeo+tD,t*€.

Por último, en virtud del Lema 2.2.1, panla expresión en (2.2.15) tenemos

| ¡"^r '+t'l'], 'i,''¡ r

lJ"^-, é(s, ¡ ¡..0.s t sip))/1s + rlr,)d"J I ,lrl, - af)lrqe2"*t ",-11.f1,.".

Por lo tanto,

lh(n + p) h:(n)l.t < o+ellf ll*
!o¡ YQed+llDll* u

+lrl?, - "fr) 1 ¡ q.z"ttlo n - ¡ ¡ ¡ *.
Además como p € p,(er) y

1,fl, -,1,i1 < l,Íjl, - rl+ lsf;)_ rl,
entonces

.rp'rl!, -slrtr. rrgl"Ll,. rl +sup,rlr) .rl l2er Ss.neZ '"' oez "' ' nCZ
Luego, si M : ("*llf ll* * o¡reeo+l)o)l* + {0e2"+t)o -¡¡1i""), tu,r"_o"

lht@+p)-h(n)lt <Me.
Así, tenemos

p,, : U{p.(e1)l r e T(D,e) nT(f,e)nrE,} c T(h1, Me).
Ade.¿ís, como 7(D,e) n?(/,€) nlr, es relativamente denso, por Lema 1.1.4 4, es tambíé. ¡el¿tiva_mente denso enz,porro cnar.T(h1, Me) también ro 

", 
pu.¿ todo e > 0. por ü arbitrariedad e > 0,tenemos que ñ1(n) es casi_periódica

Parte (ii): seae>0,ysea6r > 0 dado por proposición 2.2.r. Ltrcgo si r e T(D,e1) ñT(f ,€1) (-lT (G (', k), w, e ) o t, y p € .p"(r1) n rf¿, ell, ""toi;;'"*'
o@) q I., ñ:r(D,e) n:r(f ,er). e.2.16)

Ahora, tomemos ó e A?(Z,R) ! p € F,,n Z(@, e1), donde

4, : u{p,, (e)lr, e T (D, e i ft T (f , e1) n T G (., k),W, er) n I,u1 }.
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Inicialmente, ñ2 darla por (2.2.11), satisface

hz(n+p,ó(n+p)) h2.,,ó\n)) - l:-",.,*' 
ó(s,,'o,¡1,s)G(s, ó(n+p))ds (2.2.17)

{," 
*,", r. s lC(s, ó(r¿ ) rdD.

y hacienrlo el ca¡rbio de variable , : 
" 

+ rP) en la primera integral de (2.2.17), obtenemos

h2(n * p,,!(n + p)) hzfu, ó(n)) :

r"', ' -''3), '"" 
'- 1.. slsn ,; .s,slp)tG1s, s?\.ótn -pt)els

- /"' ' o,",- , . s)G(,. @(n))ds
J 

""
fs.+r t: J"" loi",n *,,r+"f)1c1, + sP),ó@+eD-é(s",a1,s)G(s,d(n))] ds

¡" "-. r 
' 
,'1| 

'- 'i" t

J.,- Óls,-r-¡'s+'l')rCrs sll\'arn ¡ p¡1cts. (2.2.18)

Ahora, sumando y restando ó(s.,1i, s)G(s * 
"P), ó(" + p)) en (2.2.13) 1, reagrupando, llegamos a que

h2(n + p, Q(n + p)) - h2(n, g(n)) -

: 
1"","-' [o(s,ar-¡1, 

s + ,f); - o1",*,,,1] c«, + ,ff) ,4¡n + p:¡a,

* 
1"","" 

é(s,11,s) fcqs+sfr,¿1n+p;; c(s,@(n))] as

".",',,-lt-"llr* J"._ 
' ó(s,, ,, r. s I sP) rG{o - slf\. t,1d"

- 1,"^*' lo(s,*,*1,s+sp)) o(s,,a1,s)l GQ+ sf),q@+p))as Q.2.1s)

+ /""*' o1,,*,, 
"1 [ci" + ,9),ó@)) - G(s,@(n)))as e.2.20)

Js.
f""+t

+ 
J"^'-' 

o¡"*y,,; [c1, + sf),,¡(n + p)) c(" +,f;),¿q";;] a, Q.2.21)

+ [""t'-'"r" 
''lo"*,",-r-,., 

r s'!'lc(s - sY.a{n+ pl)ds. (2.2.221
J 
"nt

Primero, dado c¡ne p e Pr, tenemos sH e T(D, q) ñ l.r . Luego por nuestro Lena 2.2.2 de bi-
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casiperiodicidad de é, tenemos que para Ia expresión en (2.2.19) se cumple

lf'".' f*{,,*,*1, s + sf)) - o(s",1r, s)] GG + sg) ,4,@, +p¡¡a"] < .o*,r4,.

donde M1 - sup sup lG(f , /(n))1.
n€Z tE-R-

Para la expresión en (2.2.20), dado que 4" €T(G(,k)"W,e1) y en virtud de el Lema 2.2.1,tenemos

l/' *,r"rj.s) lc(s ' s'f'.0¡tn)t c(s-qin)rl a,l' o-¡q." tD't*e
lJ".

Para 1a expresión en (2.2.27), primero sabiendo que

1c¡s + sf), ó(n + d) G(s + slp), d(ru)) \ t L S@ + fl - Q@)1,

y como p e:I(Ó,et), entonces

Jf 

""*' é(,,*,, ,) 
fc1., 

+ ,f;'r, ¿1, + e¡1 G(s + ."9), ó(,,))) a"l< ur.¡a""*t"t*

Por último, para (2.2.22) se curnple

i ¡"' ' -r"',n] , 'Í" ' I

ll". 
o(s, pr r's I slpr tQls - s'f;)'q1n +?'))d'l ' M Jl"o l''' t'lrt - "(Í\ '

Entonces, finalmerrte se tiene

h2(n + p, @(n + p'S) - h2(n, <l>(n))l 1 o4tM1

lo¡rQeo+ )D l* E

+o¡r/Qe"+ D 1* Le

+ ,l?, s§)¡uqe2"+)lD1l* ¡4r.

Por lo tanto, por (H4), ri ¡¡¡ : (o¡Mr * o 1.lQ.e"+l1n1l* + Jqe2o+llDll* M1), t"rr"-o"

h2('ni p,g(n+ v)) - h2(n,$(n))l < Me.

Así F., n T(Q,et) 9:f (hz, Me), para toda /(n) casi periórlica. Ltego por la arbitrariedad de e ) 0,

teremos q:ue l4($,n) es ca,si- periódica para toda sucesión @(n) casi-periódica. tl

De este modo, por el Lema 2.2.4, tenemos que para toda sucesión $(n) e AP(Z),la sucesión

1r t-, - ltn.,oln\) - [' '' o{s,-r.")lG(D.ó(n))+ /(s)}dstLó\tLt _ t 
Js"

es casi-periódica.
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2.2.2. Existencia y unicidad de soluciones casi periódicas para la Ecuación (2.2.4)

Para @ e AP(2,),116@) - H (n, ó(n)) corrsideremos la ecuación

r(n + 1) = A(n)r(n.) +17a(n). (2.2.23)

Los Lemas 2.2.3 y 2.2.4 nos dicen que para cada { e AP(Z,R) el sistema (2.2.23) es ul sistema casi-
periódico del tipo del Teorema 1.3.1, además por (I{5) tenemos que posee una dicotomía exponencial.
Por lo tanto, el Teorema 1.3.1 asegura la existencia de una única solución casi-periódica de (2.2.23),
dada por:

,o(,) : i Q¡n,,rr1xr¡n;.
É:-oo

Deflnarnos el operador f : AP(Z,R) + áP(2,1R), por

(r,b)@) - i ot,,rl*rrn),
A: -co

donde p - {ó(")}"ez e AP(Z,R).
Ahora, consideremos

.tz sup / ¡0ls ". 
s 1ld sneZJ x

por (1J4) tenemos qre J2 € 1R, ya que de la definición 2.2.1 de dicotomía exponencial se puede verifica¡
que

t, <T.a
Para la constante Jz, co[sideraremos las siguiente hipótesis.

(H6) : LJ2 ( 1, donde .L es la constante de Lipschitz dado por (f13).

Teorema 2.2.1. Sqtoniendo (H1)-(H6). Erúon,ces la ecuaci,ón (C) tiene una única sotuci,ón Z,(n) e
AP(Z), que satisface

z"(")- L a¡",x¡u1*,2"¡n7¡. e.2.24)
A= có

Dem,ostro,c'ión. Sean @1,p2 e AP(Z,R),1uego tenemos

Vói@) - (7óz)(") : t s1",*7xr,¡tr1 | A6,4xa,qt1
fr: co h: oo

: » a1n,x¡ ¡xr,¡r,1 +10.(k)) .

k:o
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Aderaás sabiendo que,

/'sa+1
117o,(k) Xo,\kD - .1.. é(s¡,.1,s) lc(s,ü(k)) - G(s,óz(k))ld's,

l(.Fat)tn) - t-ró ln)1 < Llat - ,r¡ L I lgtr.Al+lsr-r.rt]a".
"--^'/'o

pero

Q (n, *)o (s ¡,*1, s) - g(s,,, s6¡1)é(s¡:+r, s) : I (s., s),

por 1o tanto,

l(Fót)(n)-(J.óz)(n) < Lllót drll i ["0*' g1",,,)l¿"
k: r J sr'

- Ll, ozll I le (s,. s) ds
JN

< LJzllil Qzl'

Como LJz < 1, tenemos que eI operador .F satisface las hipótesis del Teorema cle Punto Fijo de

Banaclr. Por 1o tanto, / posee ut único punto fljo. es decir, existe una única sucesión i" e AP(Z), tal
que:

r(z,)(n) - z"(n).

tr

En Io que sigue, muy importante es la siguiente definición;

Deflnición 2.2.2. Denotaremos 2o(rr) la solttción cas'i, periódica de (C) y lla'maremos z"(t) a La

soLu,c:i,ón rle (8L) d,efi,ni,tLa ltor esta sucesión casi,'peri'órfica según la ecuaci,ón 2.2.3, es deci,r, z,(s,,) :
z"(").

Lerma 2.2.5. Asum'íenrJo (HL) - (H6), tenemos que z"(t) es unif or"ntrcmente cont'inua.

Demostrac,[,ón. Primero demostramos que zo(f) es una función acotada en ]R. como zo(l) es solución

de (B1), para sk < f ( s¿..,.1 se satisfáce (2.2-3)

z, (t) : 4 ¡¡,, r1 r, G il * 
"[,' ro 

(t, u) {G (u' z ( s ¡)) + f (r)} ¿",.

Dado que I € AP(R) y {sr}É-* e AP (Z) tenemos que sorr acotadas, elio sumado a que G( , r) es

uniformemente casi periódica sobre compactos, nos permite definir Mr : ,,á-=.p,.n{lG(2, ;"(s¿)) +

/(z) ), por lo tanto, por Lema 2.2.1 tenemos

lz"(t)l I '/QK6*pJz"(n)) 
| o¡{qKoM1.



Capítulo 2. Ecuaci,ones Di,ferenciales Ca,si-Peri,ód,icas con Argumertto Constante a Trozos 39

Por 1o tanto, tenemos qre zo(t) es acotada. Ahora, usando directamente que z, es solución de (81)"
para f, s € IR tenemos

zo(t) - 2,1») : 
l"lolulr"1"1+ /(u) + G(u, z,(t('u))1t1;u,

dado que f y zo son acotadas, por ser G(., r) uniformementc casi periódica sobre compactos, podemos
defrnir Mz: süp{lc(u, z"(1(z))) + /(z)1i. Así tenemos

u €[q

z"(t) z"(s) I (lDll,lr"ll- + M2) lt sl,

lo cual prueba la continuidad uniforme de zo.

Err 1o que sigue. deteunirrar eruos corrclicir¡nes que rros ¿rsegilren 1¡,r existenci¿ de una l'rlica solrrción
ci,rsi-pe lióclicu dr: 1¿r ccrración dit'crcrrci¡l (r\). para lucgo r'ourparar'la corr :o rrrarrclo o- : 0.

2.2.3. Aproximación dc Solucioncs Acotadas usando DEPCAG

Brrscalr:tro-* c-*tai¡lcccl irlgruros lcsrütirdos de rrploxiruaciórr pala las solui:iorres acotaclas. por t¿¡lto
tanbión pala sohrcioncs casi-pcrióclicas, de la ecuacicjn diiérerrcial (,r). usarrio sn ilrLálogo rhsrr,'1,, rlt¡'
ci¡rrstnriruos. l¿ ecuaciórr discreta. (2.2.1).

Asumierido ]¿ clicotolnía expolencirrl rlcl sistcrna clifelerxri¿rl (A). expuesta eri (115). poclcnros con-
sider¿rr' 1a sigrrierrte corrst¿urte re¿rl

,o ,-::# (/- tr«,, orr") (2.2.25)

Jn e IR ya que,

[* gG,"l ,tr.4.
J*, {}

Considerarernos la siguiente hipótesis

(H6)r:LJ¡¡<1.

-Ldenás J2 I Ja, po, Io tanto, tenemos que (116). itrplica (f16)-

Definición 2.2.3. Sea UC(R) el conjunto d,e las t'unc'ion es reales d,e uariable real un'iforme-m,ente

continuas enR. Para ó e UC(W), d,efi,n,i,m,os

ur(@, á) :: mríx{l{(r1) - g(r2')l: 12 ,rl < á}. (2.2.26)

Observación 2.2.2. Para toda fu,n,ci,ón ó € UC(R) , se cumple

1ímtr(@,fl:4,

n
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'!!a que esto es equiualente a que, po,l'a todo e > 0, eriste 6 > 0 tal que

lrz*al < á + l{(r1) ,á(":¿)l < t.

Lo cual se cumple pa'ra torlo, funci,ó'n u,ni,Jonn emente continua.

Lerna 2.2.6. [16] Asumiendo (H1), (H2), (H3), (Hb), (H6)* ' Tenemos que el sistema (A) tiene una

ti'nica solucáón y* acotada cnR', que satisface:

v.A) - l* sft,s) l/(s) + c(s,v.(s))lds.

Letna 2.2.7. Asu.rniettdt¡ (Hl), (H2), (H3),(H5).1116)". La.furrti.órt g", la tínico, o,cotarLa r:r¡' R rl,e. e.l

.s ls I em r.r ( r\), e s u,rtif o rn,r:nl,n.t. c:, t:c¡ t t t i,¡ ttt a,.

Demostración,. Al ser gr* solución de (A), tenemos

It
v- (t) a*(s) - .l "lD\u)ur(1t) 

+ f \u) + GAt 
's- 

(u))ldu'

Corno g* es acotada y G(.,r) es casi-periódica uni{ormemente sobre compactos, por ende uniforme-

urente ¿cotada sobre compactos, podemos definir M3 : sup{lc(",g)l , ig] < lly.ll-}.Por lo tanto,

tenemos

lu- (t:) s-(,)l : (llrllrlls-11." + ll.lll"" + M3) lt sl,

col 1o cual concluimos clue g* es uniformemente continua- n

Teorerna 2.2.2. A sumiendo (H1) - (H5), (H6). , tenemos qzle

f)
lím { sup z" (n) .q^("")l- i : 0.

o 'u 1,1-Z )



Ca,pítu,lo 2. Ecuaci,ones Di,f eren c.iales Crl,s'i-Periód,icos con Argumcnto Constante a Trozos 41

Demostraci,ón. Primero, por Lemas 2.2.7 tenemos que 9- e l,1C(R). De la definición de y* y zo, telemos

)2.(n) - sr(s,)11
l- rr".' I rco I

'_I. tl 
8ts,.s)cts' i"tk)t'rsl - 

J _-or'"'"tc(s'u'rsrrc/sl-
I oo t ¡s,!1

- i f I l'-'gt",,."fi{s.i,r}rrds} i { fr" a6..,)cr,e'(s)rds}l
l&:-." tJ". ) h?,..tr", ) 

,

lP rr""r l
- |)] 1/ g(r,.")lC(s.:,(k)) C{s.v("rrdsfl

l¡-. (J". , l,

. . S I["", I
t ' rl*\J"r 

lgrs,"'s) rlá'lk) -v'(s) rdsI

tm
< .li {f, g,",.",',1."rÁ')-y'r.rr' a"}

'- lJ'' )

t^f*{i: ' et" s)l s tso) Y.r')l d"}l

<. J2Lsnp i.tnt s'ton), t a i { ["" 
' 

7tr,."l t tit"o, 7'1sr¡¡d,]
n -z ,---- ( J.. )

Ahora, al ser g* uniformemente continua, tenemos que existe u(A*,o+)

n ( r-t ,li"rn\ /'(s,)r' < J¿L>rrylioln) -.u'(s,) y t w(s'.o1,r_¿ tl, 18t",.") tds j
< J2L*p12"(n) s-(r")1, + w(s*,o¡)J2L.

Adernás de (f/6). tenemos O < 1- LJz,luego podemos escriblr.

sup l2o(n) - g-(,")[ O - JzL) < w(y., o¡)J2L

+ l,riplz,(n) y-(s,)11 < ut(y*,o¡) lr:;;r)

y como, lígou(A*,o+):0, tcnemos

tr

#=., {p9 t'"r") v.(") 
' } 

: o'



Capítulo 2. Ecuaci,ones Di,ferenci,ales Casi-Peri,ód,icas con Argumento Constante a Trozos 42

Teorema 2.2.3. Para zo(t), tenem,os qte

lrm- {.upl:.trt y (i )1,} - o
"¡.0t,.ñ " ')

Demostración.Paral€lRterremosqreexistekeZtalque,f€[s¡,-s¿11).Consideremoslasiguiente
desigualdad

lz"(t) - e.(t) r < Jv-(¿) s-("r)lr + Ls-(rr) - z"(sa) 1* zo(s¡) - zo(t)i,

de esta podemos ver que el teorema es consecuencia directa de la continuidad uniforme de z"(t) e y- (t)
y de Teorema 2.2.2, qre nos dice que lírn.*-6 {stp,, lZ"(n) - E-(s") r} : 0. n

2.2.4. Estabilidad Exponencial.

Una solución z de ta DEPCAG (81), es exponencialmente estable sobre ls6, am), si existe B e (0, 1)

ta1 que, dado e > 0, existe p > 0 tal que, si 7: 7(t) es otra solución de (B1), entonces

lr("0) z("o)l I p,

implica
Jz(t)-Z(t)l<€ 0t, paratodotlss.

Además decimos que el sistema (A) es exponencialmente estable si P:1, es decir, si

Ólt >)r ' 'c 
o't -\ \2'2'27)

Lema 2.2.8. Para toiLa Z(t), z(t) soluciones d€ (81), eri,ste r¡ > 0, independ,iente de z y 2, taL ttrue

V(t)-n@ <nz(sn) z("ü1,

d"ond"e t € lr¡, rr+r).

Demosttacién. Directamente de que z(ú) y 7(f) sean soluciones de (81), teremos para s/. < ú { s¡'1

lz(t) -z(t)l < é(ú,s¡)l z(s¿) - 7(sr)l
rt

, I O(i.D) .G(D.¿(s¿-)) Ci.. i(¡*)lds

(tI)< { lo1t. sal - t / o(t. r) ds I z1s¿) - }(s¡)l
t J".. )
f t^, l

< ¿a, ott sht ., (l _ 
" 

orr "rr') ! lz(,*) i(¡rl ,

I c t /)

luegocomo0:if s& < sÉ+1 - sh l6+¡ tenemos que {ce 
o(r-"t) +*(1 -" "(¿-"u))} es acotada
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uniformemente sobre ú, es decir, tenemos que existe 4 > 0, ta1 que

[", "u "^,n!:(l . "r'-",,\\ . ,,,t' 'o\' ,l-"'
tl

Teorema 2.2.4. Asumientl,o (Hl), (H2), (HS), (Hl). Tenemos que si,

a\o):{'"" t "-"" !-11 -e ""r¡} - r

I o' ')

entonces tod,a z(t) solución de (BL) es erpon,encialmente estr.¡,ble.

Demostraci,ón. Sean z(t) y 7(f) soluciones de (81). Luego tenemos que z(s¡) y 7(s¡) son soluciones

de (C), de 1o cual, denotando
u(k) -- lz(st) - Z(s*)1,

tenemos

o(k + r) < ó(s¿11, s¡)lr(k) * l@(s¡nr, sr)l /"-*' 1o1r, r*;¡ lG(s, z(s¡)) G(s,i(s¡)lrl,s
J,,

< lé(s¡a1, s¡)l'u(k) t a(s¡¡ 1, s¡ )l Llz(s1") ¿(r*)l /'**' la(s, s¿)l ds

- ó(sr+r, sr)l u(k) + lo(s¡a1. sa)lru(k) /"'*'1o1",r*¡1a,
J ó^

: ói <, ,".ll {r + L [ 
* 

'1o1s. s¡; ds] ui,k;.
J "- )

tenemos, por (2.2.27),

o1k r l) I lO(s¡ , sar {, * , ["'- ."-"'" "u'¿"] 116¡ 12.2.2ót" t J,- )
( Lct .'): o(s/"r ¡ s¡.tl 
{ 

t r * (t " "t"rtt "'t)} u(,k). (2.2.29\

Recordando que o+ : sup(s,,11 s,,), tenemos
n€Z

1-" o(s¡,.:-sr) l\-e o"+. (2.2.30)

Así por (2.2.29) y (2.2.30),

d(a+ t)< or"o-,."*1 {r *r, " "" t},,ri. (2.2.31)
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Procediendo recursivarnentc en (2.2.31), obtenemos

o(n) < lé(s,,s6) l{t*L:(1-€ ""+)} u(0), paratotlon}0. (2.2.32)
taJ

Recordando ahora que deflnimos 6- - $L(s^¡t s,.),

lo(s,,, s6) I ce-o("- so) q 
"" 

ao ". (Z.Z.ZJ)

Así flnalmente, por (2.2.32) y (2.2.33), tenemos

"'' 
1""rf'r""u".i0,' 

"" f 
,*; ;).,*'

Por otro lado, por Lerna 2.2.8, sabemos que existe ri > 0, tal que ]z(t) - Z(t)l < r¡r(n), para todo
t e [s,, s,..1). Por 1o tanto

u( r) < rtclt3( o))" u(O\.

Así para e > 0, tomando p : ft, tenemos:

z(ro) ,(so)l< p + lz(t) - z(t)l<elB@)l <elt3(o1t/"-1t,

con 0 < p(o) < 1, 1o cual nos dice que z es exponencialmente estable- n

2.3. Promedios y Dicotomía Exponencial

Consideremos la ecuación homo6¡énea

:r'(t) - A(t)r(t),

veremos ahora como influyen los promedios de Ios elemento de la matriz A(t) en la existencia de
una dicotomía exponencial de esta ecuación. Estableceremos una condición sobre los promedios de la
matriz casi-periódica A(f), que nos asegure 1a dicotomía exponencial de esta ecuación homogénea.

Caso Escalar

Estudiaremos primero el caso escalar, es decir,

r'(t): a1¿1"¡¡1, (2'3'1)

con a € ,,lP(lR,lR). Si O(¿) denota ia matriz fundamental de (2.3.1) con é(s6) : 1, entonces

o(r) : exp (f'.,ra,; (2.3.2)



Capítulo 2. Ecuaciones D,iferenciales Casi-Periódicas con A,rgumento Constante a Trozos 45

Proposición 2.3.L. Sea a una funci.ón casi,-peri,ód"i,ca, Entonces se cumplen:

(i,) Sea a ) 0, con M {a} < -a < 0, entonces eñste c> 0 tal, que

lo(1, s) < ". "(' "), Vú > s.

(i,i,) Seaa)0, con M{o}> a20, entonces eri,ste c> 0 tal que

lÓ(t, s) < ce-a(s*t) j Vs > f.

Demostraci,ón. (i) Si M{a} < ¿r < 0. Sabemos del Teorema 1.1.5 que para M{a}, se cumple que

1 ft+sMlo] ,|il; ¿ 
o(u\du.

existe uniformemente sobre s € 1R. Luego

t rl
Mlol lír¡ ,' I a(,t)du., .,o. / sJ,

uniformemente sobre 7: f s. Por io tanto como M{"} < -a { 0, tenemos que existe 7s € IR,

tal que si t s ) To, entonces

.l 
I a(,,l,tu< o<UT S J"

¡l

- 
| o¡u1du <-0(r-s)<0

.t.
,¡¡

----> ""ol/ ,trld,,'| a" "'r ''r'\J. /
+ o(r, s)l < e-a(¿-s). (2.3.3)

Ahora sea 
( , / tt r r)

" - n,ri* { t. srl, ( 
"-o 

( / rtru)dtt\, otr "' ) }
L 0.i ¡\i, \ \J" t , )

entonces, si 0 < t - s < 70, tenemos

/"1

"*n l L,1r,,\,1r, \ .4(t s) .< .' )r:, l
===+ exp ( | o,¡u1au) <cc "it "t, si0<f -s<76. Q.3.4)\J" )

Así por (2.3.3) y (23.$, tenemos clue

la(r, s)l < ce a(t-s\, Vf > s.
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(ii) Si M{a} > o > 0. Para este caso la demostración es equivalente. Ba,sta considerar que O-(f) es

matriz fundamental de
r'(t): -a(t)r(t),

para el cual tenemos M{-"}: M{"} < a < 0, pudiendo aplicar Io hecho en (i).
n

Caso Diagonal.

Consicleremos ahora un sistema diagonal

rt(t) : D(t)r(t)

D(t) - diag(dút),. , ds(4), es decir, e1 sistema

Iri iri , dtU ttt(tt
),
)
[/q(/) - dr(t)rn(t\.

Primero, rotemos que para é¿(f) matriz fiudamental de Ia ecuación

(2.3.5)

(2.3 6 )

r'i(t) : dt(t)ri(t),

tenemos.

é¡(t) : evp (1,'"0^r^).

Entonces fácilmente podemos da¡nos cuenta que é(f), 1a matriz fundamenta.l de (2'3.6), está dada por

o(t)-d.ias(o1(t),..,ér(¿)). (2.3.7)

Proposición 2.3.2. Si D(il : aist¡¿r¡¡), ' ' , dn(t)) , con d¡(t) e , P(IR, 1R), fal qze

M{d'i) + o,

para cada'¡ -- 1,... ,11. Ent onces la ecuaci,ón (2.:3-5) posee u,na (a, c, P) -d'icotomío' erpon'en'ci'ol"

Demostración. Tenemos M {"¿} 10, luego por Proposición 2.3.1, sabemos que

, Si M{a¿} ( o1 ( 0, entonces existe c¿ € 1R+, ta1 que

lÓ¿(t, s)l < cie-di(t s) 1 si t ) s.

' Si M{a¿} } a¿ } 0, entorces existe c¿ € 1R.+, tal que

O¿(ú, s)] < cíe di(s-t). si s > ú.
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Definamos
a - mf {0,}. (- pn{.,}.

y la matriz proyección, como la matriz diagonal P: di,ag(pt,... ,po), doude

(t,
'' 

: 
10,

Con estos a, c y proyección P, se crmple que

si M{a¿} <0
si M{tr,¿} > 0.

lo(¿)Po-1(s)11 <. r"- ol' "), si f 2 s

lo(fx/ - P)é-1(s)11 3 ce o(" t), si r > s.

Es decir, (2.3.6) posee una (a, c, P)-dicotomía exponencial. n

trste último resultado, nos asegura la existencia de una dicotomía exponenciai para un sistema
diagonal casi-periódico pidiendo que l<is promedios de los elementos de la matriz sean distintos de
cero. Esto será de gran releva.tcia en lo que viene, donde estudiaremos sistemas tipo CNN (Cellular
Neural Network), cuyas partes line¿les son sistemas diagonaies.



Capítulo 3

Sistemas Tipo CNN

3.1. Introducción

Los sistemas CNN ( "Celzllar Neural Network" ) fueron introducidos por Chua y Yang en 1988, un
breve sumario rle teoría y aplicaciones de CNNs se pueden encontrar en 1os artículos referidos [11, 12].

Nosotros estudíaremos un sistema CNN consistente de m ceLulas interconectadas, que está descrito
por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

g#: 
a¡(t)r¡(t) + i tn¡ 1t1 ¡ o 1*,(¿)) + E', (¿),

1=I
i:1,...,m. (A.)

donde r¿(ú) denota e1 potencial de la célula i en el tiempo f, o,¿(ú) denota la rapidez con la cua,l la
célula i testarra su potencial al estar aislada, fi(.) denota un output la-lineal, ó¿¡(ú) denota la fuerza
de conectividacl entre la j-ésima y la i-ésima células y E¿(f) denota el i-ésimo componente de una
entrada externa al sistema sobte la i,-ésima célula.

Cellular neural networks han sido de mucha utilidad en diversas áreas, como procesamiento de

señales, procesamiento de imagenes, memorías asociativas, reconocimiento de patrones. Su gran apli-
cabilidad ha despertado el interés de muchos a,utores, 1o que ha generado un amplio estudio de este

tipo de sistemas. En particular, en Ia literatura existente nos encontramos con arnplios resultados
sobre el problema de la existencia y estabilidad de soluciones periódicas y casi-periódicas de CNNs.
Podemos referir en el caso periódico 18, 10] y en el caso casi-periódico [9, 23, 28, 36].

Dada a: {"¿}P_,- Q lR una sucesión equipotencia,lmente casi-periódlca con s¿ < si+1 y

o]íY""sz: +m,

deflnimos la función escalonada 7 :IR + lR por:

1(t) : si, si t e J¿: [r¿, u¿+r).

48
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da¡(t)
dt - a¿(t)y¿(,t) + i r,,¡ ¡t¡ ¡, 1s,1?(¿) ) ) + E, (0,

j=1
i,:1,... ,m.

Eu l¡ li1cr¿i1.rtr¡ i.arllriérr rxrs etlcr)ltlirnlos. itor ejerllrkr. rrtrr cl esturiio cle

#: a¿(1Q))z¡{t) + i u.i lt {t)) t i {z j (1 (t))) + a¿(1 Q\, i:7,...,m.

Z. Huang et aJ. 121] en 2006 estudia la ecuación (,B2*) pa,ra el caso 7(ú) : lt], es decir, Ia ecuación

tt z¿ (t) - - a¿ qtl) z¿ (t) + i t o ¡ {ltl) f ¡ (, ¡( I¿l ) ) + ¿,, ( I¿l ),df r:l
obteniendo condiciones suficientes de existencia y atractividad global de soluciones caslperiódicas-
Huang et al. hace mención en su artícrlo al hecho que esta DEPCA posee la característica de poder
ser vista como ura aproximación de una soluciórr del sistema CNN continuo (,4*). Posteriormente,
el mismo Huang et al. 122] obtiene condiciones suficiertes para la existencia de una única solución
casi-periódica y exponencialmente atractiva de (.B1*), considerando 1(t) : [t/á] á, es decir, Ia DEPCA

dg;tt )3//r/l\\
dt o;(t)s,G)+Lb,t(t\[j(y,( Ll 5] )+E¡(t).

; \ \lol ,//

Nosotros obtendremos resultados aná1ogos y mucho más generales a los de Hüang et aI. 121, 22)
mejorando los resultados, hecho que más adelante detallaremos, y considerando 7(f) como una función
constante a trozos de tipo general, esto lo conseguiremos valiéndonos de los resultados obtenidos en el
Capítulo 2. Por 1o tanto, 1o primero es notal que nuestro sistema CNN ("1-) es un ectación diferencial
tipo (A) vista en el Capítulo 2, de hecho si consideramos

. Las funciones matriciales ,4, B : 1R 4 M*u*, dadas por

A(t) : ¿¿on|-or(t),..., a,.(t)), B(t) : (bij(t))Éi,i<n.

En estr: ctlpítulo estudiarunos l¿1 siBuierrte Dl:lPC,\G

La función /, -E : IR -+ IRm, definidas como

/(") : (/1("r), ..., f,"(",_))r,

. Y la función G: lR x lR- + R-,

tenemos que (A-) es equivalente a

(81.)

(82-)

E(t) : (¿|ft),. .., E,"(t)).

G(t,r) - n(t)J@),

r' (t) : t¡¡¡*1¡1 + G(t, r(t)) + E (t). (3.1. i)

tr9



Por 1o tanto, los resultados que obtuvimos en el Capítulo 2, para el sistema rliferencial (A), la DEPCAG
(B1) y el sistema discreto (C) son aplicables aI sistema CNN (,4.), la DEPCA (8L*) y el anátogo
discreto del sistema CNN que obtenemos procediendo de igual forma como 1o hicimos para obtener Ia
ecuación discreia (C), para las cuales obtendremos condiciones suficientes pa,ra asegurar la existerrcia
de una única solución ca"si-periódica.

3.2. Estudio de DEPCAG (81-)

Reescribamos Ia DEPCA (,B1.)

da¿(t)

dt 
. : -ai(t)yi(t) +»,bij(t)f j(y¡ee\) + E¡(t).

l=!

Sea O(f) la matriz fundamental de la parte lineal de la (3.1.1), con é(s6) : I. Como la parte lineal
de (3.1.1) es diagonal, tenemos que ó(ú) es la matriz diagonal dada por

o(¿) : exp ( f' o¡aa,\ : dias lót(t),.. . , é-(¿)) ,
\Jso /

tt ,,,
donde é;(f) : e J"aai\u)'1u. Y procediendo como es lecesario, es decir, resoiviendo esta ecuación en
cada intervalo Jli y usardo ia recurencia que se nos forma en los extrernos de estos intervalos obtenemos
nuestro análo¡¡o discreto para el sistema CNN, la siguiente ecuación en diferencias

(ct *)

\Iirerrir¡s t¿ttr. biérr corr o se \:e pol coorclerlarlas

(3.2. 1)

Podemos ver que (C1*) es equivalente a la ecuación (C), que estudiamos en el capítulo anterior. A
continu¿ción determinaremos las condiciones que deben cumplir los elementos del sistema continuo
(A*) para que su análogo cliscreto (C1+) cumpla 1as hipótesis del Teorema 2.2.7, qte nos garantiza la
existencia de una única solución casi-periódica.

3.2.L. Condiciones para la Existencia de una Única Solución Casi periódica

Estableceremos las siguientes hipótesis para nuestro sistema cNN (,4-), bajo las cuales podre-
mos asegurar la existencia dc una única solución casi-periódica del análogo discreto que construirros,
veamos.

(1{1)"",, :Para cadai,:7,...,m, a¿(t) € ,{P(R) y además existen a¿ e IR+, tales que para el promedio
M{a¿}, se tiene 0 < a¿ < M{a¡.}.

é(s¡11, s){G(s, y(s¿)) + E(s)}ds.: @(s¿¡1, s¡)e(s n) * 
1""^

v(sr+r)

/" \
f f,,-,J,r,., r,^ l,r.-t
\r:r /

Í"k+r acfu),11,!Ji(sk, . 
/_

U;.(s¡¡1) : "
rsk+1

e- l\ altÜ tau



Cagtítulo 3. Si,stemas Ti,po CNN

(H2)",, : btj(t), Ei(t) € Ap(R), para cada i,, j :1,.. .,m

(H3),nn: fi(f) es Lipschitz, es decir, existe 1.7 > 0talque 1fi@) ¡1Lr¡1 <lr)" Al para todo r, y € lR,

Para cada j:7,...,m-

(.H 4)"". : La sucesión o : {s"}"_1 - es equipotencialmente casi-periódica.

(-É15)."," : Para

Jz :s1tp ["" p1r,,u11rar, L : -máxi]lan,ll,*¿r,n(V-J 6 t<t'm .*,

se currrple que

JzL < l.

Teorema 3.2.L. Asumi.end,o (Hl)o,"- (H5),-". El sistema rliscreto (C7*), posee una única soluci,ón
casi-periód'ica a"(s"), la cual sati,sface la si,gui,ente relación

(3.2.2)

P or coo'rd,en,ar1as

,t /,.,,-, l', .l \
!t,otón) . I { /, t!'''lu1'tu 

lla¡,rstf,ru¡,{sk)) r-8,(s)l dsl (3.2.3)
¡.- co \r"r Lñ ) )

Demostraci.ón. Separaremos 1a demostración en 4 puntos, en los cuales verifrcaremos que (C1*) satis-
face las hipótesis del Teorema 2.2.1.

1. Asumiendo (H1).".,Ia Proposición 2.3.2 nos dice que existen a, c e IR+, tales que:

O(ú, s)11 < ce-d(t s) 1 para todo t > s, (3.2.4)

es decir, tenemos que el sistema (3.1.1) es exponencialmente estable, es decir, tiene una (a, c, P)-
dicotomía exponencial, con P : I. Además, tenemos que

o : .rlít {M f o,¡}.

2. Asumiendo (H2)""", claramente tenemos que B(ú) € áP(R).

51
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li. \larrros qnt- asnlrielrlr (H:3),,,,,. tcrcnros qrie G(1. .) es Lipsiriritz. Para :'.9 € 1R"' se nrrrple

G{t,r) - G(t,y) : a(t)f (r) - B(t)i(a)

: lti,1t¡¡t1r) lrz¡1t1¡o¡0,1

luego

4.

< ,g%t lb¿'¡Oll,.t)t¡ a;
j:1

< lr e oo.mryr ) llü,j( )1,."/j
1S¿Sm 1-Í

Esto nos dice que G(f,.) es tr-Lipschitz, con I : ,Ei; ILtlb.L¡Oll*'l¡.

Sea trV c 1Rm cornpacto. Como / es una función continua, tenemos que es acotada sobre com-
pactos, es decir,

M:sup{ f (r)1,*:r € w} €R.

Sea e > 0, para r € :I(B(t).,e) tenemos

lG(t + r, r) - G(t, n) : lB (t + r) f (r) - o (t) f (r)) < M lB (t + r) - B (t)),

es decir, tenemos que G(., r) es ca^si-periódica unifórmemente sobre ír € W, con W compacto.

La condición (H4).. es idéntica a Ia condición (114).

Por último, la hipótesis (115)",, nos asegura la condición de contra,ctividad exigida en (fl6).

tr

Por 1o tanto go(s,) es la única solución casi-periódica de la ecuación discreta (C1*).

Definición 3.2.1, Denotarelnos corno ll"G.) a la soluci,ón casi periód'i'ca de (2.2.4) dada por el Teo-

rema 3.2.1 y ll,amaremos y!(t) a ta solu,ción de (81.) definid'a por est¡t sucesi'ón cas'i-periódi,ca, es

decir, s[(s") : a"{s-).

Recordemos
o, : ínflsn+t s,). "* 

:::B(r"*, s,),

: \roift)tfi(,;) - f¡@)1,
l=1

-11
llct .rt- Cr..e) co lli:.,p I)b,itr)lIit,,¡t I¡tu¡tr.,<,,,i alJ_l 

I

5.

6.

(+o oe¡
§-- ó

ot., 818.--r-5Ér z.
L c§^r;iL!A :i<lllJtar 5
(, 

"')Ve cr-.,rr9l
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ya que juegan un papel importante en la estabilidad de las soluciones de (C1x) que establecemos en

el siguiente Teorema, que es consecuencia directa del Teorema 2.2.4 de estabilidad exponencial.

Teorema 3.2.2. Asumi,end,o (H 1).""-(H 5).nn. Tene'mos que si:,,

Plo) {" "'- , e-oo-Lilt " "' ¡} . t.' t d' ')

entonces toda y(t) soluci,ón d,e (81.) y tod,a sol'ución g(s^) de (C1+) sor¿ erponenci,almente estabLes.

Tenemos como corolario de los teorem¿s Teorema 3.2.1 de existencia y Teorema 3.2.6 de estabilidad,
ei caso particular considerando

,rrt : lll ¿,
Ldl

esto ya que sabemos que para n € Z, sn: nd es equipotencialmerte casiperiódica y

t(t) : nt, si ú e Inó, (n + t)á).

Por 1o tarrto, los teoremas antes mencionados son aplicables para 7(t) : []] á, para Ia cual tenemos

o : o+:6,

Corolario 3.2.1. Asumiendo (Hl) o.,n - @3)".", (H5)',", y

t-rl
1(¿) : 

Ld] 
¿

Luego, terremos que la ecuación discreta (C1x) tiene una Írnica solución casi-periódica, la cual satisface

( 3.2.5)

Aderrrás. si sc cttrnple

53

(3.2.6)

tcrreinos que l;r sohrcir'in g¡ es cxponcrrcialrleltc cst¿rhlc. i\otetnos qttc itr t:ondiciritr (3.2.6) es equivalurte

Observación 9.2,L. El CoroLari,o 3.2.1 nos erltregl, un resultado mucho más general al obtentrlo por

Huong et al. {221,

{"-*+"*4(t ""')}.r,

Lc:

- < 1.
a

1. Los resultados d,e eristencia u estabili'dad en

de- (A*) sea una funci'ón acotad,a y /(0) - 0,

d,emo stro,c'íone s .

[22] se obtien en, bajo la la e$igenci,a de que f(t)
eri,gencias que no fueron necesarías en nuestra's

n ) / ¡tk.lt6 \
e6lnó) - t I / o(n d. s)JC(s. s6(k6))-r E1s)lds I

,- \J¡ó /
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2. En Huang et al. [22] se pide inf¿¿p'{a¿ (¿)} > 0 para todo i, : 1',... ,m. Nosotros obtenemos

nuestrosresultad,opid,i,end,oqueelpromed,i,oMla,¿(t))d,eai(t)seaposi,ti,uoparatod,oi:1,...,m,
lo r:ual es menos erigente, ya que

,"f{o¿(¿)} > 0 ====+ M{a¿} > 0,

peTo

M{a;}>0+ínÁ{¿i(r)}>0

3. Si, se consirl,era ínf¿6e{a¿(t)} > O, tenemos que las constantes c,o en (2.2.27), estan d.adas por

c l. o: 1y,á.x,^lM {o;)'.

Por lo tanto, nuestra condi,ción d,e estabi,li,d,ad, erponencial, en Corolario 3.2.1 serío'

{"-^6 " 
.6L ( L-"-"u)}. r.

t- 6\ t)

Además tenemos
-a6'; ('-'-"u) 'á'

l.u,ego

f _"6 +c "óL (1 
"_"r)] < {" "o r ¿¿}.1' 0\ /) t' '""J

Por últirno d,od,o qu,e

0 < a¿* : ínfi{a,(t)} < M {on} ' para cad'a i': l' '' 'm"

y recordando que

": ,,2&illb¿¡ll*t¡,j:1

tenemos

(m)

{, ""*, o6L l, . "ó\\ . ), "¿ ' ¿,T,u¿Illü,i -¿rIl' ' o\'" tl t" r-, )
(^)

< már { e ','6 r 6f lb;r,¡."/; Ir1,.,,¡. ", 1 
, ")

esto últi,n¡o'nos d,tce que nuestra condici,ón es mtnos eri,gent'e que ta d,e Huang et al [22], que es

(-)

,T,tl {,-,,.. a! ila;; *,, I . ,.
I j-r )
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Dilerenci¡1 oo meoor. ao qut tn generol se cuntpL, que jnfi{n (t)} ci mu.ho mtís pequ"no que

M{a¿), to que hace que nuestra condi,ci,ón sea mejor que d.e Huang et al.

3.2.2. Aproximación de Soluciones Acotadas de CNN usando DEPCAG

Ahora veremos los teoremas de aproximación vlstos en el Capítu1o 2 para nucstro sistema CNN
(á-). Primero, consideremos las siguientes corlstaltes

tt 'Ja sup / Q¡t.uS, drr. t : -T# ).- ¡¡t,,, ^ 
1,.

t-R J co " ''';

para la^s crrales introducimos 1a hipótesis

(H5)["": JnL <1.

Lema 3.2.1. As'umi,endo (H1)."" - (H 4)."", (H5):,"", ten,ernos que el sistema CNN continuo (A*)

t'iene u,na 'ún;íca solución acotada en R, que sat'isfacr:,:

,. ft) : l' *o(t, 
s)lc(2, r- (z)) + E(u))d,u

Para r.(f) tenernos el siguiente Lema, que rros gara[tiza que g"(s") estará tan ccrca como queramos

de r.(s"), si aa es lo suficientemente pequeño.

Teorema 3.2.3. Asurniend'o (H1),. (H 4)."., (Hl)i-", tene'mos tvte

rl
"rr:r{;i2tr'rs") 

y"ts,) ¡} : 0

A¿em¿ís, si utilizamos la solucion El(¿) de Ia DEPCAG (3.i.1), teremos que ruestra aproximación

es uniforme sobre todo IR.

Teorema 3.2.4. Asumie-nd,o (Hl)."" (H4),-n, @5)k", tenem,os que

r)
,,JTo{;¡;,'t,, .u;rttl } -0.

El Teorema 3.2.4, nos muestra como en e1 caso acota<io 1as soluciones de la DEPCAG (81*) aproxi-

man 1a solución acotada clel sistema CNN contiluo (,4.). En Ia siguiente simulación quedará ilustrado

este resultado teórico.
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3.2.3. Simulación

En nuestro estudio hemos obtenido resultados que nos aseguran que }a solución acotada dc la
ecua,ción discreta (C1E) es una aproximación de Ia solución acotada del sisterna continuo (,4-)- Ejem-
pliflcaremos este hecho con un sistema de 2 celulas interconectadas. Primero mostraremos que el

sistema que expondremos satisface las hipótesis necesarias para la existencia de una única solucion
casi-periódica exponencialmente estable, para luego simular un problema de valor inici¿l que nos per-
mitirá ver la aproximación y como e1 sistem¿ discreto (C1x) conserva la dinámica del sistema continuo
(á-).

Ejemplo 1. Consideremos el siguiente sistema CNN casi-periódico

f ,rtrl: -d1(f )rr(/)+ ór(¿)/r(rr(¿)) +bn(t)fz@z(t)) + E1(¿),

\ r'r(t) : -u2lt)rr(t) + b21(t)fi(r1(t)) +b22(t)f2@2(t)) + E2(t),
(.3.2.7)

r'1oirc1e

56

a1(r) -2+sin(vt3¿),
ó11(t) : 9,5 tltP;'

b2i(z) : 9,3 ri.1¿2r) + o,z sin(t;,

Er(t) - zsit:,('/it),

y tomaremos h@) : fz(r) - tanh(z), furción 1-Lipschitz.

Figura 3.1: §olu, ión ¡' lo (3.2.7) l'igura 3.2: Solución 12 de (3.2.7)

a:u (t) : + a 
"or1¡1'

b12(t) : ¡,3 6o.1¿;

ó22(t) - sin(f);

Ez(¿) : .o.(r,6¿),

Constnriremos nuestro sistema discreto análogo usando Ia función escalonada

t(t) : s''

t;l

corl s, : n ó, donde á > 0, es decir,

7(r) : d

.l ' 
^;\" /l /\ |,'i"\ /\ t\ t\ 

^."++u+t\ lf
i:ifr!iWv

I
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Así nuestro análogo discreto está dado por

. r,F r)6 ","_,,. / " \
g;(tn t l)6)-- e t," ' ",a'!t,1n6) 1 I " t:"-''' If a,;fst,friu;{rrd1) l E;1s) }a, if.Z.arrn| \¡ )

Como la función tanh(r) es Lipschitz, con constarte de Lipschitz 1, tenemos l¿:1, por Io tanto:

t: »aryí.lló¿;lJ."l, : máx{0,8; 1,b} : 1,b.
r::¿:l:-:

Ademris, 1os promedios de a1 y a2 son

M{at} - 2, M{a2} - a.

Luego. o:2.v para..I7 tenelros

,, : 
*U I *lo(s,, 

ti,)lldz . 
ZZU [-',* ", o, - i,

Por 1o tanto, JzL < * < 1. Así, por Corolario 3.2.1, tenerros que existe una única solución casi
periódica del sistema discreto (3.2.8). Además, como

!:':t <t 
-{r-"0,,-'oL 

(t . "")}. r,o 2 [ a\ t)
por Corolario 3.2.1, tenemos que esta única solución casi periódica de (3.2.8) es exponencialmente
estable.

Figura 3.3: Sucesió¡r solución 91 de (3.2.8), para
ó:1

Figura 3.4: Sucesión solución 92 de (3.2.8) para
¿-:1

l,iis fignras (lire presert¿ruos ¿r contiriuación ntis pclrnitcrr conrpar¿u: l¿s tra¡'ectorias clcl -*isterrra
contirnro (3.2.7) v cl sistcn¿r rliscleto (3.2.S). erllo los mosir¿rrá corrro el arrá1ogo discrcl.o cc¡lstlujdc¡
presen¡a 1¿¡ dirrárlic¿i dr-.I conpolttrrnicuto clel sisteuir contimo. Sc vcr'1r lc.flejaclo cltte Lorr zrr valoles

nrás peqnerios pala, d giunntiza rura rne-jor :rploxinraciirrr dcl sisterl¿r contiutro. In la figura (3.;) r L"

figura (i3.4) vcrnris r.l collportalniento cle 1as solucloncs 91. ¡12 de1 sistern¿r t'lisrtc:to {3.2.8) tomtrnclcr

á - i. Se pLrede obsclvrtr cl lo-. gr'áficos (o1¡p:ir¿ri.ivo-s cle 1¡s fi¡rurrs (3.5), l3.tj) cono )'a tr¡rrrirurlcr
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Figura 3.5: Cornparación soluciones z1 y y1 para
d:1

Figura 3.7: Sucesión solución y1 dc (3.2.8), para
d:0,1

Figura 3.6: Cornparación soluciones z2 y y2

d:1.
para

ri - 1 la travcctoli¡r dcl sistcm¿r discreto sc ¿1cer(ia a la tla¡'ector-ia ciei sisterla coltirruo.

Figura 3.8: Sucesión solución y2 de (3.2.8), para
d:0,1

Como es de esperar, por nuestros resultados teóricos, el tomar un valor más pequeño de á nos

entrega una aproximación más precisa. Podernos apreci¿r este hecho en los gráficos comparativos de

Ia^s figrira^s (3.9), (3.10), en donde se considera á - 0,1 para el slstema discreio (3.2.8).

l

I
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Figura 3.9: Cornpa,ración soluciones r.r e y1 para
ó-0.1

F-igura 3.10: Comparación soluciones z2 e 92 para
ó:0.i

(3.2. s )

a2(t) : 1+ cos(¿);

br2(t) : 9,3 r6*P¡

urr(t) : jsin(r);

Ez(f) :56651./-3¿;,

Ejernplo 2. Cc¡risidererlos e1 sig-uicnte sisteura CNN casi periódico

| ,'rtt¡: -ar(r).rr(r) + ü1r(¿)f1(r1(r)) +bn(t)fz(rz(t)) + E:(t),

I ""tr) 
: a2lt)rr t) + h.Ilt)h@Át)) + bzz(t) fz@z(t)) + E2(t),

donde

,r(D-1+sin(r,6t),
b1i(ú) : 0,2 sin(t),

b21(¿) : 0,1 sin(vO¿) + 0,2 cos(t),

Eút) - 2cos(\/-2t),

y tomaremos fL(d : fr("): 1n(r2 + 1), función 1-Lipschitz no acotada. Construiremos nuestro

2

0

2

Flgura 3.11: sr.rlución z1 de (3.2.9)

sistema discreto análogo usando la función escaionada

Figura 3.12: Solucióu rz de (3.2.9)

2

1

1

-2

1ft): s.,
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con s?¿ : ná, donde d > 0, es decir,
ill

?(¿):dlil.
Lol

Así nuestro análogo discreto está dado por

e,((,, + r)á):. /;; ''o,,tdur 1n6)- ['"'t'u o I: " ' (f,t,¡tst¡,ts,rn,stt tr,(sr) ,/s r¡.z.ro,rnó \ñ I
Como la función 1n(r2 + 1) es Lipschitz, con constante de Lipschitz 1, tenemos l¿ - 1, por 1o tanto:

2

' 
:,tPr I 1]b¡rll,-t¡ - már{0,51 0,8} : 0,8'

Ademas, Ios promedios de o1 v a2 son

M{"t} - r, M{a2} - 7.

Luego, a : 1 y para J2 tenemos

ts" f nij

,, -i¿El *lé(s,, 
u) .n".".irJ_,_" (n6-u)(1u 

1.

Por 1o tanto, JzL <0,8. Así, por Corolario 3.2.1, tenemos que existe una únic¿ sohrción casi periódica

del sistema discreto (3.2.8). Además, como

¿-0.8 , ,f--,0-.o6L{t --"¿\\-,o l-<' '1" +e ;l' ' )¡'
por Corolario 3.2.1, telcmos que esta única solución caslperiódica de (3.2.10) es exponencialmcnte

estable.
A continuación rzemos, que al igual corno ocurrio en e1 ejemplo 1, tenemos que el sistema discreto

conserva la dinámica del sistema continuo. Podemos ver también que el torrrar un valor más pequeño

para d, significa obtener rna mayor semejalza entre las soluciones del sistema discreto y continuo. En

particular tomamos, primero d: 1 y luego á:0,1
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Figura 3.13: Sucesión solución y1 de (3.2.10), para
ó:1

Figura 3.15: Colnparación solucioues 11 y y1 para
d:1

Figura 3.17: Sucesión solución yr de (3.2.10), para
¿t:0,1

Figura 3.19: Comparación soluciones rr e gr

d:0.1

Figura 3.14: Sucesión soiución 92 de (3.2.10), para
d:1

!'igura 3.16: Comparación soluciones z2 y 92 para
ó:1

Figura 3.18: Sucesión solución 92 de (3.2.10), para
ó:0,1

Figura 3.20: Comparación soluciones 12 e 92 para

á:0.1

ll



Bibliografía

li] A. R. Aftabizedeh, J. Wiener, y J. M. Xu. Oscillatory and periodic solutions of delay differentiai
equations with piecewise constant argument. Proc. Amer. Moth. Soc., págs. 99 673, 1987.

12] M. U. Akhmet. Integral manifolds of differential equations with piecewise constant argument of
generalized type- Nonli,near Analysis TMA.66 (2):367-383, 2007.

i3] N{. U. Ahhmet. On the reductiol principle for differential equations with piecen'ise corstant
argument of generalizecl type. Journal of Mathem,ati,cal Analysis and, AppLi,cati,ons, 336:646 663,
2007.

l4l M. U. Akhmet. Almost periodic solutions of differentia,l equations with piecewise constant arg11-

ment of generalized type. Nonl'inear Analys'is: Hybrid Systerns,2:456 467,2008.

15] M. U. Akhr¡ret. Stability of differentia,l equations with piecewise consta,nt arguments of gencraiized
type. Nonli,near Analysis, 68:794-803, 2008.

f6l M. U. Akhmet y C. Büyiüadah. On perlodic solutions of differentia,l equations with piecewise

constant argument. Comput. Math. Appl,., 56(8):2034 2042,2008.

17] A. S. Besicovitch. Almost Peri,od,i,c Functi,ons. I)over Publications. Ilc. Nerv York, 1955.

l8] J. Cao. Global exponential stability and periodic solttions of delayed cellular neural networks.
J. Computer. System 9ci,.,60(1):38 46, 2000.

19] J. Cao y A.P. Chen. Existence ald attractivity of almost periodic solution for ce1lula¡ neural
network with distributed delays and variable coefficients. Applied Nlathem,atics and, Com,putation,
L4:125 140, 2003.

f10] Jinde Cao. On exponential stability and periodic solutions of CNNs with deiays. Physi,cs Letters
A, 267(56):312 318, 2000.

f11] I.O. Chua y L. Yang. Cel1ular neural networks: Applications. IEEE Trans. Circui,ts Syst-,
(35):1273 1290, 1988.

112] I.O. Chua y L. Yang. Cellular neural networks: Theory. IEEE Trar¡,s. Circuits Syst., (35):1,257

7272,7988.

[13] K. L. Cooke y J. Wiener. A survey of differential equation with piecewise continuous argument.
Lecture Notes in Math,ernrúi,cs, Be-rlin: Spri,nger-Verlag, 1475:1 15, 1991.

ti2



B i,bl'ioorafía

[14] Kenneth L Cooke y Joseph Wiener. Retarded differential equations with piecewise constant
delays. Journal of Mathemati.cal Analysi.s and, Applica,tions, 99(1):265 297, 7984.

115] K.L. Cooke ¡. I. Gyóri. Numerical approximation of the sohrtions of delay differential equations
on an infinite interval using piecewise constant arguments. Cornputers Ü Muthemat'ics 'w'ilh Ap-
pl,icati,ons, 28(1-3):81 92, 1994.

[16] W. A. Coppdr. Di,chotomi,es in Stabi,lity Tñ,eorg. Lecture Notes in Mathematics, Vol 629, Sprínger,
Berlin. 1978.

f17] C. Cordune an:u. Almost Peri,od,i,c tr1"tncti,ons. John Wiley Sons, New York, London, 1968.

f18l Saber Elaydi. án Introd,u,ct'ion to Di,fference Equati,ons. Undergraduate Texts in Mathematics,
Springer, New York, USA, 3er edition, 2005.

119] A.M. Fink. Almost P eri,od'ic Di,fferenti,al Equati,ons. Lecture Notes in Mathematics 377 Springer,
Berlin, 1974.

[20] I. Gyóri. On approximation of the solutions of delay differentiai equations by using piecewise

constart argumenls. Internati,onal Journal of Mathemo,ti,cs und Mathe¡natical Sciences,14(1):111-
126, 1991.

121] Z. Huang, X. Wang, y F- Gao. The existence and global ¿ttractir.ity of almost periodic sequence

soirrtiorr of discrete-tirne neural networks. Phys'Lcs Lette-rs,4, 350:182 191, 2006.

122) Z- futang Y. Xia, v X. Wang. The existence and exponertial attractivity of k-almost periodic
sequence solntion of discrete time neural networks. Nonli,near Dyn., 50:13-26, 2007 .

123] Bingwen Liu. Existence and exponential stability of almost periodic solution for cellular neural
networks without global lipschitz conditions. J. Korean Math. Soc., 44(4):873 -887, 2007.

f24l G. H. Meisters. On almost periodic solutiorrs of a class of differcntial equations. Pror:. Arner.
Math. Soc, (10):113 -119, 1959.

[25] A.D Myshkis. On certain problems in the theory of diferential equations with deviating argument.
Uspekhi. Mat. Nrtu\ 32:773 202, 1977.

126] M. Pinto. Asymptotic eqtivalence of nonlinear and quasi linear diferential equations with piece-

wise constant arguments. Mathemati,cal an{l, Computer Modelling,49(910):1750 1758, 2009.

l27l M. Pinio. Cauchy and green matrices type arrd stability in aiternately advanced and delaved
differential systems. Journal of Dillerence Equati,ons and' Appli,cation's, 17 (2):2:15 254,2011.

[28] M. Pinto y G. Robledo. Existerrce and stability of almost perioclic so]utions in impulsive neural
network models. Appli,ed, Ma,th,emati,cs and, Cornputation, 217(8):4167 - 4777,20L0.

f29] A.M. Samoilenko y N.A. Perestyuk. Impu,lsi,ue DilJerential Equati.ons. World Scientific, 1995.

[30] S. Shah y J. Wiener. Adv'anced differential equations with piecewise constant argument deviations.
Internat- J. Math., págs.6 671, 1983.

6.?



131l

l33l

I34l

135l

l36l

J. Wiener. Differential equations w'ith piecewise constant delays. Trenels'ín the Theory and
Practice of Nonlinear Differential Equati,ons, ed. V. Lo,kslurn'ika'ntham, Marccl Dekker, págs. 547

552, 1983.

J. Wiener. Generalized. Solutions of Functional,-DifJerential Equatr,ons. World Scientific, Singa-
pore. 1993.

J. Wiener. Pointwise initiai-value problems for functional differential equations. 'in Di,fferenti,aL
Equati,ons, I. W. Knoutles and, R. T. Lewis, Ed,s., págs. 571-580, North-Holland, New York, NY,
usA, 1984.

C.Y. Zhang. Pseudo almost periodic solutions of some diflererrtial equations. Journal of Matlze-
matical Analys'is and AppLica,ti,on,s, 181(1):62 76, 1994.

C.Y. Zhang. Alm,ost pteri,od,i,c type functions and ergodici,ty. Science Press, Kluwer, London, New
York,2003.

H. Zha,o. Existence and global attractivity of almost periodic solution for cellular neural network
with distributed delays. App|iul Ma,themct,tics a,nd Compu,tati,on 154:683 695, 2004.

BibliograJía 64


