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RESUMEN

La Teorfa de la Gravitacién de Lovelock [1] es la generalizacién natural de la Teorfa de
la Relatividad de Einstein, vilida para 4 dimensiones, a espacio-tiempos Riemannianos
de cualquiera dimension.

En este trabajo se presenta una extensién de este modelo de gravedad a espacio—tiempos
que poseen la estructura diferenciable de una variedad de Riemann-Cartan (cuya ge-
ometrfa queda determinada por la métrica y la torsién). La atencién se ha focalizado
principalmente en comprender el origen y la estructura geométrica del Lagrangiano grav-
itacional con torsién, y se hardn sélo consideraciones generales respecto de las eventuales
consecuencias fisicas que se pudieran derivar de tal teoria.

El Capitulo 1 presenta los argumentos que se invocan para motivar el estudio de mod-
elos de gravitacién con torsién en dimensiones arbitrarias.

En el Capitulo 2 se resumen las ideas fundamentales contenidas en la formulacion de
Lovelock. Se pone énfasis en detallar la forma en que el Lagrangiano se construye us-
ando el lenguaje de la geometria diferencial moderna.

El Capitulo 3 describe la manera en que se generaliza el Lagrangiano de Lovelock cuando
el espacio—tiempo tiene torsién. En primer lugar, se discute una manera de tipificar cada
término nuevo en la accién y se deduce una férmula que contabiliza el ndmero total de
ellos en una dimensién cualquiera. Ademds, se presenta un procedimiento sistemético
para generar todos esos términos en dimensiones pares; se muestra también una manera
de obtener las densidades Lagrangianas de una dimensién impar a partir de las densi-
dades de las dimensiones pares inmediatamente inferior y superior. Luego, se analiza la
condicién de invariantes de la estructura diferenciable del espacio-tiempo de una clase

especial de tales términos. La existencia de éstos da pie a una reduccién del Lagrangiano
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eliminando las densidades Lagrangianas triviales (o sea, que no contribuyen a las ecua-
ciones de campo) y aquellas que son linealmente dependientes de las demés.

En el Capitulo 4 se revisan algunas dimensiones especiales. En particular, se mues-
tra que en 4 dimensiones el Lagrangiano de Hilbert (que depende implicitamente de la
torsién en espacios de Riemann—Cartan) puede ser suplementado, a lo més, con un sélo
término.

Finalmente, el Capitulo 5 resume las conclusiones mas importantes del trabajo, asf como

se presentan algunas eventuales extensiones del mismo.



1 Introduccién

1.1 Gravedad en mayores dimensiones.

El espacio-tiempo tiene, al menos macroscdpicamente, 4 dimensiones. A este nivel, se
considera & la Relatividad General (R.G.) como la teoria apropiada para describir el
espacio-tiempo y la gravedad.

Sin embargo, los actuales modelos que pretenden unificar todas las interacciones (por
ejemplo, supergravedad y supercuerdas) siempre postulan la existencia de dimensiones
extra en el espacio-tiempo. Esto puede considerarse como una fuerte evidencia tedrica
para motivar la aceptacién de que tales dimensiones adicionales son fisicamente posibles,
y, con ello, el estudio de modelos de gravedad que generalicen la R.G. a dimensiones
superiores.

El Lagrangiano de Lovelock [1] es la generalizacién més natural a dimensiones mayores
que 4 de la accién de Hilbert con constante cosmoldgica, por cuanto da lugar a ecuaciones
de segundo orden para la métrica. El origen geométrico de este Lagrangiano queda de
manifiesto si se conviene en usar el marco del formalhsmo de formas diferenciales (véase
Apéndice A) para encontrar la referida generalizacién. En efecto, la accién de Hilbert en
este lenguaje tiene la forma § = [, R® AV<A V4,4, donde M es el espacio-tiempo de
4 dimensiones. Se observa que el integrando es una 4-forma invariante ante rotaciones
locales en el espacio tangente. Esta propiedad, promovida a la condicién de postulado
para cualquier teorfa métrica que sea la extensién de la R. G. a mayores dimensiones,
conduce naturalmente al Lagrangiano de Lovelock (véase seccidén 2.1).

Una propiedad interesante es que la accién correspondiente es una combinacién lineal
de las continuaciones dimensionales de los invariantes topolégicos de Euler de todas las

dimensiones pares menores o iguales que la dimensién D considerada [2].
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1.2 Gravedad con torsién.

Einstein concibié a la Geometria Riemanniana como la opcién més natural y simple
para desarrollar la R.G. como una teoria de la Gravitacién. En ella se identifica a la
métrica como el potencial gravitacional y la conexién de Christoffel {£,} como la in-
tensidad del campo, y la existencia de un campo gravitacional estd determinada por la
no trivialidad de la curvatura de Riemann. Se dice entonces que la R.G. es una teoria

puramente métrica.

Una alternativa a la R.G. consiste en considerar que el espacio—tiempo es una var-
iedad métrica con una conexién métrica que no es necesariamente la de Christoffel, y
cuya parte antisimétrica es la torsion.

La inclusién de la torsién en teorias de la Gravitacion es una idea casi tan antigua
como la R.G. misma, cuyos primeros antecedentes se remontan a trabajos de Cartan
[3] sobre la extensién de la teorfa puramente métrica de Einstein a espacio-tiempos no—
Riemannianos, y sobre lo cual ambos cientificos mantuvieron un intensc intercambio
epistolar [4].

La motivacién usual [5] que se invoca para considerar modelos generalizados de gravedad
que incluyan torsién, es el deseo de extrapolar los conceptos de la R.G. —formulada orig-
inalmente como una teoria para distribuciones macroscépicas de materia— al dominio
de la microfisica. En tal sentido, se trata de extender la idea presente en R.G. de que la
geometria determina el movimiento de la materia y la distribucién de materia determina

la geometria.

En primer lugar, se argumenta que a esa escala las propiedades ondulatorias de la mate-
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ria no debieran ser despreciables. Se debiera esperar que la dindmica de la materia esté
gobernada, por ejemplo, por ecuaciones del tipo de Dirac en un fondo curvo. (De paso,
esto obliga a usar el formalismo de tétradas ya que para poder acomodar espinores en
tal espacio se debe necesariamente cubrirlo con bases ortonormales locales o vierbein. ).
En segundo término, para determinar la forma en que la materia afecta a la geometria,
se considera que los componentes basicos de ella son particulas que obedecen los prin-
cipios de la la Mecédnica Cuéntica y localmente la Relatividad Especial, de modo que
tienen spin y masa, nociones elementales independientes entre s{ y no reducibles una a
la otra. Salvo para escalas macroscépicas (como en R.G.) —en que la masa bastarfa para
caracterizar dindmicamente a la materia—, esto conduce naturalmente a que tanto el
tensor de energfa-momento como el tensor de momento angular de spin son necesarios
para describir la materia. En R.G. usual, la densidad de energfa-momento es la fuente
del campo gravitacional, generado a través del acoplamiento minimal de los campos de
materia con la conexién (simétrica) de un espacio-tiempo Riemanniano. Similarmente,
en una teorfa métrica-torsional, la densidad de momento angular de spin es la fuente de
la parte torsional del campo gravitacional, generado por el acoplamiento minimal con la
parte antisimétrica de la conexién de una variedad de Riemann—Cartan. En este caso,

la conexién es

Ly, = {I,} + K%

donde los {#,} son los simbolos de Christoffel y K*,, es el tensor de contorsién definido

por



en que T#,, es la torsién. Los tensores de energfa-momento y de momento angular de

spin estdn dados, respectivamente, por

T = _2_65'm
\/9-59#1/
1 m

5y = — 685,
VI K

donde S, representa la accién de la materia.

La extensién mas simple de la gravitacién que incluye torsién es la llamada Teoria
ECSK (por Einstein-Cartan-Sciama-Kibble) [5]. En ella el Lagrangiano gravitacional
es el de Hilbert (ademds del término cosmolégico), en que la curvatura escalar estd
construida con una conexién métrica asimétrica, de modo que hay una dependencia

implicita respecto de la torsién.

Existen otras maneras de incluir la torsién en una teoria para la Gravitacion. En efecto,
en la literatura hay una proliferacién de argumentos para incluirla en el Lagrangiano de
distintas maneras [5]. Sin embargo, asf como el Teorema de Lovelock demuestra la uni-
cidad del Lagrangiano de Hilbert (médulo derivadas totales y el término cosmoldgico)
para una teorfa métrica de la gravedad en 4 dimensiones, uno desearia poder disponer
de un resultado similar para las teorias que incluyen torsién, tanto mas cuanto que la

forma de introducir ésta no es en modo alguno estandar.

Al parecer la ref. [6] es el Gnico antecedente de una versién generalizada del Teo-
rema de Lovelock para espacio—tiempos 4dimensionales con torsién. La conclusién de
ese trabajo se resume en que las ecuaciones de campo més generales, que sean poli-

nomiales en la métrica y la torsién y sus respectivas derivadas, y en las que la tnica
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constante fundamental de dimensién # 1 es la constante de Newton, son las ecuaciones
de Euler-Lagrange con respecto a la métrica y la torsién del Lagrangiano de Hilbert, en
que la curvatura escalar estd construida con una conexién métrica asimétrica; es decir,

corresponde a la teoria ECSK.

El enfoque que adoptamos aqui es, en cierta medida, la extensién natural de la Teoria
de Lovelock a variedades de Riemann—Cartan sugerida por la prescripcién geométrica
para construir la accién gravitacional; esto es, que la teoria debe poder expresarse enter-
amente en términos de formas diferenciales. En este marco se observa que la curvatura
y la torsién son objetos que, desde el punto de vista geométrico, pueden considerarse
en pie de igualdad, de donde parece arbitrario que la teoria de Lovelock privilegie el rol
de la curvatura por sobre el de la torsién, partiendo del supuesto de que ésta debe ser
cero, en tanto que la primera debe satisfacer las ecuaciones (generalizadas) de Einstein.
El paso siguiente es, pues, independizar el papel de la torsién, y proceder a construir el
Lagrangiano gravitacional como la D—forma diferencial escalar mas general construida
con la conexién de spin, w%, el vielbein {base ortonormal local en cualquiera dimensién),
Ve, y sus derivadas exteriores.

Se establece asi, entonces, un criterio que, si bien no se fundamenta sobre considera-
ciones de caracter fisico, al menos es geométricamente simple.

Como se verd, las posibilidades de agregar términos con torsién en la accién quedan
fuertemente restringidas con la forma convenida para construir el Lagrangiano; de he-
cho, habréd dimensiones para las que no es posible agregar término nuevo alguno y otras

para las que sélo serd posible suplementar con un término al Lagrangiano de Lovelock.
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2 El Lagrangiano de Lovelock.

2.1 Derivacién original.

En la busqueda de una teoria métrica de la Gravitacién que generalice la Teoria de Ein-
stein para dimensiones mayores que 4, Lovelock [1] encontré que la densidad lagrangiana
mas general en D dimensiones que genera ecuaciones tensoriales de segundo orden para

la métrica es de la forma

£ = ¥ P (2.1)
<D
donde
4P = 6[[5:...'-:3}]%“”#:#: R iy (22)

y los @, son coeficientes arbitrarios con unidades de [masa](?~%).
Las acciones S}JD) = [ EJ(DD)\/ﬁ dPz correspondientes a los primeros términos de (2.1)

son (salvo constantes de proporcionalidad):

s = f“ JadPz (2.3)
s = /M RGPz (2.4)
S = [ (R = 4R“R 4 R R ) (2.5)
siP = jM('Ztérminos del tipo R*) /g d°z (2.6)

El tipo de ecuaciones generadas por S'P) = f,, £(P) son mas complicadas aiin de resolver
que las ecuaciones de Einstein en D = 4 dimensiones. Sin embargo, para esta teoria
se han encontrado y estudiado soluciones para los casos de agujeros negros y modelos

cosmolégicos homogéneos (véase [7] y referencias ah{ contenidas).

Originalmente el Lagrangiano de Lovelock se obtuvo buscando aquel que generaba lo
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que debia ser la generalizacién de las ecuaciones de Einstein en dimensiones mayores .
Es posible reobtener el mismo resultado reformulando el problema desde una perspec-
tiva completamente diferente. El punto central es promover la Gravitacién a una teorfa
enteramente geométrica, utilizando solamente formas diferenciales. (Debido a esto, en

lo que sigue usaremos las convenciones y definiciones indicadas en el Apéndice A.)

2.2 Construccién geométrica del Lagrangiano de Lovelock.

La accién de Lovelock se puede construir del siguiente modo:

a) De todas las posibles D—formas construfdas con la conexién w? (1-forma) y el
vielbein V¢ (1-forma), usando sélo las operaciones de producto y derivada exteriores,
evitando el operador de dualidad, y con la restriccién T® = D A V® = 0 (es decir,
el espacio-tiempo es una variedad Riemanniana), el Lagrangiano gravitacional, £(P)
contiene, por definicién, sblo aquéllas en que el Lagrangiano sea la D—forma escalar
(invariante) més general construida usando la curvatura y el vielbein. (Esto excluye,
para las dimensiones impares, una clase de densidades Lagrangianas no invariantes perc
que dan acciones invariantes: las densidades de Chern-Simons. Estas acciones no dan

ecuaciones de segundo orden para la métrica (véase Capitulo 4).)

b) La accién SP) = [, £(P) donde M es el espacio-tiempo, es un funcional de la
conexién métrica w® y el vielbein V¢ Sin embargo, las condiciones de metricidad de
la conexién y nulidad de la torsién , determinan univocamente a la conexién. Por
lo tanto, las ecuaciones dindmicas se obtienen exigiende que S{P) sea estacionaria ante

variaciones del vielbein solamente. Tales variaciones deben efectuarse tanto en las apari-
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ciones explicitas de V° como a través de la conexién.

Estas restricciones conducen a que

£P) = ¥ 6,7 + P(R) (2.7)
2p<D
con
L4 e BROIRK s AR g VBN A Ve, (2.8)

e
2
I

Zok(Rmaz AR, A---R%i, A - A {\thz A ths A Rk”h)(z‘g)
k

donde los o, son constantes.

La ecuacién (2.8) es precisamente el Lagrangiano de Lovelock expresado en lenguaje
de formas diferenciales y pone de manifiesto la estructura similar de cada uno de los
términos que lo conforman, ademds de exhibirlo como un objeto de evidente origen
geométrico.

Cuando D = 2p, el término Lg“‘") es la densidad de Euler, cuya integral sobre variedades
compactas es el invariante topolégice del mismo nombre, de modo que no contribuye a
las ecuaciones de campo (porque ante variaciones respecto de la métrica, esa integral
no cambia en tanto tales variaciones sean nulas en el borde).

La ecuacién (2.9) muestra las denominadas densidades de Pontrjagin que estédn presentes

s se cumple

D
2

pL+pt A= Jp por; =02k g ke 1,2, (2.10)

es decir, sdlo s1 D = 4n.
Segin se muestra en el Apéndice B, el nimero total de estos términos en 4n dimen-
siones es igual al nimero de maneras en que n se puede escribir como suma de nimeros

naturales, lo que se denota por p(n) (llamada funcién particidn en Teoria de Nimeros)
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[18], y cuyos primeros valores se muestran en la Tabla B.1.
No obstante, en lo que se refiere a las ecuaciones de campo, la presencia de estos términos

en el Lagrangiano es irrelevante pues la integral de cada uno de ellos es un niimero que

no depende de la geometria local.

Conviene destacar que, aun cuando las ecuaciones clasicas de la Gravitacién son in-
sensibles a los invariantes de Euler y Pontrjagin, éstos podrian inducir algin efecto en
la teorfa cuantica a través de ponderaciones distintas en la integral funcional para con-

figuraciones del espacio-tiempo topoldgicamente no—equivalentes (esto es, geometrias

no homeomérficas).

Para dimensiones pares, D = 2m, el Lagrangiano (2.1) es factorizable en una forma

semejante a la densidad de Euler:

Py = BoZ° % (B A - A Zoam-102m (B Ve, (2.11)
donde
Z®(B)=R® —BVIAV® (2.12)
es la llamada curvatura concircular (o concircularidad) de escala 8 [8], y los B's son las
rafces de la ecuacién algebraica [7]

ag+ac+ -+ape”" =0 (2.13)

La factorizacién correspondiente al caso D = 2m + 1 se obtiene simplemente agregando
un vielbein Ve2=+1 en (2.11) (adem4s de un indice al tensor de Levi-Civita).
Observemos que si D = 2m, una forma rdpida de obtener todos los términos del La-

grangiano de Lovelock es reemplazar cada curvatura R* en la densidad de Euler por
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una curvatura concircular Z%(8,), asignando, en general, escalas distintas a cada concir-
cularidad (inclusive, las B, podrian ser complejas, siempre que ellas aparezcan en pares
conjugados). En el Capitulo 3 veremos que un procedimiento similar a este existe para
la obtener todos los términos que suplementan al Lagrangiano de Lovelock cuando se

permite la presencia explicita de torsién en la accién.

La variacién de la accién respecto de V@ da las ecuaciones de Einstein generalizadas
(§1-1

E GP(D s 2P)Ralaz A--- A R%r192p p %20+ A LA V"D"lfa,u-an =0 (2_14)
p=0

Debemos mencionar que si relajamos la condicién de nulidad de la torsién, entonces en
el Lagrangiano de Lovelock (2.7) la conexién adquiere la condicién de un campo inde-
pendiente del vielbein, de donde el principio de accién debe modificarse para permitir
variaciones respecto de ella. En tal caso, la variacién respecto de w® da las ecuaciones
adicionales

811

3 (D = Zp)pROY™ A -xo N R%r-19 A V90940 A co: AVOP=1 K T%0¢, .0, =0 (2115)
p=0
E! punto importante es que (2.15) muestra que en este caso la accién de Lovelock
corresponde a la de una teoria métrico-torsional porque da ecuaciones para la torsion.
Excepto en el caso de 4 dimensiones, estas ecuaciones nc conducen necesariamente a que
la torsién sea nula (aunque permiten tal situacién como solucidén particular). En efecto,
si D > 4 y consideramos un espacio-tiempo de curvatura constante, A (<> Z%()\?) =
0), v las constantes a, son tales que
Y a(D-2p)p ¥ 7 =0 (2.16)
2p<D

entonces en (2.15) la torsién queda totalmente indeterminada.
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Sélo cuando D = 4, los principios variacionales de ambas teorfas (la de Lovelock pu-
ramente métrica y la métrica con torsién) son equivalentes (en ausencia de materia),
pues la nulidad de la torsién, que en una de ellas se impone desde un comienzo en el
principio de accién, se deriva como consecuencia de (2.15) en la segunda.

Asi pues, debemos tener presente, al momento de generalizar el Lagrangiano gravita-
cional para espacio—tiempos con torsién, que aun cuando el Lagrangiano de Lovelock
no incluye a la torsién explicitamente, es decir D A V° no aparece explicitamente, gen-
era ecuaciones para ella si el principio de accién se efectiia exigiendo que la accién sea

estacionaria ante variaciones independientes de la conexién y el vielbein.
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3 Generalizacion del Lagrangiano de Lovelock.

Para generalizar la accién gravitacional a espacios de Riemann—Cartan procedemos a
relajar la condicidn de nulidad de la torsidén en la prescripcién para construir el La-
grangiano de Lovelock, manteniendo las otras condiciones. En consecuencia, el La-
grangiano generalizado se obtiene encontrando, para una dimensién arbitraria D, todas
las D—formas, escalares bajo el grupo de Lorentz local, construidas con la conexién, el
vielbein y sus derivadas exteriores, que sean distintas de las [-‘?] + 1 que conforman el
Lagrangiano de Lovelock.

Esta inclusién de la torsién en el método geométrico para construir la accién puede
sugerir una proliferacién de términos nuevos para el Lagrangiano gravitacional. Sin
embargo, veremos que, esencialmente debido a las identidades de Bianchi, el nimero
de términos nuevos que se puede afiadir al Lagrangiano es bastante menor de lo que
parece. Posteriormente, se determinardn aquellas densidades que son las realmente rel-
evantes para las ecuaciones de campo; es decir, se considerara la eventual eliminacién

de derivadas totales y aquellos términos que sean linealmente dependientes de otros.

3.1 Construccién del Lagrangiano.

Supongamos que un términe tipico contiene r potencias de la curvatura, t potencias de
la torsién y v potencias del vielbein. Lo que resulta es una (2r + 2t + v)—forma, que

debe ser una D—forma:

2r+2t+v=D (3.1)

El nimero de indices locales de esa D—forma es

n=2r+t+v (3.2)
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todos los cuales deben ser contraidos para obtener una D—forma escalar. Para la con-
traccién de indices disponemos de los tensores invariantes de Levi-Civita y métrico,
€ay-ap ¥ Tlab- Sin embargo, debido a que n < D, €,,..4, 86lo se puede usar si t =
0(n = D); es decir, si la torsién no aparece explicitamente. Pero en tal caso, los nicos
términos posibles son los que ya estdn inclufdos en el Lagrangiano de Lovelock.

Asi, pues, la contraccidén de indices debe hacerse usando sélo n,,.

Al considerar la forma general que tendrad cada uno de los términos que se pueden
construir con los factores de que disponemos, se puede resumir que el problema se re-

duce a construsr D-formas diferenciales escalares usando las formas escalares bédsicas

R* V™ T" y K", definidas por:

R* = RBY. ARY Ao AR, AB™, , (3.3)
VP a Wy ARM, A s AR, o KPBH (3.4)
T" = T, AR, A---AR™, AT (3.5)
K" = Ty AR A-- - AR™4  AV=H | (3.6)

donde el indice n del lado izquierdo de cada una de estas definiciones hace referencia al

numero de curvaturas presentes en el lado derecho.

Es facil demostrar que estas formas escalares basicas verifican:

R" { =0 , nimpar 3

#0 , npar

-~
S
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=0 , npar
% P (3.8)
#0 , nimpar
=0 , nimpar
T (3.9)
#0 , n par
K'#0 ,Vn (3.10)

Estas relaciones son una primera restriccién a los posibles Lagrangianos que podemos

construir.

Si para una p—forma, §2, denotamos por g(2) su grado (es decir, g(2) = p), tenemos:

g(R*) = 2n (3.11)
g(V') = 2n+2 (3.12)
g(T") = 2n+4 (3.13)
g(K") = 2n+3 (3.14)

Observemos que R", V" y T" son de grado par, mientras que K" es de grado par. Si

recordamos que las formas impares anticonmutan, entonces

K'AK'=0 (3.15)
vy K" puede aparecer séle una vez en una densidad Lagrangiana.
También se puede verificar que la aplicacién sucesiva de las identidades de Bianchi.
DAR* =0y DAT® = R° AV?, conduce a las identidades

dAR" = 0 (3.16)
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dAV" = [14 (-1)"*}]K" (3.17)
dAT"

1+ (=1)"] K" (3.18)

dA K" I R A (3.19)

Estas iltimas relaciones son las que permitiran discernir qué términos del Lagrangiano
con torsién no contribuyen a las ecuaciones de campo por ser derivadas totales, o son
dependientes de otros. En efecto, observemos que estas identidades establecen, entre
otras consecuencias, que K?"~! es una forma escalar exacta, de modo que sera una den-

sidad lagrangiana trivial. Volveremos sobre este punto més adelante.

Como los nuevos términos que conforman el Lagrangiano gravitacional se construyen
buscando todas las posibles combinaciones de formas escalares bésicas, definamos las

cadenas de formas escalares basicas

R = R™A R®*A---AR*  a12@:>2a (3.20)
Vibede = VhA VRALAVE b >8> 25, (3.21)
Taa s = PaApA T2A... AT L2 C > 26 (3.22)
K44 = K% A K%A--- AK*® v >dy > >dy (3.23)

Hagamos algunas observaciones:

a) Convenimos en distribuir los indices en secuencia decreciente de izquierda a derecha
(lo que denominaremos orden normal), porque cualquiera otra distribucién de los mis-
mos indices siempre puede obtenerse del orden normal con permutaciones de ellos; salvo
para K% en cada permutacién no hay cambio de $1gNO0.

b) Las desigualdades estrictas d; > d; > --- > d; se justifican porque cuando hay dos

indices iguales, la cadena es idénticamente nula (ecuacién (3.15)).



A continuacién listamos algunas propiedades de estas cadenas que se deducen de las

ecuaciones (3.7 - 3.10):

Ral...a' # 0 ’ aJ par, VJ

=0 , otro caso

vos, | #0 b impar, ¥
=0 , otro caso

e #0 ,¢, par,Vj

=0 , otro caso

No existen restricciones de este tipo sobre K% dx

Los grados correspondientes son:

[¥]=

g(R®"™) = ) 2a,

Ly
-

g(Vie) = 37(2, +2)

=1

1
g(‘TCL"'Ci) = Z(QCJ +4)
1=1
k
g(K% %) = % (2d, +3)

=1

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
(3.28)
(3.29)

(3.30)

De ahora en adelante, y de acuerdo con (3.24 - 3.26), conssderaremos a, y ¢, por, b,

stmpar y d, sin restriccsones.

Las identidades de Bianchi correspondientes son:

dAR® = 0

dAVH S = 2 Vhbob AR

i1

L
1l
I
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1
dATo 4 = 25 Tab-a p Ko+ (3.33)
=1
k ;
dAKS % = T(—1pHIKE G A [T - V] (3.34)

=1

donde la notacién a indica que a debe omitirse.

Con esto podemos, finalmente, establecer que los nuevos términos del Lagrangiano serdn

de la forma

L = RO A Vb g Taa A K49 (3.35)

y el nimero total de ellos en D dimensiones estd dado por el nimero de soluciones de

la ecuacidn:
D = g(L) (3.36)

es decir,

D=d4[mi+ - +m+m+ -+ +p+-+p]+2[a+ - +a]+k (337

donde a;, =2m,, b, =2n, -1, ¢, =2(p;—1)yd, =¢, — 1.

Segiin se muestra en el Apéndice B, el niumero de soluciones de (3.37) es

k3
T(D)= Y Gy(m)F(D —4m) (3.38)
m=0
donde
Ga(n) = > plko)p(ki)p(ka) (3.39)
Ak b=n
. . on-—k
F(n) = Y p(——) (3.40)
k=0
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y p(n) es el nimero de maneras distintas en que se puede escribir n como suma de
nimeros naturales, en tanto que pr(n) es el nimero de maneras distintas en que se

puede escribir n como suma de k niimeros naturales distintos.

La siguiente tabla muestra los primeros valores de T(D).

TABLA 3.1
Formas escalares que se agregan

al Lagrangiano de Lovelock.

p|T(D)| D|T(D)
1 of13| 13 {
2 ol 14 6|
3 1]18] 36
4 3l16] 69
5 117] 36 t
6 of18] 18 ;
7 af19| o1
8| 10|20 16 I
9 so1] o
10 1122| 53 i
1] 1323 213 i
12| 27| 24| 361
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Observemos que el nimero de términos nuevoe que se pueden agregar al Lagrangiano
gravitacional de Lovelock es fuertemente dependiente de la dimensién, y no parece ser
una funcién que tenga regularidad alguna.

Hay casos excepcionales. Por ejemplo, en D = 6 obtenemos que el Lagrangiano gravita-
cional més general es el de Lovelock, que no contiene explicitamente a la torsién; ésta
aparece mas bien indirectamente a través de las ecuaciones dindmicas que se derivan de

tal Lagrangiano. (Véase Capitulo 2.)

Evidentemente resultarfa cémodo disponer de un procedimiento sistemdtico de generar
todos los términos con torsién que se estdn considerando para una dimensién cualquiera.
Segin lo sefialado en el Capitulo 2, un procedimiento tal existe para engendrar el La-
grangiano de Lovelock a partir de la densidad de Euler en dimensiones pares por susti-
tucién de la curvatura usual por la curvatura concircular.

Para el caso que nos ocupa, se puede imitar tal procedimiento usando las densidades de
Pontrjagin. En efecto, para fijar ideas, consideremos D = 8. En esta dimensién existen
dos densidades de Pontrjagin: R* = R?%; AR' . AR AR, y R*? = R, AR' AR 3AR%,. Si
en estas densidades reemplazamos las curvaturas por concircularidades (que tomaremos,

por simplicidad, de igual escala), obtenemos:

R' — Z%(B)AZ'.(B)A Z°4B) A Z%(B) = R* +48V?3 — 287V

R2,2 B s Zab(ﬁ) A Zba(ﬁ) A ch(ﬁ) A ch(ﬁ) - RZ,Z & 4ﬁR, Avl + 2ﬂ2vl,l

Es evidente que este simple reemplazo no puede generar aquellos términos que incluyen
a la torsién explicitamente. Lo que se debe hacer es usar un reemplazo en que esté
también involucrada la torsién. Una sustitucién adecuada es:

RO, AR — Z°%(B) A Z8(B) — YT AT (3.41)
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donde v es una constante adimensional.
Con estos reemplazos se generan todas las formas escalares a partir de las densidades de
Pontrjagin. Por ejemplo, en el caso anterior se tiene (haciendo, por simplicidad, todos

los A’s iguales entre si y los v’s iguales entre sf):

R + a;R*? — o {RY 4+ 48V3 - 287V
—29T? + YT 4 248K}
+a,{R*? 4+ 48R A V!
+4B7VI _ 278V A T? 4 42T}
obteniéndose los 10 términos que existen en 8 dimensiones.
En las dimensiones que no son miltiplo de 4 los invariantes de Pontrjagin son idénticamente

nulos. Sin embargo, esto no es obstdculo porque el refendo reemplazo igualmente genera

los términos con torsién. Por ejemplo, en D = 10 tenemos (tomando sdlo escalas By )

R® = RYAR.ARZAR.AR.=0
— (Z%BYAZ . (B) = YT AT)A(Z°4(BYANZ°.(B) = YT AT.)A R,

= 28T ARGAR.AVIAT AV =28yK?*

con lo que obtenemos el dnico término no nulo en esa dimensién (véase Tabla 3.1).

En resumen, podemos establecer que el Lagrangianc gravitacional més general en un

espacio-tiempo de Riemann-Cartan D—dimensional (D par) puede escribirse como:

£P =P + P(R) (3.42)
con
P(R) =) oyR% (3.43)
k

22



donde a1+ -+a; = %, y la barra indica que en cada cadena R se ha hecho el reemplazo
(3.41).

Cuando la dimensién es impar, D = 2n+1, obviamente no puede haber una prescripcion
de este tipo pues no es posible construir nada parecido a una densidad de Pontrjagin.
En este caso se puede proceder del modo siguiente: una vez generadas las densidades
Lagrangianas de las dimensiones inferior y superior, D = 2n y D = 2n + 2, se sustituye
un vielbein por una torsién (lo que sube en 1 el grado de la forma) en las densidades
de 2n dimensiones (donde se pueda hacer ello), y una torsién por un vielbein (lo que
baja en 1 el grado de la forma) en las de 2n + 2 dimensiones. En nuestra notacidn, esto
equivale a reemplazar cada cadena V por una cadena K y cada K por una T, en el
primer caso, en tanto que en el segundo se sustituye cada cadena T por una K y cada
K por una V.

Para ilustrar esto dltimo, consideremos el caso D = 7. Si nos remitimos a la Tabla 3.3
(véase mas adelante), observamos que las densidades Lagrangianas de 7 dimensiones se

obtienen de las de 8 dimensiones en la forma

T0,0 TO A Ki)

|

R’AT® — R?AK°
Tﬂ RO K2

Kl,O — VIAKU

3.2 Invariantes geométricos en espacios de Riemann—Cartan.

La funcién T(D) cuenta todas las D—formas escalares no nulas construidas con la cur-
vatura, torsién y vielbein que no estdn contenidas en el Lagrangianc de Lovelock. Sin

embargo, a partir de las ecuaciones (3.31 — 3.34) se concluye que algunos términos in-
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cluidos en T(D) son densidades Lagrangianas triviales (es decir, derivadas totales), en

tanto que otros dependen de los restantes.

Consideremos el Lagrangiano de la forma (3.35). Usando las ecuaciones (3.31 - 3.34)

obtenemos:
dAL=A+B+C (3.44)
con
A = 2 zv: RO A Voibiobe g peiea g Kbdiodh (3.45)
j=1
B = 2 i R A Vhiebe A ety e g K411 da (3.46)
i=1
C = i:(—l)’“R“‘"“' A Vot AT e A Kdiddh A [T9  Va+1] (3 47)
J=1

De las ecuaciones (3.24 — 3.26) se infiere que

A =0 <= Vb, 34d,/b =d, (3.48)
B =0 «Vc,3d,/cyy=d, (3.49)
C =0 <= d impar, Vd, (3.50)

S1(3.48 - 3.50) se cumplen, entonces L es una forma escalar cerrads ¥, por lo tanto.
localmente exacta: L = dA F.

Por ejemplo, en D = 13 tenemos R*A T° A K! = MAR’ AT AV y VIIAK! =
1d A (VI11) entre otras.

Estos términos son densidades Lagrangianas triviales. No obstante, tienen interés

geométrico — si no topoldgico- en cuanto que verifican

I‘L(M)=/HL=LHF (3.51)
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cuando M es contractible a un punto, de modo que L es globalmente exacta (Lema de
Poincaré) [9].

Aligual que en el caso de las expresiones integrales de los invariantes de Euler y Pontrja-
gin, estas relaciones establecen una conexién entre la geometria local del espacio-tiempo
M e invariantes globales del mismo, pues si se hacen variaciones de esas expresiones re-
specto de la conexién y el vielbein, se observa que ellas no cambian en tanto tales
variaciones sean nulas en &M . Es en este sentido que en Fisica se acostumbra decir que
ellas corresponden a invariantes topoldgicos del espacio-tiempo. Sin embargo, respecto
de este punto, cabe sefialar que en Matematicas se distinguen categorfas de invariantes
globales, entre las que se encuentran las de invaniantes de la estructura topoldgica e In-
variantes de la estructura diferenciable de una variedad M. Los primeros son invariantes
ante un cambio de M por una variedad homeomorfa M’, en tanto que los segundos lo
son ante un cambio de M por una variedad difeomorfa M', de modo que la invariancia
topolégica es una propiedad mucho mas fuerte que la difeomérfica.

El mencionado criterio usado en Fisica permite sélo establecer la condicién de 1nvari-
antes de la estructura diferenciable del espacio-tiempo M de los invariantes de Euler,
Pontrjagin y los Iz (M ). El determinar si ellos corresponden a invariantes topoldgicos del
espacio-tiempo no es una interrogante de respuesta inmediata y es claro que la solucién
debe buscarse necesariamente fuera del dominio de la geometria diferencial porque se
debe considerar espacios topolégicos que en general no tienen estructura diferenciable
(o pueden tener muchas) [9].

En lo que respecta al invariante geométrico de Euler, sin embargo, la solucién es cono-
cida: la caracteristica de Euler, x(M ), de un espacio topolégico cualquiera M, esté
definida como la suma alternada de los rangos de los grupos de homologia (o nimeros

de Betti) de M, lo que inmediatamente le confiere el cardcter de invariante topolégico



(pues los grupos de homologia lo son). En el caso particwlar en que M es una var-
iedad diferenciable 2p—dimensional compacta y orientable, el Teorema Generalizado de
Gaufi-Bonnet establece una relacién entre este nimero invariante y la integral sobre M

de la curvatura:

x(M) = fu R%% A... AR™-1%r¢, (3.52)

lo que justifica que a la expresién del lado derecho de esta ecuacién se le califique como
invariante topolégico.

No se conoce un resultado anélogo a éste para el caso de los nuevos invariantes geométricos
que incluyen torsién. Es probable que, en realidad, no sean invariantes topoldgicos, por
cuanto ellos parecen ser objetos del mismo tipo que los invariantes de Pontrjagin (a par-
tir de los cuales hemos exhibido una manera de generarlos), los que son sélo invariantes
difeomérficos; en efecto, hay ejemplos [10] en que estos nimeros difieren en variedades

homeomérficas no—difeomorficas.

Al igual que los invariantes de Euler y Pontrjagin, estos nuevos invariantes —aun cuando
no aportan a las ecuaciones de campo— se incluyen en el Lagrangiano por completi-
tud. Sin embargo, se debe mencionar que su presencia pudiera ser relevante en la teorfa
cudntica al asignar, en la integral funcional, pesos diferentes a variedades difeomoérficament:

distintas, aun si ellas fueran configuraciones topolégicamente equivalentes.

No parece un ejercicio de rapida solucién el determinar todos los invariantes con torsién
que existen en una dimension dada.

Denominemos snvarsantes ssmples al tipo de integrales que estamos considerando, por
contraposicidén a otros invariantes mas complejos que mencionaremos posteriormente.

No hemos logrado, hasta la fecha en que se escribe la tesis, la obtencién de una férmula
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general (a la manera de la expresién para T(D)), para la funcién | (D) que cuenta todos

los invariantes simples no est4 adn resuelta. Hay resultados parciales.

Por ejemplo, por un lado tenemos los invariantes simples construidos sélo de curvaturas,

que se determinan por

g(R"%)y = p ,con @, =2m, Vi (3.53)

4(mi+my+--)=D (3.54)

Estos son los invariantes de Pontrjagin; el niimero de ellos, ya sabemos, es p( 2y (véase

Capftulo 2).

Los demds invariantes simples, de acuerdo con las ecuaciones (3.48 - 3.50), siempre
incluyen las cadenas K’s, y ocasionalmente las V's y T's

En el caso en que tales invariantes sélo estin formados por cadenas R'’s y K’s , también

podemos derivar una férmula que los contabilice. A saber, lo que debe ocurrir es que

g(R¥*" AK%"%) = p (3.55)
cona; >ay> - d1>d,>—--,a,~=2m. Y 8 = 2g;, - 1; es decir
dm+mat )+ 4+ +q)+k=D (3.56)

El nimero de soluciones de esta ecuacién es (de acuerdo con lo que est4 desarrollado en

el Apéndice B)
[£]
K(D) =Y Go(m)Fy(D - 4m) (3.57)
m=0

(Las funciones Go(m) y Fy(D—4m) estan definidas y tabuladas en el referido apéndice. )
Queda, sin embargo, por contabilizar los invariantes simples que ademds incluyen cade-

nas V'sy T's,
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Aun cuando no disponemos de una férmula que los contabilice, es, sin embargo, facil
determinar por inspeccién directa cudntas son para dimensiones bajas.
En la Tabla siguiente se resumen los valores de la funcién I(D) que cuenta el nimero

de D—formas lagrangianas triviales incluidas en T(D):

28



TABLA 3.2
Densidades Lagrangianas triviales.

DD | D| (D)
1 013 9
2 0 14 1
3 015 0
4 116 5
5 117| 20
6 0|18 4
7 019 0
8 2 || 20 7
9 afl21| 35
10 ofl2z] 14
11 0l 23 0
12 3f2e 11

(El examen de estas tablas de valores puede a veces, erréneamente, sugerir la existencia
de ciertas regularidades. Por ejemplo, en la anterior tabla pareciera que estos invariantes
no existen en dimensiones D = 3,7,11,--- 4k — 1. Sin embargo, en D = 27 tenemos la

27-forma (localmente) exacta K31 = 1d A (V® A K31).)

Aun cuando los invariantes simples fueran eliminados del Lagrangiano gravitacional
(por las razones ya indicadas), generalmente en lo que queda persiste una redundancia
de términos debido a que ciertas combinaciones lineales de las formas escalares rema-

nentes (cuyas integrales no son invariantes simples) también son formas exactas, cuyas
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integrales llamaremos snvarsantes compuesios.

En efecto, por ejemplo, en D = 4 hay 3 formas escalares bdsicas: R? = R%, A R®,,
V! = V,AR AV’ y T? = T, A T°. De éstas, s6lo R? es trivial (es una densidad
de Pontrjagin). Sin embargo, existe el invariante compuesto que se obtiene de integrar
T~ V! = dAK? (véase ecuacién (3.19)), de modo que V! y T? son equivalentes (véase
Capfitulo 4).

La existencia de invariantes compuestos se puede usar como otro mecanismo de re-
duccién del Lagrangiano gravitacional por eliminacién de términos que se expresen

como combinacién lineal (médulo formas exactas) de los demés.

A continuacién se exhibe el listado explicito de todas las formas escalares no nulas que
se pueden agregar al Lagrangiano gravitacional de Lovelock cuando el espacio-tiempo
es una variedad de Riemann—Cartan de dimensién D = 3, 4, ...,14. En la lista se indica

para cada término la clase a la que pertenece. Las clases se denotan por:

Ex —— forma (localmente) exacta
no Ex — forma no—exacta
LD. — forma no—exacta linealmente

dependiente de las demas
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Tabla 3.3

Dimensién | Formas escalares | Clase
3 K’ Ko Ex
4 R? Ex
v No Ex
T? L.D.

5 K! Ex

6 e -

7 RZAK® No Ex
ViaAK® No Ex
T° A K" No Ex
K? No Ex

8 R* Ex
R3?? Ex
RZAV? No Ex
V3 No Ex
vit No Ex
O | LD.
RZAT? | LD.
T? L.D.
VIATY LD
K10 | No Ex
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Tabla 3.3 (Cont.)

Dimensién | Formas escalares | Clase

9 K? Ex
R?AK! Ex
ViAK! Ex
T AK! Ex

10 K20 No Ex

11 R‘AK® No Ex
R?>?2 A K° No Ex
RZAVIAK® No Ex
VIAK® No Ex
VI AK? No Ex
TP A K° No Ex
RIATOAK® No Ex
T? AK® LD.
VIATOAKS No Ex
R? AK? No Ex
VIAK? No Ex
TOAK? No Ex
K* No Ex
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Dimension | Formas escalares | Clase
12 RS Ex
R*? Ex
R?22 Ex
v? No Ex
RYA V! No Ex
R?2 A V1 No Ex
R?A V3 No Ex
R? A V11 No Ex
\'AL No Ex
\ A No Ex
T L.D.
R? A TOO L.D.
e L.D.
V1aT00 L.D.
TO A K0 No Ex
RYATC L.D.
R22 AT L.D.
R2AT? L.D.
T L.D.
VEATE i L.D.
R?AVIAT? L.D.
VIAT? L.D.
K30 No Ex
R? A K0 No Ex
VLI AT® L.D.
VIAKYO No Ex
| K* E no Ex
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Tabla 3.3 (Cont.)

Dimensién | Formas escalares | Clase

13 K® Ex
RIAK? Ex
VIAK?® L.D.
T°AK? L.D.
R*AK! Ex
R?? A K! Ex
ViAK! No Ex
R?AVIAK! |Ex
VIl AK! Ex
T?2AK!? Ex
R?ATAK! Ex
VIATIAK! Ex
T A K? Ex

14 T A K20 No Ex
T! AK!? No Ex
K*0 No Ex
R? A K20 No Ex
K31 Ex
V1 AK2?0 _il No Ex

De las anteriores tablas podemos confeccionar la siguiente que muestra, para cada di-
mensién, los valores de la funcién R(D) que cuenta el niimero de términos que no son
densidades Lagrangianas triviales (compérese con la Tabla 3.1 para T(D) que cuenta

todos los términos posibles):
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TABLA 3.4

Formas escalares no—triviales.

D|R(D)| D| R(D)
1 0|13 1
2 0 14 5
3 115| <36
4 116 <33
5 of17] <16
6 018 <14
7 4119 <9
8 420 <82
9 021 <57
10 1{ 22| <39
11 12 || 23 | < 213
12 12 || 24 | < 194

(Los valores de R(D) son rigurosamente exactos hasta D = 14; para D > 15 los valores
tabulados son cotas méximas determinadas sélo por la eliminacién de los invariantes
simples (Tabla 3.2), sin considerar que existen igualmente invariantes compuestos, lo
que permite reducir ain maés el nimero de términos; para las dimensiones D = 4n hay
argumentos de los que se puede deducir que R(4n) < T(4n) — (Ga(n) — Gi(n)), donde

las funciones G’s estdn definidas en el Apéndice B.)
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4 Dimensiones particulares.

La Tabla 3.4 muestra que el nimero de densidades Lagrangianas con torsién no-triviales
que pueden suplementar al Lagrangiano de Lovelock queda severamente restringido por
las condiciones geométricas impuestas para la construccién de esos términos. En partic-
ular, encontramos que para 5, 6 y 9 dimensiones no hay ninguno de tales términos, de
modo que en esos casos el Lagrangiano de Lovelock es el Lagrangiano gravitacional més
general; esto es, la torsién estd incluida en el Lagrangiano a través de la curvatura (que
estd construida con una conexién métrica no—simétrica), y en las ecuaciones aparece
explicitamente al variar la accién respecto de la conexién (véase Capitulo 2). Por otra

parte, en 3, 4, 10 y 13 dimensiones es posible agregar nada més que un término no-

trivial dependiente explicitamente de la torsidn.

4.1 3 dimensiones.

En la teoria de gravedad de Lovelock en 3 dimensiones, la accién estd dada por:

) o ™ fu{aov“ AVEAVE+ aiR* AV Y €ae (4.1)

o bien, en componentes tensoriales:

S{Li)velock = -/H{a:) + C!JIR}\/Q_ICPI (42)

Es un hecho conocido [11] que este modelo de Relatividad General es trivial en cuanto
que el tensor de Riemann en una regién queda completamente determinado por la dis-
tribucién de materia local y la constante cosmoldgica. de donde no cabe la posibilidad
de que el campo gravitacional se propague en el vacio (es decir, no hay ondas grav-

itacionales). En este sentido, la ausencia de dindmica en este modelo ha desviado la
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atencién al estudio de efectos globales y topolégicos no triviales, o bien a la busqueda

de alguna teoria distinta.

La alternativa més conocida a la Teorfa de Einstein en 3 dimensiones es el modelo
de gravedad topoldgica [12] que consiste en agregar al Lagrangiano de Hilbert una den-

sidad Lagrangiana no invariante construida con la conexién de spin
2
E(C:"g = wab A d A wba + "3_wab A “:éc A wcg (4.3)

denominada densidad Lagrangiana de Chern-Simons.

En este tipo de términos existe siempre en dimensiones impares, D = 4k — 1, y no esta
presente en el Lagrangiano de Lovelock porque no son formas diferenciales escalares
(pues la 1-forma de conexién no transforma como un tensor en el espacio tangente).
Ademds, ellas generan ecuaciones diferenciales de orden mayor que 2 para la métrica.
En efecto, en 3 dimensiones al variar la accién de Hilbert mas la accién de Chern-Simons

S8 = [y L3} respecto de la métrica se obtiene

1
G* + =C* =0 (4.4)
; |

donde u es una constante de acoplamiento, G* es tensor de Einstein y C** est4 definido
por
1

CH = Eeﬂfﬁ‘ﬁ(}z*’,, ~ %é‘aR);g (4.5)

que manifiestamente contiene terceras derivadas de la métrica y corresponde al andlogo

3-dimensional del tensor de Weyl de mayores dimensiones [11].

En nuestro caso, tenemos una modificacidn distinta de la Teoria de Einstein para 3-

variedades con torsién, a través de la incorporacién del término T, A V¢ a la accién

503 = f {aVEAVPAV 4+ BRE AV} e + YT AV® (4.6)
M
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o bien,
5O = ju{aﬁ + BR/G + 7 Toot™}dz (4.7)

Es conveniente observar que, de acuerdo con el andlisis de la reduccién dimensional de
las ecuaciones estructurales de Cartan detallado en el Apéndice C, se observa que la
suma de este término con torsién y la densidad de Chern-Simons es aquella 3—forma

cuya derivada exterior da la densidad de Pontrjagin de 4 dimensiones.

4.2 4 dimensiones.

La accién de Lovelock en este caso es:
- fu{anV" AVEAVEAVE4 aR®* AVEAVY 4 asR® A R%Gemea (4.8)

o, escrita en componentes tensoriales:

)

Lovelock = ‘/;!{ajo + a’].R + a;(RQ - 4RPL’RV;J + R“vng”p,,)}\/ﬁ d‘I (4.9)

El primer término en el integrando corresponde & la constante cosmolégica, el segundo
al Lagrangiano de Hilbert y el tercero a la densidad de Euler (Gauf-Bonnet) de 4
dimensiones que es una derivada total.

Esta accién puede ser suplementada por:
54 = L{ﬁoR"b AR's + BLR® AV, A Vi + BT AT} (4.10)
o0, en componentes,
39 = [ {BoR 3R aop + BuFpnoy + BT wiToop} 7'z (411)

El primer término es la densidad de Pontrjagin de 4 dimensiones, que es una derivada

total. Seglin ya se ha mencionado, el segundo y el tercer términos (que existen sdlo en
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espacio-tiempos con torsién) difieren por una derivada total, cuya integral da un invari-
ante difeomérfico (aparentemente no conocido con anterioridad a [13]). De esta forma,
en variedades de Riemann-Cartan 4-dimensionales existen 3 invariantes geométricos

expresables como integrales de densidades locales [14], uno de los cuales es nulo si la

torsién es nula:

E = f R® A R,
M
P ow fR",,ARba
M
r = /HR“AVGA%—TGAT“

Descartando las formas cerradas obtenemos que la accién més general en 4 dimensiones

es de la forma:

s® = fu(a VEAVEAVEAVE4 BRY AVEAVYewea + YRPAVL AV, (412)

o bien, en componentes tensoriales:

5 = ]y {avg+BvVgR+v € "Ry} d'a (4.13)

El dltimo término en el Lagrangiano fue por primera vez incluido en [15] a partir de
consideraciones que no tienen relacién directa con las que en este trabajo se han de-
scrito. El punto interesante es que, si se acepta el método que se ha indicado para
construir el Lagrangiano (a saber, que éste sea expresable como una forma diferen-
cial), tal procedimiento selecciona solamente a ése como el tinico término que puede
suplementar al Lagrangiano de Hilbert en una teorfa con torsién. (Incidentalmente,
mencionemos que se han considerado métodos para construir Lagrangianos con torsién
en que se permiten términos lineales y cuadréticos en la métrica, torsién, curvatura, y
sus respectivas derivadas, obteniéndose que en 4 dimensiones hay 194 densidades La-

granglanas funcionalmente independientes (véase ref. [16], citada en [15]). En general,
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estos Lagrangianos conducen a ecuaciones de orden superior a dos en los campos.)

Si variamos la accién (4.12) obtenemos las ecuaciones (vélidas en ausencia de mate-

naj:

22a VEAVP AV 4+ BRY AV ey + YR AV, = 0 (4.14)

BT AViua+1T, AV, = 0 (4.15)

Segin se demuestra en ref. [15], al resolver (4.15) para la torsién se obtiene que debe
ser nula. Esto indica que cualquiera sea la fuente que genera torsién, ésta no se propaga
en el vacio porque donde no hay materia no puede haber torsién. De esta forma, en
ausencia de materia no es posible distinguir una teorfa basada en este Lagrangiano de

la teoria de Einstein.
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5 Conclusiones.

En este trabajo se ha estudiado la forma m4s general que debe tener una teorfa de la
gravedad cuando la geometria del espacio-tiempo D—dimensional corresponde a la de
una variedad métrica con torsidn.

Se han explorado las consecuencias derivadas de postular un criterio fundamentalmente
geométrico para construir el Lagrangiano gravitacional. A saber, asi como la teorfa
métrica de Lovelock se determina apelando al requerimiento de que la accién gravita-
cional sea la integral de una forma diferencial escalar en el espacio tangente, este mismo
principio se invoca para obtener la generalizacién de esta teoria a espacio-tiempos con
torsion.

Hay que destacar que esta prescripcién elimina toda ambigiiedad respecto de la manera
en que la torsién debe incluirse en la accién gravitacional. De hecho, se ha deducido, para
D dimensiones, una expresién que contabiliza el nimero de densidades Lagrangianas
que se pueden agregar a la accién de Lovelock. Constituye un resultado interesante
el hecho que muchos de estos términos son irrelevantes para las ecuaciones de campo
por ser derivadas totales, pero que contienen informacién sobre propiedades globales del
espacio—tiempo.

Esta construccién axiomética de un modelo de gravedad, sin embargo, tiene el evidente
inconveniente —ya presente en la Teoria de Lovelock- de la absoluta arbitrariedad que
hay para elegir el peso relativo de cada densidad Lagrangiana en la accién. Respecto
de esto, no se puede mas que decir que una solucién debiera esperarse que provenga de
alguna teoria cudntica que, en algin limite, se reduzca a la que se estéd considerando, y
fije la "intensidad” de cada término [2,22)].

Ademas, esta arbitrariedad en la eleccidn de coeficientes conduce en la Teorfa de Love-

lock a una dindmica de tipo cadtica no—determinista {7,23], caracteristica que, con se-
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guridad, es heredada por la versién generalizada de ella.

Un aspecto muy importante que queda todavia por explorar es el estudio de soluciones
a las ecuaciones de campo en este modelo. Esto no es facil si se considera que sélo un
par de soluciones analiticas se han encontrado a las ecuaciones de Lovelock-Einstein,
y se han considerado métodos numéricos para estudiar otras. Asi, es poco probable
encontrar soluciones cerradas en este modelo.

Como aqui 86lo se ha considerado la teoria en el vacio, queda también abierta la posibil-
idad de estudiar las ecuaciones en presencia de materia. A diferencia del modelo ECSK,
la teorfa generalizada con torsién no se puede reducir a una teorfa métrica efectiva. A

saber, las ecuaciones de campo en el modelo ECSK son, simbélicamente,

Tensor de Einstein + constante cosm. ~ masa

Torsiéon ~ spin

Como la segunda ecuacién es algebraica para la torsién. ésta siempre se puede eliminar
reemplazéndola en la primera para obtener una ecuacién de campo efectiva, sin ninguna
referencia a la torsién, y con correcciones cuadrdticas en el spin al lado derecho. Esto
ya no es posible con la inclusidn de potencias superiores de la curvatura y la torsién en

el Lagrangiano.
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A Apéndice A

Formas diferenciales.

Las formas diferenciales se discuten en una serie de referencias estindar (véase [17]

y referencias ahf contenidas). Aqui se exponen las convenciones y definiciones usadas

en todo el presente trabajo.

Un punto P en una variedad diferenciable D—dimensional M se describe por coor-
denadas z* (4 = 1,2,...,D). En P hay un espacio (vectorial D—dimensional) tangente
Tp(M) y, asociado, su correspondiente espacio cotangente Tp(M).

Los vectores base de Tp(M ) se denotan por €, entendido como el vector tangente a
la linea de coordenadas a lo largo del cual sélo varia la coordenada z*. Los vectores
base correspondientes en Tp(M ) se denotan por dz¥. {€,},-1, . p se denomina base de
coordenadas y {dz*},—,, p base coordenada de 1-formas.

La métrica se define por el producto interno no-degenerado g, = €, - &,, que supon-
dremos tiene una signatura (-, +,+,...).

El método de ortonormalizacién de Gramm-Schmidt asegura la existencia de una matriz

de transformacién no—singular de la base {€,} a una base ortonormal {¢,}:

-

& = Vi¥é, (A1)

Ny = € 6= Va#vaey : Gy &= V'uveygyv (A?)
la transformacién inversa es

g, = Vo, (A.3)

G = €u- &=V, Ve &=V Vnu (A.4)



de donde

VeV =48, (A.5)
VAV, =8 (A.6)

Dos bases ortonormales {€,} y {f.} se relacionan por
f,=A%& ,A€0(1,D-1) (A.7)

Se puede ver que V,* (llamada tétrada o vielbein) es la matriz de transformacién de la

base {dz*} a una base ortonormal de 1-formas {V°} de T3(M):
Ve = v, dz* (A.8)

Un tensor (” ) en Tp(M) transforma segin

n

A%y, — A'=(A--A)(ATTAT)A LA€O0(1L,D-1) (A9
e . —

pveces nveces

Introduciendo un conjunto de 1-formas w®; se define la derivada covariante de un tensor
P
(%)
DA Aa;---a.,hmb* = dA Aar“a’b,...h
Wy A ATy Ly o+ WPe A AT L, (A.10)

Wy A A% o dwhy, AABTO
La 2-forma de torsién se define por
T°=DAV =dAVe 4w AV (A.11)
y la 2-forma de curvatura por
R =dAw’y + ' AW (A.12)
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Las relaciones (A.11 - A.12) se denominan ecuaciones de estructura de Cartan. De ellas

se deducen las identidades de Bianchi

DAT*=RGAV! = 0 (A.13)

DAR% = 0 (A.14)
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B Apéndice B

Célculo del nimero de Lagrangianos que se agregan al Lagrangiano de Lovelock en es-

pacios de Riemann—Cartan.
1) Revisién de nociones estindar de Teorfa de Niimeros.

En Teorfa de Nimeros el estudio de las maneras en que un nimero natural se puede
expresar como suma de nimeros naturales menores o iguales que €] constituye la de-
nominada Teoria de Particiones.

Una partscion de un entero positivo n es una representacién de n como una suma de

enteros positivos

n=n+n+---, n >0 (Bl)

A cada término en esta suma se le llama parte. Si en esta descomposicién se permite
o no la repeticién de partes, entonces la particién se dice no-restringsda o restringida,
respectivamente. Dos particiones que difieren en el orden de las partes se consideran
iguales.

Designemos por pi(n) al niimero de particiones no-restringidas de n en k partes, y por
pir(n) al nimero de particiones restringidas de n en k partes.

Una particién de n en k partes se la exhibe usualmente listando las partes en orden

decreciente. De esa forma, pi(n) es el niimero de soluciones de
n=n;+n+ -+ n, n2ny2>--2n 21 (B.2)
en tanto que pp(n) es el nimero de soluciones de

n=np+n2+ 0+ 0, m>ny>- - >np 21 (B.3)
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Se denota por p(n) al nimero total de particiones no-restringidas de n, que se obtiene

de

pn) =3 pa(n) (B4)

en tanto que pi(n) cuenta el nimero total de particiones restringidas de n

ﬂw=gmm (B.5)

Ejemplo: Las particiones de n=5
24 1+1+1y1+14+1+1+

ri(5)
pa(5)
p3(5)
p4(5)

ps(5)

p(5)

(Véase Tabla B.1)

son5,441,34+2,34+41+1,2+2+1
1. De modo que

=1, H(6)=1
= 2 p(5)=2
= 2 $s(8)=0
= 1 Pi(5) =0
=1,  $(5)=0
=7  #5)=3

No se dispone de féormulas generales para pi(n) y pi(n). Sin embargo, es posible, por

ejemplo, calcular py(n) para valores pequefios de k y todos los valores de n, pero a

medida que k aumenta, los cdlculos se complican demasiado [18].

La Tabla siguiente muestra los primeros valores de pi(n}, fi(n), p(n) y p(n).
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TABLA B.1

n 1(2(3|4(5) 6| 7| 8| 9|10)11]12
2 11111 1t 1} 1} 1| 1} 1|1
P2 1122} 2| 3| 3| 4| 4| 5| 6
Ps 1112 3} 4| 5| 7| 8{10/12
Ps 11| 2! 3| 4| 6]10}11 15
Ps 1) 1 2 3} 5| 71013
Pe 1112 3| 4] 7|11
Pr 111} 2] 3] 5| 8
Ps 11} 2| 3| 4
Ps 1( 1 2| 3
P 17 1) 2
Pu 11
P2 1
p(n) 1 1123|5711 15|21 |30 |42|56 |77
P 11111} 1§ 1} 1) 11} 1} 1
P2 11112 2} 3| 3| 4| 4|1 5| 5
P3 1) 1 2| 3| 4| 5| 7
D4 10 1| 2
s

pn)ll1|1)2]2|3| 4| 5| 6| 8|10|12|15

En la prictica, la utilizacién de estas tablas de valores para evaluar férmulas en que
se ven involucradas estas funciones (como las que derivaremos mas adelante) se hace
ineludible. Lo que ocurre es que algunas de estas funciones no tienen férmulas de validez

general conocidas, en cambio otras tienen expresiones de una complejidad tal que son

48



de dificil uso.
Para ilustrar esto, mencionemos que la obtencién de una férmula para p(n) (cono-

cida como funcién particidn) fue uno de los problemas fundamentales en la Teoria de

Niimeros, finalmente resuelto en 1939 en términos de la serie convergente [19,20]

O

0 senh \/ n——
p(n) = j;m(n =4 B ] (B6)

donde

Ax(n)= Y explin(s(h k) - gz;-E)} (B.7)

0<A<k
(hk)=1

y s(h, k) es la lamada suma de Dedekind, definida por

t=ly hr
b b)= Y FE-[F1-3) (B.8)
r=1
con [z] = parte entera de z y (h, k) = méaximo comin divisor entre hyk.
En 1918 [19,20] ya se habia demostrado la expresién asintética

exp(w 2—3'1)

p(n) ~ . n — 0o (B.9)
En la préctica, la evaluacién de p(n) se hace mediante el uso de férmulas de recurrencia
[21] para valores pequeiios de n, o mediante la expresién asintética (B.9) para valores
grandes de n. En lo que respecta a p(n), al parecer no se conoce una relacién equivalente

a la serie de p(n) dada en (B.6-B.8).

Una aplicacién directa de las funciones de particiones es la determinacién del nimero
de invariantes geométricos de Pontrjagin para una variedad riemanniana D—dimensional.

Segiin se menciona en el Capitulo 2, tal ndmero estd dado por todas las soluciones de
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la ecuacién

pn2p2 (B.10)

D
p1+P2+...=z,

que, de acuerdo con lo que se ha visto, es p(-f—), el nimero de particiones del niimero %

(que obviamente es no nulo sélo si D es un multiplo de 4).

50



1) Primera aplicacién.

Sea N el conjunto de los niimeros naturales (incluyendo el cero) y definamos el conjunto

N+'=NxNx---xN (B.11)

i+1lveces

Un elemento de este conjunto, n € N'*1, se lo exhibe escrito en componentes
n = (n® n@ . a0 (B.12)

Consideremos el problema de determinar, para un ntimero natural N dado, todas las

posibilidades de tomar elementos de N'*!, tales que
N =n(lo)+ﬂ(,°)+---+n(11)+ng1)+---+ng)+ng)+--- (B.13)

con a >npl)> ... i=0,1,..,1

Ejemplo: Sea N = 3, y queremos encontrar todos los elementos de N? que cumplen

con (B.13). Las soluciones son

ny N2 B3 My M3 M3
3 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0
2 0 o0 1 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 0 2 0 0
1 0 0 1 1 0
o 0 o 3 0 0
0o 0 0 2 1 0
0 0 ¢ 1 1 1



De modo que el nimero total de soluciones es 10.

Para el caso general, separemos (B.13) en las sumas parciales de las j—ésimas com-

ponentes:
nD 4 nd) 4. =k (B.14)
con o> > i=01,..,1

donde los k, son nimeros que pueden variar entre 0 y N, pero siempre sujetos a la
condicién

Para cada j, el nimero de soluciones de (B.14) es p(k,). el nimero de particiones (no-
restringidas) de k,. Por lo tanto, el nimero de soluciones de (B.13) estd dado por

N
G((N) = Z p(ko)p(kg). l= L,2,.. (B'lﬁ)

kg k=0
ko+-+ki=N

Una forma conveniente de evaluar estos G, es separar la suma sobre k;

Nk

N
G(N) =} plk) Y plko)- - p(ki-1) (B.17)
k=0

gk =0
kot--+kiy=N-k
para obtener la férmula de recurrencia

N

G(N) = Y pk)Gio(N — k) (B.18)
k=0
Go(N) = p(N) (B.19)

La tabla siguiente muestra algunos valores de G;(N ):
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TABLA B.2

N | Go(N) | Gi(N) | G3(N) | G3(N)
1 | 2 3 4
2 2 5 9 14
3 3 10 22 40
4 5 20 51 105
5 7 36 108 252
6 11 65 221 574
7 15 110 429 1240
8 21 183 807 2576
9 30 298 1473 5168
10 42 477 2625 | 10072
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iii) Segunda aplicacién.
Para dos nimeros naturales dados, n y m, se busca determinar el niimero de particiones

que son solucién de

m[d1+dg+“'+dt]+k=ﬂ, d1>dz>"'>dk_>_l (B.20)

parak=1,...,n

Ejemplo: Sim = 2yn = 10, es facil verificar que la tnica solucion es una par-

ticién con k = 2 términos: d; =3y dy = 1.

Para un k fijo, hay que determinar de cuéntas formas se puede escribir ";“ como una

suma de k nimeros naturales distintos. Por definicién, esa cantidad es py(2=X) (que

obviamente seré cero si = no es nimero natural). Por lo tanto, la cantidad total de
soluciones & (B.20) es

By Yo

k=0

) (B.21)

En la tabla siguiente se exhiben los primeros valores de F'(n):

m
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TABLA B.3

Algunos valores de Fy,(n)

Fz(n) | Fy(n)

n

13

14

15

16
17

18
19
20

21

22

24

Fg(ﬂ) F4(n)

n

10

11

12
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1v) Tercera aplicacién.
Segln se menciona en el Capitulo 3, el nimero de densidades lagrangianas que se afiaden
al Lagrangiano de Lovelock en un espacio de Riemann-Cartan D—dimensional es el

nimero de particiones que solucionan la ecuacién:

dmi+my+-+tmtnattptpt o]+ 2nt et +al+ k=D (B22)

con

Supongamos que
mi+myt- o Amtnat o tptp=m (B.23)

donde m es un numero natural tal que 4m < D.
El nimero de soluciones de (B.22) es, segiin se demostrd en el Problema 1, G2(m), cada

una de las cuales se puede combinar con las de

g+ @+ +@ul+k=D-4m (B.24)

que, segun se demostrd en el Problema 2, son F3(D — 4m).
Por lo tanto, haciendo que m tome los valores 0,1,...,[-?], obtenemos que el nimero de

soluciones a (B.21) es
(2
T(D) =Y Ga(m)F;(D —4m) (B.25)

m=0

La Tabla 3.1 (pdg. 20) muestra los primeros valores de T(D).
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C Apéndice C
Extensién y reduccién dimensional de las ecuaciones de Cartan.

Dados un vielbein, V°, y una conexién métrica, w® = —w® (a,b = 1,..., D), las

ecuaciones de estructura de Cartan son:

R® = dAw® +u® Aw® (C.1)

T = dAV 4w AV? (C.2)

El que ambas ecuaciones presenten cierto grado de simetria, sugiere la posibilidad de
condensarlas en una sola expresién. En efecto, una manera de conseguir esto es pensar
que el espacio D—dimensional en el que estdn definidas tales ecuaciones es una superficie
inmersa en un espacio (D + 1)—dimensional para el cual podemos definir una conexién
métrica Q4% usando w® y V* :

wot

a*?(8) = VieLve

A
, A
(c3)
- ‘5[[/'6 1B=b= 1,,D'A=D+1
A

Con esta conexién podemos definir una curvatura para el espacio (D + 1)—dimensional,

a través de la correspondiente ecuacién de Cartan:

R4 = dA Q4P 4 o4, AQCP (C.4)
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Al usar (C.3) obtenemos las componentes de esta curvatura en términos de la curvatura

y la torsién del espacio D—dimensional:

Z®(B) ,A,B=ab=1,..,D.
VIBIT® ,A=a=1,.,D;B=D+1
~VIBIT* ,B=b=1,.,D;A=D+1
L 0 ,AAB=D+1

RA%() = | (C.5)

donde Z®*(B) = R* — BV° A V* es la curvatura concircular de escala S [8].
Reciprocamente, en una variedad (D + 1)—dimensional con conexién 248 se puede
considerar una superficie D—dimensional para la cual la conexién es w® = Q% y el
vielbein es V¢ = Vllp—'ﬂ“-p.

Este tipo de relaciones permiten expresar cantidades de un espacio en términos de
cantidades del otro espacio. Por ejemplo, los invariantes de Pontrjagin de 4n dimensiones
en funcién de integrales sobre el borde de densidades de 4n — 1 dimensiones. En 4

dimensiones tenemos que la densidad de Pontrjagin se puede escribir
- _ 2
RgARE=dA{n‘BAdAnB,+§nA,mBCAnc,,} (C.6)
Al descomponer la conexién § segin (C.3), obtenemos

. - 2
RAANRE =dA{u®AdAW, + L At AW, — 28T, AV} (C.7)

quedando en el lado derecho la densidad de Chern-Simons de 3 dimensiones, E(ca;, con

el tinico término con torsién explicita en esa dimensién. K°.
Igualmente, esta descomposicién permite encontrar la siguiente expresién para el invari-

ante de Euler de 2p dimensiones:

p-1
= [ 0= _2,/ ) p(2p-1) 2
X2r /M o aN é a; ‘Ck (C 8)
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con
@) _(_wo-k(PY__P=k ygm-nma
o) = (17 (1) (P

y £{™) estd dado por ec. (2.8) (pag 10).
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