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RESAMEN

L¿ Teorfa de la Gravitación de Lovelock [1] es la generalüación natural de l¿ Teoría de

l¿ Relatividad de Einstei¡, vriiida para 4 dimensiones, a espacio-tiempos Riemannianos

de cualquiera dimensión.

Er este trabajo se present& una extensión de eete modelo de gravedad a eapacio-tiempos

que poseen ls estructurs diferenciable de una variedad de Rieman¡-Cartan (cuya ge-

ometría queda determinada por la métrica y la torsión). La atención se ha foc&lizado

principalmente en comprtnder el origen y la eetructura Seométrica del Lagrangiano grav-

itacional con toreión, y se harán sóIo coneideraciones generales respecto de la¡ esentuales

consecuerrcias físicas que se pudieran derivar de tal teoía

El capítulo 1 presenta Io§ argumenr06 que se invocan para motivar el estudio de mod-

elos de gravitación con torsión en dimensiones arbitranas

Er, el Capítulo 2 se resumen las ideas fundamentales contenidas cn Ia formul¿ción de

Lovelcck. Se pone énfasis en deraliar la forma en que el Lagrangiano Ee construye us-

ando ei lenguaje de Ia geometri¿ dilerencial mode¡na.

Ei Capítu1o 3 describe la ma¡era en que se generaliza el Lagrangiano de Lovelock cuando

el espacio-tiempo tiene torsión. En primer lugar, se ducute una manera de tipificar cada

término nuevo err la acción y ae deduce una fórmuia que conrablliza el núme¡c totai de

ellos en una dimensión cualqutera. Adenr¿ís, se presenla un procedimtento sistemátICo

para generar todos esos términcs en <iirlensiones pares: se muestra tambiérr u¡a manera

cje ot,tener ias densidades Lagrangianas de una dimensión impar s partir de las densi-

dades de l¿s dimensiones pares tnmediatamente lnferior y superior. Lue8o. se ana,liza la

condición de irivariantes de Ia estructura diferenciable del espacio-tiempc de urra clase

es¡,eciai ie tales térrrlinos. La e;:i.ster¡cia de éstos da pie a una re,jucció¡ del Lagrangia:,i



eliminando la¡ deneid¿dee Lagrangianas trivialea (o sea. gue no contribuyen a las ecua-

ciones de csmpo) y squellEB que son line¿lmente dependkntes de las demás.

En el Capítulo 4 se r€visan algunas dimensionee erpeciales. En particular, re muee

tra que eD 4 dimensiones el Lagrangiano de Hilbert (que depende implícitamente de la

torsió¡ en espacios de Riemann-Carten) puede eer suplementado, a lo más, con un sólo

término.

Final¡nente, el Capftulo 5 resume la¡ conclusiones mrís importantes del trabajo, asf como

se presents,n algunas eventuelea extensiones del mismo.

)



1 Introducción

1.1 Gravedad en mayores dimensionee.

El espacio-tiempo tiene, ¿l menoo macroscópicamente, { dimensio¡ee. A eate nivel, ee

consider¿ a l¿ Relatividad General (R.G.) como la teoría apropiada para deecribir el

eepacio-tiempo y la gravedad.

Sin embargo, los actualee modeloe que prttenden unificar todas las interacciones (por

ejemplo, supergravedad y supercuerdas) aiempre poetulao l¿ exigtenci¿ de dimensiones

ext¡a en el eepacio-tiempo. Esto puede considerarse cono una fuerte evidencia tcórica

para motimr la aceptación de que tales dimen¡ioneg adicionale¡ aon ñsicamente poaiblcs,

y, con ello, el eetudio de modelos de gravedad que generaliceu la R.G. a dimensiones

euperiorres.

Ei Lagrangiano de Lovelock [1] es la generalización m¿ás n¿tural ¿ dimensiones m&yores

que 4 de l¿ acción de Hilbert con con¡tante coamológica, por cusoto da lugar a ecuaciones

de segundo orden para Ia métrica- El origen geométrico de este Lagrangiano queda de

mani.ñesto si se conviene en us¿¡ el marco del formalismo de forma¡ diferercialea (véase

Apéndice A) para encontrar la referida generalizeción. En efecto, l¿ acción de llilbert en

este lenguaje tiene la forma S = ly Rb AV'AVdeo¡,,¿, donde M ee el espacio-tiempo de

4 dimensiones. Se ob,serva que el integrando es una 4-forma invariante ¿nte rota¡ione¡

locales en el espacio tangente. Esta propiedad, promovida ¿ la condición de postuladc

para cualquier teoría métrica que ee& l¿ extensión de la R. G. a mayores dimensiones.

conduce naturalmente al Lagrangiano de Lovelock (véase sección 2-1).

Una propiedad interesante es que la aeción correspondiente es una combinación lineal

de las continuaciones dimensionales de los i¡variantes topológicos de Euler de todas la.s

dime¡siones p&res mencres o iguales que Ia dimensión D considerada [2],



1.2 Gravedad con torsión.

Ei¡stein concibió a la GeometrÍ¿ Riem¡nni¿n¿ como la opción más natural y eimple

para desarrollar l¿ R.G. como una teoúa de l¿ G¡avita¡ión. En ella ee identifica a l¿

métrica como el potencial gravitacional y la conexión de Ch¡istofrel {fr} como la in-

tensid¿d del campo, y la existencia de un campo gravitacional eetá determinada por la

no trivialidad de l¿ curvatura de Riemann. Se dice entonces que la R.G. e¡ una teoría

puraÍrente métúca.

Una altern¿tiv¿ a la R.G. cousiste en considerar que el espacio-tiempo es una v&r-

iedad métrica corr u¡a conexión métric¿ que no es neces¿¡iamente la de Christofel, y

cuya parte antrimétrica ee la toreión.

L¿ inclueión de la torsión en teorías de la Gr¿vitació¡ es una ide¿ c¿si tan aatigua

como la R.G. misma. cuyos primeros antecedentes se rEmont&n a trabajos de Cartan

[3] sobre l¿ extensión de la teoría pur¿mente métrica de Ei¡utei¡ a espacio-tiempos no-

Riem¿nnianos, y sobre lo cual ambos científicos mantuvieron un i¡tenso intercambio

epistolar [4].

La motivación usual [5] que ee i.nvoca para considerar modelos generaliza.los de gravedad

que incluyan torsión, es el deseo de extrapolar loe conceptoa de I¿ R.G. -formulada ong-

inalmente como una teoría para diatribuciones marroscópicas de m¿teria- al dominio

de la microfisica. En t¿l sentido, se trata de extender la idea presente en R.G. de que la

geometría determina el moviniento de la materia y Ia drstribución de mate¡ia determin¿

ia geometría.

En pnmer lugar, se ar5umenta que I esa esc¿la las propiedades ondulatorias de la mate-



úa ao debieran eer despreciables. Se debiera espcrar que la dinámica de l¿ m¿teria esté

gobernada, por ejemplo, por ecuacionea del tipo de Dirac en un fondo curvo. (De paso,

esto obliga a ussr el formaliemo de tétrada¡ ya que para poder acomodar erpinores en

tal eapacio se debe necesari¿¡rrente cubrirlo con besee ortonormalee loeales o vierbein. ).

En eegundo térmrno, para determinar la form¿ en que la materi¿ afect¿ a la geometrla,

ee contidera que los componentes básicos de ella eon partíc ulas que obedecen loa prin-

cipios de l¿ la Mecánica Cuóntica y localmente l¿ Relatividad Especial, de modo que

tienen epir: y masa, nociooes elementales iadepeudientes entre el y qo reducibles una a

la otra. Salvo para escalas marroscópic8¡ (como en R.G.)--en que la masa bastar{a para

c¿racterizar dinámicamente a la materia-, esto conducc natur¿lmente a que tanto el

tensor de energla-momento como el tenao¡ de momento aagular de rpin son neccsarios

para describir I¿ m¿teria. En R.G. usual. Ia deneidad de energía-momento es la luente

del campo gravitacional, generado a través del acoplamiento minim¡l de los ca,rrpoa de

materia con la conexión (simétrica) de un espacio-tiempo Riemanoiano. Similarmente,

en una teoría métrica-torsional, la densidad de momento angular de spin es la fuente de

la parte torsionel del campo gravitacional, generado por el acoplamiento milimal con la

pa¡te sntisimétrica de la conexión de una variedad de Riemann-Cart¿n En este caso.

la conexión es

llo= {!o} + KY"o

donde los {fr} son los símboloe de Christotrel y Kp,., es el tenso¡ de contorsión definido

por

I¿P _ wl) 1.u t t7\ !tr v§-r vp-fp.'f rL,p



eD que ?/ryp et lE torsión. L,oe tengorts de energla-momento y de momento angulal &

apin eetán dados, reepectiYemente, por

2 ós^

c vP 
-

$ óc*,
1 ó.9-

,/í 6K'"0

doude S- rePreaenta Ia acc ión de la materia'

L¿ exteusión mrís simple de la gravitación que incluye torsión e¡ Ia ll¿mada Teoúa

ECSK (por Ei¡stein-Cartan-Sci¿m¿-Kibble) [s] En ella el Lagraugiano gravitacional

es el de Hilbert (ademrís del térmi¡o cosmológico)' en que la curvatun e&al¿r eetÁ

con¡truíd¿ con una conexión métrica asimétúca' de modo que bay una dependencia

implícita resPecto de la torsión'

ExistenotrasBanera§dernclui¡IatorsiórrenunateoríaparalaGravitacióuEnefecto'

en la literatura hay una proliferación de argumentos para incluirla en el Lagrangiano de

distintas m&neras [5] Sin embargo, así como el Teortma de Love]ock demuestra la uni-

cidaddelLagrangianodeHi]bert(móduloderivadastotale¡yeltérmi¡ocmmológico)

para una teoría méirica de Ia gravedad en 4 dimensionea' uno desearía poder disponer

de un resuitado similar para las teorías que incluyen torsión' tanto E¡ás cuanto que la

forma de i¡troducir ésta no es en modo alguno estándar'

Al parecer la ref. [6] es el únÍco antecedente de una versión generüzada del Tee

rtmadeLovelockparaespacio-tiempos4_dimeneionalescontorsión.l¡conclusiónde

ese trabajo §e lesume en que Ias ecuaciones de campo más generales' que sean poli'

nomialeseniamétricayLa'torsiór'yeusrespeetivasderiv¿das'yenlasquelaúaica

b



constante fundamental de dimengión I 1es Ia conatante de Newton, eon la¡ ecuaciones

de Euler-Lagrange con respecto ¡ l¿ métrica y la toraión del Lagrangiano de Hilbert, en

que la curvatura escal¡r está construída con una conexión métric¿ ¡8imétricq ec decir,

correeponde ¿ l¿ teoría ECSK.

El enfoque que adoptamoe aquí er, etr cierta medidq l¿ extensión natursl d€ l¿ Teorla

de Lovelock a variedades de Riemann-Cartan sugerida por la prescripción geométrica

para conatruir la ¿cción gravitacional; esto eB, que l¡ teorÍa debe poder expreaars. ente¡-

amente en términos de formss diferenci¿les. En este marco se observa que Ia curratura

y la torsión son objetos que, desde el punto de vista 6eométrico, pueden conridcrarse

en pie de igualdad, de donde parece arbitrario que la teoría de Lovelock privilegie el rol

de la curv¿tur¿ por sobre el de la toreión, partiendo del supueeto de que éeta debe ecr

cero, en tanto que la primera debe s¿tisfacer las ecu¿cionee (generalizadas) de Ei¡stein.

El paso siguiente e6, pue§, independizar el papel de i¿ torgión, y proceder ¡ con¡truir el

Lagrangiano gravitacional como la D-form¿ diferencial eecalar má¡ general conatruída

co¡ la conexión de spin. ¿"o¡, el vielbei¡ (base ortonormal local eo cualquiera dimensión).

7', y sus derivadas exteriores.

Se est¿blece así, entonceÁ, un criterio que. si bien no se fundament¿ sobre considera-

ciones de ca¡ácter físico. al rnenos eB geométricamente eimple.

Como se verá, Ia¡ posibiiidades de agregar térmrnos con torsión en la acción quedarr

fuertemente restringidas con la forma convenida para construir el Lagrangiano; de he-

cho, habrá dimensiones para las que no e6 posible agrrgar térmi¡o nuevo alguno y otras

para las que sólci será posible suplementar corr un término al Lagrangiano de Lovelock.
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2.L

donde

En la brísqueda de un¿ teoria métric¿ de la Grsvit¡ción que generalice la Teoría de Ern-

stein para dimeusiones mayores que 4, Lovelock [1] encontró qrx Ia denaidad lagrangiana

más general en D dimen¡iones que genera ecuacionee tensoriales de segundo orden para

la métrica es de la forma

El Lagrangiano de Lovelock.

Derivación original.

dr) = lu,/i or,

s1') = t*nJi ao,

s1') = tr@' - 4Rt',R" y+ Rp'*RN uu)1,/§ dDt

.t5') = t*it tér*;no, det tipo R3 )\/A dD,

¿(o) = | oo¡@l
zplD

r(D) - ¡Ln Pz¡l pvtn F¡-z,- tv2,
-P - "l4. .vzr) " Pl tt2 t' lqr-rlzt

y los a, son coeffcientea ¡rbitrarios con unid¿des de lrr,amlfP -a) .

Las &cciones 4o) = t, t$D) ,¡6 dD c correepondientee a los primems términor de (2. 1)

son (salvo constantes de proporcionalidad ):

(2.1)

t2.2)

(2.3)

(2 4)

(2 5)

(2 6)

El tipo de ecuaciones generadas por ,f') = tN L@) eon más complicadas aún de rrsolver

que las ecuaciones de Einstei¡ en D = 4 dimeneiones. Sin embargo, para esta teoría

se han encontrado y estudiado soluciones para los ca¡os de agujeros negros y modelos

cosmológicos homogéneos (véase [7] y referencias ahí contenidas).

OriginaLlente el Lagrangiano de Lovelock se obtuvo bu¡cando aquel que generaba lo

8



que debís ter ls tenerüzación de las ecua¡ionee de Ein¡te i¡ en dimen¡ione¡ maj,ores.

Ee posible reobtener el mi¡mo rtsultado refo¡mulando el problema desde una perepec-

tiva completamente diferrnte. El punto centrol es promc"er la Gravitación a una teoría

enteramente geométrica, utüzando solamente forma¡ drferenciales. (Debido a e8to, en

Io que sigue usaremos las convenciones y definiciones indicadas en el Apendice A.)

2.2 Construcción geométrica del Lagrangiano de Lovelock.

La acción de Lovelock ae puede construü del riguiente modo:

a) De todas las posibles D-fonna¡ cor¡strulds. con la co¡exióo r.,'¡ (l-forma) y el

vielbein V" (1-forma), usando sólo las operariores de producto y derivada e¡teriores.

evitando el operador de dualidad, y con Ia restricción To = D AVo = 0 (es decir,

el espscio-tiempo es una va¡iedad Riemanniana), el Lagrangieno grsvitacional, ¿('),

contiene, por def.tición, sólo aquéllas en que el Lagralgiano eea la D-forma escalar

(invariante) mrís general co¡struída usando la curvatun y el vielbein. (Esto excluye.

para las dimensiones impares, una clase de densidades Irgrangiaaas no invariantes pero

que dan acciones i¡varia¿tee: la.s densid¿des de Chern-Simons. Est¿s aeiones no dan

ecuaciones de eegundo orden para la métrica (véase Caoítulo 4).)

b) I» accíón .t(D) = Jx ¿(o), donde M es el etpacro-tiempo. cs un funcional de la

conexión métrica oo¡ y el vielbein yo. Si¡ embargo, bs condiciones de metricidad de

la conexión y nulidad de la torsión , determinan u¿ivocamente a la conexión. Por

lo tanto, las ecu¿ciones dinámicas se obtienen exigiencio que lD) sea estacionaria ante

va¡iaciones del vielbern eolamente. Tales variaciones deben efectuarse tanto eE las apari-



ciones explícitas de V' como ¡ travég de la conexión.

Estss reetricciones conducen a que

(2.7)

con

c@t=Dao0f)+P@)
7píD

LtD\ = -Roro, 
^ 

. .. A Rd2r-142, AVaz,+t A. ..A i'"reor...o. (2 E)

P(E) = Ir.(Ro,o, A.Bo,os A ... Eq'o,) A , '. A (.Rr'¡, A.El2¡, A... ff,.¡,)(2.9)
t

donde los dr ron coDstaDtes.

La ecuación (2.8) ee precisamente el Lagrangiano de Lovelock erpresado en lenguaje

de forr¡¿s diferenciales y pone de m¿nifiesto l¿ estructurs similar de cada uno de los

términos que lo coaforman, ¿dem¡ís de exhibirlo como un objeío de evidente origen

geométrico.

Cuardo D = 2p, el térmLno,Cl2r) ". ,u densidad de Euler, cuya integral sobre variedades

compactaE e6 el inve¡iante topológico del mismo nombre, de modo que no coatribuye a

las ecuacionea de campo (porque ¿nte variaciones resDecto de l¿ métrica. eea integral

no cambia en tanto t¿les variacioaes sean nulas en el ttorde).

La ecuación (2.9) muestra las denominadas densidades de Pontrjagin que están ptesentee

si se cumple

Dh*Pz* "+Pr=Z , p, par, i = i.2, .. ., k ', k = 1,2, ... (2,10)

es decir, sólo si D = 4¿.

Según se muestra en el Apéndice B, el número total de estos términos en 4n dimen-

siones es igual al número de maneras en que n se puede escribir como suma de números

naturales, lo que se denota por p(n) (llamada ftnuór' porliaón en Teoría de Números)

1rJ



[1E], y cuyos primeros valores se mue§tran en la Tabla B'1'

No obstante, en lo que se refiere ¿ las ecu¿ciones de campo' la preeencia de estog términos

en el Lagrangiano es irrelevante pues la integral de cada uno de ellos es un número que

no depende de la geometrÍa local.

conviene destacar que, 8un cuando l¿s ecuaciones clásicas de la Gravitación son m'

s€neibles a los invariantes de Euier y Pontrjagin, éstoo podrían inducir algún efecto en

Ia teoría cuántica a tr¿vés de ponderaciones distintas en la rnteSral fu¡cional Pars con-

figuraciones del espacio-tiempo topológicamente no-equir¡alentes (esto es' geometrías

no homeomórficas).

Para dimension€s pares. D = 2m.. el Lagrarrgiano (2.1) es factorizable en una forma

semejante a Ia densidad de Euler:

¿to\ __ 3r7"',ctiÉ.) A n rot^ ,dz- {§^).o, ..o,- (21i)

donde

z"'tts¡=R"L-PVoh\/t í.2.12)

es la llamada carl)&ltra ca*ctrcalar io conctrc artdod'' de escala B [8] y ios r9's eon ]ss

raíces de Ia ecuación aigebraica i7]

ac + o1c * ''* o-r" = 0 (2.13 )

La Iactorrzaclón correspcrr dre nte al ca§o D = 2mt 1 se obtiene simplem:nte agregandc

un vielbein l.'o2-.+1 en (2.11) iademr4s de un índice al te¡eor de Levi-civira).

obsen,emos que si D = ?rn una forrri a rápida de obtener todos los rérminos del La-

grzrngiarrc, cie Lovelcck es reen,piaza: caC'- cu¡vai':ia F'' er ia densi'jai de Euier pc:

11



uDa curvatura concircular Zu(P,), Esi8Dsndo, en teneral, eEcalss dütintas I c&d¿ concir-

cul¿ridad (inclusive, lae fl podrfan aer complejas, riemprt que ellas apa¡ezc8n en p8¡€§

conj ugados). En el Capítulo 3 veremo¡ que un procedrmiento ¡imila¡ a eete existe para

la obtener todos los términos que suplementan al l,agrangiano de Lovelock cuando se

permite la presencia expiícita de to¡sión en la ¿cción.

La vari¿ción de 1a acción r€Epecto de 7o da las ecuaciooes de Einstein generdizsdas

r¿r-1t2r'

E "r(p - 2p)p"t"z 4 . . . A 8¿2'-¡42, 
^Va2*r 

A. .- AV'D-Leo¡-.o = 0
P=o

Debemos mencionar que ai relajamos la condición de aulidad de la torsión, entonces en

el Lagrangiano de Lovelock (2.7) la conexiór adquiere i¿ condición de un campo i:rde-

pendiente del vielbein, de donde el principio de ¡cción debe modific¿r¡e para permitir

v¿ri¿ciones respecto de ella. En tal caso, l¡ variación rcspecto de ard da las ecuaciones

¿dicion¿les

t+l-1

! a.(D - 2p)pro'u A . .. A.¡?o"-r42, AVoz¡+¡ l\. .. i,VaD't A ?ÚD€or..,o!, = 0 (2.15)
p=o

EI pulto importsnte es que (2.15) muestra que en esie caso la arción de Lcveloc[

corresponde a la de una teoría mét¡ico-torsiona] porque da ecuaciones para lE tor6ióD.

Excepto en el caso de 4 dimensiorres. e6tas ecuaciones nc conducen necesariamente a que

l¿ torsión sea nula (aunque permiten tal situación como solución particular). E¡ efecto.

si D > 4 y consideramos un espa.cio-tiempo de curvat ura constante, Á2(* Zú(\') =
0). v las constantes aa son ta.les que

(2.14)

f o.(o -2p)p)1P-2 =o
2pSD

entonces err (2.15) la torsión queda totalmente indeterminad¿.

12
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Sólo cuando D = {. los púucipios variarion¿ler de ¡mbas teoías (la de Lovelocl pu-

ramente métric¿ y la métrica con toraión) aon equivalentee (en aueencie de materia),

pues la nulidad de l¿ tor¡ión, que en una de ellas ae impone desde un comienzo en el

principio de acción, se deriva como consecuencia de (2.15) en la segunda.

Así pues, debemos tener preaente, ¿l momento de generahzar el Lagrangiano gravita-

cional para espacio-tiempos con tor'sión, que aun cuando el Lagrangiano de Lovelock

no incluye a la torsión explÍcitamente, es decir D A Vo to aparEce explícitamente, gen-

era ecuaciones para ella si el principio de acción ee efectúa exigiendo que la acción se&

est¿cionaria ¿nte variaciones independientes de l¿ conexión y el vielbein.

13



3 Generalización del Lagrangiano de Lovelock.

Para geueralizar la ¡cción gravitacional a eeparios de fuemann-Cartan procedemos a

relajar la condición de nulidad de l¿ torsión en la preecripción para conatruir el La-

grangiano de Lovelock, manteniendo las otr¡s condiciones. En consecuencia, el La.

grangiano generalüado se obtiene encontrando, pars uns dimensión arbitr¿ria D, tod¿s

las D-formas, escala¡e¡ bajo el grupo de Lorrntz local, construfdas con la conexión, el

vielbein y sus derivadas exteriores, que sean distintas ae las []l { 1 que conforman el

Lagrangiano de Lovelock.

Est¿ inclusión de la torsión en el método geométrico para conetruir la acción puede

ougerü una proliferación de térmi¡oe nue vos para el Lagrangiano gravitacional. Sin

embargo, veremos que, esenciahaente debido ¿ las identidadee de Bianchi, el ¡úme¡o

de términos nuevos que se puede añadi¡ ¿l Lagrangiano ee bast¿nte menor de lo que

parece. Posteúormente, se determrna¡ín aquellas densid¿des que son las realmente rel-

evanies par& las ecuaciones de campo; es deci¡, ¡e considers,rá la eventual eliminación

de derir¿das totales y aquellos términos que sean lir¡e¿imente dependientes de otros.

3.1 Construcción del Lagrangiano.

Supongamos que un término típico contiene r potencias de la curvatura, f poteacias de

la torsión y u potencias del vielbein. Lo que resulta es una (2r * 2f * u)-forma, que

debe ser urra D-forma:

2r*2tla=D

El número de índices locales de esa D-forma es

n=2rlt*l

t4

(31)

(3 2)



todoe loe cuale¡ deben ¡er contraídos para obtener una D-forma escal¿r. P¿ra l¡ con-

tracción de fndices dieponemos de loe tensores invariautes de Levi-Civita y métrico,

€or...oo y ?oe . Sin embargo, debido a que n 5! D, Éor..oo rclo se puede uea¡ gi f =
0(n = p¡; ea decú, ei l¿ toroión no a,parece expllcitameate. Pero en tal caso, Ios únicos

términos poeibles soa los que ys están inclufdos eo el Lagrangiano de Lovelock.

Asl, puea, la coatracción de índices debe haceree usando sólo 4o¿.

Al cooside¡ar la forma general que tendrá cada uno de loe térmi¡oe que ee pueden

const¡uir con loa f¿c toree de que disponemos) Ee puede reeumir que el problemt se re-

dtce a co¡ttrtir D-lormu diterenctalet csealaret uan¡lo lar forrnas eecala¡ee básicas

R", V", T' y Kn, definidas por:

Rn

vn

T"

KN

Ro' o" 
^ 

Ro"o,A .. A ff"-'o" A.Rqo,

%, A.Ro'o, 4.. . A.R¿"d"+r A Yo-+t

To, A Ro, o, A -.. A.R""o"+, A 7o"+'

Tot 
^ 

RoL o2 A .. . A.B""o"+. A Y""-'

(3.3)

(3 4)

(3.5)

(3 6)

donde el índice n del l¿do izquierdo de c¿da una de estas definiciones h¿ce referenci¿ al

número de c urvatu¡as presetrtes en el lado derecho.

Es fácil demostrar que esta,s formas eecalares hisicas verifica¡:

R"l=o ,nimpar

[¡o .nput
(3 i)



=0,npBr
l0,nimpar

=0,nimpar
f0,npar

K"lo,va

(3 8)

(3.10)

Estss relaciones Bon un& primera restricción a los posibles Lagrangianos que podemos

construir.

Si para una p-forma, O, denotamos por g(O) su grado (ee decir, C(O) = p), tenemog:

,.{

r"{ (3.e)

s(R')

e(v')

c('f" )

c(K")

=2n
= 2n*2

= 2n*4

= 2n*3

(3.11)

(3. i2)

(3.13)

(3.14 )

es de grado par, SiObaervemos que Rn, V'' y T'' son de grado par, mientras que Xn

¡eco¡damos que las formas impares a.nticonmutan, entonces

KnAK"=0

y K" puede aparecer eólo u¡a vez etr r¡¡& deneidad Lagrangiana.

(315)

También se puede veriñcar que la apircación sucesiva de las identidades de Bi¿nchi.

D ARo¿=O y D ATo = Ro¿ A V¿, conduce a l¿s identidades

dAR' = 0

16

(3.16i



dATn

d^K"

(3.17)

(3.16)

(3.1e)

d 
^ 
v" = [1 + (-1)"+1] K"

[l + (-t)"] K'+1

T" - v"+t

R"   Ro. 
^.-.A 

R"'

vü, A V', 
^. 

.. A vó"

T"A T',A...AT''

Kd1 A KdzA...AKdr

Estas últim¿s relacioneg aon las que permitirán digcerni¡ qué términoa del Lagraugiano

cou torsión no contribuyen ¿ las ecuaciones de campo por ser derivadea totalea, o aou

dependieutes de otros. En efecto, obeervemos que estas identidades est¿blecen, entre

otraa cotraecuencias, que K2n-1 es una form¿ escalar exacta, de modo que eení uf¡8 den-

sidad lagrangiana túvial. Volveremoe eobre este punto más adelante.

Como loe nuevos términos que conforman el Lagrangiano greyitscion&l se cotrstruyen

buscando todas las poeibles combinaciones de foroa¡ escal¿ree brí¡icas, deñnamc la¡

eode¡os de formas escalares b¡ísicas

R¿¡o2...d,

yblü2...ü.

'I\ú¡ '2 'r

Kd¡d2..d¡

,ay7._a2 ).. ) a,

,h2óz>" >b"

,ct2q2 "'> c,

,dt>dz)...)d¡

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Hagamos algunas obgeryaciones:

a) Convenimos en distnbuir los índices en secuencia decreciente de izquierda a derecha

(lo que denominaremos orden normal), porque cualquiera otra distribución de loa mrs-

mcrs índices siempre puede obtenerse del orden normal con permutaciones de ellost salvo

para Kdr " dr, err ceda permutaciórr no hay cambio de signo.

b) Las desigualdades estrictas ú ) dz ) --. ) d* se justifican porque cuando hay dos

índrces iguales. la cadena es idérrtic¿mente nula (ecuación (3.15))
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T., .,f #o ,c: Par,Y i
[=o ,otrocaso

No existen n:etriccione¿ de este tipo gobre Kd,"'d..

Loe grados correspondientea aon:

A continuación Iistamos

ecuaciones (3.7 * 3.10):

9(R''" .' )

o(Vr' r",

9(T" "')

9(Kc' ar 
1

De ahora en adelante, y de acuerdo con

flnpa¡ g d. s¡n reslncctones.

slgunas propiedsdes de estEs c¡dena¡ que ae deducen de las

-^ - t *o .a. wr YJ
R.r'.", { @24)

[=0 , ottocaso

v,,",{ *o ,b, impar,Y j 
(3.2s)

[ =0 ,otro ca.so

(3.26)

(3.27)

(3.2E)

(3.2e)

(3.30)

Par, b,

(3 3ii

l J.J¿ I

- \-.¡^- /' *)
J=1

= »(2\+2i
J=1

1

= f(2cr+4)
J=t
i

= »(2dr + 3)

(3.21 - 3.26). eo¡stderaremos a, !c:

l,as identrdades de Bianchi correspondientee son:

dARo'.4, _ 0
l!

dAVú,..¿" = !f\rh..i,...u, 
^Ko,Á

i8



d A T., "q = 2 f a.r-", ".r A K..,+r (3.S3)
J=l

d 
^ 

Kd,...di = f1_f y+r¡d¡..J,...di A [Td, _ Vd,+l] (B.B{)
l=1

donde Ia not¿cién á i¡dica que o debe omiti¡¡e.

Con esto podemoa, finalmente, eetablecer que los ¡uevos términos del Lagrangiano eerán

de le Iorrra

L = Ro, "o' A V¿¡"'ü' A T', -', A Kdr" d¡ (3.35)

y el núnem tot¿l de ellos en D dimen¡ione¡ eot¡i dado por el número de eolucionee de

la ecuación:

D = s(L) (3.36)

es deci¡,

p=41m1 *...*m,+/¿1 +..+r¿"+pl +"+Al +2lft+" +qr] *t (3.87)

donde o. = Zmr, b: =2ns-1)q=2{p)-l)y d, =qr-1.

Según ee muestra en el Apéndice B. el número de soluciones de (3.37) es

r?l
T(D) = lC21^¡rr1O -+^¡ (3.38)

m=0

donde

G2@)= » p(ts)p(h)p(t,) (3'3e)
¡Ol¡¡2=O

lo*tr*ir=n
n n-L

F2@) = IB.t#) 1r.+o;
l=0 '
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y p(n) eE el número de manera¡ dittintas en que se pucde ercribir 7¡ como ¡uma de

númeroe natu¡ales. en ts¡to que p¡(n) ee el número de m¿nera¡ di6tinta^8 en que re

puede eecúbir n como suma de & númerrcs natur¡les distintos.

La siguiente tabl¿ muestra los primeros valoree de ?(D).

TABLA 3.1

Formas escalareg que se agregaD

al Lagrangiano de Lovelock.

D T(D) D
"(r)

1

2

3

4

5

b

E

q

10

11

)-l

0

0

1

1

0

4

10

4

1

13

14

15

16

t7

18

19

20

2l

22

23

24

13

6

36

69

36

1E

o1

161

c2

53

361

,n



Obeervemos que el nrilnem de términog nuevoE que re pueden agrtgar al Lagrangi8no

gravitacional de Lovelock ee fuertemente dependiente de la dimensió¡, y no parcce ler

una fuoción que tengs regularidad alguna.

Hay casos excepcionalea. Por ejemplo, en D = 6 obtenemoa que el Lagrangiano gravita-

cion¿l mCs general ee el de Lovelock, que no contieue e¡plfcitamente a la toreión; ésta

ap8¡ece mris bien iudirectamente a través de las ecuacioue¡ dinómica¡ que se derivan de

tal Lagrangiano. (Véase Capltulo 2.)

Evidentemente reeultaría cómodo dieponer de un procedimiento sistemático de generar

todos los términos con torsión que ae eatán consider&ndo para una dimensión cualquiera.

Según Io señalado en el Capítulo 2, un procedimiento t¿l existe para engendrar el La-

grangiano de Lovelock E partir de la densidad de Euler cn dimensioner pares por ousti-

tución de l¿ curvatura u6ual por la curvatura conci¡cular.

Para el caso que no6 ocupar ee puede imitar tal procedimiento u¡ando las de¡¡idades de

Pontrjagin. En efecto, para fijar ideas, consideremos D - E. En esta dimensión existen

dos densidades de Pontrjagin: Rr = ¡9o¡AR¡.4 R'¿ARdo y R2'2 = fiolÁEóoArqt¿ArBd.. Si

en estas densidades reemplazamos las curv¿tu¡as por concircu.leridades (que tomaremos,

por simplicidad, de igual escala), obtenemos:

R{ ....* z"¿(0) 
^ 

zb,lp) A z'¿(E) A zo,(p) =Rr +¿ÉV3 -2ffyr,t
R2'2 ---- z"¡(§) A zb 

"@) 
A z, a(F) A zd,(p) = R''2 + 40P.' Avr + 2B2Yr'r

Es evidente que este simple reemplazo no puede genera: aquellos térrri¡os que i-ncluyen

a la torsión explícitamente. Lo que se debe hacer es usa¡ un reemplazo en que esté

también lnvolucrada la torsión. Una gustitució¡ adecu¿d¡ es:

8o¿A.Rü, . Z'¡{h) Az¿,{h)-17- AT,

27
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donde 1 es un8 constante adimensiousl.

Con estos reemplazoe se generan toda¡ las formas cscrlr¡es a partir de las densid¡dee de

Pontrjagin. Por ejemplo, en el ca¡o anterior 8e tiene (haciendo, por rimplicida.d, todos

loa p's igualea entre el y los 1's iguales entre sf):

alRf + a¡R2'2 * or{Rr + 4Pv3 -z12vt'r

-21T2 + 1'To'o + z1 gKr'ol

*a2{R2,'+ 4PRi 
^ 

vr

+4p2vr,r - zt lY' n f +,1'f't)

obteniéndooe loe 10 términog que exiaten en E dimeoeiones.

En las dimensiones que ,¡o oon múltiplo de 4 lo¡ invarianles de Pontrjagin eon üénticamente

nulos. Sin embargo, esto no es obptáculo porque el relerido reemplazo iSuahnente Senera

los términos con to¡¡ión. Por ejemplo, en D = 10 tenemos (tomando sólo escal&s É y l)

R5 = RobAR6rhff¿A.Rd"A R"o=o

--- (z' ¡(F) 
^ 

zb,(p) - 1 r A T,) A (z' ¿(p'¡ A zd,(p) - 1 T' A T,) A R' o

= 2P1?oARo¡t-.BÜ.Ay'AT¿Avd = 2 91K2'o

con lo que obtenemos el único término no nulo en eea dimensión (véaae Tebla 3.1).

En r.eeumen, podemos establecer que el Lagrangiano gravitacional mds general en un

espacio-tiempo de Riema¡n-Carta¡ D-dimeneional (D par) puede eecribirr€ como:

tlD)=cf),,*r+P¡n1

P(E) = )-r*Ro' "'
I

(3.42)
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donde or +' . .*¿r = f, f la barra indica que en cada cadena R ee h¿ hecho el reemplazo

(3.41).

Cu¿ndo la dimenaión es impar, D = 2n*!, obviarr¡ente no puede haber una preacripción

de erte tipo pues no es poeible congtruü nada parecido ¿ un¡ deneid¿d & Pontrjagin.

En egte caeo ee puede proceder del modo siguicate: una yeu generadas las densidades

Lagrangianas de la¡ dimeneione¡ inferior y superior, D =?rty D =2n {2, se ruetituye

un vielbein por una torsión (lo que aube eu I el grado de la forrna) e¡ l¡s deneidadea

de 2n dimensiones (donde ee pueda hacer ello), y una torrión por un vielbei:r (lo que

beja en 1 el grado de la forme) en l¿s de 2¿ * 2 dimensiones. En nuestrs notación, esto

equivale a rremplazar cada c¿dena V por una cadea¿ K y cada K por una T, en el

primer caso, en tanto que en el segurrdo ee sustituye c¿da caden¿ T por una K y cada

K por una V.

Pa¡a ilustrar esto último, consideremos el c¿so D = 7. Si nos remitimos a la Tbbla 3.3

(véase mrás adelante), obeervamos que las densidadee Lagrangianas de 7 dimensiones se

obtienen de las de E dimensiones en la forma

To'o ----* To A Ko

R2 A To ---* R2 
^ 

Ko

T2 --., K1

K1,0 -___- Vl A K0

3.2 Invariantes geométricos en espacios de Riemann-Cartan.

La función ?(D) cuenta todas las D-formas escala¡es no nulas construídas con la cur-

vatura, torsión y vielbein que no están contenidas en el Lagrangiano de Lovelock. Sin

embargo. s partú de las ecuaciones (3.31 - 3.34) se concluye que algunos térmi¡os u-
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clufdos en 7(D) aon densidEdee Le,grangianas triviale (ea decir, derivada¡ totales), en

tanto que otros dependeu de loe ¡€¡tantes.

conaide¡emos el Lagrangiano de l¿ forma (s-36). usaudo hs ecuaciones (g.31 - 3.34)

obtenemos:

drtL= A+B+C (3 44)

¡ = Z É n"r" o' ¡ yür'-i," 4' A T.¡ -c, ¡ ¡ó,dr "dr
j=t

I
B = 2»Ro¡.-.o, A Vür...á" A Tc¡.-¿r...c, ¡ ¡(c,+l)dr_.dr

,=1
h

C = I(-ty*lRor"o' 
^V¿r"'r" 

AT.¡..., AKdr..4...¿r A[Td, _Va,+l
t=l

De la¡ ecu¿ciones (3.24 - 3.26) se infiere que

,'l =0 ++VDi, ld: lb,=d:
B =0 (+Yc,,1d, lc.+t =d:
C = 0 <+ d, impar ,Yd,

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.4E )

(3 4e)

(3.50 )

si (3 48 - 3.50) se cumplen, entonces L es una forma escar¿¡ eerrada y, por lo tanto.
localmente exact¿: L = dn F.

Por ejemplo, en D = 13 tenemos R2 l To A Xl - id A (R2 A.f0 A V1) y Vr,l A¡qr=
|a n 1v,,t,r;, enrre ot r8.s.

Estos términos eon densidades Lagrangianas tnvi¿les. No obstante, tienen inteÉ6
geométrico - si no topológico- en cuanto que verifican

l|L(M)=[t=¡F
JY Jev

24
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cuudo M ee contractible a un punto) de modo que L ee globalmente exacta (Lema de

Porncaré) [9].

Al igual que eD el caso de las expresiones rntegrales de los i¡variantes de Euler y PoDti&

gin, estas relaciones egtablecen una conexión entrt la geometrl¿ local del espacio-tiempo

M e üvariantee Slobales del mumo, pues si ee h¿cen varia¡iones de esas expreaiones rre-

specto de la conexión y el vielbein, ee observ¿ que ellaa no cambian en tanto tales

v¿riaciones sean nul&s en ÓM. Es en este sentido que en FYsica se acostumbra decir que

ellas coresponden a invariantes topológicos del espacio-tiempo. Sin embargo, re§pecto

de este punto, cabe señ¿lar que en Matemáticas ae distinguen cateSorfas de i¡v¿riantes

globales, entre las que E€ encuentran l¿a de i¡variantes de la estructu¡a topológica e in-

rr¿riantes de la estructura diferencrable de una v¿riedad M. Los primeros son invaria¡tee

ante un cambio de M por una va¡iedad homeomorfa M', en tanto que los segundos lo

sorr Ente un cambio de M por una variedad difeomorf¿ M'. de modo que la invariancra

topológica es una propiedad mucho mrís fuerte que la difeomórfica.

El mencionado criterio usado en Fíeica permite sólo e¡t¿blecer l¿ condición de inra¡t-

antes de la esrructura diferenctable dei espacio-tiempo M de los inv&rientes de Duler.

Pontrjagin y los l¿ (M ). El deierminar si ellos corresponden a invariantes topológicos del

espacio-tiempo no es un& interrogante de respuesta inmediata y es claro que la solución

det,e buscarse necesariamente fuera del domirrio de Ia geometría diferencial porque se

debe considerar espacios topológicos que er¡ general no tienen estructura diferenciable

(o pueden tener rrruchas) [9].

En Io que respecta aI invariante geométrico de Eule¡, etn embargo, Ia solución es cono-

cidar la caratteristica de Euler. X(M). de un espacio topológico cualquiera M estÉ,

definida como la suma alternada de los rangos de loe grupos de homología (o túmerot

dt Bettt,\ de M. Io que inmediatamente le confiere el ca¡ácter de invariante topológico



(pues loa grupos de homología lo aon). En el c¿¡o ptTicdar en que M e8 una var-

iedad diferr¡ci¿ble 2p-dimensional compacta y orientable, el Ttorema Generalizado de

GauB-Bonnet establece une rela.ióD entre este rrúmero inv¿riante y la integral eobre M

de la curvatura:

Roroz A . .. A ffr-rorre,l.l,z, (3.52)

lo que justifica que a la expreaión del lado derecho de esta ecuación oe le califique como

invariante topológico.

No se conoce un reeultado anrílogo a éate para el caso de los nuevoe invariantea geométúcor

que incluyen torsión. Es probable que, en reaüdad, Do sean i¡variantes topológicor, por

cuanto ellos p8¡ecen eer objetos del mismo tipo que los i¡vari¿ntea de Pontrjagin (a par-

tir de los cu¿les hemos exhibido una manera de generarloc), los que mn sólo i¡va'riantes

difeomórficosl en efecto, hay ejemplos [10] en que eetos números difieren en varied¿des

homeomórñc ¿s no-difeomórfi c as.

Al igual que los iavariantes de Euler y Pontrjagin, e6to6 nuevos invariantes -aun cu¿ndo

no ¿portan a las ecuacio¡es de campo- ae incluyen en el Lagrangiano por completi-

tud. Sin embargo, ee debe menciouar que su preeencia puüera ser relevante en la teoría

cuántica al asignar, en la iategral funcional, peaos dilereutes a ¡¡ariedades difeomórficamentr

distintas. aun si ella.s fueran configuraciones topológicamente equivalentes.

No parece un ejercicio de rápida eolución el determina¡ todos los invariantes con toraión

que existen en una dimensión dada.

Denominemos i¡oartatles simples al tipo de integrales que eetamos considerando, por

contraposición ¿ otros inva¡iantes mrís complejos que menciooaremos posteriormente.

No hemos logrado, hasta la fecha en que se escribe la tesis, la obtención de una fórmula

x@) -- l,
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geDer'l (E r¡ m¿ne¡a de ra exprreión para 
"(D)), 

para la función .I(D) que cuenta todos
lo¡ invariantes aimplee no eatá ¿rln resuetta. Hay rreultada palrialee.
Por ejemplo, por un lado tenemos los invariantes eimples conetruída sólo de curvaturE¡,
que ee determinan por

g(f,dto:" ) = ! ,col \ = 2rrl, ,Vi (3.53)
o 8€8,

4(mr+mz*...)=D
Estoa son los inyariantes de pont{agin; el número de ellos, ya aabemos,
Capftulo 2).

Los demrís invan¿ntes simplee, de ¿cue¡do con l¿s ecu¿cioaes (i.4E
incluyen las c¿denas K,s, y ocasionalmente las V,e y T,a
En el caso en que tales i¡vaüantes sólo eetán form¡dos por cadenas R,r y K,s , también
podemos derir¿¡ una fórmula que los contab,ice. A saber, ro que debe ocurrir es que

(3.54)

ea p(f) (vcase

p(f,oror"' A Kd,.:.d.) = ,
coD a1 ) az>...., 4> ú>..., (¡i = 2m, y 4 =2q; _l;es decir

4(mt+mz+ )+4(qr+ " +{i)+t=D

- 3.50), siempre

(3.55)

(3.56)

(3.57)

El número de soruciones de eeta ecuación es (de acuerdo con lo que está des. rrorado e¡
el Apendice B )

tD\r+l
K(D)=lcolm¡rr¡o-+m¡

m=0
(Las funciones Go(m)y il(D - am) están definidas y tabuladas en el ¡eferido apendice. )
Queda, eia embargo, por contabilizar los invariantes simples que además incluyen cade_
nas V's y T's.



aun cu¿ndo no disponemoa de uaa fórmul¿ que tm contabiüce, c8, ain embargo, flcil

determin¿r por inspección direct¿ culatas son Psra dimensbnee bajas'

En la T¿bla aiguiente Be !?8umen los valores de l¿ función /(D) que cuent¿ el nrimero

de D-formas lagrangianas triviale¡ inclulda¡ en ?(D):
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TABLA 3.2

DensidEdes lagran gi anas tivi¡leg.

D I(D) D I(D)

1

2

3

4

5

6

7

8

I
10

11

t2

0

0

0

1

1

n

0

,

4

0

0

3

13

14

15

16

t?

1E

19

n
21

22

24

o

1

0

5

20

{

0

I

35

14

0

11

(El examen de estas tablas de valorrs puede a vece§, er¡óneamente. ;ugeúr la exietencia

de ciertas regularidades. Por ejemplo, en la anterio¡ t¿bl¿ pareciera que estos rnvariantes

no exieten en dimeneiones D = 3,7,17,. .. ,4k - 1. Sin cmba.rgo, en D = 27 tenemos Ia

27-lorma (localmente) exacta K5,3'1 = ld A (V5 A K',') )

Aun cu¿ndo los i¡variantes simples fueran eliminados del Lagrarrgiano gravitacional

(por las razones ya indicadas), generalmente en lo quc queda persrste una redundancia

de términos debido a que ciertas combinaciones iineales de las formas escala¡es rem¿-

nentes (cuyas integrales no son inva¡i¿ntes simples) también gon formas exutas. cuyas
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integralea llamaremos i¡ta¡iotlu comprulo t.

En efecto, por ejemplo, en D = 4 hay 3 formas eecslares blsicas: R2 = Ro¡ A ¡*",
Yr = Vo A 8oó A Vt y To - T" A T'. De éstas, sólo R: ee trivial (ea una den¡id¿d

de Pontrjagin). Sia embargo, existe el inv¿riante compuesto que ee obticne de integrar

T0 - Vl = dA K0 (véase ecuación (3.rs)), de modo que Vr y to aon equivalentes (véase

Capltulo 4).

L¿ existencia de invari¿ntes compuestos se puede uaar como otro mecaoismo de rc-

ducción del Lagrangiano gravitacional por eliminación de términos gue se expresen

como combi¡ación lineal (módulo forma¡ exactas) de loa demds.

A co¡ti¡uación se exhibe el listado expücito de todas las forma¡ eac¿larcs no nulas que

ae pueden streger al Legrangiano gravitacional de I-,ovelock cuando el espacio-tiempo

es una variedad de Riem¿nn-C&rtan de dimensión D = 3,4,...,14. En Ia lista se indica

para c¿da término la cl¡se a la que pertenece. I¡s clasee se denota.n por:

Ex -----, forma (localmente ) exacta

no Ex --+ forma no-rxacta

L.D. -----+ forma no-exacta line¿lmente

dependiente de las demrís
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Tabla 3.3

Dimen¡ión Form¿s esca¡r¡e6 C1a¡e

K0 llo Ex

{ If2

V1

To

EI

lio E¡

L.D,

Kr EI

6

R2¡Ko
Vl ¡t Ko

ToAKo

K2

llo E¡

llo E¡

Ho E¡

I{o Ex

8 R.

R,,
R2Av1

V3

V1,1

lTo,o
I

lR2¡10
i,,
lYr¡To
i

I xt,o

Er

Ex

lio E¡

Nc E¡

§o Ex

L.D

t.D.

L.D.

L-D.

§o E¡
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lbbla 3.3 (Cont.)

Dimen¡ión Formt¡ esca¡aJe¡ Ch¡e

o K3

R2AKr

Vl¡Kl
ToAKI

EI

E¡

B¡

Er

10 K2,0 llo Er

11 R{ ¿l Ko

R¡J a Ko

B2Avr^Ko
V3¡Ko
v1,1 A r(o

To,o A Ko

R2^T0^K0

T2¡Ko
Vr¡flrKo
R2aK?

Vr¡K2
ToAK2

K1

llo E¡

No Er

l{o E¡

No E¡

}{o E¡

No Ex

No E¡

L.D.

lio Ex

No E¡

No E¡

lio E¡

No Er



ulmeDrron Forma¡ eecdarc CIa¡e

72 R6

Rr,2

R¡¡',
Vú

R'A vr
R2l a Vl
R'¡V3
R2 A v1,1

V3,1

v1'1,1

T0,0,0

R2 ¡ To,o

T2'0

V¡ A T0,0

To A Kl,o

R{¡To
R22 I lP
R2AT2

Tr

V3¡To
R2AVr^T0

Vl¡T2
K3,0

R2 A Kl,o

vl,l A 'r'o

v1 
^ 

Kl,o

K2,1

Er

Er

E¡

No E¡

No Ex

llo Ex

No E¡

No E¡

No E¡

No B¡

L.D.

L,D.

L.D.

L.D,

No E¡

L.D.

L.D.

L.D.

L.D.

L.D.

L.D,

L.D.

No Ex

No Ex

L.D.

No Ex

no E¡

33



TEbla 3.3 (Cont.)

Dinen¡ión Forma¡ e¡c¡la¡e¡ Cl¡¡e

13 Kt
R2 

^ 
r{3

Vr¡K3
To ¡r K3

Rr¡Kl
R¡2 a Kl
V3 ¡r K1

R2 
^ 

vl AKI
v1,1 A Kr
T2 ,t Kl
R2,t1{¡rK1
Vl AT0A Kl

T0,0 
^ 

Kl

Er

EI

L.D.

L.D.

Er

Er

No E¡

EI

EI

EI

EI

Ex

Ex

14 T0 
^ 

K2,0

Tr 
^ 

K1,0

K{,0

R2 
^ 

K2,o

K3'1

v1 
^ 

K2,0

No Ex

l{o Er

No Ex

No E¡

EI

No Er

De las anteüores tablas podemos confeccion¿¡ Ia eigu.iente que muestra, para cada di-

mensión, Ios valores de la función rB(D) que cuenta el número de ténninos que no son

densidades Lagrangianas triviales (compárese con la Tbbla 3.1 para 7(D) que cuenta

todos los términos posibles ):
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TABLA 3.4

Formas eec¿la¡te no-triviales.

D E(D) D ñ(D)

1

2

3

4

5

6

I

8

o

10

11

t2

0

n

1

1

0

0

4

4

0

1

t2

t2

13

14

15

16

t7

1E

19

20

.,1

22

23

24

1

5

<36

s33
<16

<14

<91

<82

s57
<39

< 213

< 194

(Los valores de rB(D) son riguroeamente exa.tos hasta D = 14; para D ) 15 los valo¡es

tabulados son cotas m¡íximas determr¡adas sólo por la eliminación de los tnvariantes

eimples (Tubla 3.2), sin considerar que existen igualmente invariantes com puestos. lo

que permite reduci¡ aún más el número de términos; para las dimerrsiones D = 4n hay

argumentos de los que se puede deducir que r?(4n) < T(n) - (Gztn) - G1(n)). donde

las funciones G's están definidas en el Apéndice B, )
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4 Dimensiones particulares.

La Tf,bla 3.4 muestra que el número de denaidedes Lagangianas con tor¡ión no-trivi¡les

que pueden ruplementar al Lagrangiano de Lovelock queda eeveramente rcatrin6ido por

las condiciones geométricas impueetas para la conetrucción de esoo términoo. En partic-

uhr, encontramoo que para 5, 6 y 9 dimensiones no hay ninguno de tales términoe, de

modo que e¡ eaos caaos el Lagrangiano de Lovelock eo el Lagraugiano gravitacional más

general; esio ea, la toreión e¡tá incluíd¿ en el Lagrangiaro a travéa de la curvatura (que

eetá construfda con una conexión métrica no--aimétrica), y en las ecuaciones ¿parece

explícitamente al variar l¿ acción respecto de l¿ coneión (véase Capltulo 2). Por otra

parte, en 3, {, 10 y 13 dimenaioncs ee pcible agrtgar nada máa que un térmi¡o no-

trivial dependiente explícitame¡te de la toraión.

4.1 3 dimensiones.

En la teoría de gravedad de Lovelock en 3 dimea¡iones, la acción está dada por:

4',),r*, - lr{ool" A l'¡ A y'+ orno¿ A l"} eo¡. (4.1)

o bien, en componenteo tensoriales:

§f),,,",, = l*b| + a:1R1.,/s d3c It,',

Es un hecho conocido [11] que este modelo de Rel¿tiridad Gener¿l es trivial en cu&nto

que el tensor de Riemann en una región queda completamente determinado por la dis-

tnbución de materia local y Ia const&nte cosmológica. de donde no c¿be la posibilidad

de que el campo gravitacional se propague e¡ el racío (es decir. no hay ondas grav-

itacionales). En este sentido, la ausencia de dinrímica en este modelo ha desr.i¿do la
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atención al estudio de efecta globalee y topológicoa no triviales, o bien ¿ la búsqueda

de alguna teoía distinta"

[,¿ ¿ltern¿tim má¡ conocida a la Teorf¡ de Einstein en 3 dimensiooes e¡ el modelo

de gravedad topológica [fZ] que consiste en agregar al Lagrangiano de Hilbert una den-

aidad Lagrangiana no inva¡iante construld¿ con la conexión de apin

tf! = u"r 
^dAubo+21r"r 

trn¿, A,,,'o (4.3)

denominada densidad Lagrangiana de C hern-Simone.

En este tipo de ténninoe existe eiempre en dimeneiones imparree, D = 4h - 1, y no eetá

presente en el Lagrangiano de Lovelock porque no ¡oa formas diferenciales e¡cala¡ts

(puee Ia l-form¿ de conexión no trar¡¡form¿ como un tenrcr en el eapacio tangente).

Ademrís, ellas generan ecu¿ciouee diferenciales de orden msyo¡ que 2 para la métrica.

En e{ecto, en 3 dimensionee al varia¡ la acción de Hi,lbe* mrás la acción de Chern-Simons

4t] = l, f§| respecto de la métrica se obtiene

6r, *lgu, -op
(4 4)

donde p e6 una constante de acoplamiento, Gs es tensor de Einstein y Cu" eetá definido

por

Cp, = ]-erpt,(n,, - 
1r5, ,a¡, (4.5)

que maniñestamente contiene terceras derivadas de la métrica y correeponde al andlogo

&dimensionsl del tensor de Weyl de mayores dimensiones [11].

En nuestro caao, tenemos una modifcación distints de i¿ Teoría de Einstein para $

variedades con torsión, a tr¿vés de la incorporación del término To 
^Vo 

a la acción

,ft) = / lava Av'b Av' + p?"o At") e¿. * 1T"AvoJy'

i7

(4.6)



o biea,

s$, = tu{",/l + PR,/i + 1 T*,{"1éo (4.7)

Es conveniente observar que, de acuerdo con el ¿nálisis de l¿ reducción dimension¿l de

las ecuaciones estructurales de Cartan detallado en el Apéndice C, se observa que la

suma de este término eon tor€ión y la densidad de Chern-Simons es aquella 3-forma

cuya derivada exterior da la densidad de Pontrjagin de 4 dimensioDes.

4.2 4 dimensiones.

L¿ acción de Lovelock en este caso es:

sÍ:"),,-. = { 1asv" A i/t A y' Avd + at?"b Av' Avd * azffb A.&'d}e.¡.¿ (4.E)Ju' -

o, escrita en componentee tensoriales:

4t].,*^ = lr{r:o+ o'rn + olr1R2 - 4Rp,R'' u * Rv'"rR"eu,)}1/g *x (4 9)

El primer término en el integrando corresponde a I¿ constante cosmológica. el aegundo

al tagrangiano de Hilbert y el tercero a la densidad de Euler (GauB-Bonnet ) de 4

dimensiones que es una denr'¿d¿ total.

Esta acción puede ser suplementada por:

3$ - l*Ihn'¡ A ,9¿. + Blq' A I'; A I; + 0f' AT.j

o, en componentes,

sa'l = l*Iloa" a*Rr ,op I fuRy,,o * p31o u,T,noj e*ootr (411)

EI primer término es la densidad de Pontrjagin de 4 drme¡siones. que es urra derivada

total. Segírr, ya se ha mencionado. el segundo y ei tercer términc-q (que existel sólo err

(4.10)



espscio-tiempoE con torsióD) difiercn por una deriv¿d¿ total, cuya integral d¿ un invan-

ante difeomór6co (aparenteme¡te no conocido con anterioridad a [rB]). De ecta formq
en varied¿des de Eiemann-cart¿n 4-dimengionales exioten 3 i¡yarientes geométricoa

expresables como integrales de deneidadee locales [u], uno de los cuales ee nulo ai l¿

torgión ee nula:

E = l*Rú ARdeo¡,¿

p = tr?osARbo
r = lrRú AvoAvb-ToAT"

Desc¿rtando las forma¡ cerrada¡ obtenemoa que la acción más general en 4 dimenaiones

es de la forma:

s'l'l -- lu{al/" Avb Av'AVd + ptrr 
^v, 

hVd)co5,¿+1Rú AvoAVt (4.12)

o bien, en componeDtes teneorialee:

s<o -- !rt"r/l + Pr/g R* 1ev'oeRu,oo\ d.x (4.13)

El último término eo el Lagrangiano fue por primera vez incluído en [ts] a partir de

consideraciones que no tienen relación directa con las que en este trabajo se ha¡ de-

scrito. El punto interesante e6 que, si se acepta el método que se ha indicado para

con¡t¡uir el Lagrangiano (a eaber. que éste sea expresable como un¿ forma diferen-

cial), tal procedimiento selecciona solamente a ése como el ¡inico térmi¡o que puede

auplementar al Lagrangiano de Hilbert en una teorla con torsión. (Incidentalmente,

mencionemos que ee han considerado métodoa para con-etruir Lagrangianoo con torsión

en que Be permiten té¡mino¡ lineales y cu¿dráticos eo Ia métrica, torsión, curvatura, y

sus respectivas deriv¿d¿s, obterriéndose que en 4 dimensiones hay 194 densidades La-

grangianas furrcionalmente independientes (véase ref. [tO]. citada en [tS]). En general.
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estfi LsgrangiEnor conducen e ecusciones de orden auperior a doe e¡ loo campoo.)

§i variamos le acción (4.12) obtenemos las ecuacionee (válidas en ausencia de mate-

ria):

2(2a Vo AVb 
^V'+ 0Rú ¡V')ror.¿*1R"¿Avo = O (4.11)

(1.15)pT' AVdeo¡,¿+ 1?o A % = 0

según ee demuestra en ref. [15], al Eaorve¡ (4.15) para ra to¡sión ee obtiene que debe

s€r nula. Esto üdica que cualquiera sea la fuente que tenera tomión, ésta no se propaga

en el varío porque donde no hay materia no puede haber toreión. De esta forme, en

¿usencia de m¿teri¿ no ee pocible dietiaguir una teorfa bas¿d¿ en este Lagrang"iano de

l¿ teoría de Einatein.
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5 Conclusionee.

En eete trabajo ¡e ha estudisdo la forma mcs general que debe tener un¿ teorfa de la

gavedad cua¡do la geometría del eep¿cio-tiempo D-dimenrional correeponde ¡ la de

un¿ v¿riedad métrica con toraión.

Se han explorado las consecuenciaa deriv¿das de postular un criterio fundament¿lmente

geométrico p¡r¿ congtruir el Lagrangiano gravitacional. A a¿ber, ¡¡í como Ia teorÍ¿

métúca de Lovelock ee determina apelando al requerimiento de que la acción gravita-

cional sea la integral de un¿ forma dife¡encial esc¿lar en el eepacio tarigente, eete mismo

principio se invoca para obtener la generali"ación de ect¿ teorfa ¿ eapario-tiempoe con

toraión.

Hay que deatac¿r que esta prescripción elimi¡a toda ambigriedad reEpecto de l¿ m¿nera

en que la torsióa debe incluirse en la acción gravitacioaal. De hecho, ee ha deducido, para

D dime¡¡iones, una expresión que contabüza el número de deneidades Lagrangranas

que se pueden ¿greg&r a la ¿cció¡ de Loveloc}.. Constituyr un result¿do intereeante

el hecho que muchos de eetos términos eon irrelevantes para las ecuaciones de campo

por ser derivadas totales, pero que cootienen info¡ma¡ió¡ sobrt propiedades globales del

espacio-tiempo.

Esta construcción axiomática de un modelo de gravedad, rin embargo, tiene el evide¡te

inconveniente -ya presente eo l¿ Teoría de Lovelock- de la ¿bsoluta arbitrariedad que

hay para elegir el peso relativo de c¿da densidad Lagrangiana en la acción. Respecto

de esto, no se puede mris que decir que una solucióo debiera esperarse que proveaga de

alguna teoría cuántica que, en algún límite, ee reduzca a la que se eatá considerando, y

ñje la "intensid¿d" de cad¿ término [2,22].

Adem¡ís. est¿ arbitraúedad en la elección de coeficientes conduce e¡ la Teorla de Love-

lock a una dinámica de tipo caótica no-det¿rminiata [2.23], c¿racterística que, coD se-
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$ridad, es hercdad¿ por la vereión generalizada de elE

Un aspecto muy importante que qucda todavla por exp}crar e¡ el eetudio de ¡oluciones

¿ las ecuacionea de campo en este modelo. Esto no e¡ úícil si se congider¿ que eólo un

per de eolucioner ¿nallticas se haa encontrado ¿ las ecr¡a¿ionee de Lovelock-Eiaatein,

y ae haa co¡eiderado métodoe numéricog para eetudiar otrar. Aaí, es Poco prob¿ble

encontra¡ soluciones cerradas eu egte modelo.

Como aqul eólo Be b¿ consider¿do la teorí¿ en el vaclo, qrrda también abierta la po¡ibi]-

idad de eatudi¿r las ecuacionee en preeencia de mateúa- A diferencia del modelo ECSK,

la teorf¿ generalbada cos tor€ión no ae puede redr¡cir ¡ una teorla métrica efectiv¿. a

aaber, las ecua¿ionee de campo en el modelo ECSK aon, aimbólicamente,

T ensor de Einctein * cctottante cotm. - masa

Torsión - sptn

como la segunda ecuación es algebrarca para la torsión. ésta siempre se puede elimrn¿¡

reemplazándola en la prímera para obtener ura ecuación de campo efectiva, eil runguna

relerencia s la torsión. y cori correcciones cuadrática¡ en el spin aI l¿do derecho. Esto

ya no es posible con Ia inclusión de potencias superioree de la curvatura y la torsión en

el Lagrangiano.
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A Apéndice A

For¡¡a¡ diferencialee.

Las formas dilertnci¡les ¡e diecuten en una aerie de rrferencias eetóDdsr (véare [1?]

y referencias ahf contenidas). Aqü ee exponen las convencionee y definiciones usadas

en todo el presente trabajo.

Un punto P en una va¡iedad diferencioble D-dimension¿l M s€ degcribe por coor-

den¿das ,, (tt = 1,2,..., D). En P hay un eopacio (vectorial D-dimensional) taageate

Tp(M) y, asociado, au correspondiente eepacio cotansente f|@).
L,oo vectores base de Tp(M) Ee denota¡¡ por ár, enteodido como el vector tangente a

la llnea de coordenadas a lo largo del cual eólo vería l¿ coordenada ¡u. Loa vectorco

base correspondientee en TS(M) ee denotan por dtF. {€rl p=r,...,o se deoomina base de

coo¡denadas y {bvl y=t,...o base coo¡denada de l-for:nas.

l,a métrica ee defi¡e por el pmducto interno no-degenerado gy,,= ér.á,, que supon-

dremos tiene una signetura (-, +,+,...).

El método de ortonormalización de Gramm-Schmidt as€gura la existencia de una matriz

de transform¿ción no-singular de la base {ár} a una base ortonormal {e'o}:

éo = VoY é, (A.1)

,lo¿ = €o-é6=VlVidu.é,=VlVdgr, (A.2)

la transformación inve¡sa es

dv = Vo ,€o

gp, = ét,. ér, = V" ,Vb réo . é¡ = Vo ulth rr¡o6

(A.3)

(A 4)

43



de donde

Vo rVov = 6' , (A.5)

voPVbr= 6bo (A.6)

Doe bases ortonormales {á"} y {tt"} se relacionan por

ío=Lho€¡ ,^€o(1,D-1) (a.7)

Se puede ver que 7or (lla.tnada tétrads o vielbein) ea l¿ matriz de tra¡cformación de l¿

base {doe} a u¡a base ortonormal de 1-formas {V"} de Ti@):

t/. = v" p&v (a.E)

Un tensor (;) en fr(U) transforma según

áo,...e¡,_ü. --A,=(^ 
^)(l-1 

...A-',)á ,A€O(1,D-1) (A9)

P l¿cas tl rcczs

lntroduciendo un conjunto de l-forma¡ r¡o¡ ee defiae h derivad¿ covariante de un tensor

(:)

D A Aot 'o, 
ú.,...b, = d A áot -or¡,...t.

glar.l\ Aa"'a, ¡r.-¿, +..'+ut'oA lo'"otr...¡. (A'10)

ub b, A Ao'" o' 
0,,.r, t " * r.,rll, A r4or. 'oro,.. 

o

La 2-lorma de torsión ee define Por

To=DAVo=dAVo+u"¡AVb

y la 2-forma de curvatura Por

(A.1i)

R"t = d huos ¡ uo, Au'¿ (A.12)



I¡s ¡tlaciones (4.11 - A.f2) É deDominan ecu¿ciones de e¡tructura de Ca¡t¿n. De ellas

¡e deducen la¡ identidade¡ de Bianchi

D^f -R.¡AV¡ = 0 (A.13)

DA.R.¡ = 0 (A.1{)
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B Apéndice B

Crílculo del númcro de Lagrangianot que se Egregan al Lagrangiano de Lovelocl en es-

p¿cios de Slg6qnn-C.,!tan.

i) Rrvisión de nociones eetándar de Teorfa de Númera.

En Teorfa ds §rirngros, el eetudio de la¡ maneras en que un número natural ae puede

expreEa¡ como sum& de uúmeroe n¿turales n¡enoree o igualea que él conatituye Ia de-

nominad¿ Teorí¿ de P¿rticiones.

lJo,a parlicih de un entero poaitivo n eE una repree ntación de n como una suma de

enteros poeitivos

n=nt*nz*..., ¿,>0 (8.1)

A c¿da término eD e6ta 6uma ¡e Ie llama porle. Si en est¡ descomposición ae permite

o no la repetición de partes, entonces la pertición se dice no-rc¡lritgida o reslringtda,

rcspectivamente. Doe particioneE que difierea en el orden de las partes se consideran

igualea.

Designemoe por p¡(n) al númem de particionee Do-restringidss de ¡ en l partes, y por

É¡(n) al número de particiooes reetringidas de n en I partet.

Una partición de n en i partee ge la exhibe usua.lmente listando las partes en o¡den

decreciente. De esa forma, pi(n) es el número de ¡oluciones de

r¿=flr*n¡*'..*q, nt2nt}"2n¡21 (82)

en ta¡to que p¡(a) es el número de soluciones de

n=nr*n2+"'+nt, nt)nz )"')nr)1 (B 3)
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Se denota por p(n) al n¡lmero totsl de particioneg no-rc*ringidar de n, que se obtiene

de
np(n)=lub) (B 4)

t=l
en tanto que p¡(n) cuenta el número total de particioner rcetringidas de n

n

P(n)=fÉr(n) (B.5)
t=1

$emplo: Las particionee de ¿=5 eon 5,4 + 1,3 +2,3 + 1+ 1 ,2+2+ l
,2 + | + I + 1 y 1 + 1 + 1 + 1 + 1. De modo que

¡(5) = 1, rñ(5) = 1

p2(S) = Z, p7(6) = 2

p3(5) = 2, ñ(5) = 0

pr(5) = 1, ¡i¡(5) = o

ps(5) = 1, 1as(5) = 0

p(5) = 7, ra(5) = 3

(Véase Tbbla B.1)

No se dispone de fórmulas generales parE pr(n) y i¡b). Sin embargo, es posible, por

ejemplo. calcular p¡(n) para valores pequeños de I y todoa los valores de n, pem a

medida que ñ aumenta, loe cálculoo oe complicaa demasiado {la].

La Tbbla sigxiente muestra los primeroo valores de pih), i{n), p(n) v i,n).
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TABLA B.1

n 1 , 3 4 5 6 , E 9 10 11 L2

Pr 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1

P¡ 1 1 2 , 3 3 4 4 5 6

Pz 1 1 2 3 4 5 7 E 10 t2

Pt 1 1 3 4 6 10 11 15

Pt 1 1 2 3 10 13

Pe 1 1 2 3 4 I 11

P¡ I 1 2 3 5 E

Ps 1 1 3 4

Ps I 1 2 3

P¡o 1 I 2

Pu I 1

Pw 1

p(") 1 J 5 7 11 15 27 30 42 cb ¡l

h 1 I 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1

i\ 1 1 , 2 3 4 4 5 5

ih 1 1 2 3 4 5 7

Pt 1 1 2

P¡

p(r) 1 I 2 2 3 4 5 b E 10 t2 15

En la práctica, la utilización de estas tablas de valores para evaluar fórmulas en que

se ven i¡volucradas estas funciones (como las que derivaremos mrís adelante) ee hace

ineludible. Lo que ocurre es que algunas de est¿s funciones no tienen lórmula¡ de validez

general conocidas, en cambio otras tienen expresiones de una complejidad tEl que son
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de difícil ueo.

Para ilustra¡ eato, mencionemos que la obtención de un¿ fó¡mula para dn) (cono

cida como l'l'¡ció'. partición) fue uno de los problemas fundamentale¡ en l¡ Teola de

Númeroo, fu¡¡lms¡¡s resuelto en 1939 en térr¡inoe de l¡ gerie convergente [19,20]

p@= #f,^,tottfr
,""n¡;fi1"-'¡.,
-@-' (8.6)

(B 7)

(B.E)

(B.e)

donde

Atfu) -.p. ecr{ir("(ñ' }) - ?)}
(i'r)=r

y r(ñ, l) ea l¿ llamad¿ auma de Dedekind, defnida por

a(ñ,[) = ¿;,f - rfr- ir
con [o] = Parte enter¿ de e y (ñ, i) = mrírimo común divisor entre ñ y t'

En 1918 [19,20] ya se había demoetrado la expresión a¡intótic¿

f¡-+@

En la práctica, la evalu¿ción de p(n) ee hace mediante el uso de fórmulas de recurtencta

[zr] para valores pequeños de n, o mediante la expresión asintótica (B.9) Para valores

Srandes de n. En lo que respecta a ¡i(n), al Parecer no se conoce una relación equivalente

a la eerie de p(n) dada en (B'6-B.E)

una aplicación di¡eda de las funciones de particiones es la determinación del número

de invariantes geométricos de Pontrjagin para una varied¿d riemanniana D-dimensional.

según se mencioua en el capítulo 2, taj número está dado por todas las soluciones de
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l¿ ecuación

h+Pl+ =", &>P'>... (8.10)

que, de acuerdo con lo que ee ha visto, 
". 

p(?), el número de p¿rticiones del número f
(que obviamente es Do nulo aólo ei D ea un múltiplo de 1).
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ü) Primera aplicación.

sea N el conjunto de loe núme¡oa naturalee (incluyendo el cem) y defi¡¡moe el coujunto

Ni+l-NxNx...xN (8.11)
¡+1..c. t

Un elemento de este conjunto, n E NI+1, ee lo exhibe errito en componentee

n = (n(o), n(1), ..., n(i)¡ (B.12)

considerremoo el problema de determinar, para u¡ núqero netural r{ dado, todas las

posibilidades de tomar elementoe de Nr+l, tales que

IV = nÍ0) +rrl') +... + "[') +nf) *. . +n[) +rp +. . (8.13)

con 4) > 
"9) 

> .. ., i = 0,L,...,1

Ejemplo: Sea -l[ = 3, y queremos encontrar todos los elementos de N2 que cumplen

con (B.13). Las solucionee son

fLl l|2

30
21
11
20
11
10
10
00
00
00

,13 ml

00
00
10
01
01
a2
01
03

01

m,

0

0

0

0

0

0

1

0

1

1
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0

0

0

0

0

0

0

0

0
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con "{)>"9)>..., i=0, 1,...,¿

doude los ft, eon númeroe que pueden variar entre 0 y N, pero oiempre eujetoa a la

condición

De modo que el númcro tot¿l de solucionea ee 10.

Para el ca¡o general, separemos (8.13) en la¡ gumas parciales de las j-éeimas com-

ponentes:

"?)+"9)*..=*: (8.14)

,kr*¡tu * "*¡t¡=JV (B.15)

Para c¿da j, el número de ¡oluciones de (8.1a) ee p(lr). el número de particionee (no-

restringidas) de &r. Por lo tanto, el número de aoluciones de (B.f3) eetó dado por

JV

Gr(N)= » p(&o) 'p(&r), t=r,2,... (8-16)

r,il..ii;:x

Un¿ forma convenie¡te de err¿luar eetoe G¡ es seParar l¿ suma sobre /ci

.¡r f-t¡
Gr(,¡v) = I p(&,) t dlo) . p(&,-,) (B 17)

l¡=o 
*r*.ll;;','--,'=ii-o

para obtener la fórmula de rtcurrencia

G¡(N) = f p(e)or-r(,1'-t)
t=0

Gs(N) = p(N)

Ls tEbla siguiente muestr¿ algunos valores de G¡(lf ):

(B 1E)

(8.1e)



TABLA 8.2

r co(iv) G'(N) cr(tr) clx)
1 1 2 3 4

2 2 5 o l4

3 3 10 22 40

4 5 20 51 105

5 I 36 10E 252

6 l1 bD 221 574

7 15 110 429 t240

E 2l 1E3 E07 2576

I 30 298 t473 516E

10 42 477 2625 10072
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iü) Segunda aPlicacién.

P¿r¿doauúmero¡natur¿leedados,rym,rebuecadetermina¡elnúoerodeparticiooea

que son solución de

mld¡+dt* *dtl */c=n' d'>ü>'>d¡)1

para Ic = 1,..., n.

(8.20)

= 10, es fácil verificar que la rinica solución es una per-

d1 =$Yl1 =!.

(s.21)

Qiemplot Sim=2Yn
tición con & = 2 términos:

Para un & ffjo, hay que determinar de cu6ntas formas ¡e puede eacribir * "o-o 'o"
suma de /c númeroe naturales distintos' Por defioición' ess cantidad es pt(*) (que

obviamente será ce¡o ai §! no ee número natural)' Por lo tanto' l¡ cantidad total de

solucio¡es a (8.20) ea

F-(r,)=ir.ffI
En la tabla siguiente se exhiben los primeros valores de F(n):
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TABLA 8.3

Algunoa valores de .F-(n)

n Fz@) Fr(n) ,1 Fz(") F.(")

1 0 0 13 1 1

2 U 0 l4 , 1

3 1 0 15 , 0

4 n 0 16 3 0

5 1 1 t7 2 1

b 0 0 1E 3 1

7 1 U 19 3 0

8 1 U 20 4 0

o 1 1 27 4 1

10 1 0 4 2

11 1 0 23 5 0

t2 2 0 24 6 0
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iv) Tbrtera aplicación.

Según ae menciona en el Cspítulo !, el número de den¡li¡dce lagnngianar que se añadcn

al Lagrangiano de Lovelock en ua eapacio de Riema',"-C¿¡{¿¡ p-dim¿uaionsl es cl

número de particiones que eolucionan l¿ ecuacióu:

4l*r+^r*...*n¡ *nz*...+A +pr+...1 *zLSr+ h+...+ Cr] + l = D (8.22)

coD

mt)_mt2-...

¡\>rt2>...

n> ?2> "'
q>h> "'q¡ ) 1

Supongamos que

mt * mt*... * ar + 12 +... * pt+ p2 = I (8.23)

donde m es un número naturs.l tal que 4m ( D.

El número de aoluciones de (8."2) ea, eegrin ee demoet¡ó en el Problema 1, G2(m), cada

una de las cuales se puede combiaar con las de

2lS.'+ q2+. + qr] ¡ k = D - 4m (8.24)

que, aegún ee demostró ¿n el Problem¿ 2, eon F2(D - 4m).

Por lo tanto, haciendo que m tome los v¡lores 0,1, ,t?1, obteuemos que el número dc

soluciones a (B.21) es

T(D) ='f cr6¡rr¡o -n*7 (B.2s)
m=0

La Thbla 3.1 (Ég. 20) mueetra los primeros vatores de ?(D).
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C Apéndice C

Exter¡ión y rcducción dimen¡ion¿l de las ccuaciones de Cartan.

D¿dos un vielbein, Vo, y una conexión métúca, ttob = -1,tbo, (a,b = 1,..., D), las

ecuacionee de estructur¿ de Cart¿n soa:

El que ambas ecuaciones p¡rsenten cierto grado de simetrla, eugiert la poaibilidad de

condens¿¡las en un¿ sola expresión. En efecto, uBa tnauera de coaseguir esto eE penaar

que el eapacio D-dimenaional en el que eetán definidss tales ecuacionea es uua euperñcie

inmersa en un espacio (D + l)-dimensional para el cual podemos deñni¡ un¿ conexión

métric¿ O¡3 ueando uob y Vo :

Rú -- d huú + u", Auá

Td -- d 
^Vo 

+ uo¡ hvb

tll^lv"
-'f lplv'

0

(c.1)

(c.2)

(c.3)

, .ah , A,B = a,b= 1,...,D.

,A=o=1,...,D18=D+7
, B=b=1,...,D;A= D+l
,A,B=D+L

o"(P) =

Con esta conexión podemos definir una curvatur& para el eepacio (D + 1)-dimensional,

a tr¿vés de la correspondiente ecuación de C¿rt¿n:

ñAB=dho'l¡+olcAoc¡

5{

(c.4)



Al uaar (C.3) obtenemo¡ las componentes de ests curvstura en términoc de l¿ curvetur¿

y Ia toraión del eapacio D-rli¡nensional:

Zü(p) ,A,B =a,b = 1,...,D.

R^'{p) =
tflBlr' , A= a= r,...,D;B = D+r

(c 5)

- tll\lro , B = b = t,, ..., D ; A = D + 1

o ,A,B =D+1

donde Zú(p) = ¡Bd - PV" 
^ 

Vb ee l¿ curvatura conci¡cular de eacala B [E].

Recíprocamente, en una variedad (D 1 l)-dimensionel con conexión Ola, ee puede

considerar una superffcie D-dimeneional para la cual le conexiór, eg ¡rd = floü, y el

vielbein es Vo = -L¡¡o'o.\/lPl
Este tipo de ¡tlaciones permiten expresar c¿ntidades de un eapacio en términos de

cantidades del otro erpacio, Por ejemplo, los invariantea de Pontrjagin de 4n dimensiones

en función de integrales sobre el borde de deneidades de 4n - 1 dimensionee. En 4

dimensiones tenemoo que la deneidad de Pontrjagin se puede escribir

a! a nl= d^ {o¡, AdAos¡ * 3n', Aos6 Aoc¡} (c.6)

Al descomponer la conexión Q según (C.3), obtenemos

R! ttnl= dA{r¡'¡ AdAubo*f;r"rdr', ¡u'"-2§T" Avo} (C 7)

quedando en el l¿do derecho la deneidad de Chern-Simons de 3 dimensiones, ,Ct3|, con

el único término con torsión explícita en eea dimensión. K0.

Igualmente, esta descomposición permite encontra¡ la srguiente expresión para el invari-

ante de Euler de 2p dimensiones:

xx = lurf,» = -z fu*'f "y,r1-u
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con

of) = (-1 X-' (i) t#=t P2P- 
,L -'

y ft-) está dado por ec. (2 E) (pág to)

59



Referencias

[1] D. tovelock, J. Math. Phy. 12 (1971) 19E.

[2] B. Zumino, Phy. Rep. 1t7 (19t6) 109.; C. Teitelboim and J. Z¿nelli, Cktr. Qra*L

Gnt. J (10E7).L-125y contribución t Co¡st¡oint Ttcorn a¡d Relaliútttc Dgtamrcs,

G. Ircnghi and L. Lussana, eds., (World Scientific, Singapo re, 19E7).

[3] E. Cartan, C. R. Acod. Sci. (Parit) 1?l (1921); A¡n. Ec. Norm, Stppl. 10 (192t)

r25; 12 (1925) 17.

lal Ebe Cartat - Albert Eirstci¡¿, Letlret str le Parollélisme Absolt 1929 - 19t2, R.

Debever ed. (Académie Royale de Belgique, Bruxelles, 1979).

[s] F. Hehl, P. von der Heyde, G. D. Kerlick and J. Neeter, Rea. Mod. Ptgs. 16 (1976)

t9t.

[6] P. von derHeyde, Phgr. Lett. A 51 (1975) t81.

[7] M. Bañados, C. Teitelboim and J. Zanelli, contribución a Estags it flortor oJ J. J.

Giambiagi (en prensa)-

[E] I(. Yano and S. Bochner, Canahre a¡d Betti Ntmbert, (Púnceton Univeraity

Preas, 1953).

[9] C. Nash a¡rd S. Sen. Topologg ard Geometrg Jor Physicitts, (Academic Press, New

York, 1963).

[10] i. W. Milnor, fopoloss 3 (Sqpl. 1) (1961] st.

[11] J. D. B¡own, Louer D¡meuio¡¿al Graritg. (World Scientific, Singaport. 1988).

[12] S. Deser. R. Jackiw and S Templeton. .4;¿. Ph-us. 110 (1982) 572.



[13] H. T. Nieh ¿nd M. L. Yan, l. Ntth. Phy. 2t (19t2) tTt.

[la] R. de Azeredo Carapos, J. Moth. PL¡r. St (199a) 1r17.

[15] R. Hojman, C. Mukhu and W. A. Sayed, Plyr. Rco. D 22 (19E0) 1915.

[16] M. Hovak andP. Krupka, I¡t. J. TAe¡¡. PLys. 17 (197E) 513.

[17] T. Eguchi. P. B. Gilkey and A. J. Hanson, PLyr. Rep. 66 (19E0) ,1t.

[18] M. HEll, Jr., Combitotoriol Theory, (John Wiley aod §one, Iac., New YorL, 1967).

[19] T. Apostol, Modalar htclioos aul Dinchlcl Seriet i¡ Nsnbe¡ fñeory, (Springer

Verlag, New York, 1976).

[20] K. Chandrasekharan, Arilhmeica| I\actiont, (SpringerVerlag. Berlin, 1970).

[21] T. Apostol, Iúrodrclion lo Nrmber ?treory, (SpriagerVerlag, New York, 1976).

[22] D. Boulware and S. Deoer, Págr. Ret. Lett. 55 (19E5) 2656.

[23] M. Henneaux, C. Teitelboim ¿nd J. Zanelli, en SILARG VI, M. Notello, e/., (World

Scientific. Singapore. 1966).

61


