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" There is no a renormalization cookbook .

( K. Wilson )




1. INTRODUCCION

El Grupo de Renormalizacion ( G.R.) s un
método para tratar con algunos de los problemas mas
dificiles de la Fisica. Entre estos problemas estan la
Teoria Cuantica Relativista, Fenomenos Criticos, el
etecto Kondo y otros . Estos problemas estan todos
caracterizados por involucrar un gran namero de grados de
libertad de manera esencial. Cierto es que la gran mayoria
de los sistemas fisicos de intereés involucran un gran
numerc de grados de libertad . Asi, en una muestra
macroscopica de un gas, liquido & cristal, estan
presentes mds de 10¥% &tomos y cada coordenada de
cada atomo es un grado de libertad. 8in embargo, baljo
circunstancias normales no necesitamos trabajar con tantos
grados de libertad. El caracter intensivo o extensivo de
los observables permite reconstruir las propiedades de un
sistema macroscapico dando solo una muestra microscopica.
Asi, un liquido de sélo 1000 Atomos tiene
probablemente, la misma energia por unidad de volumen y

densidad que el mismo ligquido (a la misma presion vy




temperatura), con 10 Atomos.

Hasta donde podemos reducir el tamafio de un
sistema fisico sin alterar cualitativamente sus
propiedades? El1 tamaffo minimo que podemos alcanzar sin
efectuar cambios significativos es la llamada "longuitud de
correlacion®., La longuitud de currelaciéwn_g depende del
estado del sistema. Para un gas, 5 depende de la presion y
temperatura. En condiciones normales S es de uno o dos
espaciamientos atémicos. Cuando § es tan peguefio tenemos
una variedad de métodos a nuestra, disposicion para
calcular las propiedades del sistema @ erxpansidn virial,
expansiones perturbativas, métodos Hartree-Fock, etc. Todos
tienen en comin el que las propiedades de todo el sistema
pueden relacionarse con las propiedades de un pequefio grupo
de &tomos. For supuesto, involucran también mayores
simplificaciones, pues ain un cumulo de solo tres
idtomos tiene demasiados grados de libertad para ser soluble
sin simplificaciones adicionales.

En circunstancias especiales, la longuitud de
correlacidn se hace mucho mayor gue el espaciamiento
atémico. Ello ccurre por ejemplo, en los fencmenos
criticos. Cerca del punto critico que marca la
aparicitn de una transicion de fase, S es grande. En el
punto critico .g es infinito.

Ejemplo de lo anterior son las transiciones gas-—liquido,

fransiciones ferromagnéticas, transiciones orden—desorden




en aleaciones, etc. Los métodos estandard titiles para
describir comportamiento no criticeo pierden validez en las
cercanias del punto critico. Nos enfrentamos al problema
de tener que tratar con muchos grados de libertad dentro de
la longuitud de correlacidn.

Estudios de renormalizacion en Teoria
Cuantica de Campos y en Fendmenos Criticos, sugieren
que el comportamiento de los sistemas con muchos grados de
libertad dentro de una longuitud de correlacidn es
cualitativamente diferente de aguellos con solo unos pocos
grados de libertad dentro de la longuitud de correlacion.
Carrientemente los sistemas de interés estan definidos
porr medio de un hamiltonianc y normalmente esperariamos gue
el comportamiento del sistema dependa principalmente del tipo
de interacciones presentes y de la magnitud de las
respectivas constantes de acoplamiento. Este es ciertamente
el caso cuando _g' es pequefo. Sin embargo, en fenamenos
criticos, donde muchos grados de libertad se estéan
comportando cooperativamente, parece que el comportamiento
del sistema viene determinado principalmente por el hecho de
que existe comportamiento cooperativo y por la naturaleza de
los grados de libertad en si mismos. El hamiltoniano de
interaccion juega entonces un papel secundario. Asi, en
fenomenos criticos, se ha desarrollado 1a nocion de
"universalidad", es decir, dque hay clases de hamiltonianos

que muestran el mismo comportamiento critico.




El Brupo de Renormalizacidn en su moderna
versidn se iniciod en los 60‘'s con un extraordinario
articulo de Kadanoff<t>. En é&l, Kadanoff hizo una
discusion intuitiva acerca de cdmo reducir los grados de
libertad de un sistema préximo a su transicion de fase.

Su idea, para el caso de un ferromagneto, era que la gran
longuitud de correlacién existente a esa temperatura

hacia que si un spin cualquiera estaba en un cierto estado,
entonces con gran probabilidad sus vecinos también

estarian en el mismo estado. Esto hacia que tuviera
sentido subdividir la red en bloques, reducir todos los
grados de libertad dentro de cada bloque a un solo "spin de
blogue® y obtener un nuevo hamiltonianc en que estos spines
estdn interactuando entre si. Kadanoff mostrd que esta
suposicién implicaba un conjunto de "leyes de escalamiento”
para los exponentes criticos, las cuales habian sido
postulados antes por Widom y otros<=’ y que eran
satisfechas en alte grado por los experimentos.

La constantes de acoplamiento para la red de
"hlogques" resultan conectadas a las constantes de
acoplamiento para la red de spines a través de ciertas

ecuaciones, hoy llamadas “"ecuaciones de renormalizacion®.

De su estudio detallado es posible, en principio, extraer los

exponentes criticos del sistema.

En la practica, sin embargo, este ﬁrograma no




puede ser llevado & cabo de manera exacta va que involucra un
grado de dificultad comparable al de calcular la funcidn
particién. For lo tanto son requeridos criterios de
aproximacién en los cuales uno trata de apegarse lo mas
posible a la imagen intuitiva de Kadanoff. Uno de estos
enfoques mds conocidos es una rencormalizacidn

perturbativa. Alli, un papel importante lo juega cierta
funcidn denominada “"funcidn de peso” y gue basicamente

es la gue proyecta configuraciones de spines dentro de un
"hloque" a configuraciones de "sitio" en la red repscal ada.
Como veremos, esta funcidn, salvo unas pocas restricciones
de car&cter general, es bastante libre. Dado que su
eleccivn atecta a las ecuaciones G.R. ( dentro de la
aproximacidn perturbativa ), y de alli, a los exponentes
criticos que se derivan de ellas, resulta importante
disponer de criterios que permitan escoger esta funcion de
peso de manera optima orden a orden. Esto es lo que se
discute en el presente trabajo, usando como modelo la red
Ising triangular, la cual ha sido resuelta exactamente por
Wannier, Houtappel y otros<=’, y por tanto resulta
adecuada para comparar los resultados asociados a distintos

criterios.

En el capitulo II se d& una breve descripcidn
de fendmenos criticos en ferromagnetismo, se definen los

exponentes criticos y se plantea el conjunto de




desigualdades rigurosas que estos obedecen. Se discute a
continuacion la idea intuitiva de Kadanoff y como ésta
conduce a las famosas "leyes de escalamiento" para los

exponentes criticos.

El capitulo IIIl contiene la teoria farmal

basica del grupo de renormalizacidon para sistemas de spin

tipo Ising, basada especialmente en los trabajozs de Neimei jer

y Van Leeuwen<4?, El capitulo termina con el
desarrollo de la aproximacidn acumulante, que sera el

enfoque perturbativo a usar en los capitulos posteriores.

En el capitulo IV se describe la
renormalizacion exacta de la cadena Ising unidimensional
come ilustracicon de la teoria general. Como subproducto
se calcula la termodinamica de la red, apelando a una

expansidn formal para la energia libre en términos de

lag ecuaciones G.R.

En el capituleo V se renormaliza la red Ising
triangular usando la aproximacidn acumulante a primero y
segundo orden. Se discuten criterios para la eleccion de
algunos pardmetros libres en la funcidén de peso y los
resultados a que ellos conducen para los exponentes

criticos.




Par tltimo, en el capitulo VI se resumen y
discuten los resultades para la red triangular y se delinean

futuros desarrollos a explorar.




IIl. FENOMENGS CRITICOS EN FERROMAGNETISMO

Exponentes Criticos

Un sistema ferromagneético posee la notable
propiedad de exhibir magnetizacién espontanea bajo una
cierta temperatura, llamada temperatura critica. bLa fig.Z.1
ilustra esquemdticamente la ecuacidn de estado H=H (M) ,

donde H es el campo magnético y M, la magnetizacidn.

i 15 Te

fig.2.1

Es natural preguntarse acerca del comportamiento de




ciertas cantidades termodinamicas, cerca del punto
critico. Cantidades tales como calor especifico,
susceptibilidad, magnetizacidn y otras muestran
experimentalmente un comportamiento tipo potencia con la
temperatura, yendo ya sea a cero 6 a infinito & medida que
nos acercamos a2l punto critico. En términos de la

ttemperatura reducida" € , definida como:

T = (T - Ted/ Te

1) Calor especifico:s

- d .
Cuyn € T2l (2.1?

=
Cuw(-zy o+ T&Te
2) Magnetizacidns

M w (,—Z)p H=0 (2.2)

e
L

Susceptibilidad: =X

'XT n T T 5 Tc
Y\\ (2.3)
i'{ ~ C_Z) T < TC
4) Isoterma critica:
B~ M5 , 1= Te (2.4)
5) Longuitud de correlacion: g v 7:"\’ L) T.C

S~ 2y TeTe

{2.5)




&) Funcidn de correlacidén par:

—(d 124"
Ty = \n (2. &)

T=Te 5 H=0 M=0

siendo d la dimensidn del sistema. En este caso se supone

que la funcion de correlacian de dos spines se comporta
-

10

—
como (V (potencia inversa de 1 Ta — (o 1) = exp {*lrr¥vzl'§)

y que define la longuitud de correlacion g .
Lejos de Te, la funcidn de correlacién cae
exponencialmente con la distancia, pero a medida que nos
aproximamos a To, S-wbcx> y el decrecimiento es dominado
por la potencia inversa. Es esta potencia inversa la que

estd conectada con el exponente critico qq .

Desigualdades rigurasas

Mediante argumentos termodinamicos Rushbrooke,
Griffiths y otros<® establecieron un canjunto de
desiqualdades que debian ser satisfechas por los exponentes

criticos:s




1l

0 % Ze+ v 72 (2.7)
' xpCaE) w2 (2.8
¥ Y FCS-I) (2.9)

% 841 % (2= E-1) (2.10)

&LE‘-\) > 22— (2.11)
(5 +1) 7

Experimentalmente, se descubrid que las
desigualdades anteriores eran satisfechas como igualdades en
la naturaleza. En 1965, Widom‘=’> afirmd que este
comportamiento podia ser explicado si se suponia gue la
energia libre cobedecia determinada ecuacion de
escal amiento. Esta suposicidon era puwamente matematica vy
no fue sino hasta la aparicion del articule de
Kadanoff<*?, que se aprecicd el mecanismo fisico gue

habia detras.




12

Idea intuitiva de Kadanof+f

Consideremos un sistema de spines Ising definidos
sobre una red cuadrada, con espaciado elementa a. Cerca del
punto critice, la longuitud de correlacidn es grande vy
por tanto, si un spin cualquiera se encuentra en cierto
estado, sus vecinos praximos se hallaran en el mismo
estado con bastante probabilidad. 8i ahora formamos "bloques"
en la red de tamafMo L & ( ver fig.2.2 ), tiene sentido
esperar gue tales bloques se comporten como spines y pot
tanto, el proceso de subdivision en bloques puede mirarse

simplemente como un reescalamiento de ia distancia de red.

|

X X, x | % X X | X X X
' 1

Y. X x_: X X X | X X X
I

Yo d X e pd *% X X =
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Asociamos a cada blogque un “"spin de bloque" del

tipo
=] bl e = c S'g con g = t 1 (2- 12)

Suponemos entonces que el hamiltoniano para la "red
de bloques" es idéntico en forma al hamiltoniano original.

Esto significa
ZU KyH ) = Z( k'y H") (2.13)
donde K’ = K'(K,H) yv H' = H" (K,H) (2.14)
8i definimos la densidad de energia libre comot

F() = 1im InC Z¢K) ) / N (2.15)
N - oo

entonces, de (2.13) se tiene

L&-Q C K\H‘) - _p (K\\ H\) (2.164)

Como estamos en las vecindades del punto critico,

expresamos (2.16) en términos de C . Asl, (2,16) gueda:

La(faz,m = £z i) (2.17)
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Veamos ahora la forma cualitativa de K’ y H'.

Forma de H':

. H\z cH = LXH (2.18)

Forma de 7:':

R
- ! debe ser de la forma 'Z = L. Z: (2.1

.

con y>0

pues al reescalar ‘E decrece en factor 1/L lo cual implica
gue nos alejamos de la criticalidad, es decir, 2:’ debe
ser mayor que T .

Luego, reemplazando (2.18) y (Z2.19) en (2.17)

quedaz

LhCl £ Cz W) = .¢ (L\[Z, Lx H) (2.20)
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Due no es mads que la relacidn de escalamiento
propuesta por Widnmr A partir de esta expresion y usando
lag definiciones para los exponentes criticos, es posible
expresar estos en términes de x e v ( El calculo
explicito se muestra en el capitulo I1I1). De alli es

directo ver que las desigualdades se satisftfacen caomo

igualdades.




111. TEOQORIA GENERAL DE RENORMALIZACION PARA SISTEMAS

TIPD ISING

DEFINICIONES PREVIAS

Se considera una red con un spin Si= T1 en cada
sitio. El indice i etiqueta los zsitios de la red. En
general, para una red d-dimensional, i=((4{ 0L 4 -+ Cd).

Sea a un subconjunto de sitios. Definimos S. como &

So = 11 S¢ (3. 1)
iea

F1 hamiltoniano mas general gue describe un

sistema tipo Ising puede ser esgrito como:

% = zq) e Se (3. 2)

donde el factor de Eoltzmann ﬁ = 1/KxT ha sido
absorbido en el hamiltoniano.

Se elige el cero de energia como:

Z%CS):O ¢

L5y

A
A

o

16
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donde :ZJ &53 siempre significard una suma sobre todas las
configuraciones de los spines.

Se trabajar& en la practica con los llamados
"hamiltonianos homogéneos", gque tienen la siguiente
propiedad: sea A la clase de todos los subconjuntos a de
sitios gque pueden ser identificados mediante una operacidn
de simetria de la redy por ejemplo, cA puede ser la clase

¥y gitio " ( en cuyo case K serd el campo magnético ), " 2
sitios primeros vecinos ", etc. Supondremos por simplicidad

que todos los K, con & e oA tienen el mismo valor K g4:

B sy = z_ Ka Sq = Z K Z Sa (3.4)
o A qeo

De manera mas informal, se puede escribir {(3.4)

en la forma:s

Yiesy = H2,50 + K2, SiS, +---

i3S (3.5}

donde <i,3» representa 2 sitios primeros vecinos.

Como ya se dijo en el capitulo 11, la idea de
renormalizacion se basa en la disminucion sistematica
de los grados de libertad de la red original. Para esto se
divide la red original de N sitios en N' celdas o blogues de
spines preservando la simetria geométricea vy de alguna

manera se asigna un Y spin de celda " que, al igual que el
L q
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spin de sitio, solo puede tomar 2 valores. Asi obtenemos

una red reescalada o isomorfa a 1a red original .

Consideremos el conjunto de los N° "spines de celda" Si' =
¥1. El indice i’ se refiere a la i‘—ésima celda de la red

reescalada. Todas las cantidades relacionadas al sistema de

spines de celda seran etiquetadas con primas.

Sea F(S',5) un factor de peso , Que depende de las
configuraciones de los spines se celda y de los spineé de

sitio, con las siguientes propiedades:

prshysy y o ¥ ENS

7, PEhs) = 1 (3.7)
A5,

Liamando Z(K) a la funcidn particion de la red

de sitios, podemos escribir:

2 s) - A es)
2 L) = 7_. e = Z_, L?(S‘@) C (3.8

As} 151 45}

E1l hamiltoniano para la red de celdas queda

entonces definido por:

6+ b)) A 08)
e = Z_, Tshs) & {

ol

« )
151
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lLa condicidn (3.7) es suficiente (pero no
necesaria) para garantizar gue el hamiltoniano de la red de
celdas sea real. La cantidad 6 que aparece en (3.9) no
depende de los spines y estd relacionada con la
contribucien a la energia libre de todos aguellos grados
de libertad que fueron cortados en el proceso de pasar de la
tred de sitios a la red de celdas. Lo m&s importante, sin
embargo, es que la funcidn F{§',8) sea tal que haga que ?ﬂ}(f)
sea idéntico en forma al hamiltoniano original 2£(5). Si

lo anterior es logrado, se tienes

G
i) = e Z kY (3.10)

donde K’ representa a los acoplamientos de la red reescalada.

Gi definimos la densidad de energia libre comot

'C(‘Q = (‘\N) Jm Z(\i) (3.11)

entonces, llamadeo G(K) = N'g(K), obtenemos la siguiente
relacién entre las densidades de energia libre para las

redes original y reescalada:s




L) = L'C\[%(\:) + L] (3.12)

donde se ha usado (N/N) = L= L: escalamiento

d: dimensidn red

La relacidn (3.9 se llama "transformacidn de
renormalizacidn®. Las restricciones sobre P(8',8) aldn
permiten una amplia variedad en su eleccion, conduciendo
cada una de ellas a una diferente transformacion de

renormalizacidn. A partir de (5.9) obtenemos ¢

K\J\ = F, (k) (3.12)

Funto fijo 1 Un punte fijo de la ecuacion anterior es un

*
conjunteo ¥ d_tal gues

\41 = Fd(K*) (3.14)

existiendo en general mis de un punto fijo, aungue no todos
tienen significado fisico para los fenomenos criticos.

Suponemos que los K’ g son funciones regulares de

20
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los Ky cerca de los puntos fijos no triviales ( si se quiere,
esto es otra restriccidn sobre F(8°,58) )
Asi, en la vecindad de K.:"E . expandimos en Taylor

hasta primer orden :

\

Ko — \Qd\ Z ‘Td\P U:P Kf&) (3.15)

donde X (3.14)

*P (_’bK\d\‘EKﬁBK%

Con el fin de simplificar el desarrollo posterior,
T*
introducimos un tipo de coordenadas normales. Gea con
. autovalores y autovectores izquierdos asociados Qn y ¢>c£,

respectivamente:

-~

* ¢
ZJ éptck T*F’ = A dP £ (3.17)

ol,

Definimos los “campos de escalamiento” [A{ccmo:

(3.1}

i = ZJ &', (ka =)

lpe cuales satistacen:
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Mi\ = N My (3.19)

Se puede extender la definicidn de Mt mas alld del
régimen lineal de manera que (3.1%) siga siendo valida.

Si iteramos la relacion (3.1%) n veces, se tiene:

(m)

)
Mi = " M (3.20)

Definimos a continuaciédn los llamados campos de

escalamiento "relevantes", "irrelevantes" y "marginales”

comos

%

1]
|
>

Termodinamica
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Iterando la ecuacidn (3.12) sobre si misma v
yvendo al limite termodindmico ( N->€), obtenemos para

£ (k) =

o0
% CKQ‘)
£y = Z | (3+0d (3. o
J=0

donde K4 ge obtiene de K¢4~2? a partir de (3.13)
En términos de F(K), la energia interna por
sitio uwik), v el calor especifico por sitio, c(k}!, vienen

dados pars

M(K) = =3 2% (3-12) y,
234

c) = k 2 2 £ (3-12) ¢
> ot
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TEORIA GENERAL

La ecuaciédn de escalamiento para la densidad de

energia libre:

Loy = L__A [ g6y + £ (k') ]

se expresa en términos de 1los Micomo :

2 (anties) = U8 L g0,y +8 (i dadty, ) 522

La suposicion bésica de la teoria es que los
campos de escalamiento ﬁA{son funciones regulares de los
parametros de interaccian Kdy gue %(U«u My, ev-)
es funcion regular de los campos de escalamiento Aﬁf. Es
parte del problema escoger F(S’,8) de modo que lo anterior se
satisfaga.

En términos de los campos ﬂlfel punto fijo se
caracteriza por:

ﬂi[ - O \d t

Dominio de atraccidn 3 es el conjunte de puntos en el
espacio de los \i&.que son llevados o atraidos, via las
ecuaciones (3.13) del G.R. al punto fijo. 8i n es el numero
de interacciones y m el de variables relevantes, el dominio

de atraccion forma una hipersuperficie de dimension a lo
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mas n-m. Por ejemplo: si los danicos campos relevantes son }11

y M., el dominio de atraccién queda definido poniendo

K=o y Ay =0.
>
Desdoblamiento de la matriz T H

Sea “a@ un hamiltonianc Ising de tipo general:

o= }@(\(HA—,I) (3.23

donde K simboliza a todos los acoplamientos pares, I alos

acoplamientos impares Yy H ai campo magnetico.

En base a la simetria 1 Z(K,-H,~I) = Z(K,H,1), se
puede demostrar que las ecuaciones B.R. tienen la siguiente

forma generals

\

Ky = As ( x \-ll\'f) (3.24)
\

R = HB-,;(K\H'Z{I.?) (3. 25)

—1‘5\ = (Bx Z 1) Cy (,k\ullz) (3.26)
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Cuando H=0 , el punto fijo fisicamente aceptable
para describir comportamiento critico en ferromagnetismo

tiene la forma general:

* % J=lcaan (3.27)
(¢*p.17)
.%
En particular, cuando I. = 0 , el punto fijo yace en el
subespacio par de interacciones y se dice que es un " punto

fijo par M &

k:sf = ﬁ\s (\(ip)

Escribamos nuevamente la Transformacidn de

Renormalizacidn:

G +3h ) _ A )
Q - 2_' T shs) e (3.28)

45%

con 2 sy = Z Ko Z Ser (3.29) a

v para el hamiltoniano reescalados

. S ~
E&l (8"} = Z:L’ Ky L Sa (3.29)b

acd
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derivando (3.28) con respecto a K(BY usando (3.29)a,b .

tenemoss

3F:3 obs)

26 4 oW \
% 2 e - é}?cme [;Psa]

ey decir,
.4
% .5 m\ m) 5 peshs)e [ 7, 5]
¥ X' —
oL “p 5 P o

luego, si definimos

2bes)
5 PehiC L7 s1] :

Y Pss) o B

A
e
Py

<‘ZJSQ>S\ =

podemos escribir (3.30) como:

fa\(g ZT’K

R WP ICORE
o €d LGP

Akora si escogemos F{(5',8) de manera que cumpla:
P(-§',~8) = F(8',8) (3.33)

y ademas pedimos que é&LS) sea par entonces es facil ver a
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partir de (3.31) que <A’w.- y A(S) tienen la misma
simetria.

Ahora bien, interesa evaluar los elementos de
matriz _(%? en el punto fijo, pues como veremos en la
siguiente secclon, estaran Iintimamente ligados a los
exponentes criticos del sistema. Luego, hay que evaluar

(3.32) en el punto fijo. Pero si el punto fijo fisicamente

f.a'-l

interesante es par, el hamiltoniano alli sera par y por

tanto R LS y £ A(S\)g poseeran la misma paridad.

Luego cuando /3 sea par el miembro derecho de (3.32) sera
par, lo cual implica que en el lado izquierdo solo sobreviven

A pares; si ﬂ, es impar séle sobreviven 4 impares.

Luego nuestra matriz T.* se ha desdoblado en 2

blogues: par—par e impar-—impar respectivamentes

(8,1 ©

e

&,

A
el
£

)

—
fl
——— e — =

Luego, para obtener los autovalores de T'*' basta

diagonalizar cada blogue por separado.
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AUTOVALORES Y EXPDNENTES CRITICOS

Consideremos un sistema Ising con acoplamiento par

K vy un campo magnético H.

Tenemous entonces 2 campos de escalamiento }M y)jl.

Be tiene:
L * 5 A
= Z 9, G-y )= b (=Y + by (u-H *y @

< 2 2
M = Z ¢cl (K&_kj):q)\tcbeé)_}c\)t(g-.\.}*) (3.36)
=L

*
Como *\ =0 , el punto fijo del sistema yace en el
*
subespacio par, es decir T es diagonalt

2! O
DY (3.37)

T* = |
O (%L

con autovalores /}3\ - ('?)V"DK\ ¥ (3.38)

Y %1'2 (D“WDH5 S {3.359)

\ l
ghora, llamando U@gJ Q H) al autovector izquierdo
de j-iﬁon autoval or ’%‘ v L¢}K>4}H)31 autovector izquierdo de

¥
1 con autovalor hhl.! es facil comprobar que @




y por tanto : A = (bilﬁ CIC-—'K*\ s (3.40)

'

Mz = Gy B o h (3.41)

donde & esta definido como @ & = CT'TCJITC-»
Por otro lado, volviendo a (3.22), vemos que la
parte singular de la energia libre debe satisfacer

(recordemos que g(kK,H) es regular por hipotesis )i

d
-Qs (A )'?le'i.) = L ﬁs U“N“a) (3.42)

My Dw
Luego si definimos M= L Y ?\ = L v
hacemos uso de (3.40) y (3.41) en la ecuacion (3.42),

ésta (ltima puede reescribirse como:

My
J?scLMTz,L H) = L& Lz, w)

Esta tltima ecuacién es sumamente importante
pues nos permitirda establecer la conexiéon entre los
exponentes criticos del sistema ( observables fisicos ) vy

) . *
1o autovalores de la matriz de derivadas T w

Calor especifico : CW oA C-a'l_e{—aZZ)
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oL
U (2.0) = LY cutz,o)

como {(3.43) es valida para cualquier L tomamos , en
- g
particular, L= (Z\
— T)
7 Cu W z K
Experimentalmente Cn se comporta como -

Luego , de (3.45) se tiene que 3

_ _ 4a

Susceptibilidad 1~ & -('ﬁ_@[,(m?-)_r  H=O

PRV
L %T(L%TZIO\ = Ld"}(,-}LZJO)

_ 1
tomamos L= (}:\ Rl

. %H—
=D At w~ Z )

-

Experimentalmente ')(.'[ se comporta como Z

Lueqo, de (3.48) tenemos

(3.44)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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P = (20w~ Y]
FParametro de orden 3y ol - (—-b-@ /‘D\.}]T ,

Ny
L%Hm(LTZ)L%“H) = Ldk M (T H)

tomamos L = ("Z,\-”%T

R S D

Experimentalmente M se comporta como Z ‘g

Luego , de (3.51) se tiene que

[’: = (d- ﬂ{\xﬂ} OA

Isoterma critica s \-‘c. oM & y <€=0

tomamoes £ =0 en (3.50) y escogemos L = LHC

(A~ 0hu) My

=> M~ Y

Experimentalmente HC- se define comos m 8

Luego , de (3.53) se tiene

o
f
&
=

A - mu

{3.

H::O

(3.

~
i
L

-ty

why
7

Ll
A

49)

ot

.91

)]
b

. 04)
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-V
Longuitud‘de correlacidn @ S A &

de la ecuacion de escalamiento para g :

S (7Y = (L) § e
se tiene

L) = § )56 = (212) = (x'[a) » =L LMT]

es decir, (Z.55)

)
vV =
M1
Como ya se ha discutido, en las proximidades del
punto critice, la longuitud de correlacidn es grande ,
haciéndose infinita en el punto critico. Esto implica que
debe ser positive, es decir th > 1. Luegao, desde el punto

de vista fisico solo interesan los campos relevantes

(puntns fijos inestables ).
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DETERMINACION DE LA TEMPERATURA CRITICA

Habiamos definido el " dominio de atraccidén " o
" guperficie critica " como el conjunto de todos aguellos
puntos en el espacio de parametros que Son atrajidos via
las ecuaciones B.R. al punto fijo. Si nuestro hamiltoniano
depende de n campos de escalamiento, de los cuales hay m
relevantes, entonces este dominio de atraccién es una
hipersuperficie de n-m dimensiones ( suponiendo gque no hay
campos marginales ). Restringuiéndonos al subespacio de
interacciones pares y suponiendo que stlo hay un autovalor
relevante r)‘T con campo de escalamiento [AT s la ecuacion

para la superficie critica tiene la forma generals

M (Kay Kz .o )Y =0 (3.56)

La interseccién de esta hipersuperficie con el

eje "Ising pwo" K (primeros vecinas), se halla haciendo:

Uy (Ke, 0,0,...) = O (3.57)

fproximandeo la superficie por un hiperplano cerca

del punto fijo, gueda:

%
Ke = Z; g&(¢1]¢1m) (3.58)
oA
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En rigor Kc es stlo la interseccion del
plano tangente a la superficie critica en el punto fijo,
con el eje K. 5i la superficie no es muy curvada es una
aproximacion aceptable. La fig. 3.1 ilustra esta
situacidn. Un calculo mas preciso es conservar hasta el
segundo término en (3.5&), es decir, aproximar la
superficie critica por un paraboloide . 5in embargo esto
no es necesarioc en la practica , pues como veremps,
frecuentemente, el punto fijo se encuentra bastante cercano

al eje K.

Ky

V

Flg. 2.4
Yo 3

APROXIMACION ACUMULANTE

Recordemos la transformacion de

renormalizacidn:
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6+ %' (s %)
e = Z Puhs) € (3.59)

45}

donde , en general, X (5) es mas complicado que, por
ejemplo, un hamiltoniano tipo "Ising puro’. Mas ain, la
suma sobre S en (3.5%9) esta constrefiida por el factor de
peso P(S',8), de modo que su evaluacidn exacta se hace un
problema tan complicado como la cdlculo de la funcion de
particién misma, y por tanto es, pxcepto para unos pocos
casos, dificilmente factible. Ademas, no es el espiritu
de la teoria de renormalizacion hacer contribuciones al
numero de casos exactamente solublesy sino mas bien proveer
para casogs realistas de un algoritmo computacional eficaz
para extraer los exponentes criticos del sistema.

Lo anterior ha llevado al disefio de varios
gsquemas de aproximacion. Entre estos, se cuentan la
renormalizacion acumulante, aproximacién de "racimos”,
renormalizacién con redes finitas, renormalizacidn
Montecarlo y otras. En esta seccidn discutiremns la
aproximacién acumulante, la cual aplicaremos en el
capituleo V para tratar la red triangular bidimensioqal.

La idea de la aproximacidn acumulante es separar
en una parte " no perturbada " }ﬂ(} , que sea " manejable "

y una " perturbacion * V que es " pequefa " en relacion

a .Bﬁo :

36
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Bs) = Hos) + VEs) (3. 60)

Definimps el promedio < 2o como:
%5]/ %CS)

LAY, = l Peshsy As)C Z?(sl\g) e (3.61)
is) 153

gustituyendo (3.60) en (3.39) y usando (3.61),

podemos expresar la transformacion de renormalizacion

G+ B@LS‘) N - XD(S)
C = L@ >° L ¥ (3‘18) © (3.62)
{s}

v
Expandiendo < & >° en acumulantess:

N
LR 5, = eXPp {(V)D -l-é-]‘ <(U_Zv>°)q>o+'l (3. 63)

y definiendo:

Go +B€n‘>(5‘) — Ao LS)
Q — L Yo'y € (3. 64)

isy

vy sustituyendo (3.63) vy (3.64) en (3.62) podemos despeiar

comos
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G+ = 6o+ Yr sy 1 L)+ ‘éﬂ_[(\l‘)b- <v)::_] § . (3.63)

Ei asunto ahora es escoger 2£”,y V. Lo méas

directo es reunir en 'Bén a2 todas las interacciones

intraceldas y en V a todas las interacciones interceldas.

Asit
< 2
Hols) = Z_\ ho ot LS (3.686)

Fy !

Por simplicidad escogemos FP(8’,5) como un producto

de funciones de peso "de celda's
1 X
PCS‘\S) = T[ 71(5 (‘l (S q)) (3.67)
L
S5i ademas ponemos:
\ \ \ \
Go + Xmls) = E L%o+ ho(-st‘)) (3. 68)
. 4
entonces (3.464) gqueda como :

\ 2
%o -}-"\.ni\ LBM 1 . ‘ﬂof,l (,.Su)
e = Z Alsalsm) C (3. 69)
{Sﬁ}

1
donde {SLﬁlEE refiere las configuraciones de los spines gque

pertenecen a la celda 1°. El indice 1 etigueta 1a
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posicién de un spin dentro de la celda.

Primer orden @

Se conserva hasta el término {N), en (3.65).

Una forma tipica para V(S) en redes ising ess

NCs) = Kz 5?53!0 (3.70)

Qb

donde B, b :indices de sitio dentro de una celds

~

C4) :indices de celdas

Entonces
oy X &
D = \CZ_' Z ?(g’\S)SL‘ SSG /Z_: ?(S'xS)e (3.71)

bty ASY {53

usando (3.66), (F.67) y (3.68) es directo ver que < V(8) &

asume la formas

(N, = K ZJ (S?>D<g§>n (3.72)

D\\b|i.‘3
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Segundo arden :

ahora conservamos hasta los términos

cuadriticos en (3.65). Tomando el mismo V(S) que antes,

tenemos:

a b ¢ _d
(N = KZZ_, L {5155 Sa Yo (3.73)

Qb)) <idi R

b4

o

2 2 = d
NS, = K Z_, L <5?2<S!:2<5k.2<542 ha ¢3.74)

q \blz’}') C,AIK{Q

v por tanto, _;2 {4\’2)“ _4\’>i ]
) o  boC 8 Q b ¢ d, )= 7
ZZ_J %_4;51£%E;KEAQ>>’4&51><:SJ><:SWQ><554>

51 todos los indices de celda son distintos,
(Z.75) es idénticamente nulo. Bolo contribuven los casos

2n gue hay dos o mas indices de celdas iguales. Como S;

b . . - . .
¥ Sj S0 splnes primeros Veoinds, i’ vy i’ son celdas
vecinas, vy analogamente k' vy 17, Luego, para gue haya

contribuciones no nulas de (3.73), i',i",k" v 1’ deben formar
una cadepas coneclade con al menos una celda en comin. Esto
Glitimo impide la proliferacion de interacciones de muy

iargo alcance.
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IV. RENODRMALIZACION EXACTA DE LA CADENA ISING
UNIDIMENSIONAL
Coneideremos una cadena lineal de N spines,

separados por un espaciado a

] . » . » » P NN
= ¢ ¢+

fig.d.1

Designamos por 5. al spin en el sitio
i-ésimo. S: puede tomar solo 2 valores: +1 (up ) vy
—1 (down ). El sistema se supone inmerso en un campo
magnético externo uniforme h. Suponiendo que cada spin
interactia solo con su vecino més proximo con

acoplamiento j, el hamiltoniano del sistema es:

% = _:—E,:Y Z SiSiay & Moh 2‘/5 (4.1)

: ke,T .l

o, 1lamando ¥=J/kaT y H=gUeh/keaT

=K ) SiSia t+ W), S 4.2
1 t

lLa funcién de particidn candnica est
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R €s)
z - Z Q (4.3)

L83
donde %_5} significa todas las posibles configuraciones
de spin del sistema.
Es relativamente sencillo calcular (4.3) en forma

cerrada, obteniéndose en el limite termodinamice ( N —>oo) *

- 2% =2t & "
[, = C woh(k) + (_E’, hﬂm\-i(“) + @ ) (4.4)

Lamentablemente este modelo es fisicamente
irrelevante para describir ferromagnetismo, pues no erxhibe

magnetizacidn esponténea. en otras palabras,

\\Nﬂ KBT o _?— IZ, -_— O
n>e N M 0 ( dm ) (4.5)

A pesar de lo anterior, este modelo resulta atil
para familiarizarse con las técnicas del Grupo de
Renormalizacicon, pues su simplicidad permite que sea
renormal izado de manera exacta. Una de las renormalizaciones
mas conocidas coqsiste en sumar explicitamente sobre las
configuraciones de spin en los sitios pares { o impares ) de

la cadena, resultando una cadena similar a la original pero
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con doble espaciado elemental. Este procedimiento es llamado
"decimacién® ¢*?, Nos interesa en este trabajo poner

énfasis en la renormalizacidn mediante "blogques". En la
seccidn que sigue renormalizaremos la red Ising utilizando
bloques de 2 spines. Se mencionardn los resultados para un
procedimiento similar utilizando celdas de 3 spines y como
subproducto de las ecuaciones de renormalizacion
calcularemos la energia libre, energia interna y calor

especifico de la red.




-

(A) RENORMALIZACION CON CELDAS DE 2 SFINES

Dividimos la red original en celdas,conteniendo
cada una a 2 spines, como lo muestra la fig.4.2.
Reetigquetamos los sitios de la red original con dos
indices: un indice de celda (primadeo) y un indice de

sitio dentro de la celda( 1 & 2 ).

| [ ] ® [ ] [ ] [ ] a4 g
L% ' 4 z { 2
L » .
(AN ot e
fig.d.2

La idea es pasar de esta "red de celdas" a una
nueva red de sitios, idéntica & la original pero con

espaciado elemental doble.
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Conviene reescribir el hamiltoniano original (4.2)

COmoz

% = K 2; SWSiv Y —u,z——z (S; -;—S;H) (4.6)

Pl

4

introduciendo las nuevas "etiquetas®, (4.6} queda como :

?5(7 = K 2_, Sa CS'\:H—SE'.;\) + %Z(S; +S?L'\+Sf"+, +5¢'4|) (4.7)
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La transformacién de renormalizacion estd definida por ¢

G+ (sY) Abs)
Q = ZJ Y CS\LS\ e (4.8)
583

donde F(s',s) es la funcidén de peso ya introducida en el
capitulo III vy zﬁ‘ CS‘) es el hamiltoniano para la nueva
red, el cual queremos que sea idéntico en forma a ?ﬁ,LS) .

Tomamos para F(s’,s)s
1 i 2
Peshs) = TE -7{,(50 ]SUQSU (4.9)
¢

es decir, se ha separadao F(s’,s) como un producto de
funciones de peso, cada una de las cuales depende solo de los
spines de una celda.

. ZE_J '? LS‘IS\ = 4

La condicidn =

implica @ by \ LT (4.10)
g ) ALSalsasSe) = L
\
Sd‘:il
& 1 ¢ Z i al:
por lo tanto 7{LSL‘LSUISQ)tlenE la forma general:

L ! P 2
7{(50\52\,9;) ::—,;—_[1 +S. & (50,50)-] (4.11)

donde f es tna funcidn arbitraria de 2 spines.

Como escoger £ 7 En el capituleo III vimos gque




si P(s',5) satisface: P{-s’',-s) = p{s’,s) entonces el
subespacio par del hamiltoniano es preservado por la
transformacion de renormalizacién. Es decir,si

WE = Bps)
también

XL -4 = ARsh)
Lo anterior indica que conviene tomar f como una funcidn
impar de dos spines. Si tratamos a ambos spines en el mismo

pie, la forma mas general de tal funcion es

2
—CCSt,SZ\ = o{(‘Si\-l-Qc:) (4,12

daonde ck es una constante arbitraria.

Asi, la funcién de peso general para la celda i

se escribe como:
Y2 ] 2
%LS\L‘\SLHSU): —\2-:[1-}-0\5('(.33']'3(‘)] (4.13%)

En realidad existe otra restriccion que no ha
sido mencionada: la funcidn de peso Fis’',s) debe ser tal
que el miembro derecho de la transformacion de
renormalizacion (4.8) sea siempre positivo. Esto es obvio
pues nuestro hamiltoniano es real. Esta restriccidn es muy
sutil y no es trivial expresarla en terminos de o{ )

{
nuestro parametro libre. 8i escogemos “4\ < ,2- entonces




el miembro derecho de (4.8) sera siempre positivo, pero
esto es una condicién suficiente pero no necesaria.
Volveremos sobre este punto mas adelante cuando planteemos
la renormalizacién de la red triangular.

Con todo lo anterior la T. de R. (4.8) gueda:

G+ B'CS)

© =

=1

3

\
%— z 7£ CSGNEZ
S\cl
Ahora, dada una configuracion {(s'} en la red reescalada,

i.e., dado el 8'i’ para cada celda i, contribuiridn a esta

las 4 configuraciones de los S1i’ (1=1,2 b

1 )
< - gh s Sho X=F+2d)

" 2 \
Spo= Sa = Sa - A= lh

L --8% =Se = X= I
Y
—gy -Sh=Sa o A= F(1-2d)

T1

y (4.14) gueda como:

LECI+Ss S HES)] =X SaS'et)
3 (1410 C +3C +

Ll

+1

(505 (KOS Sea) ~H(Sar+ ) ]

X Nh- (4.15)
7 c +ZG Z&SG
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<
[KSa(sh+San) +8.(5d +Sm + St +Sar) W}
SALY




gueremos expresar (4.15) como 3

[ |
q + ¥'sus &1t ..*.J"Z-: (,S‘U +S‘¢'+\)

il e, (4.16)
¢

Igualando (4.13) vy (4.146) para las 4 posibles configuraciones

de spin en los "sitios® i’ @ i‘+1 , obtenemos el sig.

conjunto de 3 ecuaciones para K',H’ vy g: | 1
204 W) _9¢ 20eH)  8YFER
Loasme o+ e t5u-t)e =
|
3- ¥
2 =€ (4.17)
2068)  _yy 2 (it g4x)-H!
Yo, —
Tua)e  se + Lzl =G
con soluciones:
k' o= (1/8)LOGC AWK HYAK,-H)Y /4 ) (4.18)
H' = (1/2)L0G( AL,HY /AK,-H) 2 (4.19)
g = (1/41L0G¢( 40 (K yHYA K, —H)Y ) (4.20)
‘ ZCE{H) -2¢ Z(E‘H)
donde A (K,H) =~iu+m3€ + 0 +-‘i(1-za)€ (4,21)

(4.18),(4.19) y (4.20) son las ecuaciones de Grupo de
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Renormalizacion.
Fara un sistema tipo Ising ferromagnético ( K>O))
se ha demostrado que el comportamiento critico, si
existe, sélo es posible en ausencia de campo magnético
externo<”??’. Poniendo H=0 en (4.18), (4.19} y (4.20) las

ecuaciones G.R. guedan como:

k' = (1/2) LOG ( cosh(2ZK) ) (4.22)
H' = ¢ (4.27)
g = (1/2) LOG ( 4cosh{(2K) ) (4.24)

Notese que el parametro od. ha desaparecido de las

ecuaciones G.K.
¥ *
Los dnicos puntos fijos de (4.22) son K = =

O v k O

con (diz " /7dK) o = 0

y (K /i) o

H
"

es decir, no hay autovalores relevantes y, por tanto, el
sistema no exhibe comportamiento critico. Esto estd en

perfecto acuerdo con la solucion exacta.




(B) RENORMALIZACION CON BLDQUE DE 3 SPINES

Se divide la red original en celdas conteniendo

cada una & F spines:

\ 2 3 23 4 2 3
L L L] ® ® L4 L] ® e ..
s d '+
fig.4.3

Tal como antes, introducimos indices de celda e
{ndices de sitio dentro de la celda. Asi, un spin 5i se
expresard como 8i°'! , con 1=1,2,3

La idea es pasar & una nueva red de "sitios” =

R ® )
4B
fig.4.4

Tomamos para F(s',s) un producto de funciones de
peso para cada celda:
F(s',8) = TE X 8'i*f (B¥i) )
vy resta deci;ir gué funcion de peso X usar. For lo ya
discutido en (&), es claroc que la forma general para X es t
X o= (1/72) £ 1 + S'1°F(B2i",B8%i " ,5%i "} )
donde f es la funcion impar mas general para 3 spines, y

tiene la fotrma:




T .3 y v 3 -
-@(-Si; |S7:,'i ;S?_i) = d\ (S5+Sd+gt\) .i-aﬁ S(\SLlS(l (4.25)

donde o VY fB son constantes arbitrarias.

En particular cuando od = 0.9 vy /3 = —0.5
obtenemos para X la conocida "regla de la mayoria”, en la
cual X vale +1 si la mayoria de los spines de la celda
apunta en la direccidn de 5'i" y vale 0 en caso contrario.

El resto del procedimiento para hallar las
ecuaciones G.R. es similar al mostrado en (A), sdlo que hay
que sumar sobre 8 configuraciones por celda. Ademas

conviene escribir el hamiltoniano original como 3

- 1 i A
W) = KD Sa(Sa1Sa) +Shsh, o+
Fa

— 3 1 3 2 3
+ % li)(_sd 'i'Scl +.S(1 -}"S-cl'.;.] + S+ ‘f‘S(,I-H)

(4.28)
Las ecuaciones G.R. resultan :
ero= i [ c k1) CCic,~H) 4. 27)
(BQK-{- 8*33)2
H*' = _\'):_ R{n [CCK\H‘)lcckl'H)] (4.28)

9" 7‘_" S [C(tl\-\)C(k\"H)(BGK-{- éBK)?'J e
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con CUH =3 (4 +3o\+{5\€ 43 (a-p)C &
3(k-H) k-
.}_?L’U__?,O\Hp)e +_}Z U~°\+f-’>‘J€ (4.30)

Fara H=0, que es el caso que nos interesa, las ecuaciones

B.R. quedarian:

2K -
k' = Ji QW\ e * Be (4,321)
Y -
3¢ + @3¢
H' = 0 (4.32)
¥ -X ¥ -3¢ —
o =4 tn [ 26003 +S”) ] (4.33)
- ¥ .
Y los tnicos puntos fijos son K =0y k = 0O , vy

ninguno es relevante. Notese que han desaparecido los
parametros O y F} .Es decir, cualguier eleccidn conduce a

las mismas ecuaciones G.R.

CALCULO DE LA TERMODINAMICA DE LA RED ISING 1-DIM EN EBASE A

LAS ECUACIONES G.R.

A partir de la expresidon general

«&©

— —(3d
‘e(\i\ = Z_J L %(K(n) (4.34)

3=0

podemos calcular calor especifico y energia interna por

52
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gitio sin necesidad de recurrir a la forma explicita de la
funcidn de particidn: basta con haber renormalizado la
red. La energia interna por sitio w(k) y €1 calor

especifico c(k) vienen dados por:

LK) = —ddf G sdk y et = Ko KCAECO[dK) (4.35)

Ilustraremos lo anterior empleando las ecuaciones G.R.

obtenidas en (A) para celdas con 2 spines. En tal caso se

tiene:
d=1 , L = 2
K2 = (1/23L0G( cosh(2Kt3~1>) )

gK3?) = (1/2)1log{ 4cosh(2k<3>) )

La fig.4.59. muestra los resultados obtenidos. El acuerdo

numérico con la solucidn exacta es notable. De hecho, las

curvas obtenidas tomando 10 términos en la serie (4.34),

son practicamente indistinguibles de las exactas ( error
rol0—=Y ).,

A partir de (4.34) pareciera gque tomando celdas
mas grandes ( es decir, aumentando L ), se puede acelerar
la convergencia de la serie para (k). Los resultados
numericos obtenidos usando las ecuaciones G.R. para celdas
con 3 spines vy tomando 10 términos en la serie, apoyan esta
idea pues el porcentaje de ertror disminuye aproximadamente en

dos ordenes de magnitud.




£ (e, Wik, C=:

S . 2 = : L <

— Fig.4.5 energia libre ( curva de trazos ), energla interna
( curva de puntos y trazos ), ¥ calor especifico ( curva

ilena ) pere la cadens Ising unidimensional como funcidn
del parimetro K = J/KT . Las curves resulian indistingui-

bles de la soluc?én exacte.
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v. RENORMALIZACION ACUMULANTE PARA LA RED ISING

TRIANGULAR

El casoc de la cadena lineal Ising constituye uno de
los pocos casos en que es posible hacer una renormalizacion
exacta, es decir, pasar del hamiltoniano original a otro
idéntico en forma, al efectuar la transformacion de
renormalizacian. En la practica, para sistemas mas
compleios, resulta necesario hacer un enfoque aproximado. La
aproximacion acumulante, discutida en el capitulo III, es
uno de los métodos mas usados y es el gue utilizaremos
agqui. La idea es hacer una renormalizacion 1o més
general posible y ajustar los pardmetros gue gqueden libres
mediante algin criterio fisico.

La fig. (5.1) muestra la red triangular y al
sistemas de ejes coordenados gque usaremos para etiquetar los
spines.

Partimos asumiendo solo interacciones a primeros
vecinos y con un campo externo. Asi, el hamiltoniano del

sistema est

X) - KZ S‘\'J(Sb,\,) +5Z—1,}n + Siu_h + HZ 5'\\5 (5. 1)

L 3

donde hemos definido ¥, =J / ¥=eT y H=gMEB / KpT
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El préximo paso es subdividir la red en celdas,
preservando la simetria original. Lo mAds sencillo es
tomar celdas triangulares, cada una conteniendo a tres
spines, como lo muestra la figura (5.2). Ahora los {ndices
i v j sirven para localizar el centro de una celda.
Necesitamos entonces un indice extra para localizar un spin
dentro de una celda. Introducimos con este objieto al indice
i1, con 1=1,2,3. De esta manera un spin S:, puede ser
reescrito como 5%, 5.

A continuacion ponemos Eﬁ': bo +V , tomando

en B%o la suma de todas laz interacciones intraceldas v en V

a todas las interacciones interceldas. Asi:

— 2 3
Bo = K, (S35y+5p Sn 4535501 B, (SgaSh +5y) .2

&) i

S 3 . 2 i 4
V= KL S’LS& Cgsi,y.\ 3+ Say) ¥ Sp (Sanym + S [,3-1) +
1)

3, 3 2
¥ Sn (..Si—h)-‘.l T 5(*—11,)) ‘} (5.3

La funcion de pesot

Comp ya se digscutid en el capitule III,
conviene tomar P(S’,8) como un producto de funciones de peso

" de celda "




¢, A4

>

(1, )

E+\|5 ‘L"“J\)-‘

¢,5-

ti,h)

(O
>.__
N

figl 5.2
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T 3
pshe) = 1 HESy1S5,54,50) (s.1)
t,’)

ademas conviene exigir gue FP(E',8) posea la simetria :
F(-5',-8) = P(E',8) (5.5
ye por supuesto FP(S5’,8) debe cumplir :
s\

Con todo lo anterior, la forma general para P(8',85)

es =

Y= T4 i+ SL'Q(SS,S?; IS%J) (5.7)
!

1 .2 3
donde .[;(SE 1917__\ ,Sg) es una funcidn impar de SBJSU )15!__]

Tratando a todos los spines de la celda en el mismo

pie, la expresidn mas general para f ss

ra 3 A 2 3
(55,5%,50) = o (Sy45p +Sy) + pSuSySy =@

Notese que la funcion de peso asi obtenida es la misma
que la usada en el caso de la cadena Ising con eeldas de tres
spines.

For motivos de posteriores simplificaciones,
conviene expresar FP(S',8) en términos de los parametros 25\

y € , definidos como




{

Y= 3arp 5 e = a-f :9)

Asi, la funcidn de pesp mads general para la

telda triangular gueda como s
P= ﬂ 2.{& S (Me (5\.3 SMSB) ( ) .35053} (5. 10

donde §°:5 (=11 ) es el spin asociado a la celda (i,j).

Estamos ya en condiciones de comenzar el calculo
de la renormalizacién acumulante. Antes de hacerlo, podemos
simplificar un poco el problema, recordando que cuando el
punto fijo estd en el subespacio de las interacciones
pares, la matriz de derivadas T * se desdobla en dos
blogues 1
par-par e impar—impar respectivamente. Esto permite trabajar
por separado con las interacciones pares del hamiltoniano,
calcular la parte par de las ecuaciones 6.R., evaluar el
punteo fijo ( par, por hipodtesis ) y por altimo, el blogue
par de _T * . De alli ge obtieng el exponente Y.

Fara la parte impar podemos hacer uso de la
relacicon (3.32) para calcular los elementos de matriz. En
efecto, para j3 impar, dG / dHﬁ,) = 0 alli y si evaluamos

ademas la relacidn en el punto fijo, ésta se reduce a @
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ZJXZ-SR ijb = <ZJ S“’>¥S‘ (S.11)

Y Q Edl }D&P

Expandiendo el miembro derecho de (5.11) en

acumulantes, tenemos hasta términos de segundo orden

Zf[ 2, SalT :fp = LTSy, +LESV-ADDY, +

a €d.

13 LT o0V, + LT SOV ~ NI, ++- 12

De esta manera, mediante (5.12) obtenemos cada
elemento de matriz impar directamente como una expansidn.
Obtenido el blogque impar de esta manera, resta calcular su
autovalor relevante y, de alli, el exponente Y.

Con los valores de Y+ & Ya ©n 1a mano
podemos calcular todos los exponentes criticos del sistema,
seguiin se mostrd en el capitulo III.

Fara que el programa anterior resulte, es necesario
que el punto fijo sea par. Esto es ciertamente el caso cuando
la Gnica interaccidn impar es el campo magnetico. 8in
embargo, como veremos lusgo, la aproximacidn acumulante
conlleva la aparicidn de interacciones que no estaban
presentes originalmente en el hamiltonianoc. En particular,
aparecen nuevas interacciones impares. Entonces asumiremos de
agui en adelante gue el punto fijo de la teoria gue es

relevante fisicamente estd en el subespacio par.
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A continuacidn procederemos a renormalizar en
acumulantes pare obtener la parte par de las ecuaciones.

Usaremos, por tanto, sdlo la parte par del hamiltoniano

(S.1).

Orden Cero: Hay gque evaluar

holSg)

. ) syl e

(5.13)
| 4
155}

g0 3 b, (.S‘i_'])

con

|4 4
hol(Sy) = KCSUS.}-LS;SE +SE’)S.§) (5.14)

Como Vdn(s{)corresponde a la interaccidn a orden
cero del spin de "celda", necesariamente es de la forma: hLXS‘
donde ‘1; es una constante, y corresponde al campo
magnetico renormalizado a orden cero.
Evaluando (5.13), resulta :

%o '1‘\125‘ 3¢ ~-¥
e = Q@ 4 3€ (5:15)

de donde se obtiene @

%o(t\ = I (@3‘(-& ?;(Q_K) ; he = O (5.16)
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es decir, hasta orden cero sdlo aparecen contribuciones a

la densidad de energia libre.

Frimer orden : Hay que evaluar < V(S) »>.. De

acuerdo a (5.3), tenemos:

(NS, = %7, 1L (CSE iy +¢Sia)) + LSS i 4
i)

y 2
3 285, )+ LS CShpuy $LSUad) § s

A 2
Ahora, por ser }%b y F{(8',8) simétricos en 50_,30

-0 2 3
'\553, se tendrd que : (53)‘—(55>= 451_) > . Omitiendo

indices 3

Ko

— v -\

(8 = LoAs\s)se (}ge?’+ eC )
= Ego ; - (5.18)

S AEe (e, 20 k)
es decir, LS>° - 'BCK).S‘ (5.19)

¥ _
donde TB(K) = (‘68 +€8 ),(e + 3€ ) (5.20)

Sustituyendo en (5.17), se halla:

V), = KBOO), SyCSimg+ St + Sistat + Sty +
)
\ Y . (5.21)
FSapm F oe) )
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Al sumar en (5.21) sobre (i,3) se reproduce el doble de todas

N
las interacciones de primeros vecinos en la " red de celdas

Luego, podemos reescribir (5.21) como:

Ny, = 2\1?}(,[}2_. Sa Sk (5.22)
8,

Asi, < V(B) o engendra una contribucion a la

interaccidn renormalizada de primeros vecinos K’z

\<\ — 2}:'\3’1(;‘:) (5.23)

For lo tanto, hasta primer orden, las ecuaciones de

renormalizacidn son

vl = ok Bl(\f) (5.24)

—K
% = %o = \Qm (ea\(—\’ 3@ ) (5.25)

Funtos fijos: La ecuacidn (5.24) presenta 3

puntos fijos, a saber :

k* = O (5. 26)
¢v¥* = oo (5.26)n




PR [ ety
K™ = 4 ¥- (5.26)

Interesan sédlo aguellos que son inestables. Es

decir, los que satisfacen :

\Cd\(\ld\q*\ > A (5.27)

ora k! 4 ¥ [M)} (5.28)
" (‘X\Z ¥ = 14 ﬁK 2k ] %

Al sustituir (5.28). v (5.28)s en (5.28) se

i K

concluye que Ha; 0 es marginal ( (dK'/dK)g = 1 ) y que K
es irrelevante ( (dE'/dE)_< 1 ). Resta examinar la
estabilidad del punto dado por (5.26)c. La regidn en

* . . .
el plano f\~ € en la cual K es positivo e inestable se

-

muestra en la fig.5.% como la zona sombreada. Como la
condicién de inestabilidad es 3% < € , en el punto
especial (Y , € ) = ( ‘[ﬁi,ﬁ)ﬁi) tenemos un punto fijo
"marginal", que no es ni estable ni inestable. La "x" en la

fig. representa le posicidn gque ocupea la "regla de la

mayoria'.
Exponente Yq:

Sabemos: (UA 1 = QM L—
Jlm [(dt‘\dt\;} (5. 29)
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aqui L = d3> . Usando (5.24), obtenemos:

—€
RS Qm(_.____ﬁ N\ U (3-Zpe +€ - )
W = o ? v 2 - €

VQM (3 ) (5.30)

y claramente, distintas elecciones para ﬁ\, & conduciran
a diferentes valores para Y-. Antes de hablar sobre
posibles criterios de eleccion para IR €& calcularemos el
exponente impar Ywm.

La parte impar de las ecuaciones G.R. a primer
orden, se obtiene a partir del desarrolle (5.12), conservando
hasta el término de primer orden. Foniendo F% = gampo

magnetico, tenemos:

<ZJSU> <Z(SB+SB+SQ > + (Z(Su+gu+su)(\/ (V>)>+- .

€5.31)

A
32) Syt 32453 CETAV)REIEE (5-32)
1) ‘A 0

donde V estd dado por (5.3). En el calculo del segundo
término de (5.32) interviene el promedio de dos 5pine5=(§$Sb>

a#b. Tal promedio es (omitiendo indices de celda):

hots), hots)
°y= T *(89Ss> /2_7((5'153@ (5.33)
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EASIE 4 ) S ¢
(e —e )€ x3e ) = )
(5..34)

en términos de B{K) y C(K) (35.32) queda comD:

£ 750, = 3BO[AHK* (1 +cin -3 n)] ZS
0 x

35)

lo anterior implica
T = G8law)y =3B 41K U1+2c0) BB ) 5509

*
Como Y = In( Tun 3/1n{ L ) (5.37)
entonces, regmplazando en (35.37) todo explicitamente en

términos de P 0y € , obtenemos para Ya:

O v G )
-

Ahora pasamos a discutir posibles criterios para

asignar los valores para §' VY €

Eleccitn de 'y & a primer orden

Los exponentes Y+ e Yy son observables
figicos, y por lo tanto no debieran depender de

par&metros de libre eleccion como § , € . Esto
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esperamos sea cierto para una renormalizacién exacta. 8i 1la

renormalizacidn es perturbativa, como en nuestro caso,

esperamos dque exista wna dependencia en los parametros gue

disminuya progresivamente al ir tomando en cuenta ordenes
mayores en la expansion. Lo que nos concierne en este
momento es hallar criterios gque puedan usarse orden a orden.
Recordemos en este punto a la funcidn de peso "de
celda" X(8',8). En cierto sentido representa la probabilidad
de que, dado S’ para una celda, la configuracion € § I} de
los spines dentro de esa celda sea mapeada en 5'. Supongamos,
por ejemplo, que en alguna celda todos los spines estan
ha;ia arriba y nos preguntamos por la probabilidad de gue
sean mapeados & un solo spin " hacia arriba" & "hacia
abaio® (ver fig. 5.4). Las probabilidades son de (1/2)( 1-+H)

y (1/2) ¢ 1 =~ % 0y respectivamente.

—5 4 (padbe g C1rX))

5 — (prob:y (=¥))

£ig.S.4

Lo mas natural seria exigir que la probabilidad
en el primer caso sea 1 v 0 en el segundo caso, pPUes de esta

manera el estado base de la red original es mapeado en el
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estado base de la red renarmalizada. Todo lo anterior implica
B‘= 1, Este criterio es aplicable a todo orden, como se puede
ver. Falta hallar un criterio para ajustar é; «» Una
posibilidad es la siguiente:

En base a desigualdad exp(X) > 1 + X se pueds
demostrar que si Z es la funcion particiéan de la red

original, entonces se cumples

Go + 1o (s + LV,

Z > Z‘ Q (5.39)
45ty

donde el argumento de la exponencial es justamente el
hamiltonianoc renormalizado a primer orden. Denotando por
£,() a la energia libre obtenida usande las

ecuaciones G.R. @ primer ordeny Y £i) a la energia libre

exacta, se tiene, de (5.3%):

L vy 7 £ () (5. 40)

Lueqo, dado '\6\ =1, podriamos tomar & tal gue haga gue
1
f.(K) sea maximo, de mpdo que simule en la mejor forma

posible a la energia libre exacta. Usando (5.24) y (5.25}
en (3-) ., la serie para f. es:

‘ 5 ¢ kB’ -2k
fre) =% (€ 43€) Jrl,Zi (€ +3C )+..sian
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e -X
383 + €€ (5.42)

con B(K) =

Q3 4 327"

Como 1n crece lentamente, aproximamos (5.41) conservando
6Kg? | -I1xB®
sblo hasta el segundo término. Dado K, e +3Q
crece monédtonamente con B. Como B es creciente
mondtonamente con Yy € 5 significa que f. (k) es
aproximadamente maximo cuando O s € toman los maximos
valores permitidos. Una inspeccidén numérica apoya esta
idea pues, para K variando de 0.1 a 1.0, f1(K) resultd

siempre creciente con )\, & . De la fig.5.3 vemos que el

mayor valor permitido para & (cuando ¥ =1) es (qffi\"l-

Asi, hemos llegado a 79 = 1.0
S = 1.828 (5.47)
para estos valores, resulta:
K'¥ =0
VT =0 (5.44)
Wu = 136907
Comparando con los valores exactos = :
Yc¢ = 0.27465
My = 1.0 (5.45)
= 1.875

M\ w

vemos que el criterio anterior arroja malos resultados.




68

La mayoria de los autores impone uha severa
restriccion sobre P(8°,85) desde la partida: F(5',8) > Q.
Con esto se aseguran que el miembro derecho de (5.13) sea
siempre positivo y, por tanto, el hamiltoniano renarmalizado
sea siempre real. Es claro que esta es una condicion
suficiente pero no necesaria para conseguirlo. Si imponemos
F(§',8) » 0, el mayor & es 1. Es decir, se tiene :

P =€ = 1.0 (5.46)
conocida también como la "“regla de la mayoria®. Usando

(5.446), obtenemos:

¥ - o.3356 ( 22% error )
“ﬁT = 0.B822 ( &% error ) (5.47)
“ﬁ\% = 2,0340 ( 9% error )

Resultado marcadamente superior al obtenido en (5.44).
Come dato anectotico, vale consignar que los

valores "dptimos" para ty' Y € , 85 decir, aguellos que

dan los valores exactos pare Yr e Y son:
X op.

Eop = 0.773 (5. 48)

)

1.0984

relativamente cercanos a la "regla de la mayoria“.
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Segundo ordents

Ahora calculamos la parte parte de las ecusaciones
G.R. hasta segundo orden. 2
2
TR A AR

Hay que evaluar:

con V dado por (5.3). Esto involucra una suma de términos

tipo
N c b a
K ) (esisssisyy-¢sIXsiXsTNSDS |
Z 03 il -
o b ci1d (5.49)

donde i,j,k,1 son celdas, siendo i,j vecinas entre si vy,
similarmente k,1. Sélc contribuyen en (5.4%) los casos en
que i,Jj,k,1 forman una cadena conectada de 2 pares de celdas
con al menos una celda en comin. La fig.5.5 muestra algunos
posibles arreglos para las celdas gque arrcjan contribuciones
no nulas en (5.49). El caso (a) origina contribucicones a la
interaccion de primeros vecinos. En los casos (b} y ()
ocbternemos contribuciones a interacciones de sequndos vecinos
(cuya constante de acoplamiento designaremns por L)Y y en
(c), aparece una contribucion a una interaccion de

terceros vecinos {cuyo acoplamiento designaremos por M’). Los

resultados son las siguientes contribuciones a segundo ordent

('Y, = L]B’LKZC{*C‘ZBZ) (5.50)
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(L), = T (1 y3C—-88%) (5.51)

(MY, = quKz ( C- Bz) (5.52)

Asi, a segundo orden, nuevas interacciones han
sido generadas. Esto no debe preocuparnos en exceso pues,
debido al fendmeno de universalidad, el comportamiento
critico serd el mismo. S5i consideramos el acoplamiento a
primeros vecinos kK, como cantidad de primer orden entonces L°
y M’ son de segundo orden en E vy cualquier otra
interaccién, de orden superior. Fara que el calculo sea
completo a segundo orden hay gque reintroducir los
acoplamientos L y M en el acumulante de primer orden. Es
decir, sumamos a V los términas Vi y Vu,

definidos por:

i, . T 2
\}L - L Z_J SD (‘Sl“l))"“ + Slc_“ﬁ e S(‘.I)*\) + SD (SE",)LS+I -}_
13

2z 2 3 3. 3 3 _
+Si-§-\{) +‘SE1)‘\) +.Sl) (.Sl"ljb-H +S£4|L.) + Sl‘)d.-l) (5.5%)

3 rl 2 L 2,63
\fM = M L Su(si—hsu + S +‘Si—lr_'))+ Sy (S":)J*H ¥
1)

3 3 3t L 4 ;
‘1‘5&-&1‘3-‘ T 5}_13_\) + SU (5 =133+ -]'8 G- + 5(’_“3__1) (5.54)




obtenemos asi contribuciones adicionales de primer orden a

Ky L°:
A 2 2
(K\L = 3L 4 2MB (5.55)
p)
U—\\ i = MB (5.56)

gumando las contribuciones de primer y segundo

orden, obtenemos las ecuaciones G.R. completas a segundo

ordens:

= 2Bt LR 2M B + 4BE (14 -2®)  s.57)

L\ = MéL—k VRE( 4 +1C- BB (5.58)
M= 4 szl( c— & ) (5,59
donde B y C estan definidos en (5.20) y (5.35):
Bo (365 € (€43 e ) (520
c= (=g 2 +3e") .

donde §'y & son parametros libres.

T
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Calculo del blogue par de la matriz T*

Tomando derivadas parciales en (5.57), (5.858) vy
(5.59), los elementos de matriz 'TdP = (dk’'g 7/ dh(3 ) %

resultan:

('a\c‘\’o'f-)* = ’B?*{ (2xx 2L+ M) D + (\+c—21§’3(q\35+ 8k) +

4244 (co-2T) 73 i (5. 60}
¢ )y = 28« (5. 60)
(' lom) % = 2By B,
GUI) % = By { MD+(143c- BRI K6 42K) +

Fcg-8%«k) 3 (5.63)

(U oL)y =0 = ML) g < (OM[DM)

(5. 64)
”DL\ _ ?
C I’DMX y = By (5. 65)

oMY v = ?;Z*{(c-é‘)(élkqa +8t)44KQCCﬂ~§A)1<5-66>

donde hemos definido




3¢ —¥
e - €€
A=2 - 3c

\68'5[_& eét (5. 67)

3k T
107 + €
= - 3¢ (5.68)

-
e -

y @8 claro que los posibles autovalores de esta matriz

dependeran de los valores gue demos a U‘y €& .

Calculo del blogque impar de T *
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Los elementos del blogue impar se obtienen haciendo

uso de (5.12) y del punto filjo (par) de las ecuaciones

(5.57)—(5.59). Fartimos poniendo F5==c1a5e de *un sitio" vy

evaluamos:s

32TV, + L (ZSEXAD-NLD,

con V = V(K) solamente. Como resultado se cbtienen
cantribuciones a las siguientes interacciones impares (no

presentes inicialmente’:

AL, N

.

Imponiendo un criterio de truncamiento analogo al
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empleado en la parte par de T , consideramos estos nuevas
interacciones como de segundo orden en K. FPara ser
consistente hasta segundo orden, se reintroducen en (5.12)
hasta primer orden, pero ahora tomando V par completo, es
decir, V = VE,L,M.
Asi, el blogue impar de T:*resulta de 16 elementos. El
cadlculo completo de estos elementos de matriz implica
considerar un gran humero de términos (del orden de
10=), v no fue completado debido al poco tiempo

¥

disponible. Sdlo se calculd el elemento T que

resultd ser:

The = 3Bx + 6B (243143Mm)y (1320 ~38)y +

43 {'BC( 434 60C)+ Dt 6B(2-158C-5B° )} (5.69)
*

donde D proviene del promedio del producto de F spines en una

celda:

LS5s5sh > = DSy

=¥ ~¥
con D = (K@BK—'B‘SG )}(GBK—{' 3€ ) (5.70)

Eleccidn de 7? ¥ € a segundo orden
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Ya no podemos aplicar el criterio "termodinadmico”
que usamos & primer orden ya que esta basado en la
desigualdad (5.40) gue sdlo es valida a primer orden.
Existe, sin embargo, otro criterio basado en el
comportamiento asintdtico de la funcidn de
correlacidn ¢4’, Se puede demostrar que existen
conecciones entre los exponentes Yo e Yy y ciertas

VA

componentes de los autovectores izquierdos de T . Fara el

caso de la red triangular, las relaciones son

¥
LAJLM éPug.-_ }q(?ﬁé)@s 4 (K"Z’Q) Cbi (5.71)

Y t ? T T
L k) d () = _(E;%—} L26 %3¢Tm \l 2¢T(3) £ 20 H)] ¥

+Q5+q5—3e)[2¢_ﬁ+ dD ]Jr (¢- 36) ¢ﬁa (5.72)

¢+; : componente "l-sitio" del autovector izquierdo
relevante del bloqgue impar de T .
dpﬁL : componente "3-sitios" ( déb ) del autovector

izquierdo relevante del blogue impar de T *ﬁ

¢;Hi) : componente de l-ésimo vecino del autovector
izquierdo relevante del bloque par de T *ﬁ

For altime _A v }5 simbolizan "cuartetos"

de spines vy LS;& a un "sexteto" de spines.

Asi surge el siguiente criterio para asignar \6‘ Y &

escoger \6\ Y E tales que las expresiones para Y. e
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Y+ coincidan con aguellas que se extraen de las
ecuaciones G.R. de segundo orden. Sin embargo tenemos un
problems, puesto que no tenemos el blogue impar de TaiPor
otro lado, en (5.72) aparecen 4 interacciones pares gue no
tenemps a segundo orden. Como el reintroducirlas en el
hamiltonianc haria larguisimo 1 cadlculo, optamos por

aprorimar (5.72) pors:

pi
- T &) 1 1 T
l_.d nT Cb = CKJ\FL [Zd’ Q) +38P (z)‘”-‘b m‘} (5.73)

De (5.73) podemos despejar Y+ en términos de

1os elementos de matriz del bloque par comos

mr = Qm(?n)} dn (V3

(5.74)

con

Y ¥ 2 3
- (BTkL +2TKM“_3"1> Jr{(BTiL-t ZTiM -§1) - IGTkLTfM
Ny =

% (5.7

y donde Twi, Twm ¥y Tuim vienen dados por
(5.61),(5.62) y (mem Y &= (y+e)lq
Imponiendo igualdad entre (5.74) y el Y+ extraido

directamente del bloque par resulta una ecuacion entre \J v &.




Como no contamos, por el momento, con el analogo impar,
ponemos Y? = 1,0 , eleccidn que parece justificada segun
se discutid antes, y nos quedamos asi con una ecuacion
gue determina c .

Bl resuitato wer € = 4,.4A5 (5.76)
Con esto, el punto fijo se halla en:
K o= 0.2986 3 L = =0.0272 3 M= -0,0221 (S.77)
Bastante cercano al eje "Ising puro". El exponente Yo
resulta:

Como el punto fijo estd tan cercano al eje Ising, tiene
sentido aproximar la superficie critica por un plano

tangente en el punto fijo. Este plano corta al eje Ising en

Ke = 0.2581 (5.9% error) (3.79)
Fara el caso de la "regle de la mayoria" ( § = €
= 1) resulta:

Y+ = 1.0426 (4% error)
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VI. CONCLUSIONES

Aunque los resultados obtenidos en V estan lejos
de ser concluyentes, son bastante sugerentes y confirman la
importancia de la renormalizacion paramétrica, enfogue
que no es mencionado a menudo en la literatura corriente
sobre renormalizacitn. La razdn puede estribar en que,
para celdas grandes, la funcidn de peso mas general
constara de muchos parametros y el poder ajustarlos
requiere posiblemente del calculo de un numero creciente
de funciones de correlacion. Asi, el método que se ha
mostrado sdleo es practico para sistemas gue puedan ser
subdivididos en celdas pequefias. Como cada celda es
reemplazada por un sitio mediante la transformacion de
renormalizacidn, si la celda es peqguefia, el cambio es
menos "brusco"” y, por tanto, es posible que describa de
manere mas precisa le situacidn cerca de la criticalidad.
mas aun, como se trabaja con la aproximacion
acumulante, el tener celdas pequefias reduce la cantidad de
interacciones intraceldas y por tanto, se reduce también el
volumen de cdalculo algebraico en general.

Loe resultados del primer orden parecen indicar que
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la "regla de la mayoria" es la mejor eleccidén para la
funcién de peso. El criterio "termodinamico" falld en
predecir esto, aunque no €s de extrafMar ya qgue una mera
desigualdad para la energia libre no dice nada sobre la
termodinamica, la cual depende de las derivadas de (k).

A segundo orden, el criterio de ajustar uno de los
parametros usando la forma asintética de la funcion de
correlacién trabajéd muy bien, considerando que se hizo
una aproximacién extra. Creo gue este tipo de criterio, que

se podria considerar como de autoconsistencia, trabajaria

bien a todo orden. Farece claro, sin embargo gue usar
aproximacidn acumulante mas allad de segundo orden

implicaria demasiado calculo algebraico como para ser un
método practico; a no ser gue uno se ayude con un

lenguaje computacional simbolico (REDUCE, MAXIMA). Aun si

se cuenta con tal ayuda, es posible que no convenga ir a
ardenes muy altos, pues la convergencia de la serie
acumulante es dudosa (algunos autores conjeturan gque se trata
de una expansion asintdtica)l.

Seria interesante poder hacer el calculo del
bloque impar de la matriz T *_cnn todos los términos que
ello implicaria (alrededor de 1000), y asi poder ajustar
ambos parametros By € esimulténeamente, usando
funciones de correlacién. Un calculo andlogo para la

red Ising seria directo pues i la subdividimos en celdas




de 4 spines, la funcidn de peso dependeré& tambien de

dos parametros.
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