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RESUMEN

Cuando se tiene un proceso de control caracterizado por una
ecuacibn diferencial deterministica y se busca un control y una
trayectoria optimales, el Principio del Maximo de Pontryagin es
una importante ayuda,pues permite seleccionar 1os posibles con-

troles optimales.

Si en el proceso de control se introduce una perturbacidn
aleatoria{ruido), los controies y trayectorias se convierten en
procesos estocdsticos que dependen de 1a naturaleza de 1a pertur

bacidn aleatoria.

Presentamos aquf una versidn estocdstica de este Principio,
esto es, una condicidn necesaria para la optimalidad de un con-
trol, cuando 1a ecuacidn que caracteriza el proceso de control
es una ecuacidn diferencial estocdstica unidimensional y 1ineal

» ¥y los controles admisibles son escalonados en un sentido especi-

fico,

Con este tipo de controies se hace necesaric introducir los

conjuntos singulares, conjuntos donde no se verifica el teorema,

y que dependen de la naturaleza de la distribucidn de probabili-




dad de la perturbacidn aleatoria. Pero, si bien esta dependencia
es clara, la manera como se da es un tema que no ha sido tratado

aquf y queda abierto.

El ejemplo presentado estd basado en una ecuacidn muy simple
donde la perturbacién aleatoria es un proceso gaussiano con espe-

ranza cero, una de Tas perturbaciones mis frecuentes,

Otras versiones del Principio del M&ximo Estocdstico existen
- en 1a literatura reciente: una de las primeras es la de Kushner
[5]. Posteriormente, han aparecide Principios del Miximo Esto~
cistico con ecuaciones diferenciales de $to, Mc. Shane y otras,
(Por ejemplo"Kuo": "On the Stochastic Maximun Principle in Banach
Spaces", J. of Functional Analysis 14, N°2, 1973; V. Warfield:
"A Stochastic Maximun Principle", SIAM- Control, Vol 14, N°5,1976)

Este trabajo se inspira en las ideas originales de Pontryagin

[1] y en el artfculo de Kushner [5 1, pero su planteamiento y re

sultados son nuevos,




I.-

INTRODUCCION

1,- Teoria de Control Optimal,

Un proceso de control puede describirse como:

(1) 91 = ¢,

dt 1 (X]_, "« . ¢ @ Xn, ul, se e e ur‘)

-; = 1, 2’ oo-,n
donde:

i} X9, «... X, son las variables que caracterizan el

n
proceso, es decir, las coordenadas del objeto con-
trolado que determinan su posicion, velocidad, ace-
leracion, etc. en cada instante t.

ii) uj, .... u. son los pardametros de control que deter

r.
minan el curso del proceso.

iii) t es el tiempo.

Para determinar el curso del proceso de control

en cierto intervalo de tiempo - t; < t < tj, es




suficiente dar los parametros de control como funciones

de t en este intervalo:

Uj = Uj (t) i=1,2, veee 1.

Entonces, para valores iniciales dados

x{ (to) = xoi i = 1, ssans ﬂ.

La solucidn del sistema (1) queda dnicamente de
terminado, suponiéndose naturalmente que f cumpla las con

diciones de existencia y unicidad de (1).

E1 problema general que estudia la Teoria de

Control Optimal consiste en lo siguiente :

Sea

(2) J= M or (x,v)dt
to

donde:

fo (x ,u) es una funcién dada de:

X
n

(X315 eeas Xp)

v = (u1’ ens e ur)




Para cada control dado, definido en[tg, t11 ¥
dadas las condiciones iniciales, el curso del proceso que-
da Gnicamente determinado y el funcional J toma un valor

definido.

Es necesario suponer que el punto v = (ul, cee “r)
pertenece a un cierto conjunte U E_IRr » cuya eleccion
‘depende del problema que se estd resolviendo. Los contro
les definidos a través del conjunto U y de otras hipdte-
sis adicionales que dependerdn del problema se 1laman ad-

misibles.

Supongamos que se quiere transferir el objeto de
control desde un estado inicial x (t;) = %o = (Xg1s +o+ Xon)
a un estado final x (t1) = x1 = (X175 «ves X7} de tal

manera que el valor del funcional J sea minimo,
Para ello debemos encontrar un control:

Ej_ a-u—j (t) j = 1’ 2’ sanas ro

E)

que minimice {(2).




Tal control se 1lama optimal y su trayectoria co-

rrespondiente a través de (1), trayectoria optimal.

Una condicidn para la optimalidad del par (x , v)
es el Principio del Mdximo de Pontryagin {1), cuyo enuncia-

do es el siquiente:

“Sea u (t), ty < t < ty , un control admisible tal
que su trayectoria correspondiente, que comienza en el pun-
to %, y pasa, en algin insténte ty, por un punto pertene
ciente a una recta :Ii. - Para que v (t} y x (t) sean
optimales es necesario que exista una funcidn vecterial con

tinua

W (t) = (?0 (t), ‘Fl (t)s cecane ¥ (t) -
correspondiente a v (t)'y x (t), tal que :
a) Para tedo t; t, <t <ty , la funcidn

H{p (t), x (t), u (t)) de la variable ue U |,

alcance su miximo en el punto u = v (t):

H (p (t), x (t), v (t)) =M (p (2}, x (t)).




b) En el instante final t1s Tas relaciones

1P() (tl) f_.o ’ M (IP (t]_)a x (tl) = 0

se satisfacen, donde

M (v (t), x (t) = sup H (p (t), x (t), u). "

ue u
Nota:

i) La funcion ¢ (t) = (¥, (t), ...., ¥,(t)) estd defi-

nida como solucidn del sistema:

(3) @ o _g of, (x(t), u(t)
dt a=0 oX4

1. = 1, 2,.. n.

donde u{t) es un Eontroi admisible y x(t) su tra-
yectoria correspondiente a través de (1)}, con con-
dicidn inicial *{t}) = x; .

ii) La funcidn H (¢ ,x , u) se define por:

H((t), *(t), u(e)) = T ¥ () Fx(E), u(B)),
R0



expresion que se puede escribir en forma de sistema:

(4) dxj . oH d¥j .. oH

= ; B ettt iﬁl’ 2’ anell

dt ¥4 dt X4

1lamado sistema Hamiltoniano.

Para valores fijos de x y de ¢, 1a funcién H es

una funcidn de ue€ U, (Para mayores detalles, ver [1}).

La sofucidn general del problema utiliza, enton-
ces, el sistema auxiliar de ecuacio?es (3), para definir
H a travds de (4), y encontrar u(t) que maximice H en
cada instante del tiempo.  Finalmente, se restuelve (1),

obteniendo asf 1a trayectoria optimal.

2.- Teoria de Probabilidades.

Definicidn 1.:

Sea (@, F, P) un espacio de probabilidades, es

decir, un espacio de medida finita con P(Q) = 1.




i) X:(Q, F} > (R, IB) es variable aleatoria si

X: @+ R es Borel medible,

i) X : (@, F) » (R", B(R")) es vector aleatorio

si para cada i =1, ....n,

pj 0X : @+ R es Borel medible.

(pi es 1a proyeccidn i-8sima sobre R).

Definicidn 2.:

Sea (9,F,P) espacio de probabilidades y T
un conjunto de Tndices, Se 1lama Proceso Ectocdstico a

una coleccién {xt}tET de vectores (variables) aleato-

rios (as) tales que:

Nota:

Una realizacion de un proceso {Xt} es el conjun-
=T

to de valores X; (w), w fijo en Q.

J—
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X‘t (“-’Aj

X (wo)

£
Dos realizaciones de un proceso.

Definicion 3.:

i) Cada variable aleatoria X induce sobre (IR, B) una

medida de probabilidad Py definida por:
Py (A)= P ({w /X (W) AN)= P(X"1(A)) cada A€ B
Px se 1lama distribucidn de X.

i1) Funcidn de distribucibn de una variable aleatoria X

es una funcion Fy : R +[0,1] definida por:

Fy (%) = Fy ( (==, x 1) x €R

Fy es mon6tona creciente y continua por la izquierda.
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Definicidn 4.:

Se 1lama esperanza de una variable aleatoria

X a la expresidn:
E(X) = foXdP = L, X dPy = [0 XdF,,
siempre que 1a ‘integral exista.

Definicién 5.:

Sea G sub-o-8lgebra de F y sea B fijo en F.
Llamamos probabilidad condicional de B dado 6 a la fun
cion medible:
P (B]6): (2,6) > (R,IB)
que satisface:

P(CNnB)= fc P (BjG) dP para cada CE G

Definicion 6.:

Sea X: (2, F) > (R , B) variable aleatoria




12.-

tal que E(X) existe y sea 6 sub-g-dlgebra de F.

.lamamos esperanza condicional de X dado G,

a la funcidn
E (X|6) : (2,6) » (R, B)
que satisface:
fc X dP =Jsp E(X[G) dP para cada C € 6.
Nota 2.:
La existencia y unicidad c.t.p. [P ] de estas dos
iltimas funciones puede ser demostrada utilizando el Teore

ma de Radon-Nikodym. (ver [2 1).

3.~ Ecuaciones Diferenciales Estocdsticas.

Definjcidn 1,:

Sea (Q, F, P) espacio de probabilidades y sean
X=hper » V= {Yt}t €T dos procesos estocasticos

definidos sobre 1.
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Diremos que:

m —

Y <=2 existe Q, € Q, P(2,) = o tal que
0 0

Xt ((ﬂ)=Yt (m) .,V weﬂ-ﬂo

Se observa que 9, no dependerd de t,

Definicidn 2. .

Seaf: RTxQ@xT» RV
Una R - solucidn (solucidn en realizaciones ) de 1a ecua-

cidn diferencial estocdstica:

dx =f (x, w, t)
dt
con condicidn inicial:
| xto =Xy 3 Xq vector aleatorio, *

! . !

es un proceso estocdstico X = {Xt}ﬁET que satisface.

-
i) _d -

"'H‘.E‘ Xt (0!) f (X(lﬂ,t),m, t)

) P (X =%p) =P ({ue o/, () =X}) = 1
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es decir, casi todas las realizaciones satisfacen la ecua

cion diferencial y Xt = Xg casi seguramente. (ver [31).
0

¥

Definicidn 3.:

Sean {Xtly e 1 » {Ztdy e 74 {ughy ¢ 1 procesos
estocdsticos ysea T=[tgp, t 1.

Una R~ solucidn de Ta ecuacifn lineal:
Xt = A X, +B(t) up + 2 con X, =X
t ! t to ]

dt

tiene la forma

Xi(w) = 0(t) X, (w) + Q(t) J’:O [0(s) 1-1{B(s) ug(w)+ Z ()} ds

VtET,VNEQ"QO.

donde Q(t) es 1a matriz fundamental, si se satisfacen las

siguientes condiciones:

1) Z{w,+) es continua para cada w € 9 - R0

2) |{Z{w,*)| es integrable en cada subintervalo compacto de T.
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3) u(w,*) es medible y acotada en t € T y continua, excep-

to en un nimero finito de puntos de T, para cada w € 200

4) B(t) continua y acotada en T (ver [41).
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II.- EL PROBLEMA

1.- Definicidn del Problema.

Se plantea una versifin estocdstica del Principio del
Maximo de Pontryagin, para el caso en que el proceso de

control es:

~ (1) _%%H_ =AX + By + 7 con X(o) = xg

donde:
A es una constante (no aléatoria)
B es una funcién de t € [0,T )
Z es una perturbacidn aleatoria, es decir, un pro-

ceso,

{Zt}te [0,T] , Zt : 2+R

Luego, 1a R - solucidn X es un proceso estocdstico

{X,}4 €10,T] y Tos controles admisibles funciones

u: @x[ 0, T1 =R,

E1 funcional a minimizar es el costo promedio de parada:




(2) E (é X(w,T) c constante dada.

Se buscard entonces, una condicidn necesaria para
la optimalidad de u{w,t), cuando se quiere minimizar la

esperanza de la solucion en realizaciones en el instante

de término T.

2.~ Supuestos y Controles Admisibles.

"2.1.- Supuestos.

Sea 2 es espacio muestral y sea I (t) o-ilgebra
minimal sobre la cual Z (*,t) es medible, para todo
T < t, es decir, I (t) es la 6-dlgebra generada por la
coTeccién{ZT}T <t Y 1a medida sobre (Q,2(T)), 1la

medida de probabilidad P,

Sobre {[0,T 1, B} consideramos 1a medida usual
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de Lebesque y en el espacio producto (@ x [0,T ],f) 1a
medida producto m, donde ¥ es la o-&1gebra minimal
sobre la cual Z(-,+) es medible. Naturalmente

Icz(T) xB.

Ademds se requiere Z(w,-) continua para cada
BEQ-Q , P (R)=0uy:
fg E |Z(t) dt <=

Por il1timo, B{-) debe ser continua y acotada en [0,T .

2.2.- Controles Admisibles.

i)} Cada contré? u(+,-): @ x[0,T 1 +R quedard deter~
minado por una particidn Q, de Q y una particién
Pp de [0,T 1 de manera que uf{w,+) sea escalonado,
excepto un conjunto dg medida de Lebesque nula y

u(-,t) sea simple para casi todo t € [0,T ] es de-
!

Sy ’ ,

cir, si .
. i

0n = {25152 y Pp= {Ij}?=1 » entonces

uf{w,t) = Z & uyj IQi XI; (w,t) para todo weE Q y

tJ
para casi todo .

te[0,T]}



19.-

con ujj constante, todo (i,J).

i1) | u(w,t)] <M todo we @, casi todo t €[ 0,T].

ii1) u(-,1) es medible en una sub-o~dlgebra Eu(t)c E(t),‘r < t.

YGraficamente™ un control admisible seria:

| ujj son los valores del con-
u .
o, Y 3 22 trol en cada rectdngulo Q4 x I
_ a Wy Wy, En t5, t1, to hay valores dis-
! | ~ tintos a los Ujze
o t. t, t, ¢
1, I,

Con estos supuestos y controles admisibles, 1a solucién

de Ta ecuacidn (1) es:

X(-at) = (xo + 5L @RS (B(s) u(-,s)+ 7(-,5)) ds)

1

para cada w € Q - Q5 y es Lebesgue integrable en [0,T].

Ademas
E] (X(t) | <= y cada t € [0,T 1]

y STOEPR®) | dt < e ver [ 51.
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3.- Controles perturbados.

Sea u {w,t) control admisiblearbitrario con trayecto-

ria correspondiente X(w,t).

a) Se define el control perturbado Uryg a través de la per
turbacion
T3] = {”11’ Gy, J1» k1> 115 & 8} de 1a manera

- siguiente:

{un (w,t) € G x Jp

11T | uet) s (@t) € (@6 x 9p)°

donde € y & son nimeros positivos arbitrarios y:

P{G1) < k3 § ;5 u(dy) £ 11e ; uy3 constante,

| u11 | < M. { p es medida de Lebesgue)

Con esta definicidn u, es admisible y su trayecto-

11
ria correspondiente estd dada por:
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( X(w,t) en (G; x [0,T1 U6y x Jy)
Xﬂll(w,t) =4 X1 (w,t) en Gy x Jy
\Xll(m,t) en G1 x J'i"
% e
x:4 l'
: X
X, : X
o ) ! —
34 o, J', t, J’:' T t

donde 3y= [ag, t11 ¢ d) = [0,ag 1 y 9} = [tg,T ]

y e

Xy (w,t) = Alt-aq) (X(w,a1) + ;:1 e'A(s-a1)(B(s)ul1 +
Z(1,5)) ds)u € G162 , P(6)) = 0, t € J.

fatont) = M0 ey + 8 A BsuGw,0)

+ Z(w,5)) ds) w € Gi-Gys P(Gy) = O, t € J7.

Xﬂll(-,t) es continua para todo t € [0,T i.
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b) 1) Cleulo de 670 X{wt) = X, (0t)- X(u,t)

(6o X(wst) = O en (6 x [0,T ]V (G x J;)

611 X(w,t) =163, X(w,t) en Gy x J;
\611 X(w,t) en Gl X JI
donde:

- 811 X(w,t) = X{; (w,t) - X(w,t)

811 X(w,t} = Xn(w,t) - X{w,t)

Claramente:

621 %({w,t) es continua para tode t € [0,T ].

i1) Cilculo de d &1 X{w,t).

t

. on
ASoX(w,t)4B(t) 8 ulw,t) en(6] x [0,T JU(Gy x J; )

11 -
_gi_ﬁ X(w,t) = AGil X(m,t)+B(t)6i1u(m,t) en 63 x Jy

04
9

Adyq X(w,t)+B(t)81 u{w,t) en Gy X
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donde
5, ulw,t) = 0 en (6§ x.0,T 1)u(6y xJ})
6 lu(w,t) = <81, ulw,t)= uz-ulw,t) en G x J;
O+
811 ulw,t)= 0 en G x Jp

0- +
y J, = [0,a1) 31 = (t1,T 1.

Mis brevemente:

s11 X(w,t) = AsY X(w,t)+ B(t) 611 u(w,t)
dt

salvo en un conjunto de probabilidad nula.;

Como funcidn de t, d 11X es continua excepto en los pun
dt
tos a1 y ty; graficamente la situacidon puede resumirse

como:
n w
X el
Woyy w
G| Kog | _Yag__ ]’
[ 9
X
) ' J, T
1< j<m .
c) Searwp, = {{ug;hois, 2 s Py s{ki}lfjjp'{lj}1<j§m’e’5}
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una perturbacion, donde:

ug; son constantes tales que ]u1j1 < M para todo par (i,j).

O =165 © g/p((-;il n 'Giz) =0, i1 # ip 5 i= 1,2,...,n}

pm ={Jj c[o0,T I/U(Jj N Jj2)= g, jl 7 JZ; J= 1,2,..,M}

1
ki constante positiva tal que P(G§) < ki8, 1= 1,.... n.

14 constante positiva tal que u(Jj) <156 5 = Lheeao m

€ y § niimeros positivos arbitrarios.

Entonces el control perturbado

(T u.. 1 (w,t) (s,tY € U (65 x J5)
1,5 0 Gy i Y
Ug (5] =9
c
u{w,t) (w,t) € (U (65 x J4))
\ iy
es admisible y su trayectoria
s = ‘ » SEME XL (w,t ’
x“nm(w t)= X(w,t) II(m )1fj 1J(m )IGix 3 (wyt)

+1'§j x'ij ((ﬂst)lﬁix Jg(m’t)
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n n -

donde I = {(U &,) x [0,T1) U {(111 G;) x J;1}
1

es continua para todo t € [0,T }.

Ejemplo:

. \3\\\\\}\\\ \\\3 T
\ I 3\\\\\\§ \_“5_\'5
'\\ \"i‘ g \\\(“i\ﬁ‘i‘“\ \\‘m

3

En la regidn achurada el control es u y la trayectoria, X,

Nota:
Hay que recordar que cada x'ij y cada xij son soluciones
de la ecuacidn diferencial para todo w € 3 , excepto en Tlos

conjuntos Géi y Goi respectivamente, conjuntos que no dependen

15234
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de Tos intervalos Jj y JE, con P(Gai) = P(Goi) =0, y 1.

Luego 1a R=-solucibn X_ (w,t) es solucidn de la ecuacidn
nm

(1} con el contrel perturbado u_ (w,t) para todo
nm

n
we2 - (U (6;UG,;))
'l=

1

La diferencia X (wyt) = X{w,t) = va X(w,t) es
nm
también continua en t y satisface la relacidn:

(3) _gf §M X{w,t) = A 6™ X(w,t) ¥ B(t) 6™ ufw,t)

d_ "M X(w,t) es continua en t, excepto en los puntos
dt .

al Y tl’ Tsseasssnssa am,tm

donde Jy =l[aj, tj1 ¥

8™ u(w,t) = 0°11(w,t) +

z (u.. - ulw,t)l {w,t)+ T 01 £wst)
.i’j TJ Gix Jj -i’j GiXSj
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E1 Principio del Maximo.

4.1,- Definiciones Preliminares,

Supongamos que existe un control admisible u
que es optimal para el problema, esto es, que minimiza
el costo esperado (2) cuva trayectoria correspondiente

es X.

Definicion 1,.:

Se define la variable auxiliar p(t) como

solucidn de 1a ecuacidn diferencial.

(4) p(t) = -__gx_ (AX(t) + B(t) u + Z(t})) p(t)
= -Ap(t) con p(t) = c.

Entonces 1a tinica solucidn:

~A{t-a) " TInc

p(t) = e cona="T+

es continua y acotada en t € {0,T 1 y no depende de w.
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Definicidn 2.:

Se define ahora, para cualquier control

admisfbie 0 y cualquier trayectoria X, la funcidn:

H(X,u,p) = p{AX + BU + 7)

de manera que para cada par (w,t) se tiene:
E(X(w0,t),8(w,t),p(t)) = p(t) {AX(w,t) + B(t)l(w,t)+ Z(w,t)}

Entonces H estd bien definida y es Lebesgue integrable
para cada w € Q - Q, y satisface:
T

(8 s

o EIH(X(E), G(e), p(e)] dt <o

En efecto, siendo 4 admisible y X Lebesgue integrable,
AX +Bl + Z es integrable en {0,T 1. Ademds p(t) es in
tegrable y finita; Tuego H(X{w,*), G(w,-), p(+)) es

integrable para cada w€ Q - Qq.

Nota:

Si u es optimal y g es cualquier control




admisible con trayectorias X y X respectivamente,

entonces:
(6) Fc & XT =EcX-E¢c X% > 0

Esta diferencia es el aumento del costo

debido a un control perturbado. 1:

- Definicibn 3.:

Sea D€ I(T) y £y < t, . Llamamos rec-

tangulo admisible a un rectdngulo R de 1a forma:
R=D x{[t), tp 1= N}
donde N tiene medida de Lebesgue nula.

Definicién 4,:

Sea A€ I, m(A) # 0. Diremos que A es

singular si :

1: Siendo Los contrnofes admisibles escalonades e.Z.p.,
cualquien control admisible puede considerarnse como
el pertunbado de otro.
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i) existe una sucesidn creciente {Ajlnen » Ap €%
para todo n tal que U An = A
neEN
ii) Para todo n € N y para todo rectdngulo admisible

R tal que RCA, , se tiene m(R) = 0,

4.2.— EI TEOI"ema.

- En este torema se expresa la condici6n necesa~
ria para un control optimal cuando los controles admi
sibles son escalonados. La utilizacion de un proce-
so de control que se caracteriza por una ecuacidn di-
ferencial Tineal simplifica en algin sentido el pro-
blema, pero la condicidn misma se mantiene si se utili

za un proceso del tipo:

1
. dXg 2 oryd . 0 i

|

H

cons

PO (w,0) = %) = 1

bajo ciertas restricciones para f. (Por ejemplo: Lips-

chitziana).
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Teorema 1.~
Si U con trayectoria X es optimal para el pro

- - - ~
blema, entonces para cualquier control admisible u, se

tiene:
(7) EQH(R(w,t),Tlw,t),p(t)) | 2_(£))<E(H(R(w, t),0 (0, £),p(£) [ 5y (t))
u
salvo en conjuntos singulares o de medida nula.

Demostracion:

a) La demostracidn requiere en primer lugar
del cdlculo del aumento del costo debido a un control

perturbado.
Sea 9=U +81u s X=X+6¥%
Por defjniciéﬁ:‘

H(X + oY , U + &u, p) = p (A(X + 6X)+ B(U + 8u) + 7)

Entonces:

1) H{{X + X)(w, ), (U + 6} (w,t),p(t))-H{X(w,t),u{w,t).p(t))
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= p(t) { A 6X(w,t) + B & (0,t)}
= p(t)_d &K (w,t) por (3)

dt
Ademds,por desarrollo de Taylor,se tiene:
1) H((X + 8X) (w,t), (u + su)(w,t), p(t))
= H(-x—(m‘!t)’(.u_ +6m(m’t)ap(t))+ d H(Y(w,t),(m‘ﬁm (w't)p(t)°6i-(wst)
“dx
= H(X(w,t},(u + 6@(w,t),p(t))-(g_t p(t)): X (w,t)
De i) y ii), resulta:
H{w,t) = H(X(w,t), (@60 (0,£),p(£))-H(K(w, ), 0w, 1) ,p(t))
=d t) 8X (w,t t) d &% (u,t
'&'Ep() (w)+p()_a_t_ (wyt)
Tuego:

IZ Hlw,t) dt = S1 d_{p(t) &X(w,t)} dt = pT)* &¥(w,T)
dt

recordando que &X{w,0) = 0
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Entonces:

(8) Ec &X (w,t) = E fz sH{w,t) dt, puesto que
p(T) = ¢
b) Sea A un conjunto no singular sobre el cual no se

cumple (7). Entonces existe un control perturba-

do U+ 6u que difiere de U solo en A y tal que:
E(sH(w,t)] £ (t)) <0 en A

Sea Ap= {{w,t)/E(SH(wt)| I (t)) <-1 } , neEN

n
{Apln € es una sucesidn creciente y se ve facilmente
que: ‘

U A = A
_nem"

Siendo A no singular, existe nj; €N tal que Ano >R, R

" admisible y m(R) # O.

Para p = llnd, existe una perturbacidn admisible 6ﬁb

que difiere de u solo enp y tal que:
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E(GHp (wst) [ E:': (t)) <-p en R
u
(Esto es posible dada 1a definicidn de control admisible).

Observamos que las secciones izquierdas Ry,

t€[0,TJ, de R son I_ (t) medibles para cada valor de
u

t,pues E(GHp(m,t)I L_ (t) es una funcién I_ (t) medi-
u

u
ble para cada t.

Por (5), se verifica el corolarioc del Teorema de
Fubini y podemos intercambiar 1a esperanza con el signo

de integral; luego:

E f3 Hylu,t)dt = S E(si(u,t)dt = s (ARIICR) cuj dt =

t
2 1y (fp, EUH, )] B (6NeP) at

T ,
<=-p fo (th dP} dt =-p m(R) < ©

puesto que m(R) # 0.
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Esto significa que:
Ec 6% {w,t) < 0 por {8),

1o que contradice la optimalidad de u,

c.q.d.
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11I.- EJEMPLO:

Sea {21.'}{_%5‘1:5:l~ un proceso distribuido normalmente con me-

dia cero y varianza K t%, K constante, - 1<a<0.

Sea {Xt}0§p<T solucién de 1a ecuacidn diferencial estocds

ticar

(1) dXg .

con condicidn .inicial P(Xy{w)= 0) =1

Los controles admisibles aquellos escalonados c.t.p

tales que | u | < 1.

E1 funcional a considerar serd:

(2} Ec XT con ¢ =1

(t-T)

Entonces la variable auxiliar es: p(t) = e y

H{X(w,t)s ulw,t),p(t))= elt=T) {-X (u)+ sen t ug(w) +Z¢ (w)}
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La R-solucidn es:

="tt s -tt S
xt e fo e> sen s ug ds + e Jg e Zs ds

para casi todo t.
y:
-e(t-T) Xe = -eT { IE e sensugds + fg e> Z_ds}
Lueqgo:
(3) E( H(Xg»ups p(t)) | 2, (L)) =
-] t S t s
- {E(Io eS sen s ug ds | %,(t)) + E(fO e Zg ds|I,(t)} +

+ e(t'T){E(ut sen t]Eu (£)) + E{Z¢ ]2, (EN)) =

eT {E(et ug sen t -fg eS ug sen s dslzu(t))+E(et Zt-fges stslzu(t))]

Puesto que (et utisent -!; e u_ sen s) dgpende de 1a fun-

s
cién (sen t + cos t) se propone como un posible control opti-




38.-

- sgn (sen t + cos t} we€ Q,t# 2kt 3T -0 2.4
4 My RN
u{w,t) = '
- sgn (sen T + cos°T) weQt=(2k+ 3 024
-—---————-—4 » se

Te(2k s r , (2K 3)171

y I, (t) ={a ,¢} cada t€[0,T].
- a) te (0, 3r 1
T

u= -1
X, = e~ 1 o5 sen s ds
t o

= -1/2 (sen t - cos t + eF)
EX
Foa-0,r5

b) te (3r, 701
=z T

u=+1

EX; = e~(t=37/4) (pxs, + f;ﬂ.e"(s‘3"/4) sen s ds)
ER




= g-(t-37/4) EX31T + 1/2 (sen t- cos t- /E'e'(t's"/4)]
iy
EX7H = - 0,77
T

11ln —
c) te (. ]

=1
EX, = o= (t=7n/4) B, - f; o(S=77/8) (en < ds
T
= e'(t'7"/4)EX7ﬂ- 1/2 {sen t - cos t +/2 e'(t'7"/4))

e

d) Las trayectorias esperadas se siguen construyendo en
forma andloga a los casos agqui presentados.

(Se acompafia grifico de EXt).

Supongamos ahora que T (momento de parada) es tal que:

T T T

39.~
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Sean {i control admisible arbitrario y X su trayectoria co-

rrespondiente a través de (1),

Veremos si se cumple EiT -EXr> 0
EiT = e T (fg eS sen s E{lig) ds )
EXT = e~(T-7n/4) EXor = e~ (T-77/4) f;” e(s=77/%) sen s ds.
(4) EX; - Exp = e ' € £77/%eS sen E(ig)ds-EX_ +/T eS i
T - By = ("1 e> sen tig)ds-E 7“+f7ﬂe sen s{E{{lig)+1)ds}
-y
(s=7n/4)

. e-(T"7ﬂ/4){E(§Z£}—E(XZE}+ f;ﬂe sen s (E(fig)+ 1) ds}

4 4 T

Tn

sen s{E(U)+1) ds< e(T"7"/4)(sen T-cos T)+/2

T
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Compararemos EX7fr con Ex?n
K3 T

o _ =t .t g ~
EXp =e " f, e sens E(lig) ds
Ext =--e-'t fg sen s ds

EXy = EXt = -t f: e sen s (E(ﬁs) + 1) ds

Pues:

0< J'E e sen s (E(Ug)+ 1) ds < (sen t- cos t + e~t)

e

D) site G, ‘ f

EX = e-(t-3“/4)E§ + e (E30/8) (b o(s=31/4) gen s (E(¥g)ds
3n 3n
T i




42,

Eft- EX¢ = e"(t“3”/4)(E23ﬂ-EX3“) + e'(t"3"/4)f§ﬂe(5‘3“/4)sen s(E(lig)-1)ds
1 7 v

Se tiene -2< E()-1< 0

Supongamos los casos extremos en que:

a
y:
Eiig) - 1 = 22
Entonces:
. ~ I -
EXzp - EX, = et e(s 3n/4) sen s (-2) ds
ws —ir- 3
-

- e (e"(~/2) - V2)

VYZ{1+eT™) >0

|
Resulta, entonces que (4) es positivo o hu1o, 1o que signi-
|

fica-que el control u propuesto y su trayectoria correspondiente

X, son optimales.




43.-

En cuanto a 1a varianza de la trayectoria Xt, podemos decir
que si pg. = coeficiente de correlacidn entre Z. y Z_, se elige

como:

~{T-s)
Pgy = € Z

entonces Var Xt es decreciente del orden de t e'Zt.

E1 coeficiente de correlacidn expresa el grado de correlacidn
entre dos variables:

i} -~1¢ <1

pST

i1) Los valores 1 y -1 expresan total correlacidn (positi-
va o negativa) y el valor 0 expresa la ausencia de co-

rrelacion.

Como:

) f
g2t fg Ig es e Cov(Zg,Z)ds-dt t>t>s>0

Var xt

= =2t f; f: ¢S ef e (TS)e ¢ . 0/2 /2 4g o
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<K - et + 1))

donde Cov (Zg, ZT) = pgr vVar Zg Var Z_ es la variacién con-

junta de ambas variables.

Siendo Var xt decreciente, es claro que los valores de Xt

se acercarin cada vez mis a EX;.
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