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ESTUDIO DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN Y EQUILIBRIO SOBRE
UNA RED DE PRODUCCIÓN ELÉCTRICA

Este trabajo de tesis se contextualiza en un mercado eléctrico que cuenta en una primera
instancia con tres puntos de producción los cuales utilizan distintas tecnologías con sus res-
pectivos costos y tienen la posibilidad de complementarse unos con otros pues se encuentran
conectados con el fin de enviar y recibir energía eléctrica si así fuese necesario. Se estudia la
segunda etapa de un sistema de subasta, en el cual un Operador de Sistema Independiente
está encargado de planificar la elección de recursos y la gestión de transferencia de energía
entre los nodos a costo mínimo. Para esto se define el problema de optimización correspon-
diente y se desarrolla un algoritmo capaz de encontrar una configuración que minimice el
costo total del sistema en una versión simplificada que será la base del algoritmo principal
que dará lugar a la solución del problema general. Dentro de los supuestos está la existencia
de pérdidas en los envíos, pues dadas las características inherentes de la energía eléctrica es
fundamental esta consideración para la precisión de esta investigación.

Para el desarrollo de este algoritmo se utiliza la idea de los vasos de agua, primero en una
versión sin pérdidas en los envíos y posteriormente agregando este supuesto. Además, se
presentan ejemplos gráficos de diversas instancias con el objetivo de proporcionar una com-
prensión visual adecuada. Junto a esto se entregan resultados relacionados con la optimalidad
del problema analizado, dentro de los cuales se demuestra detalladamente la exactitud del
algoritmo.

Posteriormente se analiza una derivación de este problema en la cual se considera la existencia
de un nuevo nodo, llamado satélite, que está conectado sólo a uno de los otros tres nodos
principales. Al igual que los demás, éste es capaz de producir y recibir energía eléctrica. De
una manera similar al problema inicial, se modela esta situación y se desarrolla un algoritmo
capaz de encontrar una planificación de costo mínimo.

Por último, se estudia un sistema más general con una cantidad cualquiera de satélites para
los tres nodos, y al igual que los problemas anteriores se modela la situación y se desarrolla
un algoritmo que encuentre una programación a costo mínimo.

En las conclusiones se introduce el problema de la intermitencia, el cual se contemplará para
un trabajo futuro.
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1. Introducción
En la actualidad, la diversificación de fuentes energéticas y la búsqueda de soluciones más
sostenibles y económicas han adquirido una importancia creciente en la planificación y ges-
tión de los sistemas energéticos. Una cuestión elemental es la búsqueda de la producción,
a menor costo, de la energía necesaria para satisfacer un país o región. El presente trabajo
se centra en analizar un sistema de flujo energético que se inspira en el caso chileno y está
compuesto por tres nodos principales: Norte, Sur y Centro. Cada uno de éstos nodos tiene
necesidades distintas (la demanda de los consumidores) y capacidades de producción especí-
ficas para producir energía. Consideraremos que la producción energética involucra distintas
tecnologías, por ejemplo energía solar, carbón y gas.

El sistema empleado es uno de subastas, el cual en una primera instancia los agentes de
producción (en este caso, los nodos) entregan información para la distribuir los materiales de
producción, y otro donde una entidad se encarga de aplicar un programa de costo mínimo.
Este trabajo se ubica principalmente en la segunda etapa.

El objetivo principal de este estudio es desarrollar un algoritmo que resuelva un problema
de optimización matemática: minimizar el costo total de las producción del sistema, que sea
capaz de satisfacer la demanda. Se tendrán en cuenta las diferencias en los precios de los
materiales y los flujos posibles entre los nodos, así como la capacidad de producción en cada
uno de ellos. La energía solar, que se considera de costo cero, juega un papel fundamental
en este análisis, pues su costo nulo para la producción resalta su papel como una fuente de
energía sostenible y económicamente atractiva. En contraste, las fuentes de energía como el
carbón o gas, siendo más costosos, actúan como fuentes complementarias. En resumen, el
enfoque de ésta investigación gira en torno al desarrollo de un algoritmo de optimización
matemática. Este algoritmo se propone como una herramienta fundamental para abordar el
problema de encontrar una producción eficiente y rentable, capaz de satisfacer las deman-
das de todos los intereses. Este estudio contribuye al campo de la investigación en sistemas
energéticos al proporcionar una herramienta analítica y metodológica para la gestión y opti-
mización de sistemas de flujo energético con múltiples fuentes y restricciones, tal como lo es
un algoritmo.

La motivación principal para el desarrollo de este algoritmo es la dificultad para resolver
este problema con los métodos convencionales de programación dirigidos a optimización. Tal
como se observa en [7] y [9], los algoritmos utilizados para este tipo de problemas requieren un
punto de partida a criterio de la persona de interés, que posteriormente se actualiza en cada
paso con el fin de encontrar la solución más cercana. Esto usualmente genera dificultades pues
las soluciones entregadas pueden variar dependiendo de éste punto inicial y de esta manera
ser ineficientes y poco concluyentes. Es por esto que una vez modelado nuestro problema
de optimización, se lo intentó resolver de ésta manera y fue fácil observar que si bien se
encuentra una solución, tal como se podría esperar, depende del punto de partida y además
no entrega un mínimo global. Esto es esperable acorde a la teoría pues los problemas con
costos cuadráticos no suelen comportarse de manera sencilla.

Dado esto, la idea principal de éste algoritmo es que sea capaz de solucionar el problema en
cuestión en una cantidad finita de pasos y sin depender del punto inicial elegido.
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En la formulación se asume por simplicidad la linealidad de las pérdidas, pues para utilizar
estos en forma cuadrática se requieren ajustes de parábola que no eran relevantes en este
trabajo, sin embargo es posible extender este algoritmo a estas condiciones. El producto final
es una serie de diez pasos de simple ejecución para cualquier herramienta computacional, lo
cual es una gran ventaja pues no tiene una alta complejidad. Además utiliza un punto inicial
fijo, que es el agotamiento de todo el recurso renovable.

En el futuro se abordará el desafío de la intermitencia, un fenómeno natural que puede afectar
la accesibilidad de los recursos, como en el caso de la presencia de nubes que obstaculizan
la radiación solar. La disponibilidad de los medios de producción deja de ser constante o
uniforme, lo que agrega una dificultad al ISO, pues la producción de energía a través de
fuentes como la solar puede variar de manera impredecible debido a situaciones climáticas
cambiantes.

El análisis de la intermitencia en la generación de energía es un tema crucial que requie-
re soluciones innovadoras. Esta investigación introduce de manera amplia propuestas para
abordar la variabilidad en la producción de energía.

Comparación con la literatura La estructura de red que se utiliza en esta investigación
proviene del artículo Monopolistic competition in electricity networks with resistance losses [2].
En dicho trabajo se puede observar un análisis de un problema similar a éste, en el contexto de
un mercado eléctrico que cuenta con un Operador de Sistema Independiente (ISO), aunque en
[2] no se utilizan pérdidas lineales, si no cuadráticas. El articulo [2] se centra en el estudio de
subastas energéticas y muestra que la existencia de pérdidas (cuadráticas) genera un mercado
imperfectamente competitivo. En el presente trabajo nos enfocamos únicamente en la etapa
posterior a la subasta energética, una vez que el ISO tiene conocimiento de las funciones
de costo de cada uno de los productores, con el fin de generar un algoritmo que resuelva el
problema de planificación.

En al artículo Some Remarks on Line Loss and Procurement Auctions [4] se estudia, al igual
que nosotros, el problema de planificación del ISO. La principal diferencia es que en [4] se
plantea el problema dual de planificación y se desarrolla un algoritmo dual, mientras que
en este trabajo se aborda directamente el problema primal y un correspondiente algoritmo.
Otras pequeñas diferencias incluyen las funciones de pérdida consideradas, la inclusión de una
capacidad máxima de producción en cada nodo, lo que requiere determinar las condiciones
bajo las cuales el problema es factible y tiene solución (ver hipótesis (ℋ) en la Sección 2.2) En
este trabajo se desarrolla un algoritmo que resuelve directamente el problema primal, siendo
esta la principal diferencia entre ambos. Además, este trabajo se enfoca en una estructura
particular centrada en tres nodos y que se puede generalizar al caso de satélites de forma
relativamente sencilla.

Las tecnologías de producción consideradas y las funciones de costo (modeladas como fun-
ciones lineales por trozos) se basan en las utilizadas en el artículo Pollution regulation for
electricity generators in a transmission network [3]. En dicho trabajo se considera un en-
foque medioambiental y se estudia el problema del ISO que busca incentivar la producción
energética mediante el uso de energías limpias y sostenibles. Si bien en esta investigación no
se adentra en las complejidades relacionadas con estas fuentes, como la intermitencia y su
impacto en los mercados eléctricos, se puede reconocer que es un área de interés y se deja
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abierta la posibilidad de explorar estas cuestiones en futuras investigaciones (ver Sección
4).

En resumen, este trabajo se cimienta en una estructura de red sólidamente establecida, de-
rivada del artículo [2], la cual se adaptó para resolver el problema de planificación del ISO
en la etapa posterior a la subasta. A diferencia del enfoque en [4], el problema trabajado en
esta investigación aborda de manera directa el problema primal. Además, el enfoque en una
estructura de tres nodos, generalizable a escenarios mas amplios muestra la versatilidad de
ésta propuesta. El uso de las tecnologías de producción y funciones de costo, inspiradas en
[3], muestran la conexión con enfoques medioambientales, dejando espacio a futuros desarro-
llos. Por último, otro análisis relacionado con sistemas de subasta se encuentra en la tesis
de magister Modeling and analysis of electricity auctions [8], el cual también se encarga de
desarrollar y analizar algoritmos aplicables en mercados de electricidad.
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2. Problema de transmisión eléctrica
El problema general está contextualizado en un mercado eléctrico inelástico que busca satis-
facer un esquema de 𝑛 nodos, cada uno con capacidad de producción propia y con la opción
de enviar un flujo 𝜙𝑖𝑗 de un punto 𝑖 a otro punto 𝑗 con sus respectivas pérdidas. Se forma
así un grafo conexo con aristas en [𝑛] × [𝑛]. Los costos de producción 𝑐𝑖 para un nodo 𝑖 son
funciones lineales a trozos, de manera que el costo total del sistema será 𝐶 = ∑𝑖 𝑐𝑖(𝑞𝑖), donde
𝑞𝑖 representa la producción del nodo 𝑖. Éste sistema esta bajo la autoridad de una central,
referenciada como ISO (Independent System Operator), la cual se encarga de redistribuir la
producción.

2.1. Problema de tres nodos y reducción a grafo dirigido
El objetivo principal de esta investigación es encontrar la solución óptima para 𝑛 = 3, donde
los nodos serán norte, sur y centro, de manera que cada uno tiene la capacidad de producir
cierto material y enviarlo a otro nodo si es necesario. Esta simplificación del problema se
sustenta en que el mercado eléctrico de Chile puede representarse a grandes rasgos como uno
compuesto por tres nodos principales. En la Sección 3 abordaremos el problema en el cual
estos tres nodos principales pueden abastecer a nodos satélites, lo que permite representar,
en el contexto chileno, una red mucho mas general.

Consideraremos que la producción de energía se hace mediante tres materias primas tres
materias primas, una energía renovable de costo nulo, carbón y gas. Dado esto, para cada
𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶} se definen los siguientes parámetros y funciones de costo:

𝑐𝑖(𝑞𝑖): costo de producir una cantidad
𝑞𝑖 de material en el nodo 𝑖.

𝐷𝑖: cantidad de material demandado en
el nodo 𝑖

𝑄𝑖: capacidad máxima de producción
en el nodo 𝑖.

𝜋𝑖: Cantidad total de material produci-
do en el nodo 𝑖

𝜙𝑖𝑗: Flujo de material desde el nodo 𝑖 al
nodo 𝑗.

𝑃𝑖: Cantidad total de material disponi-
ble en el nodo 𝑖, es decir 𝑃𝑖 = 𝜋𝑖 +
∑𝑘∈{𝑁,𝑆,𝐶} 𝜙𝑘𝑖

𝑟𝑖𝑗: factor de pérdida del flujo 𝑖 → 𝑗.
Se considerará que la pérdida produci-
da por cada flujo está dada por 𝑟𝑖𝑗𝜙𝑖𝑗
en el nodo receptor.

Se busca minimizar el costo total de producción, es decir la función

𝐶(𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶) = ∑
𝑖∈{𝑁,𝑆,𝐶}

𝑐𝑖(𝑞𝑖)

Se observa un problema de optimización sobre un grafo bidireccional [10] [11], tal como se ve
en la Figura 2.1.
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S

𝑄𝑆, 𝐷𝑆

N

𝑄𝑁 , 𝐷𝑁

𝜙𝑁𝑆 𝜙𝑆𝑁 C 𝑄𝐶, 𝐷𝐶

𝜙𝑁𝐶𝜙𝐶𝑁

𝜙𝑆𝐶

𝜙𝐶𝑆

Figura 2.1: Sistema principal a resolver

Las restricciones para este problema son las siguientes:

Satisfacer demandas:

𝐷𝑖 = 𝑞𝑖 − 𝜙𝑖𝑗 − 𝜙𝑖𝑟 + 𝜙𝑗𝑖(1 − 𝑟𝑗𝑖) + 𝜙𝑟𝑖(1 − 𝑟𝑟𝑖) 𝑖, 𝑟, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ∉ {𝑟, 𝑗}, 𝑟 ≠ 𝑗

El nodo 𝑖 envía y recibe flujo desde 𝑗 y 𝑟. El flujo entrante está dado por 𝜙𝑗𝑖(1 −
𝑟𝑗𝑖) + 𝜙𝑟𝑖(1 − 𝑟𝑟𝑖), pues 𝑗 y 𝑟 envían 𝜙𝑗𝑖 y 𝜙𝑟𝑖, respectivamente, para que 𝑖 reciba
𝜙𝑗𝑖(1 − 𝑟𝑆𝑁) y 𝜙𝑟𝑖(1 − 𝑟𝑟𝑖) debido a las pérdidas. Por otro lado, el flujo saliente de 𝑖
está dado por 𝜙𝑖𝑗 + 𝜙𝑖𝑟. De esta manera, la cantidad total de producción disponible
para 𝑖 está conformada por su producción total 𝑞𝑖, habiéndole restado el flujo saliente
y sumado el flujo entrante, considerando las pérdidas.

Respetar capacidad de producción:

Para cada nodo 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶} la producción debe ser no negativa y no puede superar
el máximo de su capacidad 𝑄𝑖, es decir:

𝑞𝑖 ∈ [0, 𝑄𝑖] ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}

Flujos no negativos: dado que poseemos ambas variables, 𝜙𝑖𝑗 y 𝜙𝑗𝑖, se considerarán sólo
valores positivos o nulos, así 𝜙𝑖𝑗 ≥ 0, ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗

De esta manera, el problema de optimización a resolver es el siguiente:
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(𝑃 ′) mín 𝑐𝑁(𝑞𝑁) + 𝑐𝑆(𝑞𝑆) + 𝑐𝐶(𝑞𝐶)
s.a. 𝐷𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶 + 𝜙𝐶𝑁(1 − 𝑟𝐶𝑁) + 𝜙𝑆𝑁(1 − 𝑟𝑆𝑁)

𝐷𝑆 = 𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆) − 𝜙𝑆𝐶 + 𝜙𝐶𝑆(1 − 𝑟𝐶𝑆) − 𝜙𝑆𝑁
𝐷𝐶 = 𝑞𝐶 + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟𝑁𝐶) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑆𝐶) − 𝜙𝐶𝑁 − 𝜙𝐶𝑆
𝑞𝑖 ∈ [0, 𝑄𝑖] 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝜙𝑖𝑗 ≥ 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶} 𝑖 ≠ 𝑗

Se presenta a continuación un resultado que nos ayudará a obtener la solución a este proble-
ma

Proposición 2.1. Sea 𝑞 = (𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑆𝑁 , 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝐶𝑁 , 𝜙𝑆𝐶, 𝜙𝐶𝑆)𝑇 un punto óptimo
de (𝑃 ′). Luego si para algún 𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶} con 𝑖 ≠ 𝑗, 𝜙𝑖𝑗 > 0, entonces 𝜙𝑗𝑖 = 0.

Demostración. Sea 𝑞 = (𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑆𝑁 , 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝐶𝑁 , 𝜙𝑆𝐶, 𝜙𝐶𝑆)𝑇 un punto factible de
(𝑃 ′) tal que 𝜙𝑖𝑗, 𝜙𝑗𝑖 > 0 para algún 𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗. La idea de la demostración es
buscar otro punto ̂𝑞 factible para (𝑃 ′) que tenga un menor valor para la función objetivo de
(𝑃 ′). Sea 0 < 𝜀 < mín {𝜙𝑖𝑗,

𝜙𝑖𝑗
1−𝑟𝑖𝑗

}. Se define entonces

̂𝜙𝑖𝑗 = 𝜙𝑖𝑗 − 𝜀

̂𝜙𝑗𝑖 = 𝜙𝑗𝑖 − 𝜀(1 − 𝑟𝑗𝑖)

̂𝜙𝑟𝑠 = 𝜙𝑟𝑠 ∀𝑟, 𝑠 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶} tal que {𝑟, 𝑠} ≠ {𝑖, 𝑗}

̂𝑞𝑖 = 𝑞𝑖 − 𝜀 + 𝜀(1 − 𝑟𝑗𝑖)2

̂𝑞𝑗 = 𝑞𝑗

̂𝑞𝑟 = 𝑞𝑟 𝑟 ≠ 𝑖, 𝑗

Notemos que 𝜀 se puede escoger de manera tal que 𝑞𝑖 > 𝜀 − 𝜀(1 − 𝑟𝑗𝑖)2 De esta manera, ̂𝑞 es
factible. En efecto, si 𝑟 ≠ 𝑖, 𝑗, las demandas se satisfacen

̂𝑞𝑖 − ̂𝜙𝑖𝑗 + ̂𝜙𝑗𝑖(1 − 𝑟𝑗𝑖) − ̂𝜙𝑖𝑟 + ̂𝜙𝑟𝑖(1 − 𝑟𝑟𝑖) = 𝐷𝑖
̂𝑞𝑗 − ̂𝜙𝑗𝑖 + ̂𝜙𝑖𝑗(1 − 𝑟𝑖𝑗) − ̂𝜙𝑗𝑟 + ̂𝜙𝑟𝑗(1 − 𝑟𝑟𝑗) = 𝐷𝑗
̂𝑞𝑟 − ̂𝜙𝑟𝑖 + ̂𝜙𝑖𝑟(1 − 𝑟𝑖𝑟) − ̂𝜙𝑟𝑗 + ̂𝜙𝑗𝑟(1 − 𝑟𝑗𝑟) = 𝐷𝑟

al igual que las cotas de la producción 𝑞𝑖, pues observamos que 𝜀 − 𝜀(1 − 𝑟𝑗𝑖)2 < 𝑞𝑖, entonces
̂𝑞𝑖 > 0. Además

̂𝑞𝑖 = 𝑞𝑖 − 𝜀 + 𝜀(1 − 𝑟𝑗𝑖)2

= 𝑞𝑖 − (𝜀 − 𝜀(1 − 𝑟𝑗𝑖)2) < 𝑞𝑖 ≤ 𝑄𝑁

Por último
̂𝑞𝑗 = 𝑞𝑗 > 0

̂𝑞𝑟 = 𝑞𝑟 > 0
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Luego, como ̂𝑞𝑖 = 𝑞𝑖 − (𝜀 − 𝜀(1 − 𝑟𝑗𝑖)2)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
>0

< 𝑞𝑖, ̂𝑞𝑗 = 𝑞𝑗 y ̂𝑞𝑟 = 𝑞𝑟 entonces

𝑐( ̂𝑞𝑗) + 𝑐( ̂𝑞𝑖) + 𝑐( ̂𝑞𝑟) < 𝑐(𝑞𝑗) + 𝑐(𝑞𝑖) + 𝑐(𝑞𝑟)

De esta manera, con la Proposición 2.1 es posible observar que el problema presentado en la
Figura 2.1 tendrá una solución dada por uno de estos dos grafos, donde en la izquierda se
asume que 𝜙𝑁𝐶 = 0 y ésta variable se elimina del problema de optimización, mientras que
en la derecha se hace lo mismo con 𝜙𝐶𝑁 .

S

𝑄𝑆, 𝐷𝑆

N

𝑄𝑁 , 𝐷𝑁

𝜙𝑁𝑆 𝜙𝑆𝑁 C 𝑄𝐶, 𝐷𝐶

𝜙𝐶𝑁

𝜙𝑆𝐶

𝜙𝐶𝑆

S

𝑄𝑆, 𝐷𝑆

N

𝑄𝑁 , 𝐷𝑁

𝜙𝑁𝑆 𝜙𝑆𝑁 C 𝑄𝐶, 𝐷𝐶

𝜙𝑁𝐶

𝜙𝑆𝐶

𝜙𝐶𝑆

Figura 2.2: Posibles soluciones de (𝑃 ′)

Por lo tanto, una manera de encontrar el punto óptimo de (𝑃 ′) es resolver el problema de
optimización dado por estas dos situaciones y elegir aquel que entregue la menor función
objetivo. A su vez, se puede utilizar el mismo razonamiento para estos dos problemas: su
solución estará dada con un flujo 𝜙𝑆𝐶 > 0 y 𝜙𝐶𝑆 = 0 o viceversa. Para el caso del primer grafo
de la Figura 2.2 se puede resolver su correspondiente problema de optimización, encontrando
la solución entre las situaciones dadas por los siguientes grafos:
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S

𝑄𝑆, 𝐷𝑆

N

𝑄𝑁 , 𝐷𝑁

𝜙𝑁𝑆 𝜙𝑆𝑁 C 𝑄𝐶, 𝐷𝐶

𝜙𝐶𝑁

𝜙𝐶𝑆

S

𝑄𝑆, 𝐷𝑆

N

𝑄𝑁 , 𝐷𝑁

𝜙𝑁𝑆 𝜙𝑆𝑁 C 𝑄𝐶, 𝐷𝐶

𝜙𝑁𝐶

𝜙𝑆𝐶

Figura 2.3: Posibles soluciones para el grafo de la izquierda de la Figura 2.2

Luego, la solución de (𝑃 ′) estará dada por el mínimo entre las soluciones de los problemas
dados por todas las combinaciones posibles de aristas unidireccionales en un grafo completo
de tres nodos. Esto es, 23 = 8. Cada uno de estos se puede resolver con 𝐴𝐿𝐺, un algoritmo
presentado en la Sección 2.4, permutando los roles de 𝑆, 𝑁 y 𝐶 en el ingreso de los datos,
con la excepción de los siguientes casos

S

𝑄𝑆, 𝐷𝑆

N

𝑄𝑁 , 𝐷𝑁

𝜙𝑆𝑁 C 𝑄𝐶, 𝐷𝐶

𝜙𝑁𝐶

𝜙𝐶𝑆 S

𝑄𝑆, 𝐷𝑆

N

𝑄𝑁 , 𝐷𝑁

𝜙𝑁𝑆 C 𝑄𝐶, 𝐷𝐶

𝜙𝐶𝑁

𝜙𝑆𝐶

Figura 2.4: Casos que no son solución de (𝑃 ′)

En la siguiente proposición demostraremos que la situación que se representa a la izquierda
en la Figura 2.4 no corresponde a un flujo óptimo para el problema (𝑃 ′).

Proposición 2.2. Sea 𝑞 = (𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑆𝑁 , 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝐶𝑁 , 𝜙𝑆𝐶, 𝜙𝐶𝑆)𝑇 un punto factible
para (𝑃 ′). Si 𝜙𝑆𝑁 , 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝐶𝑆 > 0 entonces 𝑞 no es óptimo
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Demostración. Sea 𝑞 = (𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑆𝑁 , 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝐶𝑁 , 𝜙𝑆𝐶, 𝜙𝐶𝑆)𝑇 un punto factible para
(𝑃 ′) tal que 𝜙𝑆𝑁 , 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝐶𝑆 > 0. Sea 0 < 𝜀 < mín {𝜙𝐶𝑁 , 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑆𝐶, 𝑞𝐶

𝑟𝑆𝐶
, 𝑞𝑁

𝑟𝐶𝑁
, 𝑞𝑆

𝑟𝑁𝑆
} y

̂𝑞𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝑟𝐶𝑁𝜀, ̂𝜙𝑁𝑆 = 𝜙𝑁𝑆 − 𝜀
̂𝑞𝑆 = 𝑞𝑆 − 𝑟𝑁𝑆𝜀, ̂𝜙𝑆𝐶 = 𝜙𝑆𝐶 − 𝜀
̂𝑞𝐶 = 𝑞𝐶 − 𝑟𝑆𝐶𝜀, ̂𝜙𝐶𝑁 = 𝜙𝐶𝑁 − 𝜀

Luego,

̂𝑞𝑁 + ̂𝜙𝐶𝑁(1 − 𝑟𝐶𝑁) − ̂𝜙𝑁𝑆 = 𝑞𝑁 − 𝑟𝐶𝑁𝜀 + 𝜙𝐶𝑁(1 − 𝑟𝐶𝑁) − 𝜀(1 − 𝑟𝐶𝑁) − 𝜙𝑁𝑆 + 𝜀
= 𝑞𝑁 + 𝜙𝐶𝑁(1 − 𝑟𝐶𝑁) − 𝜙𝑁𝑆
= 𝐷𝑁

̂𝑞𝑆 + ̂𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆) − ̂𝜙𝑆𝐶 = 𝑞𝑆 − 𝑟𝑁𝑆𝜀 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆) − 𝜀(1 − 𝑟𝑁𝑆) − 𝜙𝑆𝐶 + 𝜀
= 𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆) − 𝜙𝑆𝐶
= 𝐷𝑆

̂𝑞𝐶 + ̂𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑆𝐶) − ̂𝜙𝐶𝑁 = 𝑞𝐶 − 𝑟𝑆𝐶𝜀 + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑆𝐶) − 𝜀(1 − 𝑟𝑆𝐶) − 𝜙𝐶𝑁 + 𝜀
= 𝑞𝐶 + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑆𝐶) − 𝜙𝐶𝑁
= 𝐷𝐶

Por lo tanto, como ̂𝑞𝑁 < 𝑞𝑁 , ̂𝑞𝑆 < 𝑞𝑆 y ̂𝑞𝐶 < 𝑞𝐶 se tiene que

𝑐( ̂𝑞𝑁) + 𝑐( ̂𝑞𝑆) + 𝑐( ̂𝑞𝐶) < 𝑐(𝑞𝑁) + 𝑐(𝑞𝑆) + 𝑐(𝑞𝐶)

Observación 2.3. Análogamente, se puede demostrar que la situación mostrada a la derecha
en la Figura 2.4 tampoco corresponde a un flujo óptimo para el problema (𝑃 ′).

Con la Proposición 2.1 y la Observación 2.3 se puede concluir que la solución de (𝑃 ′) estará
dada por la siguiente secuencia de pasos:

Algoritmo 1 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛
Datos: 𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝐶 , 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶 ≥
0 y 𝑅 = (𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝑆𝑁 , 𝑟𝑁𝐶, 𝑟𝐶𝑁 , 𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝑆𝑁) ∈ [0, 1)

Resultado: 𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝜙
𝑆1 ← 𝐴𝐿𝐺 (𝐷𝑁, 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝐶 , 𝑄𝑁, 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑅)
𝑆2 ← 𝐴𝐿𝐺 (𝐷𝑆, 𝐷𝑁, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝐶 , 𝑄𝑆, 𝑄𝑁, 𝑄𝐶, 𝑅)
𝑆3 ← 𝐴𝐿𝐺 (𝐷𝑁, 𝐷𝐶, 𝐷𝑆, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑄𝑁, 𝑄𝐶, 𝑄𝑆, 𝑅)
𝑆4 ← 𝐴𝐿𝐺 (𝐷𝐶, 𝐷𝑁, 𝐷𝑆, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝐶 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑄𝐶, 𝑄𝑁, 𝑄𝑆, 𝑅)
𝑆5 ← 𝐴𝐿𝐺 (𝐷𝐶, 𝐷𝑆, 𝐷𝑁, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝐶 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑁 , 𝑄𝐶, 𝑄𝑆, 𝑄𝑁, 𝑅)
𝑆6 ← 𝐴𝐿𝐺 (𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝐷𝑁, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑄𝑁, 𝑅)
para cada 𝑙 ∈ {1, … , 6} hacer

si 𝑉𝑙 = mín{𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5, 𝑉6} entonces
𝑞𝑖 ← 𝑞𝑙

𝑖, ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝜙𝑖𝑗 ← 𝜙𝑙

𝑖𝑗, ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗
𝑉 ← 𝑉𝑙

fin si
fin para
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El algoritmo 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛 resuelve las seis instancias que podrían ser solución óptima del problema
(𝑃 ′) y elige la mejor entre éstas. Como se mencionó anteriormente, 𝐴𝐿𝐺 es un algoritmo
capaz de resolver el problema dado por el grafo de la Figura 2.5. Cabe notar que 𝑆 corresponde
al vector que contiene al valor 𝑉 del problema, junto con las producciones 𝑞𝑖 en cada nodo
y los flujos 𝜙𝑖𝑗 en cada arista.

Para la formulación de este algoritmo, asumiremos por simplicidad y sin perdida de generali-
dad que los envíos son únicamente en los sentidos 𝑁 → 𝑆, 𝑁 → 𝐶 y 𝑆 → 𝐶. Esto no genera
inconvenientes pues lo indicado anteriormente justifica la búsqueda de una solución para el
problema de aristas unidireccionales.

S

𝑄𝑆, 𝐷𝑆

C 𝑄𝐶, 𝐷𝐶

N

𝑄𝑁 , 𝐷𝑁

𝜙𝑆𝐶

𝜙𝑁𝐶

𝜙𝑁𝑆

Figura 2.5: Sistema simplificado

2.2. Estudio del problema de tres nodos con grafo dirigido
Debido a los resultado de la subsección anterior, el problema de optimización simplificado
que consideraremos es el siguiente:

(𝑃 ) mín 𝑐𝑁(𝑞𝑁) + 𝑐𝑆(𝑞𝑆) + 𝑐𝐶(𝑞𝐶)
s.a. 𝐷𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶

𝐷𝑆 = 𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑆𝐶 − 𝑟𝑁𝑆𝜙𝑁𝑆
𝐷𝐶 = 𝑞𝐶 + 𝜙𝑁𝐶 + 𝜙𝑆𝐶 − 𝑟𝑁𝐶𝜙𝑁𝐶 − 𝑟𝑆𝐶𝜙𝑆𝐶
𝑞𝑖 ∈ [0, 𝑄𝑖] 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝜙𝑖𝑗 ≥ 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶} 𝑖 ≠ 𝑗

Las funciones de costo están dadas de la siguiente manera:

𝑐𝑖(𝑞) =
⎧{
⎨{⎩

0 si 𝑞 < 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑖

𝑐𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 ⋅ (𝑞 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑖 ) si 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑖 ≤ 𝑞 ≤ 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖
𝑐𝑔𝑎𝑠

𝑖 ⋅ (𝑞 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 ) + 𝑐𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖 ⋅ (𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑖 ) si 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 ≤ 𝑞 ≤ 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝑖

donde 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑖 , 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖 , 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑖 son las cantidades máximas de producción para el nodo 𝑖 mediante

energía solar, carbón y gas, respectivamente y 𝑐𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 , 𝑐𝑔𝑎𝑠

𝑖 son los costos de producción
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mediante carbón y gas, respectivamente. La constante 𝑐𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑖 no se considera pues esta es

nula.

Supondremos que todos los nodos tienen el mismo acceso a cada una de las tecnologías, por lo
tanto 𝑐𝑔𝑎𝑠

𝑖 = 𝑐𝑔𝑎𝑠
𝑗 y 𝑐𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖 = 𝑐𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑗 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗. Además asumiremos

que la producción local de gas en el nodo 𝐶 es más costosa que el envío desde 𝑁 y 𝑆 mediante
carbón, es decir

𝑐𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 ≤ 𝑐𝑔𝑎𝑠

𝐶 (1 − 𝑟) 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆}

Esta desigualdad se justifica mediante el cálculo de las pérdidas en la Sección 2.4.

1800 3600 6000

1

2

3 ⋅105

𝑞

𝑐𝑁

200 1000 2000

1

⋅105

𝑞

𝑐𝑆

24003600 12000

1

2

3

4

5

⋅105

𝑞

𝑐𝐶

Figura 2.6: Ejemplo de funciones de costo 𝑐𝑁 , 𝑐𝑆 y 𝑐𝐶

Dada la formulación del problema (𝑃 ), para el desarrollo del algoritmo es importante notar
que un resultado óptimo cumplirá que 𝜙𝑁𝐶 = 0 ó 𝜙𝑆𝐶 = 0, es decir que producir electricidad
en el Norte, enviarla al Sur y posteriormente hacer un envío hacia el Centro no será la mejor
opción en ningún caso. Esto se justifica en el siguiente lema:

Lema 2.4. Sea 𝑥 = (𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝑆𝐶)𝑇 un punto factible de (𝑃 ). Supongamos que
𝑟𝑆𝐶 ≥ 𝑟𝑁𝐶. Luego, si 𝜙𝑁𝑆 > 0 y 𝜙𝑆𝐶 > 0, entonces 𝑥 no es óptimo.

Demostración. Sea 𝑥 = (𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝑆𝐶)𝑇 un punto factible de (𝑃 ) tal que 𝜙𝑁𝑆 >
0 y 𝜙𝑆𝐶 > 0
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S
𝑞𝑆

C 𝑞𝐶

N

𝑞𝑁

𝜙𝑆𝐶 > 0

𝜙𝑁𝐶

𝜙𝑁𝑆 > 0

Figura 2.7: Configuración del sistema dada por 𝑥

Veamos primero el caso en el que 𝜙𝑆𝐶 ≥ 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆). La idea a seguir sugiere encontrar
un punto ̂𝑥 factible a partir de 𝑥, que elimine el flujo 𝑁 → 𝑆, y obtener una configuración
como en la figura:

S

̂𝑞𝑆

C ̂𝑞𝐶

N

̂𝑞𝑁

̂𝜙𝑆𝐶

̂𝜙𝑁𝐶

0

Figura 2.8: Configuración buscada en demostración del Lema 2.4

Se define entonces

̂𝜙𝑆𝐶 = 𝜙𝑆𝐶 − 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆)
̂𝜙𝑁𝐶 = 𝜙𝑁𝐶 + 𝜙𝑁𝑆
̂𝜙𝑁𝑆 = 0
̂𝑞𝑁 = 𝑞𝑁
̂𝑞𝑆 = 𝑞𝑆
̂𝑞𝐶 = 𝑞𝐶 − 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝐶 − (1 − 𝑟𝑆𝐶)(1 − 𝑟𝑁𝑆))

Luego, ̂𝑥 = ( ̂𝑞𝑁 , ̂𝑞𝑆, ̂𝑞𝐶, ̂𝜙𝑁𝑆, ̂𝜙𝑁𝐶, ̂𝜙𝑆𝐶)𝑇 es factible y

𝑐( ̂𝑞𝑁) + 𝑐( ̂𝑞𝑆) + 𝑐( ̂𝑞𝐶) < 𝑐(𝑞𝑁) + 𝑐(𝑞𝑆) + 𝑐(𝑞𝐶)
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En efecto, verifiquemos que es factible:

̂𝑞𝑁 − ̂𝜙𝑁𝐶 − ̂𝜙𝑁𝑆 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝐶 − 𝜙𝑁𝑆
= 𝐷𝑁

̂𝑞𝑆 + ̂𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆) − ̂𝜙𝑆𝐶 = 𝑞𝑆 − 𝜙𝑆𝐶 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆)
= 𝐷𝑆

̂𝑞𝐶 + ̂𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟𝑁𝐶) + ̂𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑆𝐶) = ̂𝑞𝐶 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝐶) − 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆)(1 − 𝑟𝑆𝐶) + 𝐷𝐶 − 𝑞𝐶
= ̂𝑞𝐶 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝐶 − (1 − 𝑟𝑆𝐶)(1 − 𝑟𝑁𝑆)) − 𝑞𝐶 + 𝐷𝐶
= ̂𝑞𝐶 − ̂𝑞𝐶 + 𝐷𝐶
= 𝐷𝐶

Notemos que (1 − 𝑟𝑁𝐶) > (1 − 𝑟𝑆𝐶)(1 − 𝑟𝑁𝑆). En efecto,

𝑟𝑆𝐶 ≥ 𝑟𝑁𝐶
−𝑟𝑁𝐶 ≥ −𝑟𝑆𝐶
1 − 𝑟𝑁𝐶 ≥ 1 − 𝑟𝑆𝐶 > (1 − 𝑟𝑆𝐶) (1 − 𝑟𝑁𝑆)⏟⏟⏟⏟⏟

<1

Luego
𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝐶 − (1 − 𝑟𝑆𝐶)(1 − 𝑟𝑁𝑆)) > 0

y entonces ̂𝑞𝐶 < 𝑞𝐶. Con esto se tiene que

𝑐( ̂𝑞𝐶) < 𝑐(𝑞𝐶), 𝑐( ̂𝑞𝑆) = 𝑐(𝑞𝑆), 𝑐( ̂𝑞𝑁) = 𝑐(𝑞𝑁) ⟹ 𝑐( ̂𝑞𝑁)+𝑐( ̂𝑞𝑆)+𝑐( ̂𝑞𝐶) < 𝑐(𝑞𝑁)+𝑐(𝑞𝑆)+𝑐(𝑞𝐶)

y 𝑥 no es óptimo.

Supongamos ahora que 𝜙𝑆𝐶 < 𝜙𝑁𝑆(1−𝑟). En este caso se busca un punto ̂𝑥 factible a partir
de 𝑥 que elimine el flujo 𝑆 → 𝐶, tal como se representa en la figura:

S

̂𝑞𝑆

C ̂𝑞𝐶

N

̂𝑞𝑁

0

̂𝜙𝑁𝐶

̂𝜙𝑁𝑆

Figura 2.9: Configuración buscada en segundo caso de demostración del Lema 2.4

Para esto definimos:
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̂𝜙𝑆𝐶 = 0
̂𝜙𝑁𝐶 = 𝜙𝑁𝐶 + 𝜙𝑆𝐶
̂𝜙𝑁𝑆 = 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑆𝐶

1−𝑟𝑁𝑆
̂𝑞𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑆𝐶 ( 1

1−𝑟𝑁𝑆
− 1)

̂𝑞𝑆 = 𝑞𝑆
̂𝑞𝐶 = 𝑞𝐶 − 𝜙𝑆𝐶(𝑟𝑆𝐶 − 𝑟𝑁𝐶)

Entonces, ̂𝑥 = ( ̂𝑞𝑁 , ̂𝑞𝑆, ̂𝑞𝐶, ̂𝜙𝑁𝑆, ̂𝜙𝑁𝐶, ̂𝜙𝑆𝐶)𝑇 es factible y

𝑐( ̂𝑞𝑁) + 𝑐( ̂𝑞𝑆) + 𝑐( ̂𝑞𝐶) < 𝑐(𝑞𝑁) + 𝑐(𝑞𝑆) + 𝑐(𝑞𝐶)

Veamos la factibilidad:

̂𝑞𝑁 − ̂𝜙𝑁𝐶 − ̂𝜙𝑁𝑆 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑆𝐶 ( 1
1−𝑟𝑁𝑆

− 1) − 𝜙𝑁𝐶 − 𝜙𝑆𝐶 − 𝜙𝑁𝑆 + 𝜙𝑆𝐶
1−𝑟𝑁𝑆

= 𝑞𝑁 − 𝜙𝑆𝐶
1−𝑟𝑁𝑆

+ 𝜙𝑆𝐶 − 𝜙𝑁𝐶 − 𝜙𝑆𝐶 − 𝜙𝑁𝑆 + 𝜙𝑆𝐶
1−𝑟𝑁𝑆

= 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝐶 − 𝜙𝑁𝑆
= 𝐷𝑁

̂𝑞𝑆 + ̂𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆) − ̂𝜙𝑆𝐶 = 𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆) − 𝜙𝑆𝐶
= 𝐷𝑆

̂𝑞𝐶 + ̂𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟𝑁𝐶) + ̂𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑆𝐶) = 𝑞𝐶 − 𝜙𝑆𝐶(𝑟𝑆𝐶 − 𝑟𝑁𝐶) + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟𝑁𝐶) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑁𝐶)
= 𝑞𝐶 − 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟𝑁𝐶) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑆𝐶)
= 𝐷𝐶

Luego, ̂𝑥 es factible y como ̂𝑞𝐶 ≤ 𝑞𝐶, ̂𝑞𝑁 < 𝑞𝑁 y ̂𝑞𝑆 = 𝑞𝑆, 𝑥 no es óptimo.

En el contexto de esta investigación asumiremos que todas las resistencias son iguales, es
decir que las pérdidas son dadas por el mismo factor 𝑟. De esta manera 𝑟𝑖𝑗 = 𝑟 ∈ [0, 1),
∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗. Desde este punto, para una instancia con pérdida 𝑟, el resultado de
𝐴𝐿𝐺 se denotará

𝐴𝐿𝐺 (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶 , 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑟)

En lo que sigue supondremos las siguientes condiciones:

(ℋ)
𝑄𝑁 ≥ 𝐷𝑁
𝑄𝑆 + (𝑄𝑁 − 𝐷𝑁)(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝑆
𝑄𝐶 + (𝑄𝑆 − 𝐷𝑆)+(1 − 𝑟) + (𝑄𝑁 − 𝐷𝑁 − (𝐷𝑆−𝑄𝑆)+

1−𝑟 ) (1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶

Estos supuestos se justifican con el siguiente teorema que nos da la factibilidad de (𝑃 ).

Teorema 2.5. Si (ℋ) se cumple, (𝑃 ) tiene solución.
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Demostración. Notamos que 𝑐𝑖 son funciones lineales a trozos por lo que pueden ser escritas
de la siguiente manera [5]:

𝑐𝑖(𝑞𝑖) = máx{𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 ⋅ 𝑞𝑖 + 𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖 , 𝑎𝑔𝑎𝑠
𝑖 ⋅ 𝑞𝑖 + 𝑏𝑔𝑎𝑠

𝑖 }
donde

𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 = 𝑐𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖

𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 = −𝑐𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖 ⋅ 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑖

𝑎𝑔𝑎𝑠
𝑖 = 𝑐𝑔𝑎𝑠

𝑖

𝑏𝑔𝑎𝑠
𝑖 = −𝑐𝑔𝑎𝑠

𝑖 ⋅ 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑖 + 𝑐𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖 ⋅ (𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑖 )
De esta manera se tiene un problema equivalente:

mín 𝑡𝑁 + 𝑡𝑆 + 𝑡𝐶
s.a. 𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 ⋅ 𝑞𝑁 + 𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 ≤ 𝑡𝑁

𝑎𝑔𝑎𝑠
𝑁 ⋅ 𝑞𝑁 + 𝑏𝑔𝑎𝑠

𝑁 ≤ 𝑡𝑁
𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 ⋅ 𝑞𝑆 + 𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 ≤ 𝑡𝑆

𝑎𝑔𝑎𝑠
𝑆 ⋅ 𝑞𝑆 + 𝑏𝑔𝑎𝑠

𝑆 ≤ 𝑡𝑆
𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 ⋅ 𝑞𝐶 + 𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 ≤ 𝑡𝐶

𝑎𝑔𝑎𝑠
𝐶 ⋅ 𝑞𝐶 + 𝑏𝑔𝑎𝑠

𝐶 ≤ 𝑡𝐶
𝐷𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶
𝐷𝑆 = 𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑆𝐶 − 𝑟𝜙𝑁𝑆
𝐷𝐶 = 𝑞𝐶 + 𝜙𝑁𝐶 + 𝜙𝑆𝐶 − 𝑟𝜙𝑁𝐶 − 𝑟𝜙𝑆𝐶
𝑞𝑖 ∈ [0, 𝑄𝑖] 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝜙𝑖𝑗 ≥ 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶} 𝑖 ≠ 𝑗

escrito en su forma matricial:

(𝑃 ) mín 𝑐𝑇 𝑥
s.a. 𝐴𝑥 ≤ 𝑏

donde

𝑞 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑞𝑁
𝑞𝑆
𝑞𝐶
𝑡𝑁
𝑡𝑆
𝑡𝐶

𝜙𝑁𝑆
𝜙𝑁𝐶
𝜙𝑆𝐶

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0
0
0
1
1
1
0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 0 0 −1 0 0 0 0 0
𝑎𝑔𝑎𝑠

𝑁 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 0 0 −1 0 0 0 0
0 𝑎𝑔𝑎𝑠

𝑆 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 0 0 −1 0 0 0
0 0 𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 0 0 −1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 −1 −1 0

−1 0 0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 0 (1 − 𝑟) 0 −1
0 −1 0 0 0 0 −(1 − 𝑟) 0 1
0 0 1 0 0 0 0 (1 − 𝑟) (1 − 𝑟)
0 0 −1 0 0 0 0 −(1 − 𝑟) −(1 − 𝑟)
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑏𝑇 =(−𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , −𝑏𝑔𝑎𝑠

𝑁 , −𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , −𝑏𝑔𝑎𝑠

𝑆 , −𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , −𝑏𝑔𝑎𝑠

𝐶 , 𝐷𝑁 , −𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, −𝐷𝑆, 𝐷𝐶, −𝐷𝐶, 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

Por el Teorema 3.2.1. de [1], basta con mostrar que el problema es acotado y encontrar un
punto factible para concluir.

(i) El problema es acotado dado que 0 ≤ 𝑐𝑇 𝑥, ∀𝑥 ∈ {𝑞 ∈ ℝ9 ∶ 𝐴𝑥 ≤ 𝑏}.

(ii) Existe un punto factible. Dicho punto está dado por

𝑡𝑖 = máx {𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 𝑞𝑖 + 𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖 , 𝑎𝑔𝑎𝑠
𝑖 𝑞𝑖 + 𝑏𝑔𝑎𝑠

𝑖 } 𝑖 = 𝑁, 𝑆, 𝐶
𝜙𝑁𝑆 = (𝐷𝑆 − 𝑄𝑆)+

1 − 𝑟
𝜙𝑆𝐶 = mín { (𝐷𝐶−𝑄𝐶)+

1−𝑟 , (𝑄𝑆 − 𝐷𝑆)+}
𝜙𝑁𝐶 = mín {𝑄𝑁 − 𝐷𝑁 − 𝜙𝑁𝑆, (𝐷𝐶−𝑄𝐶−𝜙𝑆𝐶(1−𝑟))+

1−𝑟 }
𝑞𝑁 = 𝐷𝑁 + 𝜙𝑁𝑆 + 𝜙𝑁𝐶
𝑞𝑆 = mín{𝑄𝑆, 𝐷𝑆} + 𝜙𝑆𝐶
𝑞𝐶 = mín{𝑄𝐶, 𝐷𝐶}

Veamos que este punto satisface las restricciones.

Caso 1: 𝑄𝑆 ≤ 𝐷𝑆 y 𝑄𝐶 ≤ 𝐷𝐶

Con esto se tiene que 𝑞𝑁 = 𝐷𝑁 , 𝑞𝑆 = 𝐷𝑆, 𝑞𝐶 = 𝐷𝐶 y todos los flujos son nulos,
así que se satisfacen las demandas.
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Caso 2: 𝑄𝑆 ≤ 𝐷𝑆 y 𝑄𝐶 < 𝐷𝐶

Así,
𝜙𝑁𝑆 = 0
𝜙𝑆𝐶 = mín {𝐷𝐶−𝑄𝐶

1−𝑟 , 𝑄𝑆 − 𝐷𝑆}
𝜙𝑁𝐶 = mín {𝑄𝑁 − 𝐷𝑁 , (𝐷𝐶−𝑄𝐶−𝜙𝑆𝐶(1−𝑟))+

1−𝑟 }

• Caso 2.1: 𝐷𝐶−𝑄𝐶
1−𝑟 < 𝑄𝑆 − 𝐷𝑆

Luego, 𝜙𝑆𝐶 = 𝐷𝐶−𝑄𝐶
1−𝑟 y 𝜙𝑁𝐶 = 0. De esta manera, 𝑞𝑆 = 𝐷𝑆 +𝜙𝑆𝐶, 𝑞𝑁 = 𝐷𝑁

y 𝑞𝐶 = 𝑄𝐶. Así,

𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝐶 − 𝜙𝑁𝑆 = 𝑞𝑁 + 0 = 𝐷𝑁
𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜙𝑆𝐶 = 𝐷𝑆
𝑞𝐶 + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟) = 𝑄𝐶 + 𝐷𝐶 − 𝑄𝐶 = 𝐷𝐶

• Caso 2.2: 𝐷𝐶−𝑄𝐶
1−𝑟 ≥ 𝑄𝑆 − 𝐷𝑆. De esta forma,

𝜙𝑆𝐶 = 𝑄𝑆 − 𝐷𝑆
𝜙𝑁𝐶 = mín {𝑄𝑁 − 𝐷𝑁 , 𝐷𝐶−𝑄𝐶−(𝑄𝑆−𝐷𝑆)(1−𝑟)

1−𝑟 }
𝑞𝑁 = 𝑄𝑁
𝑞𝑆 = 𝐷𝑆 + 𝜙𝑆𝐶 = 𝑄𝑆
𝑞𝐶 = 𝑄𝐶

Así

𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶 = 𝐷𝑁
𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜙𝑆𝐶 = 𝑄𝑆 − 𝑄𝑆 + 𝐷𝑆 = 𝐷𝑆
𝑞𝐶 + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟) = 𝐷𝐶 (condición 3)

Caso 3: 𝑄𝑆 < 𝐷𝑆 y 𝑄𝐶 ≥ 𝐷𝐶. Se tiene que:

𝜙𝑆𝐶 = 0
𝜙𝑁𝑆 = 𝐷𝑆−𝑄𝑆

1−𝑟
𝜙𝑁𝐶 = 0
𝑞𝑁 = 𝐷𝑁 + 𝐷𝑆−𝑄𝑆

1−𝑟
𝑞𝑆 = 𝑄𝑆
𝑞𝐶 = 𝐷𝐶

De esta forma

𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝐶 − 𝜙𝑁𝑆 = 𝐷𝑁
𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜙𝑆𝐶 = 𝑄𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 = 𝐷𝑆
𝑞𝐶 + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟) = 𝑞𝐶 = 𝐷𝐶
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Caso 4: 𝑄𝑆 < 𝐷𝑆 y 𝑄𝐶 < 𝐷𝐶. Así,

𝑞𝑁 = 𝐷𝑁 + 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 + 𝜙𝑁𝐶

𝑞𝑆 = 𝑄𝑆
𝑞𝐶 = 𝑄𝐶
𝜙𝑆𝐶 = 0
𝜙𝑁𝑆 = 𝐷𝑆−𝑄𝑆

1−𝑟
𝜙𝑁𝐶 = mín {𝑄𝑁 − 𝐷𝑁 − 𝐷𝑆−𝑄𝑆

1−𝑟 , 𝐷𝐶−𝑄𝐶
1−𝑟 }

De esta forma,

𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶 = 𝐷𝑁
𝑞𝑆 − 𝜙𝑆𝐶 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟) = 𝑄𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 = 𝐷𝑆
𝑞𝐶 + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟) = 𝑄𝐶 + 𝐷𝐶 − 𝑄𝐶 (por tercera condición de (ℋ))

Veamos ahora el caso de las restricciones de producción máxima

0 ≤ 𝑞𝐶 = mín{𝑄𝐶, 𝐷𝐶} ≤ 𝑄𝐶 ⟹ 𝑞𝑁 ∈ [𝑄𝐶, 𝐷𝐶]

Para el caso Norte y Sur se observan dos casos para cada uno

𝐷𝑆 ≥ 𝑄𝑆. Entonces

𝑞𝑆 = mín{𝑄𝑆, 𝐷𝑆} + mín {(𝐷𝐶 − 𝑄𝐶)+, (𝑄𝑆 − 𝐷𝑆)+} = mín{𝑄𝑆, 𝐷𝑆} = 𝑄𝑆

𝐷𝑆 < 𝑄𝑆. Entonces

𝑞𝑆 = 𝐷𝑆 + 𝜙𝑆𝐶 = 𝐷𝑆 + mín {(𝐷𝐶 − 𝑄𝐶)+, 𝑄𝑆 − 𝐷𝑆} ≤ 𝐷𝑆 + 𝑄𝑆 − 𝐷𝑆 = 𝑄𝑆

𝐷𝑆 ≤ 𝑄𝑆. Luego,

𝑞𝑁 = 𝐷𝑁 + mín {(𝐷𝑆 − 𝑄𝐶)+, 𝑄𝑁 − 𝐷𝑁} ≤ 𝐷𝑁 + 𝑄𝑁 − 𝐷𝑁 = 𝑄𝑁

𝐷𝑆 > 𝑄𝑆. Luego,

𝑞𝑁 ≤ 𝐷𝑁 + 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 + 𝑄𝑁 − 𝐷𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 = 𝑄𝑁

Para las restricciones que definen a las funciones a trozos, se tiene que para 𝑖 = 𝑁, 𝑆, 𝐶

𝑡𝑖 = máx {𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 ⋅ 𝑞𝑖 + 𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖 , 𝑎𝑔𝑎𝑠
𝑖 ⋅ 𝑞𝑖 + 𝑏𝑔𝑎𝑠

𝑖 } ≥ 𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 ⋅ 𝑞𝑖 + 𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖
𝑡𝑖 = máx {𝑎𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖 ⋅ 𝑞𝑖 + 𝑏𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 , 𝑎𝑔𝑎𝑠

𝑖 ⋅ 𝑞𝑖 + 𝑏𝑔𝑎𝑠
𝑖 } ≥ 𝑎𝑔𝑎𝑠

𝑖 ⋅ 𝑞𝑖 + 𝑏𝑔𝑎𝑠
𝑖

con lo que el punto 𝑞𝑇 = (𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝑡𝑁 , 𝑡𝑆, 𝑡𝐶, 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝑆𝐶) definido como antes,
es factible.
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La idea que se sigue para realizar el algoritmo es la de “rellenar vasos de agua”. Esto
consiste en ir cubriendo las demandas con los materiales de más bajo costo, aprovechándolos
al máximo en todos los nodos antes de comenzar a utilizar el siguiente material. Esta idea se
ilustra en el siguiente ejemplo:

𝐷 = 3000

𝑃 = 0

Norte

𝐷 = 1000
𝑃 = 0

Sur

𝐷 = 6000

𝑃 = 0

Centro

Figura 2.10: Diagrama inicial de los vasos de agua

Por ejemplo, si se tienen las demandas 𝐷𝑁 = 3000, 𝐷𝑆 = 1000 y 𝐷𝐶 = 6000, tal como se
ve en la Figura 2.10, con las funciones de costo dadas por la Figura 2.6 se puede observar en
primera instancia que se utiliza al máximo la energía solar:

Paso 1

𝐷 = 3000
𝑃 = 1800

Norte

𝐷 = 1000
𝑃 = 200

Sur

𝐷 = 6000

𝑃 = 2400

Centro

Se puede observar que se utiliza en su totalidad la energía solar, sin embargo aún falta
producción para llegar a todas las demandas. Es por esto que en el Paso 2 se utiliza carbón
para producir en todos los nodos.
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Paso 2.1

𝐷 = 3000
𝑃 = 3600

Norte

𝐷 = 1000𝑃 = 1000

Sur

𝐷 = 6000

𝑃 = 3600

Centro

Es posible notar que sobra producción en el norte con un excedente de 600, se satisface la
demanda en el sur, pero aún falta por completar la demanda del centro. Es por esto que este
sobrante del norte se envía al centro (así se minimiza la producción con gas)

Paso 2.2

𝐷 = 3000𝑃 = 3000

Norte

𝐷 = 1000𝑃 = 1000

Sur

𝐷 = 6000

𝑃 = 4200

Centro

Por último, como para todos los nodos se agotó el carbón, se utiliza gas en el centro para
terminar de satisfacer su demanda.

Paso 3

𝐷 = 3000𝑃 = 3000

Norte

𝐷 = 1000𝑃 = 1000

Sur

𝐷 = 6000𝑃 = 6000

Centro

2.3. Algoritmo para el caso sin pérdidas (𝑟 = 0)
Para poder ejecutar el algoritmo que resuelva el problema de minimización, es necesario
calcular primero las funciones de costo de cada nodo. Sea 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶} y sea
𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑖 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑖 ∈ (0, 100) los porcentajes con respecto a 𝑄𝑖 correspondientes de cada
método de producción, luego
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𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑖 = 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑖
100 ⋅ 𝑄𝑖

Por otro lado, la producción correspondiente a carbón será 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑛
𝑖
100 ⋅ 𝑄𝑖, pero dado que 𝑐𝑖 es

una función continua a trozos, se tiene que

𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 = 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖
100 ⋅ 𝑄𝑖 + 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑖

Por último, y de la misma manera que el caso anterior, la producción correspondiente a gas
será 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑖
100 ⋅ 𝑄𝑖 por lo que

𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑖 = 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑖
100 ⋅ 𝑄𝑖 + 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖

El algoritmo propuesto sigue la idea de los “vasos de agua”, tal como se ve a continua-
ción:

ALGORITMO:

(0) Caso crítico del Sur

Si 𝐷𝑆 > 𝑄𝑆

𝜂 → 1

Si 𝐷𝑆 ≤ 𝑄𝑆

𝜂 → 0

(1) Se inicializan variables

𝑃𝑖 = 0, 𝜋𝑖 = 0 y 𝜑𝑖𝑗 = 0 para todo 𝑖, 𝑗

(2) Agotar energía solar en todos los nodos:

Para 𝑖 ∈ {𝑆, 𝑁, 𝐶}

𝜋𝑖 → mín{𝐷𝑖, 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑖 }

𝑃𝑖 → 𝜋𝑖

(3) Si se satisface demanda de 𝑆 pero no de 𝐶, entonces se produce flujo hacia
𝐶 mediante energía solar de 𝑆

Si 𝑃𝑆 ≥ 𝐷𝑆

Calcular envío solar disponible, Δ𝑆 = 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 − 𝐷𝑆
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3.1. Envios que llenan nodos

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐶

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐶

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶

3.2. Envíos que no llenan nodos

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆 < 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + Δ𝑆

(4) Si se satisface 𝐷𝑁 mediante energía solar, se envía flujo hacia 𝑆 y/o 𝐶 si es
que no satisfacen sus respectivas demandas en los pasos anteriores

Si 𝑃𝑁 ≥ 𝐷𝑁 entonces:

Calcular envío de solar disponible, Δ𝑁 = 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 − 𝜋𝑁

4.0. Caso crítico Sur

• (A) Si es suficiente para cubrir al Sur

Si 𝜂 = 1, Δ𝑁 ≥ 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆:

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆

𝑃𝑆 = 𝑃𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆

𝜂 → 0

• (B) Si no es suficiente para cubrir al Sur

Si 𝜂 = 1, Δ𝑁 < 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆:

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + Δ𝑁

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + Δ𝑁

Δ𝑁 → Δ𝑁 − Δ𝑁 = 0

𝜂 → 1
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Envíos que llenan los nodos (sólo cuando 𝜂=0)

4.1. Envío al centro

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑁 ≥ 𝐷𝐶 y 𝜂 = 0:

𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + 𝛿𝐶

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐶

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝛿𝐶

4.2. Envío al sur

Calcular 𝛿𝑆 = 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆

Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆 y 𝑃𝑆 + Δ𝑁 ≥ 𝐷𝑆 y 𝜂 = 0:

𝜙𝑁𝑆 → 𝜑𝑁𝑆 + 𝛿𝑆

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝑆

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + 𝛿𝑆 = 𝐷𝑆

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝛿𝑆

Terminar si

Terminar si

Envíos que no llenan los nodos (sólo si 𝜂 = 0)

4.3. Envío al centro

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑁 < 𝐷𝐶 y 𝜂 = 0:

𝜑𝑁𝐶 → 𝜑𝑁𝐶 + Δ𝑁

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + Δ𝑁

Δ𝑁 → Δ𝑁 − Δ𝑁 = 0

4.4. Envío al sur

Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆 y 𝑃𝑆 + Δ𝑁 < 𝐷𝑆 y 𝜂 = 0:

𝜑𝑁𝑆 → 𝜑𝑁𝑆 + Δ𝑁
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𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + Δ𝑁

(5) Si aún no se satisface algún nodo, se utiliza carbón

Centro

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶:

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}

Sur Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}

Norte Si 𝑃𝑁 < 𝐷𝑁

𝜋𝑁 → mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝐷𝑁}

𝑃𝑁 → mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝐷𝑁}

(6) Si aún no se satisface 𝐷𝐶 pero sí 𝐷𝑆, se envía flujo mediante carbón desde
𝑆 hasta 𝐶

Si 𝑃𝑆 ≥ 𝐷𝑆

Calcular envío solar disponible, Δ𝑆 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 − 𝜋𝑆

6.1. Envíos que llenan nodos

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟 ⋅ (1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

6.2. Envíos que no llenan nodos

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆 < 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + Δ𝑆
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(7) Si se satisface 𝐷𝑁 mediante carbón, se envía flujo hacia 𝑆 y/o 𝐶 si es que
no satisfacen sus respectivas demandas en los pasos anteriores

Si 𝑃𝑁 ≥ 𝐷𝑁 entonces:

Calcular envío de carbón disponible, Δ𝑁 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 − 𝜋𝑁

7.0. Caso crítico Sur

• (A) Si es suficiente para cubrir al Sur

Si 𝜂 = 1, Δ𝑁 ≥ 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 − 𝜙𝑁𝑆:

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 + 𝜙𝑁𝑆

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 − 𝜙𝑁𝑆

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 − 𝜙𝑁𝑆 = 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆

𝜂 → 0

• (B) Si no es suficiente para cubrir al Sur

Si 𝜂 = 1, Δ𝑁 < 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 − 𝜙𝑁𝑆:

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + Δ𝑁

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + Δ𝑁

Δ𝑁 → Δ𝑁 − Δ𝑁 = 0

𝜂 → 1

Envíos que llenan los nodos (sólo si 𝜂 = 0)

7.1. Envío al centro

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑁 ≥ 𝐷𝐶, y 𝜂 = 0:

𝜑𝑁𝐶 → 𝜑𝑁𝐶 + 𝛿𝐶

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐶

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝛿𝐶

7.2. Envío al sur

Calcular 𝛿𝑆 = 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆

Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆, 𝑃𝑆 + Δ𝑁 ≥ 𝐷𝑆 y 𝜂 = 0:
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𝜑𝑁𝑆 → 𝜑𝑁𝑆 + 𝛿𝑆

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝑆

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + 𝛿𝑆 = 𝐷𝑆

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝛿𝑆

Terminar si

Terminar si

Envíos que no llenan los nodos

7.3. Envío al centro

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑁 < 𝐷𝐶 y 𝜂 = 0:

𝜑𝑁𝐶 → 𝜑𝑁𝐶 + Δ𝑁

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + Δ𝑁

Δ𝑁 → Δ𝑁 − Δ𝑁 = 0

7.4. Envío al sur

Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆, 𝑃𝑆 + Δ𝑁 < 𝐷𝑆 y 𝜂 = 0:

𝜑𝑁𝑆 → 𝜑𝑁𝑆 + Δ𝑁

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + Δ𝑁

(8) Si algún nodo no se satisface aún, se utiliza gas

Centro

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶:

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + mín{𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐶 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + mín{𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐶 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}

Sur

Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + mín{𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑆 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + mín{𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑆 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}
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Norte

Si 𝑃𝑁 < 𝐷𝑁 :

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + (𝐷𝑁 − 𝑃𝑁) = 𝐷𝑁 , pues hasta este punto 𝜋𝑁 = 𝑃𝑁 (𝑁 aun no envía)

𝑃𝑁 → 𝑃𝑁 + (𝐷𝑁 − 𝑃𝑁) = 𝐷𝑁

(9) Si 𝐷𝑆 se satisface pero no 𝐷𝐶, se envía flujo mediante gas desde 𝑆 a 𝐶

Si 𝑃𝑆 ≥ 𝐷𝑆, 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶:

Calcular envío de gas disponible, Δ𝑆 = 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑆 − 𝜋𝑆

9.1 Envíos que llenan nodos

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆 ≥ 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐶

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐶

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶

9.2 Envíos que no llenan nodos

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆 < 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + Δ𝑆

(10) Si 𝐷𝑁 se satisface pero no 𝐷𝐶 ó 𝐷𝑆, se envía flujo mediante gas desde 𝑁 a
𝐶 y/o 𝑁 a 𝑆

Si 𝑃𝑁 ≥ 𝐷𝑁

Calcular envío de gas disponible, Δ𝑁 = 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑁 − 𝜋𝑁

10.0 Caso crítico del Sur

Si 𝜂 = 1:

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 − 𝜙𝑁𝑆

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 + 𝜙𝑁𝑆

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 − 𝜙𝑁𝑆 = 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆

𝜂 = 0
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10.1 Envío al centro

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶

𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + 𝛿𝐶

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐶

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶

2.3.1. Ejemplos

Este algoritmo se utilizó en diferentes casos, variando las demandas y manteniendo fijos los
siguientes parámetros

𝑄𝑁 = 6000, 𝑄𝑆 = 2000, 𝑄𝐶 = 12000

y utilizando las funciones de costo:

𝑐𝑁 =
⎧{
⎨{⎩

0 si 0 ≤ 𝑞 ≤ 1800
40 ⋅ (𝑞 − 1800) si 1800 ≤ 𝑞 ≤ 3600

80 ⋅ (𝑞 − 3600) + 72000 si 3600 ≤ 𝑞 ≤ 6000

𝑐𝑆 =
⎧{
⎨{⎩

0 si 0 ≤ 𝑞 ≤ 200
40 ⋅ (𝑞 − 200) si 200 ≤ 𝑞 ≤ 1000

80 ⋅ (𝑞 − 1000) + 32000 si 1000 ≤ 𝑞 ≤ 2000

𝑐𝐶 =
⎧{
⎨{⎩

0 si 0 ≤ 𝑞 ≤ 2400
40 ⋅ (𝑞 − 2400) si 2400 ≤ 𝑞 ≤ 3600

80 ⋅ (𝑞 − 3600) + 48000 si 3600 ≤ 𝑞 ≤ 12000

en las cuales se consideró 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 = 40, 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝑖 = 80 para todo 𝑖

1. 𝐷𝑁 = 1000, 𝐷𝑆 = 1800, 𝐷𝐶 = 4100

Producido en el sur: 1000

Producido en el norte: 2600

Producido en el centro: 3300

Flujo N-C: 800

Flujo S-C: 0

Flujo N-S: 800
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S

𝐷𝑆 = 1800
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 4100
𝜋𝐶 = 3300

N

𝐷𝑁 = 1000
𝜋𝑁 = 2600

0

800

800

Figura 2.11: Solución gráfica ejemplo 1 caso sin pérdidas

En la Figura 2.11 se observa que todas las demandas se satisfacen y el único flujo
activo es de 𝑁 a 𝐶. En el centro se produce localmente una cantidad de 5400 que se
complementa con el flujo de 600.

2. 𝐷𝑁 = 3000, 𝐷𝑆 = 1500, 𝐷𝐶 = 3600

Producido en el sur: 1000

Producido en el norte: 3500

Producido en el centro: 3600

Flujo N-C: 0

Flujo S-C: 0

Flujo N-S: 500

S

𝐷𝑆 = 1500
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 3600
𝜋𝐶 = 3600

N

𝐷𝑁 = 3000
𝜋𝑁 = 3500

0

0

500

Figura 2.12: Solución gráfica ejemplo 2 caso sin pérdidas

En la Figura 2.12 se observa que todas las demandas se satisfacen con dos flujos activos:
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𝑁 − 𝑆 y 𝑁 − 𝐶. En el centro se produce localmente una cantidad de 5900 que se
complementa con un flujo de 100 mientras que en el sur se produce localmente una
cantidad de 1000 que se complementa con un flujo de 500.

3. 𝐷𝑁 = 1000, 𝐷𝑆 = 1700, 𝐷𝐶 = 4000

Producido en el sur: 1000

Producido en el norte: 2500

Producido en el centro: 3200

Flujo N-C: 800

Flujo S-C: 0

Flujo N-S: 700

S

𝐷𝑆 = 1700
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 4000
𝜋𝐶 = 3200

N

𝐷𝑁 = 1000
𝜋𝑁 = 2500

0

800

700

Figura 2.13: Solución gráfica ejemplo 3 caso sin pérdidas

Se observa en la Figura 2.13, de la misma manera que en el ejemplo anterior, que el
sistema se satisface con dos flujos activos, 𝑁 − 𝐶 con 400 y 𝑁 − 𝑆 con 200.

4. 𝐷𝑁 = 3000, 𝐷𝑆 = 1200, 𝐷𝐶 = 4000

Producido en el sur: 1000

Producido en el norte: 3600

Producido en el centro: 3600

Flujo N-C: 400

Flujo S-C: 0

Flujo N-S: 200
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S

𝐷𝑆 = 1200
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 4000
𝜋𝐶 = 3600

N

𝐷𝑁 = 3000
𝜋𝑁 = 3600

0

400

200

Figura 2.14: Solución gráfica ejemplo 4 caso sin pérdidas

Se puede notar en la Figura 2.14 que los flujos 𝑁 − 𝐶 y 𝑁 − 𝑆 complementan las
producciones 𝜋𝑆 y 𝜋𝐶.

5. 𝐷𝑁 = 3000, 𝐷𝑆 = 800, 𝐷𝐶 = 3600

Producido en el sur: 800

Producido en el norte: 3000

Producido en el centro: 3600

Flujo N-C: 0

Flujo S-C: 0

Flujo N-S: 0

S

𝐷𝑆 = 800
𝜋𝑆 = 800

C
𝐷𝐶 = 3600
𝜋𝐶 = 3600

N

𝐷𝑁 = 3000
𝜋𝑁 = 3000

0

0

0

Figura 2.15: Solución gráfica ejemplo 5 caso sin pérdidas

En la Figura 2.15 se observa que, al igual que en los últimos ejemplos, dos flujos
complementan las producciones. En este caso, los activos son 𝑁 − 𝐶 y 𝑆 − 𝐶.
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6. 𝐷𝑁 = 3000, 𝐷𝑆 = 500, 𝐷𝐶 = 6000

Producido en el sur: 1000

Producido en el norte: 3600

Producido en el centro: 4900

Flujo N-C: 600

Flujo S-C: 500

Flujo N-S: 0

S

𝐷𝑆 = 500
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 6000
𝜋𝐶 = 4900

N

𝐷𝑁 = 3000
𝜋𝑁 = 3600

500

600

0

Figura 2.16: Solución gráfica ejemplo 6 caso sin pérdidas

En la Figura 2.16 se observa que las demandas se satisfacen solamente con producción
local, es decir, ningún flujo está activo.

7. 𝐷𝑁 = 3000, 𝐷𝑆 = 1000, 𝐷𝐶 = 6000

Producido en el sur: 1000

Producido en el norte: 3600

Producido en el centro: 5400

Flujo N-C: 600

Flujo S-C: 0

Flujo N-S: 0
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S

𝐷𝑆 = 1000
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 6000
𝜋𝐶 = 5400

N

𝐷𝑁 = 3000
𝜋𝑁 = 3600

0

600

0

Figura 2.17: Solución gráfica ejemplo 7 caso sin pérdidas

En la Figura 2.17 se observa que sólo hay flujo de 600 desde el nodo Norte a Centro.

8. 𝐷𝑁 = 3000, 𝐷𝑆 = 1500, 𝐷𝐶 = 6000

Producido en el sur: 1000

Producido en el norte: 3600

Producido en el centro: 5900

Flujo N-C: 100

Flujo S-C: 0

Flujo N-S: 500

S

𝐷𝑆 = 1500
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 6000
𝜋𝐶 = 5900

N

𝐷𝑁 = 3000
𝜋𝑁 = 3600

0

100

500

Figura 2.18: Solución gráfica ejemplo 8 caso sin pérdidas

En la Figura 2.18 se observa flujo de Norte a Sur y de Norte a Centro, satisfaciendo
todas las demandas.
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2.4. Algoritmo con pérdidas lineales
Algo importante a considerar es el cálculo de las pérdidas. Es decir, si un nodo 𝑖 desea enviar
un flujo 𝜙0 al nodo 𝑗, ¿cuanto debe enviar considerando que no llegará en su totalidad? Para
el caso en que 𝑖 envíe todo lo que tenga disponible, simplemente habrá una pérdida 𝜙0 ⋅ 𝑟 y la
cantidad que llegará a 𝑗 será 𝜙0 − 𝜙0 ⋅ 𝑟 = 𝜙0(1 − 𝑟). El otro caso es cuando es necesario que
llegue cierta cantidad 𝑋 a 𝑗. Para esto 𝑖 debe enviar un extra aparte de 𝜙0, considerando la
pérdida. Planteando esto se obtiene lo siguiente:

𝑋 = 𝜙0 ⋅ (1 − 𝑟)
𝑋

1 − 𝑟 = 𝜙0

es decir, la cantidad a enviar desde 𝑖 a 𝑗 debe ser 𝑋
1−𝑟 , considerando que se perderá 𝑟 ⋅ 𝑋

1−𝑟 .
Hay que considerar también la posibilidad de que el Sur no pueda abastecerse por si mismo
por lo que se introduce una variable 𝜂 ∈ {0, 1}, la cual representa la necesidad de hacer envío
de Norte a Sur porque el nodo por sí mismo no es capaz de satisfacer su demanda. 𝜂 = 1
significa que la necesidad sigue presente (hay que hacer envío 𝑁 → 𝑆), 𝜂 = 0 representa que
la situación ya se resolvió y no hay necesidad indispensable de flujo (esto no impide que mas
adelante pueda volver a utilizarse el arco)

A continuación se muestra un algoritmo que considera pérdidas en los flujos:

ALG:

(0) Caso crítico del Sur

Si 𝐷𝑆 > 𝑄𝑆

𝜂 → 1

Si 𝐷𝑆 ≤ 𝑄𝑆

𝜂 → 0

(1) Se inicializan variables

𝑃𝑖 = 0, 𝜋𝑖 = 0 y 𝜑𝑖𝑗 = 0 para todo 𝑖, 𝑗

(2) Agotar energía solar en todos los nodos:

Para 𝑖 ∈ {𝑆, 𝑁, 𝐶}

𝜋𝑖 → mín{𝐷𝑖, 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑖 }

𝑃𝑖 → 𝜋𝑖

(3) Si se satisface demanda de 𝑆 pero no de 𝐶, entonces se produce flujo hacia
𝐶 mediante energía solar de 𝑆

Si 𝑃𝑆 ≥ 𝐷𝑆
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Calcular envío solar disponible, Δ𝑆 = 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 − 𝐷𝑆

3.1. Envíos que llenan nodos

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟 ⋅ (1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

3.2. Envíos que no llenan nodos

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) < 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟)

(4) Si se satisface 𝐷𝑁 mediante energía solar, se envía flujo hacia 𝑆 y/o 𝐶 si es
que no satisfacen sus respectivas demandas en los pasos anteriores

Si 𝑃𝑁 ≥ 𝐷𝑁 entonces:

Calcular envío de solar disponible, Δ𝑁 = 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 − 𝜋𝑁

4.0. Caso crítico Sur

• (A) Si es suficiente para cubrir al Sur

Si 𝜂 = 1, Δ𝑁 ≥ 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 :

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟

𝑃𝑆 = 𝑃𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟

𝜂 → 0

• (B) Si no es suficiente para cubrir al Sur

Si 𝜂 = 1, Δ𝑁 < 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 :

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + Δ𝑁

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + Δ𝑁(1 − 𝑟)
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Δ𝑁 → Δ𝑁 − Δ𝑁 = 0

𝜂 → 1

Envíos que llenan los nodos (sólo cuando 𝜂=0)

4.1. Envío al centro

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑁 ⋅ (1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶 y 𝜂 = 0:

𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟 ⋅ (1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝛿𝐶
1−𝑟

4.2. Envío al sur

Calcular 𝛿𝑆 = 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆

Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆 y 𝑃𝑆 + Δ𝑁 ⋅ (1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝑆 y 𝜂 = 0:

𝜙𝑁𝑆 → 𝜑𝑁𝑆 + 𝛿𝑆
1−𝑟

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝑆
1−𝑟

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + 𝛿𝑆
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝑆

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝛿𝑆
1−𝑟

Terminar si

Terminar si

Envíos que no llenan los nodos (sólo si 𝜂 = 0)

4.3. Envío al centro

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝐷𝐶 y 𝜂 = 0:

𝜑𝑁𝐶 → 𝜑𝑁𝐶 + Δ𝑁

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

Δ𝑁 → Δ𝑁 − Δ𝑁 = 0

4.4. Envío al sur
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Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆 y 𝑃𝑆 + Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝐷𝑆 y 𝜂 = 0:

𝜑𝑁𝑆 → 𝜑𝑁𝑆 + Δ𝑁

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

(5) Si aún no se satisface algún nodo, se utiliza carbón

Centro

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶:

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}

Sur Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}

Norte Si 𝑃𝑁 < 𝐷𝑁

𝜋𝑁 → mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝐷𝑁}

𝑃𝑁 → mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝐷𝑁}

(6) Si aún no se satisface 𝐷𝐶 pero sí 𝐷𝑆, se envía flujo mediante carbón desde
𝑆 hasta 𝐶

Si 𝑃𝑆 ≥ 𝐷𝑆

Calcular envío solar disponible, Δ𝑆 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 − 𝜋𝑆

6.1. Envíos que llenan nodos

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟 ⋅ (1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

6.2. Envíos que no llenan nodos

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) < 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆
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𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟)

(7) Si se satisface 𝐷𝑁 mediante carbón, se envía flujo hacia 𝑆 y/o 𝐶 si es que
no satisfacen sus respectivas demandas en los pasos anteriores

Si 𝑃𝑁 ≥ 𝐷𝑁 entonces:

Calcular envío de carbón disponible, Δ𝑁 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 − 𝜋𝑁

7.0. Caso crítico Sur

• (A) Si es suficiente para cubrir al Sur

Si 𝜂 = 1, Δ𝑁 ≥ 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 − 𝜙𝑁𝑆:

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 + 𝜙𝑁𝑆

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 − 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟)

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 − 𝜙𝑁𝑆 = 𝐷𝑆−𝑄𝑆

1−𝑟

𝜂 → 0

• (B) Si no es suficiente para cubrir al Sur

Si 𝜂 = 1, Δ𝑁 < 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 − 𝜙𝑁𝑆:

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + Δ𝑁

Δ𝑁 → Δ𝑁 − Δ𝑁 = 0

𝜂 → 1

Envíos que llenan los nodos (sólo si 𝜂 = 0)

7.1. Envío al centro

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑁 ⋅ (1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶y 𝜂 = 0:

𝜑𝑁𝐶 → 𝜑𝑁𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟 ⋅ (1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝛿𝐶
1−𝑟
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7.2. Envío al sur

Calcular 𝛿𝑆 = 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆

Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆, 𝑃𝑆 + Δ𝑁 ⋅ (1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝑆 y 𝜂 = 0:

𝜑𝑁𝑆 → 𝜑𝑁𝑆 + 𝛿𝑆
1−𝑟

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝑆
1−𝑟

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + 𝛿𝑆
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝑆

Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝛿𝑆
1−𝑟

Terminar si

Terminar si

Envíos que no llenan los nodos

7.3. Envío al centro

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝐷𝐶 y 𝜂 = 0:

𝜑𝑁𝐶 → 𝜑𝑁𝐶 + Δ𝑁

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

Δ𝑁 → Δ𝑁 − Δ𝑁 = 0

7.4. Envío al sur

Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆, 𝑃𝑆 + Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝐷𝑆 y 𝜂 = 0:

𝜑𝑁𝑆 → 𝜑𝑁𝑆 + Δ𝑁

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

(8) Si algún nodo no se satisface aún, se utiliza gas

Centro

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶:

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + mín{𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐶 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + mín{𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐶 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}

Sur
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Si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + mín{𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑆 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + mín{𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑆 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}

Norte

Si 𝑃𝑁 < 𝐷𝑁 :

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + (𝐷𝑁 − 𝑃𝑁) = 𝐷𝑁 , pues hasta este punto 𝜋𝑁 = 𝑃𝑁 (𝑁 aun no envía)

𝑃𝑁 → 𝑃𝑁 + (𝐷𝑁 − 𝑃𝑁) = 𝐷𝑁

(9) Si 𝐷𝑆 se satisface pero no 𝐷𝐶, se envía flujo mediante gas desde 𝑆 a 𝐶

Si 𝑃𝑆 ≥ 𝐷𝑆, 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶:

Calcular envío de gas disponible, Δ𝑆 = 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑆 − 𝜋𝑆

9.1 Envíos que llenan nodos

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟 ⋅ (1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

9.2 Envíos que no llenan nodos

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) < 𝐷𝐶

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟)

(10) Si 𝐷𝑁 se satisface pero no 𝐷𝐶 ó 𝐷𝑆, se envía flujo mediante gas desde 𝑁 a
𝐶 y/o 𝑁 a 𝑆

Si 𝑃𝑁 ≥ 𝐷𝑁

Calcular envío de gas disponible, Δ𝑁 = 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑁 − 𝜋𝑁

10.0 Caso crítico del Sur

Si 𝜂 = 1:

𝑃𝑆 → 𝑃𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 − 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟)
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Δ𝑁 → Δ𝑁 − 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 + 𝜙𝑁𝑆

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 − 𝜙𝑁𝑆 = 𝐷𝑆−𝑄𝑆

1−𝑟

𝜂 = 0

10.1 Envío al centro

Calcular 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶

Si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶

𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐶
1−𝑟

𝑃𝐶 → 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟 ⋅ (1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

Es posible notar que el algoritmo correspondiente al caso sin pérdidas lineales es simplemente
el caso de pérdidas con 𝑟 = 0. Es por esto que en el Apéndice A se presenta un Algoritmo base
que recibe las demandas 𝐷𝑖, los porcentajes 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑖 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑖 y las capacidades máximas
de producción 𝑄𝑖 y 𝑟 ∈ [0, 1), para cada nodo 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}.

A continuación presentamos consecuencias directas del algoritmo que se ha escrito recién.
Estos nos permitirá demostrar más adelante la factibilidad y la optimalidad del algoritmo de
forma mas simplificada.

Definiremos la siguiente afirmación para 𝑛 ∈ {1, … , 10}

𝜉(𝑛) ≡ “Se utiliza el paso 𝑛 de 𝐴𝐿𝐺”

Además, para cada variable de 𝐴𝐿𝐺, se definirá a 𝑥𝑛 como el valor de 𝑥 al finalizar el paso
𝑛-ésimo de 𝐴𝐿𝐺. De esta manera, por ejemplo, 𝜋5

𝑁 representará el valor de la producción en
el nodo 𝑁 , 𝜋𝑁 , actualizado al Paso 5 de 𝐴𝐿𝐺.

Observación 2.6. Si 𝑃 𝑛
𝑗 ≥ 𝐷𝑗 para algún 𝑗 ∈ {𝑆, 𝐶}, en algún paso 𝑛, entonces 𝜙𝑚

𝑖𝑗 = 𝜙𝑛
𝑖𝑗,

∀𝑚 ≥ 𝑛. Es decir, el valor de todos los flujos 𝜙𝑖𝑗 se mantendrá constante el resto del algoritmo
una vez que el nodo 𝑗 satisfaga su demanda.

Observación 2.7. Si 𝜂4.0 = 0, entonces 𝐴𝐿𝐺 utiliza el paso 4.1 si y sólo si no utiliza el
paso 4.3. Además si 𝜉(4.3) ≡ 𝑉 , entonces 𝜉(4.2) ≡ 𝜉(4.4) ≡ 𝐹 .

Lo anterior se puede ver en el siguiente diagrama
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4

4.1 4.3

4.2 4.4

Figura 2.19: Diagrama de Observación 2.7

Observación 2.8. La misma ramificación se cumple para el paso 7 de 𝐴𝐿𝐺.

Observación 2.9. Si en 𝐴𝐿𝐺 se utiliza el paso 8 y hay envíos críticos pendientes para 𝑆,
es decir 𝜉(8) ≡ 𝑉 y 𝜂7 = 1, entonces 𝜙8

𝑆𝐶 = 0 y 𝑃 8
𝑆 < 𝐷𝑆. Luego, no se utiliza el paso 9 y

en el paso 10.0 no se actualiza 𝜙𝑆𝐶 por lo que es nulo hasta el final.

Observación 2.10. Si en 𝐴𝐿𝐺 se utiliza el paso 8, no hay envíos críticos pendientes para
𝑆 y el único flujo 𝑁 → 𝑆 corresponde a un envío crítico, es decir 𝜉(7) ≡ 𝑉 , 𝜂7 = 0 y
𝜙8

𝑁𝑆 = 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆, entonces Δ8
𝑆 = 0 y 𝜙𝑆𝐶 se mantiene constante. Además, 𝐴𝐿𝐺 no puede

utilizar el paso 9

Observación 2.11. Si en el paso 2 no se satisface la demanda de 𝑆, entonces no se utiliza
el paso 3, es decir 𝑃 2

𝑆 < 𝐷𝑆 ⟹ 𝜉(3) ≡ 𝐹 . Lo mismo sucede para los pasos 6 y 9, o sea,
𝑃 𝑛−1

𝑆 < 𝐷𝑆 ⟹ 𝜉(𝑛) ≡ 𝐹 para 𝑛 ∈ {6, 9}.

Tenemos entonces un primer resultado que facilitará las demostraciones siguientes

Proposición 2.12. Sea 𝑞 = (𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝑡𝑁 , 𝑡𝑆, 𝑡𝐶, 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝑆𝐶)𝑇 un punto entregado por
𝐴𝐿𝐺. Luego, 𝜙𝑁𝑆 = 0 ó 𝜙𝑆𝐶 = 0.
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Demostración. Distinguiremos los casos en que es crítico hacer un envío de 𝑁 a 𝑆.

Caso 𝐷𝑆 ≤ 𝑄𝑆

2

4.1

3

4.3

5

6

7.1

7.3

8

Fin

10.1

9

Fin

Fin

Figura 2.20: Diagrama caso 𝐷𝑆 ≤ 𝑄𝑆, demostración Proposición 2.12

Al comenzar 𝐴𝐿𝐺, siempre se usa el paso 2. Si 𝑃 2
𝑁 = 𝐷𝑁 , 𝑃 2

𝑆 = 𝐷𝑆 y 𝑃 2
𝐶 = 𝐷𝐶

entonces 𝐴𝐿𝐺 finaliza con todos los flujos nulos.

Contrariamente, si 𝐴𝐿𝐺 no finaliza, como 𝐷𝑆 ≤ 𝑄𝑆 entonces 𝜂 = 0 y 𝜉(4.0) ≡ 𝐹 . De
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esta manera, los próximos pasos que pueden utilizarse son el 3, 4.1, 4.3 y 5.

Si 𝜉(3) ≡ 𝑉 , entonces 𝑃 2
𝑆 = 𝐷𝑆 por lo que 𝜙3

𝑆𝐶 > 0 y 𝜙3
𝑁𝑆 = 0, y por la Observación

2.6 el valor del flujo 𝜙𝑁𝑆 se mantiene nulo hasta finalizar.

Si 𝜉(4.1) ≡ 𝑉 , entonces 𝑃 4.1
𝐶 = 𝐷𝐶, 𝜙4.1

𝑁𝐶 > 0 y 𝜙4.1
𝑆𝐶 = 0. De la misma manera que

el caso anterior, por la Observación 2.6, el valor del flujo 𝜙𝑆𝐶 se mantiene nulo hasta
finalizar.

Para el caso en que 𝜉(4.3) ≡ 𝑉 , se tiene que 𝜙4.1
𝑁𝐶 > 0 y 𝑃 4.1

𝐶 < 𝐷𝐶 por lo que el
siguiente paso es el 5. Notemos que para efectos de esta demostración la secuencia de
pasos 2 → 4.3 → 5 y 2 → 5 son equivalentes puesto que las variables de interés, 𝜙𝑆𝐶 y
𝜙𝑁𝑆, no son actualizadas en el Paso 4.3. Esto se puede observar en el diagrama de la
Figura 2.20.

Por último, si 𝜉(5) ≡ 𝑉 entonces los próximos pasos a utilizar son el 6, 7.1, 7.3 y 8, ó
también existe la posibilidad de finalizar el algoritmo. Si este último fuese el caso, los
flujos 𝜙𝑁𝑆 y 𝜙𝑆𝐶 son nulos pues en la secuencia 2 → 5 no se actualizan.

Por otro lado, si 𝜉(6) ≡ 𝑉 entonces 𝑃 5
𝑆 = 𝐷𝑆 y 𝜙5

𝑁𝑆 = 0, el cual se mantendrá nulo
hasta finalizar. Si 𝜉(7.1) ≡ 𝑉 se tiene que 𝑃 7.1

𝐶 = 𝐷𝐶 y 𝜙7.1
𝑆𝐶 = 0 por lo tanto el valor

de 𝜙𝑆𝐶 se mantendrá constante.

Análogamente a la secuencia 2 → 4.3 → 5, son equivalentes para efectos de esta
demostración, 5 → 7.3 → 8 y 5 → 8. Entonces si 𝜉(8) ≡ 𝑉 existe la posibilidad de
finalizar 𝐴𝐿𝐺 y entregar flujos nulos. Otro camino es utilizar el paso 9 lo cual implica
que 𝑃 8

𝑆 = 𝐷𝑆 y así 𝜙𝑁𝑆 = 0 hasta el final y por último, desde el paso 8 se podría
utilizar el paso 10.1, en el cual solamente se actualiza el flujo 𝜙𝑁𝐶 lo que finaliza con
𝜙𝑁𝑆 y 𝜙𝑆𝐶 nulos.
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Caso 𝐷𝑆 > 𝑄𝑆: se presenta el siguiente diagrama para facilitar la comprensión de la
demostración

2 4.0 (A) 4.1

4.3 5 7.1

7.3 8

10.1

Fin

(B)

5

7.0

(B)(A)

7.1

7.3

8

10.1

Fin

8

8

10.0

10.0

8

5

10.0

7.0

⋮

Figura 2.21: Diagrama caso 𝐷𝑆 > 𝑄𝑆, demostración Proposición 2.12

El algoritmo siempre utiliza el paso 2. Debido a que 𝐷𝑆 > 𝑄𝑆, se tiene que 𝐷𝑆 > 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆

por lo que 𝐴𝐿𝐺 no puede finalizar en este paso. De esta manera existe la posibilidad
de utilizar el paso 4.0, o bien el paso 5 con 𝜉(4) ≡ 𝐹 .

Si 𝜉(4.0) ≡ 𝑉 , entonces se produce una actualización del flujo 𝜙𝑁𝑆 que puede eliminar
o no la necesidad de un envío crítico hacia 𝑆, es decir cambiar el valor de 𝜂. Si tal es el
caso, o sea 𝜉(4.0(𝐴)) ≡ 𝑉 , entonces 𝜂4.0 = 0 y 𝜙4.0

𝑁𝑆 > 0. Posterior a 4.0(𝐴), acorde a
la 2.7, es posible seguir en el paso 4.1 o 4.3. Si se utiliza 4.1 entonces se satisface 𝐶, es
decir 𝑃 4.1

𝐶 = 𝐷𝐶, lo cual por la Observación 2.6 tiene como consecuencia que el valor
de 𝜙4.1

𝑆𝐶 permanezca constante el resto del algoritmo. Como el flujo 𝜙𝑆𝐶 no ha sido
actualizado hasta ese punto (pues 𝑃 𝑖

𝑆 < 𝐷𝑆, con 𝑖 un paso previo a 4.1), este finaliza
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nulo. Por otro lado, si después de 4.0(𝐴) no es posible satisfacer 𝐶 dentro del paso 4,
se utiliza 4.3, el cual finaliza con 𝜙4.3

𝑁𝐶 > 0 y 𝑃 4.3
𝑆 < 𝐷𝑆 para después continuar en el

paso 5. Notemos que en este punto el nodo 𝑆 no es capaz de satisfacer su demanda
aún, pues

𝑃 5
𝑆 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 < 𝑄𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 = 𝐷𝑆 (1)

De esta manera, 𝜉(6) ≡ 𝐹 por la Observación 2.11, y por la Observación 2.8 hay dos
caminos posibles: 7.1 y 7.3. Si 𝜉(7.1) ≡ 𝑉 entonces análogamente a 4.1 se satisface 𝐶
(𝑃 7.1

𝐶 = 𝐷𝐶) por lo que 𝜙7.1
𝑆𝐶 = 0 y el flujo 𝜙𝑆𝐶 mantiene su valor nulo hasta el final

de 𝐴𝐿𝐺. Por el contrario, si 𝜉(7.3) ≡ 𝑉 se actualiza el flujo 𝜙𝑁𝐶 y 𝑃 7.3
𝐶 < 𝐷𝐶, y se

sigue al paso 8. Notemos que el flujo 𝜙𝑁𝑆 solamente se actualizó en 4.0(𝐴), es decir
𝜙7

𝑁𝑆 = 𝜙4.0(𝐴)
𝑁𝑆 = 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 y cómo 𝜉(4.0(𝐴)) ≡ 𝑉 entonces 𝜂7 = 0. Por la Observación

2.10 se tiene que 𝜙𝑆𝐶 es nulo al finalizar el algoritmo. Esto termina con el caso en que
se utiliza el paso 4.0(𝐴).

Volviendo a la secuencia 2 → 4.0, si 𝜉(4.0(𝐵)) ≡ 𝑉 entonces 𝜙4
𝑁𝑆 > 0, 𝑃 4

𝑆 < 𝐷𝑆 y
𝜂4 = 1 por lo que el próximo paso es el 5, en el cual 𝑃 5

𝑆 < 𝐷𝑆. En efecto, como se
utilizó 4.0(𝐵) entonces Δ4.0

𝑁 < 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 y así

𝑃 5
𝑆 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 + Δ4.0
𝑁 (1 − 𝑟) < 𝑄𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 = 𝐷𝑆

De esta manera 𝜉(6) ≡ 𝐹 por la Observación 2.11 y entonces, posterior al paso 5, hay
dos posibles caminos: utilizar el paso 8 ó 7.0. Si 𝜉(8) ≡ 𝑉 , notamos que 𝜂7 = 𝜂4 = 1
y por la Observación 2.9, 𝜙𝑆𝐶 se mantiene nulo hasta finalizar 𝐴𝐿𝐺. Por el contrario,
si 𝜉(7.0) ≡ 𝑉 , se elimina el envío crítico de 𝑆 mediante 7.0(𝐴) o se intenta cubrir
sin éxito en 7.0(𝐵). Si 𝜉(7.0(𝐵)) ≡ 𝑉 entonces 𝜂7 = 1 y el siguiente paso es el 8,
lo cual por la Observación 2.9 implica que 𝜙𝑆𝐶 termina nulo. Si 𝜉(7.0(𝐴)) ≡ 𝑉 , los
siguientes pasos son el 7.1 y 7.3, por lo que se tiene una situación análoga a la secuencia
2 → 4.0(𝐴) → 4.3 → 5, pues la única diferencia es que el envío crítico de 𝑆 se resolvió
en el paso 7.0(𝐴) en vez del paso 4.0(𝐴), por lo tanto los signos de los flujos son iguales
a los de la secuencia mencionada. De esta manera, 𝜙𝑆𝐶 permanece nulo hasta finalizar
𝐴𝐿𝐺. Con esto se termina el caso en que 𝜉(4.0) ≡ 𝑉 .

Por último, si posterior al paso 2 se utiliza el paso 5 con 𝜉(4.0) ≡ 𝐹 entonces 𝑃 5
𝑆 < 𝐷𝑆

por el mismo argumento de la Ecuación 1 y consecuentemente por la Observación 2.11,
𝜉(6) ≡ 𝐹 . De esta manera los siguientes pasos son el 7.0 u 8. Si 𝜉(8) ≡ 𝑉 sin pasar
por 7.0, notamos que 𝜂7 = 𝜂0 = 1 por lo que por la Observación 2.9, 𝜙𝑆𝐶 es nulo
al terminar 𝐴𝐿𝐺. Si por el contrario 𝜉(7.0) ≡ 𝑉 , se tiene una situación análoga a la
secuencia 2 → 4.0(𝐵) → 5 → 7.0, pues en ésta solamente se tiene un paso extra que
actualiza 𝜙𝑁𝑆 y así la única diferencia es que el envío crítico se resuelve en un paso
mas. De esta manera, la demostración es idéntica a este caso anterior y se concluye el
caso en que 𝜉(4.0) ≡ 𝐹 .
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Teorema 2.13. Si (ℋ) se cumple, 𝐴𝐿𝐺 entrega un punto factible para (𝑃 ).

Demostración. Se analizan en cada restricción las actualizaciones de las variables en cuestión
en cada paso.

(i) 𝐷𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶

Si 𝐷𝑁 ≤ 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 : en el Paso 2,

𝜋2
𝑁 = 𝐷𝑁 , 𝜙2

𝑁𝐶 = 𝜙2
𝑁𝑆 = 0

Con esto se tiene que
𝐷𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶

y se cumple la restricción. Las variables en cuestión pueden cambiar en los Pasos
4,7 y 10. En todos ellos, las actualizaciones son de la forma

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝑥 ó 𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝑥
𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + 𝑥 𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + 𝑥

es decir, el valor de 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶 se mantiene constante.

Si 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 ≤ 𝐷𝑁 ≤ 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 : en el Paso 2, 𝜋𝑁 → 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 pues 𝐷𝑁 ≥ 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 y
𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝑁𝑆 → 0. En el Paso 5, 𝜋𝑁 → 𝐷𝑁 y 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝑁𝑆 → 0. Tal como en el caso
anterior, el valor de 𝐷𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶 = 𝐷𝑁 se mantiene constante.

Si 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 ≤ 𝐷𝑁 : en el Paso 2, 𝜋𝑁 → 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 y 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝑁𝑆 → 0. En el Paso 5,
𝜋𝑁 → 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 y 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝑁𝑆 → 0. En el Paso 8, 𝜋𝑁 → 𝐷𝑁 y 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝑁𝑆 → 0.
Luego,

𝐷𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶 = 𝐷𝑁

(ii) 𝐷𝑆 = 𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜙𝑆𝐶

Si 𝐷𝑆 < 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 : la demanda será satisfecha en el Paso 2, pues 𝐷𝑆 ≤ 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 ⟹
𝜋𝑆 → 𝐷𝑆 y 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑆𝐶 → 0. Debido a esto, la variable 𝜙𝑁𝑆 nunca se actualiza
por lo que conserva su valor nulo. Luego

𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜙𝑆𝐶 = 𝐷𝑆

Si 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 ≤ 𝐷𝑆 ≤ 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 :

Veamos el caso en el cual 𝜙4
𝑁𝑆 = 0. Se tiene que 𝜋4

𝑆 = 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 , y posteriormente el

Paso 3 no se utiliza pues 𝑃 2
𝑆 = 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 < 𝐷𝑆. Como 𝜙5
𝑁𝑆 = 0, los pasos 4.0, 4.2 y

4.4 no fueron utilizados. Por último en el Paso 5, 𝜋5
𝑆 = 𝐷𝑆 ya que 𝐷𝑆 ≤ 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 .
De esta forma

𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜙𝑆𝐶 = 𝐷𝑆

Por otro lado, si 𝜙4
𝑁𝑆 > 0, esto implica que se utilizó el Paso 4.2 o 4.4. Sabemos

que 𝜉(4.0) ≡ 𝐹 pues 𝐷𝑆 < 𝑄𝑆 ⟹ 𝜂4 = 0. Si 𝜉(4.2) ≡ 𝑉 entonces
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𝜙4.2
𝑁𝑆 = 𝐷𝑆 − 𝑃 2

𝑆
1 − 𝑟 = 𝐷𝑆 − 𝜋𝑆

1 − 𝑟

por lo tanto,

𝜋𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜙𝑆𝐶 = 𝐷𝑆

Si 𝜉(4.4) ≡ 𝑉 entonces

𝜙4.4
𝑁𝑆 = Δ4

𝑁

𝑃 4.4
𝑆 = 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 + Δ4
𝑁(1 − 𝑟)

Luego,

𝐷𝑆 − 𝑃 4.4
𝑆 = 𝐷𝑆 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 − Δ4(1 − 𝑟) ≤ 𝐷𝑆 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 ≤ 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆

y por lo tanto,

𝜋5
𝑆 = 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 + mín{𝐷𝑆 − 𝑃 4.4
𝑆 , 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 } = 𝐷𝑆 − Δ4

𝑁(1 − 𝑟)

De esta manera
𝜋5

𝑆 + 𝜙5
𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜙5

𝑆𝐶 = 𝐷𝑆

Si 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 ≤ 𝐷𝑆 ≤ 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝑆 : Si la restricción no se satisface antes del Paso 8, entonces
se tiene que

𝑃 7
𝑆 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 + Δ4
𝑁(1 − 𝑟)𝟙𝜉(4.4) + Δ7

𝑁(1 − 𝑟)𝟙𝜉(7.4) ≥ 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆

𝜋7
𝑆 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆

𝜙7
𝑆𝐶 = 0

𝜙7
𝑁𝑆 = Δ4

𝑁𝟙𝜉(4.4) + Δ7
𝑁𝟙𝜉(7.4)

por lo que

𝐷𝑆 − 𝑃 7
𝑆 ≤ 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝑆 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆

y luego

𝜋7
𝑆 + 𝜙7

𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜙𝑆𝐶 = 𝐷𝑆
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Si 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑆 < 𝐷𝑆: si la restricción no se satisface antes del Paso 10, veamos el caso

en el que 𝜂9 = 1. Si esto fuese así,

𝑃 9
𝑆 = 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝑆 + Δ4.0
𝑁 (1 − 𝑟) + Δ7.0

𝑁 (1 − 𝑟)𝟙𝜉(7.0)

𝜙9
𝑁𝑆 = Δ4.0

𝑁 𝟙𝜉(4.0) + Δ7.0
𝑁 𝟙𝜉(7.0)

𝜋9
𝑆 = 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝑆

𝜙9
𝑆𝐶 = 0

Luego,

𝑃 10.0
𝑆 = 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝑆 + 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆 = 𝐷𝑆

𝜙10.0
𝑁𝑆 = 𝐷𝑆 − 𝑄𝑆

1 − 𝑟

𝜋10.0
𝑁 = 𝜋9

𝑁 + (𝐷𝑆 − 𝑄𝑆
1 − 𝑟 − 𝜙9

𝑁𝑆)

por lo tanto,

𝜋10.0
𝑆 + 𝜙10.0

𝑁𝑆 (1 − 𝑟) − 𝜙10.0
𝑆𝐶 = 𝐷𝑆

Cabe notar que 𝜋10.0
𝑁 ≥ 0 pues 𝜙9

𝑁𝑆 < 𝐷𝑆−𝑄𝑆
1−𝑟 . Además, por (ℋ),

𝜋9
𝑁+𝐷𝑆 − 𝑄𝑆

1 − 𝑟 −𝜙9
𝑁𝑆 ≤ 𝜋9

𝑁+𝑄𝑁−𝐷𝑁−𝜙9
𝑁𝑆 = 𝑄𝑁−(𝐷𝑁+𝜙9

𝑁𝑆−𝜋9
𝑁) = 𝑄𝑁+𝜙9

𝑁𝐶

Como 𝜂9 = 1, entonces los pasos 4 y 7 sólo utilizan 4.0 y 7.0 respectivamente,
por lo tanto 𝜙9

𝑁𝐶 = 0.

Así

𝜋10.0
𝑁 ≤ 𝑄𝑁

Ahora, si 𝜂9 = 0, entonces la restricción se satisfizo en el Paso 8.

(iii) 𝐷𝐶 = 𝜋𝐶 + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟):

Si 𝐷𝐶 ≤ 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 : se tiene que en el Paso 2,

𝜋𝐶 = mín{𝐷𝐶, 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 } = 𝐷𝐶

𝑃𝐶 = 𝜋𝐶 = 𝐷𝐶

𝜙𝑁𝐶 = 0
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𝜙𝑆𝐶 = 0
Luego,

𝜋𝐶 + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

Si 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 ≤ 𝐷𝐶 ≤ 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 : si la restricción no se satisface hasta el Paso 5,
entonces

𝑃 4
𝐶 = 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 + Δ3.2
𝑆 (1 − 𝑟)𝟙𝜉(3.2) + Δ4.3

𝑁 (1 − 𝑟)𝟙𝜉(4.3) ≥ 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶

𝜙4
𝑆𝐶 = Δ3.2

𝑆 𝟙𝜉(3.2)

𝜙4
𝑁𝐶 = Δ4.3

𝑁 𝟙𝜉(4.3)

𝜋4
𝐶 = 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶

luego 𝐷𝐶 − 𝑃 4
𝐶 ≤ 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 y luego

𝜋4
𝐶 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 − 𝑃 4
𝐶

y así

𝜋5
𝐶 + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

Si 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 ≤ 𝐷𝐶 ≤ 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝐶 : si la restricción no se satisface hasta el Paso 8,

𝑃 7
𝐶 = 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 +Δ3.2
𝑆 (1−𝑟)𝟙𝜉(3.2)+Δ4.3

𝑁 (1−𝑟)𝟙𝜉(4.3)+Δ6.2
𝑆 (1−𝑟)𝟙𝜉(6.2)+Δ7.3

𝑁 (1−𝑟)𝟙𝜉(7.3) ≥ 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶

𝜙7
𝑆𝐶 = Δ3.2

𝑆 𝟙𝜉(3.2) + Δ6.2
𝑆 𝟙𝜉(6.2)

𝜙7
𝑁𝐶 = Δ4.3

𝑁 𝟙𝜉(4.3) + Δ7.3
𝑆 𝟙𝜉(7.3)

𝜋7
𝐶 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶

luego 𝐷𝐶 − 𝑃 7
𝐶 ≤ 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝐶 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 y entonces

𝜋8
𝐶 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 − 𝑃 7
𝐶

Así

𝜋8
𝐶 + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

Si 𝐷𝐶 ≥ 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐶 : si 𝐴𝐿𝐺 no satisface la restricción hasta el Paso 10, entonces

𝑃 9
𝐶 = 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝐶 +Δ3.2
𝑆 (1−𝑟)𝟙𝜉(3.2)+Δ4.3

𝑁 (1−𝑟)𝟙𝜉(4.3)+Δ6.2
𝑆 (1−𝑟)𝟙𝜉(6.2)+Δ7.3

𝑁 (1−𝑟)𝟙𝜉(7.3)+Δ9.2
𝑁 (1−𝑟)𝟙𝜉(9.2) ≥ 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝐶

𝜙9
𝑆𝐶 = Δ3.2

𝑆 𝟙𝜉(3.2) + Δ6.2
𝑆 𝟙𝜉(6.2) + Δ9.2

𝑁 𝟙𝜉(9.2)

𝜙9
𝑁𝐶 = Δ4.3

𝑁 𝟙𝜉(4.3) + Δ7.3
𝑆 𝟙𝜉(7.3)
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𝜋9
𝐶 = 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝐶

luego,

𝜙10.1
𝑁𝐶 = Δ4.3

𝑁 𝟙𝜉(4.3) + Δ7.3
𝑆 𝟙𝜉(7.3) + 𝐷𝐶 − 𝑃 9

𝐶
1 − 𝑟

𝜙10.1
𝑆𝐶 = 𝜙9

𝑆𝐶

𝑃 9
𝐶 = 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝐶

por lo tanto
𝜋8

𝐶 + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

Para terminar, notamos que 𝜋𝑁 ≤ 𝑄𝑁 , es decir que la producción local de 𝑁 no
sobrepasa su capacidad máxima 𝑄𝑁 . En efecto, en el Paso 10.1 ya se satisfacen
las restricciones de 𝑆 y 𝑁 . Por lo tanto

𝐷𝑁 = 𝜋9
𝑁 + 𝜙9

𝑁𝑆 − 𝜙9
𝑁𝐶

Luego supongamos que 𝑄𝑆 ≥ 𝐷𝑆, entonces:

𝐷𝐶−𝑃 9
𝐶

1−𝑟 + 𝜋9
𝑁 = 𝐷𝐶−𝜋9

𝐶
1−𝑟 − 𝜙9

𝑁𝐶 − 𝜙9
𝑆𝐶 + 𝜋9

𝑁
= 𝐷𝐶−𝑄𝐶

1−𝑟 − 𝜙9
𝑁𝐶 − 𝜙9

𝑆𝐶 + 𝜋9
𝑁

≤ (𝑄𝑆 − 𝐷𝑆) + 𝑄𝑁 − 𝜙9
𝑁𝐶 − 𝜙9

𝑆𝐶 + 𝜙9
𝑁𝑆 + 𝜙9

𝑁𝐶
= (𝑄𝑆 − 𝐷𝑆) + 𝑄𝑁 − 𝜙9

𝑆𝐶 + 𝜙9
𝑁𝑆

Si 𝜙9
𝑆𝐶 > 0 ⟹ 𝜙9

𝑁𝑆 = 0 por Proposición 2.2 y 𝜙9
𝑆𝐶 = 𝑄𝑆 − 𝐷𝑆.

por lo tanto
𝐷𝐶−𝑃 9

𝐶
1−𝑟 + 𝜋9

𝑁 ≤ 𝑄𝑁

Si 𝜙9
𝑁𝑆 > 0 ⟹ 𝜙9

𝑆𝐶 = 0. Como 𝐶 todavía no se satisface en el Paso 9, entonces
𝑃 9

𝐶 < 𝐷9
𝐶 y se utiliza el Paso 9, por ende 𝑄𝑆 − 𝐷𝑆 = 0.

Por otro lado, si 𝑄𝑆 < 𝐷𝑆 entonces

𝐷𝐶−𝑃 9
𝐶

1−𝑟 + 𝜋9
𝑁 = 𝐷𝐶−𝜋9

𝐶
1−𝑟 − 𝜙9

𝑁𝐶 −
=0(𝑄𝑆<𝐷𝑆)

⏞𝜙9
𝑆𝐶 +𝜋9

𝑁
≤ (𝑄𝑁 − 𝐷𝑁) − 𝐷𝑆−𝑄𝑆

1−𝑟 − 𝜙9
𝑁𝐶 + 𝜋9

𝑁
= 𝑄𝑁 − 𝐷𝑆−𝑄𝑆

1−𝑟 − (𝐷𝑁 − 𝜋9
𝑁 + 𝜙9

𝑁𝐶)
= 𝑄𝑁 − (𝐷𝑆−𝑄𝑆

1−𝑟 − 𝜙9
𝑁𝑆)

Tenemos que 𝐷𝑆 > 𝑄𝑆, entonces 𝜙9
𝑁𝑆 ≤ 𝐷𝑆−𝑄𝑆

1−𝑟 , por lo tanto
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𝐷𝑆 − 𝑄𝑆
1 − 𝑟 − 𝜙9

𝑁𝑆 ≥ 0

De esta forma

𝐷𝐶−𝑃 9
𝐶

1−𝑟 + 𝜋9
𝑁 ≤ 𝑄𝑁

Teorema 2.14. Si (ℋ) se cumple, 𝐴𝐿𝐺 entrega un punto óptimo para (𝑃 ).

Demostración. Supongamos que existe un punto 𝑞∗ = (𝑞∗
𝑁 , 𝑞∗

𝑆, 𝑞∗
𝐶, 𝜙∗

𝑁𝑆, 𝜙∗
𝑁𝐶, 𝜙∗

𝑆𝐶) que fac-
tible para (𝑃 ) y tal que 𝑐𝑁(𝑞∗

𝑁) + 𝑐𝑆(𝑞∗
𝑆) + 𝑐𝐶(𝑞∗

𝐶) < 𝑐𝑁(𝑞𝑎𝑙
𝑁 ) + 𝑐𝑆(𝑞𝑎𝑙

𝑆 ) + 𝑐𝐶(𝑞𝑎𝑙
𝐶 ), donde

𝑞𝑎𝑙 = (𝑞𝑎𝑙
𝑁 , 𝑞𝑎𝑙

𝑆 , 𝑞𝑎𝑙
𝐶 , 𝑡𝑎𝑙

𝑁 , 𝑡𝑎𝑙
𝑆 , 𝑡𝑎𝑙

𝐶 , 𝜙𝑎𝑙
𝑁𝑆, 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶, 𝜙𝑎𝑙
𝑆𝐶) es un punto entregado por 𝐴𝐿𝐺.

𝑞∗
𝑁 𝑞∗

𝑆 𝑞∗
𝐶

↓ ↓ ↓
↓ ↑ ↓
↓ ↓ ↑
↓ ↑ ↑
↑ ↓ ↓
↑ ↑ ↓
↑ ↓ ↑
↑ ↑ ↑

Figura 2.22: Variación de producciones, demostración Teorema 2.14

Esto significa que existe 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶} tal que 𝑞∗
𝑖 < 𝑞𝑎𝑙

𝑖 :

I. Si 𝑞∗
𝑆 < 𝑞𝑎𝑙

𝑆 , 𝑞∗
𝑁 < 𝑞𝑎𝑙

𝑁 , 𝑞∗
𝐶 < 𝑞𝑎𝑙

𝐶 : se tiene 𝑞∗
𝑁 = 𝑞𝑎𝑙

𝑁 − 𝜀𝑁 , 𝑞∗
𝑆 = 𝑞𝑎𝑙

𝑆 − 𝜀𝑆 y 𝑞∗
𝐶 = 𝑞𝑎𝑙

𝐶 − 𝜀𝐶,
donde 𝜀𝑁 , 𝜀𝑆, 𝜀𝐶 > 0. Recordemos que estos son puntos factibles, luego:

𝐷𝑁 = 𝑞∗
𝑁 − 𝜙∗

𝑁𝑆 − 𝜙∗
𝑁𝐶

𝐷𝑆 = 𝑞∗
𝑆 − 𝜙∗

𝑆𝐶 + 𝜙∗
𝑁𝑆(1 − 𝑟)

𝐷𝐶 = 𝑞∗
𝐶 + 𝜙∗

𝑆𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙∗
𝑁𝐶(1 − 𝑟)

Notamos que los flujos pueden variar de acuerdo a la Figura 2.23
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𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶

↓ ↓ ↓
↓ ↑ ↓
↓ ↓ ↑
↓ ↑ ↑
↑ ↓ ↓
↑ ↑ ↓
↑ ↓ ↑
↑ ↑ ↑

Figura 2.23: Variación flujos caso I., demostración Teorema 2.14

(a) Si 𝜙∗
𝑁𝐶 < 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶 y 𝜙∗
𝑆𝐶 < 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶, entonces

𝜙∗
𝑁𝐶 = 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶 − 𝜀𝑁𝐶

𝜙∗
𝑆𝐶 = 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶 − 𝜀𝑆𝐶

con 𝜀𝑁𝐶, 𝜀𝑆𝐶 > 0.

𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶

↓ ↓ ↓
↑ ↓ ↓

S

−

N

−

+/− C −

−

−

Figura 2.24: Variación flujos caso (I.a), demostración Teorema 2.14

Luego, por la factibilidad de 𝑞∗

𝐷𝐶 = 𝑞∗
𝐶 + 𝜙∗

𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙∗
𝑆𝐶(1 − 𝑟)

𝐷𝐶 = 𝑞𝑎𝑙
𝐶 − 𝜀𝐶 + 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜀𝑁𝐶(1 − 𝑟) + 𝜙𝑎𝑙
𝑆𝐶(1 − 𝑟) + 𝜀𝑆𝐶(1 − 𝑟)

0 = −𝜀𝐶 − 𝜀𝑁𝐶(1 − 𝑟) − 𝜀𝑆𝐶(1 − 𝑟)

lo cual es una contradicción por la positividad de 𝜀𝑁𝐶, 𝜀𝑆𝐶 y 𝜀𝐶

(b) Si 𝜙∗
𝑁𝑆 ≥ 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆 y 𝜙∗
𝑁𝐶 ≥ 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶, entonces

𝜙∗
𝑁𝑆 = 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆 + 𝜀𝑁𝑆
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𝜙∗
𝑁𝐶 = 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶 + 𝜀𝑁𝐶

con 𝜀𝑁𝑆 ≥ 0 y 𝜀𝑁𝐶 ≥ 0.

𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶

↑ ↑ ↑
↑ ↑ ↓

S

−

N

−

+ C −

+

+/−

Figura 2.25: Variación flujos caso (I.b), demostración Teorema 2.14

Luego, por la factibilidad de 𝑞∗,

𝐷𝑁 = 𝑞∗
𝑁 − 𝜙∗

𝑁𝐶(1 − 𝑟) − 𝜙∗
𝑁𝑆(1 − 𝑟)

𝐷𝑁 = 𝑞𝑎𝑙
𝑁 − 𝜀𝑁 − 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶(1 − 𝑟) − 𝜀𝑁𝐶(1 − 𝑟) − 𝜙𝑎𝑙
𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜀𝑁𝑆(1 − 𝑟)

0 = −𝜀𝑁 − 𝜀𝑁𝐶(1 − 𝑟) − 𝜀𝑁𝑆(1 − 𝑟)
𝜀𝑁 = −𝜀𝑁𝐶(1 − 𝑟) − 𝜀𝑁𝑆(1 − 𝑟)

≤ 0

lo cual es una contradicción pues 𝜀𝑁 > 0.

(c) El caso 𝜙∗
𝑁𝑆 ≥ 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆, 𝜙∗
𝑁𝐶 < 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶, 𝜙∗
𝑆𝐶 ≥ 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶 es infactible.

𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶

↑ ↓ ↑

S

−

N

−

+ C −

−

+

Figura 2.26: Variación flujos caso (I.c), demostración Teorema 2.14

En efecto, si es que fuera factible:
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−𝜀𝑁𝑆 + 𝜀𝑁𝐶 = 𝜀𝑁
−𝜀𝑆𝐶 + 𝜀𝑁𝑆(1 − 𝑟) = 𝜀𝑆
𝜀𝑆𝐶(1 − 𝑟) − 𝜀𝑁𝐶(1 − 𝑟) = 𝜀𝐶

con 𝜀𝑁𝑆, 𝜀𝑆𝐶 ≥ 0 y 𝜀𝑁𝐶 > 0.

De aquí se tiene que 𝜀𝑆𝐶(1 − 𝑟) = 𝜀𝐶 + 𝜀𝑁𝐶(1 − 𝑟) > 𝜀𝑁𝐶(1 − 𝑟) ⟹ 𝜀𝑆𝐶 > 𝜀𝑁𝐶.
Por otro lado, 𝜀𝑁𝐶 = 𝜀𝑁 + 𝜀𝑁𝑆 > 𝜀𝑁𝑆. Además, 𝜀𝑁𝑆(1 − 𝑟) = 𝜀𝑆 + 𝜀𝑆𝐶 ⟹
𝜀𝑁𝑆 = 𝜀𝑆

1−𝑟 + 𝜀𝑆𝐶
1−𝑟 > 𝜀𝑆𝐶

1−𝑟 . Finalmente,

𝜀𝑆𝐶 > 𝜀𝑁𝐶 > 𝜀𝑁𝑆 > 𝜀𝑆𝐶
1 − 𝑟 ⟹ 𝜀𝑆𝐶 > 𝜀𝑆𝐶

1 − 𝑟
lo cual es una contradicción pues 𝑟 ∈ [0, 1).

(d) Si 𝜙∗
𝑁𝑆 < 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆 y 𝜙∗
𝑆𝐶 < 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶

𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶

↓ ↓ ↑
↓ ↑ ↑

S

−

N

−

− C −

+/−

+

Figura 2.27: Variación flujos caso (I.d), demostración Teorema 2.14

Se tiene que

𝜙∗
𝑁𝑆 = 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆 − 𝜀𝑁𝑆
𝜙∗

𝑆𝐶 = 𝜙𝑎𝑙
𝑆𝐶 + 𝜀𝑆𝐶

con 𝜀𝑁𝑆 > 0 y 𝜀𝑆𝐶 ≥ 0.

Entonces,

𝐷𝑆 = 𝑞∗
𝑆 + 𝜙∗

𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜙∗
𝑆𝐶

𝐷𝑆 = 𝑞𝑎𝑙
𝑆 − 𝜀𝑆 + 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜀𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜙𝑎𝑙
𝑆𝐶 − 𝜀𝑆𝐶

0 = −𝜀𝑆 − 𝜀𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜀𝑆𝐶
𝜀𝑆 = −𝜀𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜀𝑆𝐶

≤ 0

lo cual contradice la positividad de 𝜀𝑆.
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(e) El caso 𝜙∗
𝑁𝑆 = 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆 − 𝜀𝑁𝑆, 𝜙∗
𝑁𝐶 = 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶 + 𝜀𝑁𝐶 y 𝜙∗
𝑆𝐶 = 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶 − 𝜀𝑆𝐶 no puede
existir ya que por la Proposición 2.2, 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆 = 0 ó 𝜙𝑎𝑙
𝑆𝐶 = 0 por lo que 𝜙∗

𝑁𝑆 < 0 o
𝜙∗

𝑆𝐶 < 0 y de esta manera el punto no es factible.

𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶

↓ ↑ ↓

S

−

N

−

− C −

+

−

Figura 2.28: Variación flujos caso (I.e), demostración Teorema 2.14

II. Si 𝑞∗
𝑁 < 𝑞𝑎𝑙

𝑁 , 𝑞∗
𝑆 < 𝑞𝑎𝑙

𝑆 y 𝑞∗
𝐶 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝐶 . Luego,

𝑞∗
𝑁 = 𝑞𝑎𝑙

𝑁 − 𝜀𝑁

𝑞∗
𝑆 = 𝑞𝑎𝑙

𝑆 − 𝜀𝑆

𝑞𝑎𝑙
𝐶 = 𝑞∗

𝐶 − 𝜀𝐶

con 𝜀𝑁 , 𝜀𝑆 > 0 y 𝜀𝐶 ≥ 0.

(a) Si 𝜙∗
𝑁𝑆 > 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆 y 𝜙∗
𝑁𝐶 > 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶, entonces 𝑞∗ no es factible por el mismo argumento
que (I.b)

𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶

↑ ↑ ↑
↑ ↑ ↓

S

−

N

−

+ C +

+

+/−

Figura 2.29: Variación flujos caso (II.a), demostración Teorema 2.14

(b) Si 𝜙∗
𝑁𝑆 < 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆 y 𝜙∗
𝑆𝐶 > 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶, la restricción del Sur produce infactibilidad, de la
misma manera que en (I.d).
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𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶

↓ ↓ ↑
↓ ↑ ↑

S

−

N

−

− C +

+/−

+

Figura 2.30: Variación flujos caso (II.b), demostración Teorema 2.14

(c) Los casos en los cuales 𝜙∗
𝑁𝑆 < 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆 y 𝜙∗
𝑆𝐶 < 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶 son infactibles por la Proposición
2.2.

𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶

↓ ↓ ↓
↓ ↑ ↓

S

−

N

−

− C +

+/−

−

Figura 2.31: Variación flujos caso (II.c), demostración Teorema 2.14

(d) Si 𝜙∗
𝑁𝑆 ≥ 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆 y 𝜙∗
𝑁𝐶 < 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶, entonces

𝜙∗
𝑁𝑆 = 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆 + 𝜀𝑁𝑆
𝜙∗

𝑁𝐶 = 𝜙𝑎𝑙
𝑁𝐶 − 𝜀𝑁𝐶

con 𝜀𝑁𝐶 > 0, 𝜀𝑁𝑆 ≥ 0
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𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶

↑ ↓ ↑
↑ ↓ ↓

S

−

N

−

+ C +

−

+/−

Figura 2.32: Variación flujos caso (II.d), demostración Teorema 2.14

Si 𝜙∗
𝑆𝐶 ≥ 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶, entonces

𝜙∗
𝑆𝐶 = 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶 + 𝜀𝑆𝐶

con 𝜀𝑆𝐶 ≥ 0. Luego,

0 = −𝜀𝑆 + 𝜀𝑁𝑆(1 − 𝑟) − 𝜀𝑆𝐶

Por la Proposición 2.2, para que 𝑞∗ sea óptimo debe cumplirse que 𝜙∗
𝑁𝑆 = 0 ó

𝜙∗
𝑆𝐶 = 0. Cualquiera de los dos casos implica que 𝜀𝑁𝑆 = 0 ó 𝜀𝑆𝐶 = 0, respectiva-

mente (esto es debido a la positividad de 𝜙𝑎𝑙
𝑁𝑆 y 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶). Si 𝜙∗
𝑁𝑆 = 0 entonces

0 = −𝜀𝑆 − 𝜀𝑆𝐶
𝜀𝑆 = −𝜀𝑆𝐶

≤ 0

lo cual contradice que 𝜀𝑆 > 0. Por otro lado, si 𝜙∗
𝑆𝐶 = 0, entonces

𝜀𝑆 = 𝜀𝑁𝑆(1 − 𝑟) ⟹ 𝜀𝑆
1 − 𝑟 = 𝜀𝑁𝑆

Lo cual implica que 𝑞∗, a diferencia de 𝑞𝑎𝑙, produce y envía 𝜀𝑆
1−𝑟 desde 𝑁 en lugar

de producir 𝜀𝑆 en S. Esto contradice la optimalidad pues 𝜀𝑆
1−𝑟 ≤ 𝜀𝑆 y 𝐴𝐿𝐺 utiliza

los recursos de manera simultánea, por lo que 𝑞∗ tiene mayor costo al tener que
generar mayor producción con el mismo recurso.

Finalmente, si 𝜙∗
𝑆𝐶 < 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶 entonces 𝜙𝑁𝑆 = 0 (sino 𝑞∗ no es óptimo). En este
caso, mediante el mismo argumento del caso anterior, se tiene que 𝐴𝐿𝐺 utiliza los
recursos simultáneamente por lo que si 𝐶 produce 𝜀𝐶 en lugar de ser producido
y enviado desde 𝑆, entonces 𝐶 utiliza recursos más costosos a la hora de generar
𝜀𝐶 en comparación a la solución entregada por 𝐴𝐿𝐺.
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III. Si 𝑞∗
𝑁 < 𝑞𝑎𝑙

𝑁 , 𝑞∗
𝑆 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝑆 y 𝑞∗
𝐶 < 𝑞𝑎𝑙

𝐶 : en la Figura 2.33 se observan los casos pendientes

𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶

↑ ↓ ↑
↑ ↓ ↓
↓ ↓ ↑

Figura 2.33: Variación flujos caso III., demostración Teorema 2.14

pues el resto utiliza argumentos anteriores. Para el caso 𝜙∗
𝑁𝑆 ≥ 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆, 𝜙∗
𝑁𝐶 < 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶 y
𝜙∗

𝑆𝐶 ≥ 𝜙𝑎𝑙
𝑆𝐶, se tiene que 𝜙∗

𝑁𝑆 = 0, pues de no ser así se produce una infactibilidad en la
demanda de 𝑆. Luego, 𝑞∗ genera menos producción local en 𝐶, la cual es contrapuesta
con un envío de 𝑆. Tal como se mencionó anteriormente, debido a las pérdidas, si 𝜀𝐶
es la cantidad no producida en 𝐶 entonces se produce 𝜀𝐶

1−𝑟 en 𝑆 para ser enviado en el
flujo 𝑆 → 𝐶. Esto no es óptimo pues 𝐴𝐿𝐺 utiliza los recursos simultáneamente y así
la producción en mayor medida de 𝑆 genera un mayor costo.

En el caso 𝜙∗
𝑁𝑆 ≥ 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆, 𝜙∗
𝑁𝐶 < 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶 y 𝜙∗
𝑆𝐶 < 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶 se tiene que 𝜙∗
𝑆𝐶 = 0 (de forma

contraria, 𝑞∗ no es óptimo) y por un argumento idéntico al caso anterior, 𝑞∗ no es
óptimo.

Por último, si 𝜙∗
𝑁𝑆 < 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝑆, 𝜙∗
𝑁𝐶 < 𝜙𝑎𝑙

𝑁𝐶 y 𝜙∗
𝑆𝐶 ≥ 𝜙𝑎𝑙

𝑆𝐶 se tiene que 𝜙∗
𝑆𝐶 = 0 y se

produce una infactibilidad en la demanda de 𝐶.

IV. Si 𝑞∗
𝑁 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝑁 , 𝑞∗
𝑆 < 𝑞𝑎𝑙

𝑆 y 𝑞∗
𝐶 < 𝑞𝑎𝑙

𝐶 : se repiten argumentos de casos anteriores. La Tabla
2.1 muestra un resumen de aquello.

𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶 argumento

↓ ↓ ↓ infactibilidad
↓ ↑ ↓ infactibilidad
↓ ↓ ↑ (I.d)
↓ ↑ ↑ (I.d)
↑ ↓ ↓ (II.d)
↑ ↑ ↓ (II.d)
↑ ↓ ↑ (II.d)
↑ ↑ ↑ (II.d)

Tabla 2.1: Resumen de argumentos caso IV., demostración Teorema 2.14

V. Si 𝑞∗
𝑁 < 𝑞𝑎𝑙

𝑁 , 𝑞∗
𝑆 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝑆 , 𝑞∗
𝐶 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝐶 : Tal como se ve en la Tabla 2.2, el único caso pendiente
es cuando 𝜙∗

𝑁𝑆 < 𝜙𝑎𝑙
𝑁𝑆, 𝜙∗

𝑁𝐶 < 𝜙𝑎𝑙
𝑁𝐶 y 𝜙∗

𝑆𝐶 ≥ 𝜙𝑎𝑙
𝑆𝐶
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𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶 argumento

↓ ↓ ↓ infactibilidad
↓ ↑ ↓ infactibilidad
↓ ↓ ↑
↓ ↑ ↑ infactibilidad
↑ ↓ ↓ infactibilidad
↑ ↑ ↓ (I.b)
↑ ↓ ↑ (II.d)
↑ ↑ ↑ (I.b)

Tabla 2.2: Resumen de argumentos caso V., demostración Teorema 2.14

Notemos que para que 𝑞∗ sea factible entonces 𝜙∗
𝑆𝐶 = 0. De esta manera se tiene que

en 𝑞∗, 𝑆 tiene mayor producción local y menor flujo desde 𝑁 . Esto no es óptimo, pues
𝐴𝐿𝐺 genera flujo 𝑁 → 𝑆 mediante un recurso cuando a 𝑆 no le alcanzó localmente
con dicho recurso antes de pasar al siguiente mas costoso. Producir más y recibir menos
en este caso implica mayor costo, pues 𝑆 utiliza un material más costoso para obtener
la misma cantidad de producción.

VI. Si 𝑞∗
𝑁 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝑁 , 𝑞∗
𝑆 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝑆 , 𝑞∗
𝐶 < 𝑞𝑎𝑙

𝐶 : En la Tabla 2.3 se ven los casos pendientes

𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶 argumento

↓ ↓ ↓ infactibilidad
↓ ↑ ↓ infactibilidad
↓ ↓ ↑ V.
↓ ↑ ↑ V.
↑ ↓ ↓ infactibilidad
↑ ↑ ↓
↑ ↓ ↑
↑ ↑ ↑

Tabla 2.3: Resumen de argumentos caso VI., demostración Teorema 2.14

En los tres casos pendientes 𝐶 produce menos localmente y recibe mas flujo desde 𝑁
y/ó 𝑆. Esto contradice la optimalidad por un argumento ya repetido: si en 𝐴𝐿𝐺, 𝐶
produce localmente mediante cierto recurso, 𝑁 y 𝑆 envían flujo producido a través del
mismo. Si se reduce la producción local de 𝐶 y se prefiere un envío desde otro nodo,
por las pérdidas la producción será mayor con los mismos recursos y por ende, el costo.

VII. Si 𝑞∗
𝑁 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝑁 , 𝑞∗
𝑆 < 𝑞𝑎𝑙

𝑆 , 𝑞∗
𝐶 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝐶 : en la Tabla 2.4 se puede observar que todos los casos
se pueden argumentar con puntos anteriores.
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𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶 argumento

↓ ↓ ↓ infactibilidad
↓ ↑ ↓ infactibilidad
↓ ↓ ↑ (I.b)
↓ ↑ ↑ infactibilidad
↑ ↓ ↓ infactibilidad
↑ ↑ ↓ (I.d)
↑ ↓ ↑ (I.d)
↑ ↑ ↑ infactibilidad

Tabla 2.4: Resumen de argumentos caso VII., demostración Teorema 2.14

VIII. Si 𝑞∗
𝑁 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝑁 , 𝑞∗
𝑆 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝑆 , 𝑞∗
𝐶 ≥ 𝑞𝑎𝑙

𝐶 : todos los casos se argumentan con puntos anteriores.

𝜙∗
𝑁𝑆 𝜙∗

𝑁𝐶 𝜙∗
𝑆𝐶 argumento

↓ ↓ ↓ infactibilidad
↓ ↑ ↓ infactibilidad
↓ ↓ ↑ infactibilidad
↓ ↑ ↑ infactibilidad ó V.
↑ ↓ ↓ infactibilidad
↑ ↑ ↓ infactibilidad
↑ ↓ ↑ infactibilidad
↑ ↑ ↑ infactibilidad

Tabla 2.5: Resumen de argumentos caso VIII., demostración Teorema 2.14
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2.4.1. Ejemplos

A continuación se presentan ejemplos de instancias con pérdidas lineales, y sin ellas.

Envío 𝑁 → 𝐶 mediante carbón

S

𝐷𝑆 = 1000.0
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 4200.0
𝜋𝐶 = 3600.3

N

𝐷𝑁 = 3000.0
𝜋𝑁 = 3600

𝑜𝑏𝑗 = 152024.0

0
(−0.0)

600
(−0.3)

0
(−0.0)

S

𝐷𝑆 = 1000.0
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 4200.0
𝜋𝐶 = 3600

N

𝐷𝑁 = 3000.0
𝜋𝑁 = 3600

𝑜𝑏𝑗 = 152000.0

0

600

0

Doble envío 𝑁 → 𝐶 y 𝑆 → 𝐶 mediante energía solar

S

𝐷𝑆 = 100.0
𝜋𝑆 = 200

C
𝐷𝐶 = 2800
𝜋𝐶 = 2400.2

N

𝐷𝑁 = 1500.0
𝜋𝑁 = 1800

𝑜𝑏𝑗 = 8.0

100
(−0.05)

300
(−0.15)

0
(−0.0)

S

𝐷𝑆 = 100.0
𝜋𝑆 = 200

C
𝐷𝐶 = 2800.0
𝜋𝐶 = 2400

N

𝐷𝑁 = 1500.0
𝜋𝑁 = 1800

𝑜𝑏𝑗 = 0.0

100

300

0
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Doble envío 𝑁 → 𝐶 y 𝑆 → 𝐶 mediante carbón

S

𝐷𝑆 = 500.0
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 4700.0
𝜋𝐶 = 3600.55

N

𝐷𝑁 = 3000.0
𝜋𝑁 = 3600

𝑜𝑏𝑗 = 152044.0

500
(−0.25)

600
(−0.3)

0
(−0.0)

S

𝐷𝑆 = 500.0
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 4700.0
𝜋𝐶 = 3600

N

𝐷𝑁 = 3000.0
𝜋𝑁 = 3600

𝑜𝑏𝑗 = 152000.0

500

600

0

Doble envío 𝑁 → 𝐶 y 𝑁 → 𝑆 mediante energía solar

S

𝐷𝑆 = 500.0
𝜋𝑆 = 200.4

C
𝐷𝐶 = 2900.0
𝜋𝐶 = 2400

N

𝐷𝑁 = 1000.0
𝜋𝑁 = 1800

𝑜𝑏𝑗 = 16.0

0
(−0.0)

500.25
(−0.25)

299.75
(−0.15)

S

𝐷𝑆 = 500.0
𝜋𝑆 = 200

C
𝐷𝐶 = 2900.0
𝜋𝐶 = 2400

N

𝐷𝑁 = 1000.0
𝜋𝑁 = 1800

𝑜𝑏𝑗 = 0.0

0

500

300
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Sin flujo con uso de energía solar

S

𝐷𝑆 = 200.0
𝜋𝑆 = 200

C
𝐷𝐶 = 2200.0
𝜋𝐶 = 2200

N

𝐷𝑁 = 1700.0
𝜋𝑁 = 1700

𝑜𝑏𝑗 = 0.0

0
(−0.0)

0
(−0.0)

0
(−0.0)

S

𝐷𝑆 = 200.0
𝜋𝑆 = 200

C
𝐷𝐶 = 2200.0
𝜋𝐶 = 2200

N

𝐷𝑁 = 1700.0
𝜋𝑁 = 1700

𝑜𝑏𝑗 = 0.0

0

0

0

Sin flujo con uso de carbón

S

𝐷𝑆 = 800.0
𝜋𝑆 = 800

C
𝐷𝐶 = 2800.0
𝜋𝐶 = 2800

N

𝐷𝑁 = 3000.0
𝜋𝑁 = 3000

𝑜𝑏𝑗 = 88000.0

0
(−0.0)

0
(−0.0)

0
(−0.0)

S

𝐷𝑆 = 800.0
𝜋𝑆 = 800

C
𝐷𝐶 = 2800.0
𝜋𝐶 = 2800

N

𝐷𝑁 = 3000.0
𝜋𝑁 = 3000

𝑜𝑏𝑗 = 88000.0

0

0

0
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Sin flujo con uso de gas

S

𝐷𝑆 = 1700.0
𝜋𝑆 = 1700

C
𝐷𝐶 = 7000.0
𝜋𝐶 = 7000

N

𝐷𝑁 = 6000.0
𝜋𝑁 = 6000

𝑜𝑏𝑗 = 408000.0

0
(−0.0)

0
(−0.0)

0
(−0.0)

S

𝐷𝑆 = 1700.0
𝜋𝑆 = 1700

C
𝐷𝐶 = 7000.0
𝜋𝐶 = 7000

N

𝐷𝑁 = 6000.0
𝜋𝑁 = 6000

𝑜𝑏𝑗 = 408000.0

0

0

0

Flujo 𝑁 → 𝐶 mediante energía solar

S

𝐷𝑆 = 200.0
𝜋𝑆 = 200

C
𝐷𝐶 = 2900.0
𝜋𝐶 = 2400.25

N

𝐷𝑁 = 1300.0
𝜋𝑁 = 1800

𝑜𝑏𝑗 = 10.0

0
(−0.0)

500
(−0.25)

0
(−0.0)

S

𝐷𝑆 = 200.0
𝜋𝑆 = 200

C
𝐷𝐶 = 2900.0
𝜋𝐶 = 2400

N

𝐷𝑁 = 1300.0
𝜋𝑁 = 1800

𝑜𝑏𝑗 = 0.0

0

500

0
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Flujo 𝑆 → 𝐶 mediante energía solar

S

𝐷𝑆 = 100.0
𝜋𝑆 = 200

C
𝐷𝐶 = 2500.0
𝜋𝐶 = 2400.05

N

𝐷𝑁 = 1800.0
𝜋𝑁 = 1800

𝑜𝑏𝑗 = 2.0

100
(−0.05)

0
(−0.0)

0
(−0.0)

S

𝐷𝑆 = 100.0
𝜋𝑆 = 200

C
𝐷𝐶 = 2500.0
𝜋𝐶 = 2400

N

𝐷𝑁 = 1800.0
𝜋𝑁 = 1800

𝑜𝑏𝑗 = 0.0

100

0

0

Flujo 𝑆 → 𝐶 mediante carbón

S

𝐷𝑆 = 800.0
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 3800.0
𝜋𝐶 = 3600.1

N

𝐷𝑁 = 3600.0
𝜋𝑁 = 3600

𝑜𝑏𝑗 = 152008.0

200
(−0.1)

0
(−0.0)

0
(−0.0)

S

𝐷𝑆 = 800.0
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 3800.0
𝜋𝐶 = 3600

N

𝐷𝑁 = 3600.0
𝜋𝑁 = 3600

𝑜𝑏𝑗 = 152000.0

200

0

0
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Flujo 𝑁 → 𝐶 y 𝑁 → 𝑆 mediante carbón

S

𝐷𝑆 = 1200.0
𝜋𝑆 = 1000.3

C
𝐷𝐶 = 4000.0
𝜋𝐶 = 3600

N

𝐷𝑁 = 3000.0
𝜋𝑁 = 3600

𝑜𝑏𝑗 = 152024.0

0
(−0.0)

400.2
(−0.2)

199.8
(−0.1)

S

𝐷𝑆 = 1200.0
𝜋𝑆 = 1000

C
𝐷𝐶 = 4000.0
𝜋𝐶 = 3600

N

𝐷𝑁 = 3000.0
𝜋𝑁 = 3600

𝑜𝑏𝑗 = 152000.0

0

400

200

Flujo 𝑁 → 𝐶 ó 𝑁 → 𝑆 mediante energía solar

S

𝐷𝑆 = 300.0
𝜋𝑆 = 300

C
𝐷𝐶 = 2500.0
𝜋𝐶 = 2400.05

N

𝐷𝑁 = 1700.0
𝜋𝑁 = 1800

𝑜𝑏𝑗 = 4002.0

0
(−0.0)

100
(−0.05)

0
(−0.0)

S

𝐷𝑆 = 300.0
𝜋𝑆 = 300

C
𝐷𝐶 = 2500.0
𝜋𝐶 = 2400

N

𝐷𝑁 = 1700.0
𝜋𝑁 = 1800

𝑜𝑏𝑗 = 4000.0

0

100

0
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Flujo 𝑁 → 𝐶 ó 𝑁 → 𝑆 mediante energía carbón

S

𝐷𝑆 = 1400.0
𝜋𝑆 = 1200.3

C
𝐷𝐶 = 4000.0
𝜋𝐶 = 3600

N

𝐷𝑁 = 3000.0
𝜋𝑁 = 3600

𝑜𝑏𝑗 = 168024.0

0
(−0.0)

400.2
(−0.2)

199.8
(−0.1)

S

𝐷𝑆 = 1400.0
𝜋𝑆 = 1200

C
𝐷𝐶 = 4000.0
𝜋𝐶 = 3600

N

𝐷𝑁 = 3000.0
𝜋𝑁 = 3600

𝑜𝑏𝑗 = 168000.0

0

400

200
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3. Problema con satélites
La solución de (𝑃 ) será una herramienta fundamental en la búsqueda de generalidad en
el problema de la Figura 2.1. Un paso intermedio a esto es agregar satélites a los centros
principales de cada región, es decir nodos que están únicamente conectados a uno y sólo uno
de estos centros de distribución. Un paso intermedio a esto es agregar un satélite únicamente
a 𝐶. En la Figura 3.1 se puede observar una representación gráfica de esta situación.

S

𝑄𝑆, 𝐷𝑆

N

𝑄𝑁 , 𝐷𝑁

𝜙𝑁𝑆 𝜙𝑆𝑁 C 𝑄𝐶, 𝐷𝐶

A 𝑄𝐴, 𝐷𝐴𝜙𝐶𝐴

𝜙𝑁𝐶𝜙𝐶𝑁

𝜙𝑆𝐶

𝜙𝐶𝑆

Figura 3.1: Sistema con satélite

El nuevo nodo 𝐴 cuenta al igual que el resto con una función de costo 𝑐𝐴, demanda 𝐷𝐴
y capacidad máxima de producción 𝑄𝐴. La función 𝑐𝐴 se define de la misma manera que
𝑐𝑖, 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}. Por otro lado, existirá un flujo 𝐶 → 𝐴 denotado 𝜙𝐶𝐴. De esta manera
el nuevo sistema funciona de manera similar al anterior pero con el objetivo de satisfacer
también la demanda de 𝐴, tanto con producción local como externa.

Así, el sistema queda modelado de la siguiente forma:

(𝑃𝑒𝑥𝑡) mín 𝑐𝑁(𝑞𝑁) + 𝑐𝑆(𝑞𝑆) + 𝑐𝐶(𝑞𝐶) + 𝑐𝐴(𝑞𝐴)
s.a. 𝐷𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶 + (1 − 𝑟)𝜙𝑆𝑁 + (1 − 𝑟)𝜙𝐶𝑁

𝐷𝑆 = 𝑞𝑆 − 𝜙𝑆𝐶 − 𝜙𝑆𝑁 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝑆 + (1 − 𝑟)𝜙𝐶𝑆
𝐷𝐶 = 𝑞𝐶 − 𝜙𝐶𝐴 − 𝜙𝐶𝑆 − 𝜙𝐶𝑁 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝑆 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝐶
𝐷𝐴 = 𝑞𝐴 + 𝜙𝐶𝐴(1 − 𝑟)
𝑞𝑖 ∈ [0, 𝑄𝑖] 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝐴}
𝜙𝑖𝑗 ≥ 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝐴} 𝑖 ≠ 𝑗

Al igual que el problema (𝑃 ), en lo que sigue se supondrán las siguientes condiciones

(ℋ𝐴)
⎧{
⎨{⎩

(i) 𝑁 − 𝐶 − 𝑆 satisfacen (ℋ)1

(ii) Existe una solución de 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛 que cumple:
𝐷𝐴 ≤ 𝑄𝐴 + (𝑄𝐶 − 𝑞𝑔𝑒𝑛

𝐶 )(1 − 𝑟) + (𝑄𝑁 − 𝑞𝑔𝑒𝑛
𝑁 )(1 − 𝑟)2 + (𝑄𝑆 − 𝑞𝑔𝑒𝑛

𝑆 )(1 − 𝑟)2
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Notemos que por la Proposición 2.2, al resolver (𝑃𝑒𝑥𝑡) es posible encontrarse 8 tipos de
soluciones, tal como se muestra en la Figura 3.2.

S

N

C

1

A

S

N

C

A

S

N

C

A

S

N

C

A

S

N

C

A

S

N

C

A

S

N

C

A

S

N

C

A

Figura 3.2: Posibles soluciones de (𝑃𝑒𝑥𝑡)

De las cuales por un argumento similar a la Proposición 2.1, se descartan los sistemas de la
Figura 3.3. La siguiente proposición demuestra este resultado.

S

N

C

A

S

N

C

A

Figura 3.3: Casos que no son solución de (𝑃𝑒𝑥𝑡)

Proposición 3.1. Sea 𝑞 = (𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝑞𝐴, 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑆𝑁 , 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝐶𝑁 , 𝜙𝑆𝐶, 𝜙𝐶𝑆, 𝜙𝐶𝐴)𝑇 un punto
factible para (𝑃𝑒𝑥𝑡). Si 𝜙𝑆𝑁 , 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝐶𝑆 > 0 entonces 𝑞 no es óptimo.

1Intercambiando los roles de 𝑁, 𝑆 y 𝐶 si es necesario
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Demostración. Sea 𝑞 = (𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝑞𝐴, 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑆𝑁 , 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝐶𝑁 , 𝜙𝑆𝐶, 𝜙𝐶𝑆, 𝜙𝐶𝐴)𝑇 un punto fac-
tible para (𝑃 ′) tal que 𝜙𝑆𝑁 , 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝐶𝑆 > 0. Sea 0 < 𝜀 < mín {𝜙𝐶𝑁 , 𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑆𝐶, 𝑞𝐶

𝑟𝑆𝐶
, 𝑞𝑁

𝑟𝐶𝑁
, 𝑞𝑆

𝑟𝑁𝑆
}

y

̂𝑞𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝑟𝐶𝑁𝜀 ̂𝜙𝑁𝑆 = 𝜙𝑁𝑆 − 𝜀

̂𝑞𝑆 = 𝑞𝑆 − 𝑟𝑁𝑆𝜀 ̂𝜙𝑆𝐶 = 𝜙𝑆𝐶 − 𝜀

̂𝑞𝐶 = 𝑞𝐶 − 𝑟𝑆𝐶𝜀 ̂𝜙𝐶𝑁 = 𝜙𝐶𝑁 − 𝜀

̂𝑞𝐴 = 𝑞𝐴 ̂𝜙𝐶𝐴 = 𝜙𝐶𝐴

Luego,

̂𝑞𝑁 + ̂𝜙𝐶𝑁(1 − 𝑟𝐶𝑁) − ̂𝜙𝑁𝑆 = 𝑞𝑁 − 𝑟𝐶𝑁𝜀 + 𝜙𝐶𝑁(1 − 𝑟𝐶𝑁) − 𝜀(1 − 𝑟𝐶𝑁) − 𝜙𝑁𝑆 + 𝜀
= 𝑞𝑁 + 𝜙𝐶𝑁(1 − 𝑟𝐶𝑁) − 𝜙𝑁𝑆
= 𝐷𝑁

̂𝑞𝑆 + ̂𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆) − ̂𝜙𝑆𝐶 = 𝑞𝑆 − 𝑟𝑁𝑆𝜀 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆) − 𝜀(1 − 𝑟𝑁𝑆) − 𝜙𝑆𝐶 + 𝜀
= 𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆) − 𝜙𝑆𝐶
= 𝐷𝑆

̂𝑞𝐶 + ̂𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑆𝐶) − ̂𝜙𝐶𝑁 − ̂𝜙𝐶𝐴 = 𝑞𝐶 − 𝑟𝑆𝐶𝜀 + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑆𝐶) − 𝜀(1 − 𝑟𝑆𝐶) − 𝜙𝐶𝑁 + 𝜀 − 𝜙𝐶𝐴
= 𝑞𝐶 + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑆𝐶) − 𝜙𝐶𝑁 − 𝜙𝐶𝐴
= 𝐷𝐶

̂𝑞𝐴 + ̂𝜙𝐶𝐴(1 − 𝑟𝐶𝐴) = 𝑞𝐴 + 𝜙𝐶𝐴(1 − 𝑟𝐶𝐴)
= 𝐷𝐴

Por lo tanto, como ̂𝑞𝐴 = 𝑞𝐴, ̂𝑞𝑁 < 𝑞𝑁 , ̂𝑞𝑆 < 𝑞𝑆 y ̂𝑞𝐶 < 𝑞𝐶 se tiene que

𝑐𝐴( ̂𝑞𝐴) + 𝑐𝑁( ̂𝑞𝑁) + 𝑐𝑆( ̂𝑞𝑆) + 𝑐𝐶( ̂𝑞𝐶) < 𝑐𝐴(𝑞𝐴) + 𝑐𝑁(𝑞𝑁) + 𝑐𝑆(𝑞𝑆) + 𝑐𝐶(𝑞𝐶)

Dado esto, se puede observar que resolver (𝑃𝑒𝑥𝑡) equivale a calcular el mínimo entre las
soluciones de estos tres problemas:
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(𝑃 𝐶
𝑒𝑥𝑡) mín 𝑐𝑁(𝑞𝑁) + 𝑐𝑆(𝑞𝑆) + 𝑐𝐶(𝑞𝐶) + 𝑐𝐴(𝑞𝐴)

s.a. 𝐷𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶
𝐷𝑆 = 𝑞𝑆 − 𝜙𝑆𝐶 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝑆
𝐷𝐶 = 𝑞𝐶 − 𝜙𝐶𝐴 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝑆 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝐶
𝐷𝐴 = 𝑞𝐴 + 𝜙𝐶𝐴(1 − 𝑟)
𝑞𝑖 ∈ [0, 𝑄𝑖] 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝐴}
𝜙𝑖𝑗 ≥ 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝐴} 𝑖 ≠ 𝑗 S

N

C

A

(𝑃 𝑁
𝑒𝑥𝑡) mín 𝑐𝑁(𝑞𝑁) + 𝑐𝑆(𝑞𝑆) + 𝑐𝐶(𝑞𝐶) + 𝑐𝐴(𝑞𝐴)

s.a. 𝐷𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶 − 𝜙𝑁𝐴
𝐷𝑆 = 𝑞𝑆 − 𝜙𝑆𝐶 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝑆
𝐷𝐶 = 𝑞𝐶 − 𝜙𝐶𝐴 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝑆 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝐶
𝐷𝐴 = 𝑞𝐴 + 𝜙𝑁𝐴(1 − 𝑟)
𝑞𝑖 ∈ [0, 𝑄𝑖] 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝐴}
𝜙𝑖𝑗 ≥ 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝐴} 𝑖 ≠ 𝑗 S

N

C

A

(𝑃 𝑆
𝑒𝑥𝑡) mín 𝑐𝑁(𝑞𝑁) + 𝑐𝑆(𝑞𝑆) + 𝑐𝐶(𝑞𝐶) + 𝑐𝐴(𝑞𝐴)

s.a. 𝐷𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶
𝐷𝑆 = 𝑞𝑆 − 𝜙𝑆𝐶 − 𝜙𝑆𝐴 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝑆
𝐷𝐶 = 𝑞𝐶 − 𝜙𝐶𝐴 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝑆 + (1 − 𝑟)𝜙𝑁𝐶
𝐷𝐴 = 𝑞𝐴 + 𝜙𝑆𝐴(1 − 𝑟)
𝑞𝑖 ∈ [0, 𝑄𝑖] 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝐴}
𝜙𝑖𝑗 ≥ 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝐴} 𝑖 ≠ 𝑗 S

N

C

A
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De esta manera, si definimos a 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑁 , 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑆 y 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝐶 como algoritmos que
resuelven los problemas (𝑃 𝑁

𝑒𝑥𝑡), (𝑃 𝑆
𝑒𝑥𝑡) y (𝑃 𝐶

𝑒𝑥𝑡), respectivamente, entonces la solución de
(𝑃𝑒𝑥𝑡) estará dada por la siguiente secuencia de pasos:

Algoritmo 2 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡
Datos:

𝐷 = (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝐷𝐴)
𝑝𝑁 = (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑁 ) ∈ [0, 100]3
𝑝𝑆 = (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 ) ∈ [0, 100]3
𝑝𝐶 = (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝐶 ) ∈ [0, 100]3
𝑝𝐴 = (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐴 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐴 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝐴 ) ∈ [0, 100]3
𝑄 = (𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑄𝐴) ≥ 0
𝑅 = (𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝑆𝑁 , 𝑟𝑁𝐶, 𝑟𝐶𝑁 , 𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝑆𝑁 , 𝑟𝑆𝐶, 𝑟𝐶𝑆, 𝑟𝐶𝐴) ∈ [0, 1)8

Resultado: 𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝑞𝐴, 𝜙
𝑆1 ← 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝐶 (𝐷, 𝑝𝑁, 𝑝𝑆, 𝑝𝐶, 𝑝𝐴, 𝑄, 𝑅)
𝐷 → (𝐷𝑆, 𝐷𝑁 , 𝐷𝐶, 𝐷𝐴)
𝑄 → (𝑄𝑆, 𝑄𝑁 , 𝑄𝐶, 𝑄𝐴)
𝑅 → (𝑟𝑆𝑁 , 𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝑆𝐶, 𝑟𝐶𝑆, 𝑟𝑆𝑁 , 𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝑁𝐶, 𝑟𝐶𝑁 , 𝑟𝐶𝐴)
𝑆2 ← 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝐶 (𝐷, 𝑝𝑆, 𝑝𝑁, 𝑝𝐶, 𝑝𝐴, 𝑄, 𝑅)
𝐷 → (𝐷𝐶, 𝐷𝑆, 𝐷𝑁 , 𝐷𝐴)
𝑄 → (𝑄𝐶, 𝑄𝑆, 𝑄𝑁 , 𝑄𝐴)
𝑅 → (𝑟𝐶𝑆, 𝑟𝑆𝐶, 𝑟𝐶𝑁 , 𝑟𝑁𝐶, 𝑟𝐶𝑆, 𝑟𝑆𝐶, 𝑟𝑆𝑁 , 𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝐶𝐴)
𝑆3 ← 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑁 (𝐷, 𝑝𝐶, 𝑝𝑆, 𝑝𝑁, 𝑝𝐴, 𝑄, 𝑅)
𝐷 → (𝐷𝐶, 𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐴)
𝑄 → (𝑄𝐶, 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐴)
𝑅 → (𝑟𝐶𝑁 , 𝑟𝑁𝐶, 𝑟𝐶𝑆, 𝑟𝑆𝐶, 𝑟𝐶𝑁 , 𝑟𝑁𝐶, 𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝑆𝑁 , 𝑟𝐶𝐴)
𝑆4 ← 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑁 (𝐷, 𝑝𝐶, 𝑝𝑁, 𝑝𝑆, 𝑝𝐴, 𝑄, 𝑅)
𝐷 → (𝐷𝑁 , 𝐷𝐶, 𝐷𝑆, 𝐷𝐴)
𝑄 → (𝑄𝑁 , 𝑄𝐶, 𝑄𝑆, 𝑄𝐴)
𝑅 → (𝑟𝑁𝐶, 𝑟𝐶𝑁 , 𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝑆𝑁 , 𝑟𝑁𝐶, 𝑟𝐶𝑁 , 𝑟𝐶𝑆, 𝑟𝑆𝐶, 𝑟𝐶𝐴)
𝑆5 ← 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑆 (𝐷, 𝑝𝑁, 𝑝𝐶, 𝑝𝑆, 𝑝𝐴, 𝑄, 𝑅)
𝐷 → (𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝐷𝑁 , 𝐷𝐴)
𝑄 → (𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑄𝑁 , 𝑄𝐴)
𝑅 → (𝑟𝑆𝐶, 𝑟𝐶𝑆, 𝑟𝑆𝑁 , 𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝑆𝐶, 𝑟𝐶𝑆, 𝑟𝐶𝑁 , 𝑟𝑁𝐶, 𝑟𝐶𝐴)
𝑆6 ← 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑆 (𝐷, 𝑝𝑆, 𝑝𝐶, 𝑝𝑁, 𝑝𝐴, 𝑄, 𝑅)
para cada 𝑙 ∈ {1, … , 6} hacer

si 𝑉𝑙 = mín{𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5, 𝑉6} entonces
𝑞𝑖 ← 𝑞𝑙

𝑖, ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝐴}
𝜙𝑖𝑗 ← 𝜙𝑙

𝑖𝑗, ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝐴}, 𝑖 ≠ 𝑗
𝑉 ← 𝑉𝑙

fin si
fin para

Lo que hace paso a paso el algoritmo 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡 para encontrar la solución de (𝑃𝑒𝑥𝑡) es resolver
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cada uno de los problemas mostrados en la Figura 3.2. Para esto, se deben permutar los roles
de 𝑁, 𝑆 y 𝐶 en 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑁 , 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑆 y 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝐶.

3.1. Algoritmo para (𝑃 𝐶
𝑒𝑥𝑡)

Siguiendo la idea de los vasos de agua utilizada para 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛, se formula el siguiente algorit-
mo:

𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝐶

(1) Ejecutar algoritmo de para 3 nodos

𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛 (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶 , 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑟)

𝜙𝑖𝑗 → 𝜙𝑆
𝑖𝑗 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗

𝜙𝐶𝐴 → 0

𝜋𝑖 → 𝑞𝑆
𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}

𝜋𝐴 → 0

𝑃𝑖 → 𝐷𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}

𝑃𝐴 → 0

(2) Utilización de energía renovable

𝜋𝐴 → mín{𝐷𝐴, 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐴 }

𝑃𝐴 → mín{𝐷𝐴, 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐴 }

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(C) Envío desde C

Si 𝜋𝐶 < 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 y 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝐶 → 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 − 𝜋𝐶

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝐶(1 − 𝑟) ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 0

74



(B) Envíos que no llenan nodos

Si 𝛿𝐴 > 0 y Δ𝐶(1 − 𝑟) < 𝛿𝐴:

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + Δ𝐶

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝐶

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝐶(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(N) Envío desde N

Si 𝜋𝑁 < 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 y 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑁 → 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 − 𝜋𝑁

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴 = 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 < 𝛿𝐴 y 𝛿𝐴 > 0:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + Δ𝑁

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)2

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(S) Envío desde S

Si 𝜋𝑆 < 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 y 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑆 → 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 − 𝜋𝑆
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(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑆(1 − 𝑟)2 ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴 = 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si Δ𝑆(1 − 𝑟)2 < 𝛿𝐴 y 𝛿𝐴 > 0:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝑆(1 − 𝑟)

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑆(1 − 𝑟)2

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(3) Utilización de carbon

𝜋𝐴 → 𝜋𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(C) Envío desde C

Si 𝜋𝐶 < 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝐶 → 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 − 𝜋𝐶

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝐶(1 − 𝑟) ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 0
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(B) Envíos que no llenan nodos

Si 𝛿𝐴 > 0, Δ𝐶(1 − 𝑟) < 𝛿𝐴:

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + Δ𝐶

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝐶

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝐶(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(N) Envío desde N

Si 𝜋𝑁 < 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑁 → 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 − 𝜋𝑁

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴 = 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 < 𝛿𝐴, 𝛿𝐴 > 0:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + Δ𝑁

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)2

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(S) Envío desde S

Si 𝜋𝑆 < 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 y 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑆 → 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 − 𝜋𝑆
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(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑆(1 − 𝑟)2 ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴 = 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si Δ𝑆(1 − 𝑟)2 < 𝛿𝐴, 𝛿𝐴 > 0:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝑆(1 − 𝑟)

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑆(1 − 𝑟)2

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(4) Utilización de gas

𝜋𝐴 → 𝜋𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(C) Envío desde C

Si 𝜋𝐶 < 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐶 y 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝐶 → 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐶 − 𝜋𝐶

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝐶(1 − 𝑟) ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 0
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(B) Envíos que no llenan nodos

Si 𝛿𝐴 > 0 y Δ𝐶(1 − 𝑟) < 𝛿𝐴:

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + Δ𝐶

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝐶

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝐶(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(N) Envío desde N

Si 𝜋𝑁 < 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑁 → 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑁 − 𝜋𝑁

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴 = 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 < 𝛿𝐴, 𝛿𝐴 > 0 :

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + Δ𝑁

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)2

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(S) Envío desde S

Si 𝜋𝑆 < 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑆 y 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑆 → 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑆 − 𝜋𝑆
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(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑆(1 − 𝑟)2 ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴 = 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si Δ𝑆(1 − 𝑟)2 < 𝛿𝐴 y 𝛿𝐴 > 0:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝑆(1 − 𝑟)

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑆(1 − 𝑟)2

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

3.2. Algoritmo para (𝑃 𝑁
𝑒𝑥𝑡)

𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑁

(1) Ejecutar algoritmo de para 3 nodos

𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛 (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶 , 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑟)

𝜙𝑖𝑗 → 𝜙𝑆
𝑖𝑗 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗

𝜙𝑁𝐴 → 0

𝜋𝑖 → 𝑞𝑆
𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}

𝜋𝐴 → 0

𝑃𝑖 → 𝐷𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}

𝑃𝐴 → 0

(2) Utilización de energía renovable

𝜋𝐴 → mín{𝐷𝐴, 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐴 }

𝑃𝐴 → mín{𝐷𝐴, 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐴 }
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𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(N) Envío desde N

Si 𝜋𝑁 < 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 y 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑁 → 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 − 𝜋𝑁

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟) ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝜙𝑁𝐴 → 𝜙𝑁𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si 𝛿𝐴 > 0 y Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝛿𝐴:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝜙𝑁𝐴 → 𝜙𝑁𝐴 + Δ𝑁

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(3) Utilización de carbon

𝜋𝐴 → 𝜋𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(N) Envío desde N

Si 𝜋𝑁 < 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑁 → 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 − 𝜋𝑁

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟) ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝜙𝑁𝐴 → 𝜙𝑁𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟
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𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si 𝛿𝐴 > 0, Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝛿𝐴:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝜙𝑁𝐴 → 𝜙𝑁𝐴 + Δ𝑁

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(4) Utilización de gas

𝜋𝐴 → 𝜋𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(N) Envío desde N

Si 𝜋𝑁 < 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑁 y 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑁 → 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑁 − 𝜋𝑁

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟) ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝜙𝑁𝐴 → 𝜙𝑁𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si 𝛿𝐴 > 0 y Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝛿𝐴:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝜙𝑁𝐴 → 𝜙𝑁𝐴 + Δ𝑁

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴
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3.3. Algoritmo para (𝑃 𝑆
𝑒𝑥𝑡)

𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑆:

(1) Ejecutar algoritmo de para 3 nodos

𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛 (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶 , 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑟)

𝜙𝑖𝑗 → 𝜙𝑆
𝑖𝑗 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗

𝜙𝑆𝐴 → 0

𝜋𝑖 → 𝑞𝑆
𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}

𝜋𝐴 → 0

𝑃𝑖 → 𝐷𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}

𝑃𝐴 → 0

(2) Utilización de energía renovable

𝜋𝐴 → mín{𝐷𝐴, 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐴 }

𝑃𝐴 → mín{𝐷𝐴, 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐴 }

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(N) Envío desde S

Si 𝜋𝑆 < 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 y 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑆 → 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 − 𝜋𝑆

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑆(1 − 𝑟) ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝜙𝑆𝐴 → 𝜙𝑆𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si 𝛿𝐴 > 0 y Δ𝑆(1 − 𝑟) < 𝛿𝐴:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆

𝜙𝑆𝐴 → 𝜙𝑆𝐴 + Δ𝑁
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𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑆(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(3) Utilización de carbon

𝜋𝐴 → 𝜋𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(S) Envío desde S

Si 𝜋𝑆 < 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑆 → 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 − 𝜋𝑆

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑆(1 − 𝑟) ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝜙𝑆𝐴 → 𝜙𝑆𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si 𝛿𝐴 > 0, Δ𝑆(1 − 𝑟) < 𝛿𝐴:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆

𝜙𝑆𝐴 → 𝜙𝑆𝐴 + Δ𝑆

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑆(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(N) Envío desde N

Si 𝜋𝑁 < 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 y 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑁 → 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 − 𝜋𝑁

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2
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𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝑆𝐴 → 𝜙𝑆𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴 = 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 < 𝛿𝐴 y 𝛿𝐴 > 0:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + Δ𝑁

𝜙𝑆𝐴 → 𝜙𝑆𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)2

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(4) Utilización de gas

𝜋𝐴 → 𝜋𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝐴 − 𝑃𝐴}

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(S) Envío desde S

Si 𝜋𝑆 < 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑆 y 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑆 → 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑆 − 𝜋𝑆

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑆(1 − 𝑟) ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝜙𝑆𝐴 → 𝜙𝑆𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si 𝛿𝐴 > 0 y Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝛿𝐴:

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆
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𝜙𝑆𝐴 → 𝜙𝑆𝐴 + Δ𝑆

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑆(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

(N) Envío desde N

Si 𝜋𝑁 < 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝛿𝐴 > 0:

Δ𝑁 → 𝑞𝑔𝑎𝑠
𝑁 − 𝜋𝑁

(A) Envíos que llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 ≥ 𝛿𝐴:

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝑆𝐴 → 𝜙𝑆𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐴

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴 = 0

(B) Envíos que no llenan nodos

Si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 < 𝛿𝐴, 𝛿𝐴 > 0 :

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁

𝜙𝑁𝑆 → 𝜙𝑁𝑆 + Δ𝑁

𝜙𝑆𝐴 → 𝜙𝑆𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)2

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴
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Dado que 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑁 , 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑆 y 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝐶 son algoritmos con pasos similares, se define el
siguiente algoritmo para tener una definición compacta y fácil de aplicar.

Algoritmo 3 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡
Datos:

𝐷 = (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝐷𝐴) ∈ ℝ3, 𝐶 = (𝑐𝑁 , 𝑐𝑆, 𝑐𝐶, 𝑐𝐴), 𝑟 ∈ (0, 1]
Π = (𝜋𝑁 , 𝜋𝑆, 𝜋𝐶, 𝜋𝐴)
Φ = (𝜙𝑁𝑆, 𝜙𝑆𝑁 , 𝜙𝑁𝐶, 𝜙𝐶𝑁 , 𝜙𝑆𝐶, 𝜙𝐶𝑆, 𝜙𝑁𝐴, 𝜙𝑆𝐴, 𝜙𝐶𝐴), 𝑃 = (𝑃𝑁 , 𝑃𝑆, 𝑃𝐶, 𝑃𝐴)
𝑞𝑗 = (𝑞𝑗

𝑁 , 𝑞𝑗
𝑆, 𝑞𝑗

𝐶, 𝑞𝑗
𝐴)

Resultado: 𝑞, 𝜙
𝜋𝐴 → mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑗

𝐴 − 𝑃𝐴}
𝑃𝐴 → mín{𝐷𝐴 − 𝑃𝐴, 𝑞𝑗

𝐴 − 𝑃𝐴}
𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴
si 𝜋𝐶 < 𝑞𝑗

𝐶 y 𝛿𝐴 > 0 entonces
Δ𝐶 → 𝑞𝑗

𝐶 − 𝜋𝐶
si Δ𝐶(1 − 𝑟) ≥ 𝛿𝐴 entonces

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 0
fin si
si 𝛿𝐴 > 0 y Δ𝐶(1 − 𝑟) < 𝛿𝐴 entonces

𝜋𝐶 → 𝜋𝐶 + Δ𝐶
𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝐶
𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + Δ𝐶(1 − 𝑟)
𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴

fin si
fin si
si 𝜋𝑁 < 𝑞𝑗

𝑁 y 𝛿𝐴 > 0 entonces
Δ𝑁 → 𝑞𝑗

𝑁 − 𝜋𝑁
si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 ≥ 𝛿𝐴 entonces

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴
fin si
si Δ𝑁(1 − 𝑟)2 < 𝛿𝐴 y 𝛿𝐴 > 0 entonces

𝜋𝑁 → 𝜋𝑁 + Δ𝑁
𝜙𝑁𝐶 → 𝜙𝑁𝐶 + Δ𝑁
𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)
𝑃𝐴 → Δ𝑁(1 − 𝑟)2

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴
fin si

fin si
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si 𝜋𝑆 < 𝑞𝑗
𝑆 y 𝛿𝐴 > 0 entonces

Δ𝑆 → 𝑞𝑗
𝑆 − 𝜋𝑆

si Δ𝑆(1 − 𝑟)2 ≥ 𝛿𝐴 entonces
𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + 𝛿𝐴

(1−𝑟)2

𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐴
(1−𝑟)2

𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟

𝑃𝐴 → 𝑃𝐴 + 𝛿𝐴
1−𝑟(1 − 𝑟)

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴
fin si
si Δ𝑆(1 − 𝑟)2 < 𝛿𝐴 y 𝛿𝐴 > 0 entonces

𝜋𝑆 → 𝜋𝑆 + Δ𝑆
𝜙𝑆𝐶 → 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆
𝜙𝐶𝐴 → 𝜙𝐶𝐴 + Δ𝑁(1 − 𝑟)
𝑃𝐴 → Δ𝑆(1 − 𝑟)2

𝛿𝐴 → 𝐷𝐴 − 𝑃𝐴
fin si

fin si

De ésta manera, 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑁 , 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑆 y 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝐶 quedan definidos de la siguiente mane-
ra:

Algoritmo 4 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝐶
Datos: 𝐷 = (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝐷𝐴) ∈ ℝ3, 𝑟 ∈ (0, 1]

Π = (𝜋𝑁 , 𝜋𝑆, 𝜋𝐶, 𝜋𝐴)
Resultado: 𝑞, 𝜙

𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛 (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶 , 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑟)

𝜙𝑖𝑗 → 𝜙𝑆
𝑖𝑗

∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗
𝜙𝐶𝐴 → 0
𝜋𝑖 → 𝑞𝑆

𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝜋𝐴 → 0
𝑃𝑖 → 𝐷𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝑃𝐴 → 0
para 𝑗 ∈ [𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟, 𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛, 𝑔𝑎𝑠] hacer

Π → (𝜋𝑆
𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝜋𝑆

𝐴)
𝑃 = (𝑃 𝑆

𝑁 , 𝑃 𝑆
𝑆 , 𝑃 𝑆

𝐶 , 𝑃 𝑆
𝐴)

Φ → (𝜙𝑆
𝑁𝑆, 𝜙𝑆

𝑆𝑁 , 𝜙𝑆
𝑁𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑁 , 𝜙𝑆
𝑆𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑆, 𝜙𝑆
𝑁𝐴, 𝜙𝑆

𝑆𝐴, 𝜙𝑆
𝐶𝐴)

𝑞 = (𝑞𝑗
𝑁 , 𝑞𝑗

𝑆, 𝑞𝑗
𝐶, 𝑞𝑗

𝐴)
𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡(𝐷, Π, Φ, 𝑞)

fin para
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Algoritmo 5 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑁
Datos: 𝐷 = (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝐷𝐴) ∈ ℝ3, 𝑟 ∈ (0, 1]

Π = (𝜋𝑁 , 𝜋𝑆, 𝜋𝐶, 𝜋𝐴)
Resultado: 𝑞, 𝜙

𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛 (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶 , 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑟)

𝜙𝑖𝑗 → 𝜙𝑆
𝑖𝑗

∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗
𝜙𝐶𝐴 → 0
𝜋𝑖 → 𝑞𝑆

𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝜋𝐴 → 0
𝑃𝑖 → 𝐷𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝑃𝐴 → 0
para 𝑗 ∈ [𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟, 𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛, 𝑔𝑎𝑠] hacer

Π → (𝜋𝑆
𝑁 , 𝜋𝑆

𝑆 , 𝜋𝑆
𝐶, 𝜋𝑆

𝐴)
𝑃 = (𝑃 𝑆

𝑁 , 𝑃 𝑆
𝑆 , 𝑃 𝑆

𝐶 , 𝑃 𝑆
𝐴)

Φ → (𝜙𝑆
𝑁𝑆, 𝜙𝑆

𝑆𝑁 , 𝜙𝑆
𝑁𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑁 , 𝜙𝑆
𝑆𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑆, 𝜙𝑆
𝑁𝐴, 𝜙𝑆

𝑆𝐴, 𝜙𝑆
𝐶𝐴)

𝑞 = (𝑞𝑗
𝑁 , 𝑞𝑗

𝑆, 𝑞𝑗
𝐶, 𝑞𝑗

𝐴)
𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡(𝐷, Π, Φ, 𝑞)

fin para

Algoritmo 6 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑆
Datos: 𝐷 = (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝐷𝐴) ∈ ℝ3, 𝑟 ∈ (0, 1]

Π = (𝜋𝑁 , 𝜋𝑆, 𝜋𝐶, 𝜋𝐴)
Resultado: 𝑞, 𝜙

𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛 (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶 , 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑟)

𝜙𝑖𝑗 → 𝜙𝑆
𝑖𝑗

∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗
𝜙𝐶𝐴 → 0
𝜋𝑖 → 𝑞𝑆

𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝜋𝐴 → 0
𝑃𝑖 → 𝐷𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝑃𝐴 → 0
para 𝑗 ∈ [𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟, 𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛, 𝑔𝑎𝑠] hacer

Π → (𝑄𝑁 , 𝜋𝑆
𝑆 , 𝑄𝐶, 𝜋𝑆

𝐴)
𝑃 = (𝑃 𝑆

𝑁 , 𝑃 𝑆
𝑆 , 𝑃 𝑆

𝐶 , 𝑃 𝑆
𝐴)

Φ → (𝜙𝑆
𝑁𝑆, 𝜙𝑆

𝑆𝑁 , 𝜙𝑆
𝑁𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑁 , 𝜙𝑆
𝑆𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑆, 𝜙𝑆
𝑁𝐴, 𝜙𝑆

𝑆𝐴, 𝜙𝑆
𝐶𝐴)

𝑞 = (𝑞𝑗
𝑁 , 𝑞𝑗

𝑆, 𝑞𝑗
𝐶, 𝑞𝑗

𝐴)
𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡(𝐷, Π, Φ, 𝑞)

fin para

Observación 3.2. 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑁 , 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝑆 y 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑥𝑡𝐶 entregan puntos óptimos para (𝑃 𝑁
𝑒𝑥𝑡),

(𝑃 𝑆
𝑒𝑥𝑡) y (𝑃 𝐶

𝑒𝑥𝑡), respectivamente. La demostración es análoga al Teorema 2.14, con la misma
argumentación del Teorema 3.3, siguiendo la idea de los vasos de agua.
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3.4. Extensiones de (𝑃𝑒𝑥𝑡)
Nos enfocamos ahora en un grafo con más de un satélite, tal como se ve en la Figura 3.4.

S

𝑄𝑆, 𝐷𝑆

N

𝑄𝑁 , 𝐷𝑁

𝜙𝑁𝑆 C 𝑄𝐶, 𝐷𝐶

𝐴1

𝐴2 𝑄𝐴2, 𝐷𝐴2

𝑄𝐴1, 𝐷𝐴1𝜙𝐶𝐴1

𝜙𝐶𝐴2

𝜙𝑁𝐶

𝜙𝑆𝐶

Figura 3.4: Sistema del caso con 2 satélites

Se propone el siguiente algoritmo para resolver el problema de optimización asociado:
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Algoritmo 7 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡2
Datos:

𝐷 = (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝐷𝐴1, 𝐷𝐴2)
𝑝𝑁 = (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑁 ) ∈ [0, 100]3
𝑝𝑆 = (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 ) ∈ [0, 100]3
𝑝𝐶 = (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝐶 ) ∈ [0, 100]3
𝑝𝐴1

= (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐴1

, 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐴1

, 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐴1

) ∈ [0, 100]3

𝑝𝐴2
= (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐴2
, 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐴2
, 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝐴2
) ∈ [0, 100]3

𝑄 = (𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑄𝐴1
, 𝑄𝐴2

) ≥ 0
𝑅 = (𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝑆𝑁 , 𝑟𝑁𝐶, 𝑟𝐶𝑁 , 𝑟𝑁𝑆, 𝑟𝑆𝑁 , 𝑟𝑆𝐶, 𝑟𝐶𝑆, 𝑟𝐶𝐴1

, 𝑟𝐶𝐴2
) ∈ [0, 1)8

Resultado: 𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝑞𝐴1
, 𝑞𝐴2

, 𝜙
𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛 (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝐶 , 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑟)
𝜙𝑖𝑗 → 𝜙𝑆

𝑖𝑗
∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗
𝜙𝐶𝐴1

→ 0
𝜙𝐶𝐴2

→ 0
𝜋𝑖 → 𝑞𝑆

𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝜋𝐴1

→ 0
𝜋𝐴2

→ 0
𝑃𝑖 → 𝐷𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝑃𝐴 → 0
para 𝑗 ∈ [𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟, 𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛, 𝑔𝑎𝑠] hacer

Π → (𝜋𝑆
𝑁 , 𝜋𝑆

𝑆 , 𝜋𝑆
𝐶, 𝜋𝑆

𝐴1
)

𝑃 = (𝑃 𝑆
𝑁 , 𝑃 𝑆

𝑆 , 𝑃 𝑆
𝐶 , 𝑃 𝑆

𝐴1
)

Φ → (𝜙𝑆
𝑁𝑆, 𝜙𝑆

𝑆𝑁 , 𝜙𝑆
𝑁𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑁 , 𝜙𝑆
𝑆𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑆, 𝜙𝑆
𝑁𝐴1

, 𝜙𝑆
𝑆𝐴1

, 𝜙𝑆
𝐶𝐴1

)
𝑞 = (𝑞𝑗

𝑁 , 𝑞𝑗
𝑆, 𝑞𝑗

𝐶, 𝑞𝑗
𝐴1

)
𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡(𝐷, Π, Φ, 𝑞)

fin para
para 𝑗 ∈ [𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟, 𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛, 𝑔𝑎𝑠] hacer

Π → (𝜋𝑆
𝑁 , 𝜋𝑆

𝑆 , 𝜋𝑆
𝐶, 𝜋𝑆

𝐴2
)

𝑃 = (𝑃 𝑆
𝑁 , 𝑃 𝑆

𝑆 , 𝑃 𝑆
𝐶 , 𝑃 𝑆

𝐴2
)

Φ → (𝜙𝑆
𝑁𝑆, 𝜙𝑆

𝑆𝑁 , 𝜙𝑆
𝑁𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑁 , 𝜙𝑆
𝑆𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑆, 𝜙𝑆
𝑁𝐴2

, 𝜙𝑆
𝑆𝐴2

, 𝜙𝑆
𝐶𝐴2

)
𝑞 = (𝑞𝑗

𝑁 , 𝑞𝑗
𝑆, 𝑞𝑗

𝐶, 𝑞𝑗
𝐴2

)
𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡(𝐷, Π, Φ, 𝑞)

fin para

Luego, para una cantidad cualquiera de satelites, tal como se ve en la Figura 3.5, se formula
el problema de optimización (𝑃𝑆𝑎𝑡𝑛)
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S

N

C

𝑁1𝑁2⋯𝑁𝑛𝑁

𝑆1𝑆2⋯𝑆𝑛𝑆

𝐶2

⋮
𝐶𝑛𝐶

𝐶1

Figura 3.5: Sistema del problema (𝑃𝑆𝑎𝑡𝑛)

(𝑃𝑆𝑎𝑡𝑛) mín 𝑐𝑁(𝑞𝑁) + 𝑐𝑆(𝑞𝑆) + 𝑐𝐶(𝑞𝐶) +
𝑛𝑁

∑
𝑖=1

𝑐𝑁𝑖
(𝑞𝑁𝑖

) +
𝑛𝐶

∑
𝑖=1

𝑐𝐶𝑖
(𝑞𝐶𝑖

) +
𝑛𝑆

∑
𝑖=1

𝑐𝑆𝑖
(𝑞𝑆𝑖

)

s.a. 𝐷𝑁 = 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶 + 𝜙𝐶𝑁(1 − 𝑟𝐶𝑁) + 𝜙𝑆𝑁(1 − 𝑟𝑆𝑁) −
𝑛𝑁

∑
𝑖=1

𝜙𝑁𝑁𝑖

𝐷𝑆 = 𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟𝑁𝑆) − 𝜙𝑆𝐶 + 𝜙𝐶𝑆(1 − 𝑟𝐶𝑆) − 𝜙𝑆𝑁 −
𝑛𝑆

∑
𝑖=1

𝜙𝑆𝑆𝑖

𝐷𝐶 = 𝑞𝐶 + 𝜙𝑁𝐶(1 − 𝑟𝑁𝐶) + 𝜙𝑆𝐶(1 − 𝑟𝑆𝐶) − 𝜙𝐶𝑁 − 𝜙𝐶𝑆 −
𝑛𝐶

∑
𝑖=1

𝜙𝐶𝐶𝑖

𝑁𝑖 = 𝑞𝑁𝑖
+ 𝜙𝑁𝑁𝑖

(1 − 𝑟) ∀𝑖 ∈ {1, … , 𝑛𝑁}
𝑆𝑖 = 𝑞𝑆𝑖

+ 𝜙𝑆𝑆𝑖
(1 − 𝑟) ∀𝑖 ∈ {1, … , 𝑛𝑆}

𝐶𝑖 = 𝑞𝐶𝑖
+ 𝜙𝐶𝐶𝑖

(1 − 𝑟) ∀𝑖 ∈ {1, … , 𝑛𝐶}
𝑞𝑖 ∈ [0, 𝑄𝑖] ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝑁1, … , 𝑁𝑛𝑁

, 𝑆1, … , 𝑆𝑛𝑆
, 𝐶1, … , 𝐶𝑛𝐶

}
𝜙𝑖𝑗 ≥ 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶, 𝑁1, … , 𝑁𝑛𝑁

, 𝑆1, … , 𝑆𝑛𝑆
, 𝐶1, … , 𝐶𝑛𝐶

} 𝑖 ≠ 𝑗
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Algoritmo 8 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡𝑛
Datos:

𝑝𝑁 = (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 ) ∈ [0, 100]3

𝑝𝑆 = (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑆 ) ∈ [0, 100]3

𝑝𝐶 = (𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶 ) ∈ [0, 100]3

{(𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶𝑖

, 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶𝑖

, 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶𝑖

)}𝑛𝐶

𝑖=1
,{(𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆𝑖
, 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆𝑖
, 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆𝑖
)}𝑛𝑆

𝑖=1
, {(𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁𝑖
, 𝑃 𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁𝑖
, 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑁𝑖
)}𝑛𝑁

𝑖=1
𝑄 = (𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑄𝑁1

, … , 𝑄𝑁𝑛𝑁
, 𝑄𝑆1

, … , 𝑄𝑆𝑛𝑆
, 𝑄𝐶1

, … , 𝑄𝐶𝑛𝐶
) ≥ 0

𝐷 = (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝐷𝑁1
, … , 𝐷𝑁𝑛𝑁

, 𝐷𝑆1
, … , 𝐷𝑆𝑛𝑆

, 𝐷𝐶1
, … , 𝐷𝐶𝑛𝐶

) ≥ 0 𝑟 ∈ [0, 1)
Resultado: 𝑞𝑁 , 𝑞𝑆, 𝑞𝐶, 𝑞𝐴1

, 𝑞𝐴2
, 𝜙

𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛 (𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝐶 , 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶, 𝑟)

𝜙𝑖𝑗 → 𝜙𝑆
𝑖𝑗

∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗
para 𝑛 ∈ {𝑛𝑁 , 𝑛𝑆, 𝑛𝐶} hacer

para 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} hacer
𝜙𝐶𝐶𝑖

→ 0
𝜋𝐶𝑖

→ 0
𝑃𝐶𝑖

→ 0
𝜙𝑁𝑁𝑖

→ 0
𝜋𝑁𝑖

→ 0
𝑃𝑁𝑖

→ 0
𝜙𝑆𝑆𝑖

→ 0
𝜋𝑆𝑖

→ 0
𝑃𝑆𝑖

→ 0
fin para

fin para
𝜋𝑖 → 𝑞𝑆

𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝑃𝑖 → 𝐷𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
para 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛𝑁} hacer

para 𝑗 ∈ [𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟, 𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛, 𝑔𝑎𝑠] hacer
Π → (𝜋𝑆

𝑁 , 𝜋𝑆
𝑆 , 𝜋𝑆

𝐶, 𝜋𝑆
𝑁𝑖

)
𝑃 = (𝑃 𝑆

𝑁 , 𝑃 𝑆
𝑆 , 𝑃 𝑆

𝐶 , 𝑃 𝑆
𝐶𝑖

)
Φ → (𝜙𝑆

𝑁𝑆, 𝜙𝑆
𝑆𝑁 , 𝜙𝑆

𝑁𝐶, 𝜙𝑆
𝐶𝑁 , 𝜙𝑆

𝑆𝐶, 𝜙𝑆
𝐶𝑆, 𝜙𝑆

𝑁𝑁𝑖
)

𝑞 = (𝑞𝑗
𝑁 , 𝑞𝑗

𝑆, 𝑞𝑗
𝐶)

𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡(𝐷, Π, Φ, 𝑞)
fin para

fin para
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para 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛𝑆} hacer
para 𝑗 ∈ [𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟, 𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛, 𝑔𝑎𝑠] hacer

Π → (𝜋𝑆
𝑆 , 𝜋𝑆

𝐶, 𝜋𝑆
𝑁 , 𝜋𝑆

𝑆𝑖
)

𝑃 = (𝑃 𝑆
𝑆 , 𝑃 𝑆

𝐶 , 𝑃 𝑆
𝑁 , 𝑃 𝑆

𝑆𝑖
)

Φ → (𝜙𝑆
𝑁𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑁 , 𝜙𝑆
𝑁𝑆, 𝜙𝑆

𝑆𝑁 , 𝜙𝑆
𝐶𝑆, 𝜙𝑆

𝑆𝐶, 𝜙𝑆
𝑆𝑆𝑖

)
𝑞 = (𝑞𝑗

𝑁 , 𝑞𝑗
𝐶, 𝑞𝑗

𝑆)
𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡(𝐷, Π, Φ, 𝑞)

fin para
fin para
para 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛𝐶} hacer

para 𝑗 ∈ [𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟, 𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛, 𝑔𝑎𝑠] hacer
Π → (𝜋𝑆

𝐶, 𝜋𝑆
𝑆 , 𝜋𝑆

𝑁 , 𝜋𝑆
𝐶𝑖

)
𝑃 = (𝑃 𝑆

𝐶 , 𝑃 𝑆
𝑆 , 𝑃 𝑆

𝑁 , 𝑃 𝑆
𝐶𝑖

)
Φ → (𝜙𝑆

𝐶𝑆, 𝜙𝑆
𝑆𝐶, 𝜙𝑆

𝐶𝑁 , 𝜙𝑆
𝑁𝐶, 𝜙𝑆

𝑆𝑁 , 𝜙𝑆
𝑁𝑆, 𝜙𝑆

𝐶𝐶𝑖
)

𝑞 = (𝑞𝑗
𝑁 , 𝑞𝑗

𝑆, 𝑞𝑗
𝐶)

𝑆 → 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡(𝐷, Π, Φ, 𝑞)
fin para

fin para

El siguiente resultado logra justificar la optimalidad del punto entregado por 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡𝑛.

Teorema 3.3. Sea 𝑞 un punto entregado por 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡𝑛. Luego 𝑞 es un punto óptimo para
(𝑃𝑆𝑎𝑡𝑛)

Demostración. La factibilidad de 𝑞 se argumenta mediante la factibilidad del punto entregado
por 𝐴𝐿𝐺𝑒𝑛 y posteriormente 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡 tiene actualizaciones de la forma

𝑞𝑖 → 𝑞𝑖 + 𝑋
𝜙𝑖𝑗𝑖

→ 𝜙𝑖𝑗𝑖
+ 𝑋 ,

𝑞𝑖 → 𝑞𝑖 + 𝑌
𝜙𝑘𝑖 → 𝜙𝑘𝑖 + 𝑌
𝜙𝑖𝑗𝑖

→ 𝜙𝑖𝑗𝑖
+ 𝑌 (1 − 𝑟)

y 𝑞𝑗𝑖
→ 𝑞𝑗𝑖

+ 𝑍

Las cuales mantienen las restricciones activas.

Respecto a la optimalidad, para el caso de un satélite se demuestra de manera análoga al
Teorema 2.14, pues la existencia de un nuevo nodo conectado únicamente a uno de los tres
principales mantiene válidos los argumentos dados en este resultado. Debido a que 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡𝑛
aplica 𝐴𝐿𝐺𝑆𝑎𝑡 para cada satélite, se tiene inductivamente que el punto entregado es óptimo.
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4. Conclusiones y trabajo futuro
Conclusiones Durante el desarrollo de ésta investigación se llevó a cabo un análisis de
un sistema eléctrico basado en el caso chileno y representado por un grafo dirigido de tres
nodos, los cuales cuentan con sus respectivas demandas, funciones de costo y capacidades de
producción mediante tres principales fuentes de energía. Para encontrar la solución de éste
problema se lo simplificó al caso dirigido de tres nodos y se desarrolló un algoritmo capaz
de encontrar el punto óptimo de esta simplificación. Éste algoritmo se desarrolló utilizando
la idea de los vasos de agua, que consiste en utilizar cada recurso en su máxima capacidad
antes de pasar al siguiente mas costoso. Una vez hecho esto se realizó un otro algoritmo
capaz de resolver el mismo problema pero con satélites conectados a cada uno de los tres
nodos principales. A través de éste trabajo de lograron varios objetivos que han dado a luz a
diferentes aspectos de la planificación de sistemas eléctricos.

Se pudo comprender de manera más profunda la interacción entre los nodos principales y
sus satélites, lo cual arrojó varios patrones en cuento a la distribución de recursos. Esto se
traduce en conocimientos fundamentales sobre la eficiencia en el contexto de la producción
de energía eléctrica.

Se contempla la incorporación en un futuro de un enfoque medioambiental en el desarrollo
de ésta investigación. La creciente conciencia sobre la importancia de preservar el entorno
da lugar a un cambio de visión en la forma que se abordan los problemas relacionados con
energía y tecnología. Surge entonces la necesidad de considerar junto a la eficiencia energética,
el impacto que estas generan.

Al momento de analizar sistemas que involucran recursos para generar algún tipo de bien
siempre es necesario tener en consideración la escasez de estos los materiales de producción
y de qué manera puede replantearse un problema debido a esto. Un ejemplo de esto son las
consecuencias del cambio climático, pues diversos recursos de producción de energía eléctrica
son contaminantes (el gas, por ejemplo) por lo que es posible que las instituciones guberna-
mentales establezcan restricciones para su uso. Otra situación que ocurre con regularidad es
la no disponibilidad de energía renovable en la medida deseada. La poca disponibilidad de
luz solar es claro ejemplo. A este fenómeno se lo denomina intermitencia. Es por esto que
es importante re abordar el problema frente a estas nuevas condiciones. A continuación se
presentan dos planteamientos nuevos basados en el problema original que buscan solucionar
el desafío de la intermitencia
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4.1. Minimizar el costo esperado, con la posibilidad de compra en
el mercado

Una de las formas de replantear el problema es minimizar el costo esperado, junto a las
diferencias entre el valor de las restricciones esperado.

(𝑃𝔼) mín( ⃗𝑞, ⃗𝜙) 𝔼
⎡⎢⎢
⎣

𝑐𝑁(𝑞𝑁) + 𝑐𝑆(𝑞𝑆) + 𝑐𝐶(𝑞𝐶)
+𝑝 ⋅ (𝐷𝑁 − 𝑞𝑁 + 𝜙𝑁𝑆 + 𝜙𝑁𝐶)
+𝑝 ⋅ (𝐷𝑆 − 𝑞𝑆 + 𝜙𝑆𝐶 − 𝜙𝑁𝑆(1 − 𝑟))
+𝑝⋅(𝐷𝐶 −𝑞𝐶 −𝜙𝑁𝐶(1−𝑟)−𝜙𝑆𝐶(1−𝑟))

⎤⎥⎥
⎦

s.a. 𝑞𝑖 ∈ [0, 𝑄𝑖] 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝜙𝑖𝑗 ≥ 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶} 𝑖 ≠ 𝑗

4.2. Chance Constraint
En este planteamiento se definen tolerancias 𝛽𝑁 , 𝛽𝑆 y 𝛽𝐶, las cuales establecen las probabi-
lidades mínimas de falla correspondiente a cada restricción del problema original.

(𝑃𝛽) mín 𝔼(𝑐𝑁(𝜔, 𝑞𝑁) + 𝑐𝑆(𝜔, 𝑞𝑆) + 𝑐𝐶(𝜔, 𝑞𝐶))
s.a. ℙ(𝐷𝑁 ≤ 𝑞𝑁 − 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑁𝐶) ≥ 𝛽𝑁

ℙ(𝐷𝑆 ≤ 𝑞𝑆 + 𝜙𝑁𝑆 − 𝜙𝑆𝐶 − 𝑟𝑁𝑆𝜙𝑁𝑆) ≥ 𝛽𝑆
ℙ(𝐷𝐶 ≤ 𝑞𝐶 + 𝜙𝑁𝐶 + 𝜙𝑆𝐶 − 𝑟𝑁𝐶𝜙𝑁𝐶 − 𝑟𝑆𝐶𝜙𝑆𝐶) ≥ 𝛽𝐶
𝑞𝑖(𝜔) ∈ [0, 𝑄𝑖(𝜔)] 𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
𝜙𝑖𝑗(𝜔) ≥ 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶} 𝑖 ≠ 𝑗
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Anexo A Algoritmo base
Consideramos un algoritmo base, que llamaremos ALG.

Algoritmo 9 𝐴𝐿𝐺
Datos: 𝐷𝑁 , 𝐷𝑆, 𝐷𝐶, 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑁 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 , 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑆 , 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , 𝑝𝑔𝑎𝑠

𝐶 , 𝑄𝑁 , 𝑄𝑆, 𝑄𝐶 ≥ 0, 𝑟 ∈
[0, 1)

Resultado: 𝑞𝑖, 𝜙𝑖𝑗, 𝑉 ≥ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗
1: 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑖 = 𝑝𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑖
100 ⋅ 𝑄𝑖

2: 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖 = 𝑝𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑖
100 ⋅ 𝑄𝑖 + 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑖
3: 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝑖 = 𝑝𝑔𝑎𝑠
𝑖

100 ⋅ 𝑄𝑖 + 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑖

4: 𝑃𝑖 ← 0 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
5: 𝜋𝑖 ← 0 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
6: 𝜙𝑖𝑗 ← 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}, 𝑖 ≠ 𝑗
7: 𝜋𝑖 ← mín{𝐷𝑖, 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑖 } ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
8: 𝑃𝑖 ← 𝜋𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑁, 𝑆, 𝐶}
9: si 𝑃𝑆 ≥ 𝐷𝑆 entonces

10: Δ𝑆 ← 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 − 𝐷𝑆

11: 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶
12: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶 entonces
13: 𝜑𝑆𝐶 ← 𝜑𝑆𝐶 + 𝛿𝑆

1−𝑟
14: 𝜋𝑆 ← 𝜋𝑆 + 𝛿𝑆

1−𝑟
15: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + 𝛿𝑆

1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐶
16: fin si
17: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 − Δ𝑆(1 − 𝑟) < 𝐷𝐶 entonces
18: 𝜙𝑆𝐶 ← 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆
19: 𝜋𝑆 ← 𝜋𝑆 + Δ𝑆
20: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟)
21: fin si
22: fin si
23: si 𝑃𝑁 ≥ 𝐷𝑁 entonces
24: Δ𝑁 ← 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑁 − 𝜋𝑁
25: 𝛿𝐶 ← 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶
26: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑁 (1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶 y (𝑄𝑁 − 𝜋𝑁 − 𝛿𝐶

1−𝑟)(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝑆 entonces
27: 𝜑𝑁𝐶 ← 𝜑𝑁𝐶 + 𝛿𝐶

1−𝑟
28: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + 𝛿𝐶

1−𝑟
29: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶

1−𝑟 ⋅ (1 − 𝑟) = 𝐷𝐶
30: Δ𝑁 ← Δ𝑁 − 𝛿𝐶

1−𝑟
31: fin si
32: 𝛿𝑆 ← 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆
33: si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆 y 𝑃𝑆 + Δ𝑁 (1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝑆 entonces
34: 𝜑𝑁𝑆 ← 𝜑𝑁𝑆 + 𝛿𝑆

1−𝑟
35: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + 𝛿𝑆

1−𝑟
36: 𝑃𝑆 ← 𝑃𝑆 + 𝛿𝑆

1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝑆
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37: Δ𝑁 ← Δ𝑁 − 𝛿𝑆
1−𝑟

38: fin si
39: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 +Δ𝑁(1−𝑟) < 𝐷𝐶 y 𝑄𝑆 +(𝑄𝑁 −𝜋𝑁 −Δ𝑁)(1−𝑟) ≥ 𝐷𝑆 entonces
40: 𝜑𝑁𝐶 ← 𝜑𝑁𝐶 + Δ𝑁
41: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + Δ𝑁
42: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟)
43: Δ𝑁 → Δ𝑁 − Δ𝑁 = 0
44: fin si
45: si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆 y 𝑃𝑆 + Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝐷𝑆 entonces
46: 𝜑𝑁𝑆 ← 𝜑𝑁𝑆 + Δ𝑁
47: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + Δ𝑁
48: 𝑃𝑆 ← 𝑃𝑆 + Δ𝑁(1 − 𝑟)
49: fin si
50: fin si
51: si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆 entonces
52: 𝜋𝑆 ← 𝜋𝑆 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}

53: 𝑃𝑆 ← 𝑃𝑆 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}
54: fin si
55: si 𝑃𝑁 < 𝐷𝑁 entonces
56: 𝜋𝑁 ← mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝐷𝑁}
57: 𝑃𝑁 ← mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 , 𝐷𝑁}
58: fin si
59: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 entonces
60: 𝜋𝐶 ← 𝜋𝐶 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}

61: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + mín{𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 − 𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}
62: fin si
63: si 𝑃𝑆 ≥ 𝐷𝐶 entonces
64: Δ𝑆 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 − 𝜋𝑆
65: 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶
66: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶 entonces
67: 𝜙𝑆𝐶 ← 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐶

1−𝑟
68: 𝜋𝑆 ← 𝜋𝑆 + 𝛿𝐶

1−𝑟
69: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶

1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐶
70: fin si
71: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) < 𝐷𝐶 entonces
72: 𝜙𝑆𝐶 ← 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆
73: 𝜋𝑆 ← 𝜋𝑆 + Δ𝑆
74: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟)
75: fin si
76: fin si
77: si 𝑃𝑁 ≥ 𝐷𝑁 entonces
78: Δ𝑁 = 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑁 − 𝜋𝑁
79: 𝛿𝐶 = 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶
80: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶 y (𝑄𝑆 − 𝜋𝑁 − 𝛿𝐶

1−𝑟)(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝑆 entonces
81: 𝜙𝑁𝐶 ← 𝛿𝐶

1−𝑟
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82: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + 𝛿𝐶
1−𝑟

83: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶
1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐶

84: Δ𝑁 ← Δ𝑁 − 𝛿𝐶
1−𝑟

85: fin si
86: si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆, 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶 entonces
87: 𝜙𝑁𝑆 ← 𝛿𝑆

1−𝑟
88: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + 𝛿𝑆

1−𝑟
89: 𝑃𝑆 ← 𝑃𝐶 + 𝛿𝑆

1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐶
90: Δ𝑁 ← Δ𝑁 − 𝛿𝑆

1−𝑟
91: fin si
92: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶, 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝐷𝐶 y 𝑄𝑆 + (𝑄𝑁 − 𝜋𝑁 − Δ𝑁)(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝑆 entonces
93: 𝜙𝑁𝐶 ← 𝜙𝑁𝐶 + Δ𝑁
94: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + Δ𝑁
95: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟)
96: Δ𝑁 ← Δ𝑁 − Δ𝑁 = 0
97: fin si
98: si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆 y 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝐷𝐶 entonces
99: 𝜙𝑁𝑆 ← 𝜙𝑁𝑆 + Δ𝑁
100: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + Δ𝑁
101: 𝑃𝑆 ← 𝑃𝑆 + Δ𝑁(1 − 𝑟)
102: fin si
103: fin si
104: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 entonces
105: 𝜋𝐶 ← 𝜋𝐶 + mín {𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝐶 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}

106: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + mín {𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝐶 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝐶 , 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶}
107: fin si
108: si 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆 entonces
109: 𝜋𝑆 ← 𝜋𝑆 + mín {𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑆 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛
𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}

110: 𝑃𝑆 ← 𝑃𝑆 + mín {𝑞𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟
𝑆 − 𝑞𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛

𝑆 , 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆}
111: fin si
112: si 𝑃𝑁 < 𝐷𝑁 entonces
113: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + (𝐷𝑁 − 𝑃𝑁)
114: 𝑃𝑁 ← 𝑃𝑁 + (𝐷𝑁 − 𝑃𝑁) = 𝐷𝑁
115: fin si
116: si 𝑃𝑆 ≥ 𝐷𝑆 y 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 entonces
117: Δ𝑆 ← 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝑆 − 𝜋𝑆
118: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶 entonces
119: 𝛿𝐶 ← 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶
120: 𝜙𝑆𝐶 ← 𝜙𝑆𝐶 + 𝛿𝐶

1−𝑟
121: 𝜋𝑆 ← 𝜋𝑆 + 𝛿𝐶

1−𝑟
122: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶

1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐶
123: fin si
124: si 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 y 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟) < 𝐷𝐶 entonces
125: 𝛿𝐶 ← 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶
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126: 𝜙𝑆𝐶 ← 𝜙𝑆𝐶 + Δ𝑆
127: 𝜋𝑆 ← 𝜋𝑆 + Δ𝑆
128: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + Δ𝑆(1 − 𝑟)
129: fin si
130: fin si
131: si Si 𝑃𝑁 ≥ 𝐷𝑁 y 𝑃𝐶 < 𝐷𝐶 entonces
132: Δ𝑁 = 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝑁 − 𝜋𝑁
133: si 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝐶 entonces
134: 𝛿𝐶 ← 𝐷𝐶 − 𝑃𝐶
135: 𝜙𝑁𝐶 ← 𝜙𝑁𝐶 + 𝛿𝐶

1−𝑟
136: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + 𝛿𝐶

1−𝑟
137: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + 𝛿𝐶

1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝐶
138: fin si
139: si 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝐷𝐶 entonces
140: 𝜙𝑁𝐶 ← 𝜙𝑁𝐶 + Δ𝑁
141: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + Δ𝑁
142: 𝑃𝐶 ← 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟)
143: fin si
144: fin si
145: si 𝑃𝑁 ≥ 𝐷𝑁 y 𝑃𝑆 < 𝐷𝑆 entonces
146: Δ𝑁 = 𝑞𝑔𝑎𝑠

𝑁 − 𝜋𝑁
147: si 𝑃𝑆 + Δ𝑁(1 − 𝑟) ≥ 𝐷𝑆 entonces
148: 𝛿𝑆 ← 𝐷𝑆 − 𝑃𝑆
149: 𝜙𝑁𝑆 ← 𝜙𝑁𝐶 + 𝛿𝑆

1−𝑟
150: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + 𝛿𝑆

1−𝑟
151: 𝑃𝑆 ← 𝑃𝑆 + 𝛿𝑆

1−𝑟(1 − 𝑟) = 𝐷𝑆
152: fin si
153: si 𝑃𝑆 + Δ𝑁(1 − 𝑟) < 𝐷𝑆 entonces
154: 𝜙𝑁𝑆 ← 𝜙𝑁𝑆 + Δ𝑁
155: 𝜋𝑁 ← 𝜋𝑁 + Δ𝑁
156: 𝑃𝑆 ← 𝑃𝐶 + Δ𝑁(1 − 𝑟)
157: fin si
158: fin si
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