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CONTRIBUCIONES AL ESTUDIO DE LA NO EXPANSIVIDAD DE
ACCIONES DE GRUPOS

Boyle y Lind introdujeron el concepto de direcciones de no expansividad para acciones de
Zd, y presentaron algunos resultados de existencia y compacidad asociados a este objeto, lo
que permitió generalizar ciertos resultados que se tenían en los sistemas dinámicos clásicos
(sobre Z) y que ha tenido diversas aplicaciones en dinámica y combinatoria de palabras.

El presente trabajo busca extender el concepto de no expansividad a contextos más gene-
rales, como los grupos conexos, o grupos finitamente generados.

En una línea distinta, Bowen y Walters demostraron que la suspensión de un sistema
dinámico expansivo clásico, también es expansivo en un sentido adaptado a flujos. En este
trabajo se extiende la noción de suspensión a Zd-sistemas dinámicos y se extiende el resultado
de expansividad.

Por otro lado, King probó que en sistemas dinámicos clásicos, siempre es posible encon-
trar puntos en órbitas distintas cuyas dinámicas permanezcan arbitrariamente cercanas para
tiempos positivos. Este resultado se extiende parcialmente a Zd-sistemas dinámicos con la
introducción del concepto de dirección de no separabilidad, que consiste en una versión más
fuerte del concepto de no expansividad introducido por Boyle y Lind.
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No somos criaturas de destinos.
Es el viaje el que nos da la forma.

Brandon Sanderson
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Capítulo 1

Introducción

Un sistema dinámico es un objeto matemático que permite modelar sistemas que evo-
lucionan en el tiempo. Por ejemplo los sistemas físicos que modelan el movimiento de una
partícula, o los sistemas económicos que modelan la variación de una tasa o un costo, corres-
ponden a ejemplos de sistemas dinámicos.

Sin embargo, la definición matemática de sistema dinámico no se limita exclusivamente
a ese tipo de modelos, sino que es una noción abstracta que permite modelar cualquier si-
tuación de la vida real, tanto aquellas en las que el tiempo varía de forma discreta (como
la cantidad total de peces que nacen cada año), como aquellas que presentan variaciones
continuas (como las que provienen de una ecuación diferencial ordinaria). Además, el objeto
matemático no se restringe a que el tiempo varíe en una dimensión como ocurre en la vida
real, sino que se pueden estudiar sistemas donde el tiempo es multidimensional, o inclusive,
se mueve en objetos algebraicos más abstractos.

Un concepto relevante en el estudio de los sistemas dinámicos, es la propiedad de expansi-
vidad, la cual señala que existe una constante positiva c, tal que cada par de puntos distintos
(sin importar que tan cercanos sean dichos puntos), eventualmente estarán (o estuvieron)
separados por una distancia mayor que c. De esta forma, los sistemas dinámicos expansivos,
poseen cierta sensibilidad en sus condiciones iniciales, y con ello, se podría decir que su di-
námica exhibe un comportamiento caótico.

Lamentablemente, la noción de expansividad clásica solo es compatible para sistemas di-
námicos discretos, pues en los sistemas continuos, la propiedad de expansividad es demasiado
restrictiva. Para resolver este problema, en 1972, Rufus Bowen y Peter Walters [3] presentaron
la noción de expansividad en flujos (conocida como expansividad en el sentido de Bowen-
Walters), que corresponde a una noción de expansividad que se adecúa más a los sistemas
dinámicos continuos en los que el tiempo se mueve en una variable (a estos sistemas dinámi-
cos se les conoce como flujos).

El tema no se estancó ahí, pues desde ese momento, se comenzaron a desarrollar múltiples
nociones de expansividad en flujos. En 1984, se introdujo la expansividad débil [14], que como
su nombre sugiere, es una propiedad más débil que la expansividad de Bowen-Walters.

También en 1984, Gura [9] introdujo la propiedad de ”separabilidad” para flujos, con el
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objetivo de exhibir una propiedad expansiva en horociclos. El autor demostró que todo ho-
rociclo sobre una superficie compacta de curvatura negativa es un flujo separador. Más aún,
cualquier cambio de tiempo del horociclo es separador, propiedad que actualmente se conoce
como flujo fuertemente separador.

En 1995, en un libro clásico del área de sistemas dinámicos, Katok y Hasselblatt [12]
presentaron una noción de expansividad distinta a la propuesta por Bowen y Walters, que
propone una reparametrización del tiempo en un sentido más particular. Con el tiempo, esta
propiedad se conocería como KH-expansividad y se presentarían ciertas caracterizaciones de
esta noción en términos de la propiedad de separación que introdujo Gura.

Más adelante, en el año 2016, una colección de múltiples nociones de expansividad en flujos
sería introducida por Artigue [1], entre las que se incluyen la expansividad geométrica, ex-
pansividad cinématica, separación fuerte, separación geométrica, etc. En este trabajo el autor
presenta jerarquías entre las diferentes nociones de expansividad y separabilidad presentes
hasta la fecha, junto con contraejemplos para analizar las relaciones entre dichas propiedades.

Para concluir con la expansividad en flujos, en el año 2020, Minh Hien [11] presenta una
fusión entre la noción de expansividad de Katok-Hasselblat, junto con la noción de expansi-
vidad cinematica introducida por Artigue, llamada KH-expansividad cinemática.

Por otro lado, en un tema muy distinto, en el año 1997, Mike Boyle y Douglas Lind pre-
sentaron su trabajo sobre subdinámicas expansivas [4] en el cual se introdujo el concepto de
conjunto expansivo, que en cierto sentido consiste en una generalización de la propiedad de
expansividad para cierta clase de sistemas dinámicos discretos. Con esta noción, se introdujo
el concepto de dirección de no-expansividad. Este objeto, ha tomado un rol fundamental en la
resolución de múltiples problemas, como lo son el estudio de autómatas celulares (ver [15]), el
estudio de Joinings topológicos (ver [13]) o avances en combinatoria al estudiar la conjetura
de Nivat (ver [5]).

Recientemente, en el trabajo de Donoso, Maass y Petite ([6]), se ha generalizado este
objeto al estudiar la noción de horobola no expansiva en grupos discretos más generales, co-
mo se verá en el último capítulo, esto permite generalizar algunos resultados clásicos del área.

Por último, uno de los objetivos de este trabajo es generalizar la noción de expansividad
en flujos, a sistemas dinámicos conexos con tiempo multidimensional, y con ello introducir
una noción de conjunto expansivo para dicha clase de sistemas. Esto permitirá definir el
concepto de direcciones de no expansividad en otra clase de sistemas, lo que podría servir
como herramienta para otra área de estudio.
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1.1. Sistemas dinámicos
En esta primera sección, se introduce la definición de sistema dinámico junto con sus

principales nociones básicas, se incluirán algunas demostraciones cortas para dar más com-
pletitud.

Definición 1.1 Un sistema dinámico topológico es una tripleta (X, T, G), donde G es un
grupo, X es un espacio métrico compacto y T es una acción de G sobre X, es decir, T :
G × X → X es una función continua que satisface lo siguiente

1. T (eG, x) = x, ∀x ∈ X

2. T (g, T (h, x)) = T (gh, x), ∀x ∈ X, ∀g, h ∈ G

La acción T se denomina función de fase del sistema y X es llamado el espacio de fase.
Usualmente, se denota Tg(x) = T (g, x), en este sentido, la acción T = (Tg)g∈G representa
una familia de homeomorfimos de X.

Es importante conocer cuándo es posible transferir propiedades de un sistema dinámico a
otro, o bien, saber cuando dos sistemas son indistinguibles en un sentido dinámico (poseen
las mismas propiedades), para ello, se introducen las nociones de factor y conjugación.

Definición 1.2 Sean (X, T, G), (Y, S, G) dos sistemas dinámicos topológicos y sea φ : X →
Y una función continua que conmuta con las acciones T y S, es decir, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:

X X

Y Y

φ

Tg

φ

Sg

Dependiendo de las propiedades de φ, se tendrán las siguientes nomenclaturas:

• Si φ es sobreyectivo, diremos que es un factor, y en tal caso, se dirá que Y es factor de
X (o bien, X es una extensión de Y ).

• Si φ es inyectiva, se dirá que es un embedding, encaje o incrustración.

• Si φ es biyectiva, se dirá que es una conjugación topológica, lo que se denota como
X ∼=φ Y

En general, cuando Y es factor de X, se pueden transferir las propiedades dinámicas de
X a Y , y cuando hay una conjugación topológica, ambos sistemas poseen las mismas propie-
dades (son indistinguibles como sistemas dinámicos).

Es relevante conocer qué propiedades permanecen invariantes a través de conjugaciones
topológicas o factores, para ello, introduciremos algunos conceptos básicos del estudio de
sistemas dinámicos.

Definición 1.3 Sea (X, T ) un G-sistema dinámico.
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• La órbita de un punto x ∈ X es el conjunto:

orb(x) = {Tg(x) : g ∈ G},

que corresponde a todos los puntos que visita x a través de la dinámica de T

• Un punto x ∈ X, es un punto fijo de T , si Tg(x) = x para cada g ∈ G. El conjunto de
puntos fijos del sistema se denota por Fix(X, T ). De esta forma, si un punto x ∈ X es
fijo, entonces orb(x) = {x}

• Un punto x ∈ X, es un punto periodo de T , si existe g ∈ G ̸= {e} tal que Tg(x) = x.
En tal caso, se dice que g ∈ G es un periódico de x.

• Sea H ≤ G un subgrupo. Un punto x ∈ X se dice H-periódico, si Th(x) = x para cada
h ∈ H. Se denota:

FixH(X, T ) = {x ∈ X : Th(x) = x, ∀h ∈ H}

En la literatura, los puntos fijos se suelen llamar puntos singulares del sistema. Los puntos
no singulares se suelen llamar puntos regulares.

Definición 1.4 Sea T una acción de G sobre un conjunto X, entonces:

• T es una acción fiel si

∀g ∈ G, (∀x ∈ X, Tg(x) = x) =⇒ g = eG

• T es una acción libre si

∀g ∈ G, ∀x ∈ X, (Tg(x) = x =⇒ g = eG)

Definición 1.5 Un G-sistema dinámico (X, T ) es minimal, si para cada Y ⊆ X cerrado y
T -invariante, se tiene que, Y = X o Y = ∅.

Proposición 1.6 Si X es minimal y Y es un factor de X, entonces Y es minimal

Demostración. Sea φ : (X, T ) → (Y, S) un factor y Z ⊆ Y un conjunto cerrado S-invariante.
Se tiene que φ−1(Z) es cerrado y T -invariante, pues φ−1(Z) = ∅ o φ−1(Z) = X. Luego, Z = ∅
o Z = Y , pues φ es sobreyectiva.

Corolario 1.7 La minimalidad se preserva a través de conjugaciones topológicas.

Proposición 1.8 Un sistema dinámico (X, T ) es minimal, si y solo si, todo punto x ∈ X
tiene órbita densa.

Demostración. Si X es minimal, podemos considerar el conjunto Y = orb(x), que es cerrado
e invariante. Como x ∈ Y , se sigue que Y = X. Por otro lado, sea Y ⊆ X un conjunto
cerrado no vacío e invariante, y sea x ∈ X. Como Y es invariante, se tiene que orb(x) ⊆ Y ,
y en consecuencia, X = orb(x) ⊆ Y .
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Proposición 1.9 Si (X, T, G) es un sistema dinámico topológico minimal, entonces para
cada conjunto abierto y no vacío U ⊆ X, existe un conjunto finito F ⊆ G tal que X =⋃

g∈F T−gU

Demostración. Sea U ⊆ X abierto no vacío, luego se tiene que ⋃g∈G T−gU es un abierto
T -invariante, y con ello, su complemento es un cerrado T -invariante, y como X es minimal,
este debe ser vacío. En consecuencia, ⋃g∈G T−gU = X, y como X es compacto, existe un
conjunto finito F ⊆ G tal que ⋃g∈F T−gU = X

Corolario 1.10 Si (X, T,Zd) es un sistema dinámico topológico minimal, entonces para cada
conjunto abierto y no vacío U ⊆ X y para cada semiespacio H ⊆ Zd, existe un conjunto finito
F ⊆ H tal que X = ⋃

g∈F T−gU

Demostración. Por la propiedad anterior, existe un conjunto finito F ⊆ G tal que ⋃g∈F T−gU =
X, como F es finito, existe R > 0 tal que F ⊆ BR, sea v ∈ H tal que ⟨v, h⟩ > 0 para cada
h ∈ H, con ∥v∥ > R. Luego

TvX = X =
⋃

g∈F

Tv−gU,

como v − g ∈ H para cada g ∈ F , se concluye el resultado.

1.2. Sistemas simbólicos
Los sistemas simbólicos son una clase importante de sistemas dinámicos, pues estos nos

permiten visualizar y caracterizar de forma simple la mayoría de los conceptos y propiedades.

En el contexto de los sistemas simbólicos, A (con |A| > 1) representa un conjunto finito
(discreto) al que llamaremos alfabeto, y sus elementos se denominan símbolos o letras. Por
otro lado, supondremos que G es un grupo finitamente generado (digamos, G = ⟨S⟩ con
|S| = k) y numerable, como por ejemplo, Zk, o Fk, el grupo libre de k generadores.

Consideramos el espacio producto AG definido por:

AG = {(ag)g∈G : ag ∈ A, ∀g ∈ G},

que viene dotado con la métrica d dada por:

d(x, y) =
∑
g∈G

1
|2k||g|G

· δ(xg, yg)

Donde δ es la métrica discreta y |g|G es la métrica de palabras de g ∈ G, que corresponde al
menor n ∈ N, para el cual existen g1, ..., gn ∈ S, r1, ..., rn ∈ {+1, −1}, tales que g = gr1

1 · · · grn
n .

Ejemplo Es fácil notar que si G = Zd (con S la base canónica), entonces |n|Zd = ∥n∥1 para
todo n ∈ Zd, pues la forma más corta para llegar a n con sumas o restas en S, es moverse
por la cuadrícula. De esta forma, para x, y ∈ AZd , se tiene:

d(x, y) =
∑

n∈Zd

1
(2d)∥n∥1

· δ(xn, yn)
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En ciertas ocasiones, se suele considerar la siguiente métrica en el espacio producto:

ρ(x, y) = 1
2min{|g|G:xg ̸=yg}

Ambas métricas son equivalentes, y generan la misma topología, que coincide con la topo-
logía prodiscreta de AG, además, se tiene que AG es compacto, pues A es compacto por el
Teorema de Tychonoff.

Es interesante notar que el diámetro de AG queda acotado por 1 + 2k en la métrica d y
por 1 en la métrica ρ, además, si d(x, y) < 1

(2k)N , entonces x|BN
= y|BN

, donde se denota
BN = {g ∈ G : |g|G ≤ n}.

En dicho espacio, definimos la acción por traslaciones (shift) σ : G × AG → AG dada por:

σg(x) = σ(g, x) := (σg(x))h∈G = (xhg)h∈G

Se puede notar que σgσh = σgh para cada g, h ∈ G. Además, σg es un homeomorfismo de
AG para cada g ∈ G, con inversa (σg)−1 = σg−1 , con ello se tiene la siguiente definición.

Definición 1.11 Al sistema dinámico (AG, σ, G) se le denomina G-full-shift (sobre el al-
fabeto A), o simplemente full-shift si no hay confusión.

Observación El full-shift no es minimal, pues hay puntos fijos que no tienen órbita densa.

Sea X ⊆ AG un conjunto cerrado y σ-invariante. Como X es cerrado y AG es compacto,
se tiene que X es compacto, y como X es σ-invariante, se puede restringir la acción del
full-shift, σ|X : G × X → X. De esta forma, (X, σ|X) es un sistema dinámico. Este tipo de
sistemas se denomina G-subshift, o simplemente subshift.

1.3. Subdinámica Expansiva
La siguiente definición corresponde a la noción clásica de expansividad de homeomorfis-

mos.

Definición 1.12 Un sistema dinámico topológico (X, d, T, G) es expansivo, si existe un δ > 0
tal que para cada x, y ∈ X se satisface lo siguiente

d(Tg(x), Tg(y)) ≤ δ, ∀g ∈ G =⇒ x = y

O equivalentemente,
x ̸= y =⇒ ∃g ∈ G, d(Tg(x), Tg(y)) > δ.

La constante δ es denominada la constante de expansividad de (X, T )

La primera implicancia señala que aquellos puntos cuyas órbitas permanecen a distancia
menor o igual que δ, son indistinguibles para la dinámica T , es decir, el sistema no distingue
puntos cuya dinámica permanezca cercana. La segunda implicancia dice que aunque se tomen
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puntos muy cercanos, la dinámica eventualmente los separa a distancia δ, lo que se puede
entender como una propiedad caótica del sistema.

Proposición 1.13 Todo sistema simbólico es expansivo.

Demostración. Si x ̸= y ∈ X, existe un g ∈ G tal que xg ̸= yg. Luego σg(x)0 ̸= σg(y)0 y por
lo tanto, d(σg(x), σg(y)) ≥ 1

En [4], Boyle y Lind generalizaron la noción de expansividad al definir los conjuntos
expansivos en Zd-sistemas dinámicos.

Definición 1.14 Dado un conjunto F ⊆ Rd y r > 0, se denota

F r = {g ∈ Rd : ∥g − f∥ < r, ∀f ∈ F}

al conjunto F engrosado por r

Definición 1.15 Dado un sistema dinámico topológico (X, T,Zd) y un conjunto F ⊆ Rd, se
dice que F es un conjunto expansivo para (X, T ) si existen r > 0 y δ > 0 tales que, para cada
x, y ∈ X, se satisface lo siguiente:

d(Tn(x), Tn(y)) < δ, ∀n ∈ F r ∩ Zd =⇒ x = y

En tal caso, se dice que F tiene radio de expansividad r y constante de expansividad δ, o
bien, que F es (r, δ)-expansivo.

Tomando F = Rd, es fácil notar que la definición anterior generaliza la noción de expan-
sividad clásica, más precisamente

Observación (X, T,Zd) es expansivo si y solo si Rd es un conjunto expansivo.

Es relevante destacar que la expansividad se puede levantar a conjuntos más grandes, es
decir

Observación Si F es expansivo y F ⊆ E, entonces E es expansivo.

Esta propiedad tiene ciertas consecuencias, en primer lugar, se tiene que la existencia de un
conjunto expansivo implica la expansividad del espacio, pues todo conjunto es subconjunto de
Rd. Recíprocamente, si un sistema dinámico es no-expansivo, entonces todo subconjunto es
no-expansivo, por lo tanto, solo es interesante estudiar existencia de conjuntos no-expansivos,
en sistemas que sean expansivos.

En los sistemas simbólicos, la expansividad de conjuntos se puede caracterizar de forma
simple.

Proposición 1.16 Sea (X, σ) un Zd-subshift, entonces F ⊆ Rd es expansivo si y solo si,
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existe t > 0, tal que, para cada x, y ∈ X, se satisface:

xn = yn, ∀n ∈ Br(F ) ∩ Zd =⇒ x = y

Demostración. Sean x ̸= y. Si F es expansivo, existe n ∈ F r tal que ρ(σnx, σny) > δ, como
0 < δ < 1, existe ε > 0 tal que 2−ε = δ, de esta forma se obtiene que:

min{∥k∥1 : (σnx)k ̸= (σny)k} < ε

Y con ello, existe un k ∈ Bε tal que xn+k ̸= yn+k, concluyendo así que existe m ∈ Lr+ε tal
que xm ̸= ym. Para la recíproca, basta notar que si xn ̸= yn, entonces ρ(σnx, σny) = 1

En el trabajo de Boyle y Lind, se demostró que toda dirección racional (pendiente racio-
nal) de R2 es una dirección de no-expansividad para cierto subshift (ver [4]). Años más tarde,
Michael Hochman probaría en [10], que esto también es cierto para direcciones irracionales,
concluyendo así que toda dirección del plano es una dirección de no expansividad.

Una caracterización útil de las direcciones de no expansividad es la siguiente

Proposición 1.17 Sea L = H1 ∩H2 un subespacio de Rd con H1, H2 semiespacios. Entonces
L es expansivo si y solo si H1 y H2 son expansivos

Demostración. Es claro que si L es expansivo, entonces H1 y H2 también lo son. Para la
recíproca, supongamos que L no es expansivo. Notar que podemos además suponer que Rd

es expansivo (con constante de expansividad c > 0), de lo contrario no hay nada que probar.
Para ϵ < c, y para cada i ∈ N podemos encontrar puntos distintos xi, yi ∈ X tales que
d(Tnxi, Tnyi) ≤ ϵ para todo n ∈ Li. Cambiando los puntos (xi, yi) por elementos en su
órbita, podemos suponer que existe ni ∈ Li+1 \ Li tal que d(Tnxi, Tnyi) > ϵ. Componiendo
con T−ni

podemos suponer que d(xi, yi) ≥ ϵ. Tomando una subsecuencia si es necesario, el
conjunto Li − ni está contenido en alguno de los Hj, j = 1, 2. En síntesis, d(xi, yi) ≥ ϵ, y
d(Tnxi, Tnxi) ≤ ϵ para todo n ∈ Li ∩ H1. Por compacidad, podemos encontrar x ̸= y tal que
d(Tnx, Tny) ≤ ϵ para todo n ∈ H1. Esto implica que H1 no es expansivo.

Este resultado nos da la siguiente caracterización para las direcciones de no expansividad.

Corolario 1.18 L es una dirección de no expansividad si y solo si, alguno de los semiespacios
que delimitan a L es no expansivo.

Es importante destacar que para la expansividad (o no-expansividad) de semiespacios, no
es necesario considerar un radio de expansividad, más precisamente se tiene lo siguiente

Proposición 1.19 Un semiespacio H es no-expansivo si y solo si, para cada δ > 0, existen
x, y ∈ X distintos, tales que

d(Tn(x), Tn(y)) < δ, ∀n ∈ H ∩ Zd

Demostración. La implicancia hacia la derecha es directa, pues H ⊆ Hr para cada r > 0.
Por otro lado, dado un δ > 0 y r > 0, podemos considerar un v ∈ Zd tal que ⟨v, n⟩ > 0 para
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todo n ∈ H y ∥v∥2 > r, de esta forma se tendrá que n + v ∈ H para todo n ∈ Hr, es decir

d(Tn(Tv(x)), Tn(Tv(y)) < δ, ∀n ∈ Hr ∩ Zd

Con Tv(x) ̸= Tv(y)

La propiedad anterior será de especial relevancia en el último capítulo, pues revisaremos
una extensión de la noción de dirección de no expansividad, a través de una generalización
del concepto de semiespacio.

Para entender mejor la noción de dirección no expansiva, veamos un ejemplo clásico.

Ejemplo Sea (X, σ) el Z2-subshift de Ledrappier, definido por:

X = {(xn) ∈ {0, 1}Z2 : x(i, j) + x(i + 1, j) + x(i, j + 1) ≡ 0 (mod 2)}

Denotando ∆ al triángulo que une los puntos 0 = (0, 0), e1 = (1, 0) y e2 = (0, 1), se puede
notar que las tres direcciones paralelas a las caras de ∆ son no-expansivas. Por ejemplo,
para la recta L = {(x, 0) : x ∈ R}, los semiespacios asociados son H1 = {(x, y) : y ≥ 0} y
H2 = {(x, y) : y ≤ 0}. Luego, podemos definir x ∈ X de la siguiente forma

xi,j =


0 si j ≥ 0
1 si j < 0, i = 0
0 si j < 0, i ̸= 0, xi+1,j = xi,j+1

1 si j < 0, i ̸= 0, xi+1,j ̸= xi,j+1

El punto x ∈ X se ve como sigue.

x0

Figura 1.1: Punto x ∈ X: xi = 1 en las casillas grises
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Luego, basta tomar y = T−e1x, de forma que xi = yi para cada i ∈ H1, pero x ̸= y. Para
las otras dos direcciones el argumento es similar, además, se puede probar (ver [4]) que estas
son las únicas direcciones de no-expansividad.

1.4. Lema de no numerabilidad
En esta breve sección, se introducen algunos elementos básicos del semigrupo de mapeos

continuos, con el fin de enunciar el lema de no numerabilidad que será usado más adelante
(ver más detalles en [13]).

Sea (X, d) un espacio métrico compacto y (C, d∞) el espacio métrico completo de las
funciones f : X → X continuas, con d∞ la métrica del supremo en C, que está definida por:

d∞(f, g) = sup
x∈X

d(f(x), g(x))

Como X es compacto, todo f ∈ C es uniformemente continuo, lo que implica que la com-
posición (f, g) 7→ fg es un mapeo continuo de C × C → C.

Sea H ⊂ C la subfamilia de homeomorfimos de X. En general, esta familia de funciones
no es cerrada, pero se tiene el siguiente el resultado.

Proposición 1.20 Sea (fn) ⊆ H una familia de homeomorfismos que conmutan entre sí, es
decir, fnfm = fmfn para cada m, n. Si fn → f , entonces f ∈ H.

Esta propiedad es relevante, pues justamente es el caso para los homeomorfismos que vie-
nen dados por una acción (Tg), dado que estos siempre conmutan.

Para una función f ∈ C, se define ∥f∥ = d∞(f, I). Se tienen las siguientes propiedades.

Proposición 1.21 Si f, g ∈ C y h ∈ H, entonces:

1. ∥f∥ − ∥g∥ ≤ ∥fg∥ ≤ ∥f∥ + ∥g∥

2. ∥h−1∥ = ∥h∥

Dado un T ∈ H, se denota Aut(T ) al grupo de automorfismos de T , que consiste en
aquellos S ∈ H tales que ST = TS. A continuación, se enuncia el lema de no numerabilidad,
este resultado fue utilizado en una de las demostraciones centrales del capítulo 3.

Teorema 1.22 ([13]) Sea T ∈ H y sean (Pn) ⊆ Aut(T ), tales que ∥Pn∥ → 0 y Pn ̸= I para
cada n ∈ N. Entonces para todo ε > 0, el conjunto {S ∈ A(T ) : ∥S∥ ≤ ε} es no numerable.
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Capítulo 2

Multiflujos

Las direcciones de no expansividad están definidas para sistemas dinámicos discretos, así
que es natural preguntarse si existe un concepto análogo en el caso en que el grupo es conexo,
el objetivo de este capítulo es introducir esta extensión.

En primer lugar, es fácil notar que la definición clásica de expansividad no es de utilidad
en sistemas donde el grupo que actúa es conexo, pues si se supone que un sistema (X, ϕ) es
expansivo en el sentido clásico, la continuidad de ϕ implicaría que existe un η > 0 tal que:

y ∈ ϕBη(x) =⇒ d(ϕg(x), ϕg(y)) < δ, ∀g ∈ G,

Y con ello, la expansividad de ϕ implicaría que cada punto de X está aislado. Esto deja
en evidencia que es necesario establecer una noción de expansividad menos restrictiva para
sistemas conexos. Una relajación natural sería considerar la siguiente propiedad:

∀ε > 0, ∃δ > 0, d(ϕg(x), ϕg(y)) < δ, ∀g ∈ G =⇒ y ∈ ϕBε(x),

En el caso de flujos (G = R), esta propiedad es conocida como expansividad cinemática
(ver [2]), y es invariante por conjugación topológica.

Desafortunadamente, Bowen y Walters notaron que esta propiedad no es invariantes por
cambios de tiempo, lo cuál provoca que existan algunos ejemplos indeseados (ver [3]). Sin
embargo, en el mismo texto, se prueba que el problema se soluciona al admitir una repara-
metrización en el tiempo en la definición.

Definición 2.1 ([3]) Un flujo (X, ϕ) es expansivo (en el sentido de Bowen-Walters), si ocurre
lo siguiente; para todo ε > 0, existe δ > 0, tal que si para cada x, y ∈ X y s : R → R continua
con s(0) = 0, se tiene que:

d(ϕt(x), ϕs(t)(y)) < δ, ∀t ∈ R =⇒ y = ϕt(x), con |t| < ε

La expansividad de Bowen-Walters fue la primera adaptación del concepto de expansivi-
dad al caso conexo, pero no fue la última, pues durante los años venideros, se introdujeron
múltiples nociones que aplicaban la idea de reparametrizar el tiempo de formas distintas.

A lo largo de este capítulo, veremos brevemente las extensiones naturales de algunas de
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estas propiedades, al caso conexo multiparámetro. Para hacer la distinción con los flujos, les
pondremos nombre.

Definición 2.2 Un multiflujo es un G-sistema dinámico, donde G = Rd para algún d ≥ 1

2.1. C-expansividad
Motivado por la definición de Bowen y Walters para expansividad de flujos, se presenta

la extensión natural al caso multiparámetro.

Definición 2.3 Sea C(Rd) el conjunto de funciones continuas de Rd en si mismo. Se define:

C = {g ∈ C(Rd) : g(0) = 0}.

Dado ε > 0 y F ⊆ C, el multiflujo (X, ϕ) se dirá (F , ε)-expansivo, si existe un δ > 0, tal
que para cada x, y ∈ X y f ∈ F , se tiene que:

d(ϕg(x), ϕf(t)(y)) < δ, ∀g ∈ Rd =⇒ y ∈ ϕBε(x)

Además, si (X, ϕ) es (F , ε)-expansivo para todo ε > 0, diremos que (X, ϕ) es F-expansivo.

Observación Es fácil notar que se tienen las siguientes equivalencias:

1. La expansividad de Bowen-Walters equivale a la C-expansividad.

2. La expansividad cinemática equivale a la {id}-expansividad.

3. La expansividad clásica equivale a la ({id}, 0)-expansividad

Ejemplo 1. Los flujos de Anosov son C-expansivos (ver [7])

2. Las suspensiones de sistemas dinámicos expansivos son C-expansivos (ver [3])

La siguiente propiedad sigue directamente de la definición.

Proposición 2.4 Si (X, ϕ) es un multiflujo (F , ε)-expansivo, se cumple que:

1. Si δ ≥ ε, entonces (X, ϕ) es (F , δ)-expansivo

2. Si G ⊆ F , entonces (X, ϕ) es (G, ε)-expansivo

Como consecuencia se tiene la siguiente jerarquía

Corolario 2.5 Si (X, ϕ) es C-expansivo, entonces es F-expansivo para todo F

Es natural preguntarse si la recíproca del corolario anterior es cierta para alguna familia F ,
es decir, ¿existe una familia F ⊆ C tal que la F -expansividad equivale a la C-expansividad?.
Bowen y Walters respondieron esta pregunta en el caso de flujos sin puntos fijos.
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Teorema 2.6 ([3]) Sea (X, ϕ) un flujo sin puntos fijos. Se define:

K = {f ∈ C : f−1 ∈ C}

Entonces (X, ϕ) es C-expansivo, si y solo si es K-expansivo.

En el año 1990, M. Oka probó que la hipótesis de los puntos fijos no es necesaria, es decir:

Teorema 2.7 ([16]) Un flujo es C-expansivo, si y solo si es K-expansivo

Se desconoce si este resultado es cierto en el caso multiparámetro, pues la demostración
se sostiene fundamentalmente del siguiente hecho:

K = {f ∈ C : f es monótona}

Lo cual deja de tener sentido para d > 1.

2.2. Puntos fijos
El conjunto de puntos fijos de un flujo juega un rol importante en algunas propiedades

asociadas a la expansividad. Esta sección está dedicada a introducir las nociones básicas.

Definición 2.8 Sea (X, ϕ) un multiflujo. Un punto x ∈ X se dirá direccionalmente fijo en la
recta generada por v ∈ Rd \ {0}, si ϕu(x) = x para todo u = tv con t ∈ R. En otras palabras,
se tiene que x ∈ FixvR(X, ϕ). Por simplicidad denotaremos a este conjunto Fix(ϕ, v)

Ejemplo Consideremos el biflujo ϕ en R definido por ϕs,t(x) = xes−t para todo s, t, x ∈ R.
Entonces Fix(ϕ) = {0} y Fix(ϕ, (1, 1)) = R

A continuación se presentan algunas propiedades básicas de los puntos fijos.

Proposición 2.9 El conjunto Fix(ϕ, v) es cerrado para todo v ∈ Rd \ {0}

Demostración. Sea (xn) ⊆ Fix(ϕ, v) convergente a x ∈ X, como ϕv es continua, entonces
ϕvxn → ϕvx. Luego como ϕvxn = xn, se concluye que ϕvx = x por unicidad del límite.

Proposición 2.10 Si S genera a Rd, entonces:

Fix(ϕ) =
⋂

u∈S

Fix(ϕ, u)

Demostración. La inclusión hacia la derecha es directa. Recíprocamente, sea x ∈ X en la
intersección y u ∈ Rd. Como S genera Rd, existen s1, ..., sk ∈ S y λ1, ..., λk ∈ R, tales que
u = λ1s1 + ... + λksk, luego como ϕ es una acción en Rd sobre X, se tiene que:

ϕu(x) = ϕλ1s1+...+λksk
(x) = ϕλ1s1 ◦ ϕλ2s2 ◦ · · · ◦ ϕλksk

(x)

Como x ∈ Fix(ϕ, v) para cada v ∈ S, se verifica que ϕλisi
(x) = x para todo i ∈ {1, ..., k}, es

decir, ϕu(x) = x, concluyendo así que x ∈ Fix(ϕ).
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Corolario 2.11 Fix(ϕ) es cerrado

El siguiente resultado permite caracterizar cuando el conjunto de puntos direccionalmente
fijos es abierto

Proposición 2.12 Fix(ϕ, v) es abierto si y solo si existe T > 0 tal que para cada λ ∈ (0, T ],
existe ξ > 0 tal que d(ϕλv(x), x) > ξ para cada x ̸∈ Fix(ϕ, v)

Demostración. Si Fix(ϕ, v) es abierto, suponemos por contradicción que para cada T > 0,
existe un u = λv con λ ∈ (0, T ], tal que para cada ξ > 0, existe un x ̸∈ Fix(ϕ, v) que verifica
d(ϕu(x), x) ≤ ξ. Tomando una sucesión Tn → 0, tenemos que existe un = λnv → 0 no nula.
Para cada n ∈ N, tomamos una sucesión ξn

m > 0 tal que ξn
m → 0 cuando m → ∞, de forma

que existe (xn
m)m,n∈N ⊆ X \ Fix(ϕ, v) tal que d(ϕunxn

m, xn
m) < ξn

m para cada m, n ∈ N. Como
X es compacto, para cada n ∈ N podemos asumir que xn

m → xn ∈ X cuando m → ∞ y nue-
vamente por compacidad, asumimos que xn → x ∈ X, además como X \Fix(ϕ, v) es cerrado,
se tendrá que (xn) ⊆ X \ Fix(ϕ, v). Por otro lado, como ϕ es continua, tomando límite en m
se obtiene que ϕun(xn) = xn para cada n ∈ N. Para concluir veamos que x ∈ Fix(ϕ, v), sea
w = µv ∈ Rd con µ ∈ R y j ∈ [d], consideremos la sucesión (kn) ⊆ Z definida por kn =

[
µ

λn

]
.

Es fácil notar que knλn → µ, y por lo tanto, ϕknunxn → ϕwx = x.

Recíprocamente, si tomamos (xn) ⊆ X \Fix(ϕ, v) con xn → x ∈ X. Como d(ϕT vxn, xn) >
ξ para cada n ∈ N, por continuidad obtenemos que d(ϕT vx, x) > ξ, luego ϕT vx ̸= x y por lo
tanto x ̸∈ Fix(ϕ, v). En conclusión X \ Fix(ϕ, v) es cerrado.

Definición 2.13 Dado un multiflujo (X, ϕ). Diremos que Z ⊆ X es estable en F ⊆ Sd−1,
si existe un T > 0, tal que para cada t ∈ (0, T ], existe un ξ > 0 tal que d(ϕtv(x), x) > ξ para
cada v ∈ F , x ̸∈ Z.

Luego, la propiedad anterior se traduce como

Corolario 2.14 Fix(ϕ, v) es abierto si y solo si es estable en la dirección {v}

El siguiente resultado muestra que el estudio de multiflujos expansivos se puede reducir
al caso sin puntos fijos

Lema 2.15 Si (X, ϕ) es un multiflujo C-expansivo, entonces cada punto fijo de ϕ, es un
punto aislado en X.

Demostración. Sea x ∈ X un punto fijo de ϕ, esto es, ϕu(x) = x para cada u ∈ Rd. Sea ε > 0
dado y sea δ la constante de expansividad correspondiente. Sea y ∈ Bδ(x) y s ≡ 0, entonces:

d(ϕux, ϕs(u)y) = d(x, y) < δ, ∀u ∈ Rd.

Por lo tanto, y ∈ ϕBε(x) para todo ε > 0, esto es, y = x

Luego si (X, ϕ) es un multiflujo C-expansivo, entonces se puede descomponer X = F ∪ X ′

donde F es el conjunto de puntos fijos de ϕ y ϕ|X′ no posee puntos fijos.
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2.3. Expansividad débil
Komuro introdujo otra noción de expansividad en flujos [14], conocida como K∗−expansividad

o expansividad débil, la extensión natural en el caso multivariable es la siguiente:

Definición 2.16 Un multiflujo (X, ϕ) se dirá K∗-expansivo (o débilmente expansivo) si sa-
tisface lo siguiente; para cada ε > 0, existe un δ > 0 tal que para cada g ∈ K, se tiene
que:

d(ϕux, ϕg(u)y) < δ, ∀u ∈ Rd =⇒ ∃v ∈ Rd, ϕg(v)(y) ∈ ϕBε(v)(x)

Es claro que:

K − expansividad =⇒ K∗ − expansividad

Komuro verificó que el atractor geométrico de Lorentz, definido como un límite inverso
de semiflujos 2-dimensionales, es un flujo K∗-expansivo que no es K-expansivo [14], por lo
que estas nociones no son equivalentes en general. Sin embargo, Oka demostró el siguiente
resultado:

Teorema 2.17 [16] Un flujo sin puntos fijos es K-expansivo, si y solo si es K∗-expansivo.

2.4. Separabilidad
En el año 1975, Gura descubrió que el flujo dado por el horociclo sobre una superficie

compacta de curvatura negativa, tenía una propiedad similar a la expansividad (ver [9]),
pues se cumplía que órbitas que permanecían suficientemente cercanas, eran indistiguibles, a
esta propiedad, le puso el nombre de separabilidad, y es como sigue:

Definición 2.18 Un sistema dinámico topológico (X, T, G) se dice separador si existe δ > 0,
tal que para todo x, y ∈ X, se tiene que:

d(ϕg(x), ϕg(y)) < δ, ∀g ∈ G =⇒ ∃h ∈ G, y = ϕh(x)

La constante δ se llama constante de separabilidad.

Observación Es claro que todo sistema dinámico expansivo es separador

Se puede notar que la recíproca no es cierta, por ejemplo, considere el siguiente sistema.

Ejemplo [11] Considere el siguiente cerrado en la compactificación de R2 con un punto, sea:

X = {∞} ∪ {(p, 0) : p ∈ Z} ∪ {(p, ±1/q) : p, q ∈ Z, |p| ≤ q}
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Se define la siguiente función T : X → X,

T (x) =



∞ si x = ∞
(p + 1, 0) si x = (p, 0)
(p + 1, ±1/q) si x = (p, ±1/q), p < q

(−q, ∓1/q) si x = (q, ±1/q)
(−q + 1, ±1/q) si x = (−q, ±1/q)

Se puede notar que para δ < 1, los únicos x, y ∈ X que satisfacen d(T n(x), T n(y)) < δ, ∀n ∈ Z
son aquellos puntos de la forma x = (0, 1/q) y y = (0, −1/q) para q > 2/δ, pues en tal caso,
ocurre que:

d(T n(x), T n(y)) =
∣∣∣∣∣1q + 1

q

∣∣∣∣∣ = 2
q

< δ, ∀n ∈ Z

Luego como T 2q+1(x) = y, se concluye que X es separador, pero no expansivo, pues x ̸= y.

Se tiene la siguiente jerarquía entre la expansividad y la separabilidad en el caso conexo.

Proposición 2.19 Todo multiflujo K∗-expansivo es separador

Demostración. Basta elegir cualquier ε > 0 y g = idRd en la definición de K∗-expansividad

Definición 2.20 Diremos que x ∈ Fix(ϕ) es un punto aislado dinámicamente si existe δ > 0
tal que:

orb(y) ⊆ B(x, δ) =⇒ y = x

Proposición 2.21 Si ϕ es separador, entonces Fix(ϕ) es un conjunto finito de puntos ais-
lados dinámicamente.

Demostración. Sea x ∈ Fix(ϕ) y y ∈ X tal que orb(y) ⊆ B(x, δ), esto es:

d(x, ϕuy) < δ, ∀u ∈ Rd

Luego como ϕ es separador, se concluye que y ∈ orb(x) = {x}. La finitud es consecuencia de
la compacidad de X.

Es posible adaptar la noción de separabilidad a un contexto continuo tal y como lo hicieron
Bowen y Walters para flujos, considerando una reparametrización temporal. A continuación
se muestra la extensión natural del concepto introducido por Artigue en el caso de flujos [1].

Definición 2.22 Un multiflujo (X, ϕ) se dice C-separador si existe δ > 0, tal que para cada
x, y ∈ X y g ∈ C, se tiene que:

d(ϕu(x), ϕg(u)(y)) < δ, ∀u ∈ Rd =⇒ y ∈ orb(x)
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2.5. Expansividad de Katok-Hasselblatt
La siguiente definición fue introducida por Katok y Hasselblatt para flujos [12], si bien esta

noción considera reparametrizaciones temporales, estas se hacen de una forma particular,

Definición 2.23 Un multiflujo (X, ϕ) se dirá KH-expansivo si existe δ > 0 tal que para cada
x ∈ X y g ∈ C tal que:

d(ϕux, ϕg(u)x) < δ, ∀u ∈ Rd

se satisface la implicancia:

d(ϕux, ϕg(u)y) < δ, ∀u ∈ Rd =⇒ y ∈ orb(x)

Proposición 2.24 Si ϕ es KH-expansivo, entonces Fix(ϕ) es abierto

Demostración. Supongamos por contradicción que Fix(ϕ)c no es cerrado. Sea (xn) ⊆ Fix(ϕ)c

con xn → x ∈ Fix(ϕ). Sea xn ∈ B(x, δ) con xn ̸= x y g ≡ 0, notemos que:

d(ϕux, ϕs(u)x) = d(x, x) = 0, ∀u ∈ Rd

Mientras que
d(ϕtx, ϕg(u)xn) = d(x, xn) < δ, ∀u ∈ Rd

Lo que contradice la KH-expansividad, pues xn ̸∈ orb(x) = {x}

La expansividad de Katok-Hasselblatt es una propiedad intermedia a la C-expansividad
y la separabilidad, es decir

Proposición 2.25 Todo multiflujo C-expansivo es KH-expansivo.

Proposición 2.26 Todo multiflujo KH-expansivo es separador.

Para flujos se sabe que la reciproca es cierta si asumimos que Fix(ϕ) es abierto [1], en el
caso multi-parámetro tenemos lo siguiente

Proposición 2.27 Sea (X, ϕ) un multiflujo separador. Si el conjunto de puntos fijos es
estable en cada dirección de S1, entonces (X, ϕ) es KH-expansivo.

Demostración. Sea α la constante de separabilidad. Como (X, ϕ) es separador, el conjunto
Fix(ϕ) es finito y existe β > 0 tal que B(x, β) = {x} para cada x ∈ Fix(ϕ). Por la estabilidad
en d, existe ξ > 0 para λ = T . Sea δ = min{α/2, ξ, r}. Sean x, y ∈ X y g ∈ C tales que:

d(ϕux, ϕg(u)x) < δ, ∀u ∈ Rd (2.28)

y
d(ϕux, ϕg(u)y) < δ, ∀u ∈ Rd (2.29)

Por desigualdad triangular se tiene que:

d(ϕg(u)x, ϕg(u)y) < 2δ ≤ α, ∀u ∈ Rd (2.30)
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Si x ∈ Fix(ϕ), tomando u = 0 en (2.29) se obtiene que y = x, pues δ ≤ r. Si x ̸∈ Fix(ϕ),
podemos ver que ∥g(u) − u∥ < T para cada u ∈ Rd. Si este no fuera el caso, como g ∈ C, por
TVI existiría un u ∈ Rd tal que ∥g(u) − u∥ = T . Luego, g(u) = u + D con ∥D∥ = T , y por
el lema se obtendría que d(ϕg(u)x, ϕux) > ξ ≥ δ, pues ϕux ̸∈ Fix(ϕ). Lo anterior contradice
a la primera ecuación, por lo tanto, ∥g(u) − u∥ < T para todo u ∈ Rd, en consecuencia, g es
sobreyectiva. Luego como ϕ es α - separador, de la ecuación (2.30) se obtiene que y ∈ orb(x),
y con ello se concluye que ϕ es KH-expansivo.
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Capítulo 3

Expansividad y Separabilidad

Ahora que ya hay una noción más clara de lo que significa la expansividad en multiflujos,
nos interesa extender la noción de direcciones de no expansividad para este tipo de sistemas,
para esto definiremos lo que es un conjunto expansivo en un sentido más general al propuesto
por Boyle y Lind.

3.1. Conjuntos expansivos
Definición 3.1 Sea (X, T, G) un sistema dinámico topológico con G ≤ Rd. Sean S ⊆ Rd,
ε > 0 y F ⊆ C. Diremos que S es (F , ε)-expansivo si existen r > 0 y δ > 0, tales que para
cada x, y ∈ X y f ∈ F , se tiene que:

d(Tg(x), Tf(g)(y)) < δ, ∀g ∈ Sr ∩ G =⇒ y ∈ ϕBε(x)

r se llama el radio de expansividad de S y δ la constante de expansividad.

Definición 3.2 Diremos que S es F-expansivo, si es (F , ε)-expansivo para todo ε > 0

Observación La F -expansividad de (X, T, G) equivale a la F -expansividad de Rd.

Además, la siguiente propiedad nos dice que la definición anterior también generaliza la
expansividad clásica de homeomorfismos.

Proposición 3.3 Sea S ⊆ R tal que Sr = R para algún r > 0. Entonces el homeomorfismo
T : X → X es expansivo si y solo si el conjunto S es {id}-expansivo en el sistema (X, T ).

Demostración. Como 0 ∈ Bε para cualquier ε > 0, la implicancia hacia la derecha es trivial.
Por otro lado, si S es {id}-expansivo, basta elegir un ε < 1, de esta forma se tendrá que
y ∈ TBε(x) ⇐⇒ x = y.

En consecuencia, un homeomorfismo es expansivo, si y solo si existe un conjunto sindético
{id}-expansivo.

La propiedad anterior sigue siendo cierta para acciones de G ≤ Zd con d > 1, esto se debe
a que el 0 es aislado en estos espacios, más precisamente:
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Proposición 3.4 Sea S ⊆ Rd tal que Sr = Rd para algún r > 0. Entonces el Zd-sistema
(X, T ) es expansivo si y solo si el conjunto S es {id}-expansivo en el sistema (X, T ).

A continuación se enuncian algunas propiedades básicas de esta definición.

Proposición 3.5 Dado (X, T ) G-sistema dinámico y F ⊆ C, se tiene que:

1. Si S1 es F-expansivo y S1 ⊆ S2, entonces S2 es F-expansivo.

2. Si existe conjunto F-expansivo y B ⊆ R es acotado, entonces B es F-expansivo.

Demostración. 1. Basta notar que si d(Tg(x), Tf(g)(y)) < δ para cada g ∈ Sr
2 ∩ G, entonces

d(Tg(x), Tf(g)(y)) < δ para cada g ∈ Sr
1 ∩ G

2. Sea rS el radio de expansividad de S. Si B es acotado, existe un r suficientemente grande
tal que Br ∩ G ⊇ SrS ∩ G

También existen propiedades básicas asociadas a modificar el conjunto de reparametriza-
ciones F .

Proposición 3.6 Sea X un G-espacio dinámico.

1. Si S es F-expansivo y G ⊆ F , entonces S es G-expansivo.

2. Si S es Fi-expansivo para cada i ∈ {1, ..., k}, entonces S es ⋃k
i=1 Fi-expansivo.

3. Si S es F|H-expansivo con H subgrupo de G, entonces S es F-expansivo.

4. La tercera es trivial

Demostración. 1. Si r1 es un radio de F -expansividad, basta tomar cualquier r < r1, de
esta forma todo f ∈ G estará en F .

2. Sean r1, r2, ..., rk los radios de Fi-expansividad de S, basta tomar un r < min{r1, ..., rk},
de esta forma si f ∈ ⋃k

i=1 Fi, entonces f ∈ Fi para algún i ∈ {1, ..., k}

El siguiente resultado revela algo interesante sobre esta generalización, y es que bajo ciertas
hipótesis simples, podemos asegurar que un conjunto es F -expansivo con F un singleton.

Lema 3.7 Sea (X, T ) un G-sistema dinámico. Sea H ⊆ G un conjunto tal que 0 ∈ H, y
f ∈ C0(G) tal que para cada δ > 0, existen x, y ∈ X que verifican:

d(Tg(x), Tf(g)(y)) < δ, ∀g ∈ H

Entonces para todo g ∈ G, el homeomorfismo Tf(g)−g posee un punto fijo.

Demostración. Para cada k ∈ N, existen xk, yk ∈ X tales que:

d(Tg(xk), Tf(g)(yk)) <
1
k

, ∀g ∈ H
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Por compacidad, podemos suponer sin perdida de generalidad que xk → x y yk → y.
Además, notamos que al tomar g = 0, se obtiene que d(xk, yk) < 1

k
para cada k ∈ N, y con

ello se concluye x = y.

Fijemos un g ∈ H y tomemos un ε > 0 arbitrario. Como T es una acción continua, existe
un k ∈ N suficientemente grande, tal que:

d(Tg(xk), Tg(x)) <
ε

3

d(Tf(g)(yk), Tf(g)(x)) <
ε

3
1
k

<
ε

3
Luego, por desigualdad triangular:

d(Tg(x), Tf(g)(x)) ≤ d(Tg(x), Tg(xk)) + d(Tg(xk), Tf(g)(yk)) + d(Tf(g)(yk), Tf(g)(x)) < ε

Como ε era arbitrario, se concluye que d(Tg(x), Tf(g)(x)) = 0, y por tanto Tf(g)(x) = Tg(x),
o equivalentemente, Tf(g)−g(x) = x.

Teorema 3.8 Sea (X, T ) un G-sistema dinámico libre. Si S es un conjunto que contiene al
0, y f ∈ C0(G) es tal que f |S ̸= idS, entonces S es {f}-expansivo.

Demostración. Supongamos por contradicción que S no es {f}-expansivo, luego para cada
r > 0, existe un ε > 0, tal que para todo δ > 0, existen x, y ∈ X que verifican:

d(Tg(x), Tf(g)(y)) < δ, ∀g ∈ Sr ∩ G ∧ y ̸∈ ϕBε(x)

Eligiendo cualquier r > 0, podemos aplicar el lema anterior para obtener un z ∈ X que
cumple Tf(g)−g(z) = z para cada g ∈ S, luego como T es libre, esto implica que f(g) = g, lo
que es una contradicción con la hipótesis de f .

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema:

Corolario 3.9 Todo G-sistema dinámico libre es {f}-expansivo para f ̸= idG

Demostración. Basta tomar S = Rd en el Teorema anterior.

A continuación se extiende la noción de no-expansividad.

Definición 3.10 Diremos que una dirección L ≤ G (donde L es 1-dimensional) es de no-
expansividad, si el subespacio que define a dicha dirección, es un conjunto no C-expansivo.

Una caracterización relevante de las direcciones de expansividad es la siguiente:

Teorema 3.11 Una dirección es F-expansiva si y solo si los semiespacios que la delimitan
son F-expansivos.
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Demostración. Seguir el mismo procedimiento del caso G = Zd

3.2. Conjuntos separadores
Como se vio previamente, la noción clásica de separabilidad consiste en una propiedad

de expansividad más débil, siguiendo esta misma idea, podemos extender esta propiedad a
conjuntos.

Definición 3.12 Sea (X, T, G) un sistema dinámico topologico (con G ≤ Rd), S ⊆ Rd y
F ⊆ C. Diremos que S es F-separador si existe un r > 0 y un δ > 0, tal que para cada
x, y ∈ X y f ∈ F , se tiene que:

d(Tg(x), Tf(g)(y)) < δ, ∀g ∈ Sr ∩ G =⇒ y ∈ Orb(x)

r se denomina el radio de separabilidad y δ la constante de expansividad.

La F -separabilidad se puede interpretar como la (F , ∞)-expansividad (pensando que una
bola de radio infinito es todo el espacio), así que es clara la siguiente jerarquía.

Observación F -expansividad =⇒ (F , ε)-expansividad =⇒ F -separabilidad

Ejemplo Considere el biflujo ϕs,t(x) = xes−t. Es fácil ver que toda dirección es separadora,
pues la exponencial es arbitrariamente grande tomando valores en una recta.

Podemos hacer un análogo con las observaciones del caso expansivo:

Observación Un sistema dinámico topológico es separador si y solo si G es {id}-separador.

Proposición 3.13 Sea (X, T, G) un sistema dinámico topológico, F ⊆ C, y S1 ⊆ S2 ⊆ G.
Entonces si S1 es F-separador, S2 también es F-separador

Al igual que en el caso expansivo, la propiedad anterior nos dice que si un sismema dinámi-
co es no-separador, todos sus subespacios también serán no-separadores. Por ello, en general
se asume que el espacio es separador para estudiar propiedades asociadadas a subespacios
no-separadores.

También se puede caracterizar la no-separabilidad de un subespacio a través de la no-
separabilidad de sus semiespacios asociados

Proposición 3.14 Sea F ⊆ C compacto. Entonces L es una dirección de F-separabilidad,
si y solo si, los semiespacios que delimitan a L son F-separadores.

Demostración. Análogo al caso expansivo

3.3. Teorema de no-separabilidad
En 1952, S. Schwartzman demostró en [17] el siguiente resultado:

22



Teorema 3.15 (Schwartzman) Si T : X → X es un homeomorfismo de un espacio métrico
compacto infinito (X, d), entonces para cada ε > 0, existen x, y ∈ X con x ̸= y tales que para
cada n ≥ 0, se tiene que d(T n(x), T n(y)) ≤ ε

Posteriormente, en el año 1990, King fortaleció este resultado al demostrar que los puntos
x, y se pueden tomar en órbitas distintas, es decir

Teorema 3.16 (King) Si T : X → X es un homeomorfismo de un espacio métrico compacto
infinito (X, d), entonces para cada ε > 0, existen x, y ∈ X con x ̸∈ Orb(y), tales que para
cada n ≥ 0, se tiene que d(T n(x), T n(y)) ≤ ε

Al considerar T −1 se tiene que ambos resultados también son válidos para tiempos ne-
gativos. Otra forma de enunciar los resultados usando las nociones de este capítulo, son las
siguientes

Teorema 3.17 (Schwartzman) Si (X, T,Z) es un sistema dinámico, entonces los semiespa-
cios R+ y R− son no expansivos

Teorema 3.18 (King) Si (X, T,Z) es un sistema dinámico, entonces los semiespacios R+ y
R− son no separadores

Finalmente, en el año 1997, Boyle y Lind probaron en [4] que en todo sistema dinámico
infinito (X, T,Zd), siempre existen direcciones de no-expansividad, en particular, siempre hay
un semiespacio no expansivo como se evidencia en el Teorema de Schwartzman para d = 1.

Sin embargo, no se dijo nada sobre las direcciones de no separabilidad, en esta sección, se
muestran avances para esta pregunta.

El siguiente lema será de utilidad para probar el Teorema de no-separabilidad.

Lema 3.19 Sea (X, T,Zd) un sistema dinámico topológico y a ∈ X un punto fijo. Supon-
gamos que existen (zn) ⊆ X con zn → a, y (kn) ⊆ int(H) con H semiespacio de Rd, tales
que:

inf
n∈N

d(Tkn(zn), a) > 0

Entonces, existe un semiespacio H ′ ̸= H tal que para cada δ > 0, existe un x ̸= y que verifica:

d(Tn(x), Tn(y)) ≤ δ, ∀n ∈ H ′ ∩ Zd

Demostración. Sea δ > 0 tal que:

δ < inf
n∈N

d(Tkn(zn), a)

Como zn → a, podemos asumir que d(zn, a) < δ para cada n ∈ N. Moviendo los kn más cerca
del cero (si es necesario), podemos asumir que:

d(Tl(zn), a) ≤ δ, ∀l ∈ B|kn| ∩ H ∩ Zd
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Sin perder generalidad, por compacidad existe y := lim Tkn(zn). Como d(Tkn(zn), a) ≥ δ para
cada n ∈ N, por continuidad de la métrica se obtiene que d(y, a) ≥ δ. Por otro lado, podemos
verificar que (kn) es no acotada, pues si suponemos por contradicción que existe M > 0 tal
que (kn) ⊆ BM , por la finitud del conjunto BM ∩Zd se puede extraer una subsucesión (kn(i))
constante, digamos kn(i) = k para todo i ∈ N. Por lo tanto:

d(y, a) = d(lim Tkn(zn), a) = d(Tk(a), a) = 0

Pues a es punto fijo. Esto es una contradicción, pues d(y, a) ≥ δ. Luego, se tiene que (kn) es no
acotada, y por compacidad de Sd−1, podemos suponer que kn

∥kn∥2
→ v. Sea H ′ el semiespacio

opuesto a esa dirección, dado por los u tales que < u, v >≤ 0. Como ∥kn∥ → ∞, para cada
m ∈ H ′, existe un n suficientemente grande tal que m+kn ∈ B|kn| ∩H ∩Zd, en consecuencia:

d(Tm(y), Tm(a)) = d(Tm(y), a) = lim d(Tkn+m(zn), a) ≤ δ

Teorema 3.20 Sea (X, T ) un Z2-sistema dinámico infinito tal que todo x ∈ X es bi-
periódico. Entonces existe una dirección de no separabilidad.

Demostración. Sea ε > 0, sea (zn) → a ∈ X donde cada zn vive en órbitas distintas de X y
además a ̸∈ orb(zn) para todo n ∈ N. Sean p, q ∈ Z los periodos mínimos de a ∈ X para los
homeomorfismos T1 y T2. Como X × [0, p − 1] × [0, q − 1] es compacto, existe δ > 0 tal que
para cada y ∈ X y m ∈ [0, p − 1] × [0, q − 1], se tiene que:

d(y, a) ≤ δ =⇒ d(Tmy, Tma) ≤ ε

Sea S la Z2-acción en X definida por Sm = T pm1
1 T qm2

2 . Sea H un semiplano de Z2, si existiese
un n ∈ N tal que:

d(Smzn, Sma) ≤ δ, ∀m ∈ H

Se tiene que el resultado es el deseado. Supongamos entonces que para cada n ∈ N, existe un
kn ∈ H tal que:

d(Sknzn, Skna) ≤ δ

Como a es un punto fijo de S y zn → a, entonces se tiene que existe un semiplano H ′ y un
y ̸= a tal que:

d(Smy, Sma) ≤ δ, ∀m ∈ H

Es decir,
d(T(m1p,m2q)y, Sma) ≤ δ, ∀m ∈ H

Luego, se concluye que:

d(T(m1p,m2q)+ny, T(m1p,m2q)+na) ≤ δ, ∀m ∈ H, ∀n ∈ [0, p − 1] × [0, q − 1]

Haciendo que δ < d(Tma, Tna) para cada m, n. Se concluye lo pedido.

A continuación se muestra que las direcciones de no-separabilidad coinciden con las de
no-expansividad en sistemas minimales, lo que generaliza el Teorema de King en el caso
minimal.

24



Teorema 3.21 Sea (X, T,Zd) un sistema dinámico topológico minimal, entonces los semi-
espacios expansivos y separadores coinciden.

Demostración. Es claro que todo semiespacio expansivo es separador. Supongamos por con-
tradicción que existe un semiespacio H ⊆ Rd que sea separador y no-expansivo. Por la
separabilidad, existe un ε > 0 tal que para cada x, y ∈ X, se tiene que:

d(Tn(x), Tn(y)) ≤ ε, ∀n ∈ H ∩ Zd =⇒ o(x) = o(y)

Por la no-expansividad, existen z ̸= y ∈ X tales que d(Tn(z), Tn(y)) ≤ ε, ∀n ∈ H ∩Zd. Por lo
tanto, se tiene que o(z) = o(y), es decir, z = Tℓ(y) para algún ℓ ∈ Zd. Sea x ∈ X arbitrario,
por minimalidad de T , existe (Ni) ⊆ H con Ni → ∞ tal que TNi

(y) → x. Por continuidad de
Tl, se obtiene que TNi

(z) → Tl(x), luego por la hipótesis de no expansividad, tenemos que:

d(TNi
(z), TNi

(y)) ≤ ε, ∀i ∈ N

Tomando límite en i y usando la continuidad de la métrica, se tiene que:

d(Tℓ(x), x) ≤ ε

Como x ∈ X es arbitrario, podemos decir que ∥Tℓ∥ ≤ ε. Tomando una sucesión (εn) → 0,
se obtiene una familia de operadores (Tℓ(n)) que conmutan entre si, tales que Tℓ(n) ̸= I y
∥Tℓ(n)∥ → 0. Por el lema de no numerabilidad, se tiene que el conjunto Bε = {Ti : i ∈
Zd, ∥Ti∥ ≤ ε} es no numerable. Sea x ∈ X fijo y S ∈ Bε, notar que:

d(Tn(x), Tn(Sx)) = d(Tn(x), S(Tn(x))) ≤ ∥S∥ ≤ ε, ∀n ∈ Zd

Como Bε es no numerable, existen S1 ̸= S2 ∈ Bε tales que S1(x) = S1(x), y por tanto,
S1(Tn(x)) = S1(Tn(x)) para todo n ∈ N, como la órbita de x es densa, se obtiene que S1 = S2
lo que es una contradicción.

Corolario 3.22 En los sistemas minimales las direcciones de no-separabilidad coinciden con
las de no-expansividad.

Demostración. Si L es una dirección separadora, entonces los semiespacios que delimitan a
L son separadores, y por el Teorema anterior, expansivos. En conclusión, L es una dirección
expansiva.

El corolario anterior generaliza al Teorema de Boyle-Lind en el caso minimal, pues nos
permite asegurar que los puntos encontrados por las direcciones de no-expansividad, pueden
tomarse en órbitas distintas.
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Capítulo 4

Suspensiones

La suspensión de un sistema dinámico discreto, intenta representar una versión conexa
del sistema, manteniendo ciertas propiedades. Esta noción fue introducida inicialmente pa-
ra sistemas dinámicos en Z, la primera sección pretende introducir las definiciones básicas
asociadas a esta noción.

4.1. La definición clásica
Dado un sistema dinámico topológico (X, T,Z), se define el conjunto X̃ = X × [0, 1]/ ∼,

donde la relación ∼ se define por:

(x, 1) ∼ (Tx, 0), ∀x ∈ X

Se define el flujo ϕ : X × R → R en X̃ por:

ϕt(x, s) = (T [t+s](x), t + s − [t + s]), ∀x ∈ X, t ∈ R, s ∈ [0, 1)

Es decir, para t ≥ 0, se tiene:

ϕt(x, 0) =



(x, t) si t < 1
(Tx, t − 1) si 1 ≤ t < 2
(T 2x, t − 2) si 2 ≤ t < 3

...

El sistema dinámico (X̃, ϕ,R) se denomina suspensión de (X, T ), y consiste en una ver-
sión conexa del sistema discreto. Esto se debe a que la acción de ϕ y la correspondencia ∼,
permiten visualizar al flujo como un movimiento continuo entre x y Tx para cada x, además
el nombre de suspensión viene del hecho de que este movimiento se puede visualizar como el
ascenso sobre un segmento vertical ubicado sobre cada punto de X.

A continuación se presenta una figura que muestra la idea del párrafo anterior.
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X
(x, 0)

(x, 1)

(Tx, 0)

(Tx, 1)

(T 2x, 0)

(T 2x, 1)

Figura 4.1: Suspensión de un sistema dinámico (X, T,Z)

Bowen y Walters definieron una métrica en X̃ que se ajusta a la dinámica de ϕ y permite
tener el siguiente resultado:

Teorema 4.1 (X, T ) es expansivo si y solo si (X̃, ϕ) es C-expansivo

Para definir esta distancia, introducimos el concepto de cadena. Dados u, v ∈ X̃, decimos
que un conjunto finito y0 = u, y1, y2, ..., yn = v es una cadena entre u y v, si cada par con-
secutivo yi, yi+1 vive en la misma órbita (en este caso decimos que [yi, yi+1] es un segmento
vértical), o bien, ambos puntos poseen la misma proyección en la coordenada de [0, 1) (aquí
decimos que es un segmento horizontal).

El largo de un segmento vertical corresponde a la menor distancia entre ambos extremos
a lo largo de la órbita, sin tener en cuenta la dirección en la que se recorre el flujo.

ϕR(x, 0)

(T −1x, 0)

(x, 0)

(Tx, 0)

(T 2x, 0)

yi

yi+1

d(yi, yi+1)

Figura 4.2: Largo de un segmento vertical [yi, yi+1]
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El largo de un segmento horizontal a altura t viene dado por la métrica ρt en X × {t}
definida por:

ρt((x, t), (y, t)) = (1 − t)ρ(x, y) + tρ(Tx, Ty)

Cabe destacar que ρ0((x, 0), (y, 0)) = ρ(x, y) y ρ1((x, 1), (y, 1)) = ρ(Tx, Ty), lo que es
consistente con la identificación ∼.

X
(x, 0)

(x, t)

(x, 1)

t

1 − t

(1 − t)A + tB

(y, 0)

(y, t)

(y, 1)

(Tx, 0)

(Tx, 1)

(Ty, 0)

(Ty, 1)

A B

Figura 4.3: Largo de un segmento horizontal [(x, t), (y, t)]

Luego, se define el largo de una cadena como la suma de los largos de los segmentos que la
conforman, y con ello, se define la métrica d(u, v) como el ínfimo largo de todas las cadenas
entre u y v.

4.2. Suspensiones multiparámetro
El objetivo de esta sección, es extender la noción de suspensión a multiflujos, manteniendo

el resultado que permite transferir la expansividad.

Sea (X, T,Zd) un sistema dinámico topológico donde se denota Ti = Tei
para cada i ∈

{1, ..., d}. Se define el conjunto
∼
X = X × [0, 1]d/ ∼, donde ∼ es la identificación definida por:

(x, u) ∼ (ϕ[u](x), u − [u]), ∀u ∈ [0, 1]d, ∥u∥∞ = 1

[u] :=
d∑

i=1
[u · ei]ei denota la función parte entera en Rd.

La suspensión de un Zd-sistema se podría visualizar como dibujar un hipercubo unitario
a partir de cada punto de X, donde el punto se encuentra en el vértice correspondiente al 0,
y de esta forma, la correspondencia ∼, pega las caras de los hipercubos correspondientes a
puntos de la misma órbita.

Por ejemplo, para un Z2-sistema dinámico, la órbita de un punto en
∼
X se ve como una

cuadrícula donde se pegan los lados de los cuadrados del mismo color como aparece en la
imagen:
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(x, 0) (x, e1)

(x, e1 + e2)(x, e2)

(T1x, 0)

(T2x, 0) (T1T2x, 0)

Se define la suspensión de (X, T ) como el multiflujo (X̃, ϕ,Rd), donde ϕ está definido por:

ϕu(x, v) = (T[u+v](x), u + v − [u + v]), ∀u, v ∈ Rd

El objetivo a continuación es definir una métrica en
∼
X que sea consistente con ∼, extienda

a la métrica del caso d = 1, y permita extender el teorema de expansividad.

Recordar que para cada n ∈ Zd, se tiene la métrica en X definida por:

ρn(x, y) = ρ(Tn(x), Tn(y))

Esto pues, cada Tn es un homeomorfismo de X. Supondremos de aquí en adelante que
diam(X) < 1 para la métrica ρ, y con ello, para cualquier métrica ρn.

Para t ∈ [0, 1]d fijo, se define la métrica dt en X × {t} ⊂
∼
X como sigue; dados x̃ = (x, t)

y ỹ = (y, t), se tiene que:

dt(x̃, ỹ) =
∑

n∈{0,1}d

(
d∏

i=1
niti + (1 − ni)(1 − ti)

)
ρn(x, y)

Observación dt consiste en una combinación convexa de las métricas ρn para cada vértice
n del hipercubo unitario, ya que:

∑
n∈{0,1}d

(
d∏

i=1
niti + (1 − ni)(1 − ti)

)
= 1, ∀d ∈ N, ∀t ∈ [0, 1]d

Pues el lado izquierdo se puede interpretar como una suma de volúmenes de hipercubos que
particionan a [0, 1]d.

En el caso d = 2, la combinación convexa se visualiza como sigue:
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t

t1

t2

t1t2 (1 − t1)t2

t1(1 − t2) (1 − t1)(1 − t2)

Figura 4.4: Combinación convexa de ρt para d = 2

Observación En el caso d = 1, la métrica dt coincide con la de Bowen y Walters.

Observación Para n ∈ {0, 1}d y x, y ∈ X, se tiene que dn((x, n), (y, n)) = ρn(x, y)

Observación Si ρ′ es la métrica en X definida por:

ρ′(x, y) = min
n∈{0,1}d

ρn(x, y)

Se sigue de la definición que:

dt(x̃, ỹ) ≥ ρ′(x, y), ∀t ∈ [0, 1]d

A continuación se introducen las definiciones que serán de importancia para definir la
métrica de la suspensión.

Diremos que el par (x̃, ỹ) = ((x, t), (y, s)) ∈ X̃2 es paralelo, si t = s, a esto lo denotaremos
(x̃, ỹ) ∈ P . Por otro lado, diremos que el par (x̃, ỹ) ∈ X̃2 es orbitable, si ỹ ∈ orbϕ(x̃), a esto
lo denotaremos (x̃, ỹ) ∈ O.

Para un par (x̃, ỹ) = ((x, t), (y, s)) ∈ P ∪ O, se define su largo como:

L(x̃, ỹ) =

dt(x̃, ỹ) si (x̃, ỹ) ∈ P

∥t − s∥ si (x̃, ỹ) ∈ O \ P

Dados x̃, ỹ ∈ X̃ y n ∈ N, se define el conjunto de cadenas finitas de largo n desde x̃ hasta
ỹ como:

CFn(x̃, ỹ) = {(w1, w2, ..., wn) ∈ X̃n : w1 = x̃, wn = ỹ, (wi, wi+1) ∈ P ∪ O, ∀i ∈ {1, ..., n − 1}}

Teniendo esto en cuenta, se define el conjunto de cadenas finitas desde x̃ hasta ỹ como:
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CF (x̃, ỹ) =
⋃

n∈N
CFn(x̃, ỹ)

Dada una cadena C = (w1, ..., wn) ∈ CF (x̃, ỹ), se define el largo de la cadena como:

L(C) =
n−1∑
i=1

L(wi, wi+1)

Finalmente, para x̃, ỹ ∈ X̃ se define:

d(x̃, ỹ) = inf{L(C) : C ∈ CF (x̃, ỹ)}

La segunda observación implica que d(x̃, ỹ) = 0 ⇔ x̃ = ỹ. La simetría y transitividad
siguen de la simetría y transitividad de ρn y ∥ · ∥∞. Con ello se concluye que (X̃, d) es un
espacio métrico compacto y (X̃, ϕ) un multiflujo.

4.3. Expansividad en suspensiones
En esta sección se muestran los principales resultados de este capítulo.

Proposición 4.2 Sea ε ∈ (0, 1), F ⊆ C con {id} ⊆ F y S ⊆ Rd. Si S es (F , ε)-expansivo
en X̃, entonces S es expansivo en X.

Demostración. Por la hipótesis, existen r > 0 y δ > 0 tales que:

d(ϕu(x̃), ϕg(u)(ỹ)) < δ, ∀u ∈ Sr =⇒ ỹ ∈ ϕBε(x̃)

Sea s > 0 tal que Ss ⊇ [−1, 2]d. Veamos que S es (s, δ)-expansivo en X. Sean x, y ∈ X
tales que:

ρn(x, y) < δ, ∀n ∈ Ss ∩ Zd

Tomemos x̃ = (x, 0), ỹ = (y, 0) y g = idRd , notemos que:

d(ϕu(x̃), ϕg(u)(ỹ)) = d((T[u](x), u − [u]), (T[u](y), u − [u]))
≤ du−[u]((T[u](x), u − [u]), (T[u](y), u − [u]))

=
∑

n∈{0,1}d

(
d∏

i=1
ni(ui − [ui]) + (1 − ni)(1 − (ui − [ui]))

)
ρn+[u](x, y)

<
∑

n∈{0,1}d

(
d∏

i=1
ni(ui − [ui]) + (1 − ni)(1 − (ui − [ui]))

)
δ

= δ

En la primera desigualdad se utilizó que (x̃, ỹ) ∈ CF (x̃, ỹ), en la segunda se usó la hipó-
tesis.

Para concluir, basta notar que la C-expansividad implica que existe un v ∈ Rd con ∥v∥ < ε,
tal que ỹ = ϕv(x̃). Como ∥v∥ < 1, se puede notar que (y, 0) = ϕv(x, 0) ⇐⇒ v = 0, por lo
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tanto, se obtiene que x = y, lo que concluye la demostración.

Corolario 4.3 Toda dirección de no expansividad de X, es una dirección de no expansividad
de su suspensión

Además, considerando S = Rd y F = C, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.4 Si X̃ es C-expansivo, entonces X es expansivo

A continuación, se presenta el resultado principal de esta sección, que corresponde a la
generalización del Teorema de Bowen y Walters para multiflujos.

Teorema 4.5 X̃ es C-expansivo si y solo si X es expansivo

Demostración. Veamos la implicancia que falta. Sea δ′ la constante de expansividad de X
para la métrica ρ′. Sea ε > 0, tomemos δ < min{δ′, ε, 1

4}. Sean x̃ = (x, v), ỹ = (y, w) ∈ X̃ y
g ∈ C tales que:

d(ϕu(x̃), ϕg(u)(ỹ)) < δ, ∀u ∈ Rd

Vamos a separar la demostración en dos casos:

Caso 1: v es el centro del hipercubo. Sabemos por hipótesis que:

d(x̃, ỹ) < δ <
1
4

Sea C = (w1, ..., wn) ∈ CF (x̃, ỹ) tal que L(C) < δ, recordemos que:

L(C) =
∑

i∈[n−1]
L(wi, wi+1) =

∑
i∈[n−1]

(wi,wi+1)∈P

L(wi, wi+1) +
∑

i∈[n−1]
(wi,wi+1)∈O\P

L(wi, wi+1)

Como ambos términos son no negativos, y denotando wi = (xi, vi) para i ∈ {1, ..., n}, se tiene
que:

∑
i∈[n−1]

(wi,wi+1)∈P

dvi
(wi, wi+1) < δ ∧

∑
i∈[n−1]

(wi,wi+1)∈O\P

∥vi − vi+1∥ < δ

De la desigualdad de la derecha, se obtiene que ∥vi − v∥ < δ < 1
4 para todo i ∈ {1, ..., n},

esto implica que xi = xi+1 para cada i ∈ {1, ..., n} tal que (wi, wi+1) ∈ O \ P . Para la otra
desigualdad, notar antes que:

∑
i∈[n−1]

(wi,wi+1)∈P

dvi
(wi, wi+1) ≥

∑
i∈[n−1]

(wi,wi+1)∈P

ρ′(xi, xi+1) ≥ ρ′(x1, xn) = ρ′(x, y)

Donde se usó la observación en la primera desigualdad, y desigualdad triangular en la segunda,
con esto, se concluye que ρ′(x, y) < δ. Ahora probaremos que:

ρ′
n(x, y) ≤ δ, ∀n ∈ Zd
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Para n = 0 ya está probado. Lo veremos por inducción en ∥n∥1. Para u, v ∈ Rd/Zd, se denota:

ρRd/Zd(u, v) = inf{∥w∥ : u + w ≡Rd/Zd v}

Lema 4.6 Sean (x, v), (y, w) ∈ X̃ tales que

d((x, v), (y, w)) < min
i∈{1,...,d}

min{vi, 1 − vi}

Entonces ρRd/Zd(v, w) < d((x, v), (y, w))

El lema sigue directamente del mismo procedimiento que usamos antes, ahora veamos el
paso clave de la demostración.

Lema 4.7 Sean (x, v), (y, w) ∈ X̃ y g ∈ C tales que:

sup
u∈Rd

d(ϕu(x, v), ϕg(u)(y, w)) < min
i∈[d]

min{vi, 1 − vi}

entonces [g(n)] = n para todo n ∈ Zd, y además, se tiene que:

ρRd/Zd(v, g(n)) < min
i∈[d]

min{vi, 1 − vi}, ∀n ∈ Zd

Demostración. Lo veremos por inducción en ∥n∥1. Si ∥n∥1 = 0, entonces n = 0 y la propiedad
es cierta porque g ∈ C. Supongamos que [g(n)] = n siempre que ∥n∥1 = k. Sea m ∈ Zd con
∥m∥1 = k + 1, como k + 1 > 0, existe un j ∈ [d] tal que ⟨m, ej⟩ ≠ 0. Sea n = m − ⟨m,ej⟩

|⟨m,ej⟩|ej,
es decir, desplazarse en una unidad hacia el origen en la dirección ej. Es claro que ∥n∥1 =
∥m∥1 − 1 = k, y con ello, se satisface que [g(n)] = n. Luego por el Lema anterior, se obtiene
que:

ρRd/Zd(v, w) < d((x, v), (y, w))

De este último lema, se sigue que

ρ′
n(x, y) ≤ δ, ∀n ∈ Zd

Y como δ ≤ δ′, se obtiene que x = y, luego como d(x̃, ỹ) < δ, concluimos que ỹ = ϕu(x̃) para
algún u ∈ Bδ ⊆ Bε

Caso 2: Si v no es el centro del hipercubo, existe b ∈ [0, 1]d con ∥b∥ ≤ 1
2 , tal que

ϕb(x, v) = (x, 1
2 , ..., 1

2). Denotando x̂ = ϕb(x̃) y ŷ = ϕg(b)(ỹ), se tiene que

d(ϕu(x̂), ϕg(u+b)−g(b)(ŷ)) < δ, ∀u ∈ Rd

Como el mapeo u 7→ g(u + b) − g(b) está en C y la proyección en [0, 1]d del punto x̂ es el
centro del hipercubo, podemos aplicar el caso 1 para concluir que

ŷ = ϕh(x̂), h ∈ Bδ
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Es decir,
ỹ = ϕh+b−g(b)(x̃)

Y como ∥h + b − g(b)∥ = d(x̃, ỹ) < δ < ε, se obtiene que ỹ ∈ ϕBε(x̃). Con esto, concluimos
que (X̃, ϕ) es un multiflujo C-expansivo.

Teorema 4.8 X̃ es C-separador si y solo si X es separador

Demostración. La demostración es análoga a la anterior.

Los teoremas anteriores nos permiten caracterizar aquellos multiflujos expansivos (o se-
paradores) que provengan de la suspensión de un sistema dinámico.
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Capítulo 5

Horobolas Expansivas

En el año 1981, Gromov introdujo la noción de horobola en grupos (ver [8]), lo interesante
de este objeto, es que al considerar G = Zd dotado de la norma euclidiana, las horobolas de
G corresponden a los semi-espacios del plano.

Para extender la definición de dirección de no expansividad a un contexto más gene-
ral, recordamos que la no-expansividad de un subespacio se puede caracterizar por la no-
expansividad de los semiespacios que lo delimitan.

Teniendo esto en cuenta, resulta natural extender la definición de no-expansividad a horo-
bolas, de esta forma se tendrá una generalización del concepto de dirección no expansiva. Con
este objetivo, introduciremos brevemente los elementos necesarios de Geometría de grupos.

5.1. Geometría de grupos
En esta sección se introducen algunos conceptos básicos de la teoría de horobolas. Supon-

dremos que G es un grupo topológico localmente compacto y segundo contable, o equivalen-
temente, G admite una métrica propia invariante por la derecha (ver [18]), más precisamente,
la métrica satisface lo siguiente

1. Las bolas son compactas

2. d(xz, yz) = d(x, y), ∀x, y, z ∈ G

Por ejemplo, cada grupo numerable satisface esta propiedad al dotarse de la métrica de
palabras definida por:

d(g, h) = inf{n ∈ N : gh−1 = s1 · · · sn, para s1, ..., sn ∈ S ∪ S−1}

Sea C(G) el conjunto de las funciones reales continuas en G. Considere la aplicación b
definida por:

b : G → C(G)

g 7→ bg(h) = d(g, h) − d(g, 1)

Puede notar que bg es 1-Lipschitz y bg(1) = 0. Se define el borde de G, denotado por ∂G,
como:
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∂G = b(G) \ b(G)

donde la adherencia se toma en la topología abierta-compacta. Recordemos que una base
para esta topología está dada por las intersecciones finitas de los conjuntos de la forma:

V (K, U) := {f ∈ C(G) : f(K) ⊆ U} con K compacto y U abierto

En este caso, como la topología de G viene inducida por una métrica, se tiene que la
topología abierta-compacta equivale a la topología de la convergencia uniforme en los com-
pactos, es decir, (fn) converge a f si y solo si para cada compacto K ⊆ G, (fn) converge
uniformemente a f en K.

Toda función j ∈ ∂G es llamada una horofunción de G, cuando G es no acotado, siem-
pre existen horofunciones, pues toda horofunción j se puede escribir como el límite de cierta
secuencia (bgn), para alguna sucesión (gn) ⊆ G no acotada.

Una horobola, es cualquier subconjunto de G de la forma

H = {x ∈ G : j(x) < 0} para algún j ∈ ∂G

Se denota por H al conjunto de todas las horobolas. Por la observación anterior, se tiene
que cada horobola se ve como el límite de conjuntos de la forma

Bn = {g ∈ G : bgn(g) < 0} = {g ∈ G : d(gn, g) < d(gn, 0)}

Es decir, toda horobola es un límite de bolas abiertas centradas en cierta secuencia (gn) →
∞ de radio d(gn, 0). Veamos algunos ejemplos para entender mejor la idea.

Ejemplo Sea G = Zd dotado de la métrica inducida por la norma euclidiana. Sea H =
j−1(−∞, 0), donde j = lim bgn para cierto (gn) ⊆ Z2. Por la compacidad de S1, existe una
dirección de acumulación v ∈ S1 tal que gn

∥gn∥2
→ v y gn → ∞ para alguna subsucesión, sin

pérdida de generalidad, quitamos algunos términos para que (gn) tenga la forma

gn = v∥gn∥2 + εn

con ∥εn∥2 → 0. A partir de esto, se puede verificar que la familia de bolas

Bn = {g ∈ Z2 : ∥g − gn∥2 < ∥gn∥2}

Converge al semiespacio H = {g ∈ Z2 : ⟨v, h⟩ > 0}, esto se puede visualizar en la siguiente
figura
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g1

g2

g3

g4

g5

g6

g7

g8

g10

g11

v

Figura 5.1: Horobola en Z2 para la norma ℓ2

Ejemplo Sea G = Zd dotado de la métrica inducida por la norma ∥ · ∥1, similar a como
ocurría en el ejemplo anterior, se puede decir que toda horobola H, es el límite de bolas de
la forma:

Bn = {g ∈ Z2 : ∥g − gn∥1 < ∥gn∥1}

Donde gn → ∞. Al igual que antes, el límite de estas horobolas puede ser un semiespacio,
por ejemplo, para gn = (xn, pxn) con p > 0, el límite se ve como sigue:

O

g1

g2

g3

v

Figura 5.2: Horobola en Z2 para la norma ℓ1, con gn = (2xn, xn)

Sin embargo, para la métrica ℓ1, no todas las horobolas son semiespacios, por ejemplo,
si gn

∥gn∥2
converge a algún vector unitario de la base canónica, la horobola puede tener otra

forma como aparece a continuación.
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O

g1 g2 g3 g4

Figura 5.3: Horobola en Z2 para la norma ℓ1, con gn = p + (xn, 0)

Este ejemplo deja en evidencia que el conjunto H, depende fuertemente de la métrica
utilizada.

Ejemplo Para m ∈ N, se define la familia de funciones fm ∈ C(Rd) mediante:

fm(x) = −(x1 + m) + |x2 + m| + ... + |xd + m|

y la familia de conjuntos:

Hm = {x ∈ Rd : x1 + m > |x2 + m| + |x3| + ... + |xd|} = f−1
m ((−∞, 0))

Podemos notar que (Hm)m∈N ⊆ H, probemos esto. Sea m ∈ N y U ⊆ C(Zd) un conjunto
básico con fm ∈ U , luego, existe una familia finita de conjuntos compactos K1, ..., Kn ⊆ Zd

y conjuntos abiertos U1, ..., Un ⊆ Rd tales que:

U =
n⋂

i=1
V (Ki, Ui)

Definamos los conjuntos K = K1 ∪ ... ∪ Kn y S = {x ∈ Zd : x1 < 0}, podemos distinguir dos
casos, K ⊆ S, o bien K ∩ Sc ̸= ∅, veremos que en ambos casos se tiene que fm ∈ b(Zd)

1. Si K ⊆ S, entonces para cada x ∈ K se tiene que x1 < 0, luego:

b−me2 = |x1| + |x2 + m| +
d∑

i=3
|xi| − | − m| = fm(x)

2. Si K ∩ Sc ̸= ∅, se definen M = max{x1 : x ∈ K} y N = Me1 − me2 ∈ Zd. Dado x ∈ K,
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se puede notar que M > 0 y M ≥ x1, y con ello:

bN(x) = |x1 − M | + |x2 + m| +
d∑

i=3
|xi| − (|M | + | − m|) = fm(x)

En ambos casos, existe un u ∈ Zd tal que bu = f en K, y en consecuencia, f(Ki) ⊆ Ui para
cada i ∈ [n], de esta forma obtenemos que bu ∈ U , lo que permite concluir que fm ∈ b(Zd).
Por lo tanto, se tiene que fm ̸∈ b(Zd) (cada función de b(Zd) tiene mínimo y fm no). Es decir,
fm ∈ ∂Zd, y con ello Hm ∈ H.

En el siguiente ejemplo, G es un grupo libre (no trivial) dotado por la métrica de palabras.
Diremos que una secuencia R = (gn)n∈N ⊆ G es una cadena en G, si g0 = 1, g1 ∈ S ∪ S−1 y
gn+1 = sngn para sn ∈ S ∪ S−1 tal que s−1

n+1 ̸= sn para cada n ∈ N, donde S es el generador
del grupo libre.

Ejemplo Veamos que cada cadena induce una horobola en G. Definamos la proyección sobre
una cadena R como la función:

pR : G → R

g 7→ argmin{d(g, gn) : n ∈ N}

Sea jR la horofunción asociada, definida por:

jR : G → Z

g 7→ d(x, pR(x)) − |pR(g)|

Podemos ver que jR es el límite de los bgn , y con ello es una horofunción. Para probarlo,
notamos que para cada g ∈ G, existe un n suficientemente grande, tal que pR = gm con
m < n, entonces d(gm, gn) = |gn| − |gm|. Por lo tanto,

lim
n→∞

bn(g) = lim
n→∞

d(g, gn) − |gn|

= lim
n→∞

d(g, pR(g)) + d(pR(g), gn) − |gn|

= lim
n→∞

d(g, pR(g)) + |gn| − pR(g) − |gn|

= jR(g)

Es decir, cada cadena R define la horobola:

HR = {g ∈ G : d(g, pR(g)) < |pR(g)|}

5.2. Teorema de Robinson Crusoe
Recordemos que Boyle y Lind probaron que en todo Zd-sistema dinámico infinito, el con-

junto de (d−1)-subespacios no expansivos es un compacto no vacío, en consecuencia, siempre
existen semiespacios no expansivos.

Recientemente, S. Donoso, A. Maass y S. Petite, demostraron en [6], que este resultado
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se tiene en un contexto más general, donde G es cualquier grupo infinito con una métrica
propia invariante por la derecha, esto surge de un resultado más general de su trabajo, que
se conoce como el Teorema de Robinson Crusoe.

Teorema 5.1 (Robinson Crusoe [6]) Sea (X, T, G) un sistema dinámico topológico y G un
grupo infinito con una métrica propia invariante por la derecha. Sea A ⊂ X un abierto,
no cerrado y G-invariante. Entonces, para cada vecindad U de la frontera de A, existe una
horobola H ⊆ G, tal que:

A ∩
⋂

g∈H

T −1
g (A) ̸= ∅

El nombre de este Teorema surge de la siguiente interpretación. Si Robinson Crusoe se
encuentra aislado en una isla, y su movimiento es deterministico, es decir, dado por un flujo.
Entonces la isla define un abierto invariante A del espacio de fase. Con ello, el teorema ase-
gura que existe alguna trayectoria de Robinson Crusoe que permanece en la costa (el borde
de A) para cada tiempo positivo (o negativo).

La generalización del Teorema de Boyle-Lind, surge como una consecuencia de Robinson
Crusoe, más precisamente el enunciado es como sigue.

Teorema 5.2 ([6]) Sea (X, T, G) un sistema dinámico topológico y G un grupo infinito con
una métrica propia invariante por la derecha. Entonces para cada ε > 0, existe una horobola
H ⊆ G y puntos distintos x, y ∈ X, tales que d(Tg(x), Tg(y)) ≤ ε para todo g ∈ H

Al tomar G = Zd dotado de la norma euclidiana, se recupera el Teorema de existencia de
Boyle y Lind. Por otro lado, a partir de otro resultado del mismo texto, se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 5.3 Sea (X, T,Zd) un sistema dinámico topológico infinito. Entonces, la intersec-
ción de todos los semiespacios no-expansivos es vacía.

Este resultado implica que siempre hay más de un semiespacio noexpansivo para acciones
de Zd. En particular, tomando d = 1 se recupera el Teorema de Schwartzman.

5.3. Cerradura de las horobolas expansivas
Proposición 5.4 Sea G = (Zd, ∥·∥1) con d > 1. Entonces existe un sistema dinámico (X, T )
tal que el conjunto de horobolas no expansivas (G, X, T ) es no cerrado.

Demostración. Sea X = AZ y Tu = σu1σu2 · · · σud−1 la Zd acción en X, veremos que Hm es
no expansivo (X, T ). Sea k ∈ N y t > 0. Tomemos x, y ∈ X tales que

x[−t−k−2m,∞) = y[−t−k−2m,∞) y x ̸= y

Sea i ∈ Z con |i| ≤ k y u ∈ H t
m ∩ Zd, notemos que:

H t
m = {x ∈ Zd : x1 + m + t > |x2 + m| + |x3| + ... + |xd|}

Entonces u1 + u2 + ... + ud−1 > −2m − t en H t
m, y con ello

T (u, x)(i) = x(i + u1 + ... + ud−1 = y(i + u1 + ... + ud−1) = T (u, x)(i)
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Por lo tanto
d(T (u, x), T (u, y)) ≤ 2−k, ∀u ∈ H t

m ∩ Zd

Por otro lado, el conjunto límite de la familia (Hm)m∈N es el conjunto

H = {x ∈ Zd : x1 > x2 + |x3| + ... + |xd|}

Tenemos que H ∈ H (por el mismo argumento), pero H es expansivo en (X, T ). Si tomamos
x, y ∈ X tales que x ̸= y, entonces existe k ∈ Z tal que xk ̸= yk, si definimos u = (|k| + k +
1)e1−(1+|k|)e2, se tiene que u ∈ H y T u = σk, pero σkx = σky, entonces d(T (u, x), T (u, y)) =
1. Luego, (Hm)m∈N es una familia de horobolas no expansivas, pero el límite es una horobola
expansiva, concluyendo la demostración.

Proposición 5.5 Sea F un grupo libre no trivial dotado de la métrica de palabras. Entonces
existe un sistema dinámico (X, T ) tal que el conjunto de horobolas en (F, X, T ) es no cerrado.

Demostración. Sea p ∈ S y q ∈ S−1 con p−1 ̸= q (este existe porque F no es trivial),
definamos la cadena R mediante:

gtn+k =

pkgtn si n es par y k ∈ [n + 1]
qkgtn si n es impar y k ∈ [n + 1]

Donde tn denota el n-ésimo número triangular (es decir, 2tn = n(n + 1)). Con esto, podemos
definir la familia de cadenas truncadas, denotada por Rj = (gj)j∈N, donde

gj
n =

gn si n ≤ j

pn−jgj si n > j

Veamos que para X = AZ y la acción de F en X definida por Tg = σ|g|s con |g|s el módulo
con signo definido por

|g|s =
r∑

j=1

kj∑
i=1

nj
i

Con
g = s

n1
1

1 s
n1

2
2 ...s

n1
k1

n s
n2

1
1 s

n2
2

2 ...s
n2

k2
n s

n3
1

1 ...s
nr

kr
n

Donde S = {s1, ..., sn} y nj
i ∈ Z para j ∈ [r] y i ∈ [kj]. Veamos que las horobolas HRj

no
son expansivas para este sistema, pero la horobola límite Hg si lo es. Para esto, notemos que
para g ∈ HRj

se tiene que d(g, pRj
) < |pRj

(g)|, donde pRj
(g) ∈ Rj. Si pRj

= gi para i ∈ N,
entonces ||pRj

(g)|s| < n donde gi = pkgtn+k o gi = qkgtn+k, si no, entonces pRj
= pi−jgj, y

luego ||pRj
(g)|s| < (i − j) + n donde gj = pkgtn+k o gj = qkgtn+k. En cualquier caso, se tiene

una cota para ||pRj
(g)|s| (denotada por cj) y con ello se tiene que |g|s < 2cj. Por otro lado,

en HRg , no se tiene esa cota, porque |g|s es no acotado en Rg, por lo tanto es no expansivo.

Definición 5.6 Sea (X, T, G) un sistema dinámico. Diremos que H ∈ H es (δ, ϵ)-no ex-
pansivo, si existen dos puntos x, y ∈ X, tales que d(x, y) ≥ δ y d(Tgx, Tgy) ≤ ϵ para cada
g ∈ H.
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Proposición 5.7 Para δ, ϵ > 0, el conjunto de horobolas (δ, ϵ)-no expansivo, es cerrado.

Demostración. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que es no vacío. Sea (Hn) una
secuencia de horobolas (δ, ϵ)-no expansivas. Sea Hn = {jn < 0}, y xn, yn tales que d(xn, yn) ≥
δ y d(Tgxn, Tgyn) ≤ ϵ para cada g ∈ Hn. Sea jn → j y H = {j < 0}. Podemos asumir que
xn → x, yn → y y con ello d(x, y) ≥ δ. Para N ∈ N, se toma un nN suficientemente grande
para que Hn ∩ BN(1G) = H ∩ BN(1G) para cada n ≥ nN . Como d(Tgxn, Tgyn) ≤ ϵ para todo
g ∈ Hn, se obtiene que d(Tgx, Tgy) ≤ ϵ para todo g ∈ H ∩ BN . Como N es arbitrario, se
obtiene que d(Tg, Tgy) ≤ ϵ para cada g ∈ H, concluyendo la demostración.

Notar que H ∈ H es ϵ-no expansivo si y solo si es (δ, ϵ) no-expansivo para algún δ > 0.
Para G = Zd con la norm ℓ2, en sistemas simbólicos, tenemos que δ > 0 puede considerarse
uniforme sobre todas las horobolas. Es decir, existe δ0 > 0 tal que

H ∈ H es ϵ no-expansivo si y solo si H ∈ H es (δ0, ϵ) no-expansivo
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Capítulo 6

Perspectivas

Para finalizar, enunciaremos algunas de las preguntas que aún no han sido resueltas, y
que pueden servir como guía para desarrollar trabajo a futuro en el área.

En el capítulo 2, se estudiaron múltiples nociones de expansividad en multiflujos, que
surjen como extensiones naturales de las definiciones en el caso G = R. Si bien, esto sirve
para entender la noción de expansividad en el caso multiparámetro, no se sabe si todas las
equivalencias que se tienen para flujos son ciertas, por ejemplo, se desconoce la respuesta de
las siguientes preguntas.

• ¿Es cierto que la K-expansividad equivale a la C-expansividad para d > 1?
• Si los puntos fijos de un multiflujo debilmente expansivo son aislados, ¿Se tiene que el

multiflujo es K-expansivo?

Lo complicado de estas preguntas, es que las demostraciones que se conocen para estos
resultados en el caso de flujos, usan fuertemente la estructura 1-dimensional de R, lo que
genera dificultades a la hora de generalizar los argumentos que se usaron.

En el capítulo 3, se probó que el conjunto de direcciones de no-separabilidad es no vacío ba-
jo ciertas hipótesis, además, se vio que estas coinciden con las direcciones de no-expansividad
en cierto tipo de sistemas, esto genera las siguientes preguntas

• ¿Todo Zd-sistema dinámico posee direcciones de no-separabilidad?
• ¿Se puede decir algo sobre la regularidad de estas direcciones?, ¿son un conjunto cerrado?
• ¿Siempre coinciden con las direcciones de no-expansividad?

Algunas de estas preguntas pueden resultar ser simples de responder al estudiar buenos
ejemplos, el problema es que en los ejemplos clásicos, como el subshift de Ledrappier, ambas
nociones coinciden, lo que resulta desafortunado para darse una idea de la respuesta.

En el capítulo 4, se demostró que la expansividad y separabilidad de un Zd-sistema di-
námico, se puede transferir a su suspensión, sería interesante saber si también se pueden
transferir otro tipo de nociones de expansividad. Además, se obtuvo que las direcciones de
no-expansividad y no-separabilidad se transfieren a su suspensión, lo que nos entrega la exis-
tencia de estas direcciones para una clase grande de multiflujos, esto genera las siguientes
preguntas:
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• Aquellos multiflujos que no son la suspensión de un sistema, ¿poseen direcciones de
no-expansividad y no-separabilidad?

• ¿Se pueden transferir otros tipos de nociones de expansividad?, pensar en expansividad
de Katok-Hasselblatt por ejemplo.

En el capítulo 5, se introdujeron las horobolas expansivas, y se vio como este objeto
permite generalizar el concepto de dirección de no-expansividad. Se vio que Robinson Crusoe
generaliza el resultado de existencia de direcciones no-expansivas, pero se vieron algunos
ejemplos en los cuáles fallaba el resultado de cerradura de estos, por ello se tienen las siguientes
preguntas

• ¿Se puede asegurar la existencia de horobolas de no-separabilidad?, ¿bajo qué condicio-
nes?

• ¿Qué propiedades geométricas debe tener el grupo G y su métrica para asegurar la
cerradura del conjunto de horobolas no-expansivas?

• Para aquellos ejemplos en los cuales fallaba la cerradura, ¿se pueden considerar acciones
libres que sirvan de contraejemplo?

Sin lugar a dudas, quedan muchas preguntas por responder, el concepto de expansividad
en horobolas aún es nuevo, y por ello aún hay mucho trabajo qué hacer en esta área.
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