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RESUMEN

La industria minera del cobre forma un pilar fundamental en la economia de Chile, la que
representa el 13% del PIB; y que abastece el 30% a nivel mundial. Esta industria utiliza
generalmente dos metodologias de explotacién sobre los yacimientos: mineria a cielo abierto
y subterranea. Ambas exhiben una gran complejidad en sus operaciones, lo que incide en
la planificacién y gestion en el mediano y largo plazo. En esta tesis se trata el problema
de la planificacién y gestion relativo a la programaciéon y extracciéon con secuenciamiento
sobre un yacimiento que serd explotado por una minerfa a cielo abierto. El modelo del
secuenciamiento, se describe por: restricciones de capacidad de explotacion (knapsacks);
restricciones de precedencias, que inducen los segmentos de material que se deben extraer
para alcanzar el depésito; y la naturaleza binaria de las variables de decisién que determinan:
cuando y cual segmento de material se debe o no se debe explotar. La solucién de este problema
tiene como objetivo maximizar el valor presente neto del yacimiento. Sin embargo, obtener esta
solucién para los yacimientos reales es complejo, ya que el modelo de estos depésitos, exhiben
una gran cantidad de restricciones y variables de decisién. Luego, para obtener una buena
solucién, se relaja la integralidad de las variables, y se mejora sucesivamente el problema
relajado en base a desigualdades vélidas fortalecidas (cortes). Asi, al contar con una mejor
descripcién del problema, se obtiene una solucién méas cercana a la solucién entera 6ptima,
con la cual se puede computar un valor presente neto aproximado del yacimiento.

La metodologia que se utilizé para refinar el modelo relajado se basé en la teoria de separacién
que fue introducida por Gomory [15] en 1969. Esta teoria permite inferir desigualdades validas
que satisfacen las condiciones de integralidad del problema de optimizacién entera, pero que
son inadmisibles para la solucion relajada. Cuando estas desigualdades se agregan al problema
relajado de forma sucesiva, para luego computar, también de manera sucesiva, el nuevo
problema de optimizacién; se obtiene, cada vez, una nueva solucién que se aproxima més
a la solucién entera éptima.

En esta tesis se implementaron dos procedimientos para inferir los cortes. Kl primero,
consiste en inferir una coleccion de desigualdades, en funcién de una técnica que considera
de manera explicita el secuenciamiento del problema de optimizacién; y el segundo, determina
una coleccién de cortes a partir del proceso constructivo de transformar un modelo con
secuenciamiento a un modelo sin secuenciamiento. Cada procedimiento se aplicé de forma
independiente y simultdnea sobre un conjunto cuantioso de instancias de yacimientos
simulados. Sobre esta coleccion se computaron dos métricas de calidad. La primera, estima la
aproximaciéon del modelo relajado mejorado respecto del modelo original; y la segunda, estima
el cierre promedio del gap entre las soluciones emitidas por ambos modelos. Ambas métricas se
representan en gréaficos 1D (o perfiles de desempenio), para evaluar y analizar el valor promedio
del rendimiento; y el comportamiento general que tuvo cada configuraciéon de corte. Este tipo
de computo(s) permitio inferir cuél(les) configuracion(es) de corte(s) exhibio(eron) mejor(es)
desempeno(s).

Los cortes desarrollados en esta tesis se pueden aplicar a los modelos de yacimientos reales en
base a la siguiente heuristica: primero, se fortalece el modelo relajado con la mejor configuracion
de corte inferida, para determinar cual es la secuencia 6ptima de extracciéon de los segmentos de
material que se deben explotar, y en base a esta solucion, inferir la mejor secuencia temporal de
cuando cada segmento se puede explotar. En base a los resultados de yacimientos simulados y
respecto de la mejor configuracion de corte; se computoé que el cierre promedio del gap alcanzé
el 53.84 (%); y la aproximacion promedio del modelo relajado mejorado respecto del original
alcanzo el 99.26 (%). Estos valores son concernientes a la primera etapa de la heuristica
propuesta.



Capitulo 1

Prologo

En esta tesis se busca una mejora de la descripcion poliedral relajada de un problema
de optimizacion entera asociado a la explotacion y produccién con secuenciamiento de
un yacimiento minero a cielo abierto. Con una mejor descripcion poliedral del problema
relajado se puede inferir una solucién que es méas cercana a la solucion entera 6ptima.
La manera que se utiliz6 para mejorar la formulacién, se fundamenta en la teorfa de
separacion. Esta teoria permite inferir desigualdades vélidas fortalecidas a partir del
conjunto de restricciones del problema, las que una vez adicionadas a éste, restringen
ain més la formulacion original del problema, y que cuando se recomputa el nuevo
problema restringido la nueva soluciéon que se emite es mejor que la anterior y presenta
mejores propiedades de integralidad, es decir, que cada variable se encuentra maéas

proxima del valor entero que deberia asumir en relacién a la solucién entera 6ptima.

El capitulo 2 introduce las motivaciones de esta tesis, relacionada con la maxima
utilidad neta que se puede obtener de un yacimiento a cielo abierto. Se destaca que el
modelo matematico de optimizacion de extraccion y produccion con secuenciamiento,
corresponde a un subproblema de un problema de optimizaciéon general de produccion
en un yacimiento minero. Se sigue con una exposicion tematica de la bibliografia, que
da cuenta de las distintas soluciones que se han propuesto para resolver este problema.
Se prosigue con una descripcion de los objetivos generales y especificos que se pretenden
cumplir en esta tesis. Se contintia con un resumen de la metodologia de trabajo que se
uso en esta tesis para resolver el problema y se finaliza este capitulo, con una versiéon
y descripcion formal del problema de optimizaciéon entera que modela la extraccion y
produccién con secuenciamiento de un yacimiento minero (Johnson [21] y Boland [26];
formulacion 2.2) sobre la cual se trabaja con una version simplificada de este modelo

(formulaciéon 4.1) para evaluar su mejora.

El capitulo 3 introduce una resenia general de la teoria de separacion (Gomory [15])
y su extension en la teoria de separacion de covers. Esta teoria permite mejorar la

formulacion relajada de un problema de optimizacién entera a través de la aplicacion



sucesiva de desigualdades validas robustecidas (o cortes). Hecho lo anterior, se puede
emitir una soluciéon mejorada que estd més cercana a la solucién entera. Se exponen
las dos faces en como se implementa esta teoria para la obtencion de una desigualdad
fortalecida. La primera fase describe la manera de inferir una desigualdad cover minimal
(definicién en la seccion 3.3) violada para una solucion relajada y admisible para una
solucion entera (Gu [41] y [42]), v la segunda fase consiste en robustecer la desigualdad

por una metodologia de lifting (Gu [41] y [42]) (definicion en la seccion 3.4).

El capitulo 4 describe un marco teérico que extiende el problema de separacion de un
cover, introducido en el capitulo 3, a un problema de optimizacion entera compuesto de
restricciones de knapsack, restricciones de precedencia y variables de decisiéon binarias
(Park K. y Park S. [30]). Se extiende el concepto de cover minimal dado en el capitulo
3 a cover inducido minimal (definicién en la seccion 4.3), dentro del contexto del
modelo mateméatico de knapsack con precedencias. Se sigue con una descripcion de
una metodologia exacta de lifting sobre la formulacion con restricciones de knapsacks y
restricciones de precedencias, la cual fortalece la desigualdad de cover inducido minimal.
Se demuestra la validez de la metodologia de lifting y se demuestra, también, un orden
o6ptimo en que las variables deben ser lifteadas. Se finaliza este capitulo con el desarrollo
de cuatro heuristicas que permiten determinar, para cada una de ellas, una desigualdad

de cover inducido minimal.

El capitulo 5 introduce el marco teérico de una metodologia aproximada de lifting
denominada "Sequence Independent Lifting". Esta teoria permite inferir una funcién
de lifting aproximada en base a un conjunto de cover minimal y la capacidad de la
restriccion de un knapsack (Gu [40]). Se sigue con los fundamentos tedricos para llevar
a cabo la relajacion sobre un modelo, que consiste en restricciones de knapsack y en
restricciones de precedencias a un modelo que considera solo restricciones de knapsack,
para luego aplicar esta metodologia de lifting. Se finaliza con la seccién que explica
el proceso de construccion de la relajacion en dos etapas del lifting aproximado que
robustece a una desigualdad de cover inducido minimal: la primera etapa consiste en
obtener una funciéon de lifting maximizada en base a un cover inducido minimal y a una
coleccion de pardmetros agregados; y la segunda etapa consiste en la aplicacion de la
metodologia aproximada de lifting en base a otros pardmetros agregados para computar

los coeficientes de lifting.

El capitulo 6 presenta un conjunto de experimentos, en donde se analiza el
desempeno de la mejora sobre la formulacién relajada. Una evaluacion del refinamiento
del modelo se obtiene al analizar distintas formas de generaciéon de cortes que se agregan

a esta formulacion y su impacto en la soluciéon y cota que se emite. La configuracion



de un corte se determina entre: una heuristica que genera una desigualdad valida que
cumple con la definicion de cover inducido minimal (definiciéon en seccion 4.3) y una
metodologia de lifting (capitulos 4 y 5) que la robustece. Se inicia este capitulo con la
explicacién de los modelos de bloques para yacimientos simulados y reales. Le sigue una
seccidén que muestra la manera en que se implementa la teoria de separaciéon de covers
en base a: una libreria de funciones programadas en lenguaje C, solver de optimizacion
(CPLEX [4]) y un programa de gestion de la librerfa, también programado en el mismo
lenguaje. A continuaciéon se presenta una secciéon que introduce el benchmarking en
base a la definicion de dos métricas de calidad y su representacion grafica en perfiles
de desempeno, los que permiten evaluar y analizar cuél(es) es(son) la(s) mejor(es)
configuracion(es) de corte(s) que mayor impactan en la mejora de una formulacion
relajada. Se concluye este capitulo con la seleccion y aplicacion de la(s) mejor(es)

configuracion(es) de corte(s) sobre un conjunto de modelos de yacimientos simulados.

El capitulo 7 se inicia con la seccién de conclusiones de los resultados de esta tesis,

y se finaliza el capitulo con una seccién de discusion de éstos.



Capitulo 2

Introduccion

La industria minera del cobre constituye un bloque bésico en la econémica de Chile
y representa el 13% del PIB, asimismo, Chile abastece el 30 % de este material a
nivel mundial. Ademas, este tipo de actividad sirve como fuente de inversion en la
introduccién de nuevas tecnologias para las operaciones de: exploracion, extraccion y

produccion, asi como también, en la busqueda de nuevos yacimientos.

En Chile se usan generalmente dos metodologias de explotacion sobre los yacimien-
tos: mineria a cielo abierto y mineria subterrdnea. Ambas metodologias presentan
grandes complejidades y desafios operacionales para la extraccion y produccion del
mineral, lo que incide de forma directa en la planificaciéon y gestiéon de mediano y
largo plazo que se hace sobre éste. Se agrega a lo anterior, otro factor importante
que corresponde a la viabilidad econémica del yacimiento, el cual se encuentra muy
condicionado a cuan cuidadoso se es en la determinacion de estos dos aspectos. Cabe
senalar, que la mineria que se practica hoy en dia presenta otros desafios que son
concerniente a la actividad y que se refieren a: la tendencia de menores leyes de corte de
los yacimientos, incrementos en los costos de las operaciones de extraccion y produccion;

y consideraciones medio ambientales.

La determinacion de una solucién 6ptima para la planificacion y gestion del
yacimiento que integra las componentes antes mencionadas se vuelve dificil de obtener,
sin embargo la complejidad de esta soluciéon se ha manejado por medio de una coleccion
de técnicas de optimizacién que han dado soluciéon a las distintas componentes de la
planificacion y gestion (Cacceta L. y P. Hill S. [2]); y que se mencionan, como ejemplos,
solo algunas de ellas: la modelaciéon matematica del depoésito y la estimacion de su
reserva, la formulacién y solucion de la secuencia 6ptima de extracciéon y produccion
del yacimiento, la determinacion del layout 6ptimo de las operaciones de extraccion y
localizacion de plantas; y la combinacion (blend) éptima de los insumos para producir
los productos a vender (Cacceta L. y P. Hill S. [2]).

En esta tesis solo se abordara un aspecto de la planificaciéon y gestion minera, y



que es concerniente a la programacion de la extraccion y la produccion del yacimiento
a cielo abierto, sobre el cual se pretende determinar la secuencia espacial y temporal
optima en que se deben realizar tales operaciones, con el objetivo de lograr un valor
méaximo del valor presente neto del yacimiento. La razén por la que se escogio este
aspecto, radica en que es un problema preponderante y que afecta a todos los otros
componentes de la planificacion y gestion, antes y durante las operaciones de explotacion
y produccion del yacimiento. Luego, lo importante de este problema se encuentra en
como se origina y su consecuencia en la mejor planificacion y gestion de la mina. La
fuente de problema se encuentra en donde se emplaza el yacimiento. Asi, el depoésito
de mineral se ubica, generalmente, a una cierta profundidad respecto de la superficie.
Luego, para acceder al depdsito, se debe proceder a realizar una excavacion que debe
respetar ciertas condiciones de la geologia que lo circunda. Estas condiciones imponen
restricciones de pendientes maximas sobre las paredes de la fosa que se genera al realizar
las operaciones de excavacion. Tales restricciones tienen la finalidad de asegurar la
estabilidad de las paredes y evitar el colapso de éstas. Este tipo de restriccion induce
la generaciéon de un cono invertido con raiz en el depoésito. El cono invertido, a su vez,
representa a todo el material estéril que se hace necesario extraer antes de acceder a la
explotacion del mineral de interés. La figura 2.1 muestra un boceto de un yacimiento

que serd explotado bajo una metodologia de mineria a cielo abierto.

Figura 2.1: Se muestra un esquema general en 2D de un yacimiento emplazado a una cierta
profundidad k. Se muestra la pendiente d; de las paredes de la fosa que se hace necesario restringir para
asegurar la estabilidad geolégica de ésta y acceder de forma segura al depésito. Se muestra, ademas,
la pendiente 05 <41 como un ejemplo de como afecta esta restriccion en la cantidad de material y

secuencia que se debe seguir para lograr llegar al deposito.



La restriccion de la pendiente maxima determina cual es la cantidad de material
que debe ser retirado a fin de alcanzar el yacimiento. La consecuencia de lo anterior
incide en la planificacion respecto de la secuencia espacial y temporal 6ptima de los
segmentos de material que se deben extraer. Se hace notar que el secuenciamiento
también se encuentra condicionado a la utilidad de cada seccién de material que
es sacado de la mina. Con estas condiciones, todo modelo de optimizacion que se
propone para la planificaciéon debe considerar el elemento de secuenciamiento. Como
ejemplo, en esta tesis se presenta el modelo 2.1 que s6lo incorpora la utilidad de
cada bloque y la precedencia (o secuencia) espacial de éstos. Se exhibe otro modelo,
4.1, que hereda las restricciones de precedencias, de la formulacion anterior, pero que
incorpora la restriccion de capacidad. Se muestra, también, el modelo 2.2 que contiene
las caracteristicas de las formulaciones anteriores, pero que integra el secuenciamiento

temporal sobre la explotaciéon de cada bloque.

El aporte de esta tesis reside en resolver un subproblema de un problema de
produccién general de un yacimiento minero, ya que no estdn incorporadas las
restricciones de tipo: transporte de material, ruteo, despacho de camiones, turnos etc.
El subproblema modela un yacimiento compuesto por un conjunto discreto de bloques,
y que solo se consideran restricciones: de capacidad de explotacion del yacimiento,
de precedencia espacial y precedencia temporal de cada bloque en las operaciones
de extraccion, y las variables de decision binarias (en adelante BIP) que modelan
cual bloque debe se explotado o no. El modelo que incorpora estas restricciones se
conoce como "Precedence Constrained Knapsack Problem" (en adelante PCKP), que
representa una generalizacion del modelo "Knapsack Problem" (en adelante KP) (Van
de Leesel [32]). De este modo, el PCKP es concerniente con el secuenciamiento de las

operaciones de la extraccion y produccion de un yacimiento a cielo abierto.

La manera que se adopta en esta tesis para resolver el PCKP se basa en refinar
la descripcion poliedral del PCKP relajado; y mejorar esta formulacion con la teoria
de separacion desarrollada por Gomory [15], la que se fundamenta en la determinacion
de desigualdades validas que satisfacen las condiciones de integralidad del problema
original pero que a su vez no son admisibles para la solucion relajada. Cuando
estas desigualdades son agregadas a la formulacién original, para luego resolver el
nuevo problema de optimizacion, la nueva solucion relajada (en adelante LP) presenta
mejores caracteristicas de integralidad de las variables de decision. Esta teoria ha sido
ampliamente usada en la determinaciéon de cortes que se infieren de una formulacion
KP con variables de decision binarias. La teoria de separaciéon y su extension en la teoria

de separacion de covers ha sido ampliamente estudiada desde Gomory [15], analizada



computacionalmente desde Padberg [28| y generalizada por Wolsey [36], Balas [1| y Gu
[40].

En esta tesis se propone un conjunto de cuatro heuristicas, en que cada una de
ellas emite una desigualdad de cover inducido minimal (definicién 4.3.3). Se propone,
ademés, un conjunto de dos metodologias de lifting (capitulos 4 y 5); en que cada una
de ellas robustece a la desigualdad anterior, para luego emitir un corte. Determinada
todas las configuraciones posibles, se procede a evaluar cual de ellas presenta el mejor

desempeno en la mejora del modelo PCKP relajado.

El PCKP es un problema interesante en si mismo, debido a que se reconoce de
forma casi natural como un subproblema en otros tipos de problemas de optimizacién
entera. Durante el desarrollo de esta tesis se reconoci6é que el problema de knapsack
con precedencias no solo se presenta como un subproblema en la formulacién general de
produccion en la industria minera, sino que también se manifiesta en todos aquellos
modelos en donde las restricciones de capacidad y de precedencia se encuentran
vinculadas como un paquete tnico de restricciones. La industria de la manufactura
automotriz automatizada se presenta como un ejemplo, en la cual una linea de
ensamblaje debe seguir una secuencia predeterminada en el empalme de las partes en
que se subdivide un vehiculo, y a su vez esta linea tiene una capacidad maxima para la
producciéon de vehiculos (Van de Leesel [32]). También se reconoce este problema en la
determinacion 6ptima de una politica de mantenciéon de un grupo equipos de produccion
o vehiculos de transporte. En donde hay un limite de presupuesto para realizar una
mantencion simultanea. Luego se debe programar una calendarizacion de mantencion
de los equipos, para que la industria no presente pérdidas por la no utilizaciéon de éstos
(Van de Leesel [32]). También se reconoce que el PCKP se presenta en problemas de
inversion de capital Ibarra y (Kim [18]) y en el diseno del acceso local en redes de

telecomunicacion (Shaw [33]).

2.1. Revisiéon Bibliografica

En esta seccion se aborda el problema de la revision bibliografica en tres
subsecciones, para proveer una mejor comprension del problema de secuenciamiento

sobre un yacimiento a cielo abierto formulado como un PCKP.

2.1.1. Determinaciéon del Open Pit

Uno de los problemas fundamentales de la planificacion minera, consiste en

determinar el pit 6ptimo que se alcanza cuando se extrae el volumen de material,
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que provee la maxima utilidad al respetar las restricciones de pendiente de las paredes
del pit. Por consiguiente, el pit 6ptimo de un yacimiento representa una superficie que
se logra en profundidad restringido a la secuencia de explotacion, a la vida ttil de la
mina y al precio del comodity. La determinacién del pit 6ptimo juega un rol importante
en todas las etapas de la vida ttil del yacimiento, como ejemplos se mencionan: la
estimacion de la admisibilidad econémica del yacimiento y la evaluaciéon de cambios en
las operaciones de extraccion y produccion sobre el depoésito, frente a cambios en los

precios del metal.

La primera serie de técnicas que permitieron estimar la viabilidad econémica y de
explotacion del yacimiento, consideraron como principal restriccion la mejor forma de

acceder al yacimiento desde la superficie a la profundidad donde se encuentra éste.

Los métodos heuristicos! fueron las primeras técnicas desarrolladas para determinar
la explotacion y factibilidad econémica del yacimiento. Una de las heuristicas que se
desarroll6 para analizar la evaluacion, correspondié a una técnica que se bas6é en un
cono invertido flotante. Esta heuristica consiste en disponer de un bloque con utilidad
positiva que hace de raiz de un cono invertido formado por todos los predecesores que
son necesarios para extraer éste (ver figura 2.1). Luego se procede a una evaluacion
economica de la utilidad del cono invertido respecto de la ganancia de la extraccion del
bloque raiz y el costo de excavar el cono (Hochbaum [16]). Se sigue con la busqueda
de otro bloque raiz con utilidad positiva y se realiza la misma operacién sobre este
bloque. En cada estimacion se debe evitar la duplicidad de la informacion para impedir
la sobre estimacion en la evaluacion. Luego de calcular una serie de conos invertidos
que presentan en conjunto una utilidad positiva, se procede a programar la explotaciéon
y a emitir el valor econdémico del yacimiento. Sin embargo esta heuristica muestra dos

desventajas:

1. Seleccionado un bloque raiz, no se toma en cuenta la contribuciéon de otros conos

invertidos adyacentes.

2. Se hace dificil considerar todas la combinaciones de los bloques adyacentes a
un bloque raiz, que por separados pudiesen tener un valor econémico negativo,
pero que una vez combinados pudiesen resultar en un cono invertido con utilidad

positiva.

Dentro de los autores que trabajaron con en este tipo de heuristica se cuentan: Pana

1Un método heuristico es una técnica aproximada que resuelve de manera rapida la obtenciéon de
una solucién admisible a un problema, pero que en la mayoria de las veces no garantiza la obtencion
de una solucién 6ptima.



[29], Gauthier [11], David |6] y Wright [39].

El siguiente conjunto de heuristicas se fundament6 en técnicas de programacion
dinamica, que se desarrollo después del algoritmo 2D de Lerchs y Grossmann [22]. Una
heuristica que se basa en programacion dindmica, generalmente encuentra una mejor
solucion que aquella que considera un cono invertido moévil, pero ésta tiende a ser de
mayor complejidad para entenderla e implementarla. La efectividad de la programacion
dindmica para encontrar una solucién admisible radica en transformar la complejidad
de la secuencia global de extraccién de los bloques, en una sucesion de extraccion de
bloques de menor cobertura, asi un problema complejo se transforma en una serie de
problemas mas pequenos que se resuelven de forma mas simple. Este procedimiento
se lleva a cabo por niveles y en etapas multiples sobre un modelo 2D formado por
bloques discretos. Dentro de los autores que han trabajado con programacién dinamica
se encuentran: Lerchs y Grossman [22]; Johnson y Mickel [20]; Caccetta y Gianini [3];
Frimpong y Achireko [10] y Lara [7].

A Johnson [19] y Picard [31], se les considera como los primeros investigadores que
presentaron un modelo matematico de optimizacién entera del problema de Open Pit,
el cual se formula como un conjunto discreto de nodos conectados por arcos dirigidos.
Los nodos representan a los bloques y los arcos corresponden a las precedencias entre
bloques. El modelo matematico de optimizacién entera que resulté corresponde al
problema dual del problema de flujo maximo. A continuaciéon se presenta el modelo

que propuso Johson [19]:

Max z = ) ¢z,
JjeV

st xj—x;>0 vV (i,7) € A coni, jeV
vje {0,1} VjeV

(2.1)

en que V corresponde al conjunto de indices que modelan a los bloques del yacimiento
y el conjunto A representa a la coleccién de arcos que modelan a las precedencias entre

los bloques. El coeficiente ¢; e R con j e V se asocia a la utilidad de extraer el bloque j.

Este tipo de formulacién presenta un gran aporte en la soluciéon de problemas reales,
debido a la disminucion del costo computacional para obtener una soluciéon admisible.
Esto se debe a que el conjunto de restricciones de precedencias forma una red que
incrementa notablemente la eficiencia computacional en la inversiéon de matrices durante
el proceso de obtencion de una solucion factible o la solucion 6ptima. Determinada la
secuencia espacial de extraccion de cada bloque, se procede a determinar la secuencia

temporal de cada unidad en base a los resultados anteriormente obtenidos. Este tipo



de calculo emite buenas soluciones del valor presente de un yacimiento; y ademas se

adapta bien a la operatividad de las faenas mineras.

Se hace notar que el resultado de una solucion calculada por una heuristica de
cono invertido flotante es generalmente menor que la emitida por un procedimiento de
programacion dindmica. A su vez, la programaciéon dindmica resuelve un valor menor
que el inferido al resolver un problema de optimizacién entera. Este comportamiento se
debe a que la heuristica de cono invertido flotante y el procedimiento de programacion
dinamica resuelven, cada una, una solucién admisible que corresponde a una cota
inferior de una solucién entera. En cambio, al resolver un problema de optimizacion
entera mediante la relajacion de la integralidad de las variables de decisiéon se computa

una cota superior a la solucién entera.

2.1.2. Técnicas de Preprocesamiento

El proposito del preprocesamiento consiste en determinar una metodologia que
permita reducir el gran volumen de variables de decisiéon de un modelo de bloques de
un yacimiento real. La reducciéon de la cantidad de variables permite la disminucion del
costo computacional para la obtencion de una soluciéon admisible. Giannini y Caccetta
[13] presentaron una metodologia de preproceso que relaja el requerimiento de pendiente
de la pared del pit, es decir la pared del pit tiene menos inclinaciéon. Este preproceso
es equivalente a relajar algunas restricciones de precedencia del modelo matemaético de
la mina, de modo tal que se obtiene una solucién que contiene a la solucién con el
requerimiento original de pendiente del pit. La idea de la aplicacion sucesiva de este
procedimiento radica en que cada vez que se resuelva un pit con una pared menos
inclinada, la soluciéon que se emita permita eliminar un conjunto de bloques de forma
tal que el pit se que se forme se aproxime al pit con el requerimiento de pendiente
original. Otro tipo de preproceso que realizaron Giannini y Caccetta [13] se enfoco en
aplicar una agregacion de bloques, tal que se disminuy6 el ntimero de variables, con la
consecuente disminuciéon del costo computacional y se pudo resolver de manera eficiente

la obtenciéon de una buena solucidén admisible.

2.1.3. Secuencia Optima de Produccién

En la revision bibliografica de las subsecciones 2.1.1 2.1.2, se consider6 que se
disponia de una capacidad infinita de explotacion y produccion de la mina, y se

consider6 también que el yacimiento se explotaba en un periodo. Sin embargo, existe
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otro modelo matematico de produccioén con secuenciamiento en un yacimiento a cielo
abierto que fue presentado por Bolan [26] (modelo 2.2), y que describe una formulacion
mas restringida que la presentada por Johnson [19] y Picard [31] (modelo 2.1).
Formulado asi el problema de Open Pit con secuenciamiento espacial y temporal, se
incrementa la complejidad de obtener una soluciéon admisible para problemas reales
debido a la gran cantidad de variables de decision que resultan del modelo del
yacimiento.

Las técnicas aplicadas para obtener una solucién al problema de produccién con
secuenciamiento son variadas y solo se mencionan algunas: heuristica de relajacion del
scheaduling en la produccion (Gershon [12]); programacion dindmica (Onur [27], Wang

[35] v Underwood [34]), y las altimas metodologias utilizan programacion entera y teoria
de grafos (Martin [24], Caccetta [2] y Boland [26]).

2.2. Objetivos

2.2.1. Objetivo General

Refinar la descripcion poliedral del PCKP relajado por medio de cortes, para emitir
una soluciéon con mejores propiedades de integralidad y evaluar el desempeno de la

mejora en la descripciéon poliedral del modelo relajado.

2.2.2. Objetivos Especificos

1. Mejorar el cierre del gap entre una solucién LP y la solucién emitida al mejorar
la formulacion del PCKP relajado .

2. Implementacion de cuatro heuristicas que permitan inferir desigualdades de cover

inducido minimal en base a una soluciéon LP y una formulacion PCKP.

3. Implementacion de una metodologia exacta de lifting sobre una formulaciéon
PCKP, por medio de una técnica desarrollada por Park K. y Park S. [30].

4. Adaptacién e implementacion de una metodologia aproximada de lifting determi-
nada para un KP (Gu [40]) sobre un PCKP.

5. Evaluar y analizar el rendimiento de la refinaciéon que induce una colecciéon de
configuraciones de cortes sobre un conjunto amplio de modelos PCKPs relajados,

por medio de dos de métricas de calidad y su expresion en perfiles de desempeno.
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2.3. Metodologia de Trabajo

Basicamente se sigue la metodologia de la linea matemaética de la investigacion de

operaciones que se desarrolla en las siguientes etapas:

1. Definicién del Problema. El problema consiste en evaluar el rendimiento de
la mejora de la relajacion a través de un refinaciéon sucesiva del modelo PCKP

relajado.

2. Desarrollo del Modelo. El modelo base de esta tesis fue propuesto por Boland
[26] (formulacion 2.2). Sin embargo se trabajo con una formulacion simplificada
(ver modelo 4.1) y fue sobre ésta donde se realizo la evaluacion y el analisis del
refinamiento del PCKP relajado.

3. Datos de Yacimientos. La cantidad de modelos matematicos de yacimientos
reales es limitada y no permiten realizar una evaluacion confiable. Para solucionar
esta limitacion se gener6 un conjunto numeroso de instancias de yacimientos
simulados, que se usaron para evaluar de manera mas confiable la refinaciéon de

las formulaciones relajadas (ver seccion 6.2 para su definicion).

4. Mecanismo de Mejora del PCKP relajado. El mecanismo usado para
evaluar la mejora de los modelos relajado, tiene como base la idea de que si
una formulacién se restringe al agregar una desigualdad valida, la nueva solucion
LP emitida es mejor que la solucién LP anterior. Al utilizar este mecanismo de

forma reiterada, la nueva soluciéon LP se aproxima a la solucién BIP.

5. Implementaciéon. La herramienta que se utiliz6 para el refinamiento de las
instancias relajadas consistiéo en desarrollar una libreria y un programa maestro

que gestionan la teoria de separacion de covers en la generacion de cortes.

6. Evaluaciéon de Desempeno. La generaciéon de informacion para evaluar el
rendimiento de la mejora en los modelos relajados se realizé sobre un abundante
conjunto de instancias. Las instancias no se construyeron con una gran cantidad
de variables de decisién lo que facilité la obtencién de la solucion entera O6ptima

para cada ejemplo.

7. Discusién y Conclusiones. La conclusién y discusion se hizo en base a los
resultados obtenidos. Mediante este ejercicio se traté de entender la(s) razon(es)

del porqué una cierta configuracion de corte presentdé mayor impacto en el
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rendimiento de la mejora de la formulacion del PCKP relajado y porqué otra

configuracion no.

2.4. Secuenciamiento en un Yacimiento a Cielo Abierto

En esta tesis se expone la formulacion dada por Boland [26] como una sintesis del
modelo dado por Jonhson [21] y ademés, como una version del modelo PCKP asociado

a la extraccion y produccion de un yacimiento a cielo abierto.

La representacion de un yacimiento desde un punto de vista matemético, consiste
en modelar éste como un conjunto de bloques o unidades discretas que representan a
segmentos independientes de material de una mina. Este tipo de discretizacién induce un
patron tnico de precedencia para cada unidad, la cual se modela como un arco dirigido
que conecta un bloque con cada uno de sus predecesores y a su vez con cada uno de sus
bloques sucesores. Ademas, esta forma de conexion representa a la continuidad fisica de
cada porcion de material en un yacimiento real. A cada unidad del modelo se le puede
asociar un conjunto de atributos que consiste en: utilidad anualizada de extraccion,
tonelaje de mineral, tonelaje de impurezas, un subconjuto de bloques predecesor, un
subconjunto de bloques sucesor etc. Todos estos atributos se usan como parametros de

entrada en el modelo descrito por Boland [26].

Se presenta a continuacion la version del PCKP que modela el secuenciamiento

espacial y temporal de la extracciéon de cada bloque de un yacimiento a cielo abierto.

- Se define el conjunto de indices N = {0,1,...,n — 1} cZ™' que representan a los

bloques (unidades) de un yacimiento.

- Se define el conjunto de indices T'= {0,1,...,t — 1} ¢ Z" que representan a los
periodos en que un bloque debe ser explotado. Un periodo puede representar: una

semana, un mes, un trimestre, un semestre, un ano, etc.

- Se define el conjunto de indices A = {1,2,...,m} con m e Z* que representan a
los atributos de cada bloque ¢ ¢ N. Cada atributo puede corresponder a: tonelaje

de mineral, tonelaje de impurezas, etc.

- Se define la utilidad anualizada ¢! ¢ R al extraer el bloque i durante el periodo ¢,

con teNy teT.

- Se define el coeficiente qf , como la cantidad de atributo k& que contiene el bloque

i si éste es explotado, con ie N y ke A. Se asume que este coeficiente es
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independiente de t € T'.

- Se define el coeficiente ul ¢ RT que representa la capacidad disponible del

recurso k € A durante el periodo t e T'.

- Se define S; como el conjunto de predecesores inmediatos del bloque ¢, que deben

ser extraidos antes de extraer el bloque 4, con ie N (ver figura 2.2).

Figura 2.2: Se muestra S; de la unidad i. Las flechas indican las unidades que preceden a bloque i
de manera inmediata y que forman el conjunto S;.

Cada variable de decisién del modelo matemético se define de la siguiente manera:

1 si bloque i ha sido explotado en el periodo t o antes.V ie N y te T.

0 en caso contrario.

masz = LEd- (ot - al) W
teT ieN
st Yoqf-(at —al™") <uf, teT,kecA (2)
- (2.2)
$§_1<IE§, teT ,1eN (3) :
vi<al, teT,ieN,yVjeS; (4)
5U6{0,1}|N‘ teT ,i1eN (5)

La ecuacion (1) representa a la funcion objetivo y busca maximizar el valor presente
neto de la extraccion y produccion de un yacimiento a cielo abierto. La desigualdad (2)
corresponde a una coleccién de restricciones de knapsacks que representa la utilizacion
méxima del atributo k dada una cierta capacidad ul durante el periodo t. La
desigualdad (3) representa a un conjunto de restricciones de precedencia temporal que

condiciona a que un bloque sea explotado s6lo una vez. La desigualdad (4) corresponde
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a una colecciéon de restricciones que condicionan la precedencia espacial para extraer
un bloque. Este tipo de restricciéon obliga a que si un bloque j precede a un bloque ¢, el
bloque j tiene que ser explotado antes de poder acceder a explotar al bloque ¢ durante
o antes del periodo t. La relacion (5) expresa la naturaleza binaria de las variables de
decision.

Para entender la complejidad que resulta al resolver este modelo se puede pensar
en obtener el valor presente de un yacimiento compuesto por 100.000 bloques y que
tiene una vida 1util de 10 anos, lo que resulta en 1.000.000 de variables de decisiéon por
solucionar. Inferir una solucién entera éptima para esta instancia o instancias similares
incrementa el costo computacional y hace dificil obtener soluciones admisibles para este
tipo de instancias. Sin embargo, la aplicaciéon de la teoria de separacion de covers puede
facilitar la obtencion de una buena solucién en este tipo de problemas al aplicar cortes
durante los inicios del branch and cut del modelo 2.2. Los tipos cortes que se pueden
aplicar son los que se analizaran y evaluaran en esta tesis sobre una version simplificada

de la formulacion 2.2 (ver modelo 4.1).
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Capitulo 3

Resena del Problema de Separaciéon

3.1. Introduccién

Este capitulo presenta una resena de los conceptos que sustentan la teoria de
separacion y su derivacion en la teoria de separacion de covers, la que es de uso comtn
en algoritmos de "branch-and-cut" para mejorar la descripcion poliedral relajada del
problemas de optimizacion entera con restricciones de knapsack y variables de decision

binarias.

Se debe tener presente que todas los conceptos tratados en este capitulo estan
determinados para una formulacion KP. Estas ideas se extenderan al modelo PCKP,

las que seran analizadas en los capitulos 4 y 5.

3.2. Separacion de Covers

La teoria de separacién es una metodologia de optimizacion que iterativamente
restringe el dominio de una solucion admisible por medio de desigualdades lineales
llamadas cortes. Este procedimiento se usa generalmente para mejorar la descripciéon
poliedral de un problema de optimizacién entera. Tal procedimiento se conoce con el

nombre de "Cutting Plane" y fue introducida por Gomory [15] en 1969.

La idea que propuso Gomory [15] consistié en que no se consideren los requer-
imientos de integralidad de las variables de decision en un problema de optimizacion
entera para computar una solucion LP. Luego, con la LP y la descripcién poliedral de
la formulacién se puede inferir un corte que satisface las condiciones de integralidad del
problema original pero que no es factible para la solucion LP. Una vez determinado este
corte, se agrega a la formulacion relajada y se recomputa una nueva soluciéon LP que
se acerca mas a la solucion entera 6ptima. Si se construye un nuevo corte con la nueva

LP y la descripciéon poliedral del modelo, para luego robustecer el ultimo problema
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restringido, se obtiene otra nueva solucion LP que se aproxima aln més a la soluciéon
entera 6ptima. Gomory ([15]) demostré que si cada nueva solucion LP no corresponde
a una solucién entera 6ptima, se garantiza la existencia de una desigualdad que separa
la solucién entera 6ptima de la solucion LP. Por consiguiente, si este procedimiento se
aplica sucesivamente, cada nueva solucion LP se aproximard mas y mas a la solucion
optima.

La proposiciéon 3.2.1 contiene la idea de restringir una formulacién con cortes y el
efecto en la nueva solucién LP del problema relajado. En esta tesis no se demuestra la

proposicion.

Proposiciéon 3.2.1. Sean P, y P, dos formulaciones para un mismo problema de
optimizacién entera descrito por z = max {cx c vell yCeR”}. Si P, es mejor
formulacion que P, se cumple que Py c 5. Se define el siguiente conjunto z;” =
maz {cx : xePJlyc, P/ cR"} con j =1, 2 el cual corresponde al valor de la funciéon
objetivo de la relajaciéon de cada formulacion P, y P, entonces se satisface que
2P < 25" (Wolsey [37]).

Un requisito fundamental que se le exige a un corte es que contengan un alto
contenido de violaciéon, ya que se ha visto experimentalmente que cuando esta
caracteristica esta presente, el robustecimiento que se hace sobre el KP relajado
incrementa el refinamiento de su formulacion (Gu [42]); y la nueva solucion LP que
se emite presenta caracteristicas de integralidad cercanas a la solucién entera 6ptima.
La forma de estimar la cantidad de violacion que puede alcanzar una desigualdad sera

visto en la seccién 3.3.

Para computar la nueva solucién LP se usa generalmente un algoritmo dual. Este
algoritmo es particularmente util cuando se debe reoptimizar una formulacion después
que una restriccion ha sido agregada a ésta. Técnicamente lo que se realiza es que
se reinicia el proceso de optimizaciéon desde la tltima soluciéon LP, la cual ha sido
transformada en una soluciéon inadmisible al agregar un corte. Este tipo de metodologia
incrementa la eficiencia computacional al aprovechar el hecho de que se reinicia el calculo

desde la dltima solucion admisible obtenida.

La obtencién de un corte constituye un tépico relevante y actual en el &mbito de
la programacion matemaética, y forma mas un arte que una ciencia. Para iniciar esta
discusion, es valido preguntar la forma de obtener un corte lo més violado posible
respecto de una soluciéon LP y de la descripciéon poliedral del problema. En esta tesis
se sigue la logica de formacion de un corte en base a los expuesto por Gu [42] y que

consiste en que dado una solucién LP se busca determinar una desigualdad llamada
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cover (ver su explicacion en la seccion 3.3) que sea lo més violada posible, la que luego
se fortalece por una metodologia de lifting secuencial (ver su explicacion en la seccion
3.4). Se hace notar que una desigualdad de cover por si sola es un corte; y se puede
apreciar su efecto en la mejora en la descripcion poliedral sobre un conjunto cuantioso

de formulaciones relajadas (capitulo 6).

El problema de determinar una desigualdad de cover violado se puede extender
para determinar una coleccién de desigualdades de covers inadmisibles y sobre éstos se

aplica el lifting para producir un conjunto de cortes infactibles.

Sobre el lifting se pueden mencionar algunos aspectos de interés que inciden en la
eficiencia del corte sobre la mejora de una formulaciéon relajada: el primero de ellos
se refiere a qué variables pueden ser lifteadas, el segundo se asocia al orden en que las
variables deben ser lifteadas y el tercero trata con la forma en que se debe computar cada
coeficiente de lifting. Para determinar qué variables deben ser liftedas se ha encontrado
experimentalmente (Gu [42]) que las variables que mayor aportan a la efectividad del
lifting (es decir aquellas que mas contribuyen a la violacion del corte) son aquellas que
tiene algtin grado de fraccionalidad, ya que, aquellas variables que fueron fijadas en su
valor entero, no realizan aporte alguno en la construccion del corte (Gu [41, 42]). El
segundo aspecto se relaciona con la secuencia en que deben ser lifteadas las variables.
Se ha determinado experimentalmente que dependiendo del tipo de formulacién del
problema, es el orden que se adopta para aplicar el lifting (Gu [42]| y Park K. y Park S.
[30]). En esta tesis se evaltia y analizan dos criterios que seleccionan las variables que
seran lifteadas: un criterio considera el orden creciente en el grado de fraccionalidad de
las variables (seccion 4.6) y el otro toma en cuenta el orden decreciente del grado de
fraccionalidad de las variables (subseccion 5.5.3). El tercer rasgo esta asociado a como
computar cada coeficiente de lifting, para el cual se ha demostrado (Gu [42, 41, 40]
y Park K. y Park S. [30]) que el monto que conviene para este coeficiente sea lo mas
grande posible, ya que con tal valor, se incrementa la eficiencia del corte en el sentido
que aporta en la disminucion del grado de fraccionalidad de la solucién LP. Asi, cada
metodologia de lifting determina el valor de este coeficiente a partir de la solucion de
un problema de optimizacion que maximiza su valor, y este problema dependeréd del

tipo de formulaciéon que se quiere resolver.

A los rasgos ya discutidos, surgen otros aspecto de la determinaciéon de cortes para
deliberar, como por ejemplo: ;Cuantos cortes calcular?, ;En qué momento agregar los
cortes a la formulaciéon ? y dado una coleccion de knapsacks ;Cémo escoger cual de
ellos son los mejore para determinar una coleccion de cortes mas efectivos? Esta dltima

serie de preguntas no tienen una respuesta precisa y no se tiene una tinica manera para
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resolverlas. Sin embargo, se ha visto empiricamente (Gu [42, 41, 40]) que cuando se
dispone de una coleccién pequena en cantidad de cortes pero con un alto contenido de
violacion, éstos tienden a restringir més la formulacion relajado y por consecuencia se

infiere una mejor solucién LP que se aproxima mas a la soluciéon entera.

A continuacién se exhibe la seccion relacionada con la primera fase de la formaciéon

de un corte y que trata con la determinacion de una desigualdad de cover violada.

3.3. Fase I de un Corte: Obtencién de un Cover Violado

En esta seccion se presenta la formalizacion de la construccion de un cover violado
en base a la siguiente pregunta: ;jDado una solucion fraccionaria z* tal que z7 e [0, 1]
con je N, NcZ". Se desea conocer si z* viola a una o méas desigualdad(es) de cover(s)
o que x* es admisible para todas las desigualdades de este tipo? La solucién a esta

pregunta se presenta a continuacion:

Se asume que se dispone de una restriccién de knapsack descrita por: ZJ.GN a;r;<b
con N cZ%; aj, beR* y z e {0,1}" = BY. Se define un conjunto P de soluciones

factibles expresado por:

P = {x e {0,1}" Zajxj < b} (3.1)

JEN
Se dice que p¢ C'c N es un cover si: »_ . a; > b. El cover C' es minimal si Vie C se
jec I

cumple que: > ., a; <b (Gu [42]). La desigualad 3.2 es vélida para 3.1 y se le

denomina desigualdad de cover minimal:

Yoxj< |Cl—1 (3.2)

jeC
Gu (|42]) mostr6 que para inferir el monto de violacion de cada cover, se debe
determinar el pardmetro ¢ que se obtiene de una solucion z* ¢ RY \ BY tal que se

cumpla de forma simultanea: ) _, a;>b y > . o7 > |C|—1. Lo anterior se obtiene

al resolver el siguiente problema de optimizacion Gu (|37]).
C:mm{Z(l—x;)-zj : Zaj-zj>byzeIB3”} (3.3)
JEN JEN

en que z representa el vector caracteristico de cada desigualdad. Al resolver el problema

para ( se emite la siguiente informacion:
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1. Si¢>1 lasolucion z* es admisible para todo cover en P (3.1).
2. Si ¢ <1 lasolucion x* es no admisible para al menos un cover enP (3.1).

El monto de violacion que aporta algin cover en P (3.1) estd dado por la siguiente
cantidad (1 — ). La relacion 3.3 se usa como base en la busqueda de un cover violado

en el contexto de la formulacion de un PCKP (seccion 4.7).

La determinacion de algin ( < 1 para la solucion x* no garantiza que la
desigualdad de cover encontrado sea el mas violado. Sin embargo con el pardmetro ( se
puede determinar un subconjunto de desigualdades de covers que sean violados por una
solucion LP. Al estimar el monto de violaciéon de cada desigualdad se puede discernir a

cual(es) cover(s) le(s) conviene aplicar el proceso de lifting.

La seccién siguiente muestra la etapa final del fortalecimiento de una desigualdad

de cover violado.

3.4. Fase II de un Corte: Lifting sobre un Cover Violado

En esta seccion se presenta la segunda etapa del problema de separacion, que
consiste en extender y fortalecer la desigualdad de cover violado por medio de una
metodologia de lifting secuencial, sobre una coleccion de variables que inicialmente no
pertenecen a esta desigualdad. Ademaés, se introducen los fundamentos matemaéticos

para entender como opera esta metodologia a partir de la desigualdad 3.2.

Técnicamente el lifting se trata de un proceso constructivo que se inicia con una
desigualdad valida que pertenece a un poliedro de menor dimensién y que se finaliza

con otra desigualdad valida que pertenece a un poliedro de mayor dimension (Gu [40]).

Generalmente el lifting se aplica de manera secuencial: es decir, a cada variable se
le calcula el coeficiente de lifting al resolver un problema de optimizacion independiente

del resto del conjunto variables que ya han sido y no han sido lifteadas.

A continuacion se exhibe el desarrollo que hace Gu [40], para expresar formalmente
el proceso de lifting secuencial que robustece a una desigualdad de cover minimal (3.2).
Para iniciar este proceso se debe disponer de una formulacién entera que se describe en

base al conjunto X expresado por:

X = {xe]R‘iV' Do Yoajr<d,
JEN
Ywizy<ry, k=0,....1 (3.4)
jeCy

$j6{071}7 jeIgN}
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en que se define: ¢ C, c N y k = 0,...,t con t e Z' y que corresponde a una
particion de N cZ* tal que C; N C; = ¢ para todo i,j = 0,...,t e 1 # j.
Los parametros a; y d e R con je N tienen dimension m x 1 con m e Z*. Los

parametros w; € R con j e Ny 7, € R tienen dimension ry x 1.

El proceso de lifting se inicia con un subconjunto que cumpla la siguiente condicion:

xj:() VJEN\OQ y Ij:]_ VjEO()

en que C, es un conjunto de indices que representa a las soluciones admisible X°

descrito por:

XO={zeRP: Y az;<d,

ji€Co

ijmj < To, (35)

i€Co

1’]'6{0,1}, ]E[ﬂCo,IgN}

Sea la siguiente desigualdad valida para el conjunto X (3.5):

0<ag— X ajz; (3.6)

j€Cy
Se pretende construir una desigualdad valida para X (3.4) a partir de la siguiente

relacion:

0 < ao— X X a5z (3.7)

0<k<t jEC,

La desigualdad 3.7 se obtiene de la desigualdad 3.6 y del proceso de lifting de
las variables que pertenecen al conjunto N \ Cj. Se asume que el proceso de lifting
se aplica de forma secuencial sobre la coleccion de subconjuntos: Ci,...,C}; v cada
z; con i e C; se fortalece simultdneamente (j = 1,...,t). Se presenta un conjunto de

soluciones admisible genérico X ?, expresado por:

X — {x€R§()<k<i\Ck\ : Z Zajxj <d,

0<k<i jECy,

wir;<ry, k=0,...,1, (3.8)
IR

JEC)

z;e {0,1}, jeln (Ui_yCx); IcN}
Se observa que X‘c X con i = 1,...,t y t ¢ N. Se observa, ademés, que z; =
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Oparaie U'_;,; Ck, luego X' c X'y X' = X.

El problema de lifting sobre el subconjunto C; se expresa en como determinar los

coeficientes o con j e C; de la desigualdad valida :

O<ag— Y ) oy (3.9)

0<k <i jEC),

tal que sea valido para X 1, y que la desigualdad:

ZO&jl‘j < Qp — Z ZO&jl’j (310)

JEC; 0<k <i jECY,
sea valida para X ‘.

Para determinar el valor de «; del lado izquierdo de 3.10 se sigue el procedimiento

usado por Gu [40]. Se define un intervalo Z = [0,d] con z e Z, y se tiene:

hi (z) = max ) ajz;

jec;
st. Y ajx; =z,
i< (3.11)
2 wyTy <Ti,
jec;

$j€{071}, jelNC;, IcN vy $€R|fi|

y sea

fi(z)= min  ag— > > ayx,

0<k<i jEC
st Y, Y arj<d—z,
T (3.12)
> Wit < T, k=0,...,1—1,
JECK
i=1 |
zje {01}, jel N (U Cy), T N y weRZ=0l!

Luego, la desigualdad 3.10 se expresa de manera simplificada por h; (2) < f;(z) para
todo z e Z. Cuando se infiere cada a; e RT con j e C; que logre la igualdad h; (2) =fi(2),
se dice que se dispone de a lo mas de |C;| soluciones z7 con j = 1,...,|C;| linealmente
independientes. Bajo esta condicion se dice que el proceso de lifting es maximal
en C; (Balas [1], Gu [40]). Por consiguiente, se resuelve un problema de optimizacion

independiente en cada C; y a su vez en una secuenciat=1,...,t.

Hasta aqui se ha visto la manera en cémo opera el lifting secuencial. A continuacion,
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se presenta el efecto del lifting como una expresion en forma de desigualdad valida (o
corte) para fortalecer un KP (Gu [42]). Para llevar a cabo lo anterior, se considera
una particiéon del conjunto cover minimal C' en dos conjuntos disjuntos C; y Cy tal
que Cy # ¢y Cy = C'\ C. La desigualdad de cover minimal respecto de C se expresa
por: Zjecl z; < |Ci] — 1; y corresponde a una faceta' inducida para la envoltura
convexa descrita por la interseccion entre el conjunto P (3.1) y aquellas soluciones que

estdn en Cy, lo que se expresa de la siguiente manera:
Pﬁ{xe{O,l}N:xj:() VjeN\C'y(L’j:1VjeCQ} (3.13)

Si se fija x; = 1 para todo j e N \ C' y ademaés se fija x; = 0 para todo j e C5 se

deriva una faceta inducida para P (3.1) descrita por la siguiente expresion (Gu [42]):

ij + Z ajr; + Zvjmj <|Cy| — 1+ Zvj. (3.14)

jeCy JEN\C JjE€Cy jeCo

La desigualdad 3.14 corresponde al lifting generalizado sobre la desigualdad de
cover minimal C1, la que se usard para robustecer a la formulaciéon KP relajada. Los
coeficientes a; = 0 se fijan en este valor para asegurar validez cuando z; = 1; y
los coeficientes ; = 0 se fijan en este monto cuando z; = 0 ya que por si solos no
garantizan la validez de 3.14. Sin embargo, el uso general que se le da a la desigualad

3.14 es cuando Cy = ¢ y Cy = C, luego 3.14 adquiere la siguiente expresion (Gu [42]):

Zl’j + ZO&jIj < ’C| — 1 (315)

jec JEN\C

En esta tesis, la desigualdad 3.15 exhibe dos version diferentes para la aplicacion y
evaluacion de la metodologia de lifting. La primera version se presenta en el capitulo 4
con la relaciéon 4.2 y la segunda version se muestra en el capitulo 5 con la desigualdad
5.11. La caracteristica en comun de estas dos versiones, es que ambas inician la primera
fase de la construccioén de un corte con la misma desigualdad de cover inducido minimal
(seccion 4.7). A continuacion, el proceso de robustecimiento de la primera version se
basa en un procedimiento 6ptimo para escoger las variables que van a ser lifteadas
(seccion 4.6), es decir, éstas se seleccionan en un orden creciente respecto del grado

de fraccionalidad. En cambio, en el lifting de la segunda versién se fundamenta en un

L3¢ entiende que 2 jen\{o) &Tj < Qo con @y ap € RT es una faceta para P (3.1) si es véilida V x € Py satisface en
la igualdad con exactamente d-1 puntos z € P, tal que éstos son afinamente independientes, donde d corresponde a la

dimension de P (Balas [1]).
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orden decreciente respecto de la fraccionalidad para seleccionar las variables que van a

ser lifteadas.

En las secciones 6.6 y 6.7 se puede observar el impacto que tienen las metodologias
de lifting, sobre el rendimiento de los cortes que se aplican en la mejora de una coleccion

numerosa de formulaciones de PCKPs relajados.
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Capitulo 4

Lifting Exacto sobre una Formulacion PCKP

4.1. Introduccién

En este capitulo se introduce la extension de la definicion de cover y cover minimal
vista en la seccion 3.3, y se explica el algoritmo exacto de lifting sobre el modelo PCKP
(Park K. y Park S. [30]). La determinacion del cover inducido, cover inducido minimal
v los coeficientes de lifting consideran de forma explicita la descripcion poliedral del
knapsack y el conjunto de restricciones de precedencia del PCKP. Una caracteristica
esencial de esta metodologia de lifting consiste en que se propone un orden 6ptimo en
que las variables se pueden liftear, de modo que una vez inferido un corte, éste presenta
un mayor impacto que si no se hubiese seguido el orden 6ptimo de la seleccion de

variables para ser lifteadas.

En este capitulo se trabaja con una version simplificada del PCKP respecto de
la que fue presentada en la seccion 2.4 en el modelo 2.2. La reduccion del modelo se
motiva por el proposito de facilitar la comprension de la nueva definicién de cover y
de la metodologia de lifting. La simplificaciéon se hace pensando en que la produccion
total de un yacimiento se realiza en un periodo, asi como también la extraccion de
éste. Otra abreviaciéon que se introduce en el modelo, consiste en que a cada bloque
se le considera solo un atributo, lo que implica que la capacidad del knapsack y la
utilidad estan asociados a ese atributo que se quiere explotar. Lo anterior se establece

formalmente por medio del siguiente modelo:

1. Se define un conjunto N = {0,1,...,n — 1} cZ" de indices que representa a los

bloques de un yacimiento.

2. Se definen los parametros b y a; e RT con j € N, como la capacidad del knapsack

v los coeficientes técnicos asociados a cada variable de decision.

3. Se definen los parametros c; e R con j e N, como la utilidad de extraer el bloque

(o la unidad) j.
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4. Se dispone de un conjunto de variables binarias de decision z;e {0, 1} con je N,
tal que cada variable modela la decision de que si el bloque j debe ser explotado

(z; = 1) o no, es decir (z; =0).

A partir de lo definido, cabe preguntarse en qué secuencia deben ser explotado cada
unidad j € N tal que se cumpla EjGN a;r; < by se obtenga la maxima utilidad dada
por Y . cjz; (Van de Leesel [32]). Esta pregunta quedan descrita de forma explicita

en el siguiente modelo de optimizacién entera:

maxr z = Y C;T;
JEN

s.t a;xi: <b
2,0 (4.1)

T > Ty, sl 1<

xje{O,l}, VJEN

4.2. Conjuntos y Grafos

Esta seccion provee un grupo de definiciones de la teoria de conjunto y de la teoria

de grafos que seran de utilidad en las secciones posteriores.

El PCKP (formulacion 4.1) se puede expresar como un grafo dirigido definido de
la siguiente manera. Sea N un conjunto de indices como fue definido en la seccion 4.1.
Se define un grafo de precedencias G = (V (G), A(G)) del modo siguiente:

V(G)=N, (i,j) cAG), & i<je i,jeV(G)

V (G) es el conjunto de nodos que representa a los bloques de un yacimiento. A (G) es
el conjunto de arcos o aristas que conectan a los nodos del conjunto V' (G). Se exige,
ademas, que el grafo presente la propiedad de transitividad respecto de la relacion de

precedencia entre los nodos (Park K. y Park S. [30]).

La figura 4.1 muestra un ejemplo de un grafo dirigido que modela un yacimiento, y

ademas facilita la compresion de las definiciones que se dan a continuacion.
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Figura 4.1: Se muestra un grafo dirigido que representa al PCKP. N = {0,...,14}. La restriccion
del knapsack queda definida por 2;4:0 ajrj<bya; =1 con je N.La capacidad del knapsack b =
14. Las restricciones de precedencias se representan por los arcos dirigidos.

Sea H = (V(H),A(H)) un grafo dado como en la definicion de G, sea un
conjunto C' c V (H) y un nodo ie V (H). Se definen a continuacion los siguientes

conjuntos en el cuadro 4.1:

Primera Serie de Definiciones de Conjuntos: Predecesores y Sucesores

R(G)={j € V(H) : (§,3) € A(H)} , conjunto de predecesores de %, sin incluir .

R(C)= U R() , conjunto de predecesores de C| sin incluir C.
T (i) = R (i) U . , conjunto de predecesores de ¢ incluyendo 1.
Al conjunto T (i) se le denomina cono invertido de raiz i.
T(C)=R(C)UC. , conjunto de predecesores de C' incluyendo C.
S@)={j € V(H) : (i,j) € A(H)} , conjunto de sucesores de %, sin incluir 3.
S(C) = us (1) , conjunto de sucesores de C'.
Sc(@)={j € C: (i,j) € A(H)} , conjunto de sucesores ¢ que inciden en C.
Uc (i) = {i} U Sc (3) , conjunto de sucesores de i que inciden en C' y que incluye ¢.

Cuadro 4.1: Definiciones de: R (i), T' (i), S (i), Sc (i) y Uc (i) (Park K. y Park S. [30]).

A continuaciéon se presentan otro conjunto de definiciones en el cuadro 4.2:
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Segunda Serie de Definiciones de Conjuntos: Hojas y Cohojas

Se define el cardinal de S (i) como df; (i) = |S (i)| VieV (H).

Se denomina a un nodo i e V (H) como hoja del grafo H,si d}; (i) = 0.
Se denomina L (H) ¢ H como un conjunto de hojas.

Se denomina a un nodo i como cohoja de un grafo H, si S (i) c L (H).
Se denomina M (H) c H como el conjunto de cohojas de H.

Cuadro 4.2: Definiciones de: d}; (i), L (H)y M (H) (Park K. y Park S. [30]).

Los siguientes conjuntos aclaran las definiciones dadas en los cuadros 4.1 y 4.2.
Se definen dos conjuntos C, = {1,2,3}, C, = {5,12,13} y C,, C, c V(H). El
conjunto predecesor de nodo 2 e C, es R(2) = {6,7,11,12,11,10,13} y T (2) =
{2,6,7,11,12,11,10, 13}. Luego, el conjunto predecesor inducido por C, es T (C,) =
{1,5,2,6,7,11,12,7,11,10, 13, 3,8}. C, cumple con la definicion de conjunto hoja dj; (i) =
|S(E)| =0 VieC,, luego L(H) = C,. El conjunto cohoja de H inducido por C,
es M (H) = {5,6,7,8}. La figura 4.2 muestra el ejemplo presentado en funcion de la

OIOIOIOENOIOIOX®,

figura 4.1:

S

R(2) 72

Mcc)={5,6,7,8}

Figura 4.2: Se presentan los conjuntos que inducen el nodo 2 y el conjunto hoja C,, respecto del
grafo de la figura 4.1. Las flechas con trazos segmentados en R(2) significan que no hay conexion entre

los nodos pero se preservan las precedencias.

El conjunto sucesor del nodo 13 € C, es S(13) = {7,8,2,3} y el conjunto
sucesor inducido por C, es S(C,) = {6,7,8,0,1,2,3}. El conjunto Sg, (6) =
{1,2,3} y Ug, (6) = {6,1,2,3}. El conjunto cohoja del grafo H inducido por C,
es M (H) = ¢. La figura 4.3 presenta el ejemplo presentado para el nodo 13 y el

subconjunto Cj.
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S3) Sy
S «® U, rf”’

Figura 4.3: Se muestran los conjuntos inducidos por el nodo 13 y el subconjunto C} respecto del
grafo de la figura 4.1. Las flechas con trazos segmentados en: S (13), S (Cy) v S¢, (6) significan que no
hay conexién entre los nodos pero se preservan las precedencias.

Sea C' c V (H). Se define una particion de R (C') en dos conjuntos disjuntos; y un
grafo dirigido inducido por C' definido en el cuadro 4.3:

Tercera Serie de Definiciones de Conjuntos
Ry (C)={i € R(C) : |Sc (§)] >2}
R1(C)=R(C)\ R2(C)
H(C)=(CUR2(C), Ay (C)) , con Ay (C) un subconjunto de aristas de A (H).

Cuadro 4.3: Definiciones de Ry (C), Ry (C) y H (C). (Park K. y Park S. [30]).
A continuacion se introduce el concepto de incomparable para los elementos del
conjunto N.

Definicién 4.2.1. Dos elementos i, j e N se les llama incomparables (independientes)
si no se presenta la relaciéon de orden 7 < j ni j <4, es decir 4, 7 no se preceden ni se
suceden uno al otro (Park K. y Park S. [30]).

Se provee una extension de la definicion de incomparable sobre un conjunto

Definicion 4.2.2. Un conjunto C'cN se le llama conjunto incomparablesi Vi, j e C' e i #

j se cumple la definicion 4.2.1.

Dado un conjunto C'c N, se dice que x es el vector caracteristico de C' si ¢ =
1VjeCyax =0 VjeN\C.
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4.3. Cover Inducido Minimal (CIM)

Al disponer de las definiciones de conjunto y grafo descritas en la seccién 4.2, se
introduce la descripcion y las propiedades del problema de knapsack con precedencias

con los fundamentos de la teoria poliedral.

Sea x; e P un conjunto de soluciones enteras factibles para el PCKP y sea C'c N un
conjunto de incomparables, se puede definir la envoltura convexa inducida por el

conjunto C sobre P de la siguiente forma:

P(C)=conv({z”eP: DcT(C)})

en que P (C) corresponde a la envoltura convexa de las soluciones admisibles de PCKP
restringida al conjunto de variables contenidas en T' (C') (definicion de T'(C') en cuadro
4.1).

Definicién 4.3.1. Se define Q (C) = conv({z” e P : DcT(C),ieDVie Ry(C)})
tal que Q (C) c P(C) con z; =1V je Ry (C) (Park K. y Park S. [30]).

Luego @ (C) se deriva de P (C) al establecer x; = 1 V j e Ry (C) (definicion
de Ry (C) en cuadro 4.1).

Se asume que la suma de los coeficientes a; con jeT (i) e ic N, satisface la restriccion

de capacidad, es decir: Zj a; <b, con b definido en seccién 4.1.

€T (i)
A continuaciéon se presentan las definiciones de cover inducido y cover inducido

minimal asociados al PCKP.

Definicién 4.3.2. Se dispone de un conjunto Cc N, se dice que C' es un cover inducido
(Park K. y Park S. [30] y en adelante CI) si:

1. C es un conjunto de incomparables.

2. Se cumple que > .. a; >b.

Definicion 4.3.3. Sea C' c N, se dice que C es un cover inducido minimal (Park K. y
Park S. [30] y en adelante CIM) si:

1. C es un cover inducido.

2. Se cumple que ) < bpara todoieC.

jer\p Y
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De la definicion de CI y CIM se dice que la desigualdad X (CIM) < |CIM| —1 es
valida para una formulacion PCKP, y recibe el nombre de desigualdad Cover Inducido
Minimal (Park K. y Park S. [30]). Cabe destacar que la obtencion de una desigualdad
tipo CIM produce una desigualdad que puede restringir mas el PCKP relajado, o al

menos igual, que si se hubiese restringido esta formulaciéon con un cover inferido solo
de la restriccion de knapsack del PCKP (desigualdad 3.2) (Park K. y Park S. [30]).

4.4. Shrinking sobre un Grafo Dirigido

En esta seccion se introduce un procedimiento de contraccion (shrinking) sobre un
grafo dirigido H, el que se transforma en otro grafo dirigido pero con menor nimero de
nodos y de arcos. Este procedimiento forma parte de la metodologia exacta de lifting
que Park K. y Park S. |30] desarrollaron para la obtencion del coeficiente de lifting en
el PCKP.

Sea un nodo j e M (H), se realiza una operacion de contraccién sobre el grafo
dirigido H respecto de nodo j, si se reemplaza el conjunto U, (j) por un nodo
k, y en este nodo inciden todos los arcos que antes incidieron en U, (j), es decir,
aquellos arcos que preceden e inciden en el nodo 7 deben incidir, ahora, en el nuevo
nodo k. Si un predecesor [ € T (j) incide en uno o méas nodos de S (j), éste debe ser
reemplazado por un arco que incida en el nodo k. Si un nodo l e M (H) \ {j} incide
en uno o mas nodos de S (7), éste debe ser sustituido por un arco que incide en k. El
nuevo grafo dirigido se denota por H;. Se exige que el nodo k e V (H;) cumpla con la
condicién de ser una hoja, dj; (j) = |S(j)| = 0. Si se repite la misma operacion de
contraccion sobre el grafo H; para obtener otro grafo contraido Hs, se debe inferir un
nuevo conjunto M (H;) y luego escoger un nuevo elemento, para asi realizar la misma
operacion de contraccién. Esta operacion se puede repetir sucesivamente hasta que
todo el grafo H colapse en un nodo. La descripcion siguiente muestra de modo formal

la relacion entre un grafo dirigido Hy, y el siguiente grafo dirigido y reducido Hy.1:

V(H) >V (Hy) oV (Hy)>...oV (Hy) oV (Hgg1) o -
A(H)>A(Hy) >A(H2) > ...2A(H,) oVA(Hgi1) o ...
H-oHioHy> ...oHyoHpi1o ...

A continuaciéon se ilustra un ejemplo en donde se aplica el procedimiento de
contraccion al grafo dirigido de la figura 4.4. El orden en que se escogen los nodos

para realizar la contraccion es arbitrario.
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(a) Contraccién en nodo 6. Ye=3 —1=2. (b) Contraccién en nodo 5. Ys=2—1=1.
L(Ho) = {0,1,2,3}, M(Ho) ={4,57.8}ela=¢ L(H) ={0,la}, M(H)) ={4,57,8}ela={6,1,2,3}

(c) Contraccién en nodo 4. Y.s=1—-1=0 (d) Contraccién en nodo 7. /;=1—1=0.
L(H2) ={Ic}, M(Hz) ={4,7,8}e Ic={5,0,6,1,2,3} L(Hs3) = {Ip}, M(Hs) = {7,8,9,11 } e
Ip = { 4,5,0,6,7,2,3 }

(e) Contraccién en nodo 11. Y+ =1—1 = 0. () Contraccion en nodo 10. Y 10=1—1=0.
L(Ho) ={lc}, M(Hy) ={8,9,10,11} e L(Hs) ={Ir}, M(Hs) ={ 89,10} e
Ie={7,4,5,0,6,1,2,3} Ir=1{11,7,4,5,0,6,1,2,3 }

(g) Contraccién en nodo 9. 'Yg =1-1=0 (h) Contraccién en nodo 8. 'Ya =1-1=0
L(He) = {lc }, M(Hs) = {8,9} e L(H7) = {l }, M(H7) = {8} e
lc = {10,11,7,4,5,0,6,1,2,3} In = {9,10,11,7,4,5,0,6,1,2,3}

@, %@ () Q@

(i) Contraccién en nodo 13. Y3 =1-1=0 () Contraccién en nodo 14. Y1 =1—-1=0.
L(Hs) = {I}, M(H5) = {12,13,14} e L(Ho) ={1,}, M(Ho) ={12,14} e
1={8,9,10,11,7,4,5,0,6,1,2,3} 1,={13,8,9,10,11,7,4,5,0,6,1,2,3}

(k) Contraccion en nodo 12. 'Yu =1-1=0. () L(H1) ={I.}, M(H1;) = (1)
L(H1o) = {li}, M(H10) = {12} & I ={12,14,13,8,9,10,11,7,4,5,0,6,1,2,3}

Ik ={14,13,8,9,10,11,7,4,5,0,6,1,2,3}

Figura 4.4: Se muestra el procedimiento de contraccién sobre el grafo definido en la figura 4.1. Se
escoge el siguiente orden de agregacion de los nodos: 6, 5, 4, 7, 11, 10, 9, 8, 13, 14, 12. El conjunto
I,conom=A B,C, D, E, F, G, H, I, J, L, corresponde al conjunto que representa al nodo agregado
que se produce cada vez que se aplica el shrinking sobre un nodo. Se observa en cada contraccion los

conjuntos hojas, cohojas y coeficientes de lifting segin Park K. y Park S. [30].

Se hace notar que la contracciéon sobre el grafo H siempre colapsa en un nodo que

tiene la propiedad de ser hoja. Esta afirmacion se aplica a cualquier conjunto de hojas
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que se seleccione para dar inicio a las operaciones de contracciéon sobre el grafo H. Por
ejemplo, si se escoge como conjunto hoja L (H) = {4,5,6} del grafo de la figura 4.1
y se realizan las operaciones de reduccion se llega a un nodo que contiene los mismos

elementos del nodo I, de la figura 4.4.

4.5. Validez de la Metodologia de Lifting

En esta seccion se muestra la validez de 1a metodologia exacta de lifting desarrollada
por Park K. y Park S. [30]. La validez del lifting se inicia, al disponer de una
desigualdad CIM como se describe en la secciéon 4.3. Se debe contar, ademas, con un
conjunto @ (CIM) # ¢ (definicion 4.3.1) en donde la desigualdad X (CIM) <|CIM|—-1

sea valida para el poliedro descrito por este conjunto.

El procedimiento de lifting se lleva a cabo en las variables que pertenecen al
conjunto Ry (CIM). Luego, la desigualdad que expresa el proceso de lifting para
fortalecer la desigualdad de CIM esta dada por.

doxp— > vy <|CIM| =1 = X

jeCIM jERY(CIM) JER(CIM) (4'2)
> (=1 — X yl-z)<-1
jeciM JER9(CIM)

Antes de demostrar la validez del procedimiento de lifting, se ilustra en la subseccion
4.5.1 el pseudocodigo que infiere la coleccion de coeficientes de lifting v, con jeRs (CIM),
el cual incorpora el conjunto de aplicaciones de contracciéon sobre un grafo dirigido
H (CIM) vista en la seccion 4.4.

4.5.1. Pseudocédigo del Lifting

Sea un conjunto K = {1, 2,..., m} c Z* de indices que representan el nimero de
operaciones de shrinking que experimenta el grafo inducido H(CIM) (Park K. y Park S.
[30]).

Se inicializa la iteracion del pseudocodigo con: Hy = H (CIM) y k=1.

while ke K {

if Hp = ¢ (Hyno dispone de arcos){
todos los nodos de Hy son hojas.
M (Hy) = ¢;

se detiene la contraccidm.
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+
else {
se selecciona un nodo je M (Hy).
se calcula el coeficiente de lifting: y; = d;k () -1,
ver su obtencidén en seccibén 4.5.2.
se aplica la contraccidén sobre al grafo Hj respecto del nodo j,
segln seccién 4.4.
se actualizak=k+1.

se obtiene grafo contraido Hy;;.

Si en una iteracion k se escoge una variable ¢ (o nodo t) para ser lifteada, que
no pertenece al conjunto de cohojas M (Hy) se produce una solucion vacia. Este
procedimiento de lifting se puede implementar en un orden de magnitud de O (|A (H)|)
veces (Park K. y Park S. [30]).

4.5.2. Validez del Lifting

Se procede a demostrar la validez de la metodologia de lifting sobre el PCKP (Park
K.y Park S. [30]). Sea una etapa & del procedimiento de lifting descrito en la seccion
4.5.1. Para calcular el valor del coeficiente de lifting ~x, se debe resolver el siguiente

problema de optimizacion:

(LFa) vy =2z= max Y, x;— Y. Vil

i€CIM i€Bj_q

st > a;x;<b

i€EN

x> X Vi,jeNei<y (4.3)
T, =0

o =1 Vte Ry (CIM)\ By
z;e{0,1} VieN

En donde By_; = {1,...,k — 1} c Ry (CIM) corresponde al conjunto de variables
Ti = Dien, ViTi< |CIM| —
1 — > .5 7 es una restriccion valida para v, < [CIM| — 1 —

ya lifteadas hasta la etapa k. Luego la desigualdad

i€CIM
i€BL_1 Vi F
(conz = comn Ti — ZieBk_l%Ii>; y el lifting es méaximo cuando se alcanza la

igualdad. Por consiguiente v alcanza su maximo valor.
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En la formulaciéon 4.3 se pueden realizar algunas simplificaciones sobre algunas
variables: x; =0V ie N\ T (CIM); x; = 0 para todo i € S¢;y, (k) debido a que 5 = 0,
;i = 0V ie{jeR (CIM): Sci(j) €Scin (k)} v se pueden fijar en cero todas
aquellas variables que pertenecen a Ry (CIM). A partir de estas condiciones resulta la

siguiente formulaciéon simplificada:

(LEb) e =2p= mazx Y, x;— Y, Y

1€CIM 1€EB_1

st xi>x; VieBi1yjeScimun,, (1) (4.4)
T; = 0 Vie SclMuBk,l(k:)
zi e {0,1} Vie CIM U By,

Se define la union de los conjuntos CIM y By como: CIM U By_1 = U, ) 1.

El conjunto de restricciones de precedencia en la formulacion 4.4 se presenta
entre aquellas variables que pertenecen a los sucesores a la misma hoja en Hy ;. La
formulacion 4.4 se puede descomponer en un conjunto de subproblemas con respecto a
cada nodo I € L (Hy_1).

(LFI) vy =zr= max >, xi— >, %

i€INCIM i€INBy_4

s.t T > T Viel N By1yjeSi(i) (4.5)
x; =0 VieSr(k)
zie {0,1} Viel

Si en la formulacién 4.5 se omite la restriccion x; = 0V 1Sy (k), z; se convierte en
la formulacion del dual del problema de flujo maximo. Bajo esta condicion la formulacion

4.5 adquiere la siguiente descripcion:

(LFI') 2y = max >, z— >, v

1€INCIM i€INBp_1
st x> Viel N By1yjeSi(i) (4.6)
XT; € {0, 1} \V/ 'l € ]

De la formulacion 4.6 se presenta el lema 4.5.1 que caracteriza la solucién 6ptima
de z} asociada a la forma de calcular cada coeficiente de lifting en concordancia a lo

expresado en el pseudocodigo de la seccion 4.4.

35



Lema 4.5.1. El valor 6ptimo de la funcion objetivo 2} es 1 (formulacion 4.6) el cual se
obtiene para z; =1 Vie I (Park K. y Park S. [30]).

prueba. El lema se demuestra por induccion a partir del cardinal de |I N By_4].

Sea |I N Byk_1| = 0, lo cual es facil de entender si el conjunto I = {i} para
algiin i e CIM. Se asume ahora que |[I N By_1| <l. Sea [IN By_1| =lconl>0y
una variable t e I N By_1 que corresponde al indice de la ultima variable lifteada

en el conjunto I N By_1. Sea

IN{t}=Uj_; I; en donde ;e L(H, 1) y r=dj (t).

Si se descompone la formulacion 4.6 de la siguiente manera:

t
Z Li — Z Vili = Zj:l (Zz‘efjmolM Ti— Zielijk,_l %mi) :

i€INCIM i€INBj_4
T
- Zj:l <Ziefjm01M Ti— ZieljﬁBk71 ’%‘ZEZ‘> + (1 - ’Yt) " Lty

y se define o, = r — 1. Ya que [[; N By_i| < [ para todo j, > ._, ..\ %
J
Zieka_l viz; puede alcanzar un valor méximo de 1 cuando z; = 1 V¢ e [; por

hipotesis de induccion. Luego el lema queda demostrado.

La relacion que existe entre el calculo de v, y la solucion de la formulacion 4.6
corresponde a resolver el problema dual de la formulacion de flujo méximo, sobre el
grafo constituido por la variable que va a ser lifteada y los sucesores inmediatos de ésta.
El cuadro 4.4 muestra la formulacién que representa al nodo 6, sus sucesores y el Lema
4.5.1. En este mismo cuadro y dentro de la parte (c) se observa que el maximo valor

que se puede alcanzar es 1.

° max 2y = T — Y66 maz 2y = 1—6
st 1 —x6<0 st 0«1
OO0 NI = I
xg—:L’@SO 0«1
z; € {0,1}
i=1,2 36

(a) (b) (c)

Cuadro 4.4: Las partes (a) y (b) corresponden a la formulacién 4.6 sobre el nodo 6 de la figura 4.1
y la aplicaciéon del Lema 4.5.1 se muestra en la parte (c).
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Se presentan, a continuacion, algunas propiedades que nacen de la validez de la

metodologia de lifting exacta.

Proposicion 4.5.2. El valor 6ptimo de (LFb) (formulacion 4.2) es |L(w, 1)-d}
(Park K. y Park S. [30]).

(k)

Hp_1

prueba . La prueba se hace por induccién.

1. Etapa 1 de lifting y contraccion. El valor de |L(Ho)|—df;, (1)=|CTMpuq |—df; (1)
2. Etapa k de lifting y contraccion. El valor de |L(Hy)|—dfy, (k+1)=|CIMp, |—d;k (k+1).
Se realiza la suma hasta la etapa & de las sucesivas operaciones de contraccion

sobre el grafo H, resultando en:

S L(H;)| — ?Zl‘d;;j‘: L |ory, | - 3! ‘d ‘ (a)

Se desea probar si en la etapa k+1 se aplica la relacion |L (Hyy1)| — d;kﬂ.

De la relacion anterior se expresa la suma hasta k+1:
SEHL(H)| — 2"“(@1 | =Skt jorvy| - sShEag ( (b)
Si se resta la relacion (b) — (a) se obtiene el siguiente resultado:
|L(Hys1)|— ’de 1( = |cimp, |- ‘ Hk-H)

Por consiguiente, se demuestra que la proposicion es cierta.

Teorema 4.5.3. El algoritmo de shrinking de la subseccion 4.5.1 es valido para una
desigualdad CI y produce un lifting maximo para una desigualdad CIM. (Park K. y
Park S. [30]).

prueba. Para probar este teorema se asume que se dispone de un conjunto C' que
cumple con la definicién de CIM dada en 4.3.3 . La prueba se lleva a cabo por

induccioén.

1. Etapa 1 de lifting y contraccion. El valor 6ptimo de (LFb) es CIM|—df; (1)
(proposicion 4.5.2). Lo anterior es cierto ya que L(Ho)=|CIM| Y m=df; (1) - 1.

2. Etapa k>1 de lifting y contraccion. En la etapa k+1 el valor 6ptimo de (LFD)

€S |L(Hy—1)| - df;, (k+1). Si se expresa |L(H,)| de la siguiente forma recursiva:

|E(H)|=IL(Hy )] = (| () = 1) = L(Hy-1)] = -
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a) Si se aplica de forma recursiva el mismo argumento se tiene la siguiente

relacion:

‘L(Hk—1)|:‘L(HO)| - EieBk—l ’Yi:|CHM‘ - Zz‘eBk_l Vi

b) Por lo tanto, para demostrar que en la etapa k+1 el valor del coeficiente

de lifting esta dado por :
Tpr1=dgy, (k+1) =1
se presenta el siguiente resultado:
W1 =CIM| =1 =Yg, vi + |L(Hy)| + d;k (k+1):dj{1k (k+1) —1
Luego el teorema queda probado.

Corolario 4.5.4. En cualquier etapa k del procedimiento de lifting de la subseccion

4.5.1 se cumple que 3 ye=|CIM|-|L(H,_,)|, (Park K. y Park S. [30]).

i€B)_

prueba . El corolario se puede probar a partir de la proposiciéon 4.5.2 y parte de la

prueba del teorema 4.5.3:

1. De la proposicion 4.5.2 se tiene la siguiente relacion:
|\L(Hy—1)|=dfy, (k)

2. Se reescribe de la siguiente manera:

L (Hg)| = |L(Hg-1)| —
|L (Hk—l)‘ = ‘L(HO)‘ - ZieBk,l Tk
IL(Hp—1)| = [CIM| =3 p

3. Luego se reordenan los términos y se obtiene
ZiEBk71 Ve = ‘C]M‘ - ‘L (Hk—1)|
De este modo el corolario queda probado.

En base a la figura 4.4 se muestra el procedimiento de lifting y los valores de los
coeficientes de lifting que se obtiene en cada etapa de la contraccion del grafo dirigido

de la figura 4.1. Para este ejemplo el conjunto CI = {0,1,2,3} y los valores de a; y
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b estan en la figura 4.1. Este conjunto cumple con el requisito de ser incomparable y
con la condicién de exceso de la definicion 4.3.2 . Se verifica minimalidad a partir de la
definicion 4.3.3:

2 jeronon % < 14
ZjET(CI\{l}) aj < 14
ZjET(CI\{2}) aj < 14

ZJET(CI\{B}) aj < 14

Luego CI cumple con la condiciéon de minimalidad y forma un CIM. La desigualdad

asociada al CIM toma la siguiente expresion:
To + T1 + X9 —|—$3<3

A partir de esta desigualdad, se procede a aplicar el procedimiento de lifting,

obteniéndose la siguiente desigualdad:
To+ x1 + 29+ 23 —2-25 —1-26<0

Se hace notar que esta metodologia de lifting detiene el proceso de calculo de
los coeficientes de lifting para ciertas condiciones. Una de ellas corresponde a que en
cierta etapa k del procedimiento de lifting y contraccion, el grafo Hy, (T (CIMpy,)) este
formado de elementos que cumplen la condiciéon de ser hojas, en consecuencia el conjunto
de cohojas M (H (CIMp,)) = ¢, luego no hay variables para liftear. La otra condiciéon

corresponde a que el lado derecho de la funcion de lifting 4.2 alcance el valor cero:

|CIM| =1=3 " cry(crm) ¥i=0,

antes que el grafo inducido Hy (T (CIMp,)) colapse en un solo nodo. En la figura 4.4
se observa que en la etapa de contraccion (c) se agota el lado derecho de la funcion de

lifting 4.2 antes de alcanzar la etapa (1) en donde el grafo queda representado por un

nodo.
|CIM| - 1= ZjERQ(CHLI) Y= 4—1- (76"'_’75)
=4-—-1-— (2 + 1)
=0

Un resultado interesante que se observa en el ejemplo, es que si el lado derecho de
la funciéon de lifting 4.2 alcanza un valor nulo, la desigualdad obtenida corresponde a
una faceta para P (C) (Park K. y Park S. [30] y Balas E. [1]).
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4.6. Orden Optimo para Aplicar el Lifting

Hasta la seccion 4.5, solo se muestra la forma en como calcular el coeficiente de
lifting, pero no se da ninguna condiciéon sobre cual es el mejor orden que se debe
seleccionar una variable te M (Hy_1) que va a ser lifteada. La explicacion a este problema

se puede plantear con la desigualdad 4.2 reescrita de la siguiente manera:

ij+7k-(1—xk)+ Z v (1 —a;) < |CIM| -1, (4.7)

jeCIM jER9(CIM)\{k}
y se dispone de una soluciéon z* relajada. Si se observa la expresion v, - (1 — z7) en la

desigualdad 4.7 evaluada en la solucién x*, se puede inferir que se obtiene su maximo

valor cuando:

Ty = mianRQ(CIAD {SL’;} (48)

El proposito de maximizar v, - (1 —z}) se basa en la misma idea de maximizaciéon
del coeficiente de lifting visto en la seccion 4.5.2. Si este procedimiento se repite
para la variable z,, (asumiendo que ya se obtuvo el coeficiente de lifting ;)
sobre el conjunto Ry (CIM) \ {k}; y si se vuelve a repetir para zj,, sobre el
conjunto Ry (CIM) \ {k, k+ 1} y asi sucesivamente; se puede proponer la siguiente

heuristica sobre Ry (CIM) para determinar la variable que va a ser lifteada:

Se inicializa la bisqueda: z; e Ry (CIM)conk =1, ..., |Ry(CIM)|,j=1y A=
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While Ry(CIM) # ¢ {
Seleccionar &} = MiNcrycran {2 }-
Actualizar Ry(CIM) de la siguiente manera Ry (CIM)=R(CIM)\ {k}.
Almacenar z; en A con la siguiente notacién A=Au{(z}); }.
j=7+1.

Luego, la heuristica genera sobre el conjunto A el siguiente orden entre las variables

que ya fueron lifteadas:

(k)1 < () <o < (xZ)mQ(cuw)\ (4.9)

Esta heuristica nunca entra en conflicto con el procedimiento de lifting de la secciéon
4.4, ya que si se observa la formulacion 4.1, las restricciones de precedencias fuerzan a
que la solucion x* se ordene de mayor a menor valor fraccionario dependiendo de los
predecesores y sucesores que tenga cada nodo en el grafo dirigido. Lo anterior se puede

formalizar como un problema de programacion lineal expresado de la siguiente manera:

(FL)z =min Y, ;7]
JERY(CIM) (4.10)
s.a vel ['=1,...,|Ry (CIM)]

Park K y Park S. [30] probaron que dado un cover inducido minimal, un conjunto
Ry (CIM) vy una solucién LP, el orden 6ptimo para escoger las variables que van a
ser lifteadas, lo produce una solucién 6ptima emitida por la formulacion 4.10, el cual

resulta en un orden idéntico al de la relacién 4.9.

En las secciones 6.6 y 6.7 se puede ver en los perfiles 1D de desempeno (definicion
6.4.3), el impacto que produce al fortalecer una desigualdad de CIM por medio
de la metodologia de lifting exacta descrita en las secciones: 4.4, 4.5.1 y 4.6; y
el refinamiento generado sobre una coleccion cuantiosa de modelos relajados que

representan a yacimientos simulados (definicion de yacimiento simulado en seccion 6.2).

4.7. Heuristicas para la Obtencién de Desigualdades de Tipo
CIM

En esta seccion se desarrollan cuatro heuristicas que buscan determinar cual es la

desigualdad de CIM que contiene la mayor cantidad de violacion posible. La diferencia
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distintiva de cada heuristica se presenta en el modo de la busqueda de las variables
de decisiéon que van a constituir el cover inducido minimal en base a la contribucién
de la cantidad de violacion que hacen respecto de una solucion LP y de la descripcion
poliedral del PCKP. En el disefio de cada heuristica se contempla desde un menor a un
mayor grado de complejidad en la obtencion de una desigualdad de CIM violado. No
obstante a estos requisitos, no se siempre la heuristica mas competitiva en la seleccion

de variables emitira la desigualdad de CIM con mayor contenido de violacion.

La determinacion de una desigualdad CI para luego comprobar que es un CIM,
hereda las mismas preguntas presentadas en la seccion 3.2, en lo referente a la

complejidad para resolver el problema de separacion de covers.

4.7.1. Heuristica H1

La heuristica HI se basa en la aplicacion de un procedimiento denominado
"coefficient independent cover generation", desarrollado Gu [42] y que permite obtener
un cover violado a partir de una formulacion KP (Gu [42]) y una solucion LP. Esta
técnica infiere un cover violado en el contexto de una formulaciéon PCKP. Con el cover
obtenido, se aplica una operaciéon que seleccione aquellas variables que cumplan con el
requisito de incomparabilidad (definicion 4.2.2). A continuacion se verifica la condicion
de cover inducido (definicion 4.3.2) y luego se verifica y rectifica si este subconjunto

cumple con la definicion de cover inducido minimal (ver definicion 4.3.3). Luego se emite
la desigualdad de CIM .

Para entender esta heuristica se presenta en el siguiente pseudocéodigo:

Sea la siguiente informacidén de pardmetros y solucién relajada.

# x"= solucidén LP.

# Sean los coeficientes del knapsack a; eRT.

# Sea la capacidad del knapsack beR™T.

# Sea el conjunto N ={0,1,...,n—1} CZ" de indices de las

# variables de decisidén binarias.

De la solucidén LP se forman los siguientes subconjuntos:
L:{jeN : J»’;:O}, U:{jeN : szl} y F:{jeN : O<x;<1}.

# Se calcula una capacidad residual

b:b_ZjeU aj.
# Se organiza F' en orden no creciente de fraccionalidad:
ik <igr1 con k=1,...,|F| tal que Ty > xka .

# Se procede a formar el conjunto cover C segin definicidn
# vista en seccibn 3.3.

Sea m < |F| tal que Z1<ik<m aj, <by zlgikgm ay, > b,
lo que forma el siguiente conjunto cover
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Cc=U U{’il, i2,...,im}.

# Se forma el conjunto de incomparables
Sea C’ la coleccidén de incomparables tal que C'cC.
Ademas C’ cumple con la definicién de cover inducido.
Cl«+ '

Se analiza la condicidén de minimalidad de CI.

Se organiza CJ en orden no creciente de fraccionalidad
ik <ip+1 con k=1,...,|CI| —1 tal que Ty >xfk+1.

Se verifica y rectifica condicién de minimalidad

H R

H O

(definicidn 4.3.3)sobre conjunto CI.
Si EJ.GT(CI\{%}) a; <b para todo i, entonces CIM <+ CI.
51 ZjeT(CI\{ik})
CIM « CI\Uj*, {ix}. Con indice k=1,...,m y m< |CI| que
corresponde a las variables que no cumplen minimalidad.

# Se emite desigualdad CIM .

ZjeCIM Tj < ’CIM’ -1

a; >b para uno o mls 7 entonces

Se hace notar que esta heuristica incorpora la cantidad de violacion bajo el criterio
de secuencia no creciente de la fraccionalidad de x} con j ¢ F durante la construccion
del conjunto cover y en la rectificacion de la minimalidad del conjunto cover inducido

minimal.

En las figuras 6.5 y 6.9 se puede observar la efectividad del corte formado solo por
la desigualdad de CIM emitida por H1, para mejorar las formulaciones relajadas de un

conjunto cuantioso de modelos de PCKPs.

4.7.2. Heuristica H2

La heuristica H2 también se basa en la aplicacion del procedimiento "coefficient
independent cover generation" (subseccion 4.7.1) para generar una desigualdad cover
y modificar ésta en una desigualdad cover inducido minimal. La descripcién de esta
heuristica es practicamente similar a la heuristica HI, excepto que la verificacion
y rectificacion de la minimalida del cover inducido sigue un criterio de orden de

fraccionalidad creciente.

Se muestra a continuacién el pseudocddigo de H2. Debido a la semejanza entre
la heuristica HI y H2, solo se presenta el segmento del pseudocédigo que las hace

diferentes.

# Se organiza (I en orden creciente de fraccionalidad

ig <iky1 con k=1,...,|CI| -1 tal que z}

*
> .
Te4+1 = xlk
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# Se verifica y rectifica condicién de minimalidad

# (definicidn 4.3.3)sobre conjunto C1T.
Si ZjET(CI\{ik}) a; <b para todo i, entonces CIM <« CI.
51 ZjeT(CI\{ik})
CIM < CI\ U, {ix}. Con indice k=1,...,m y m< |CI|que
corresponde a las variables que no cumplen minimalidad.

# Se emite desigualdad CIM .
Z]’ECUW Trj < ’CIM’ -1

a; >b para uno o mas 7 entonces

En los graficos 6.6 y 6.10 se exhibe el desempeno de la heuristica H2 como corte,
sobre la misma coleccién de instancias que se us6 para para la heuristica H1. Se destaca

que en promedio, el desempeno de HI es mejor que el de H2.

4.7.3. Heuristica H3

La heuristica H3 busca la formacion de una desigualdad de CIM con un contenido
de violacion mayor que las heuristicas HI y H2. En HI y HZ2 se considera a la
fraccionalidad de las variables de decision y la secuencia en que se seleccionan estas
variables para la construccion del CIM. En cambio, en la heuristica H3 se incorporan
los criterios del efecto conjunto entre la fraccionalidad de cada variable y el peso del
cono invertido inducido por ésta (ver definicion de peso en 5.4.3); y la cuantificacion
del aporte en la cantidad de violacién de cada variable como factores preponderantes
en la seleccion de las variables que van a integrar el CIM.

La figura 4.5 se presenta para facilitar la explicacion de H3. En esta figura se muestra
un esquema general de como se distribuye una solucion LP sobre el grafo inducido por

las precedencias de la formulacion PCKP.

Figura 4.5: La figura muestra un grafo generalizado de las precedencias de una formulacion PCKP.
Se presenta una solucion LP segmentada en tres conjuntos definidos en la heuristica H1 (4.7.1). Se
ilustran dos soluciones fraccionarias tal que: x, > z con a, b e F ; y sus respectivos conos invertidos
tal que sus pesos se ordenan en la siguiente relacion: W (T (a)) < W (T (b)) (ver definicion de conjunto
T (i) con i e F en cuadro 4.1).
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El efecto conjunto entre una variable y el peso del cono asociado a ésta se expresa
por: (x; - W (T (i))) conie F . Al observar el esquema del grafo dirigido de la figura
4.5, no es claro cudl es la relacion de orden entre las dos variables multiplicadas por sus

pesos de conos invertidos respectivos, es decir:

(o - W(T (a))) = (zo- W(T (b)) - (4.11)

Este comportamiento se aprovecha para seleccionar las variables que van a componer
el CIM respecto de la manera que se hizo en las heuristicas H1 y H2. Por consiguiente,

H?3 resuelve de manera conjunta la siguiente funcion

f (gjiaalaaQ;Bresidual) = [l'i]al : [M} ’ 1¢e F, (412)

bresi(iual

en que los parametros «; y ay pertenecen al intervalo [0, 1]. Luego H3 evalia de forma
combinada: el peso efectivo del cono invertido asociado a x;, la capacidad residual del
knapsack, los parametros (a, ) que representan la importancia de cada componente,
v el aporte a la cantidad de violacion de cada variablex; en la formacion de un CIM; que
luego de ser robustecido por alguna metodologia de lifting se logre refinar la formulacion
relajada del PCKP.

Para computar el monto de violacién de una variable y que trabaje con la funcion

4.12 se utiliza la siguiente relacion:

S x> D —1  ¢¢DcF y F={jeN:0<z<1}
Doen Ti> Doep L — 1

Spli—1) > =1

0<1 + >, ,(z—1)

(4.13)

La desigualdad 4.13 permite seleccionar aquella variable fraccionaria que contribuya
con un mayor monto de violacién. Si se observa el término . (x; — 1) conviene que
cada componente (z; — 1) sea lo mas pequena posible, lo cual se puede alcanzar cuando

la variable fraccionaria x; sea cercana a uno.

El disenio de esta heuristica se focalizé en los siguientes aspectos para escoger las

variables que van a integrar un CIM:

1. Las variables seleccionadas deberan tener un grado de fraccionalidad lo mas
grande posible. La idea es dar mayor énfasis a la componente (z; —1) de la

desigualdad 4.13 respecto del mayor contenido de violacion.
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. Se debe cuantificar el monto de violacion disponible dado por: 1 — >~ (1 — ;).
Este factor da cuenta de la cantidad de violacién que todavia no ha sido cubierta

por alguna variable fraccionaria que puede integrar el cover inducido minimal.

. Cada cono superior 7' (i) con i e F' se forma con variables que tienen valor

fraccionario (ver figura 4.5).

. Se debe cuantificar la capacidad residual a partir del conjunto D c F (ver
desigualdad 4.13), el cual es en donde se almacenan los indices de las variables
de decision que van a ser parte del CIM. La capacidad residual se expresa por la

siguiente relacion:

l_)residual =b— Z]’EU Q; U= {j eN : xJ]‘}
bresidual = bresidual — ZiGD ZjGT(i) 7] T (n) NnT (m) = (b Vn , Mme D.
. La variable z; con i ¢ F' formara parte del CIM si g‘i@;”i <1.

WIE) g

bresidual

. Durante el proceso de seleccion, si alguna variable x; con ie F' computa ,

el proceso de busqueda se detiene y se emite la desigualdad CIM.

. Cuando se busca una variable x; para integrar el cover inducido minimal
para compararla con el peso del cono asociado a ésta, se debe normalizar su

peso W (T (i) respecto de la capacidad residual b.

. La relacion que vincula los pardmetros a; v «s; v la funciéon 4.12 para seleccionar

las variables que van a integrar el CIM, se expresa como sigue:

W (T(i)) )

bresidual

h (Oél, Qo, Tj, Bresidual) =y - log (xl> +ap-lg ( (4 14)

a1y ag e [0,1]

La determinaciéon de la configuracién éptima de los parametros (G, &z) en la funciéon

4.14 se infiere por un proceso de sensibilizacion sobre ambos coeficientes. En la seccién

6.5 se explica una heuristica para computar la mejor configuracion de estos parametros

que permiten emitir, en términos esperados, un CIM con un alto contenido de violacion.

Se presenta a continuacion un pseudocodigo de H3 que integran los factores antes

mencionados :

# Sea G=G(V(N),A(N)).

# Seaj=1,...,N y NcZ".
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# Se forman conjuntos a partir de una solucidén LP.
L:{jeN : xj:O},U:{jeN : x;:1} yF:{jeN : 0<z;<1}.
Vp =F, conjunto de nodos.

Ar ={(i,j) € A(N) : i, jeVr}, conjunto de arcos.
Gr=Gp(V(F),A(F))), grafo dirigido inducido por F'.

# Se calcula la primera correccién de la capacidad b.

bresidual = b — Y @j con by aecRT.

# Se forma cover C como en seccidén 3.3.

# sl : cantidad de violacién disponible.

sl=1, nfrac=|Vg|.

# Seleccidén de elementos para ser ingresados en el cover.

while [( bresigual >0 ) && nfrac 1 {

early = 0O
# Seleccién de variables x; que que va a integrar
# el CI.

foreach ke Vp {
if (( (17‘%?) < sl ) && ( W(T(I‘*)) >l_)7‘esidual ) {
i.

)

maximo = z7 . indmax =

early = 1.
}

# Condicién relajada de seleccidm.

residual

if ( early == 0 ) && ( maximo < h ){

h:al-log[xf]+a2-log{w}.

maximo = z; . indmax = i.
}
}
# Se actualiza U y los parametros sl, nfrac y bresidual -
U=U U T (indmaz), I;v‘esidual = Bv‘esidual — W (T (indmaxz))
nfrac =nfra— |T (indmaz)|, sl=sl— (1—a} , ).

# Se actualizan los siguientes conjuntos
Vr = Ve \T (indmaz), Ar={(i,j) €A :i,jeVrty Gr=Gr(Vr, Ar)
} # fin ciclo while
# Se forma conjuto de incomparables
Conjunto U modificado forma un cover. Se determina
C’ coleccidén de incomparables tal que C'cU.
Conjunto C’ cumple con la definicién de cover inducido.
ClI«+ ('
# Se verifica y rectifica minimalidad de C1T.
# Se emite desigualdad CIM.
ZjeCI]VI Tj < |CIM| -1
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La heuristica H3 es mas restrictiva en la seleccién de cuales variables van a integrar el
CIM, debido a la combinaciéon conjunto que se exhibe en la funcion 4.14. Producto de
este efecto combinado, no siempre ocurre que todas las variables que componen el cover
inducido cuenten con un grado de fraccionalidad cercano a uno ni tampoco que el peso
del cono invertido asociado a esta variable sea el mas grande, ya que ambos factores
dependen de los pardmetros oy y as. Del mismo modo, estos coeficientes dependen de
las variables de decisién y del peso del cono invertido asociado a estas variables, para

lograr un mayor incremento en el contenido de violacion del CIM.

Los gréficos 6.7 y 6.11 muestran el desempeno de H3? como corte sobre el mismo
conjunto de instancias usadas en HI y H2. Se observo que esta heuristica present6 en
general mucho mejor rendimiento en la mejora de las formulaciones relajadas que lo

que hicieron las heuristicas H1 y H2.

4.7.4. Heuristica H/

A la heuristica H/ se le pide que emita un cover inducido minimal con un contenido
de violacion mayor que lo que aportan las heuristicas H! y H2. Sin embargo, al igual
que en la H? no siempre se obtendréd un CIM con un contenido de violaciéon mayor que

los que emiten HI y H2.

La heuristica H/ selecciona las variables de un modo distinto a como lo hace la
heuristica H3. Hj escoge aquellas variables que hacen la mayor contribucion neta a la
violacion del CIM. La evaluacion del aporte neto se lleva a cabo al computar la cantidad
de violacion de una variable que podria pertenece a un conjunto hoja (definicion en
cuadro 4.2) més el monto de violacion de una variable que podria pertenece a un
conjunto cohoja (definicion en cuadro 4.2), es decir, se evaltia en términos esperados la
contribucion a la violacion de cada variable x; con ie F' que podria estar en un conjunto
hoja y el aporte de los predecesores inmediatos a esta variable que podrian estar en un

conjunto cohoja (F definido en la desigualdad 4.13).

El sentido de cuantificaciéon de la violacién efectiva se infiere de una relacion
calculada de una desigualdad similar a la descripcion de ¢ (ecuacion 3.3) pero que
integra el efecto de las restricciones de precedencia del PCKP. De la desigualdad 4.2
se obtiene una desigualdad con las ideas antes mencionadas y que se expresa de la

siguiente manera:
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ZiGD Ti — Z]’GT(D) djzj < |[D| — 1 — ngT(D) 0j ¢pgDcF

4.15
ZieD (xl - 1) + ZjeT(D> (5]' '(1 - xj) < —1 ( )

En la desigualdad 4.15 se cambian los conjuntos D y T' (D) por una representacion
de un conjunto hojas, cohojas y la etapa k de la operacion de lifting vista en la

subseccion 4.5.1;

i€L(Hy,) jEM(Hy)

Si la relaciéon 4.16 se expresa en términos de una desigualdad inadmisible se tiene:

o (x—1) + > 5j-(1—:13j)>—1, k=1,....,n (4.17)

i€L(Hy,) JEM(Hy)

El limite n en 4.17 corresponden a la cantidad de operaciones de contraccion (seccion
4.4) que se realizan cuando se aplica la metodologia de lifting de Park K. y Park S. [30].
Esta expresion es la clave en la heuristica H/ para seleccionar las variables que van a
integrar el CIM, ya que Hj evalia la inadmisibilidad neta de cada x; con ie F' con la

siguiente relacién:

(4.18)
L(H) cF M(H)cF

Se hace notar que en la expresion 4.18 no fue considerado el efecto del coeficiente de
lifting ¢; de 4.17 en la seleccion de las variables que van contribuir en la inadmisibilidad
neta del CIM. A continuacion, se ilustra un ejemplo del proceso de seleccion de variables

en base a la figura 4.6, para comprender la manera en que opera esta heuristica .
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Figura 4.6: La figura muestra un esquema del grafo de precedencias que representa al PCKP. Se
exhibe una solucién LP segmentada en tres conjuntos: U, F'y L definidos en la heuristica HI (4.7.1).
Se muestran 8 soluciones fraccionarias en que los subindices: a, b, ¢, d, e, f, g y h pertenecen a F. Las

flechas indican los patrones de precedencias entre las variables de decision.

Se computan a continuacion los montos de violaciéon de cada variable respecto de

la figura 4.6:

Vaa = (g — 1)+ (1 —2q) vep=(xe—1)+1—25) vg=(rqa—1)

Vae = (kg — 1) + (1 — z¢) Veg = (e — 1)+ (1 — ) Ve = (1o — 1) (4.19)
Upe = (2 — 1) + (1 — ) vipb="(rr—1)+1—xp) vp=(x,—1

vy = (o — 1)+ (L —zp)  ven=_(xg—1)+(1—a)

Computado cada v;; se procede a escoger aquel monto vy, = max {v;;} con i,j =
a,...,h. Determinado el v, maximo se selecciona x; para integrar el CIM. Ademas,
se debe corregir el conjunto F' = F'\ T (1) (definicion de T (I) en cuadro 4.1) para
seleccionar otra variable que pueda pertenecer al CIM. Esta correccion induce sobre el
esquema del grafo dirigido de la figura 4.6 un grafo residual. Con el grafo residual se

repite el procedimiento de bisqueda hasta que no queden variables por seleccionar.

Se observa que cada término (x; — 1) con i € L (Hy) de 4.17 conviene que sea lo
mas pequeno posible, lo cual se puede alcanzar cuando x; — 1. Por otro parte, cada
término (1 — ;) con je L (Hy) de 4.17 conviene que sea lo mas grande posible lo que se
puede lograr cuando x; — 0. Sin embargo el resultado conjunto de los dos términos en
(4.18) queda subordinado a la relacion de precedencia que existe entre ambas variables,
es decir, el maximo aporte a la violaciéon v, no siempre estaria determinado por los
valores extremos que podria alcanzar cada componente por separado, si no que por

alguna combinacién intermedia entre: z; y x; tal que v, se lo més grande posible.

Se presenta a continuacién un pseudocodigo de la heuristica H4 :
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# Sea j=1,....,.N y NCZ™".
# Sea G=G(V(N),A(N)) (seccidn 4.2).
# Se forman los siguientes conjuntos a partir de una solucidén LP.
Son los mismos conjuntos definidos que en H3: L, U,
F, Vi, Ar v Gp.
# Se calcula la primera correccién de la capacidad b.
by =Y. ,cy @ con ajeRT.
# Se determina conjunto C de incomparables
Sea x; con ¢c(C tal que C es incomparable.
# Determinar grafo dirigido inducido por conjunto C.
V(C)cVes, A(C)cAr v Go=(V(C),A(C)) tal que G, cGp.
# Sea arreglo B inicializado con 0.0
# para todo ieT (C)y se inicializa D
B (i) =0.0 para todo icT (C)y D=2¢
# Se inicia seleccidn de variables x;.
indicevar_val = 0.0

while by <b {

# definicidén de variable auxiliare

aporte = Cota real muy chica y negativa
#
foreach ieT (C) {

#definicidén de variables auxiliares

aux0 = Cota Real muy grande y positiva.
aux2 = 0.0.
# Determinar cono superior asociado a variable z;.
A=¢ , A=T().
# Se analiza cada nodo que pertenece a conjunto A.
foreach je A {
if (jeC') {# Se evalia el aporte a la violacidén de
auxl +=B(j). # la variable que puede estar en CI.
nct++,
Yelsif (z; <aux0){
aux0 = r;. # Se evaliia aporte a la violacidén
inter0 = 1. # de las variables que puede ser lifteada
Yelse{ # aporte efectivo del peso del comno
aux2 += a;. # superior de variable x;

¥

} # fin loop foreach sobre conjunto A
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# Se analiza el término anticipado de la selecciédn
# de variables para el (CIN
if((by +aux2) > b && (aux3 + (z; —1) > —1)){
if indicevar_val > —x; {
indicevar = 4. indicevar_val = —z;.

Se detiene seleccidn de variables.

}
# Se actualiza el monto del aporte a la violacidn
if(ne){
auxd = (x; — 1) — auxl.
Yelseif (inter0)
auxd = (x; — 1) + (1 — aux0).
Yelse {
aux4 = (z; —1).
}
# Se almacena la variable que ingresa al C1.
if aux4 > aporte {
aporte = aux4.
indicevar = 1.
}
}# fin loop foreach sobre cono superior T (C)
# Se determina T (indicevar) efectivo
T (indicevar)=T(C)\[T(C\{indicevar})]
# Se actualizan conjuntos y parametros
V(C)=V (C)\T (indicevar), A(C)={(,j) e A(N) : i, 5eV(C)},
Go=G: (V(O),A(C)), B (indicevar) = aporte,
D = D U {indicevar}, bu =bu + D2, rtimticerary Wi
aur3+ = (Tindicevar — 1)
}# fin loop while de capacidad
# Se forma nuevo conjunto de incomparables
Conjunto D c C entonces D es incomparable.
# Se comprueba que D cumpla definicidén de cover inducido.
> jerp) @ >b luego CI=D.
# Se emite desigualdad CIM .
Z]’GCUW Tj < ’CIM’ -1

En los graficos 6.8 y 6.12 se muestra el rendimiento del la heuristica H4 como corte

en la refinacion de las formulaciones relajadas usadas con las heuristicas H1, H2 y HS3.
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Se observo que H4 exhibi6é un rendimiento general méas efectivo que las heuristicas H1
y H2. Sin embargo la heuristica H/ present6 un desempeno levemente menor que la
heuristica H3.
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Capitulo 5

Lifting Aproximado sobre una Formulacién PCK P

5.1. Introduccién

Este capitulo se orienta en la adaptacion y extension de una metodologia aproxima-
da de lifting desarrollada para una formulacion KP y aplicada para un modelo PCKP.
La primera etapa de la teoria de separacion de covers, ya fue vista en el capitulo 4 y no
se trata en este capitulo. Luego, se usa cualquiera de las cuatro heuristicas (H1, H2, H3

o H/) de la seccion 4.7, como inicio para el proceso de fortalecimiento de la desigualdad
de CIM.

En la teoria de separacion de covers, la metodologia de lifting se aplica comtinmente
de forma secuencial, es decir, se calcula el coeficiente de lifting de una variable, a
continuacion se calcula un segundo coeficiente de lifting de una segunda variable,
hasta que no queden mas variables para obtener sus respectivos coeficientes. Este
procedimiento tiende a ser poco eficiente sobre un volumen grande de variables, ya que
por cada variable que se va a liftear, se debe solucionar un problema de optimizacién

para computar cada coeficiente (Gu [40]).

Zonghao Gu [40| desarrolld una interesante metodologia de lifting denominada
"Sequence Independent Lifting" (en adelante SIL), que consiste en resolver un solo
problema de optimizaciéon para determinar todos los coeficientes de lifting sin importar
el orden en que son lifteadas las variables. El problema de optimizacién se expresa por
medio de una funcién aproximada de lifting, que se construye con la capacidad de un
knapsack y de los coeficientes a; ¢ Rt con ¢ e C' que integran un cover minimal C.
Formalmente, la idea se expresa de la siguiente manera: se define N = {1,2,...,n}
como el conjunto de indices del knapsack, con N c Z*. Sea C ¢ N conjunto indice de

un cover. Se presenta la siguiente relacion:
g(ai) =7, ieN\C.
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en que g (a;) corresponde a la funcion aproximada de lifting evaluada en el coeficiente a;

y ; corresponde al coeficiente de lifting asociado a la variable lifteada x; conie N \ C.

9.2. Descripcion del Sequence Independent Lifting (SIL)

Esta seccion provee un marco tebdrico asociado a la relaciéon que existe entre
la metodologia aproximada de lifting y el SIL. En base a lo visto en la seccién
3.4 se estudia en este capitulo algunas propiedades que existe entre las funciones
hi (z) v fi (z) (problemas de optimizacion 3.11 y 3.12); para asi comprender mejor la

correspondencia mencionada.

Definicion 5.2.1. Sea una funcion f: R™ — RconmeZ™ \ {0}. Se dice que f es una
funcion superaditiva en un conjunto Z (Gu [40]) si :
- f(2) es acotada para todo z € Z.

< f(z1) + f(z2) <f(z1 + 29) paratodo z1, 20y 21 + 22 € Z.

Se hace notar que la descripcion de un KP cumple con la definicion de superaditividad
debido a su naturaleza lineal. Esta caracteristica se usa de forma usual en la
determinacion de desigualdades vélidas para robustecer el modelo KP (Wolsey y
Nembhauser,|38]).

Proposicion 5.2.2. La desigualdad 3.10 es vilida en X* para todo a; conj e C; definidos
en la seccion 3.4, entonces h; (2) < fi (2) VzeZ (Gu [40]).

Prueba : Esta proposicion se demuestra al reemplazar las definiciones deh; (2) y fi (2)
(formulaciones 3.11 y 3.12 ) en la desigualdad 3.10.

Proposicion 5.2.3. La desigualdad f; (0) > 0 para todo i = 1,...,¢, con indice t
definido en seccion 3.4 (Gu [40]).

Prueba : La prueba de esta propiedad es una consecuencia directa de la
formulacion 3.12. Al evaluar 0 en la funcion f; (2), siempre dard que es mayor

que 0.

Proposicién 5.2.4. Las funciones f; (z) para todo i = 1,...,t se ordenan de forma
no decreciente V z € Z , (Gu [40]) es decir :

fi(2) 2 fa(2) = o= fi(2)
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Prueba : Se muestra esta propiedad al aplicar de forma sucesiva la definicién

de f; (z) (formulacion 3.12).

Proposicién 5.2.5. Sea z* una soluciéon 6ptima de la formulacion 3.12 y sea wu;

D ickes 2jec, 475, entonces se cumple la siguiente relacion (Gu [40]):
fi(z) = filz+vw)) — fi(w) para 1=1,...,i—1

Prueba : Esta relacion se prueba en dos etapas:

- Se demuestra primero que f; (u;) > 32, ., 2,0, @;%;. La prueba se inicia a partir
de la inecuacion 3.12

0 < fi(0)
< minoag — Y, Y, QT
0<k<i jEC),
st > > ajr;<b z2=0
0<k<i jEC),
dwixy < k=0,...,i—1
JEC

0 < minag — Y, doar; — Y, > ;7]

0<k<l JEC), I<k<i §EC),
* —
st Yam+ X Tapich 20
0<k<l jEC, I<k<i jECY,
Ywixy <y, k=0,...,i—1

jeCy,

> Zajx;f < MmNy — Y, Y QT

I<k<i jECy, 0<k<l jEC,

st > doajxr; + uf<b up =, Zajx;

0<k<l jECy,

I<k<i jEC,
dowiz; <1y, k=0,...,i—1
JE€CE
. :
> D aE < minag — Y ) a;T;
I<k<i jEC, 0<k<l jEC,
* —
st >, > ajrj<b—uj z2=0
0<k<i j€C),
dowxy < T k=0,...,i—1

Jj€CYL

luego, el lado derecho de la ultima desigualdad corresponde a la definicion de f; (u}),
entonces:

20 2y < filwy)

I<k<i jECY,
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- En la segunda etapa se realiza la prueba definitiva utilizando el resultado anterior:

fi(z) = minag — >, > ajz;

0<k<i jEC

st > dajxj<b—z  z=0

0<k<i j€C),

dowixy <y, k=0,...,1—1
JEC)
fi(z) = minag — > Yooz — Y Y oyr;
0<k<l jEC), 1<k<i jEC),
st Y Y ary + Yo Y aai<b—z
0<k<l jEC}, I<k<i jECY,
dowix; <1y k=0,...,i—1
j€0y
fi(z) = minag — >0 Yoz — >0 > aja]
0<k<l jEC, I<k<i jECY,
st > Yaxi<b—(z+u))
0<k<i jEC),
dowix; <y kE=0,...,i—1
jeCy,
filz) = Hlz+w) — > > oy
I<k<i jEC),

fiz) = filz+u) — fi(u)

Por consiguiente la proposiciéon queda probada.

5.2.1. Relaciéon del SIL y la Funcién Superaditiva

En esta subseccion se desarrolla la relacion entre el concepto de SIL y la funcion

superaditiva. Para entender el vinculo se proporciona la siguiente definicién

Definicién 5.2.6. La funcion de lifting f (z) respecto de la desigualdad valida 3.6
para X° (3.5), se define como f (2) = fi (2) V2 e Z (Gu [40]).

Se hace notar que f(z) es independiente del orden en que se seleccionan las
variables que van a ser lifteadas y de la colecciéon de restricciones asociadas a los
subconjuntos C1, . .., C;. La afirmacion dada es valida, ya que cada vez que se realiza la
maximizacion de h; (z) (formulacion 3.11) y la minimizacion de f; (2) (formulacion 3.12)
se efectiian en etapas sucesivas e independientes para cada i = 1,...,t. Ademaés, todas
las variables z;, j e C; e ¢ = 1,...,t se asume que son lifteadas de forma simultanea.
Entonces, se puede plantear que f (z) = f;(z) para todo ze Z e i = 2,...,t. Por

consiguiente, durante el proceso secuencial de lifting sobre las variables que pertenecen
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a cada subconjunto Cy, Cy, ..., C;_1, Cy; se infieren los coeficientes de lifting de manera
independiente respecto del orden del conjunto {C1,...,C;} (Gu [40]). Lo anterior se

expresa en la siguiente definicion.

Definicién 5.2.7. Si la funcion f(z) = f;(z) para todo ze Z, i = 2,...,t e
independiente del proceso secuencial de lifting, se dice que el proceso de lifting es

independiente del orden en que se realiza (Gu [40]).

Teorema 5.2.8. Sea una funcion f (z) superaditiva en todo Z, entonces el proceso de

lifting es independiente de la secuencia en que se realiza (Gu [40]).

. * 22 * P ”
Prueba : Sea z ¢ Z, y sea z* una solucién de 3.12 con u* =} . a;z}. Segin

lo probado en la proposicion 5.2.5:

fi(2) = fia(z+u") — fioa(u"),

y por la propiedad de superaditividad de la funcion f (2):

fici (z4+u") = fica(2) + fioa (u¥),

resulta f;(z)>fi_1(z). Por otra parte, con la propiedad 5.2.4 se tiene : f;_1(2)>fi(2),
entonces se obtiene:

fz(Z) = fi—l(Z)

Luego el teorema queda demostrado.

Se observa que el beneficio de contar con una funciéon de lifting superaditiva, radica
en que se incrementa la eficiencia computacional en el calculo de todas las variables
que se van a liftear. Sin embargo, Gu ([40]) demostré que la mayoria de las funciones
de lifting no responden a la propiedad de superaditividad (teorema 5.2.8), no obstante
a esta desventaja este mismo autor probd que se puede utilizar la caracteristica de
seleccion independiente del proceso de lifting, si se tiene un conjunto de funciones de
lifting superaditivas validas. A continuacion se presenta una definicion de esta clase de

funciones.

Definicion 5.2.9. Sea g : R™ — R con meZ"\{0}. Una funcion superaditiva g (z)se le
denomina funcion de lifting superaditiva valida para una funcion f (z),si g (2) <f (2) en zeZ
(Gu [40]).

A esta clase de funciones g (z), se les piden que cumplan con una serie de requisitos
para que pueda sustituir a la funcién superaditiva f(z). Gu [40| mostr6 que los

requerimientos que deben cumplir cada g (z) deben ser los siguientes:
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1. Si ¢g(2) es una funcion de lifting superaditiva valida y si «; con j e C; es tal
que h; (z) <g(z) para todoi =1,...,t, entonces la desigualdad 3.7 es valida para

el conjunto de soluciones admisibles X (descripcion 3.4).

Esta propiedad menciona la exigencia de la validez de la funcion ¢ (z) para el

proceso de lifting.

2. Gu [40] demostr6 que la existencia de la funcion ¢(z) debe cumplir con lo

siguiente:

a) Se define una funcion v (z) de la siguiente manera:

v(z) =mingez {f (z4+u)— f(u) : z24+ueZ} VzeZ,

b) La funcion « (z) es una funcion de lifting superaditiva valida.

Gu [40] mostro que si g (z) contiene las caracteristicas de la funcion «y (z), entonces

se demuestra su existencia.

3. Otra propiedad que se le pide a g (z) es aquella que se refiere a que la funcién no
sea dominada por otra funcion de lifting superaditiva valida ¢’ (z), es decir, no se
permite que g (2) <¢’ (2) para todo ze Z y tampoco se permite g (2') <¢’ (2’) para
algin 2’ € Z.

Esta propiedad provee a la funcion de lifting superaditiva vélida g (z) que sea
unica.

4. La ultima propiedad que se le solicita a g (z) es aquella relacionada con la
maximalidad. La maximalidad de g (z) se expresa del siguiente modo:

Se define el conjunto F como sigue:

E={zecZ: fi(2)=f(2) Vi=1,...,t,
VC,...,C,

y cualquier secuencia de lifting  }

, luego se dice que g (z) es una funcion de lifting superaditiva vélida y méxima
si g(z) = f(z) para todo z e E. Se observa que si f(z) es una funcion

superaditiva F = Z , y que si v (z) = f (z) entonces z ¢ E.

Esta propiedad dota a ¢ (z) con la posibilidad de inferir un conjunto tnico de

coeficientes de lifting.
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Gu [40] dio las pruebas formales de estas cuatro condiciones y no se demuestran en
esta tesis. Sin embargo, estos requisitos se utilizan para una mejor comprensiéon de la

seccion siguiente en contexto del modelo PCKP.

9.3. Funciéon Aproximada de Lifting g (z)

Esta seccion presenta el desarrollo que realizo Gu [40], para determinar la funcién

de lifting valida que facilita la obtencion de los coeficientes de lifting de un KP.

Sea X un conjunto de soluciones admisibles para el KP con variables de decision

binarias. La envoltura convexa conv (X) se describe de la siguiente manera:

X:{xe{O,l}'Nl : Zajwjgbyaj,beR+} (5.1)
JEN
La descripcion de N es el mismo conjunto de indices de la seccion 3.3.

Sea un conjunto C'c N descrito como un cover minimal (seccion 3.3), el cual se

vuelve a presentar como desigualdad en esta seccion:

> a<C] -1, (5.2)

jeC

La desigualdad 5.2 es valida para el politopo 5.1, y define una faceta para la

envoltura convexa conv (X°) descrita por:

on{xe {0,117 Y ajzi<by a;, bdR*} (5.3)
jecC

luego, X°c Xy conv (X?) c conv (X).

Un proceso de fortalecimiento de la desigualdad 5.2 se realiza con la desigualdad

3.15, la cual se muestra otra vez en este capitulo:

ij + Z ajz; < |C]—1, (5.4)

JjEC JEN\C

La desigualdad 5.4 se interpreta como una desigualdad que representa a un proceso
de lifting secuencial que se inicia con la desigualdad 5.2 y que luego se robustece de

forma sucesiva con todas aquellas variables que pertenecen al conjunto N \ C.
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En base a lo visto en la seccion 3.4 se expresa la desigualdad 5.4 como la funcion de
lifting f (2) que se pretende determinar. El conjunto N \ C' se puede particionar en una
coleccion de subconjuntos disjuntos tal que: I = {1,...,t}, (N \ C) = U,.,C;, C;NCy, =
¢ para todo j, kel y cada C; = {j;} con jel; y se aplica el proceso de lifting de manera
secuencial sobre las variable z; con el siguiente orden j = 1,...,¢. Luego, la desigualdad

5.4 toma la siguiente expresion:

Yorp + Y ary < |C] =1

jec JEN\C

s.t ECLJ'SL’J' <b

JEN

Zl‘j + ozjimji + Z OéijIij < |C| — 1 ] = 1, e ,t
jec 1<k<s (55)
st D ary + apry + )0 ajw, <b

jec 1<k<i

Odjix]'iglcy_l_ ij_ ZOéjka’jk 1=1,...,1

jec 1<k<i
st oajxzy, + Y.ajxy + Y, a;,x5, <b
jec 1<k<i
Para obtener el coeficiente de lifting «; de la desigualdad 5.5 se procede a
aplicar el procedimiento de Gu [40], que consiste en inferir el maximo valor que puede

alcanzar este coeficiente. Para determinar lo anterior, se define la funcion h; (2)

parai = 1,...,t descrita por:
hi(z) = mazx o,z
stajr;, = z (5.6)
Zj, € {O, 1} .

en que z e Z con Z = [0,b]; y se define la funcion f; (z) coni = 1,...;ty jeC U
{j1, .-+, ji—1} descrita como (Gu [40]):

Ji (z) = min ‘C’ -1 - ij - Z Q. Ly,

jec 1<k<i
st Yoajx; + Y ajz;, <b—z (5.7)
jec 1<k<i

Zje {0,1}

La restriccion del problema 5.6 puede tomar los siguientes valores: si z;, = 0, z = 0;
y si z;, = 1, z = aj,. Por consiguiente h; (0) = 0 y h;(a;;) = «j,. Luego, para

obtener una faceta inducida a partir del cover minimal 5.2 y que sea valida para 5.1, el
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coeficiente de lifting o, debe ser igual a f; (a;,), para que alcance su maximo valor, es
decir h; (2) = f; (z) (Gu [40]).
Se procede a continuacion a mostrar f (z) = f; (z)coni = 1,...,t como una funciéon

de lifting: sea Z = [0, b] y la funcion de lifting f (z) expresada como:

f(z) = [Cl=1=3x,
jec
st >lajrj<h — z (5.8)
JeC

:L’je{O,l},jeC

El problema 5.8 se puede reescribir en base a la siguiente notacion. Sea el conjunto
cover minimal C' definido como C = {1,2,...,r}, para que represente el orden de los
coeficientes asociado a las variables de decision, es decir : a; > as >...>a,. Se define el

exceso A respecto de la capacidad b como A = > — b. Se definen los siguientes

jec @j

parametros incrementales como : pog = 0, u; = Y apconi=1,...,r.

1<h<i
Si los coeficientes a; son ordenados de forma no creciente, es decir: a; > a;,1 con i =
1,...,r — 1, siempre hay una solucion 6ptima z para f (z) tal que 1 <xo<...<z,. Se

tiene entonces que 5.8 toma la siguiente expresion:

0 st O<z<pur—A
f(z) = , (5.9)
h st pup—A<z<pper—A h=1...,r—1

La funcion 5.9 representa a la funcion 5.8 por medio de una funcién escalon.
Sin embargo f(z), asi definida, no es en general una funcion superaditiva en todo
Z (Gu [40]). Para resolver este problema, Gu [40] propuso la siguiente funcion de lifting

superaditiva valida g (z) para reemplazar a f (2):

0 stz=20
g(z)=qh Si i — A< 2 < flhg1 — A h=0,...,r—1 (5.10)
h — (Mh_)\p—tph_z) Stpp —A<z<Upte1 —A+pp h=1,...,r—1
con pp, = max {0,ap41 — (a3 — A\)} parah =0,...,7 — 1. Se muestra en la figura 5.1 un

esquema general de la funcion de lifting valida g (z), en donde se hace notar que la
cantidad de tramos pendientes y tramos mesetas variara segiin el niimero de elementos

del conjunto cover C, de los coeficientes a; con j e C' y de la capacidad b del knapsack.
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Figura 5.1: Esquema general de la forma que toma la funcién superaditiva vélida de lifting g (z)(Gu
[40]).

Gu[40] demostro que g (z) definida como en 5.10, cumple con todos los requisitos
de ser una funcion de lifting superaditiva valida. El siguiente teorema contiene las ideas

mencionadas.

Teorema 5.3.1. La funcion g (z) (5.10) es una funcion de lifting superaditiva valida
para la funcion f(z) si g (z) cumple los requisitos de dominancia y maximalidad en
todo z € [0, b](Gu [40]).

La prueba de este teorema no se presenta en esta tesis (ver prueba en Gu [40]),
y solo se menciona que la funcion g (z) es una "buena" funcion de lifting superaditiva
valida en el sentido que cuenta con las caracteristicas de dominancia y maximalidad.
Luego la desigualdad 5.4 puede ser reescrita a partir de la ecuacion 5.10, tomando la
siguiente expresion:
> oxp+ > glay)-a< |C] -1 (5.11)
JjeEC JEN\C
Por consiguiente, desigualdad 5.11 corresponde a una desigualdad valida para
conv (X) (ver ecuacion 5.1). Segin lo analizado por Gu [40], la desigualdad 5.11 no
necesariamente define una faceta para 5.1, pero a partir de ella se pueden obtener

coeficientes de lifting que no se obtendrian mediante un proceso de lifting secuencial.

9.4. Relajacion del PCKP a un KP

En esta seccion se presentan los fundamentos para extender la caracteristica de la

funcion de lifting superaditiva valida ¢ (z) (5.10) sobre una descripcion PCKP.
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Sea X un conjunto de soluciones factibles para un PCKP con variables de decision

binarias. La envoltura convexa conv (X) se describe de la siguiente manera:

X = { ze{0, 1} Y- ajxj<b, ajybeR*,
JEN

Ti =Ty, i<j7

ei,jeNcZt }

(5.12)

Plantear una funcion de lifting superaditiva valida para la descripcion 5.12 esta
fuera de los objetivos de esta tesis. Como alternativa para el robustecimiento de un
cover inducido minimal, se aprovecha el proceso de la construccion de la relajacion del
PCKP a una KP para obtener los coeficientes de lifting con la desigualdad 5.11. La

idea de la relajacion se expresa en el cuadro 5.1:

Modelo PCKP y la Relajacién a una Formulacién KP

Max Zpoxp = Y, CTj max zZxp = ., GTj
JEN jEM
sty ajzj<b st ajxy<b
JEN jeEM
T >xj, i<j, i,jeN ze {0,1}1M
ze {0,131V ajybeR*
ajybeRT ¢ eR
Cj € R
(a): Formulacion PCKP . (b): Formulacion KP.

Cuadro 5.1: Este cuadro muestra la idea que se busca aplicar sobre la formulacion PCKP para
obtener una version relajada en forma de un KP. El conjunto de indices agregados M debe cumplir
conpg M c N.

Para la realizacion de la relajacion se deben plantear ciertos requisitos entre los
coeficientes a; y ¢; de una formulacion PCKP y los coeficientes agregados a; y c; de
la formulacion del KP, tal que se preserve la admisibilidad de una soluciéon entera en
ambas formulaciones. En base a las definiciones y conceptos de teoria de conjuntos y
grafos vistas en las secciones 4.2 y 4.3, se provee una coleccion de propiedades que

establecen las condiciones que vinculan los parametros originales y agregados.

El conjunto N y los pardmetros a; , ¢; y b son idénticos a los que se definieron en

la seccion 4.1.

Definicién 5.4.1. Se define un conjunto de indices de agregaciéon M tal que M c N
(IM] < |NT).

La siguiente definicién se asocia a un conjunto de subconjuntos propios.
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Definicién 5.4.2. Se define un conjunto S; ¢ N con ¢ ¢ M tal que: S; N S; = ¢ para
todoi # jeM, y Uy S; = N.

La definicién que se provee a continuacion se relaciona con el peso de un conjunto

respecto de los coeficientes a;.

Definicién 5.4.3. Se define el peso del conjunto .S; como: W (S;) = >

jes; aj.

A partir de las definiciones dadas se observa que la coleccion de subconjunto S;
induce una particion propia sobre N, y a su vez cada subconjunto tiene su propio peso.
Se presenta una proposicion que asocia el peso del subconjunto S; con i e M y el

peso del conjunto N.

Proposicién 5.4.4. Sea el conjunto S; definido en 5.4.3 se tiene entonces que
W (UJGI\/IS_]> — W (N).

prueba: De las definiciones 5.4.2 y 5.4.3 se puede plantear que W (U,cnS;)
> e W (S)), debido a que S;NS; = ¢ para todo i # jeM. Luego > _, W (Sj)
D e Zkesj ar y como U, S; = N se tiene entonces que ) Zkesj ap =
> en @i. Por consiguiente Y, a; = W (N).

lEN

La siguiente proposicion presenta la prueba de la admisibilidad de una solucion entera

para las dos formulaciones del cuadro 5.1.

Proposicion 5.4.5. Sea z una solucion BIP admisible en la formulacion PCKP (cuadro
5.1, (a)). Si se induce una particiéon propia en base al conjunto S; definido en 5.4.2 sobre
el grafo dirigido que representa al PCKP, se cumple entonces que la soluciéon z también

es admisible en la formulaciéon KP (cuadro 5.1, (b)).

prueba: De la solucion admisible BIP de una formulacion PCKP, se pueden determi-
nar dos subconjuntos:
U={jeN :z;=1},conUcNyL={jeN : z; =0}, conLcN. Se descarta
el conjunto L y se utiliza el conjunto U para la prueba de la proposicion.
Si se aplica una particion propia sobre el grafo dirigido G (V (U), A (U)) en base
a la definicion de T (i) conie U (definicién en cuadro 4.1) por medio del siguiente

pseudocodigo:

k=1; M=¢
while jr eV (U){
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Tk (jk)={jr} U R(jk)
V(U)=V(U\Tx (k)
AU)={(i;m): i, m € V(U)}
if V(U)# ¢{

M =M U {ji}. k++. continue.
Yelsed{

stop

Por la construccion de T} (ji), se cumple que T (jx) N Tpy1 (Jos1) = ¢y k =
1,...,|M|—1 con M conjunto de indices que representa a la raiz j; de cada T}, (ji)-
Luego se cumple que U,c, Tk (jx) = U y por la proposicién 5.2.4 se cumple
que W (Upen Tk (Jk)) = W (U). Si a cada coeficiente relajado a; de la formulacion
5.1 (b) se le asocia el peso del cono invertido T}, (ji) con raiz ji, se tiene entonces
que a; = W(Tx(jx)) = Xicr(,) @ Ademss a cada @; le corresponde una
componente z; del vector solucion z. Luego se forma a;x;, j =1,...,|M|y McU,
que corresponde a cada componente de la restriccion de knapsack del KP del
cuadro 5.1 (b). El mismo criterio y las mismas variables de decision se aplica
en cada coeficiente agregado ¢; con la diferencia de que ¢; = W (T} (jx)) =
ZLETk(jk) ¢;. Debido al proceso de construccion de la particion inducida sobre el
grafo G se produce una coleccion de subconjuntos propios, con pesos propios,
coeficientes agregados y variables de decision tinicas. Por consiguiente se reproduce

el modelo matemético del KP en el cuadro 5.1 (b).

De este manera la proposicién queda demostrada.

Las proposiciones 5.4.4 y 5.4.5 seran de gran utilidad en la siguiente seccién, ya que

permitiran justificar el proceso constructivo de la relajacion en la obtencion de la funcion

de lifting g (2) (5.11) y la obtencion de los coeficientes de lifting.

Heuristica de Relajacién y Lifting

Esta heuristica se basa en aprovechar el proceso constructivo de la relajacion de

un PCKP a un KP, para determinar una funcion de lifting superaditiva valida g (z)

(funcion 5.10); la maximizacion de ésta y una coleccion de parametros agregados que

al ser evaluados en g (z) se infieren los coeficientes de lifting.
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Antes de explicar la heuristica de relajacion se ilustra en la seccioén siguiente la

metodologia que permite maximizar la funcion g (2).

5.5.1. Maximizacion de la Funcién ¢ (z)

La finalidad de maximizar el area bajo la curva de la funcion g (z) se motiva por
la necesidad de incrementar la eficiencia en la obtencion de coeficientes de lifting lo
méas grande posible y de mejorar, ademas, la eficiencia en la obtencién de una mayor
cantidad de coeficientes de lifting que sean distintos de cero. Para lograr lo anterior se
desarroll6 en esta tesis, un estudio para determinar la manera de maximizar la integral
del area bajo la curva de g (z) como via para para alcanzar los objetivos propuestos.
Al observa g (z) en la figura 5.1 y su expresion algebraica 5.10 se puede apreciar que la
aplicacion de la maximizacion tradicional no presenta un gran beneficio para cumplir

los objetivos sobre ¢(z), ya que esta funcién no es continua en el intervalo [0, b];

dg(z) 9%g(2)
Y Toz 5 To2:

5.1 y expresion 5.10). En vista de esta desventaja se requiri6 de un nuevo enfoque en

son distintas en los puntos ppi1 — Ay fpr1 — A + ppya (ver figura

la determinacion de la maximizacion de la integral g (z) y que se fundamenta en tres

aspectos:

1. Disponer de la descripcion poliedral del PCKP.
2. Disponer de una solucion LP del PCKP.

3. Disponer de una heuristica que emita un CIM.

Luego, el problema de la maximizacion de la funciéon de lifting se formula en base a
la siguiente pregunta: ;Cudl es la mejor forma de inferir una coleccién de parametros
agregados del grafo dirigido G (V (CIM),A(CIM)) que maximicen el area bajo la

curva de la funcion de lifting superaditiva valida g (z)?

Para dar respuesta a esta pregunta se resolvié a través de dos etapas sucesivas, que

se explican a continuacién:

1. Los elementos del CIM serviran para forma los indices de los pardmetros agrega-
dos que se van a determinar. Por ejemplo, el conjunto CIM = {0,1,2,3} (asociado
a los nodos de la figura 4.4) representard a los indices de los paramet-
ros agregados. Ademés, al conjunto de indices se le denotard por I.;,, =
{ieCIM} con Iy, cV (CIM).
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2. Determinado el conjunto I.;,,, cabe preguntarse ;de qué manera se asignan los
coeficientes a; con i ¢ T (CIM) para formar los coeficientes agregados a;? La

respuesta puede ser provista en varias etapas:

a) Cada parametro agregado a; con i€ I, se computa en funcion del peso del

subconjunto propio A; ¢ T (CIM) con i e Iy, tal que a; = W (4;).

b) El namero de subconjuntos A; es igual a |I.;,,| y a su vez el primer elemento
que se asigna a cada A; es el coeficiente a; con i e CIM. Por ejemplo, para
el conjunto de indices CIM = {0,1,2,3} se tiene que: Ay = {ap}, 41 =
{ar}, A = {a2} y A3 = {as}.

¢) Lo que queda por responder es como se asigna y cudl es la mejor manera de
asignar cada a; con i e R (CIM) entre los subconjuntos A; con j e Iy, para

maximizar la integral de g (2).

La manera de asignar cada a; con i ¢ R(CIM) y a su vez hacerlo de la mejor
forma para maximizar el peso de cada A, estd condicionada a las precedencias
del grafo G(V (CIM),A(CIM)). El modo general de distribuir a; sobre algin
subconjunto A; se hace en funcién de la definicion Sc (i) (ver cuadro 4.1) que
para este caso se escribe como Sy, (i) = {jelc @ (i,7) e A(CIM)}. Una vez
asignado aj con ke Si,,,, (k) en algin A; se repite el mismo proceso para el resto
de los a; con ie R(CIM) \ (U

distribuyendo. Sin embargo, la distribucion de los elementos a; asi vista no garantiza

icleinAj) hasta que no queden elementos para seguir
que los coeficientes agregados que resulten sean los mejores para maximizar la integral

de g (2), y solo se ha logrado respetar las precedencias del grafo inducido G (CIM).

En esta tesis se encontr6 que una manera viable de maximizar la integral del area
bajo la curva de g (z) consistié en determinar un criterio que pueda producir parametros
agregados con montos semejantes entre ellos. Esta restriccion adicional, durante la
construccion de los A; con jelsy, surgio de suponer que se pueden obtener pardmetros
agregados de igual monto en base al promedio inferido entre el cociente del peso del
grafo G (V (CIM),A(CIM))y el namero de parametros agregados, lo que de manera

formal queda expresado por:

> aj
~ _ (W(G(CIM))\ _ [ jeT(CIM) )
% = ( [Icra] > - ( [Tcral ) telorm (5.13)

si bien esta expresion no considera las precedencias del grafo G (V (CIM), A(CIM)), si

permite establecer una condicion adicional en la distribucion de a; con ie R (C'IM) sobre
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cada A; . Esta condicién consiste en que durante el proceso de asignacion y construccion
de A;, se trate de preservar la similitud de los montos de los pesos acumulados
entre cada W (4;). Este criterio tiende a generar coeficientes agregados a; similares
a los a; de la relacion 5.13. Sin embargo esta tendencia no esta garantizada que siempre
se pueda lograr, debido a las precedencias de G (V (CIM),A(CIM))y los montos de
cada a; conieT (CIM).

Se ilustra un ejemplo de la maximizacion de la integral de g (z) en base a la figura
4.1 y el conjunto CIM = {0,1,2,3}. En el cuadro 5.2 se presentan varias versiones
de A; con ie Iz En la fila (a) se muestra el resultado del criterio de distribucion
propuesto que se realizo en el siguiente orden: 11 — 14 -6 -4 — 12 - 10 - 9 —
13 -+ 5 — 7 — 8. En la misma figura, pero en la fila (b) se sigui6 la secuencia 0 — 1 —
2 — 3, para luego formar 7' (0), T' (1), T'(2) y T (3). La fila (c) siguio la secuencia 3 —
2 — 1 — 0, para luego obtener los conjuntos 7" (3), 7' (2), T'(1) y T (0).

Subconjuntos Propios Asociados a cada Configuraciéon de g (z)

g(2) Ay Ay Ay As

(a) {a0,a4,a10,a9} {a1,a11,a12,a5} | {a2,a6,a13} {a3,a14,a7,as}

(b) {ao0,a4,as,a9,a10,a11} {a1,a6,a12} {a2,a7,a13} {a3,as,a14}

(c) {ao,a4,a9} {a1,a5} {a2} {a3,a6,a7,a8,a10,011, 012,013,014}

Cuadro 5.2: Se exhibe el resultado de varias formas de obtener una coleccién de subconjuntos propios

A;conielg;y.

El cuadro 5.3 muestra el monto de cada parametro agregado respecto del modo que

se formo en el cuadro 5.2.

Parametros Agregados e Integral de g (z)
g(2) | ao a as a3 fob g (2)dz
a) 4.00 | 4.00 | 3.00 | 4.00 20.00
) 6.00 | 3.00 | 3.00 | 3.00 15.00
c) 3.00 | 2.00 | 1.00 | 9.00 7.00
) 3.75 | 3.75 | 3.75 | 3.75 22.00

Cuadro 5.3: Se muestra los pardmetros agregados de las distintas versiones de g (z). Se agrega la
fila (d) con la formacién de g (z) calculada por el valor promedio de cada coeficiente agregado evaluado
en 5.13.

Se observa del cuadro 5.3 que los parametros de la filas (a) se aproximan a los

parametros de la fila (d). La figura 5.2 ilustra la forma que adquiere g (z) para las

distintas formaciones del cuadro 5.3.
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. Gréficos de funciones de Lifting: g (a)(z) : g(b)(z), g(c)(z) y g(d)(z)

Area bajo la curva de g (a)(z) =20.00

3 = .
Area bajo la curva de g (b)(z) =15.00

2.

;)

" Area bajo la curva de g (C)(z) = 7.00

N

| Area bajola curva. .de.g (d)(z)

9(2) 5

0.5

0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 5.2: El gréfico organiza cuatro curvas superpuestas de las formaciones: (a), (b), (c) y (d)
del cuadro 5.3. Ademés se muestra el monto del area bajo la curva de cada configuracion de g (z)

calculada en el cuadro 5.3.

Se observa que el monto del 4rea bajo la curva de g(q) (2) tiende a parecerse al drea

bajo la curva de g (2).

5.5.2. EtapaldelaRelajaciéon: Maximizacion dela Integral de g(z)

La primera etapa de la relajacion consiste en determinar una funciéon de lifting
superaditiva vélida g (z) y su maximizacion en base a lo visto en la subseccion 5.5.1.

La implementacion de esta fase se explica en dos etapas:

1. La primera etapa consiste en que dado un conjunto CIM, inferido de una de las

cuatro heurfsticas de la seccion 4.7 se procede a formar un grafo dirigido e inducido
por CIM descrito por G (V (CIM),A(CIM)) c G (V (N),A(N)).

2. La segunda etapa resuelve el problema de la formacion de los mejores paradmetros
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agregados que se usan para la maximizacion del area bajo la curva de g (2). Esta

etapa se presenta como pseudocodigo.

@)

Al igual que en la subseccion 5.5.1 se inicializa cada subconjunto A; =
{a;} con ie I.;. Se obtiene el peso inicial de cada parametro agregado, es

decir a; = W (4;) con i e I.;,,. Luego se actualizan los siguientes conjuntos:

V (CIM) =V (CIM)\ ( U Ai), A(CIM) ={(i,§): i, jeV (CIM)}y G (CIM) =

i€lorm
G (V (CIM),A(CIM)).
Todos los elementos a; con ie V (CIM) se ordenan de forma no creciente.

Se selecciona aquel elemento ay=max ey i {1}
Se determina el conjunto Sy, (k) ={j e lesn : (k,j) e A(CIM)}.

Se distribuye aj sobre A; con ie Sy, (k) que tenga el minimo peso

acumulado. De modo formal :

L M = MiNpes, ., w{W (An)}. En caso de haber subconjuntos con igual

peso, la asignacion se realiza sobre cualquiera de ellos.

Se hace la actualizacion de los siguientes conjuntos:

V(CIM) = V(CIM) \ {k}, A(CIM) = {(i,§) : i, jeV(CIM)} y G(CIM) =
G (V (CIM), A(CIM)).

Se retorna al punto de secuencia b) mientras V (CIM) # ¢y se repiten
la mismas operaciones. Cuando V (CIM) = ¢ se detiene el proceso de
asignacion.

Finalizado el punto de secuencia g) se procede a emitir los subconjuntos
propios A; y los respectivos parametros agregados a; = W (A;) con ie Io;y.

Luego se determina la funcion de lifting superaditiva valida ¢ (z) maximizada.

A continuacién se presenta la segunda fase de la relajacién que permite calcular los

coeficientes de lifting en base a la funcion g () ya determinada.

5.5.3.

Etapall delaRelajacion: Lifting sobre Nuevos Paramet-

ros Agregados

Determinado la funcién de lifting valida ¢ (2) maximizada en la subseccion 5.5.2,

se procede a computar una nueva coleccion de los mejores parametros agregados, para
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los cuales se les calcula sus respectivos coeficientes de lifting. Del mismo modo que la

seccion 5.5.2, esta segunda fase de la relajacion se explica en dos etapas:

1. En la primera etapa se computan los conjuntos residuales de nodos y arcos; y un

grafo residual, los que se definen de la siguiente manera:
V(D) =V (N)\V(T(CIM)), A(D)={(i,j) : i, jeV (D)}
yG(D)=G(V(D),A(D)). El grafo residual G (D) c G (N).

2. Luego se implementa la segunda etapa que resuelve la obtenciéon de un nuevo

conjunto de los mejores parametros agregados. En esta etapas se explica por

medio del siguiente pseudocodigo.

a)
b)

¢)

Se ordena la solucion x} con ¢ e V (D) en una secuencia no creciente.
Se selecciona aquella variable de decision xj=maz oy ) {2} }-

Se determina el cono superior T (k) asociado a la variable z}, para luego
calcular su peso W (T (k)). A este peso se le asigna la notacion de parametro

agregado transitorio como: Gyransitorio = W (T (k)).

Se evalia Gyansitorio €0 g (z) para emitir un coeficiente agregado de lifting
transitorio definido por Viansitorio = 9 (Giransitorio). A continuacion se deter-
mina a que tramo pertenece Guransitorio €N €l dominio que define g (z) (ver
descripcion 5.10) sobre el intervalo [0,b]. La obtencion de estos dos
parametros transitorios tiene por finalidad analizar Si G ansitorio PEIrtenece
a algin tramo meseta o a algin tramo pendiente de ¢ (z) (figura
5.1). Si Guransitorio S€ e€ncuentra en algin tramo meseta se presenta la
posibilidad sacar algunos coeficientes a; con i € T (k), tal que se obtiene
el mismo Veransitorio = 9 (W (Lescargado (k))). Esta operacion se lleva a
cabo hasta cuando Yyansitorio = 9 (W (Lgescargado (k))) ingrese al primera
tramo pendiente que encuentre. Luego el altimo Tyescargado (K) se considera
para evaluar el coeficiente de lifting agregado. Por otro lado, si la primera
evaluacion de Viransitorio = 9 (Gtransitorio) da que pertenece a un tramo
pendiente, no se realiza ninguna descarga sobre T' (k) y se emite el coeficiente
de lifting asociado a este subconjunto. Las ideas anteriores se exhiben en el

siguiente pseudocddigo:

2. Si Yeransitorio = 9 (Qtransitorio) €s evaluado en cualquier tramo pendiente del
dominio de g (z) se emite como coeficiente de lifting agregado asociado
a la variable de decision zj, y se procede a rectificar los siguientes

conjuntos:
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- Se emite el coeficiente de lifting vx = ¢ (Guransitorio)-
C VD)=V (D)\T (k) , A(D)={(5,4) : i, j eV (D)} y G(D)=G(V(D),A(D)).
- Se reinician los computos desde el punto de secuencia 2.a).
1. Si Yeransitorio = 9 (Gtransitorio) €S evaluado en cualquier tramo meseta del
dominio de g (z), se descarga T (k) en base a los siguientes criterios: Se

ordenan los elementos a; con [ € T (k) en secuencia decreciente:

n<m, a,z>aq, Vn,meTl(k), p=|T(k)

an =20, = ... >CLZP

luego se realiza la verificacion y rectificacion sobre T (k):
q=1;
while g<p {
T(k)y=T(k)\ {a,}-
Z = Gtransitorio = W (T (k)) .
if pp —A<z<puper — M # tramo meseta
gq++. Se continfia descarga de T (k).
}
if pp —A<z<pp41 — A+ pp  {#tramo pendiente
Se detiene descarga de T (k) y
se emite 7 =g (T (k)).

}
Se procede a modificar los siguientes conjuntos:
© VD)=V (D)\T(k), AD)={(i,5): i,jeV(D)}y G(D)=G(V(D),A(D)).
- Se reinician los coémputos desde el punto de
secuencia 2.a).
e) Finalizado los sucesivos computos desde el punto de secuencia 2.a) al punto
de secuencia 2.d), se procede a emitir la coleccion de coeficientes de lifting

agregados asociados a sus respectivas variables de decision.

3. Una vez terminado los computos de la segunda fase del proceso de relajacion se

genera el corte para agregarlo al PCKP relajado.

9.6. Comentarios sobre la Heuristica de Relajacion

La primera etapa de la heuristica de relajacion presenta varias caracteristicas

interesantes. Las condiciones de orden y asignacion de los puntos de secuencia 2b) y 2e)
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(subseccion 5.5.2) del pseudocodigo permiten que se incremente la posibilidad de que
los parametros agregados que se formen tengan un valor semejante entre ellos. El
punto de secuencia 2d) (subseccion 5.5.2) garantiza que se respeten las precedencias del

grafo G (CIM) durante el proceso de distribucion de los elementos a; sobre algin A;.

La segunda etapa de la heuristica de relajacion exhibe varias caracteristicas para
destacar. Al observar el punto de secuencia 2.b) (subseccion 5.5.3), cada vez que se
selecciona una variable para ser lifteada se escoge aquella que presenta el mayor
valor posible, lo que implica un mayor aporte en el monto de violacién del corte que
se emite. El punto de secuencia 2.d) (subseccion 5.5.3) aprovecha la posibilidad de
descargar T (k) cuando el parametro agregado asociado a éste se encuentra en algun
tramo meseta de g (z). El efecto de poder descargar T (k), aumenta la posibilidad de
que el monto del siguiente parametro agregado a inferir sea igual o mayor al altimo
que se determind, y por ende el coeficiente de lifting sea también igual o mayor que el

altimo que se computo.

En las secciones 6.6 y 6.7 se puede observar en los graficos 1D de rendimiento (ver
definicion 6.4.3), el desempeno que realiza esta metodologia de lifting al robustecer una
desigualdad CIM y su impacto en la mejora de las formulaciones relajadas sobre un
grupo numeroso de ejemplos que representan a yacimientos simulados (definicion de

yacimiento simulado en seccion 6.2).
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Capitulo 6

Experimentacion y Analisis

6.1. Introduccién

En este capitulo se lleva a cabo una serie de experimentos relacionados con
mejorar la relajacion del PCKP al aplicar una cierta configuracion de corte y evaluar
el rendimiento de la refinacion en la integralidad de las soluciones emitidas. El
procedimiento que se utilizd para evaluar el rendimiento consistié en un benchmarking
sobre dos métricas de calidad que miden: la aproximacién del PCKP relajado al PCKP
original y el cierre del gap entre una solucién LP original y la nueva solucion LP que
resulta de mejorar la formulacion relajada de un PCKP. A su vez estas métricas tienen
su expresion grafica en perfiles de desempeno 1D (Moore E. [25]). Estos perfiles permiten
caracterizar, evaluar y determinar el comportamiento general de cual configuracion de
corte favorece mas en la refinacion del PCKP relajado para que emita la mejor solucion

que se aproxime a la solucién entera.

Para evaluar las métricas de calidad se debe disponer de los siguientes datos: una
solucion LP, una nueva soluciéon LP, una soluciéon BIP y qué configuraciéon de corte
se aplico. Esta informacion se recava en funciéon de un conjunto cuantioso y tnico de
instancias. Evaluada cada métrica de calidad se procede a su despliegue sobre un grafico

1D para iniciar el analisis cuantitativo y cualitativo de la eficiencia de los cortes usados.

Se hace notar que la cantidad de variables de cada instancia permitié obtener la

solucién entera 6ptima de cada una de ellas.

6.2. Descripcion de los Modelos de Yacimientos Simulados y

Reales

En esta seccion se describe un modelo de yacimiento simulado y la forma que se

obtienen los parametros de utilidad de la funcién objetivo ¢;, de la restriccion del
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knapsack a;, la capacidad del knapsack by el conjunto de restricciones de precedencias

de un modelo PCKP representado por la formulacion 4.1.

6.2.1. Modelo de Yacimientos Simulado

La forma de construir este tipo de instancia se basa en suponer que el yacimiento
se modela como un cubo tridimensional con sus tres dimensiones de igual tamano. Este
cubo se subdivide en un nimero entero de cubos més pequenos. Cada cubo pequeno
representa a una porcion aislada del yacimiento. La figura 6.1 muestra la forma que se

modela un yacimiento simulado:

z < >
-
— |
_—
Z —~ —
— |
. I Atributos bloque j
~— C . : utilidad anualizada.
~l | ~— i o
—l | a; : tonelaje mineral ,
\\\ —— tonelaje impurezas , etc.
—_|
Z

Figura 6.1: Modelo de un yacimiento simulado. Los pardametros c;, a; y b son los mismos de la

formulacion 4.1. En este ejemplo z = 5, luego n = 22 = 125. De este modo j = 1,...,125.

De la figura 6.1 se puede hacer una descripciéon formal del modelo. Cada bloque
representa a una porcion del yacimiento que se pretende explotar. A su vez, esta porcion
se modela como una variable binaria z; = {0,1} con j = 1,2,...,n y n representa
el nimero de bloques en que se discretiza el cubo (n = 23). La variable binaria
representa la accion de explotar la porcion del yacimiento (z; = 1) o de no explotar
tal porcion (z; = 0). En esta tesis se determinan 14 tipos de minas simuladas con z e A
,A={3,4,...,14} y AcZ". Para cada z ¢ A se calculan los parametros de la funciéon
objetivo, de la restriccion knapsack y la capacidad de éste. Cada pardmetro se considera
una variable aleatoria que se computa de una funcion de distribucion de probabilidades
que depende del nimero de semilla que se us6 para emitir el valor (EGIlib [9]). En esta

tesis se escoge el niimero de semilla s, tal que se S, S =1{0,1,2,...,39,40} y ScZ™.

El conjunto de restricciones de precedencia del PCKP se modela en base a una
coleccion de bloques predecesores y sucesores inmediatos segtin la posicién que se

encuentra el cubo pequeno dentro del cubo. La figura 6.2 presenta un esquema general
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de las precedencias de un bloque j dentro del modelo matemético de un yacimiento
ideal.

Conjunto genérico de
bloques predecesores
de bloque J.

Conjunto genérico de
blogques sucesores de
blogue J.

Conjunto genérico de
blogques predecesores
de bloque J.

Conjunto genérico de
bloques sucesores de
blogue J.

Conjunto genérico de
blogques predecesores
de blogque J.

Blogue J

Conjunto genérico de
bloques sucesores de
bloque J.

Figura 6.2: Representacion de una coleccién de predecesores y sucesores de un cubo pequefio de
la figura 6.1. El esquema (a) presenta el patron de predecesores y sucesores del cubo pequeno que se
encuentra al interior del cubo. El esquema (b) presenta el patrén de predecesores y sucesores del cubo
pequeno que se encuentra en una cara del cubo. El esquema (c) presenta el patron de predecesores
y sucesores del cubo pequeno que se encuentra en una esquina del cubo. El subindice Pred significa

Predecesor y el subindice Suce significa Sucesor.
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6.2.2. Modelo Yacimiento Real

La descripcion de las instancias que representan a los yacimientos reales siguen las
mismas caracteristicas expuestas para el modelo matematico descrito por Boland N.

[26] ¥ resumido en la secciéon 2.4.

6.3. Cortes y Ensamble con CPLEX

En esta seccion se presenta un esquema de la forma de generar un corte a partir
de una solucion LP emitida por CPLEX [4] y de la descripcion poliedral del problema
PCKP relajado. La presentacion se hace en base a un diagrama de flujo, que muestra
las etapas necesarios para producir un corte e introducirlo en la formulacion del PCKP
almacenado en CPLEX.

La figura 6.3 muestra un diagrama de flujo de produccién de cortes y su interaccion
con el solver CPLEX [4]:
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Preproceso de la
informacion de la Instancia

L.

Se escoge:

a) Instancia PCKP.

b) Heuristica de generacion de CIM
¢) Metedologia de lifting.

d) Factor de carga en knapsack

1

¥

Se introduce instancia en CPLEX
Se computa solucion: LP

I

Se construye grafo dirigido
de modelo PCKP

!

(FO(Lp,,) - FO(LP,)) > €
LP=LP,.,

Proceso de generacion y
validacion de corte

Grafo dirigido, solucionLP,;,
y heuristica de CIM se emite
desigualdad Cover Inducido
Minimal

Grafo dirigido, solucion LP,,

, desigualdad CIM y metodologia
de lifting se robustece CIM. Se
emite corte

[ Se valida corte ]

en poliedro del PCKP

hd

Se agrega corte a instancia. Se
emite nueva solucion relajada LP,,,,

Figura 6.3: Diagrama de flujo de produccion de cortes y el ensamble con el solver CPLEX. Se exhibe

las etapas de verificacion de validez del corte y su evaluaciéon en la mejora de la descripcion de la

relajacion del PCKP.

Si se observa el diagrama de flujo de la figura 6.3, siempre el corte que fortalece
al modelo PCKP relajado se agrega en la raiz del problema y no desde la dltima

iteracion que refin6 al PCKP relajado. Como en esta tesis se trabaja en la evaluacion

Se computa la diferencia entrc
el valor de la funcion objetivo
evaluada en las soluciones Lp,,
VIR e

(FO(LP,) - FO(1r,)) S €

(FO{1p,.) - FO(LP,,)) < €

new

Se emite solucidn relajada y refinada
LP

refinada

del rendimiento de la relajacion del PCKP, el efecto es el mismo.
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6.4. Benchmarking de la Configuraciones de Cortes

Esta seccion introduce la definicion de dos meétricas (indices) de calidad y su

expresion en perfiles de desempeno.

Definicién 6.4.1. Indice de Resolucién p;. El indice p, se determina del cociente
entre el valor de la funciéon objetivo del modelo 4.1 evaluado en una solucion BIP,
respecto del valor de la funcion objetivo evaluado en la nueva soluciéon LP emitida al

mejorar la relajacion del PCKP por alguna configuracion de corte.
Formalmente p; se expresa de la siguiente manera:

- Se define el conjunto de indices que representa a una colecciéon de cortes definido
por el siguiente conjunto: conf (k) = {(CIM + ML), y keZ* \ {0}}. En este
conjunto ML significan Metodologia de Lifting.

Pt = Zzﬁ,ﬁ ke conf (6.1)

- El simbolo Zg;p significa: Valor de la Funcion Objetivo evaluado en una soluciéon
BIP.

- El simbolo Z} p_ - significa: Valor de la Funcién Objetivo evaluada en una nueva
solucion LP, producto de la refinacion de la relajacion del PCKP por alguna

configuracion de Cortes k e conf.

La tabla 6.1 muestra un esquema general de como se infiere la informacion del
indice p; para todas las instancias y que después seran desplegadas sobre un grafico 1D

de desempenio (definicion 6.4.3).
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Formacién de Combinaciones CIM+ML para el Indice P1

Instancias conf(1) conf(2) ... conf(n)
. . conf(1) conf(2)) < wnf(n))
instancia; (/’1 )mstamial (pl imstamciay T P1 instancia,
instancia: ( w"f(l)) ( w"f(2>) ............. ( w"f("))
2 P1 instanciag P1 instanciag P1 instanciag
instancia; ( wnf(l)) ( conf@)) ............. ( Conf("))
J P1 instancia; P1 instancia; P1 instancia;
instancia < conf(l)) ( conf(2)> ............. ( conf(n))
m 1 instanciam ! instanciam, 1 instanciam
A P1 P1 P1
Area Aconf(l) Aconf(2) ............. Aconf(n)

Cuadro 6.1: Tabla resumen de la evaluaciéon de indice p; respecto de cada instancia y de cada
configuracion de corte para la construccion del perfil de desempeio (definicion 6.4.3). El valor del area

bajo la curva de un perfil de desempeno se simboliza por Af:mf(k) = Z;’;l (p‘jonf(k)> yk =
AT instancia;

1,...,n.

El significado de p; se entiende del valor limite que puede tomar este indice.
Cuando p; — 1 quiere decir que la refinacion del PCKP relajado logré aproximarse
a la formulacion del PCKP original, y la nueva solucion LP es igual a la solucion
entera. En caso contrario, si p; < 1 la refinacién sobre el PCKP relajado alcanzo solo a
aproximarse a la formulacion del PCKP original, y de forma semejante lo hace la nueva

soluciéon LP.

La ultima fila de la tabla 6.1 corresponde al 4rea bajo la curva de cada perfil de
desempeno (definicion 6.4.3) sobre un mismo grupo de instancias. La configuracion que
presenta el mayor valor de la integral de la curva se interpreta como aquella que produce,
en términos esperados, el mejor refinamiento del PCKP relajado. Ademas, el valor del
area bajo la curva se pueden ordenar de forma creciente y en funcion de este orden se
pueden computar y comparar los incrementos de area, para asi inferir por cuanto una

configuracion de corte es mejor que la otra.

Definicion 6.4.2. Indice de Gap p,. El indice p, se determina entre el cociente de la
diferencia del valor de la funcién objetivo del modelo 4.1 evaluado en la nueva solucion
LP emitida al mejorar la formulacion relajada por alguna configuracion de corte y la
solucion LP original, respecto de la diferencia del valor de la funcién objetivo evaluada

en una solucion LP original y la solucion BIP.
A continuacién se presenta la expresion del indice p, :
- Se usa el mismo conjunto conf definido 6.4.1.
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zk -z
Pk = S YT T ZLLPP ke conf (6.2)

- El simbolo Zg;p significa: Valor de la Funcion Objetivo evaluado en una soluciéon
BIP.

- El simbolo Z} p_ - significa: Valor de la Funcién Objetivo evaluada en una nueva
solucion LP, producto de la refinacién de la relajacion del PCKP por alguna

configuracion de Corte k e conf.

- El simbolo Zp significa: Valor de la Funcion Objetivo evaluado en una soluciéon

LP original.

La tabla 6.2 muestra un esquema general de como se calcula la informacién del

indice p, para todas las instancias.

Formacién de Combinaciones CIM+ ML para el indice Po

Instancias conf(1) conf(2) ... conf(n)
. . con f(1) conf(2)) ( conf(n))
instancia, (p2 )instancial (p2 instanciay P2 instanciay
instancia: ( Conf(l)) ( Conf(Q)) ............. < mnf(n))
2 P2 instanciag P2 instanciag P2 instanciag
instancia; ( conf(l)) ( Conf(2)> ............. ( C(mf(n)>
J P2 instancia; P2 instancia; P2 instancia;
instancia ( co"ﬂl)) ( Conf(g)) ............. ( Co"f(n)>
m P2 instancia.m, Pa nstanciam, P2 instancia.m,
A P2 P2 P2
Area Aconf(l) Awnf(g) ............. Awnf(n)

Cuadro 6.2: Tabla resumen de la evaluaciéon de indice p, respecto de cada instancia y de cada

configuracion de corte para la construccion del perfil de desempeno. El valor del area bajo la curva de

m conf(k)

un perfil de desempeiio se simboliza por Aiznf(k) = Zj:l (p2 yk=1,...,n.

) instancia;

El significado del indice p, se entiende del valor limite que puede alcanzar.
Cuando p, — 1 la brecha entre la nueva solucion LP y la solucion LP original es
la misma que la brecha entre la solucion BIP y la solucion LP original, lo que se
interpreta que la configuracion de corte usada sobre el PCKP relajado, consigue cerrar
la brecha entre la solucion LP original y la solucion BIP. Por otro lado si p, — 0 la
brecha entre la nueva solucién LP y la solucién LP original es nula, lo que significa
que la configuracion de corte aplicada no consigue mejorar la relajacion del PCKP. Un
valor intermedio de p, € [0, 1] significa que la nueva solucién LP, solo cerr6 una fraccion

de la brecha que hay entre la soluciéon LP original y la soluciéon BIP. Por consiguiente,
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a una mayor brecha entre la solucién LP original y la nueva soluciéon LP, mejor es el

cierre del gap.

El valor del area bajo la curva del cuadro 6.2 se interpreta como el cierre promedio
del gap p,, respecto de la aplicacion de alguna configuracion de corte sobre el PCKP
relajado. Si se ordena de forma creciente el valor del area se puede discernir cual

configuracion de corte muestra el mejor rendimiento.

Definicién 6.4.3. Perfil de Desempeno. El perfil de desempeno se puede entender
como una funcion de distribucion acumulada de una métrica de calidad; y que sirve para
evaluar y analizar, en términos esperados, su comportamiento sobre un grupo numeroso
de diferentes instancias (More E.|25]).

La representacion grafica de una métrica de calidad como un perfil de desempetio, y
el area bajo la curva de ésta permiten minimizar el sesgo que pueden introducir ciertas
instancias en la determinacion de los parametros estadisticos estandar, es decir: un perfil
de rendimiento es insensible a un grupo pequeno de instancias y a cambios marginales

que pueden experimentar la mayoria de los ejemplos estudiados (More E.[25]).

6.5. Mejor Configuracion de a; y s sobre la Heuristica H3

La heuristica H3 depende de los parametros a; y as para emitir una desigualdad
CIM. Sobre estos parametros se realizé un proceso de sensibilizacion para estimar la

mejor configuracion en la obtencién de una solucion LP, que resulta de mejorar la
formulacion relajada del PCKP.

El anélisis llevado a cabo mostré que para una gran cantidad de configuraciones
de a1 y as resultd que se repitio la misma mejora sobre la relajacion de una instancia.
Este comportamiento se replico en todas las instancias de este anélisis. Se reconocieron
39 configuraciones en donde no se repetian las mismas mejoras en la relajacion de la

formulaciones. Luego se estructuro el siguiente andlisis de sensibilizacion:

1. Se sensibiliz6 con a; = 1.00 y a variando entre 0.00 y 1.00 con un paso de 0.05;
también se sensibilizd6 con as = 1.00 y «; variando entre 0.00 y 0.95 con un

incremento de 0.05.

2. Se utilizaron las metodologias de lifting de los capitulos 4 y 5; y la aplicacion
simultanea de ambas metodologias. El cuadro 6.3 presenta los cortes usados en

esta evaluacion.
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Configuraciones de Corte
H3CIM+MLKS
H3CIM+MLZ
H3CIM+MLKSZ
H3CIM+MLKS
H3CIM+MLZ
H3CIM+MLKSZ

Cuadro 6.3: Resumen de formacién de cortes para inferir la mejor configuracién de pardmetros orq

YV Qg en la heuristica H3. Las abreviaciones KS, Z y KSZ se definen en la seccién 6.6.

Una vez realizado todos los computos de sensibilizacion; se procedidé a construir un
grafico 1D para la métrica p; = p; (a1, ae) (definicion 6.4.1) y otro para la métrica p, =

p2 (a1, ) (definicion 6.4.2) con las siguientes caracteristicas:

- En el eje horizontal se despliega @1/a, con «; variando desde 0.00 a 1.00 con un
paso de 0.05 y ap, = 1.00. Se extiende este eje con los valores @1/a, con g variando
desde 0.95 a 0.05 con un paso de 0.05 y a; = 1.00.

- Se computa p; = p; (a1,az) para todas las configuraciones de «y y o, para
toda la colecciéon de de cortes definidas en el cuadro 6.3. Con este tipo de cdlculo
se emitieron varios valores de p; = p; (a1, az) para un Gnico “/a,. Luego, se
calcula el promedio de todos estos valores asociado a un tnico @1/a,. Este mismo
tipo de computo se realizo en los 39 valore de @1/a,. A continuacion, se despliega
en el eje vertical del grafico 1D el valor promedio p; = p1 (?1/as). La misma
metodologia de célculo se aplica sobre el indice p, = po (a1, 2), con lo que se

obtiene py = pa (*1/az).

Finalizado los calculos para p; (%1/as) v p1 (%1/a2), se despliega el grafico 6.4 que organiza

a los dos indices de calidad promedio.
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Gréfico de P, (O(l/(xz)

1
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Figura 6.4: El grafico 1D muestra las dos curvas promedios de los indices p1 (*1/a2) y p1 (?1/az). El
eje horizontal estd en escala logaritmica para resaltar la forma de cada curva. El eje vertical esta en

escala normal. Se indica cual es la mejor configuracién o y s que maximiza a cada indice.

Se observa de la figura 6.4 que la configuraciéon que presentd los méaximos en el

grafico de py (@1/az) y p1 (@1/az) fue la que correspondio a a; = 1.00 y ay = 0.30.

6.6. Analisis Preliminar de los Cortes

En esta seccion se presenta un grafico que despliega el perfil de desempeno para
el indice p; y otro grafico que despliega el perfil de desempeno para el indice p,. El
grafico p; se organiza a su vez en cuatro perfiles superpuestos. El grafico del perfil de
desempeno p, se organiza del mismo modo que el grafico de desempeno p,. Cada perfil

representa una configuracion de corte que se describe a continuacién:
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- La heuristica Hj (j =1,2,3,4) emite un CIM y se fortalece con la metodologia
exacta de lifting desarrollada por Park K. y Park S. [30] (capitulo 4). En
adelante, la metodologia de estos autores se le asigna la abreviacion KS.
Luego, la configuracion de corte queda resumida por la siguiente abreviacion:
HjCIM+MLKS. La abreviacion ML significa Metodologia de Lifting.

- La heuristica Hj (j = 1,2,3,4) emite un CIM y se robustece con la metodologia
aproximada de lifting desarrollada por Gu [40] (capitulo 5). En adelante, la
metodologia de este autor se le asigna la abreviacion Z. Luego, la configuracion de
corte queda resumida por la siguiente abreviacion: HjCIM+MLZ. La abreviacion
ML significa Metodologia de Lifting.

- La heuristica Hj (j =1,2,3,4) emite un cover inducido minimal y se fortalece
con la metodologia de lifting desarrollada por Gu [40] y Park K. y Park S. [30].
En adelante, la metodologia de estos autores se le asigna la abreviacion KSZ.
Luego, la configuracion de corte queda resumida por la siguiente abreviacion:
HjCIM+MLKSZ. En esta combinacion se emiten dos cortes de forma simultanea
y se agregan de la misma manera a la formulacion del PCKP relajado. La

abreviacion ML significa Metodologia de Lifting.

- La heuristica Hj (j = 1,2,3,4) emite un cover inducido minimal CIM que no se
fortalece por ninguna metodologia de lifting. Asi, el corte queda formado por la
desigualdad tipo HjCIM. La abreviacion ML significa Metodologia de Lifting.

La obtencién de p; y p, se hace con un abundante nimero de instancias de yacimientos
simulados. El grupo de instancias se componen de modelos que tienen 27 variables de
decision hasta modelos que tienen 1000 variables de decision. A su vez, a cada modelo
se le pondera por un factor de carga que multiplica solo el lado derecho de la restriccion
de knapsack. Un factor de carga es un coeficiente que pertenece al intervalo |0, 1], y de
este intervalo se calculan 20 coeficientes distanciados cada uno por un incremento de
0.05 (sin incluir el 0).

El cuadro 6.4 muestra el detalle de como esta formado cada modelo del conjunto

de instancias para evaluar p; y ps.
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Descripcion de una Instancia Genérica
Instancia Genérica | Variacion de indice: z , s y fe Comentario
z2=3,4,...,10 indice z definido en la seccion 6.2.1
instancia_z_s_fc 5=0,4,...,40 indice s definido en la seccion 6.2.1
fc=0,05,0,10,0,15, ..., 1,00 fc significa factor de carga.
Se usaron 6560 instancias para evaluar los indice p; y py ; y formar con ellos los perfiles de desempeno.

Cuadro 6.4: Cuadro resumen del niimero y tipo de instancias que se usé para evaluar los indices de

calidad p; y py.

A modo de ejemplo, si un modelo de un yacimiento simulado muestra la siguiente
informacion: instancia_ 8 27 (.35, significa que la cantidad de variables de decision
del modelo son 8% = 512, se usan la semilla 27 para inferir de forma aleatoria los
coeficientes ¢; y a; del modelo 4.1 y se pondera por el factor 0.35 el lado derecho del

knapsack.

Se presenta a continuacién una serie de cuatro graficos que despliegan las curvas de

rendimiento de la métrica de calidad p;.

Gréafico performance de P, H1 CIM + ML KS, Z, KSZ y Solo CIM

0.9

0.7+

H1 CIM: Solo Cover inducido

area = 98.0608 (%)

0.6~ H1-CiM+ MLZ area =-98.1647:(%)
H1 CIM:+ MLKSZ area =: 98.9042: (%)
H1 CIM+ MLKS area =:98.6415 (%)
0.5 ; 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4
10 10 10 10 10

Numero de instancias normalizadas
Figura 6.5: Grafico del perfile de desempeiio del indice p, . El eje horizontal esté en escala logaritmica

y el eje vertical esta en escala normal para destacar los rasgos caracteristicos de la curva de rendimiento.

Se muestran las cuatro combinaciones de HI con sus respectivas metodologias de Lifting.
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Gréafico performance de

P, H2 CIM + ML KS, Z, KSZ y Solo CIM

1k
0.9+
0.8
pl
0.7+
H2 CIM: Solo Cover Inducido area'=:97.7282 (%)
0.6~ H2 CIM+ MLZ area = 97.7797 - (%)
H2 CIM:+ MLKSZ area = 98.4334 (%)
— H2 CIM:+ MLKS area = 98.2261 (%)
0.5Liil ; S N R ; S N ; S N ; S R |
10° 10" 10° 10° 10"

Numero de instancias normalizadas
Figura 6.6: Grafico del perfile de desempenio del indice p,. El eje horizontal est4 en escala logaritmica

y el eje vertical esta en escala normal para destacar los rasgos caracteristicos de la curva de desempeno.
Se presentan las cuatro combinaciones de H2 con sus respectivas metodologias de Lifting.

H3 CIM (@, = 1.00 a, =0.300) + MLKS, Z, KSZ y Solo CIM

Grafico performance de  p, :

1
0.9
0.8 F
pl
—_—1
0.7
H3 CIM (cr1 =1.00 a,= 0.300 ). Solo Cover Inducido drea = 98.5487 (%)
0.6 H3 CIM:(a; = 1.00 - @, = 0:300 ) + :MLZ area = 98.5829: (%)
H3 CIM (a, = 1.00 &, = 0.300) + MLKSZ area = 99.1269 (%)
H3 CIM(a, = 1:00 a,=0:300) + MLKS area = 98.8456 (%)
0_5\\\ I I | I I | I I | I I |
10° 10" 10° 10° 10

Numero de instancias normalizadas

Figura 6.7: Grafico del perfile de desempefio del indice p;. El eje horizontal esté en escala logaritmica
y el eje vertical esta en escala normal para destacar los rasgos relevantes de los perfiles de desempeno.

Se despliegan las cuatro combinaciones de H& con sus respectivas metodologias de Lifting.

88



Grafico performance de Py - H4 CIM + ML KS, Z, KSZ y Solo CIM

1
0.9
0.8
pl
—
0.7
H4 CIM: Solo Cover Inducido area = 98.4269 :(%)
0.6~ H4 CIM + MLZ area =: 98.6052 (%)
H4 CIM + MLKSZ area =:99.1229 (%)
H4 CIM + MLKS area =:99.0719 (%)
0.5l ; I S | ; S S | ; I S U | ; I S |
10° 10" 10° 10° 10*

Nuamero de instancias normalizadas

Figura 6.8: Grafico del perfile de desempenio del indice p,. El eje horizontal est4 en escala logaritmica
y el eje vertical estd en escala normal para destacar rasgos relevantes de los perfiles de rendimiento.
Se exhiben las cuatro combinaciones de H4 con sus respectivas metodologias de Lifting.

Se sigue con una serie de cuatro graficos que muestran los perfiles de desempenos

asociados a la métrica de calidad p,.

Gréfico performance de p,:HICIM+MLKS, Z,KSZ y Solo CIM

1+

H1 CIM Solo Cover Inducido area = 32.9282 (%)

0.9FH1CIM+ MLZ area = 34.3625 (%)
H1 CIM + MLKSZ area = 54.1163 (%)
.8 ~H1 CIM +- MLKS area = -50.9808 (%)

1 1 1 1 1 1 |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Numero de instancias normalizadas

Figura 6.9: Gréfico del perfile de desempefio del indice p,. Ambos ejes estan en escala normal para
resaltar los rasgos caracteristicos de la eficiencia de cada perfil. Se muestran las cuatro combinaciones
de HI con sus respectivas metodologias de Lifting.
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Gréfico performance de [ H2 CIM + ML KS, Z, KSZ y Solo CIM

1
H2 CIM Solo Cover Inducido area = 25.1499 (%)

0.9[-H2 CIM + MLZ area= 25.7975 (%)
H2 CIM + MLKSZ area = 40.5494 (%)
0.8[-H2 CIM + MLKS area = 38,3182 (%)

1 1 1 1 1 1 |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Numero de instancias normalizadas

Figura 6.10: Grafico del perfile de desempefio del indice p,. Ambos ejes estan en escala normal para
resaltar los rasgos relevantes de la eficiencia de las curvas. Se exhiben las cuatro combinaciones de H2
con sus respectivas metodologias de Lifting.

Gréfico performance de p,: H3CIM ( a,=1.00 a,= 0.300) + ML KS, Z, KSZ y Solo CIM

1 H3 CIM ( @, =100 o, = 0.300) -Solo Gover Inducido - - - area = 44.1873 (%)

2
H3 CIM (a, = 1.00 a, = 0.300) +MLZ area = 44.7202 (%)
0.9FH3CIM ( a, =100 o, = 0.300) + MLKSZ area = 61.5931 (%)
H3 CIM (@, = 1.00 @, = 0.300) + MLKS area = 58.2099 (%)
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0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

04

1 1 1 1 1 1 |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Namero de instancias normalizadas

Figura 6.11: Gréfico del perfile de desempeifio del indice p,. Ambos ejes estan en escala normal para
resaltar los rasgos caracteristicos de los perfiles rendimiento. Se presentan las cuatro combinaciones de
HS3 con sus respectivas metodologias de Lifting.
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Gréficot performance de Pyt H4 CIM +ML KS, Z, KSZ y Solo CIM

1

H4 CIM Solo Cover Inducido area = 40.5269 (%)
0.9 -H4 CIM + MLZ area = :44.9144 (%)

H4 CIM + MLKSZ area = 61.0661 (%)
0.8 ~H4 CIM +- MLKS area = 60:5242 (%)

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

1 1 1 1 1 1 |
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Numero de instancias normalizadas

Figura 6.12: Grafico del perfile de desempefio del indice p,. Ambos ejes estan en escala normal para
resaltar los rasgos caracteristicos de los perfiles de desempeno. Se muestran las cuatro combinaciones
de H4 con sus respectivas metodologias de Lifting.

6.6.1. Resumen de p; y p, Respecto de H1, H2, H3 y H/

Se muestra una sintesis del area bajo la curva y de el incremento de area de lo
exhibido en los graficos de esta seccion. El anéalisis se resume en los cuadros 6.5 y 6.6,

respecto de la métrica p;.

Resumen del Area Bajo la Curva de p; para H1, H2, H3 y H4

H1 H2 H3 H4
Jsp(R)dz | [sp1(2)dz | [sp1(2)dz | [ip1(2)dz
Lifting (%) (%) (%) (%)
Solo CIM 98.06 97.72 98.54 98.42
Z 98.16 97.77 98.58 98.60
KS 98.64 98.22 98.84 99.07
KSZ 98.99 98.43 99.12 99.12

Cuadro 6.5: La tabla muestra el resumen del area bajo la curva de rendimiento para p;. Se asume
que la heuristica H3 fue parametrizada por la configuraciéon éptima («; = 1.00, a = 0.30) ver figura
6.4. El dominio de integracién S representa a las instancias usadas para evaluar y graficar la métrica
de calidad.
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Resumen de Diferencias de Area Bajo la Curva dep, para H1, H2, H3 y H4

H1 H2 H3 H4
Afgpr1(2)dz | A fop1(2)dz | A [gp1(2)dz A [y p1(z)dz

ALifting (%) (%) (%) (%)

Z- CIM 0.10 0.05 0.04 0.18
KS-CIM 0.58 0.50 0.30 0.65
KSZ-CIM 0.93 0.71 0.58 0.70

KS-Z 0.48 0.45 0.26 0.47

KSZ-Z 0.83 0.66 0.54 0.52

KSZ-KS 0.35 0.21 0.28 0.05

Cuadro 6.6: La tabla muestra el resumen de las diferencias de 4rea bajo la curva de rendimiento

para p.

Se sigue con el resumen en los cuadros 6.7 y 6.8 respecto de la métrica ps.

Resumen del Area Bajo la Curva de po para H1, H2, H3 y H4

H1 H2 H3 H4
Jsp2(2)dz | [sp2(2)dz | [sp2(2)dz | [5p2(2)dz
Lifting (%) (%) (%) (%)
Solo CIM 32.92 25.14 44.18 40.52
Z 34.36 25.79 44.72 4491
KS 50.98 38.31 58.20 61.06
KSZ 54.98 40.54 61.59 61.52

Cuadro 6.7: La tabla muestra la sintesis de la integral del drea bajo la curva de desempefio para p.
Se asume que la heuristica H3 fue parametrizada por la configuracion o6ptima (a3 = 1.00, ag = 0.30)

ver figura 6.4. El dominio de integracién S representa a las instancias usadas para evaluar y graficar

la métrica de calidad.

Resumen Diferencias de Area Bajo la Curva dep,para H1, H2, H3 y H4

H1 H2 H3 H4
A fgp2(2)dz | A [ip2(2)dz | A [ p2(2)dz A [gp2(2)dz

ALifting (%) (%) (%) (%)

Z- CIM 1.44 0.65 0.54 4.39
KS-CIM 18.06 13.16 14.02 20.54
KSZ-CIM 22.06 15.40 17.41 21.00

KS-Z 16.62 12.51 14.02 20.54

KSZ-Z 20.62 14.75 16.87 16.61

KSZ-KS 4.00 2.24 3.39 0.46

Cuadro 6.8: La tabla muestra el resumen de las diferencias de 4rea bajo la curva de rendimiento

para p,.
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Se observa que las heuristicas H3 y Hj presentaron, en general, mejor desempeno
que H1 y H2. Ademas el corte formado solo por HS presenté un mejor rendimiento que
el corte formado solo por H4. La metodologia de lifting KS mostr6 mejor rendimiento
que la metodologia de lifting Z. Se ve que la metodologia simultanea de lifting K57
presentd mejor resultado en el desempeno del fortalecimiento de los cortes que lo que
hizo KS.

6.7. Analisis Final con los Mejores Cortes

En esta seccion se presenta una extension de lo realizado hasta ahora con los mejores
resultados de la seccion 6.6. Se observo que para algunas configuraciones de cortes
existi6 discrepancia para determinar cual fue la mejor. Luego, para tratar determinar
si la disconformidad persiste en otro grupo de ejemplos, se increment6 la cantidad de
instancias de 6560 a 9840, y ademas los ejemplos incluidos contienen una mayor cantidad
de incognitas que van desde los 1331 (2% = 11%) hasta los 2774 (2* = 143) variables de
decision (ver definicion de z en subseccion 6.2.1). También se observo que las heuristicas
H3 y Hj presentaron mejor competencia en el rendimiento de la mejora sobre el mismo
conjunto de instancias que lo que hicieron las heuristicas HI y H2, por lo que estas
ultimas no fueron incluidas en este nuevo analisis. Al examinar los graficos de desemperno
de H3 y Hj y su posterior robustecimiento por las metodologias de lifting se noté que
la competencia de algunas formaciéon de cortes no incrementaron de forma notable la
eficiencia en la mejora de la relajacion del PCKP, por consiguiente no se incluyé las
combinacion H4CIM+MLZ ni la combinacion H3CIM(ay = 1.00, ae = 0.300)+MLZ
para este nuevo analisis. Se incluye en este analisis la evaluacion de la segmentaciéon de
las instancias respecto de una coleccion de factores de cargas que afectan a la capacidad
del knapsack. La idea de la segmentacion consiste en analizar el efecto del factor de carga

en el desempeno de los cortes sobre el refinamiento de los modelos PCKPs relajados.

El cuadro 6.9 muestra el resumen de como se formaron los subconjuntos para

recomputar el anélisis final.

Subconjuntos | Rango de Factores de Carga en Knapsack | Numero de Instancias
S1 {0,05, 0,10, 0,15, 0,20, 0,25} 2460
Sa {0,30, 0,35, 0,40, 0,45, 0,50} 2460
S3 {0,55, 0,60, 0,65, 0,70, 0,75} 2460
Sy {0,80, 0,85, 0,90, 0,95, 1,00} 2460

Cuadro 6.9: Resumen de cuatro subconjuntos de datos para formar los perfiles de desempeiio de las

mejores configuraciones de cortes. Cada subconjunto se segment6 en funcion de rangos de factores.
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Se presentan las curvas de desempeno de p; para el conjunto total de instancias y

los cuatro subconjuntos propios segmentados segin el cuadro 6.9.

Sintesis de P, : Mejores Combinaciones de Formacién de Corte

1k
09
0.5 | m—
p1
—_—1
0.7F H3.CIM. + MLKSZ a; = 1.0 a; = 0.30 area = 99.2639: (%)
H4 CIM + MLKSZ area = 99.2387: (%)
H3 CIM + MLKS a = 1.0 a,; = 0.30 area = 99.0758: (%)
H4 CIM + MLKS area = 99.2049: (%)
0.6~
H3 CIM Sin Lifting a;= 1.0 a = 0.30 area = 98.818: (%)
H4 CIM Sin Lifting area = 98.7301 (%)
0_5\\0 I I \\\\\\\1 I I \\\\\\\2 I I H\a I I \\\\\\\4
10 10 10 10 10

Namero de instancias normalizadas
Figura 6.13: Grafico del perfile de desempeiio del indice p,. El eje z esta en escala logaritmica y el

eje y esta en escala normal para resaltar las caracteristicas de las curvas de desempeno. Se exhiben las

mejores configuraciones de cortes entre H3, Hj y sus respectivas metodologias de lifing.

Sintesis de P, Mejores Combinaciones de Formacion de Corte en Conjunto S1

1
0.9
0.8
p1
Rango:factor:de:carga en:knapsack : 0.05 —:0:25
0.7+ H3 CIM + MLKSZ o= 1.0 o= 0:30 area'=. 98.9938 - (%)
H4 CIM + MLKSZ area'= 99.0134 (%)
H3 CIM + MLKS a =1.0a, =0.30 area'= 98.244 (%)
H4 CIM + MLKS area'= 98.8687 (%)
0.6~
H3 CIM Sin Lifting = 1.0 a = 0.30 Area:= 98.6933 (%)
H4 CIM Sin Lifting area = :98.607 (%)
0‘5‘\0 ; ; “‘Hmi ; ; “““\2 ; ; “HH\Q
10 10 10 10

Nuamero de instancias normalizadas
Figura 6.14: Perfile de desempefio del indice p; sobre conjunto S;. El eje z esté en escala logaritmica

y el eje y estd en escala normal para destacar las caracteristicas de los perfiles de rendimiento. Se
exhiben las mejores configuraciones de cortes entre H2, H4 y sus respectivas metodologias de lifting.

94



Sintesis de P, - Mejores Combinaciones de Formacion de Corte en Conjunto S2

1k
0.9
0.8
pl
Rango factor:de:carga:en: knapsack : 0.30 —:0.50
0.7+ H3 CIM + MLKSZ o= 1.0 ap = 0:30 area'=. 98.9953 - (%)
H4 CIM + MLKSZ area'= 98.924 (%)
H3 CIM + MLKS a; = 1.0 a, = 0.30 area'= 98.9898 (%)
H4 CIM + MLKS area'= 98.9316 (%)
0.6 —
H3 CIM Sin Lifting : ‘o= 1.0 a, = 0.30 area = 98.26 (%)
H4 CIM Sin Lifting area = :98.1093 (%)
0_5\\0 i i \\\\\\‘1 i i \\\\\\‘2 i i \\\\\‘3 i i
10 10 10 10

Nuamero de instancias normalizadas

Figura 6.15: Perfile de desempefio del indice p; sobre conjunto Ss. El eje z esté en escala logaritmica
y el eje y estd en escala normal para destacar las caracteristicas de los perfiles de rendimiento. Se
grafican las mejores configuraciones de cortes entre H3, Hj y sus respectivas metodologias de lifting.

Sintesis de p, - Mejores Combinaciones de Formacién de Corte en Conjunto S3

0.8
pl

Rango factor.de carga:.en knapsack : 0.55 - 0.75

0.7 H3 CIM +-MLKSZ :.a.:=1.0-a; = 0:30 area'=. 99.2321 - (%)
H4 CIM + MLKSZ area= 99.1833 (%)
H3 CIM + MLKS a = 1.0 o = 0.30 area'= 99.2349 (%)
H4 CIM + MLKS aréa’= 99.184 (%)

0.6
H3 CIM Sin Lifting a;= 1.0 a, = 0.30 area = 98.5969 (%)
H4 CIM Sin Lifting area = :98.4779 (%)

0_5\\0 i i \\\\\\\1 i i \\\\\\\2 i i \\\\\\3 i i

10 10 10 10

Namero de instancias normalizadas

Figura 6.16: Perfile de desempeiio del indice p; sobre conjunto Ss. El eje z esta en escala logaritmica

y el eje y estd en escala normal para resaltar los rasgos de las curvas de rendimiento. Se presentan las

mejores configuraciones de cortes entre H3, Hj y sus respectivas metodologias de lifting.
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Sintesis de p, : Mejores Combinaciones de Formacion de Corte en Conjunto S4

1k
L ———
0.9
0.8—
pl
Rango factor:de: carga:en:knapsack : 0.80 —:1.00
0.7 . : H3 CIM-+ MLKSZ a = 1.0 a; = 0.30 area = 99.8352. (%)
H4 CIM + MLKSZ area= 99.8348 (%)
H3 CIM + MLKS a;= 1.0 a, = 0.30 area'=' 99.8352 (%)
H4 CIM + MLKS area:= 99.8361 (%)
0.6 . : L
H3 CIM 8in Lifting d,:=10a =0 30 area= 99.7226 (%)
H4 CIM Sin Lifting area = :99.727 (%)
0'5‘\0 ; ; “HH\] ; ; HHH\Z ; ; HHH\B ; ;
10 10 10 10

Numero de instancias normalizadas

Figura 6.17: Perfile de desempenio del indice p; sobre conjunto Ss. El eje z esté en escala logaritmica y
el eje y esté en escala normal para destacar las caracteristicas de las curvas de desempeno. Se presentan
las mejores configuraciones de cortes entre H3, Hj y sus respectivas metodologias de lifting.

Se sigue con los perfiles de rendimiento de p, sobre el mismo conjunto de instancias.

Sintesis de P, : Mejores Combinaciones de Formacion de Corte

H3 CIM + MLKSZ a, = 1.0 a, = 0.30 area = 53.8428 (%)
1t -H4:CIM + MLKSZ 4rea = -52.1369 (%)
H3.CIM + MLKS a = 1.0 a, = 0.30 area = 51.5029 (%)
H4 CIM + MLKS area = 51.7516 (%)
H3:CIM Sin Lifting a; = 1.0 a, = 0.30 area = 35.8173 (%)

0.8 -H4:CIM - Sin Lifting . area = 32.6689 (%)

0.6

0.4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Namero de instancias normalizadas

Figura 6.18: Gréfico del perfile de desempeiio del indice p,. El eje horizontal y el eje vertical
estan en escala normal para resaltar los rasgos de las curvas de desemperio. Se exhiben las mejores

configuraciones de cortes entre H3, H4 con sus respectivas metodologias de lifting.
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Sintesis de P, : Mejores Combinaciones de Formacion de Corte en Conjunto S1

Rango factor de carga en knapsack : 0.05 = 0.25

H3 CIM + MLKSZ a, = 1.0 a, = 0.30 area = 47.3011 (%)

H4 CIM + MLKSZ area = 46.4045 (%)

H3 CIM + MLKS a = 1.0 o = 0.30 area = 37.9993 (%)

0.8~ H4.CIM + MLKS area = 44.5607 (%)

H3 CIM Sin Lifting a =1.0a =0.30 area = 36.2644 (%)

H4 CIM Sin Lifting area = 32.8916 (%)
0.6 —

P2

0.4
0.2+
ok

1 1 1 |
o 500 1000 1500 2000 2500
Numero de instancias normalizadas

Figura 6.19: Perfiles de rendimiento del indice p, sobre conjunto ;. El eje horizontal y el eje vertical
estan en escala normal para destacar los rasgos de los perfiles de desempeno. Se exhiben las mejores
configuraciones de cortes entre H3, Hj con sus respectivas metodologias de lifting.

Sintesis de P, : Mejores Combinaciones de Formacién de Corte en Conjunto S2

Rango factor de carga en knapsack : 0.30 - 0.50

1 -H3 CIM + MLKSZ o= 1.0@.=0.30 area = 59.4622 (%)
H4 CIM + MLKSZ area = 56.24 (%)
H3 CIM + MLKS a, = 1.0 a, = 0.30 area = 59.1808 (%)
H4 CIM + MLKS area = 56.3189 (%)

0.8 -H3.CIM Sin.Lifting o= 1.0 a; = 0.30 area = .38.8156 - (%)
H4 CIM Sin Lifting area = 34.5398 (%)

0.2~

1 1 1 |
(o] 500 1000 1500 2000 2500
Nuamero de instancias normalizadas

Figura 6.20: Perfile de desempeiio del indice p, sobre conjunto S». Ambos ejes estdn en escala
normal para resaltar los rasgos de las curvas de desempeno. Se despliegan las mejores configuraciones

de cortes entre H3, HJ y sus respectivas metodologias de lifting.
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Sintesis de P, : Mejores Combinaciones de Formacion de Corte en Conjunto S3

Rango factor de carga en knapsack : 0.55 = 0.75

1+ -H3.CIM + MLKSZ. o= 1.0 a,= 0.30 area =.51.3005 - (%)
H4 CIM + MLKSZ area = 48.0207 (%)
H3 CIM + MLKS a, = 1.0 a, = 0.30 area = 51.3605 (%)
H4 CIM + MLKS area = 48.0909 (%)

0.8 -H3-CIM Sin.Lifting o= 1.0 a; = 0.30 area =.24.5963 (%)
H4 CIM Sin Lifting area = 20.2263 (%)

0.6

0.4

1 1 1 |
o 500 1000 1500 2000 2500
Numero de instancias normalizadas

Figura 6.21: Curvas de rendimiento del indice p, sobre conjunto S;. Ambos ejes estdn en escala
normal para resaltar los rasgos de la eficiencia de cada perfil de desempeno. Se exhiben las mejores
configuraciones de cortes entre H3, Hj y sus respectivas metodologias de lifting.

Sintesis de P, : Mejores Combinaciones de Formacién de Corte en Conjunto S4

Rango factor de carga en knapsack : 0.80 —= 1.00
1+-H3.CIM + MLKSZ o= 1.0 o= 0.30 area = 57.3654 - (%)

H4 CIM + MLKSZ area = 57.8621 (%)
H3 CIM + MLKS a, = 1.0 a, = 0.30 area = 57.4503 (%)
H4 CIM + MLKS area = 58.0148 (%)

0.8 -H3.CIM Sin.Lifting o= 1.0 a; = 0.30 area =-43.5783 - (%) --
H4 CIM Sin Lifting area = 43.0048 (%)

1 1 1 |
(o] 500 1000 1500 2000 2500
Nuamero de instancias normalizadas

Figura 6.22: Perfiles de desempefio del indice p, sobre conjunto S;. Ambos ejes estan en escala
normal para resaltar los rasgos de cada curva de rendimiento. Se grafican las mejores configuraciones

de cortes entre H3, HJ y sus respectivas metodologias de lifting.
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6.7.1. Comentarios sobre los Mejores Perfiles de Desempeno de p, y p,

En esta subseccién se muestran tablas y se describen las caracteristicas de las curvas
de desempeno de las métricas de calidad p; y p, y su representacion en perfiles de

desempeno.

- Las siguientes tablas exhiben el resumen del drea bajo la curva de las métricas

de calidad p; y p, respecto de los subconjuntos S1, S2, S3, S4 y la unién de estos

subconjuntos.
Resumen del Area Bajo la Curva de p,
S1 S S3 Sa S
Factor Carga | [0.05 —0.25] | [0.30 —0.50] | [0.55 —0.75] | [0.80 — 1.00] | [0.05 — 1.00]
Js, p1(2)dz Js, P1(2)dz Js, 1 (2)dz Js, p1(2)dz Jsp1(2)dz
Cortes (%) (%) (%) (%) (%)
H3CIMKSZ 98.99 98.99 99.23 99.83 99.26
H4CIMKSZ 99.01 98.92 99.18 99.83 99.23
H3CIMKS 98.24 98.98 99.23 99.83 99.07
H4CIMKS 98.86 98.93 99.18 99.83 99.20
H3CIM 98.69 98.26 98.59 99.72 98.81
H4CIM 98.60 98.10 98.47 99.72 98.73

Cuadro 6.10: La tabla muestra el resumen del area bajo la curva de rendimiento para p,. La tltima,
columna exhibe el area bajo la curva del conjunto S = U}_;S;. Se asume que la heuristica HS fue

parametrizada por la configuracion 6ptima (a3 = 1.00, g = 0.300) ver figura 6.4.

Resumen del Area Bajo la Curva de p,

Sl »92 53 54 S
Factor Carga [0.05 — 0.25] | [0.30 — 0.50] | [0.55 —0.75] | [0.80 — 1.00] | [0.05 — 1.00]
Js,p2()dz | [o p2(2)dz | [5 p2(2)dz | [ p2(2)dz Jsp2(2)dz
Cortes (%) (%) (%) (%) (%)
H3CIMKSZ 47.30 59.46 51.30 57.36 53.84
H4CIMKSZ 46.40 56.24 48.02 57.86 52.13
H3CIMKS 37.99 59.18 51.36 57.45 51.50
H4CIMKS 44.56 56.31 48.09 58.01 51.75
H3CIM 36.26 38.81 24.59 43.57 35.81
H4CIM 32.89 34.53 20.22 43.00 32.66

Cuadro 6.11: La tabla muestra el resumen del area bajo la curva de desempefio para p,. La
tltima columna muestra la integral del drea bajo de S = U} ,S;. Se asume que la heuristica HS

fue parametrizada por la configuracion optima (1 = 1.00, e = 0.300) ver figura 6.4.

99



- Las tablas siguientes muestran los montos de los incrementos de areas respecto
de las métricas de calidad p; y p,. Estas tablas se construyen con los valores de
las tablas 6.10 y 6.11.

Resumen de Diferencias entre Areas de Debajo de la Curva de p,

S S S3 Sa S
Factor Carga [0.05 — 0.25] [0.30 — 0.50] [0.55 — 0.75] [0.80 — 1.00] | [0.05 — 1.00]
A(fsym(dz) | A([g,r1(2)dz) | A([g, p1(2)d2) | A (fs, p(2)dz) | A(fgp (2)d2)
Cortes A (%) A (%) A (%) A (%) A (%)
H4CIM - H3CIM 0.09 0.15 0.12 0.00 0.09
H4CIMKS - H4CIM 0.26 0.82 0.71 0.11 0.47
H4CIMKSZ - H4CIM 0.41 0.81 0.71 0.11 0.51
H4CIMKSZ - H4CIMKS 0.15 -0.01 0.00 0.00 0.03
H3CIMKS - H3CIM 0.45 0.73 0.64 0.11 0.26
H3CIMKSZ - H3CIM 0.30 0.74 0.64 0.11 0.45
H3CIMKSZ - H3CIMKS 0.75 0.01 0.00 0.00 0.19

Cuadro 6.12: La tablas muestra la diferencia del area bajo la curva entre las configuraciones de
cortes asociada a p; descritas en el cuadro . La heuristica H3 fue parametrizada por la configuracion

optima (o1 = 1.00, g = 0.300) ver figura 6.4. La ultima columna muestra la integral del area bajo
de S = U?:l Sl

Resumen de Diferencias entre Areas de Debajo de la Curva de p,

S1 Sa S3 Sa S
Factor Carga [0.05 — 0.25] [0.30 — 0.50] [0.55 — 0.75] [0.80 — 1.00] | [0.05 — 1.00]
A(fsy p2()dz) | A([Jg,p2(2)dz) | A([g,p2(x)dz) | A(fs, p2(x)dz) | A(fgp2(2)d2)
Cortes A (%) A (%) A (%) A (%) A (%)
H4CIM - H3CIM 3.37 4.28 4.37 0.57 3.15
H4CIMKS - H4CIM 11.67 21.78 27.86 15.01 19.08
H4CIMKSZ - H4CIM 13.51 21.70 27.79 14.86 19.47
H4CIMKSZ - H4CIMKS 1.84 -0.07 -0.07 -0.15 0.38
H3CIMKS - H3CIM 1.73 20.37 26.76 13.87 15.69
H3CIMKSZ - H3CIM 11.04 20.65 26.70 13.79 18.03
H3CIMKSZ - H3CIMKS 9.31 0.28 -0.06 0.09 2.34

Cuadro 6.13: La tabla muestra la diferencia del area bajo la curva entre las configuraciones de cortes
asociadas ap,. La heuristica HS fue parametrizada por la configuracion éptima (a3 = 1.00, ag = 0.300)
ver figura 6.4. La tltima columna muestra la integral del 4rea bajo de S = U, S;.

Se observo que el corte H3CIM(a; = 1.00,a0 = 0.300)+MLKSZ fue levemente
superior en el rendimiento que el corte H/CIM+MLKSZ para todas las instancias.
La configuracion de corte H/CIM+MLKS fue parecida en la eficiencia que el corte
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H3CIM(a; = 1.00,02 = 0.300)+MLKS. Se vio que cuando el factor de carga
fue tomado del intervalo [0.35,1.00], las configuraciones de corte H3CIM(ay =
1.00,c0 = 0.300)+MLKSZ y H{CIM+MLKSZ presentaron casi el mismo rendimien-
to del refinamiento que los cortes H{CIM+MLKS y H3CIM(a; = 100,00 =
0.300)+MLKS. Si embargo, cuando el factor de carga sobre el knapsack fue tomado
del intervalo [0.05,0.25] se observo que hubo un menor incremento en la refinacion de

las formulaciones relajadas producidos por KS y KSZ .
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Capitulo 7

Conclusiones y Discusién

7.1. Conclusiones

Los cortes disenados en esta tesis se pueden utilizar de forma directa en la siguiente
aplicacion: si se esta frente a un yacimiento real y éste presenta un gran volumen de
variables de decision que hace dificil resolver el modelo de optimizacién entera con
secuenciamineto 2.2, se procede a aplicar el siguiente procedimiento para solucionar el
problema: primero se resuelve la secuencia espacial de extraccion de los bloques descrita
por la formulacién 4.1 con la relajacion de la integralidad de las variables de decision;
para luego robustecer esta formulacion con la mejor configuracién de corte desarrollado
en esta tesis. Asi, la nueva solucion relajada que se emita se puede usar para resolver,
por medio de alguna heuristica, la secuencia temporal de extraccion y produccion sobre
los bloques del yacimiento. Por lo tanto, se deberia obtener una valoracién econémica

mas conveniente que si no se hubiese refinado la relajacion del modelo 4.1.

Las siguientes estimaciones numéricas son concernientes al refinamiento de la
formulacion relajada del PCKP. Se hace notar que los valores expuestos son el resultado

de las mejores configuraciones de cortes.

1. En base a los experimentos realizados se logro un rango de entre 51.50 a 53.84 ( %)
de cierre promedio del gap entre la solucién relajada original y la nueva soluciéon
relajada (cuadro 6.11). Este valor se obtuvo respecto de la métrica de calidad ps.
También, se alcanzé un rango de entre 99.07 a 99.26 (%) de aproximacion del
modelo PCKP relajado respecto del modelo PCKP original (cuadro 6.10). Este

rango se infirié respecto de la métrica de calidad p;.

2. Las configuraciones de cortes: H3CIM(a; = 1.00,a0 = 0.300) y H4CIM lograron,
en promedio, mejorar las formulaciones relajadas en un intervalo que va desde
32.66 a 35.81 (%) del cierre del gap medido respecto de la métrica de calidad po
(cuadro 6.11).
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. La metodologia de lifting KS (capitulo 4) increment6 en promedio la eficiencia en
un rango de entre 15.69 a 19.08 (%) respecto del cierre del gap p,. En cambio, la
metodologia de lifting Z (capitulo 5) aumento la eficiencia en un rango de entre
0.54 a 4.39 (%) (cuadro 6.13).

. La metodologia simultanea de lifting K57 (Park K. y Park S. [30] y Gu Zonghao
[40]) increment6 levemente la eficiencia del lifting K5 en un rango de entre 0.38 a
2.34 (%) respecto del cierre del gap py (cuadro 6.13). A su vez, KSZ fue superior
en rendimiento a Z en un intervalo que va desde 16.61 a 16.87 (%) respecto de la

misma métrica de calidad (cuadro 6.8).

. Del cuadro resume 6.13 se pudo inferir que las metodologias de lifting KS y KSZ
contribuyeron en el incremento del cierre del gap p; en un rango de 20.37 a
27.86 (%), sobre las instancias que les fue modificada la capacidad del knapsack
por un factor de carga que fue tomado del intervalo [0.30,0.75]. Por el contrario,
la eficiencia de ambas metodologias de lifting disminuyeron a un rango de 11.04
a 15.01 (%) cuando el factor de carga fue tomado del intervalo [0.05,0.25] U
[0.80, 1.00] .

. Se observo que los perfiles de desempeno asociado a la métrica de calidad p, revelaron
con nitidez la contribuciéon promedio en el cierre del gap debido al refinamiento

sobre los modelos relajados introducidos por:

a) Los cortes que solo fueron configurados en funcion de las desigualdades de
CIM.

b) v, los cortes que resultaron del fortalecimiento de las desigualdades de CIM

por medio de las metodologias de lifting desarrolladas en esta tesis.

. La forma del perfil de desempeno, referido a la métrica de calidad p,, facilito el
reconocimiento de los rasgos en el rendimiento de los cortes sobre la mejora de

las formulaciones relajadas.

. Los perfiles de desempeno relacionados a la métrica de calidad p; ilustraron,
también con claridad, el aporte de cada componente de un corte sobre el

rendimiento de la mejora de las formulaciones relajadas.

. Los perfiles de desempeno, asociados a las métricas de calidad p; y ps, revelaron
que las mejores configuraciones de cortes, sobre un grupo de instancias, no

fueron capaces de inferir nuevas soluciones LPs con mejores caracteristicas de
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integralidad que las soluciones LPs originales (ver figuras 6.13 y 6.18 en el extremo
izquierdo de cada perfil). Por el contrario, sobre otra coleccién de instancias, si
fueron competentes para obtener nuevas soluciones LPs iguales que las soluciones

Optimas enteras (ver figuras 6.13 y 6.18 en el extremo derecho de cada perfil).

10. En los perfiles de desempeno se observd que hay un conjunto de instancias en
donde el corte formado por la desigualdad de CIM, no mejor6 las formulaciones
relajadas de este grupo, pero cuando se aplico alguna metodologia de lifting sobre
la desigualdad de CIM, este corte si introdujo mejoras en los modelos relajados.
Este comportamiento se puede observar en las figuras 6.13 y 6.18 hacia el lado

izquierdo.

El cuadro 7.1 presenta la sintesis y clasificacion de las configuraciones de cortes que
revelaron mejor rendimiento en la mejora de los PCKPs relajados, sobre un grupo

numeroso de instancias.

Sintesis y Ranking de los Mejores Cortes

Promedio de Mejora

Meétricas de Calidad P1 P2

Configuraciéon de Corte Posicion (%) (%)
H3CIM+MLKSZ 1 99.26 | 53.84
H/CIM+MLKSZ 2 99.23 | 52.13
H/CIM+MLKS 3 99.20 | 51.75
H3CIM+MLKS 4 99.07 | 51.50
H3CIM 5 98.81 | 35.81
H{CIM 6 98.73 | 32.66

Cuadro 7.1: La tabla presenta una clasificacién de la productividad de los cortes en funcién del
rendimiento promedio asociado a los perfiles desempeiio de las métricas de calidad p, y p,. La heuristica
H3 fue parametrizada por la configuracion optima (a3 = 1.00, g = 0.300) ver figura 6.4. Los valores
fueron tomados de las cuadros 6.10 y 6.11.

El corte H3CIM(ov; = 1,00 ay = 0,30)+MLKSZ exhibio los mejores resultados
en lo cualitativo y cuantitativo sobre la mejora de las formulaciones relajadas. Sin
embargo, el corte H{CIM+MLKSZ mostr6 un desempeno levemente inferior que la

mejor configuracion.

7.2. Discusion

En base a los resultados del refinamiento que fue aplicado sobre los modelos PCKPs

relajados, se preve que se puede mejorar la valoracion de un yacimiento real al disponer
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de una solucién relajada con mejores caracteristicas de integralidad, inducida por los
cortes que se agregan al PCKP relajado y que se desarrollaron en esta tesis. Por otra
parte, el problema del gran volumen de variables de decision de un yacimiento real
no fue abordado en este trabajo, pero si se puede prever que el tipo de corte que se
estudid, puede impactar en la disminuciéon de la cantidad de variables por resolver al
fijar sus valores durante las primeras etapas del robustecimiento del PCKP relajado, lo
que ayuda en un mejor manejo computacional respecto del gran nimero de variables y

el tiempo de que toma en obtener una solucién.

El perfil de desempeno del corte formado por el cover inducido minimal H3CIM (o, =
1.00 s = 0.30) presenté en promedio mejor rendimiento que lo que hizo el corte
formado por el cover inducido minimal H/CIM. Este resultado se podria explicar por
la manera en que operé la seleccion de las variables que integraron el cover inducido
construido con la heuristica H3CIM («; = 1.00 ay = 0.30), el cual en promedio presentd
un mayor monto de violacion que las variables seleccionadas por la heuristica H/CIM.
Sin embargo, cuando ambas desigualdades fueron fortalecidas por la metodologia de
lifting KS (Park K. y Park S. [30]), el corte formado por H{CIM+MLKS mostr6
mejor desempenio que el corte inferido por H3CIM(a; = 1.00 ay = 0.30)+MLKS. Este
comportamiento se podria explicar por la manera en que ambas heuristicas formaron
el cover inducido minimal, por el tipo de variables que integraron el grafo dirigido
e inducido por cada CIM y por la metodologia de lifting KS. La heuristica H/CIM
computd6 el aporte neto esperado a la violacion entre cada variable que podria pertenecer
a un conjunto hoja y de la contribuciéon de las variables predecesoras inmediatos que
podria pertenecer a un conjunto cohojas. De esta manera fue incrementada la esperanza
de la cantidad de variables que podrian ser lifteadas por KS y que en conjunto sumaron
un monto mayor de violaciéon al corte. En cambio la heuristica H3CIM(o; = 1.00
ay = 0.30) se focalizo en seleccionar las variables que integraron el CIM sin considerar
el aporte a la violacion de las variables que podrian ser lifteadas por la metodologia
de KS. Se hace notar que la metodologia de lifting KS no garantiza que todos sus

coeficientes de lifting sean mayores estrictos que cero.

A la luz de los experimentos realizados se observd que la metodologia de lifting
KS (Park K. y Park S. [30], capitulo 4) presenté mayor impacto en el robustecimiento
sobre un cover inducido minimal respecto de lo que fortaleci6 la metodologia de lifting
Z (Gu Zonghao [40], capitulo 5). Esta diferencia de refinamiento se podria explicar
en base a la siguiente posible razén: la metodologia de lifting KS introdujo un mayor
monto de violacion sobre el corte que se infirid, que lo que introdujo el procedimiento

de lifting Z, es decir, el conjunto de variables disponibles para ser lifteadas en donde
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oper6 KS presentaria en promedio una cantidad neta mayor de aporte a la violacion
respecto del conjunto de variables utilizables para ser lifteadas en donde oper6 Z. Otra
razéon para que el procedimiento de lifting Z sea menos efectivo, seria que el tamano
del grafo residual fue pequeno para poder computar cada coeficiente de lifting lo mas

grande posible, lo que pudo incidir en la inferior calidad del corte emitido

En base a los resultados empiricos resultdé que el lifting simultaneo KSZ fue
levemente mejor en rendimiento de la mejora de la relajacion del PCKP respecto
del lifting KS. El monto de la diferencia en rendimiento se podria explicar como el
aporte independiente que introdujo Z en la mejora de la formulacion relajada y de la
contribucion, también independiente, que introdujo KS sobre la misma formulacion.
Este comportamiento ha sido visto en otro tipo de problemas de optimizacién entera,
como por ejemplo el Traveling Salesman Problem (TSP) tratado por Dantzing |5].
Sin embargo, por la manera que se implement6 la teoria de separaciéon de covers en
esta tesis, basado en una perspectiva aproximada, no se puede asegurar siempre que el
aporte conjunto de ambas metodologias de lifting operen de manera independiente, ya
que cada procedimiento de fortalecimiento no considera en su totalidad la descripcion

poliedral del problema de optimizacion entera sobre cada instancia mejorada.

Se observo de los resultados experimentales, que cuando se modifico la capacidad del
knapsack sobre una colecciéon de instancias por distintos factores de carga, la eficiencia
de la calidad de un corte se vio afectada sobre cada componente que constituye esta
desigualdad. Una razén que podria explicar este comportamiento, se basaria en que la
construcciéon de cada corte robustece a la formulacion relajada de forma aproximada
y no siempre esta mejora equivale a obtener una formulacion que permita inferir una

nueva solucion LP igual que la soluciéon entera 6ptima.

Los rasgos de cada perfil de rendimiento asociado a cada métrica de calidad,
mostraron que la teoria de separaciéon de covers implementada en esta tesis se baso
en una perspectiva aproximada. Ya que la mejor configuracion de corte inferida en
esta tesis (ver cuadro 7.1, figura 6.13 y figura 6.18) fue competente para mejorar la
formulacion relajada de una coleccion de instancias que emiten nuevas soluciones LPs
que fueron iguales a las soluciones enteras 6ptimas. Por el contrario, se presentd en otro
grupo de instancias, que esta configuracion de corte no introdujo ninguna mejora en la
formulacion relajada, lo que tuvo como consecuencia que las nuevas soluciones LPs no

refinaron sus caracteristicas de integralidad.

Una caracteristica importante que se observé entre un perfil de desempeno de una
métrica de calidad respecto de un corte formado solo por la desigualdad de cover

inducido minimal; y un perfil del rendimiento, de la misma métrica de calidad, respecto
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del corte que representa el lifting que se hizo sobre esta desigualdad de CIM se refiere a
que hay un grupo de instancias en que el impacto del corte formado por la desigualdad
de CIM, no introdujo ninguna mejora sobre las formulaciones relajadas. Sin embargo,
cuando estas desigualdades fueron robustecidas por alguna metodologia de lifting, si
se produjo el refinamiento de los modelos. Una posible razéon que se puede dar a este
comportamiento, radicaria en que la heuristica que produce una desigualdad de CIM
funcionan de manera independiente respecto de la metodologia que la robustece, en lo
referente a como cada una de ellas integra los montos de violaciéon de cada variable que

va a formar un corte.
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Apéndice A

Coédigo de la Libreria

En este apéndice se exhiben los encabezados de las funciones que generan las
desigualdades covers inducidos minimales. Se sigue con las funciones que fortalecen las
desigualdades covers inducidos minimales y se finaliza este con las funciones que integran
al grupo de funciones ya mencionadas. Se hace notar que se disenaron mas funciones
que gestionan todo el proceso de computos, gestionan memoria y que ensamblan el
conjunto de funciones. Sin embargo, solo se presentan los encabezados de las funciones

que implementan la teoria de separaciéon en covers.

A.1. Funciones que Genera CIM

int MMgenerar IC_Minimal Heuristica I ( MDMinablock t *grafo,
int nnodes,
const double*const x,
const double*const a,
const double capacidad,
MDMset_t *CIM

)

Cuadro A.1: Encabezado de funcién que produce un CIM. en base a la heuristica H1 (subseccién
4.7.1)

int MMgenerar IC_Minimal Heuristica IT ( MMinablock t *grafo,
int nnodes,
const double*const x,
const double*const a,

const double capacidad,
MDMset_t *CIM

)

Cuadro A.2: Encabezado de funcién que produce un CIM. en base a la heuristica H2 (subseccion
4.7.2)
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int MMgenerar IC_Minimal Heuristica IIT (  MMinablock t *grafo,
int nnodes,
const double*const x,
const double*const a,
const double capacidad,
const double alfal,
const double alfa2,
MDMset t *CIM

)

Cuadro A.3: Encabezado de funcién que produce un CIM. en base a la heuristica H3 (subseccion
4.7.3)

int MMgenerar IC_Minimal Heuristica IV (  MMinablock t *grafo,
int nnodes,
const double*const x,
const double*const a,
const, double capacidad,
MMset t *CIM

)

Cuadro A.4: Encanezad de funcién que produce un CIM. en base a la heuristica H/ (subseccion
4.7.4)

A.2. Funciones de Lifting

int MMPKICut ( MDMinablock t *grafo,
int nnodes,
MMset t *CIM,
const double capacidad,
const double*const x,
MDMset_t *Varin,
MMset t *Gamma,
double *rhscut

)

Cuadro A.5: Encabezado de funcién que ejecuta el lifting de Park., K. y Park., S (KS) [30]

(subseccion 4.5.1)
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int MMrelajaciéon PKP _Heuristica C ( const MMinablock t *constgrafo,
const, int nnodes,
const double *const x,
double const capacidad,
MMset t *CIM,
MMset_t *noCIM,
double *const coefr,

double *const coefnic

)

Cuadro A.6: Encabezado de funcién que ejecuta el lifting de Zonghao Gu (Z) [40] (seccién 5.5)

A.3. Funciones de Cortes

int MMICut (  const int nnodes,
const int nedges,
const int*const edges,
const double *x,
const double *a,
const double capacidad,
int typeH,
const double alfal,
const double alfa2,
double*const cutval,

double*const rhs

)

Cuadro A.7: Encabezado de funciéon que emite un corte formado por un cover inducido minimal

(apéndice A.1) y que a continuacién se fortalecen por alguna metodologia de lifting (apéndice A.5)
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int MMSILCut (  const int nnodes,
const int nedges,
const int*const edges,
const double *x,
const double *a,
const double capacidad,
int typeH,
const double alfal,
const, double alfa2,
int typeR,
double*const cutval,

double*const rhs

)

Cuadro A.8: Encabezado de funciéon que emite un corte formado por un cover inducido minimal

(apéndice A.1) y que a continuacién se fortalecen por alguna metodologia de lifting (apéndice A.6)
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