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METODOLOǴIA DE DISEÑO DE ROBOTS SEMI-PASIVOS

El diseño, la construcción y el control de robots antropomórficos móviles es un desafı́o aún no resuelto
en el ámbito de la robótica móvil. Los robots más avanzados en la actualidad no son capaces de caminar
en dos pies de una forma comparable a los seres humanos: tienen problemas al caminar en superficies
irregulares, gastan una gran cantidad de energı́a para desplazarse, caminan de una forma poco natural desde
el punto de vista humano, no pueden correr, saltar, ni mucho menos, hacer algún tipo de acrobacia.

Existe un compromiso entre la eficiencia energética y la versatilidad de los robots móviles que aún
no ha sido resuelto. Clasificando los robots pasivos según su nivel de actuación se obtienen dos grupos
de robots: los robots pasivos, que son eficientes energéticamente, pero muy poco versátiles, y los robots
activos, que son versátiles, pero muy ineficientes energéticamente. La existencia de estas dos clases de robots
con caracterı́sticas complementarias dependiendo del enfoque utilizado en su diseño, plantea el desafı́o de
encontrar una solución intermedia que combine las caracterı́sticas positivas de ambos enfoques.

Este trabajo de tesis propone el diseño de un robot semi-pasivo, consistente en un robot activo, que al
momento de ser diseñado, considera las condiciones sobre sus parámetros que permiten la existencia de un
ciclo de caminata pasiva. Para lograr el diseño y construcción de este robot semi-pasivo se propone una
nueva clase de articulaciones de rigidez variable basadas en el principio de torcer cuerdas para obtener un
desplazamiento lineal, simple en su construcción y que permite que la dinámica intrı́nseca del robot fluya
naturalmente. La articulación propuesta es construida y validada, obteniendo buenos resultados según lo
esperado para su aplicación en un robot bı́pedo semi-pasivo.

También se propone una nueva metodologı́a que permite encontrar las condiciones sobre los parámetros
de un modelo arbitrario de robot de dinámica pasiva que permiten la existencia de un ciclo de caminata
pasivo. Esta metodologı́a implementa un proceso de búsqueda que permite encontrar subespacios estables
en el espacio de parámetros (regiones con combinaciones deparámetros que producen ciclos de caminata
estables) simulando la dinámica del robot para diferentescombinaciones de parámetros. Después de que se
seleccionan aleatoriamente las condiciones iniciales, ladinámica del robot se modela paso a paso, verifican-
do la existencia de ciclos de caminata en la sección de Poincaré. La metodologı́a incluye la definición de un
algoritmo de búsqueda para explorar el espacio de parámetros, un método para la partición del espacio en
hiper-cubos y su manejo eficiente usando las estructuras de datos apropiadas, y el uso de las denominadas
funciones de valor que cuantifican la factibilidad de los parámetros resultantes. La metodologı́a es indepen-
diente del robot (puede ser usada con cualquier modelo de caminata de dinámica pasiva, sin importar su
complejidad), y es robusta (los subespacios estables incorporan un indicador del margen de estabilidad que
se encarga de las diferencias entre el modelo del robot y su realización fı́sica). Esta metodologı́a es validada
en el diseño de un robot semi-pasivo, el que en simulacionesmediante un software externo presenta un ciclo
de caminata de dinámica pasiva según lo predicho por los resultados de la aplicación de la metodologı́a.
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4.1.1. Cálculo del mapa de Poincaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 40
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4.2. Análisis del espacio de parámetros . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 43

4.2.1. Objetivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.2.2. Representación de la estabilidad de los parámetros . . . . . . . . . . . . . 43
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6.3.3. Mapas de Poincaré del robot diseñado . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 123

6.3.4. Análisis del ciclo de caminata . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 125

6.4. Diseño mecánico del robot real . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 128

6.5. Construcción mecánica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 131

6.6. Electrónica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 131

6.7. Control de la caminata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 134

6.8. Control de equilibrio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 137
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1.1. Introducción: Antecedentes.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Fundamentacíon general

El diseño, la construcción y el control de robots antropomórficos móviles es un desafı́o aún
no resuelto en el ámbito de la robótica móvil. Los robots más avanzados en la actualidad no son
capaces de caminar en dos pies de una forma comparable a los seres humanos: tienen problemas al
caminar en superficies irregulares, gastan una gran cantidad de energı́a para desplazarse, caminan
de una forma poco natural desde el punto de vista humano, no pueden correr, saltar, ni mucho
menos, hacer algún tipo de acrobacia [15].

Este trabajo de tesis plantea la generación de una metodologı́a de diseño de robots bı́pedos que
conciba robots que puedan caminar de una forma natural y eficiente, y con la potencialidad de
correr, saltar y desplazarse por terrenos irregulares. La metodologı́a que se generará será validada
empı́ricamente con la construcción de un robot bı́pedo quecumpla con los requisitos mencionados
anteriormente.

Los robots bı́pedos más exitosos a nivel mundial han sido diseñados y controlados para ser
completamente actuados, es decir, tener motores que controlen todas las articulaciones y para ser
estables de forma cuasi-estáticaa [51,69,103], lo que permite que sea fácil desarrollarles una cami-
nata estable, pero ésta les provee escasa agilidad y capacidad de movimiento, y trae como efecto
secundario una gran ineficiencia energética, ya que el sistema de control debe ejercer fuerza contra
la gravedad, y de esta forma, oponerse a la dinámica intrı́nseca del robot [15].

Por otra parte, existe otra clase de robots menos conocidos que han sido desarrollados en for-
ma paralela denominados robots pasivos [53–55]. Estos robots deben su denominación a que no
poseen motores y prácticamente no requieren suministro deenergı́a para funcionar. Estos robots
son diseñados considerando su dinámica interna y su relación con la fuerza de gravedad [15]. La
construcción de un robot pasivo se basa en que el diseño delrobot genere una dinámica interna que
use la gravedad en su favor, haciendo que el robot camine naturalmente, obteniendo gran parte de
la energı́a utilizada para su desplazamiento de la fuerza degravedad [54]. Los robots pasivos puros
no poseen ningún tipo de actuación. Entonces, se definen los robots semi-pasivos como aquellos
robots pasivos que poseen motores que asisten sus movimientos [14, 87]. En estos robots, la can-
tidad de energı́a que entregan los motores a la dinámica delrobot es mı́nima. Los robots pasivos
son extremadamente eficientes energéticamente, con un nivel de eficiencia más cercano al de los
seres humanos que al de los robots activos [49]. Sin embargo,la ausencia de motores trae como
consecuencia la inexistencia de cualquier tipo de control,lo que redunda en que el robot sólo puede
avanzar hacia delante, sin poder detenerse ni modificar su trayectoria o velocidad. Por lo mismo,
este tipo de robots no es apto para realizar tareas más complejas, como caminar en terrenos irregu-
lares [15].

aUn robot con estabilidad cuasi-estática es aquel que necesita de motores para permanecer de pie y en que los
movimientos del robot son restringidos de forma que la proyección del centro de masa del robot se mantiene siempre
dentro de su polı́gono de soporte.
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1.4. Introducción: Objetivos.

1.1.2. Definicíon del problema a abordar

La existencia de dos enfoques, activo y pasivo, que poseen caracterı́sticas complementarias para
enfrentar la caminata de un robot bı́pedo, plantea el desaf´ıo de encontrar una solución intermedia
que combine las caracterı́sticas positivas de ambos enfoques. Este desafı́o no ha sido enfrentado
aún por los investigadores de forma explı́cita: los investigadores que han considerado el modelo
dinámico del robot al generar la estrategia de control de unrobot activo [10, 11, 70, 71, 94] son lo
más cercano existente a un enfoque que, utilizando los puntos de vista tanto activo como pasivo,
potencie sus caracterı́sticas positivas, complementado las de ambas perspectivas.

El problema que se aborda en el trabajo de tesis es el de complementar los enfoques activo y
pasivo utilizando el modelo dinámico del robot no sólo en la estrategia de control de un robot
activo, sino además en el diseño mecánico del robot. En otras palabras, se desea generar una
metodologı́a que permita diseñar una dinámica para el robot activo tal que el sistema de control no
tenga que luchar permanentemente contra ésta, sino que su función sea la de generar cambios de
trayectoria y mejorar la robustez de la caminata ante irregularidades del terreno.

1.2. Objetivos

El objetivo general de esta tesis es generar una metodologı́a de diseño para un robot bı́pedo que
permita la generación de robots eficientes energéticamente.

Se propone que el diseño esté orientado a simplificar la tarea del sistema de control desde el
punto de vista energético. Para lograr esto se propone analizar un modelo de robot bı́pedo pasivo y
buscar las restricciones de diseño que permiten la existencia de una caminata pasiva estable, luego
utilizar estas restricciones para la construcción de un robot activo. Finalmente se propone generar
un sistema de control que utilice los motores para inyectar al sistema la energı́a que el robot pasivo
normalmente extraerı́a de la gravedad.

1.3. Hipótesis

La hipótesis de este trabajo consiste en que si se crea un robot activo que tenga una dinámica
intrı́nseca con un ciclo de caminata pasiva estable, el robot tendrá una eficiencia energética mayor
que el de un robot activo tradicional.

1.4. Metodoloǵıa

Se propone la siguiente metodologı́a para la generación deun robot activo que posea una
dinámica intrı́nseca con un ciclo de caminata pasiva estable:

1. Analizar el modelo de un robot pasivo, buscando las restricciones de diseño que generan
ciclos de caminata estables.

2. Diseñar y construir un robot que cumpla con las restricciones de diseño obtenidas del análisis
del modelo de robot pasivo y que adicionalmente posea motores en todas las articulaciones,
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1.6. Introducción: Aportes del trabajo de tesis.

permitiendo que el sistema de control pueda inyectar la energı́a que normalmente se extraerı́a
de la gravedad a través de un plano inclinado.

3. Diseñar y construir articulaciones de rigidez variableque permitan que la dinámica intrı́nseca
del robot se exprese adecuadamente.

4. Diseñar el sistema de control considerando la dinámicaintrı́nseca previamente obtenida del
sistema pasivo.

Este nuevo enfoque permitirá generar un robot activo con todas las caracterı́sticas positivas
tı́picas un robot activo tradicional (puede estar quieto deforma estable, tiene la potencialidad de
caminar en terrenos irregulares, de subir y bajar escaleras, etc.), pero con un estilo de caminata
más natural y con una eficiencia energética mucho mayor.

1.5. Aportes del trabajo de tesis

Se propone una metodologı́a para encontrar las condicionessobre los parámetros de un modelo
arbitrario de caminatas de dinámica pasiva [89]. En la literatura no existe ninguna metodologı́a que
permita encontrar las condiciones sobre los parámetros deun modelo arbitrario. Los resultados de
la aplicación de esta metodologı́a son promisorios, logrando el diseño de un robot semi-pasivo que
en simulaciones presenta un ciclo se caminata estable.

Se presenta un nuevo tipo de articulación de rigidez variable basada en el principio de torcer
cuerdas para generar un desplazamiento lineal. La mecánica involucrada en estas articulaciones es
bastante simple y el resultado es aplicable en los sistemas de actuación de robots bı́pedos. Dentro de
las ventajas de estas articulaciones propuestas se destacan la flexibilidad para poner los motores en
cualquier ubicación, permitiendo acomodar los centros demasa en el caso de requerirlo, facilidad
para controlar la rigidez y permitir la fluidez de la dinámica intrı́nseca del robot, pocas pérdidas
energéticas por roce.

Se diseña un robot bı́pedo semi-pasivo que en las simulaciones presenta un ciclo de caminata
de dinámica pasiva. Actualmente el robot está en la etapa final de construcción y validación.

1.6. Estructura de la tesis

La tesis está estructurada de la siguiente forma: El capı́tulo 2 presenta una revisión bibliográfi-
ca de robots bı́pedos pasivos y activos, de intentos de integración de enfoques y de actuadores de
rigidez variable. El capı́tulo 3 muestra los modelos de robots pasivos utilizados. El capı́tulo 4 pro-
pone una metodologı́a para encontrar las condiciones sobrelos parámetros del robot que permiten
la existencia de un ciclo de caminata estable. El capı́tulo 5introduce un nuevo tipo de actuador de
rigidez variable basado en torcer cuerdas. El capı́tulo 6 muestra el proceso de diseño y construcción
de un robot real semi-pasivo, utilizando la metodologı́a propuesta en el capı́tulo 4 y los actuado-
res presentados en el capı́tulo 5. Finalmente, el capı́tulo7 presenta conclusiones, discusiones y el
trabajo futuro.
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2.2. Revisíon bibliogr áfica: Robots bı́pedos actuales.

2.1. Robots b́ıpedos actuales

Los robots bı́pedos pueden ser agrupados de acuerdo a su nivel de actuación en robots activos
o robots pasivos. Los desarrollos en ambos tipos de robots han conseguido importantes logros
[84,93].

Los robots bı́pedos más sofisticados en la actualidad son robots activos y basan su control de
estabilidad en mantener el ZMP (Zero Moment Point) dentro del polı́gono de soporte, utilizando
para esto un complicado control de trayectorias.

Se destacan dentro de lo robots bı́pedos actuales el robot WABIAN (Waseda BIpedal HumA-
Noid) [51, 103] desarrollado por la universidad Waseda, el robot JOHNNIE [69] desarrollado por
la universidad de Múnich, el robot ASIMO [8, 9, 76] desarrollado por Honda, y el robot QRIO
desarrollado por Sony.

En los robots tanto activos como pasivos muchas veces se utilizan simuladores para probar el
diseño del robot y los algoritmos de control de estabilidadutilizados antes de realizarlos en la reali-
dad [20,24,32,44,72,91]. Esto disminuye el tiempo de desarrollo y produce mejores resultados.

En el último tiempo se han realizado varios trabajos comparando los distintos enfoques, ob-
teniendo como resultado la conclusión de que cada enfoque tiene ventajas y desventajas, dejando
entrever que una mezcla de enfoques podrı́a obtener mejoresresultados [91,101].

2.2. Robots b́ıpedos activos

Estos robots aseguran su estabilidad utilizando un complejo sistema de actuación, el que nor-
malmente está compuesto de servomotores y que utiliza com´unmente el ZMP como indicador de
estabilidad. Sin embargo, la definición del ZMP es ambigua yse han propuesto nuevos indicadores
con una definición más rigurosa [30,77].

Los indicadores de estabilidad utilizados en los robots activos son explicados en [22], donde
se muestra el FRI (Foot Rotation Indicator) como el indicador de estabilidad por excelencia. El
FRI se define como el punto en la superficie de contacto pie-piso dentro o fuera de la superficie
convexa de soporte en la cual el momento resultante de la fuerza/torque aplicado al pie es normal
a la superficie [22]. Los robots activos tradicionales, en los que se realiza control de trayectoria
en las articulaciones para generar un equilibrio cuasi-estático, basan su estabilidad en mantener su
FRI dentro de su polı́gono de soporte [28].

El criterio de mantener el FRI dentro del polı́gono de soporte del robot, genera reglas sobre las
trayectorias permitidas en un robot activo, pero no limita todos los grados de libertad del robot,
por lo que generalmente la caminata de un robot activo se determina completamente mediante un
proceso de optimización numérica sujeta a las reglas dadas por el equilibrio cuasi-estático [28].

En el control de robots activos, también se ha utilizado el control del ZMP [22,88] en conjunto
con un modelo de péndulo invertido, de forma tal que al controlar el ZMP permite la generación
de patrones de caminata que son capaces de subir escaleras [39].

El control de trayectoria en las articulaciones para controlar el ZMP se basa en generar tra-
yectorias para todas las articulaciones que mantienen en todo instante el ZMP dentro del polı́gono
de soporte, estas trayectorias son construidas cinemáticamente y para transformarlas en dinámi-
camente estables se disminuye su velocidad [44]. Otros robots generan funciones parametrizables
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2.3. Revisíon bibliogr áfica: Robots bı́pedos pasivos.

que aseguran la estabilidad y luego utilizan un generador detrayectorias online que cambia los
parámetros de acuerdo a las necesidades de la aplicación [7,88].

El control de trayectoria de las articulaciones se realiza con controladores PID en cada arti-
culación, los que reciben como referencia la trayectoria deseada y utilizan encoders para medir la
posición real y calcular el error de posición. Existen autores que califican este tipo de control como
de lazo abierto pues no se utiliza una retroalimentación que considere el sistema completo, sino
que las retroalimentaciones son solo locales [50].

El robot HRP-2 es un robot activo que usando el principio de mantener el ZMP dentro del
polı́gono de soporte es capaz de caminar por terrenos irregulares de forma exitosa [41–43]. El
robot HRP-3 es uno de sus sucesores [2], y es incluso capaz de correr utilizando la técnica de
estabilización del ZMP [40].

Algunos robot utilizan el modelo de un péndulo invertido como modelo del robot para generar
una ley de control que genere una caminata estable [18,80,85].

2.3. Robots b́ıpedos pasivos

Los robots bı́pedos pasivos surgen de estudiar la importancia del sistema de control y de los
actuadores en un caminante, en particular en el ser humano, donde el sistema de control es el
sistema nervioso y los actuadores son el sistema muscular. Para intentar responder esta pregunta,
se propuso que el sistema dinámico de un robot bı́pedo es estable y capaz de caminar incluso en
la ausencia de sistemas de control, y que la función del sistema de control es modificar levemente
el comportamiento del sistema [54]. En una primera instancia se demostró que un sistema bı́pedo
plano sin rodillas podı́a ser diseñado para ser estable [54], luego se generó un modelo de un sistema
bı́pedo plano con rodillas, el que también resultó ser estable con ciertos parámetros [55].

El estudio de los robots pasivos ha estado fuertemente ligado al estudio biológico de la caminata
humana, llegándose a decir que la caminata humana tiene unafuerte componente pasiva [54]. Y no
sólo se ha estudiado la forma de caminar de los robots pasivos, sino que incluso se han encontrado
modelos planos de robots pasivos en los que el correr es una condición estable [53].

El concepto detrás de las caminatas de dinámica pasiva fueintroducido por McGeer cerca de
1990 [52–58]. En su trascendental trabajo, McGeer analizóel comportamiento cı́clico de sistemas
mecánicos puramente pasivos que son capaces de desplazarce en un plano inclinado. El com-
portamiento cı́clico resulta del balance entre las pérdidas energéticas debidas a los impactos y el
aumento de energı́a debido a la pendiente (energı́a potencial gravitacional se transforma en energı́a
cinética) [38].

La investigación en robots bı́pedos pasivos ha aumentado mucho desde el trabajo precursor de
McGeer [13–15,20,23,24,29,32,45,67,72,87,96].

Debido a la complejidad de los modelos de caminatas pasivas,algunos de los análisis han sido
realizados usando modelos linealizados [24].

En muchos de los trabajos con robots pasivos se muestra la eficiencia energética como un factor
fundamental, y se dice que es este factor el que determina la forma de caminar, en la que se escogen
los parámetros que minimizan el gasto energético [46,47,49], determinando inclusive la velocidad
a la cual se cambia el caminar por correr [75].

La estabilidad de los robots pasivos ha sido estudiada mediante modelos linealizados [54, 55],
modelos no lineales [24] y mediante simulaciones [20,72].
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2.3. Revisíon bibliogr áfica: Robots bı́pedos pasivos.

Los lı́mites de desempeño de los robots bı́pedos pasivos han sido estudiados para determinar
que distribución de masa y diseño de robot en general es capaz de obtener una mayor eficiencia y
velocidad [21].

El estudio de robots pasivos también fue posteriormente expandido a modelos tridimensiona-
les, expandiendo los resultados del modelo de rueda sin borde y del modelo de pies puntuales, que
previamente fueron restringidos a un plano, a un espacio tridimensional [13, 15]. La estabilidad
tridimensional ha sido resuelta mediante oscilaciones laterales pasivas [45, 102], con estabiliza-
ción lateral independiente utilizando actuadores [72], ocon la dinámica cero hı́brida en los robots
pasivos actuados [5].

Los diversos robots pasivos creados han sido analizados en detalle en simulaciones antes de su
construcción. Este análisis detallado en simulaciones ha dado lugar a algunas tesis de doctorado
[20, 72], donde se aprecian las diferencias entre los distintos modelos postulados en la literatura y
se aprecia que no todos los modelos tridimensionales puedengenerar caminatas estables [20].

Dada la dificultad de encontrar modelos tridimensionales que sean estables en las simulaciones,
algunos investigadores han utilizado sus modelos planos derobots bı́pedos pasivos estables y los
han llevado directamente a la realidad. A través de un proceso de prueba y error han llegado a
configuraciones estables en la realidad [15].

Algunos robots pasivos han sido actuados mı́nimamente paragenerar robots bı́pedos que son
capaces de caminar en terrenos sin pendientes [14, 87], dando lugar a robots eficientes, pero aún
con problemas al caminar en terrenos irregulares y con dificultades al girar.

Muchos de los análisis de caminatas de dinámica pasiva realizan un análisis de estabilidad
orbital estudiando la linealización de su mapa de Poincar´e [65, 78], sin embargo, en el último
tiempo se han realizado estudios que analizan la estabilidad local de la órbita en su camino entre
las intersecciones con la sección de Poincaré [65]. Este análisis se enfoca en estimar la inestabilidad
generada por perturbaciones perpendiculares a la órbita,y su mayor utilidad es en el momento de
generar un sistema de control para los robots semi-pasivos,ya que permitirı́a generar un sistema
de control que gaste energı́a sólo para compensar perturbaciones que generarı́an inestabilidades y
no en aquellas que son intrı́nsecamente estables.

Algunas de las caracterı́sticas principales de los robots pasivos son la eficiencia energética,
simplicidad mecánica y apariencia natural de sus caminatas [98]. Estas caracterı́sticas son el resul-
tado del hecho de que en las caminatas de dinámica pasiva el robot utiliza su dinámica natural en
vez de tratar de restringirla continuamente.

2.3.1. Metodoloǵıa de disẽno de robots pasivos

Los modelos de robots pasivos no triviales incluyen pies, rodillas, tronco, dentro de otras par-
tes. Adicionalmente, para aumentar la posibilidad de que unrobot real se comporte similar a su
modelo, es necesario incrementar la complejidad del modelo, incluyendo más caracterı́sticas fı́si-
cas del robot. Esto lleva rápidamente a la imposibilidad dedeterminar las condiciones sobre los
parámetros del robota requeridos para la existencia de un ciclo de caminata estable. Aunque algu-
nas caracterı́sticas fı́sicas han sido asociadas a la existencia de un ciclo de caminata pasiva [96],
el autor no tiene conocimiento de ninguna metodologı́a paraencontrar las condiciones sobre los

aLos parámetros que definen las caracterı́sticas del robot,como las masas, largos y momentos de inercia de las
diferentes componentes del robot.
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2.4. Revisíon bibliogr áfica: Integración de enfoques pasivo y activo.

parámetros para un modelo pasivo arbitrario. Usualmente,los diseñadores de robot pasivos siguen
un proceso de diseño de prueba y error, el cual tı́picamenteusa conocimiento cualitativo sobre los
modelos de caminatas pasivas (sacado de la literatura), y enel cual la existencia de un ciclo de
caminata estable para el modelo de robot pasivo es verificadousando un análisis de estabilidad
empı́rico.

2.4. Integración de enfoques pasivo y activo

Aunque actualmente la mejor forma de hacer robots bı́pedo eficientes energéticamente es el
uso de los conceptos de los robots pasivos [47, 82], todavı́ahay un compromiso entre eficiencia y
versatilidad [48]. La fusión de la eficiencia y la versatilidad es aún un gran desafı́o, y la existencia
de un premio para un robot con estas dos cualidades lo prueba [59].

Además del desarrollo de modelos pasivos más complejos, que incluyen tronco, pies y rodillas,
los investigadores han propuesto robots semi-pasivos, para obtener un cierto grado de control sobre
los robots y evitar la necesidad de utilizar planos inclinados [14, 29, 68, 87, 97, 98]. En los robots
semi-pasivos la energı́a es inyectada por actuadores en vezde la gravedad, lo que les permite
caminar sin la necesidad de una pendiente, contribuyendo adicionalmente a la versatilidad y a la
estabilidad de los ciclos pasivos [23,67,99]. Adicionalmente, inspirados en las ideas de caminatas
de dinámica pasiva, hay robots activos que usan su dinámica intrı́nseca como una referencia para
su sistema de control. Esto permite el uso de actuadores pequeños, simples y baratos [104–107].
Resultando robots que son capaces de llevar a cabo movimientos complejos, como jugar fútbol
[110].

Los robots semi-pasivos comparten las principales caracterı́sticas de los robots pasivos, la efi-
ciencia energética, simplicidad mecánica y apariencia natural de sus caminatas [98].

Existen algunos robots activos que han recogido el modelo depéndulo invertido para la pier-
na de soporte [33, 34]. Incluso, algunos utilizan el modelo de péndulo de dos segmentos para la
pierna que se balancea utilizado normalmente en los robots pasivos [11, 70, 71, 94]. Estos robots
activos mueven en ciertos momentos su FRI fuera del polı́gono de soporte, para lograr una mejor
naturalidad al caminar.

Uno de los intentos de integración de los enfoques pasivo y activo es el diseño y construcción
del robot RABBIT [11]. En el diseño de su caminata se consideró que un paso estaba compuesto
de tres etapas: etapa subactuada, etapa completamente actuada y una etapa instantánea de doble
soporte. En la etapa subactuada el robot está constantemente cayendo y mantiene su FRI estric-
tamente delante del pie de soporte (fuera del polı́gono de soporte). En la etapa completamente
actuada, el robot se mantiene en equilibrio cuasi-estático, manteniendo su FRI dentro del polı́gono
de soporte, el que corresponde al pie de soporte. La etapa instantánea de doble soporte correspon-
de a un instante de tiempo en el cual se realiza el cambio de piede soporte, momento en el cual
aparecen fuerzas y torques impulsivos.

Los modelos obtenidos para las fases subactuada y la completamente actuada son modelos no
lineales a los que se les calcula la dinámica cero [37] y se les define una cierta ley de control, en
tanto que la etapa de doble soporte se puede definir como un mapa de transición de estado [108].
Todas estas etapas pueden ser compuestas y su resultado define un mapa de Poincaré [78], al que
se le mide la estabilidad mediante el análisis de los valores propios de su linealización [35]. La
estabilidad del mapa de Poincaré determina reglas para losparámetros de la ley de control.
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2.5. Revisíon bibliogr áfica: Actuadores de rigidez variable.

La metodologı́a utilizada en el desarrollo de RABBIT (mencionada anteriormente), utiliza el
trabajo presentado en [16], donde se muestra cómo lidiar con la estabilización de orbitales de
sistemas subactuados. El funcionamiento de RABBIT se basa en encontrar orbitales estables, es
decir, movimientos periódicos de sus articulaciones, la forma de encontrar las leyes de control que
generan estos orbitales estables se encuentra en el trabajopresentado en [16].

El análisis de estabilidad es llevado a cabo normalmente usando mapas de Poincaré, con el
impacto del pie como la sección de Poincaré [25–27,60–63,94,95]. Bajo este paradigma, el análisis
de estabilidad es llevado a cabo discretizando la sección de Poincaré usando una grilla regular. El
criterio para la existencia de un ciclo de caminata es buscarlos puntos en la sección de Poincaré que
son mapeados en si mismos, o que después de algunas iteraciones son finalmente mapeados en si
mismos. Esta metodologı́a tiene un gran problema: tiende a tener aliasing, siendo muy sensible
al paso de discretización (el tamaño de la grilla). Condiciones estables e inestables pueden ser
mezcladas en el mismo punto de la grilla por culpa de la discretización seleccionada. Por lo tanto,
puede suceder que algunas condiciones iniciales que provocan una caı́da después de algunos pasos,
se mapeen suficientemente cerca para ser consideradas como pertenecientes al mismo punto de la
grilla, y por lo tanto, parte de una caminata estable.

2.5. Actuadores de rigidez variable

Los actuadores de rigidez variable son aquellos actuadoresque además de controlar la posición
o torque ejercido en el sentido de movimiento, controlan su rigidez, es decir, cuanta resisten-
cia ejercen en contra de las fuerzas externas [73, 92]. Los actuadores de rigidez variable surgen
principalmente como una solución al contacto entre robotsy humanos de forma segura para los
humanos [1, 3, 12, 31]. Sin embargo, otras aplicaciones también han necesitado poder controlar
la resistencia que ejerce una articulación no sólo a los humanos, sino también a la gravedad. En
particular, al actuar un robot bı́pedo pasivo, el uso de actuadores de rigidez variable aparece casi
como una necesidad [83].

En el contexto de la interacción robot-humano, se desarrolló un brazo robótico con control de
rigidez [3]. Sus articulaciones son casi rı́gida, pero además del controlador de posición, tiene un
controlador que mide el torque y varı́a su resistencia a las fuerzas externas activamente utilizando
sólo un motor. Este controlador lo que hace es generar una inercia del rotor del motor artificial
que es menor que la del rotor real. Ellos encontraron que el enfoque de activamente controlar
la resistencia a las fuerzas externas activamente no era suficiente, por lo que le introducen un
mecanismo elástico en serie consistente en resortes, presentando un mecanismo cuasi-antagónico,
en el que un motor controla la posición y otro motor controlala rigidez a través de resortes en serie.

Los actuadores de rigidez variable por excelencia utilizandos motores en una configuración
antagónica, en que se utilizan ambos motores para ejercer movimiento, cada uno de ellos conectado
mecánicamente con la articulación a través de un mecanismo elástico [19,31,73].

Con el objetivo de generar robots que caminen y corran de una forma robusta y eficiente
energéticamente también se han incorporado los actuadores de rigidez variable a robots bı́pe-
dos [36].

Otras aplicaciones de los actuadores de rigidez variable son las prótesis activas [6, 79] y las
máquinas de rehabilitación [90,109].
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En los actuadores de rigidez variable existe una motivación biológica, la que también introduce
el uso de tendones en este tipo de actuación [31,86].

La mayorı́a de los actuadores de rigidez variable utilizan mecanismos neumáticos, hidráulicos,
cuerdas que son enrolladas por motores de corriente continua y resortes o elásticos en serie con
la articulación, sin embargo, existe una aplicación en que se utiliza un actuador lineal basado en
torcer cuerdas para realizar movimientos microscópicos [81]. Este actuador se basa en el principio
arcaico de torcer cuerdas para generar un acortamiento de éstas, a pesar de que este principio no ha
sido utilizado nunca en robótica, es interesante por su simplicidad y por no necesitar mecanismos
complejos.

2.6. Discusíon

Se han realizado estudios sobre los distintos modelos y estrategias de control utilizados [35],
mostrando las ventajas y desventajas de los distintos enfoques, y resaltando la ausencia de marcos
de trabajo teóricos suficientemente generales que permitan derivar controladores estables que to-
men en cuenta la dinámica de los robots. En este contexto, sehace necesario generar metodologı́as
de diseño que sean aplicables a los nuevos modelos más gen´ericos y realistas que surjan en el
futuro.

En el siguiente capı́tulo se muestran los modelos de robots de dinámica pasiva que se utilizarán
en la metodologı́a de diseño de robots pasivos que luego se propondrá en el capı́tulo 4.
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3.1. Modelos b́asicos de robots pasivos:Definiciones básicas.

3.1. Definiciones b́asicas

3.1.1. Sistemas de referencia

Sistema de coordenadas

Se utiliza el sistema de coordenadas global en cartesianas ubicado en el pie de soporte orientado
con el ejex hacia adelante y el ejey hacia arriba.

Puntos relevantes

PB: Pie que se balancea.

PS: Pie de soporte.

T: Tronco.

3.1.2. Variables

Propiedades f́ısicas

g: Gravedad.

α: Ángulo del plano inclinado.

Dimensiones f́ısicas del robot

Mtronco: Masa del tronco.

Mpie: Masa del pie.

MSSP: Masa del segmento superior de la pierna.

MSIP: Masa del segmento inferior de la pierna.

ISIP: Momento de inercia del segmento inferior de la pierna.

ISSP: Momento de inercia del segmento superior de la pierna.

L: Largo de la pierna completa.

LSIP: Largo del segmento inferior de la pierna.

LSSP: Largo del segmento superior de la pierna.
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3.1. Modelos b́asicos de robots pasivos:Definiciones básicas.

Posiciones de los segmentos del robot

Su notación está compuesta de tres partes: el encabezadopos, el objeto cuya posición está sien-
do definida, y con respecto a que punto. Por ejemplo,

−−−−−−−−−→
posTroncoPSes la posición del tronco con

respecto al pie de soporte.

−−−−−−−−→
posPieBalPS: Posición del pie de balanceo con respecto al pie de soporte.Es un vector de dos

dimensiones en coordenadas cartesianas.
−−−−−−−−→
posPieBalT: Posición del pie de balanceo con respecto al tronco. Es un vector de dos dimensiones

en coordenadas cartesianas.
−−−−−−−−−→
posTroncoPB: Posición del tronco con respecto al pie de balanceo. Es un vector de dos dimensio-

nes en coordenadas cartesianas.
−−−−−−−−−→
posTroncoPS: Posición del tronco con respecto al pie de soporte. Es un vector de dos dimensiones

en coordenadas cartesianas.
−−−−−−−−−→
posRodSopPS: Posición de la rodilla de la pierna de soporte con respecto al pie de soporte. Es un

vector de dos dimensiones en coordenadas cartesianas.
−−−−−−−−−→
posRodBalPS: Posición de la rodilla de la pierna de balanceo con respectoal pie de soporte. Es

un vector de dos dimensiones en coordenadas cartesianas.
−−−−−−−−−→
posSIPBalPS: Posición del centro de masa del segmento inferior de la pierna de balanceo con

respecto al pie de soporte. Es un vector de dos dimensiones encoordenadas cartesianas.

−−−−−−−−−→
posSIPSopPS: Posición del centro de masa del segmento inferior de la pierna de soporte con

respecto al pie de soporte. Es un vector de dos dimensiones encoordenadas cartesianas.

−−−−−−−−−→
posSSPBalPS: Posición del centro de masa del segmento superior de la pierna de balanceo con

respecto al pie de soporte. Es un vector de dos dimensiones encoordenadas cartesianas.

−−−−−−−−−→
posSSPSopPS: Posición del centro de masa del segmento superior de la pierna de soporte con

respecto al pie de soporte. Es un vector de dos dimensiones encoordenadas cartesianas.

Velocidades de los segmentos del robot

Su notación está compuesta de dos partes: el encabezado (vel para las velocidades de despla-
zamiento yω para las velocidades angulares), y el objeto cuya velocidadestá siendo definida. Por
ejemplo,

−−−−−−→
velTroncoes la velocidad del tronco.

−−−−−−→
velPieBal: Velocidad del pie de balanceo. Es un vector de dos dimensiones en coordenadas carte-

sianas.
−−−−−−→
velTronco: Velocidad del tronco. Es un vector de dos dimensiones en coordenadas cartesianas.
−−−−−−→
velSIPBal: Velocidad del segmento inferior de la pierna de balanceo. Esun vector de dos dimen-

siones en coordenadas cartesianas.
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3.1. Modelos b́asicos de robots pasivos:Definiciones básicas.

−−−−−−→
velSIPSop: Velocidad del segmento inferior de la pierna de soporte. Es un vector de dos dimen-

siones en coordenadas cartesianas.
−−−−−−→
velSSPBal: Velocidad del segmento superior de la pierna de balanceo. Esun vector de dos dimen-

siones en coordenadas cartesianas.
−−−−−−−→
velSSPSop: Velocidad del segmento superior de la pierna de soporte. Es un vector de dos dimen-

siones en coordenadas cartesianas.

ωSIPBal: Velocidad angular del segmento inferior de la pierna de balanceo.

ωSIPSop: Velocidad angular del segmento inferior de la pierna de soporte.

ωSSPBal: Velocidad angular del segmento superior de la pierna de balanceo.

ωSSPSop: Velocidad angular del segmento superior de la pierna de soporte.

ωTronco: Velocidad angular del tronco.

Momentos de inercia del robot

Su notación está compuesta de tres partes: el encabezadoM, el objeto cuyo momento está sien-
do definido, y con respecto a que punto. Por ejemplo,MrobotPSes el momento de inercia del robot
con respecto al pie de soporte.

MrobotPS: Momento de inercia del robot completo con respecto al pie de soporte.

MrobotPB: Momento de inercia del robot completo con respecto al pie de balanceo.

MsopT: Momento de inercia de la pierna de soporte con respecto al tronco.

MbalT: Momento de inercia de la pierna de balanceo con respecto al tronco.

Otras variables de inteŕes

θ: Ángulo del segmento inferior de la pierna de soporte con respecto a la vertical (ver secciones
3.2.1 y 3.3.1).

φ: Ángulo de separación entre los segmentos superiores de la piernas (ver secciones 3.2.1 y 3.3.1).

γ: Ángulo de la rodilla de la pierna de balanceo (ver secciones 3.2.1 y 3.3.1).

q: Vector con todos los ángulos del módelo del robot (θ, φ, y γ, según corresponda) (ver secciones
3.2.1 y 3.3.1).

Q: Vector compuesto por los ángulos y las velocidades angulares del módelo (ver secciones 3.2.1
y 3.3.1).

V: Energı́a potencial.
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3.2. Modelos b́asicos de robots pasivos:Modelo 2D sin rodillas.

K: Energı́a cinética.

Lg: Lagrangiano.

τ: Perı́odo de un paso.

3.2. Modelo 2D sin rodillas

El modelo 2D sin rodillas es modelo de robot propuesto inicialmente por McGeer [52], en el
cual todos los trabajos posteriores se han inspirado. Este modelo tiene una versión más simple
llamada modelo “Más Simple” en [20] que es de mucha utilidad, pues se pueden encontrar las ca-
minatas pasivas de forma analı́tica. Este modelo consiste en un robot bı́pedo sin rodillas, con una
gran masa puntual en la cadera y masas puntuales pequeñas enlos pies. El modelo 2D sin rodillas
considera el lı́mite cuando las masas de los pies tienden a cero, por lo que en este análisis se con-
siderarán dos variantes del modelo 2D sin rodillas, una conmasa en los pies para la obtención de
las ecuaciones del modelo y una sin masa en los pies para la obtención de una solución algebraica.
En la figura 3.1 se aprecia el modelo 2D sin rodillas.

Figura 3.1: Modelo de robot pasivo 2D sin rodillas.

La caminata se puede modelar como la unión de dos etapas: unaetapa de transición en que
una pierna está apoyada en la superficie mientras la otra se balancea suavemente hacia adelante
y una etapa instantánea de impacto, en que la pierna que se balanceaba golpea inelásticamente el
piso y cambia de rol con la pierna que soportaba el cuerpo. Se define un paso como una etapa de
transición seguida por una etapa instantánea de impacto.
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3.2. Modelos b́asicos de robots pasivos:Modelo 2D sin rodillas.

3.2.1. Estado

El estado del modelo 2D sin rodillas está definido por el ángulo θ de la pierna de soporte con
respecto al piso, por el ánguloφ entre la pierna de soporte y la de balanceo y por sus velocidades
angulareṡθ y φ̇. El vector de estado está definido por:

q=

(

θ
φ

)

. (3.1a)

Q=

(

q
q̇

)

. (3.1b)

3.2.2. Definiciones

El objetivo del análisis de este modelo es que el robot camine en un plano, por lo tanto, es
conveniente separar la energı́a potencial en dos campos de potencial, uno vertical que corresponda
a la gravedad real y otro horizontal que posteriormente ser´a realizado por el sistema de control y
generará el desplazamiento propiamente tal. Teniendo esto en consideración, se define la gravedad
según:

G=
g

Cos(α)
. (3.2)

Con α definido como el ángulo de la superficie de apoyo, la que poseeuna pendienteAvn
definida de acuerdo:

Avn= Tan(α) . (3.3)

Definiendo Porcentaje de masa en el troncoMt de acuerdo con:

Mtronco= Mt ·M . (3.4)

DondeM corresponde a la masa total del robot. Se puede observar fácilmente que la masa del
pie está determinada por:

Mpie=
1−Mt

2
·M . (3.5)

Y definiendo finalmente la frecuencia del péndulo equivalenteω según:

ω =

√

g
L
. (3.6)

Dondeg es la aceleración de gravedad yL es el largo de la pierna.

3.2.3. Paŕametros

Los parámetros de este modelo se definen como:

1. Frecuencia del péndulo equivalenteω.
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2. PendienteAvn.

3. Masa totalM.

4. Porcentaje de masa en el troncoMt .

3.2.4. Cineḿatica directa

La posición del tronco en coordenadas cartesianas con respecto al pie de soporte está dada por:

−−−−−−−−−→
posTroncoPS=

(

−L ·Sin(θ)
L ·Cos(θ)

)

. (3.7)

Y utilizando los parámetros definidos se obtiene:

−−−−−−−−−→
posTroncoPS=

(

−g·Sin(θ)
ω2

g·Cos(θ)
ω2

)

. (3.8)

La posición del pie de balanceo con respecto al tronco estádada por:

−−−−−−−−→
posPieBalT=

(

−L ·Sin(φ−θ)
−L ·Cos(φ−θ)

)

. (3.9)

Y utilizando los parámetros definidos se obtiene:

−−−−−−−−→
posPieBalT=

(

g·Sin(θ−φ)
ω2

−g·Cos(θ−φ)
ω2

)

. (3.10)

Por lo tanto, la posición del pie de balanceo con respecto alpie de soporte está dada por:

−−−−−−−−→
posPieBalPS=

(

−g·Sin(θ)
ω2 + g·Sin(θ−φ)

ω2
g·Cos(θ)

ω2 − g·Cos(θ−φ)
ω2

)

. (3.11)

También es importante conocer la posición del tronco con respecto al pie de balanceo, la que
está dada por:

−−−−−−−−−→
posTroncoPB=−−−−−−−−−→

posPieBalT. (3.12)

Reemplazando la ecuación (3.10) en la ecuación (3.12) se obtiene:

−−−−−−−−−→
posTroncoPB=

(

−g·Sin(θ−φ)
ω2

g·Cos(θ−φ)
ω2

)

. (3.13)

Luego, derivando la ecuación (3.8) se obtiene la velocidaddel tronco, dada por:

−−−−−−→
velTronco=

(

−g·Cos(θ)·θ̇
ω2

−g·Sin(θ)·θ̇
ω2

)

. (3.14)

Derivando la ecuación (3.11) se obtiene la velocidad del pie de balanceo con respecto al tronco,
dada por:

18



3.2. Modelos b́asicos de robots pasivos:Modelo 2D sin rodillas.

−−−−−−→
velPieBal=





−g·Cos(θ)·θ̇
ω2 +

g·Cos(θ−φ)·(θ̇−φ̇)
ω2

−g·Sin(θ)·θ̇
ω2 +

g·Sin(θ−φ)·(θ̇−φ̇)
ω2



 . (3.15)

3.2.5. Modelo de transicíon

El modelo de transición de un paso se obtiene mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange.
La energı́a potencialV está definida por:

V = Mtronco·g ·
−−−−−−−−−→
posTroncoPS

T
·
(

−Avn
1

)

+Mpie ·g ·
−−−−−−−−→
posPieBalPS

T
·
(

−Avn
1

)

. (3.16)

La energı́a cinéticaK está definida por:

K =
Mtronco·

−−−−−−→
velTronco

T
·−−−−−−→velTronco

2
+

Mpie ·
−−−−−−→
velPieBal

T
·−−−−−−→velPieBal

2
. (3.17)

El lagrangianoLg se calcula con la ecuación:

Lg= K −V . (3.18)

Entonces, según el método de Euler-Lagrange, las ecuaciones de movimiento quedan determi-
nadas por:

0=
d
dt

(

∂Lg

∂θ̇

)

− ∂Lg
∂θ

. (3.19a)

0=
d
dt

(

∂Lg

∂φ̇

)

− ∂Lg
∂φ

. (3.19b)

De las ecuaciones (3.19) se pueden despejar las aceleraciones angulares como una función de
las velocidades y posiciones angulares, estas expresionesse aprecian en las ecuaciones (B.1).

Es fácil ver que las ecuaciones (B.1) no dependen de la masa total del robotM, del largo de la
piernaL, ni de la aceleración de gravedadg. Sólo dependen indirectamente del largo de la pierna
y de la aceleración de gravedad a través del parámetro de escalaω.

Se debe notar que el modelo de transición usado no considerael roce en el robot, por lo que al
momento de diseñar un robot real se debe disminuir el roce almáximo.

3.2.6. Modelo de impacto

En el momento del impacto ocurre un cambio de coordenadas delvector de estado, el que se
puede apreciar en la figura 3.2.

De la figura 3.2 se desprende fácilmente que la coordenadaφ+ después del impacto está dada
por la ecuación:
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f-

Pie

Soporte

L

a

L

Gq-

Pie

Balanceo

Impacto

f+

Pie

Balanceo

L

a

L

Gq+

Pie

Soporte

Impacto

(a) (b)

Figura 3.2: Cambio de coordenadas en el impacto para el modelo 2D sin rodillas. (a) Estado antes
del impacto. (b) Estado después del impacto.

φ+ =−φ− . (3.20)

Y que la coordenadaθ+ después del impacto está dada por la ecuación:

θ+ = θ−−φ− . (3.21)

Adicionalmente, en el momento del impacto aparece una fuerza impulsiva en el punto de con-
tacto. Dado que el impacto es considerado como una colisiónperfectamente inelástica, entonces se
conserva el momentum de todo el robot en torno al punto de impacto y de la pierna que no impacta
con respecto al tronco.

El momentum de todo el robot en torno al punto de impacto justoantes del impacto está dado
por la ecuación (3.22), donde sólo aparece el tronco porque antes del impacto el pie de soporte
tiene velocidad cero y el pie de balanceo se encuentra justo en el punto de colisión.

MrobotPB
(

q−, q̇−
)

= Mtronco·
−−−−−−−−−→
posTroncoPB

(

q−
)

×−−−−−−→
velTronco

(

q−, q̇−
)

. (3.22)

El momentum de todo el robot en torno al punto de impacto justodespués del impacto está dado
por la ecuación (3.23), donde no aparece el pie de soporte por tener velocidad cero.

MrobotPS
(

q+, q̇+
)

= Mtronco·
−−−−−−−−−→
posTroncoPS

(

q+
)

×−−−−−−→
velTronco

(

q+, q̇+
)

+Mpie ·
−−−−−−−−→
posPieBalPS

(

q+
)

×−−−−−−→
velPieBal

(

q+, q̇+
)

. (3.23)

El momentum de la pierna de soporte con respecto al tronco justo antes del impactoMsopT(q−, q̇−) es
cero pues la pierna de soporte tiene velocidad cero.

El momentum de la pierna de balanceo con respecto al tronco justo después del impacto está da-
do por:

MbalT
(

q+, q̇+
)

= Mpie ·
−−−−−−−−→
posPieBalT

(

q+
)

×−−−−−−→
velPieBal

(

q+, q̇+
)

. (3.24)
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Luego, la conservación del momentum angular de todo el robot con respecto al punto de im-
pacto está dada por:

MrobotPB
(

q−, q̇−
)

= MrobotPS
(

q+, q̇+
)

. (3.25)

La conservación del momentum de la pierna que no impacta conrespecto al tronco está dada
por:

0= MbalT
(

q+, q̇+
)

. (3.26)

Utilizando las restricciones de las ecuaciones (3.20) y (3.21) en las ecuaciones (3.25) y (3.26)
se pueden despejar las velocidades angulares inmediatamente después del impacto, obteniendoθ̇+
de acuerdo a la ecuación:

θ̇+ =
4 ·Mt ·Cos(φ−) ·θ−

1+3 ·Mt +(Mt −1) ·Cos(2 ·φ−) . (3.27)

Y φ̇+ de acuerdo a la ecuación:

φ̇+ = 2 ·Sin
(

θ+
)2 · θ̇+ . (3.28)

Como se puede apreciar en la figura 3.2, en el momento del impacto existe una relación
geométrica entre las componentes del vector de estado, queestá dada por la restricción de tener
piernas iguales y estar con ambos pies en el piso. Esta relación es la ecuación:

φ = 2 ·θ . (3.29)

Si se considera como comienzo de un paso el momento justo después de un impacto, la restric-
ción de la ecuación (3.29) en conjunto con la ecuación (3.28) hacen que las condiciones iniciales
queden determinadas sólo porθ y θ̇.

3.2.7. Modelo completo

Considerando que el impacto sigue a la transición, entonces se debe cumplir:

θ(τ) = θ− . (3.30a)

φ(τ) = φ− . (3.30b)

θ̇(τ) = θ̇− . (3.30c)

φ̇(τ) = φ̇− . (3.30d)

Dondeτ corresponde al perı́odo del paso.
Y como después de un impacto vuelve a haber una etapa de transición, entonces se cumple:

θ(0) = θ+ . (3.31a)
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φ(0) = φ+ . (3.31b)

θ̇(0) = θ̇+ . (3.31c)

φ̇(0) = φ̇+ . (3.31d)

Reemplazando la ecuación (3.20) en la ecuación (3.31b), se obtiene:

φ(0) =−φ− . (3.32)

Reemplazando la ecuación (3.30b) en la ecuación (3.32), se obtiene:

φ(0) =−φ(τ) . (3.33)

3.2.8. Solucíon de la caminata

Para el caso del modelo 2D sin rodillas sin masa en los pies, laecuación (3.19a) se expresa
según:

2·ω2 · (Avn·Cos(θ)−Sin(θ))+2 · θ̈ = 0. (3.34)

Y la ecuación (3.19b) se expresa según:

ω2 · (Avn·Cos(θ−φ)−Sin(θ−φ))+(Cos(φ)−1) · θ̈+ φ̈ = Sin(φ) · θ̇2
. (3.35)

Linealizando la ecuación (3.34) en torno a cero se obtiene:

θ̈−ω2 ·θ+Avn·ω2 ≈ 0. (3.36)

La ecuación (3.37) muestra la solución de la ecuación (3.36), dondeθ0 es el ánguloθ inicial,
θ̇0 es la velocidad angulaṙθ inicial y t es el tiempo transcurrido.

θ(t)≈ Avn+(θ0−Avn) ·Cosh(ω · t)+ θ̇0

ω
·Sinh(ω · t) . (3.37)

Utilizando las ecuaciones de transición (3.37), restricción de doble soporte (3.29), cambio de
coordenadas en el impacto (3.20) y (3.21), y condiciones entre etapas (3.30a), (3.30b), (3.31a) y
(3.31b) se obtiene la ecuación (3.38) que determina el per´ıodo de un pasoτ.

τ ≈
Log

(
√

θ̇2
0+4·Avn·θ0·ω2

(θ̇0+(θ0−Avn)·ω)2 − (Avn+θ0)·ω
θ̇0+(θ0−Avn)·ω

)

ω
. (3.38)

Es fácil ver que para evitar que el robot caiga se debe cumplir la restricción:

0< Avn< θ0 . (3.39)
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También es evidente la restricción de la ecuación (3.40), la que se basa en tener suficiente
energı́a inicial para llegar al siguiente paso.

θ̇0 < (Avn−θ0) ·ω . (3.40)

La velocidad angulaṙθ durante la transición se obtiene derivando la ecuación (3.37), resultan-
do:

θ̇(t)≈ (θ0−Avn) ·ω ·Sinh(ω · t)+ θ̇0 ·Cosh(ω · t) . (3.41)

Utilizando la ecuación de evolución de la velocidad angular θ̇ durante la transición (3.41), la
ecuación del perı́odo de un pasoτ (3.38), y las ecuaciones de impacto (3.27) y (3.30c) se obtiene:

θ̇0 ≈−
√

θ̇2
0+4 ·Avn·θ0 ·ω2 ·Cos(2 ·θ0) . (3.42)

Resolviendo la ecuación (3.42) se obtiene la solución para la velocidad angular inicial̇θ0:

θ̇0 �−2 ·
√

Avn·θ0 ·ω · |Cot(2 ·θ0)| . (3.43)

Reemplazando las ecuación (3.28) en la ecuación (3.31d) se obtiene:

φ̇0 = 2 ·Sin
(

θ+
)2 · θ̇+ . (3.44)

Reemplazando luego las ecuaciones (3.31a) y (3.31c) en la ecuación (3.44) se obtiene:

φ̇0 = 2 ·Sin(θ0)
2 · θ̇0 . (3.45)

Linealizandoθ(t) dado por la ecuación de transición (3.37) se obtieneθL (t):

θ(t)≈ θL (t) = θ0+
2 · t ·θ0

τ
. (3.46)

En la figura 3.3 se aprecia la aproximación de primer orden deθ(t).
Considerando que los ángulosθ y φ son pequeños, entonces se pueden realizar las aproxima-

ciones:

Cos(θ−φ)≈ 1. (3.47)

Sin(θ−φ)≈ θ−φ . (3.48)

Cos(φ)≈ 1. (3.49)

Sin(φ)≈ φ . (3.50)

Realizando las aproximaciones (3.47), (3.48), (3.49) y (3.50) sobre la ecuación (3.35) se obtie-
ne la ecuación:

ω2 · (Avn−θ+φ)+ φ̈ = φ · θ̇2
. (3.51)
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Figura 3.3: Aproximación de primer orden deθ(t). En azul la función no linealθ(t). En Rojo
θL (t), la aproximación de primer orden deθ(t).

Y si consideramos en la ecuación (3.51) la linealización (3.46) se obtiene la ecuación:

ω2 ·
(

Avn+θ0 ·
(

2 · t
τ

−1

)

+φ
)

+ φ̈ =
4 ·θ0

2 ·φ
τ2 . (3.52)

La ecuación (3.52) puede ser resuelta algebraicamente. Susolución, en conjunto con las ecua-
ciones (3.43), (3.45), (3.38), y (3.33) permiten obtener una expresión paraθ0, la que depende
únicamente de los parámetros del modelo.

En conclusión, se han obtenido todas las ecuaciones, que a partir de los parámetros permiten
encontrar las condiciones iniciales que generarán un ciclo estable. La existencia de un ciclo estable
está determinada por la existencia real de estas condiciones iniciales. A continuación se muestran
las cuatro condiciones de existencia:

0< Avn< θ0 . (3.53a)

ω > 0. (3.53b)

θ̇0 < (Avn−θ0) ·ω . (3.53c)

θ̇0 ≥
(

Avn+φ4·θ0 (Avn−θ0)−θ0−2φ2·θ0 (Avn+θ0)
)

·ω
−1+φ4·θ0

. (3.53d)

En la figura 3.4 se muestra la evolución de los ángulos según las ecuaciones descritas anterior-
mente para dos pasos.

En la figura 3.5 se muestra la evolución de las velocidades angulares según las ecuaciones
descritas anteriormente para dos pasos.
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Figura 3.4:Ángulos de la solución algebraica aproximada del modelo 2Dsin rodillas.

Figura 3.5: Velocidades angulares de la solución algebraica aproximada del modelo 2D sin rodillas.
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Para verificar las soluciones encontradas se contrastan conuna solución encontrada numéri-
camente utilizando la funciónNDSolvedel softwareMathematica. En la figura 3.6 se aprecia la
comparación entre la solución numérica y la solución algebraica aproximada del ánguloθ.

Figura 3.6: Comparación entre la solución numérica y la solución algebraica aproximada del ángu-
lo θ utilizando el modelo 2D sin rodillas.

En la figura 3.7 se aprecia la comparación de las velocidadesangulares de la solución numérica
y de la solución algebraica aproximada.

Figura 3.7: Comparación entre la solución numérica y la solución algebraica aproximada del ángu-
lo φ utilizando el modelo 2D sin rodillas.

3.3. Modelo 2D con rodillas

El modelo 2D con rodillas es el modelo más complejo que se analizará. Este modelo consiste
en un robot bı́pedo con rodillas, sin pies, con masa en la cadera, en los segmentos superiores de las
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piernas y en los segmentos inferiores de las piernas. El modelo considera los momentos de inercia
de la cadera y de ambos segmentos de las piernas, aunque en el análisis que se realizará posterior-
mente se despreciará el momento de inercia de la cadera. En la figura 3.8 se aprecia el modelo 2D
con rodillas.

f

q

(Mtronco,Itronco)

L

a

G

LSIP

LSSP

(MSIP, ISIP)

(MSSP,

ISSP)

(MSSP, ISSP)

(MSIP, ISIP)

g

Figura 3.8: Modelo de robot pasivo 2D con rodillas.

Como se aprecia en figura 3.9, la caminata se puede modelar como la unión de cuatro etapas:

1. Una etapa de transición con la rodilla libre, en que una pierna está apoyada en la superficie
mientras la otra se balancea suavemente hacia adelante permitiendo el movimiento de la
rodilla.

2. Una etapa instantánea de impacto en la rodilla, en que la pierna que se balanceaba se estira
completamente provocando una colisión inelástica en la rodilla, en este momento la rodilla
se traba.

3. Una etapa de transición con la rodilla bloqueada, en que una pierna está apoyada en la su-
perficie mientras la otra se balancea suavemente hacia adelante sin permitir el movimiento
de ninguna rodilla.

4. Una etapa instantánea de impacto con el piso, en que la pierna que se balanceaba golpea
inelásticamente el piso y cambia de rol con la pierna que soportaba el cuerpo. Instantánea-
mente después del impacto se libera la rodilla.
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Transición con rodilla

libre

Transición con rodilla

Bloqueada

Impacto instantáneo

de rodilla

Impacto Instantáneo

con el piso

Inicio

Figura 3.9: Esquema de las etapas de la caminata según el modelo 2D con rodillas.

3.3.1. Estado

El estado del modelo 2D con rodillas está definido por el ángulo θ de la pierna de soporte con
respecto al piso, por el ánguloφ entre la pierna de soporte y la de balanceo, por el ánguloγ de la
rodilla de la pierna que se balancea y por sus velocidades angularesθ̇, φ̇ y γ̇. El vector de estado
está definido por:

q=





θ
φ
γ



 . (3.54a)

Q=

(

q
q̇

)

. (3.54b)

3.3.2. Definiciones

Con el propósito de simplificar las ecuaciones resultantes, se realizan definiciones similares
a las del modelo 2D sin rodillas. Se define la gravedad según la ecuación (3.2), la pendiente de
acuerdo a la ecuación (3.3), y la frecuencia del péndulo equivalenteω según la ecuación (3.6).

Se define el superı́ndiceRod− para indicar el instante justo antes del impacto de rodilla.
Se define el superı́ndiceRod+ para indicar el instante justo después del impacto de rodilla.
Se define el superı́ndicePiso− para indicar el instante justo antes del impacto con el piso.
Se define el superı́ndicePiso+ para indicar el instante justo después del impacto con el piso.

Masas normalizadas.

Se definen las masas normalizadas, definiendo en primer lugarel porcentaje de masa en el
troncoMt de acuerdo con la ecuación (3.4). Luego se define el porcentaje de masa en el segmento
superior de la piernaMm de acuerdo con:

MSSP= Mm ·M . (3.55)

Se define también el porcentaje de masa en el segmento inferior de la piernaMc de acuerdo
con:
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MSIP= Mc ·M . (3.56)

Se puede observar fácilmente que existe la siguiente relación entre las masas normalizadas:

Mt +2 · (Mm+Mc) = 1. (3.57)

Se define el vector de masas−−−→masasegún:

−−−→masa=













MSIP

MSSP

Mtronco

MSSP

MSIP













. (3.58)

Largos normalizados.

Se definen los largos normalizados definiendo en primer lugarel largo del segmento superior
de la pierna normalizado elLm de acuerdo con:

LSSP= Lm ·L . (3.59)

Luego se define el largo del segmento inferior de la pierna normalizado elLc de acuerdo con:

LSIP= Lc ·L . (3.60)

Se puede ver fácilmente que existe una relación entre los largos normalizados determinada por:

Lm+Lc = 1. (3.61)

Estableciendo que la posición del centro de masa del segmento superior de la pierna con respec-
to a la cadera está dada por el vector

−−−−→
CMSSP, se define la posición del centro de masa del segmento

superior de la pierna normalizada
−−→
CMm de acuerdo con:

−−−−→
CMSSP=

−−→
CMm ·L =

(

CMxm

CMym

)

·L . (3.62)

Estableciendo que la posición del centro de masa del segmento inferior de la pierna con respec-
to a la rodilla está dada por el vector

−−−−→
CMSIP, se define la posición del centro de masa del segmento

inferior de la pierna normalizada
−−→
CMc de acuerdo con:

−−−−→
CMSIP=

−−→
CMc ·L =

(

CMxc

CMyc

)

·L . (3.63)

En la figura 3.10 se muestran las posiciones de los centros de masas de cada uno de los seg-
mentos de las piernas.

Se define la altura promedio de los centros de masaCMy de acuerdo con:

CMy =
CMym+CMyc

2
. (3.64)

29



3.3. Modelos b́asicos de robots pasivos:Modelo 2D con rodillas.

CMSSPCMSSP

CMSIP

CMSIP

Figura 3.10: Definición de las posiciones de los centros de masas de las piernas en el modelo de
robot pasivo 2D con rodillas.

Se define la diferencia de altura de los centros de masaCMdi fy de acuerdo con:

CMdi fy =
CMym−CMyc

2
. (3.65)

Inercias normalizadas.

Se definen las inercias normalizadas definiendo en primer lugar el momento de inercia del
segmento superior de la pierna normalizadoIm de acuerdo con:

ISSP= Im ·M ·L2
. (3.66)

Se define también el momento de inercia del segmento inferior de la pierna normalizadoIc de
acuerdo con:

ISIP= Ic ·M ·L2
. (3.67)

Se define el vector de inercias
−−−−−−−−−→
inerciaVectorsegún:

−−−−−−−−−→
inerciaVector=













ISIP

ISSP

Itronco

ISSP

ISIP













. (3.68)
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3.3.3. Paŕametros

Los parámetros de este modelo se definen como:

1. Frecuencia del péndulo equivalenteω.

2. PendienteAvn.

3. Masa totalM.

4. Porcentaje de masa en el troncoMt .

5. Porcentaje de masa en el segmento inferior de la piernaMc.

6. Porcentaje de masa en el segmento superior de la piernaMm.

7. Posición del centro de masa del segmento inferior de la pierna
−−−−→
CMSIP.

8. Posición del centro de masa del segmento superior de la pierna
−−−−→
CMSSP.

9. Largo del segmento inferior de la piernaLSIP.

10. Largo del segmento superior de la piernaLSSP.

11. Inercia del segmento inferior de la piernaISIP.

12. Inercia del segmento superior de la piernaISSP.

3.3.4. Cineḿatica directa

Se calcula la cinemática directa utilizando la matriz de rotación definida para un ángulo arbi-
trario α de la siguiente forma:

R(α) =
(

Cos(α) -Sin(α)
Sin(α) Cos(α)

)

. (3.69)

La metodologı́a utilizada para calcular la cinemática directa es definir sistemas de coordenadas
intermedios en cada articulación e ir incrementalmente rotando y desplazando los sistemas de
coordenadas uno por uno para definir la posición de cada segmento y cada articulación del robot.

La posición de la rodilla de la pierna de soporte con respecto al pie de soporte está definida
por una rotación en el ángulo del segmento inferior de la pierna de soporteθ y una traslación en el
largo del segmento inferior de la pierna de soporteLSIP. Formalmente, la posición de la rodilla de
la pierna de soporte con respecto al pie de soporte es:

−−−−−−−−−→
posRodSopPS(θ) = R

(π
2
+θ
)

·
(

LSIP

0

)

. (3.70)

La posición del tronco con respecto al pie de soporte está dada por:

−−−−−−−−−→
posTroncoPS(θ) =

−−−−−−−−−→
posRodSopPS(θ)+R

(π
2
+θ
)

·
(

LSSP

0

)

. (3.71)
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La velocidad del tronco se obtiene derivando la expresión anterior, obteniendo:

−−−−−−→
velTronco(t) =

d
dt

(−−−−−−−−−→
posTroncoPS(θ(t))

)

. (3.72)

La posición de la rodilla de la pierna que se balancea con respecto al pie de soporte es:

−−−−−−−−−→
posRodBalPS(θ,φ) =

−−−−−−−−−→
posTroncoPS(θ)

+R

(

3 ·π
2

+θ−φ
)

·
(

LSSP

0

)

. (3.73)

De la misma forma, la posición del pie de la pierna que se balancea con respecto al pie de
soporte queda expresada según:

−−−−−−−−→
posPieBalPS(θ,φ,γ) =

−−−−−−−−−→
posRodBalPS(θ,φ)

+R

(

3 ·π
2

+θ−φ− γ
)

·
(

LSIP

0

)

. (3.74)

La posición del centro de masa del segmento inferior de la pierna de soporte con respecto al
pie de soporte está dada por:

−−−−−−−−−→
posSIPSopPS(θ) =

−−−−−−−−−→
posRodSopPS(θ)+R(π+θ) ·−−−−→CMSIP. (3.75)

La velocidad del segmento inferior de la pierna de soporte seobtiene derivando la expresión
anterior, es decir:

−−−−−−→
velSIPSop(t) =

d
dt

(−−−−−−−−−→
posSIPSopPS(θ(t))

)

. (3.76)

La posición del centro de masa del segmento superior de la pierna de soporte con respecto al
pie de soporte se calcula según:

−−−−−−−−−→
posSSPSopPS(θ) =

−−−−−−−−−→
posTroncoPS(θ)+R(π+θ) ·−−−−→CMSSP. (3.77)

Derivando esta expresión se obtiene la velocidad del segmento superior de la pierna de soporte:

−−−−−−−→
velSSPSop(t) =

d
dt

(−−−−−−−−−→
posSSPSopPS(θ(t))

)

. (3.78)

La posición del centro de masa del segmento superior de la pierna de balanceo con respecto al
pie de soporte es el resultado de la expresión:

−−−−−−−−−→
posSSPBalPS(θ,φ) =

−−−−−−−−−→
posTroncoPS(θ)+R(π+θ−φ) ·−−−−→CMSSP. (3.79)

Entonces, la velocidad del segmento superior de la pierna debalanceo resulta:

−−−−−−→
velSSPBal(t) =

d
dt

(−−−−−−−−−→
posSSPBalPS(θ(t) ,φ(t))

)

. (3.80)
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La posición del centro de masa del segmento inferior de la pierna de balanceo con respecto al
pie de soporte es:

−−−−−−−−−→
posSIPBalPS(θ,φ,γ) =

−−−−−−−−−→
posRodBalPS(θ,φ)+R(π+θ−φ− γ) ·−−−−→CMSIP. (3.81)

La velocidad del segmento inferior de la pierna de balanceo está dada por:

−−−−−−→
velSIPBal(t) =

d
dt

(−−−−−−−−−→
posSIPBalPS(θ(t) ,φ(t) ,γ(t))

)

. (3.82)

La velocidad angular del segmento inferior de la pierna de soporte es:

ωSIPSop(t) =
d
dt

(θ(t)) . (3.83)

La velocidad angular del segmento superior de la pierna de soporte está dada por:

ωSSPSop(t) =
d
dt

(θ(t)) . (3.84)

Se asume que el sistema de control mantendrá el tronco recto, por lo que la velocidad angular
del tronco es:

ωTronco(t) = 0. (3.85)

La velocidad angular del segmento superior de la pierna de balanceo se expresa:

ωSSPBal(t) =
d
dt

(θ(t)−φ(t)) . (3.86)

La velocidad angular del segmento inferior de la pierna de balanceo está dada por:

ωSIPBal(t) =
d
dt

(θ(t)−φ(t)− γ(t)) . (3.87)

Se define el vector con las velocidades angulares de los centros de masa
−−−−−→
ωVector(t) de acuerdo

con la ecuación:

−−−−−→
ωVector(t) =













ωSIPSop(t)
ωSSPSop(t)
ωTronco(t)
ωSSPBal(t)
ωSIPBal(t)













. (3.88)

Se define el vector con las alturas de los centros de masa
−−−−−−−→
CMhVector(t) de acuerdo con la

ecuación:

−−−−−−−→
CMhVector(t) =



















−−−−−−−−−→
posSIPSopPS(θ(t))

T

−−−−−−−−−→
posSSPSopPS(θ(t))

T

−−−−−−−−−→
posTroncoPS(θ(t))

T

−−−−−−−−−→
posSSPBalPS(θ(t) ,φ(t))

T

−−−−−−−−−→
posSIPBalPS(θ(t) ,φ(t) ,γ(t))

T



















·
(

0
1

)

. (3.89)

33



3.3. Modelos b́asicos de robots pasivos:Modelo 2D con rodillas.

De forma analógica, se define el vector con los desplazamientos en el ejex de los centros de
masaCMxVector(t) de acuerdo con la ecuación:

−−−−−−−→
CMxVector(t) =



















−−−−−−−−−→
posSIPSopPS(θ(t))

T

−−−−−−−−−→
posSSPSopPS(θ(t))

T

−−−−−−−−−→
posTroncoPS(θ(t))

T

−−−−−−−−−→
posSSPBalPS(θ(t) ,φ(t))

T

−−−−−−−−−→
posSIPBalPS(θ(t) ,φ(t) ,γ(t))

T



















·
(

1
0

)

. (3.90)

3.3.5. Modelos de transicíon

Modelo de transición con rodilla libre.

El modelo de transición de un paso se obtiene mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange.
La energı́a potencialV está definida por la ecuación:

V = g ·−−−→masaT ·
(−−−−−−−→
CMhVector(t)−Avn·−−−−−−−→CMxVector(t)

)

. (3.91)

La energı́a cinéticaK está definida por la ecuación:

K = 0,5 ·−−−→masaT ·



















−−−−−−→
velSIPSop(t)

T
·−−−−−−→velSIPSop(t)

−−−−−−−→
velSSPSop(t)

T
·−−−−−−−→velSSPSop(t)

−−−−−−→
velTronco(t)

T
·−−−−−−→velTronco(t)

−−−−−−→
velSSPBal(t)

T
·−−−−−−→velSSPBal(t)

−−−−−−→
velSIPBal(t)

T
·−−−−−−→velSIPBal(t)



















+0,5 ·−−−−−−−−−→inerciaVector
T ·















ωSIPSop(t)2

ωSSPSop(t)2

ωTronco(t)2

ωSSPBal(t)2

ωSIPBal(t)2















. (3.92)

El lagrangiano se calcula con la ecuación (3.18).
Las ecuaciones de movimiento quedan determinadas por las ecuaciones (3.19), junto con la

siguiente ecuación:

0=
d
dt

(

∂Lg
∂γ̇

)

− ∂Lg
∂γ

. (3.93)

Las ecuaciones de movimiento calculadas pueden ser manipuladas para obtener de ellas las
aceleraciones angularesθ̈, φ̈, y γ̈ en función de las velocidades y posiciones angulares, expresiones
que se aprecian en las ecuaciones (B.4). Observando estas expresiones, se puede observar que las
ecuaciones obtenidas no dependen de la masa total del robotM, del largo de la piernaL, ni de la
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aceleración de gravedadg. Sólo dependen indirectamente del largo de la pierna y de laaceleración
de gravedad a través del parámetro de escalaω.

Se debe notar que al igual que en el caso del modelo de robot pasivo sin rodillas, en este caso
el modelo de transición usado no considera el roce en el robot, por lo que al momento de diseñar
un robot real se debe disminuir el roce al máximo.

Modelo de transición con rodilla bloqueada.

El modelo de transición con rodilla bloqueada correspondea un caso particular del modelo de
transición con rodilla libre. Por lo que se utilizan las ecuaciones (B.4), reemplazando en ellasγ̇(t)
y γ̈(t) por cero.

3.3.6. Modelos de impacto

Modelo de impacto con el piso

En el momento del impacto con el piso, la rodilla está bloqueada y se libera justo después del
impacto, por lo que en el impacto sólo influyen los ángulosθ y φ, y sus respectivas velocidades.
Es claro que se deben cumplir las ecuaciones (3.20), (3.21),(3.29), y las siguientes ecuaciones:

γPiso+ = 0. (3.94a)

γ̇Piso+ = 0. (3.94b)

Al igual que en el caso del modelo “Más Simple”, en el momento del impacto aparece una
fuerza impulsiva en el punto de contacto. Dado que el impactoes considerado una colisión per-
fectamente inelástica, entonces se conserva el momentum de todo el robot en torno al punto de
impacto y de la pierna que no impacta con respecto al tronco.

Luego, el momento de inercia del robot completo con respectoal pie de soporte está dado por:

MrobotPS(q, q̇) =
−−−−−−−−−→
inerciaVector

T ·−−−−−→ωVector

+−−−→masa·

















−−−−−−−−−→
posSIPSopPS×−−−−−−→

velSIPSop−−−−−−−−−→
posSSPSopPS×−−−−−−−→

velSSPSop−−−−−−−−−→
posTroncoPS×−−−−−−→

velTronco−−−−−−−−−→
posSSPBalPS×−−−−−−→

velSSPBal−−−−−−−−−→
posSIPBalPS×−−−−−−→

velSIPBal

















. (3.95)

El momento de inercia del robot completo con respecto al pie de balanceo está dado por:
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MrobotPB(q, q̇) =
−−−−−−−−−→
inerciaVector

T ·−−−−−→ωVector

+−−−→masa·























(−−−−−−−−−→
posSIPSopPS−−−−−−−−−→

posPieBalPS
)

×−−−−−−→
velSIPSop

(−−−−−−−−−→
posSSPSopPS−−−−−−−−−→

posPieBalPS
)

×−−−−−−−→
velSSPSop

(−−−−−−−−−→
posTroncoPS−−−−−−−−−→

posPieBalPS
)

×−−−−−−→
velTronco

(−−−−−−−−−→
posSSPBalPS−−−−−−−−−→

posPieBalPS
)

×−−−−−−→
velSSPBal

(−−−−−−−−−→
posSIPBalPS−−−−−−−−−→

posPieBalPS
)

×−−−−−−→
velSIPBal























. (3.96)

Por lo tanto, la conservación del momentum de todo el robot en torno al punto de impacto
queda expresada de acuerdo a la ecuación:

MrobotPS
(

qPiso+ , q̇Piso+
)

= MrobotPB
(

qPiso−, q̇Piso−
)

. (3.97)

Luego, el momento de inercia de la pierna de soporte con respecto al tronco está dado por la
ecuación:

MsopT(q, q̇) =
−−−−−−−−−→
inerciaVector

T ·













1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













·−−−−−→ωVector

+−−−→masa·

















(−−−−−−−−−→
posSIPSopPS−−−−−−−−−−→

posTroncoPS
)

×−−−−−−→
velSIPSop

(−−−−−−−−−→
posSSPSopPS−−−−−−−−−−→

posTroncoPS
)

×−−−−−−−→
velSSPSop

0
0
0

















. (3.98)

El momento de inercia de la pierna de balanceo con respecto altronco está dado por la ecuación:

MbalT(q, q̇) =
−−−−−−−−−→
inerciaVector

T ·













0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1













·−−−−−→ωVector

+−−−→masa·

















0
0
0

(−−−−−−−−−→
posSSPBalPS−−−−−−−−−−→

posTroncoPS
)

×−−−−−−→
velSSPBal

(−−−−−−−−−→
posSIPBalPS−−−−−−−−−−→

posTroncoPS
)

×−−−−−−→
velSIPBal

















. (3.99)
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Por lo tanto, la conservación del momentum de la pierna que no golpea en torno al tronco queda
expresada de acuerdo a la ecuación:

MbalT
(

qPiso+, q̇Piso+
)

= MsopT
(

qPiso− , q̇Piso−
)

. (3.100)

De las ecuaciones (3.19), (3.29), (3.99), y (3.100) se puedeobtenerθ̇Piso+ y φ̇Piso+ como fun-
ción deθ̇Piso− , φ̇Piso− y θPiso−, expresiones que se muestran en las ecuaciones (B.7).

Modelo de impacto de rodilla

En el instante del impacto de la rodilla se produce una fuerzaimpulsiva en ésta, la que es
modelada como una colisión perfectamente inelástica.Ésta corresponde a una colisión interna en
el sistema completo y a una colisión interna en el sistema dela pierna que se balancea, por lo que
se conservan el momentum del robot completo con respecto al pie de soporte y el momentum de
la pierna que se balancea con respecto al tronco.

La conservación del momentum del robot completo en torno alpie de soporte queda expresada
de acuerdo a la ecuación:

MrobotPS
(

qRod+ , q̇Rod+
)

= MrobotPS
(

qRod−, q̇Rod−
)

. (3.101)

La conservación del momentum de la pierna que se balancea entorno al tronco queda expresada
de acuerdo a la ecuación:

MbalT
(

qRod+ , q̇Rod+
)

= MbalT
(

qRod−, q̇Rod−
)

. (3.102)

Como la colisión es perfectamente inelástica, la rodilladebe permanecer extendida después de
la colisión, es decir, se debe cumplir:

γRod+ = 0. (3.103)

γ̇Rod+ = 0. (3.104)

Además, la colisión genera una discontinuidad en las velocidades angulares, pero no en las
posiciones angulares, lo que se expresa en la ecuación:

qRod+ = qRod− . (3.105)

De las ecuaciones (3.101), (3.102), (3.103), (3.104), y (3.105) se puede obtenerθ̇Rod+ y φ̇Rod+

como función dėθRod−, φ̇Rod− y φRod− , expresiones que se muestran en las ecuaciones (B.9).

3.3.7. Simulacíon numérica

Encontrar una solución algebraica a este modelo es muy dif´ıcil si no imposible, por lo que
para analizarlo se utilizarán simulaciones numéricas. Para esto se elige un paso de simulación
suficientemente pequeño y se iteran los modelos de transición calculando para cada instante de
tiempo las aceleraciones angularesθ̈, φ̈, y γ̈ en función de las velocidades y posiciones angulares
del instante anterior. Luego, se calculan las nuevas velocidades y posiciones angulares utilizando
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un modelo cinemático de orden 2 (aceleración constante enese intervalo de tiempo). En paralelo se
verifican todo el tiempo las condiciones de impacto de rodilla (γ = 0) y las condiciones de impacto
con el piso (φ = 2 · θ). Si se detecta una colisión con el piso mientras se tiene larodilla libre,
entonces se considera una caı́da del robot. Por otra parte, si se da un paso hacia atrás, entonces la
caminata se considera infactible. Cuando se detecta una colisión en el momento esperado, se utiliza
el modelo de la colisión respectiva para calcular las nuevas posiciones y velocidades angulares y
se comienza con la próxima etapa de transición.

3.4. Discusíon

Se han analizado dos modelos de robots pasivos, uno muy simple sin rodillas y uno más com-
plejo con rodillas centros de masa e inercia en los segmentosde las piernas y tronco. Los prin-
cipales supuestos de estos modelos son las colisiones perfectamente inelásticas, y la ausencia de
roce. Estos dos modelos serán utilizados en la metodologı́a de diseño de robots pasiva que se
propondrá en el siguiente capı́tulo.
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4.1.2. Discretización del mapa de Poincaré . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 41

4.1.3. Estabilidad global de un conjunto de parámetros . . .. . . . . . . . . . 42
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4.1. Metodoloǵıa propuesta de disẽno: Estabilidad de un conjunto de parámetros.

El objetivo de este capı́tulo es presentar una metodologı́ade selección de parámetros de diseño
de un robot pasivo, que establezca condiciones necesarias para que el robot exhiba un ciclo de ca-
minata pasiva estable. La metodologı́a que se presenta es general a cualquier modelo de caminata
pasiva. Actualmente, en la literatura no existe ninguna metodologı́a que pueda ser aplicada a un
modelo general. Solamente se han encontrado ciertas condiciones generales obtenidas empı́rica-
mente o generalizadas desde modelos más simples.

Para facilitar la interpretación de estas condiciones y suutilización en el diseño y construc-
ción de un robot real, en la sección 4.2.3 se utilizan rect´angulos multidimensionales en el espacio
de los parámetros. De esta forma, las condiciones sobre cada parámetros son independientes de
las condiciones sobre los demás parámetros. Estos rectángulos multidimensionales se denominan
subespacios de parámetros y en la sección 4.2.4 se les calcula una función de utilidad para el diseño
que considera su tamaño, ası́ como que tan factible y fáciles la construcción de un robot real con
estos conjuntos de parámetros.

Una exigencia sobre los subespacios de parámetros resultantes es que posean ciclos de caminata
estables, para esto, en la sección 4.2.3 se les define un indicador de estabilidad, el que se calcula
realizando un análisis discreto tomando muestras de conjuntos de parámetros aleatoriamente dentro
del subespacio. Cada una de estas muestras consiste en un conjunto de parámetros que define una
configuración del modelo.

Para calcular la estabilidad de un determinado subespacio es necesario analizar la estabilidad
de cada conjunto de parámetros muestreado. Este análisisse muestra en la sección 4.1 y se lleva
acabo mediante la evaluación de su mapa de Poincaréa discreto.

4.1. Análisis de estabilidad de un conjunto de paŕametros

Para analizar la existencia de un ciclo de caminata pasiva para un determinado conjunto de
parámetros se utilizan mapas de Poincaré.

Los mapas de Poincaré son una herramienta muy poderosa paraanalizar el flujo en la vecindad
de las soluciones periódicas de sistemas dinámicos [78].Dado un sistema dinámico con un espacio
de fase de dimensiónn, se define la sección de Poincaré como una hı́per-superficie de dimensión
n−1 elegido para intersecar las trayectorias del sistema din´amico [74]. El mapa de Poincaré es
el mapeo de los puntos de la sección de Poincaré en una vecindad del ciclo lı́mite con la primera
intersección de su órbita con la sección de Poincaré [74,78].

4.1.1. Ćalculo del mapa de Poincaŕe

Para evaluar un conjunto de parámetros se calcula su mapa dePoincaré utilizando el impacto
del pie con el piso como la sección de Poincaré. Este mapa dePoincaré corresponde al mapeo
entre las condiciones iniciales de un paso (momento justo después de un impacto con el piso) y
las condiciones iniciales del paso siguiente. Por lo que si unas condiciones iniciales (un punto del
mapa) se evalúan y las condiciones iniciales del siguientepaso (que corresponde al estado final del

aUn mapa de Poincaré se define como la intersección entre lasórbitas de interés con la sección de Poincaré. Se
puede generar usando los puntos de la sección de Poincaré como las condiciones iniciales de las órbitas y observar el
primer punto de la sección de Poincaré que intersecan las ´orbitas. Una sección de Poincaré es un subespacio de una
dimensión menos que el sistema dinámico.
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paso) son las mismas, es decir, el punto se mapea sobre sı́ mismo, entonces corresponde a un punto
de equilibrio. Existe un conjunto de puntos del mapa de Poincaré que no tienen un mapeo porque
el robot cae antes de completar el paso, a estos puntos se les denomina infactibles. La trayectoria
generada siguiendo el mapeo de un punto al siguiente y ası́ sucesivamente se denomina órbita, la
que puede ser cerrada cuando la órbita comienza a repetir las evaluaciones o abierta cuando no
repite el camino. Cabe mencionar que un punto de equilibrio es una órbita cerrada de longitud 1.

Dada la complejidad de los modelos, para cada punto del mapa de Poincaré, su mapeo será cal-
culado simulando la dinámica del paso. Debido a que este proceso es numérico, los errores de
aproximación hacen que los puntos de equilibrio no se mapeen exactamente sobre sı́ mismos. Adi-
cionalmente, no sólo son de interés los puntos de equilibrio, sino que también las órbitas cerradas.
Es por esto que el criterio para decir que un punto pertenece auna órbita cerrada no puede ser el
que vuelva exactamente al punto de donde partió.

4.1.2. Discretizacíon propuesta del mapa de Poincaŕe

La discretización usada en el análisis de caminatas pasivas usualmente es una grilla regular en
toda la sección de Poincaré, lo que produce aliasingb.

En este trabajo se utiliza una discretización para el mapa de Poincaré que supera este problema.
Dado un conjunto de parámetros para un robot pasivo, la discretización propuesta consiste en
aleatoriamente elegir condiciones iniciales, luego simular la dinámica del robot usando el modelo
pasivo. Si el robot se cae antes de completar el paso (cualquier parte que no sea el pie toca el piso
o el pie de balanceo toca el piso con la rodilla flectada), entonces la condición inicial usada es
clasificada como una condición inicial de caminata infactible para este conjunto de parámetros.
Por el contrario, si el paso es completado exitosamente, entonces se modela el impacto con el piso
y se comienza una nueva simulación usando el resultado del modelo de colisión del pie con el
piso como condición inicial. Este proceso se repite hasta que el robot cae o completa una cierta
cantidad de pasos exitosamente. Si una condición inicial genera al menos un paso, pero finalmente
el robot cae, entonces es clasificada como inestable. Por otro lado, si el robot nunca cae, entonces
se considera a todas las muestras involucradas como estables. La elección aleatoria de condiciones
iniciales se repite hasta que se cumple algún criterio.

Considerando esto, se simulan los pasos y la órbita calculada se clasifica de la siguiente forma:

Ciclo de caminata estable.Órbitas que contienen al menosmaxn pasospuntos sin que ninguno
de los puntos sea infactible. Dado que el robot da al menosmax n pasospasos se considera
que es una órbita cerrada.

Ciclo de caminata infactible. Órbitas que contienen sólo un punto, el que es infactible.

Ciclo de caminata inestable.Órbitas abiertas que contienen más de un punto y que terminan en
un punto infactible antes del pasomaxn pasos.

En estricto rigor podrı́an existir órbitas abiertas de más demaxn pasospuntos, pero para efec-
tos de la simulación y considerando que estas órbitas podrı́an ser estabilizadas con algún sistema
de control, se consideran órbitas cerradas.

bEl aliasing es el efecto que causa que señales continuas distintas se tornen indistinguibles cuando se les muestrea
digitalmente. En el caso de los mapas de Poincaré, cuando seutiliza una discretización mediante una grilla regular,
distintos ciclos de caminata se vuelven indistinguibles, efecto que corresponde al aliasing.
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El criterio de finalización de evaluación de los mapas de Poincaré es que la resolución de
muestreo este por sobre un umbralmaxres Poincare, es decir:

npuntos

(maxi −mini)
>

nestado

∏
i=1

maxres Poincare. (4.1)

Dondenpuntos es el número de puntos del mapa de Poincaré que se evaluaron; mini y maxi
son el valor mı́nimo y máximo evaluado en la dimensióni del vector de condiciones iniciales
respectivamente; ynestadoes la dimensionalidad del estado, por lo tanto, la dimensionalidad del
vector de condiciones iniciales.

En la figura 4.1 se muestra un ejemplo de mapa de Poincaré, se pueden distinguir los ciclos
de caminata estable, los ciclos de caminata inestables y losciclos de caminata infactibles. En este
caso de ejemplo, el vector de condiciones iniciales tiene dos dimensiones.
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Figura 4.1: Ejemplo de mapa de Poincaré con las evaluaciones agrupadas en ciclos de caminata
estable, ciclos de caminata inestables, y condiciones iniciales infactibles.

4.1.3. Estabilidad global de un conjunto de paŕametros

Para cuantificar la estabilidad global de un conjunto de par´ametros se usa el área cubierta
en el mapa de Poincaré por los ciclos de caminata estable. Esta área se denomina “área estable
global” y se estima su tamaño usando la relación entre los puntos aleatorios que generaron ciclos
de caminata estable y el total de puntos aleatorios. Entonces, usando el resultado del análisis del
mapa de Poincaré, se define una medida de estabilidad globalcomo:

estabilidadglobal=
nestable

npuntos
×

nestado

∏
i=1

(maxi −mini) . (4.2)

Dondenestablees el número de puntos evaluados del mapa de Poincaré que resultaron en un
ciclo de caminata estable.
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4.2. Análisis propuesto del espacio de parámetros

4.2.1. Objetivo del ańalisis del espacio de paŕametros

Para construir un robot activo que tenga una dinámica intr´ınseca que facilite el caminar es ne-
cesario analizar el espacio de parámetros para encontrar las condiciones que permiten la aparición
de ciclos de caminata estable en el mapa de Poincaré descrito anteriormente.

4.2.2. Representacíon discreta de la distribucíon de la estabilidad de los con-
juntos de parámetros en el espacio de parámetros

Incluso considerando sólo el caso 2D, el espacio de parámetros tiene muchas dimensiones. Por
lo que buscar las regiones que tienen dinámicas intrı́nsecas que facilitan la caminata es muy difı́cil
si se intenta solucionar de forma analı́tica.

Se desea conocer la función cuyo dominio es el espacio de parámetros y cuyo recorrido es
el tamaño del área estable global. Esta función es estimada numéricamente usando un método de
muestreo aleatorio que probabilı́sticamente aumenta la resolución de muestreo en las zonas de
interés, es decir, los parámetros con la mayor área estable global y la frontera de los parámetros
útiles para el diseño del robot.

El método de estimación se basa en los algoritmos de Montecarlo, utiliza muestras discretas
de la función llamadas partı́culas, las que iterativamente son evaluadas para mejorar la estimación
de la función. Asumiendo que el método ya está inicializado y tiene un conjunto den partı́culas
evaluadas, se elige lan+ 1 partı́cula aleatoriamente utilizando el algoritmo de Montecarlo. La
probabilidad de selección es una función que le da más peso a los parámetros que dadas lasn
partı́culas ya evaluadas deberı́a ser de más interés (mayor estabilidad, probabilidad de pertenecer
a la frontera de estabilidad, mayor función de utilidad o algún otro criterio).

4.2.3. Particíon del espacio de paŕametros

Desde el punto de vista de la construcción del robot, la frontera de los parámetros útiles para
el diseño del robot es mucho más importante que el punto de máxima estabilidad global, debido a
que, si bien el punto de máxima estabilidad global define el conjunto de parámetros más deseable,
la frontera establece los lı́mites del diseño y dado que un sistema de control ayudará a la estabi-
lidad del robot, es mejor elegir un conjunto de parámetros que esté lejos de la frontera a uno que
esté cerca del máximo.

La frontera generada es muy compleja y difı́cil de visualizar dada su elevada cantidad de dimen-
siones, por lo que se necesita una representación más simple que permita una fácil interpretación al
momento de diseñar el robot real. Es por esto que se elige buscar un rectángulo multidimensional
en el espacio de los parámetros que esté inscrito dentro dela frontera de los parámetros útiles para
el diseño del robot.

Definiendo el espacio de parámetros como un rectángulonparam−dimensional, se puede partir
el espacio de parámetros en muchos subespacios, dividiendo el espacio en una dimensión a la vez.

Una vez que uno de los subespacios de parámetros es elegido,el resultado no sólo es un con-
junto de parámetros estable, sino un completo rango de valores para cada parámetros. Esto permite
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definir un margen de estabilidad para el diseño y construcción de un robot real, porque entonces
los parámetros reales no necesitan tener algún valor exacto, sino sólo necesitan estar en el rango
definido por el subespacio de parámetros resultante. El margen de estabilidad corresponde al valor
de utilidad para el diseño de un subespacio de parámetros que será definido en la sección 4.2.4,
y puede ser considerado como un indicador que puede ser usadopara elegir cual subespacio de
parámetros utilizar.

Estabilidad de un subespacio de paŕametros

Usando la medida de estabilidad global para un conjunto de parámetros definida por la ecuación
(4.2) en la sección 4.1.3, se define un valor de estabilidad para un subespacio de parámetros como:

valor estabilidadsubespacios=
neval

s

∑
p=1

estabilidadglobalsp . (4.3)

Dondeneval
s es el número de muestras evaluadas en el subespacio de parametross, y la estabili-

dad global del conjunto de parámetros correspondiente a lamuestrap del subespacio de parámetros
s esestabilidadglobalsp.

Representando rect́angulos multidimensionales mediantekd-tree

Dada la enorme cantidad de rectángulos multidimensionales posibles, la búsqueda del más útil
se complejiza demasiado. Un algoritmo de búsqueda del máximo exacto necesitarı́a demasiado
tiempo de evaluación, por esto se realiza una búsqueda aproximada que a la vez es computacional-
mente eficiente.

La partición del espacio de parámetros dividiendo el espacio en una dimensión a la vez permite
el uso de una variación de la estructura de datos de árboleskd-treec para la representación de la
partición del espacio.

Considerando lo siguiente:

1. Cada punto del espacio de parámetros corresponde a un conjunto de parámetros distinto que
puede ser clasificado estable o inestable.

2. Un rectángulo multidimensional en el espacio de los par´ametros inscrito dentro de la frontera
de los parámetros útiles para el diseño del robot tiene encada una de sus fronteras al menos
un punto inestable y contiene dentro muchos puntos estables.

Se utiliza un árbol, en que cada nodo corresponde a un punto inestable que divide en dos ramas
al espacio de parámetro mediante un hı́per-plano y en que cada hoja corresponde a un conjunto de
puntos estables o inestables. De esta forma, una rama puede contener un nodo inestable o una hoja
que corresponde a un conjunto de puntos estables o inestables.

cUn kd-treees un árbol binario en el cual cada nodo es un punto k-dimensional. Cada nodo que no es hoja puede
ser visto como un hiperplano que divide el espacio en dos partes llamadas subespacios. Los puntos a la izquierda de
este hiperplano son representados por el sub-árbol izquierdo de ese nodo y los puntos a la derecha del hiperplano son
representados por el sub-árbol derecho. La dirección delhiperplano es elegida de la siguiente forma: cada nodo en el
árbol se asocia con la dimensiónn= MOD(p,k), con el hiperplano perpendicular al eje de esa dimensión. Donde,p
es la profundidad del nodo en el árbol yMOD(p,k) es la operación módulo (el resto de la división entrep y k).
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Cada nodo divide el espacio en una única dimensión, cuya elección es muy importante pues
define los rectángulos multidimensionales que se generan (una distinta elección de dimensión ge-
nerará rectángulos multidimensionales completamente distintos). A diferencia de loskd-treetradi-
cionales, en la implementación utilizada cada nodo puede dividir en una dimensión distinta inde-
pendiente de su ubicación en el árbol.

4.2.4. Funcíon de utilidad para el disẽno

Existen muchos rectángulos multidimensionales posibles, por lo que es necesario tener una
medición de su utilidad para poder compararlos. La medici´on más natural es el hı́per-volumen.
Sin embargo, las dimensiones no están en las mismas unidades, ni tampoco existe una relación
evidente entre ellas. Además, un robot con un conjunto de parámetros que genera un ciclo de
caminata estable global no necesariamente es fácil de construir. Porque, por ejemplo, puede ser
difı́cil tener el centro de masa de las piernas en el pie o en lacadera, o puede necesitar un largo de
piernas que no deja espacio para los mecanismos necesarios.

Es por esto que se define una función de utilidad desde el punto de vista del diseño, el que
para un cierto rango de cada dimensión entrega un valor de utilidad. Esta función de utilidad para
el diseño representa la factibilidad y facilidad de construir un robot con cada parámetros. De esta
forma se define la utilidad de un rectángulo multidimensional como la multiplicación de la utilidad
de cada uno de sus lados, definiendo una especie de hı́per-volumen de utilidad. Para darle la misma
importancia a cada parámetro, las funciones de utilidad para el diseño se eligen de forma tal que
su integral sobre todo su dominio sea uno.

Definiendo la función de utilidad comoui (x), dondex corresponde al valor que toma el paráme-
tro i, entonces la utilidad del intervalo(Mini ,Maxi) del parámetroi corresponde a:

∫ Maxi

Mini

ui (x)dx. (4.4)

Por lo tanto, la utilidad de un rectángulo multidimensional queda definida por:

valor utilidad =
nparam

∏
i=1

∫ Maxi

Mini

ui (x)dx. (4.5)

Donde,nparam es el número de parámetros del modelo.

4.2.5. Algoritmos de b́usqueda de condiciones sobre los parámetros

En este trabajo de tesis se implementaron y probaron dos algoritmos de búsqueda de subes-
pacios de parámetros. El primero se basa en buscar el subespacio de parámetros más estable y
eligiendo el método de división de subespacios de manera tal que los subespacios de parámetros
encontrados tengan una probabilidad alta de ser útiles para el diseño. El segundo algoritmo se basa
en buscar el subespacio de parámetros con la mayor funciónde utilidad posible, exigiéndole sólo
que tenga una estabilidad por sobre un umbral. Este algoritmo genera las divisiones de los subes-
pacios intentando minimizar la cantidad de divisiones. Porla naturaleza del problema y de los
kd-tree, en ambos casos, el algoritmo es de ordenO(2n) con respecto a la cantidad de parámetros
que influyen en la existencia del ciclo de caminata.
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Algoritmo de búsqueda de subespacios de parámetros estables

El objetivo de este análisis del espacio de parámetros es encontrar el conjunto de parámetros
más establed y la frontera del conjunto de parámetros útiles para el diseño del robot [89].

Para efectos prácticos, los parámetros de diseño del robot necesitan tener una estabilidad global
mı́nima, por lo que a un conjunto de parámetros se le exige untamaño de área estable global sobre
un umbral para ser considerado como útil para el diseño delrobot.

Para encontrar los subespacios de parámetros que contienen sólo conjuntos de parámetros que
exhiben un ciclo de caminata pasiva se utiliza el siguiente algoritmo [89]:

Generacíon de un subespacio candidato inicial.Los lı́mites del subespacio candidato inicial están
definidos como la región más pequeña del espacio de parámetrose que contiene solo conjun-
tos de parámetros con una función de utilidad para el dise˜no no cero. Entonces, el subespacio
candidato inicial es poblado usando conjuntos de parámetros obtenidos perturbando con rui-
do gaussiano conjuntos de parámetros estables obtenidos algebráicamente con un modelo
más simple. Por ejemplo, el modelo “Simplest Model” [20] puede ser utilizado con este
propósito. Hacer esto hasta que se haya encontrado una mı́nima cantidad de evaluaciones
estables.

Fase de b́usqueda. Mientras exista al menos un subspacio candidato con un valorde utilidad
para el diseño sobre un umbral iterar los siguientes pasos:

1. Seleccionar un subspacio candidato al azar, usando como criterio de selección el pro-
ducto entre el valor de utilidad para el diseño del subspacio y el valor máximo entre el
valor de estabilidad y un valor mı́nimo de estabilidad predefinido.

2. Aleatoriamente elegir un conjunto de parámetros dentrodel subespacio candidato se-
leccionado, y calcular su valor de estabilidad global. Si este valor está sobre un cierto
umbral, entonces el conjunto de parámetros es declarado como estable, continuar al
paso 3. De otra forma, el subespacio se divide en dos subespacios. La división del es-
pacio se realiza en el parámetro (perteneciente al conjunto de parámetros inestable) que
genera el subespacio de parámetros con el mayor valor de utilidad para el diseño. Ir al
paso 1.

3. Si el subespacio candidato tiene un valor de estabilidad sobre un determinado umbral,
entonces es declarado como un subespacio estable, i.e. un subspacio con un alto valor
de utilidad para el diseño que contiene solo parámetros con su estabilidad global sobre
un umbral dado. El subspacio se almacena en una lista de subespacios de parámetros
estables.

La lista de subespacios de parámetros estables contiene s´olo los subespacios de parámetros de-
clarados como completamente estables. De hecho, aunque elkd-treepuede tener algunos subespa-
cios de parámetros con algunas evaluaciones estables (pero no suficientes para declarar al subespa-
cio como completamente estable), estos subespacios de par´ametros tienen un bajo valor de utilidad
para el diseño (la condición para terminar es que elkd-treeno tenga subespacios de parámetros con

dSe define el conjunto de parámetros más estable como aquel con la mayor área estable global.
eLa dimensionalidad del espacio de parámetros es 11 en el caso del robot que será analizado (ver sección 4.3.1).
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un valor de utilidad para el diseño sobre un determinado umbral). Por lo tanto, estos subespacios
de parámetros candidatos a ser estables no son de interés,y no es relevante si es que están o no en
la lista de subespacios de parámetros estables.

Es importante notar que como un resultado de la aplicación de este algoritmo todos los con-
juntos de parámetros con una estabilidad global cero no tienen ciclo de caminata pasiva, y están
localizados en alguna frontera de dos subespacios de parámetros. También, todos los conjuntos
de parámetros con un gran valor de utilidad para el diseño tienen una gran probabilidad de ser
elegidos, como una consecuencia, tienen una gran probabilidad de ser divididos (en el caso de
subespacios inestables) o de ser clasificados como estable (en el caso de subespacios estables).

Algoritmo de búsqueda de subespacios de parámetrosútiles para el disẽno

El objetivo de este análisis del espacio de parámetros es encontrar el conjunto de parámetros
estable (con una estabilidad global sobre un cierto umbral)con el mayor valor de diseño posible.
En este caso se favorece la toma de muestras en torno a la frontera, pues se asume que el principal
objetivo es el estimar bien la posición de ésta. Para esto se utiliza el siguiente algoritmo:

Generacíon de un subespacio candidato inicial.Los lı́mites del subespacio candidato inicial están
definidos como la región más pequeña del espacio de parámetrosf que contiene solo conjun-
tos de parámetros con una función de utilidad para el dise˜no no cero. Entonces, el subespacio
candidato inicial es poblado usando conjuntos de parámetros obtenidos perturbando con rui-
do gaussiano conjuntos de parámetros estables obtenidos algebráicamente con un modelo
más simple. Por ejemplo, el modelo “Simplest Model” [20] puede ser utilizado con este
propósito. Hacer esto hasta que se haya encontrado una mı́nima cantidad de evaluaciones
estables.

Fase de b́usqueda. Ejecutar al menos una vez y mientras los conjuntos de entrenamiento (ver
definición de conjuntos de entrenamiento en los pasos 6 y 7) tengan errores de clasificación:

1. Generar un conjunto de validación estable y con alto valor de utilidad para el diseño
Val interesconn validacionconjuntos de parámetros, ejecutandon validacionveces:

a) Seleccionar aleatoriamente un subespacios, usando como criterio de selección su
valor de estabilidadvalor estabilidadsubespacios multiplicado por su valor de
utilidad para el diseñovalor utilidads.

b) Dentro de este subespacio seleccionar al azar un conjunto de parámetrosp.

c) Calcular la estabilidad globalestabilidadglobalsp del conjunto de parámetros se-
leccionado.

2. Generar un conjunto de validación estableVal estableconn validacionconjuntos de
parámetros, ejecutandon validacionveces:

a) Seleccionar aleatoriamente un subespacios con valor de estabilidad igual a cero
(valor estabilidadsubespacios = 0), usando como criterio de selección su valor
de estabilidadvalor estabilidadsubespacios.

b) Dentro de este subespacio seleccionar al azar un conjunto de parámetrosp.

fLa dimensionalidad del espacio de parámetros es 11 en el caso del robot que será analizado (ver sección 4.3.1).
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c) Calcular la estabilidad globalestabilidadglobalsp del conjunto de parámetros se-
leccionado.

3. Generar un conjunto de validación con alto valor de utilidad para el diseñoVal diseno
conn validacionconjuntos de parámetros, ejecutandon validacionveces:

a) Seleccionar aleatoriamente un subespacios con valor de estabilidad mayor que
cero (valor estabilidadsubespacios > 0), usando como criterio de selección su
valor de estabilidadvalor estabilidadsubespacios.

b) Dentro de este subespacio seleccionar al azar un conjunto de parámetrosp.
c) Calcular la estabilidad globalestabilidadglobalsp del conjunto de parámetros se-

leccionado.

4. Utilizar los tres conjuntos de validación (Val interes, Val estable, y Val diseno) para
evaluar el desempeño del sistema en esta etapa del entrenamiento.

5. Agregar alkd-treelos tres conjuntos de validación (Val interes,Val estable, yVal diseno)
en las hojas que corresponda, sin generar ninguna divisiónde los subespacios.

6. Generar un conjunto de entrenamiento de la frontera de estabilidadEnt f ronteracon
n entrenamientoconjuntos de parámetros, ejecutandon entrenamientoveces:

a) Seleccionar aleatoriamente un subespacios, usando como criterio de selección
el producto de su cantidad de evaluaciones estables, su cantidad de evaluaciones
inestables y su valor de utilidad para el diseñovalor utilidads.

b) Dentro de este subespacio seleccionar al azar un conjunto de parámetrosp.
c) Calcular la estabilidad globalestabilidadglobalsp del conjunto de parámetros se-

leccionado.

7. Generar un conjunto de entrenamiento de exploración de establesEnt establecon
n entrenamientoconjuntos de parámetros, ejecutandon entrenamientoveces:

a) Seleccionar aleatoriamente un subespacios, usando como criterio de selección el
producto de su valor de utilidad para el diseñovalor utilidads con la razón entre su
cantidad de evaluaciones estables más uno y su cantidad de evaluaciones inestables
más uno.

b) Dentro de este subespacio seleccionar al azar un conjunto de parámetrosp.
c) Calcular la estabilidad globalestabilidadglobalsp del conjunto de parámetros se-

leccionado.

8. Agregar alkd-treelos dos conjuntos de entrenamiento (Ent f ronteray Ent estable)
en las hojas que corresponda, sin generar ninguna divisiónde los subespacios.

9. Dividir todas las hojas del árbol que contengan una mezcla de evaluaciones estables e
inestables utilizando como división la coordenada de la evaluación inestable que mejor
divida el espacio, logrando de esta forma que cada hoja mixtase transforme en un
conjunto de hojas con sólo un tipo de evaluaciones utilizando la mı́nima cantidad de
cortes.

Ambos algoritmos de búsqueda de condiciones sobre los par´ametros propuestos han sido im-
plementados y contrastados. En la siguiente sección se muestran los parámetros utilizados, ası́ co-
mo sus resultados.

48
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4.3. Resultados

A pesar de que la metodologı́a propuesta puede ser aplicada acualquier modelo de caminata
pasiva, esta es validada utilizando un modelo de caminata pasiva especı́fica.

Asumiendo que la estabilización lateral puede ser realizada usando un controlador indepen-
diente, se usa un modelo bi-dimensional en el plano sagitalg. El objetivo de la metodologı́a es
construir un robot real, el que tendrá motores, controladores, y baterı́as. Todos estos componentes
se distribuirán entre las piernas y el tronco. Por lo tanto,el modelo necesita considerar un tronco
con masa, dos piernas idénticas con segmentos superiores einferiores de largos distintos, modela-
dos por una masa y un momento de inercia. Los pies son modelados como puntuales y sin masa.

Para tener versatilidad, el robot activo necesitará ejercer torque con los pies sobre el piso. Como
una consecuencia, se usarán pies no puntuales livianos. Aunque el torque en los pies puede ser
utilizado para estabilizar el ciclo de caminata pasiva [99], ellos no son necesarios para su existencia
y siempre existe la posibilidad de dejar el tobillo de soporte apagado (se usarán actuadores de
rigidez variable). A pesar del hecho de que el modelo considera pies puntuales, la masa de los pies
será considerada como parte del segmento inferior de la pierna.

Especı́ficamente, el modelo utilizado para la validación de la metodologı́a es el modelo mos-
trado en la sección 3.3.

4.3.1. Simplificaciones del espacio de parámetros

El espacio de parámetros se redefine para obtener una mayor simplicidad de cálculo. En primer
lugar, el largo de la pierna se elimina del espacio de parámetros porque no se buscará un largo que
genere estabilidad o caminata, sino que se definirá para establecer el tamaño del robot. Luego se
realiza una transformación que genera los siguientes par´ametros:

AVN. Pendiente.

PMT. Porcentaje de masa en el tronco, definido previamente comoMt .

RMP. Arco tangente de la relación entre la masa del segmento superior de la pierna y la masa
del segmento inferior de la pierna. Como no es intuitivo entender la función del parámetro
RMP, la figura 4.2 muestra la función cuyo dominio es el parámetro RMPy cuyo recorrido
es la relación entre las masas del segmento superior de la pierna y del segmento inferior de
la pierna.

CMhProm. Promedio entre la distancia entre la cadera y el centro de masa del segmento superior
de la pierna y la distancia entre la rodilla y el centro de masadel segmento inferior de la
pierna normalizado por el largo total de la pierna . Definido previamente comoCMy.

CMhDif. Diferencia entre la distancia entre la cadera y el centro de masa del segmento superior
de la pierna y la distancia entre la rodilla y el centro de masadel segmento inferior de la
pierna normalizado por el largo de la pierna . Definido previamente comoCMdi fy.

gEl plano sagital es aquel plano perpendicular al suelo y que divide al cuerpo en mitades izquierda y derecha.
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Figura 4.2: Función del parámetroRMPa la relación entre las masas del segmento superior de la
pierna y del segmento inferior de la pierna.

LargoSSP. Largo del segmento superior de la pierna normalizado por el largo total de la pierna,
definido previamente comoLm.

CMxSIP. Desplazamiento hacia adelante del centro de masa del segmento inferior de la pierna
normalizado por el largo total de la pierna, definido previamente comoCMxc.

CMxSSP. Desplazamiento hacia adelante del centro de masa del segmento superior de la pierna
normalizado por el largo total de la pierna, definido previamente comoCMxm.

InerciaSIP. Momento de inercia del segmento inferior de la pierna normalizado por el producto
entre la masa del robot y el cuadrado del largo total de la pierna, definido previamente como
Ic.

InerciaSSP. Momento de inercia del segmento inferior de la pierna normalizado por el producto
entre la masa del robot y el cuadrado del largo total de la pierna, definido previamente como
Im.

Al definir estos parámetros, como se puede deducir de las ecuaciones (B.7) y (B.9), se logra
eliminar la masa del robot de las ecuaciones de dinámica excepto en la magnitud de las fuerzas.
Por lo que la existencia, estabilidad y forma de la caminata no depende de la masa del robot.
Adicionalmente, el largo de la pierna aparece solo en conjunto con la gravedad en una variable
auxiliar que define una seudo-frecuencia, con lo que se puedeconcluir que se puede generar una
caminata correspondiente a un largo distinto de pierna si esque se le introduce o se le disminuye
la gravedad al robot, lo que si bien, en estricto rigor es fı́sicamente imposible, se puede emular
inyectando energı́a a través de los actuadores de la misma forma en que se emula la pendiente.
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4.3.2. Funcíon de utilidad de cada paŕametro

La función de utilidad de cada parámetro se define en conjunto con un diseñador industrial a
cargo del diseño del robot real. El criterio utilizado es cualitativo e intenta representar cuán fácil
es realizar cada parámetro.

Las funciones de utilidad se definen como se muestra a continuación:

AVN. Corresponde a la pendiente utilizada. Se estima que pendiente cero no es factible y que una
pendiente superior a 15o no es deseable pues implicarı́a un alto consumo energético. Cual-
quier pendiente dentro del rango es igualmente factible desde el punto de vista del diseño.
Se representa por un pulso entre 0,01 y 0,3, el que se muestra en la figura 4.3.

(a) (b)

Figura 4.3: Función de utilidad del parámetro AVN. (a) Función de utilidad para cada valor del
parámetro. (b) Función de utilidad para un intervalo del parámetro, definida según la ecuación
(4.4).

PMT. Se estima que menos de un 40% de masa en el tronco es muy difı́cil de construir, sobre
todo si en el futuro se planea agregarle brazos y cabeza al robot. Más de un 70% de masa en
el tronco también es difı́cil de implementar pues las piernas necesitan tener la masa de los
motores y de su estructura. El porcentaje de masa en el troncoes fácil de corregir, pues se
pueden agregar masas, por lo que se representa por un pulso entre 0,4 y 0,7. Se muestra en
la figura 4.4.

RMP. Dado que el segmento superior de la pierna tendrá los motores de la rodilla y del pie, es
natural pensar que es más fácil que sea más pesado que el segmento inferior de la pierna
más el pie. Se estima que un segmento superior de la pierna con masa de menos de 1,5 veces
la masa del segmento inferior de la pierna es imposible de realizar, sin embargo, también
se estima que entre mayor la diferencia, mayor la dificultad de construcción, siendo impo-
sible tener una relación entre las masas de más de 6 veces. Por esto, la función de utilidad
del parámetros RMP corresponde a una función diente de sierra con el valor máximo en
atan(1,5) y cero en atan(6). Se muestra en la figura 4.5.

CMhProm. Tanto el segmento inferior como el superior de la pierna tienen la mayor densidad de
masa cerca de su parte superior, por lo que se estima que la posición ideal para la posición del
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(a) (b)

Figura 4.4: Función de utilidad del parámetro PMT. (a) Función de utilidad para cada valor del
parámetro. (b) Función de utilidad para un intervalo del parámetro, definida según la ecuación
(4.4).

(a) (b)

Figura 4.5: Función de utilidad del parámetro RMP. (a) Función de utilidad para cada valor del
parámetro. (b) Función de utilidad para un intervalo del parámetro, definida según la ecuación
(4.4).
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centro de masa es cerca de 0,16 veces el largo de la pierna. Tener un centro de masa alejado
de este punto complica el diseño, siendo imposible tener toda la masa en el extremo superior
del segmento, ni más abajo que 0,3 veces el largo de la pierna. Teniendo esto en cuenta, se
define la función de utilidad del parámetro CMhProm como a una función triangular definida
entre 0 y 0,3, con valor máximo en 0,16. Se muestra en la figura4.6.

(a) (b)

Figura 4.6: Función de utilidad del parámetro CMhProm. (a) Función de utilidad para cada valor
del parámetro. (b) Función de utilidad para un intervalo del parámetro, definida según la ecuación
(4.4).

CMhDif. Dado que en el modelo utilizado el segmento inferior incluyeal pie, para facilitar el
diseño se desea que su centro de masa esté más abajo que el del segmento superior. Se
estima que la diferencia ideal es 0.13 veces el largo de la pierna. Por lo tanto, la función de
utilidad del parámetro CMhDif se define como una función triangular definida entre -0,25 y
0, con valor máximo en -0,13. Se muestra en la figura 4.7.

(a) (b)

Figura 4.7: Función de utilidad del parámetro CMhDif. (a)Función de utilidad para cada valor
del parámetro. (b) Función de utilidad para un intervalo del parámetro, definida según la ecuación
(4.4).
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LargoSSP. Es más fácil construir un robot con ambos segmentos de la pierna iguales, y de acuerdo
con la opinión del diseñador industrial es además más atractivo visualmente. Se estima que
una asimetrı́a de más de un 10% del largo de la pierna es inaceptable. Entonces, se define
la función de utilidad del parámetro LargoSSP como a una función triangular definida entre
0,4 y 0,6, con valor máximo en 0,5. Se muestra en la figura 4.8.

(a) (b)

Figura 4.8: Función de utilidad del parámetro LargoSSP. (a) Función de utilidad para cada valor
del parámetro. (b) Función de utilidad para un intervalo del parámetro, definida según la ecuación
(4.4).

CMxSIP. Por la simetrı́a intrı́nseca del segmento inferior de la pierna, se estima más fácil concebir
un centro de masa en torno al eje del segmento, declarándoseinaceptable una diferencia de
más de un 5% del largo de la pierna. Por lo tanto, la función de utilidad del parámetro
CMxSIP corresponde a una función triangular definida entre-0,05 y 0,05, con valor máximo
en 0. Se muestra en la figura 4.9.

(a) (b)

Figura 4.9: Función de utilidad del parámetro CMxSIP. (a)Función de utilidad para cada valor
del parámetro. (b) Función de utilidad para un intervalo del parámetro, definida según la ecuación
(4.4).
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CMxSSP. Por la simetrı́a intrı́nseca del segmento superior de la pierna, se estima más fácil conce-
bir un centro de masa en torno al eje del segmento, declarándose inaceptable una diferencia
de más de un 5% del largo de la pierna. Por lo tanto, la función de utilidad del parámetro
CMxSSP corresponde a una función triangular definida entre-0,05 y 0,05, con valor máximo
en 0. Se muestra en la figura 4.10.

(a) (b)

Figura 4.10: Función de utilidad del parámetro CMxSSP. (a) Función de utilidad para cada valor
del parámetro. (b) Función de utilidad para un intervalo del parámetro, definida según la ecuación
(4.4).

InerciaSIP. Los momentos de inercia son los parámetros más difı́cilesal momento de estimar su
facilidad de diseño. Para estimar la utilidad de este parámetro se diseñó un segmento inferior
de la pierna preliminar en un software de diseño mecánico,luego se midió su inercia y se
estimó empı́ricamente la variación máxima aceptable, obteniéndose una función triangular
definida entre 0,001 y 0,01, con valor máximo en 0,003. Se muestra en la figura 4.11.

(a) (b)

Figura 4.11: Función de utilidad del parámetro InerciaSIP. (a) Función de utilidad para cada valor
del parámetro. (b) Función de utilidad para un intervalo del parámetro, definida según la ecuación
(4.4).
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InerciaSSP. De forma análoga al parámetro Inercia SIP, para estimar lautilidad de este parámetro
se diseñó un segmento superior de la pierna preliminar en un software de diseño mecánico,
luego se midió su inercia y se estimó empı́ricamente la variación máxima aceptable, obte-
niéndose una función triangular definida entre 0,001 y 0,01, con valor máximo en 0,0043.
Se muestra en la figura 4.12.

(a) (b)

Figura 4.12: Función de utilidad del parámetro InerciaSSP. (a) Función de utilidad para cada valor
del parámetro. (b) Función de utilidad para un intervalo del parámetro, definida según la ecuación
(4.4).

4.3.3. Evaluacíon de los mapas de Poincaŕe

Para discernir entre los ciclos estables e inestables de caminata, se define la cantidad de pasos
máxima para declarar una órbita como un ciclo de caminar establemax n pasos= 10. La selección
de los puntos del mapa de Poincaré que serán evaluados es aleatoria y se lleva a cabo de la siguiente
forma:

Se evalúan 1024 puntos generados aleatoriamente. Este proceso se repite 5 veces o hasta que
se encuentran 5 ciclos de caminata pasiva estables, lo que ocurra primero. Luego, se reduce el
espacio de búsqueda para que incluya sólo las órbitas cerradas encontradas. Este nuevo espacio
de búsqueda se incrementa en un 10% en cada dirección. Luego se realizan búsquedas sucesivas
de 1024 partı́culas hasta que la resolución de los puntos supere un umbral. Las evaluaciones son
simulaciones de la dinámica del modelo de robot pasivo con rodillas utilizado (ver sección 3.3)
que son programadas con CUDAR© y ejecutadas en una tarjeta de video con 1024 núcleos, lo que
permite una muy rápida evaluación de 1024 simulaciones enparalelo (aproximadamente 200ms).

4.3.4. B́usqueda de las condiciones sobre los parámetros

El resultado de la aplicación de cualquiera de los algoritmos de búsqueda de condiciones sobre
los parámetros es un conjunto muy grande con todos los subespacios de parámetros estables, donde
cada uno de estos subespacios corresponde a un conjunto de condiciones sobre los parámetros
que por sı́ solas son suficientes para la existencia de un ciclo de caminata pasiva estable. Esto
significa que si se diseña un robot dentro de cualquiera de estos subespacios, se puede garantizar la
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existencia de un ciclo de caminata estable dentro del margende error del sistema, el que depende
de los indicadores utilizados y como se verá al analizar lascurvas ROC a continuación en esta
misma sección, puede fácilmente ser menor al 1%.

Algoritmo de búsqueda de subespacios de parámetros estables

Dado el hecho de que el algoritmo de búsqueda de subespaciosde parámetros útiles para el
diseño encuentra los subespacios de parámetros establesa través de un proceso de muestreo (ver
sección 4.2.5), es importante evaluar muchos conjuntos deparámetros para obtener el subespacio
de parámetros estable usando la metodologı́a propuesta con el modelo de caminata pasiva propues-
to en la sección 3.3. Se evaluaron 3.407.519 conjuntos de parámetros durante la aplicación de la
metodologı́a propuesta. 2.605.233 de los cuales fueron clasificados como conjuntos de parámetros
estables y 802.286 como conjuntos de parámetros inestables. Se encontró un total de 2.940 subes-
pacios de parámetros que tenı́an sólo conjuntos de parámetros estables y que tenı́an una función de
valor para el diseño suficientemente grande. Como se estableció en la sección 4.2.5, los conjuntos
de parámetros estables tienen más posibilidades de ser evaluados porque el algoritmo les da una
probabilidad de selección mayor a subespacios más estables y a aquellos que tienen una función
de valor de diseño mayor. Con el objetivo de evaluar el desempeño de la metodologı́a propuesta,
el proceso de encontrar los subespacios de parámetros ser´a denominado entrenamiento, imitando a
un clasificador estadı́stico. El resultado de la metodolog´ıa propuesta se puede interpretar como un
clasificador de conjuntos de parámetros en dos clases: (I) estable (con un ciclo de caminata pasiva),
y (II ) inestable (sin un ciclo de caminata pasiva).

Es importante notar que como la esencia de las caminatas de dinámica pasiva se puede observar
en el modelo “más simple” [96], entonces la generalización de sus resultados al modelo utilizado
por la metodologı́a propuesta tiene una gran probabilidad de ser estable. Por lo tanto, en la genera-
ción de un subespacio de parámetros candidato inicial delalgoritmo de búsqueda de subespacios
de parámetros (ver sección 4.2.5), se utilizan las soluciones algebraicas del modelo “más simple”,
perturbadas con ruido gaussiano como las condiciones iniciales de las primeras simulaciones, para
acelerar la convergencia del sistema.

Para validar la metodologı́a propuesta, se evalúan 30.000conjuntos de parámetros. Para esto,
se seleccionan 300 subespacios se forma aleatoria, en cada uno de los cuales se seleccionan 100
conjuntos de parámetros (se estima que 100 conjuntos de parámetros elegidos aleatoriamente de-
berı́an ser representativos de un subespacio y que a su vez, evaluar 300 subespacios seleccionados
es suficiente para extrapolar el desempeño del sistema). Seevalúa cada conjunto de parámetros,
calculando su estabilidad. Este proceso se denomina etapa de validación (en el sentido de un clasi-
ficador estadı́stico).

Se analiza el desempeño del sistema propuesto, observandola relación entre el número de
evaluaciones estables de los subespacios de conjuntos de parámetros en la etapa de entrenamiento,
y el porcentaje de evaluaciones estables en la etapa de validación. La figura 4.13 muestra esta
relación, como era esperado, se observa una alta correlación entre la estabilidad en el entrenamiento
y en la validación. Esto significa que hay una alta probabilidad de que un conjunto de parámetros
contenido en uno de los subespacios de parámetros establesencontrado usando la metodologı́a sea
estable. Esta validación es importante porque como se mencionó anteriormente, los subespacios
de parámetros son generados usando un proceso de muestreo.
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Figura 4.13: Resultados de la validación de la clasificaci´on de los subespacios de parámetros utili-
zando como entrenamiento el algoritmo de búsqueda de subespacios estables.

Algoritmo de búsqueda de subespacios de parámetrosútiles para el disẽno

Al momento de aplicar el algoritmo de búsqueda de subespacios de parámetros útiles para el
diseño presentado en la sección 4.2.5, se utilizan conjuntos de 100 evaluaciones para la validación
(n validacion= 100) y conjuntos de 1.000 evaluaciones para el entrenamiento (n entrenamiento=
1,000). Al igual que en el caso del algoritmo anterior, se estima que 100 evaluaciones seleccionadas
con un cierto criterio son suficientes para verificar el desempeño del sistema. Sin embargo, al
momento de entrenar un cierto aspecto, es deseable que sea unconjunto mucho mayor que el de
validación, de manera que exista una diferencia apreciable entre las validaciones, por esto se elige
utilizar conjuntos de entrenamiento de tamaño 1.000.

Dada que en el algoritmo propuesto se ejecutan las validaciones periódicamente a medida que
se entrena y a que cada subespacio de conjuntos de parámetros tiene distintos indicadores, se pue-
de ver el sistema resultante como un clasificador que para cada conjunto de parámetros discierne
entre si es o no estable dependiendo de las caracterı́sticasdel subespacio de conjuntos de paráme-
tros al que pertenece en el árbolkd-tree. Toda la información que se almacena periódicamente a
medida que se entrena permite evaluar el desempeño como unafunción de la cantidad de evalua-
ciones usadas en el entrenamiento. Este análisis permite evaluar cuantas iteraciones son necesarias
y suficientes para entrenar el sistema.

Al analizar el sistema como si fuera un clasificador, es imperativo evaluar sus curvas ROCh

[17]. Para el análisis de las curvas ROC, se define la tasa de verdaderos positivos (TPR) como
el número de conjuntos de parámetros correctamente evaluados como estables dividido por el
número de conjuntos de parámetros estables usados en la validación, mientras que la tasa de falsos

hUna curva ROC (del inglésReceiver Operating Characteristics) es una técnica para visualizar, organizar y se-
leccionar clasificadores basado en su desempeño. Las curvas ROC han sido muy usadas en la teorı́a de detección de
señales para representar el compromiso entre la tasa de aciertos y la tasa de falsas alarmas de los clasificadores. En la
práctica, una curva ROC de un clasificador tiene en un eje la tasa de clasificaciones correctas y en el otro eje la tasa de
falsos positivos, cada punto del gráfico se obtiene cambiando un parámetros del clasificador.
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positivos (FPR) se define como el número de conjuntos de parámetros inestables incorrectamente
clasificados como estables dividido por el número de conjuntos de parámetros inestables usados
en la validación.

Cada subespacio de conjuntos de parámetross tiene 5 indicadores de estabilidad y que pue-
den ser usados para clasificar los subespacios como estableso inestables: (I) Valor de estabili-
dadvalor estabilidadsubespacios, (II ) Cantidad de evaluaciones estables, (III ) Densidad de es-
tabilidad definida como el valor de estabilidad dividido porel valor de utilidad para el diseño
valor estabilidadsubespacios

valor utilidads , (IV ) Densidad de las evaluaciones estables definida como la cantidad de

evaluaciones estables dividida por el valor de utilidad para el diseño n estables

valor utilidads, y (V) El inverso
del valor de utilidad para el diseño 1

valor utilidads.
Dada la naturaleza del algoritmo propuesto, se puede evaluar el desempeño del sistema a me-

dida que éste se entrena. Para comparar estos desempeños,se deben observar sus curvas ROC
generadas con los distintos indicadores disponibles. La evolución de las curvas ROC a medida que
se realiza el entrenamiento se puede observar en la figura 4.14, donde se contrastan los resulta-
dos obtenidos utilizando los distintos indicadores: la figura 4.14a utiliza el valor de estabilidad,
la figura 4.14b utiliza la cantidad de evaluaciones estables, la figura 4.14c utiliza la densidad de
estabilidad, la figura 4.14d utiliza la densidad de las evaluaciones estables, y la figura 4.14e utiliza
el inverso del valor de utilidad para el diseño.

Al observar la figura 4.14, se puede ver que en todos los casos,el sistema presenta un buen
desempeño en una temprana etapa del entrenamiento. Además se aprecia que todos los indicadores
presentan un desempeño similar salvo el inverso del valor de utilidad para el diseño, indicador que
presenta un desempeño levemente inferior.

Con el objetivo de poder contrastar mejor el desempeño de los distintos indicadores y adicio-
nalmente, analizar el comportamiento del sistema despuésde finalizado el entrenamiento, la figura
4.15 muestra la curva ROC resultante después del entrenamiento completo del sistema.

Analizando las curvas ROC de los distintos indicadores al finalizar el entrenamiento (figura
4.15), se visualiza una diferencia en el desempeño del sistema: los indicadores Valor de estabilidad
y Evaluaciones estables presentan un mejor desempeño que los indicadores Densidad de estabili-
dad y Densidad de estables, los que a su vez tienen un mejor desempeño que el indicador Valor de
utilidad.

La figura 4.16 muestra la curva ROC con el mejor desempeño delsistema para determinar si el
rendimiento del sistema en el mejor de los momentos del entrenamiento tiene el mismo comporta-
miento que al finalizar éste.

Comparando la figura 4.16 con la figura 4.15, se aprecia que el sistema al finalizar el entre-
namiento está un poco sobre-entrenado, pero sin disminuirdemasiado su desempeño. También se
pueden sacar las mismas conclusiones sobre los indicadores, es decir, los indicadores Valor de es-
tabilidad y Evaluaciones estables presentan un mejor desempeño que los indicadores Densidad de
estabilidad y Densidad de estables, los que a su vez tienen unmejor desempeño que el indicador
Valor de utilidad.

Finalmente, para comparar los desempeños de una forma máscuantitativa, se utiliza el área
bajo la curva (AUC) ROC, que indica el desempeño del clasificador, mientras mayor sea el área
bajo la curva ROC, mejor el desempeño de un clasificador. La figura 4.17 muestra la evolución del
área bajo la curva (AUC) ROC a medida que se entrena el sistema para los distintos indicadores.

La figura 4.17 muestra claramente que el Valor de utilidad es el peor de los indicadores y que
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(a) Valor de estabilidad del subespacio como um-
bral de clasificación.
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(b) Número de evaluaciones estables en el subes-
pacio como umbral de clasificación.
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(c) Densidad de la estabilidad en el subespacio co-
mo umbral de clasificación.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
ROC Todas las validaciones

False positive rate

T
ru

e 
po

si
tiv

e 
ra

te

 

 

E
va

lu
ac

io
ne

s 
[k

M
ue

st
ra

s]

500

1000

1500

2000

2500

(d) Densidad de las evaluaciones estables en el
subespacio como umbral de clasificación.
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(e) Inverso del valor de utilidad para el diseño del
subespacio como umbral de clasificación.

Figura 4.14: Evolución de las curvas ROC utilizando distintos indicadores como umbral de clasi-
ficación.
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Figura 4.15: Curva ROC después de todo el entrenamiento utilizando diversos indicadores como
umbral.
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Figura 4.16: Mejor curva ROC, utilizando distintos indicadores como umbral.
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Figura 4.17: Evolución del área bajo la curva ROC, utilizando distintos indicadores como umbral.

el sistema alcanza su rendimiento de régimen permanente antes de las 100.000 evaluaciones. Para
analizar el detalle de lo que ocurre antes de este nivel de entrenamiento, la figura 4.18 muestra
un zoom a las primeras 100.000 evaluaciones en el entrenamiento de la evolución del área bajo la
curva (AUC) ROC.
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Figura 4.18: Zoom a las primeras evaluaciones del área bajola curva ROC, utilizando distintos
indicadores como umbral.

La figura 4.18 confirma las diferencias de desempeño observadas previamente entre los dis-
tintos indicadores y reafirma que el sistema alcanza su régimen permanente antes de la iteración
50.000, no necesitando más entrenamiento que eso. Es destacable que el rendimiento no empeora
pese a que el sistema fue muy sobre-entrenado.

Analizando cuidadosamente los resultados presentados utilizando los cinco indicadores de es-
tabilidad como umbral del clasificador se puede apreciar queno existe una gran diferencia entre
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ellos. Sin embargo, de todas maneras se pueden ordenar de acuerdo a su desempeño, obteniendo el
mejor desempeño el uso del valor de estabilidad y de la cantidad de evaluaciones estables, luego el
uso de la densidad del valor de estabilidad y de la densidad delas evaluaciones estables, en último
lugar queda el uso del inverso del valor de utilidad para el diseño.

También es importante el notar que el sistema entrenó y alcanzo su máximo aprendizaje con
50.000 evaluaciones, el resto de las evaluaciones no aportan a la mejora del desempeño del siste-
ma. El sistema realiza aproximadamente 1 evaluación por segundo en el computador en que fue
implementado, tardando aproximadamente 14 horas y 16 minutos en realizar estas primeras 50.000
evaluaciones.

4.4. Discusíon

Se ha propuesto una nueva metodologı́a para encontrar las condiciones sobre los parámetros
que permiten la existencia de un ciclo de caminata estable enun robot pasivo [89]. Esta metodo-
logı́a puede ser utilizada con cualquier modelo de caminatapasiva sin importar su complejidad,
supera los problemas dealiasinggenerados por el uso de una discretización uniforme en los ma-
pas de Poincaré, logrando como resultado de su aplicaciónen el proceso de diseño un conjunto
de reglas que si los parámetros del robot siguen, éste exhibirá un ciclo de caminata pasiva. Este
conjunto de reglas resultante se presenta como un subespacio de parámetros con un indicador del
margen de estabilidad (también llamado valor de utilidad para el diseño), el que permite elegir
entre distintos subespacios de parámetros resultantes.

Dado el modelo de robot pasivo usado, para poder diseñar y construir un robot semi-pasivo
que utilice esta metodologı́a, se necesita un tipo de articulación de bajo roce y que idealmente sea
de rigidez variable. En el siguiente capı́tulo se propone unnuevo tipo de articulación de rigidez
variable para ser usada en la construcción del robot semi-pasivo.
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5.2. Articulación de rigidez variable:Motivación.

Utilizar el modelo pasivo impone la necesidad de permitirlea la dinámica intrı́nseca del robot
fluir. Pero para permitir esta dinámica no se pueden utilizar los servomotores tı́picamente utili-
zados en los robots activos. En este trabajo se propone una articulación de rigidez variable que
permite que el movimiento de las extremidades sea gobernadopor su dinámica intrı́nseca, que sea
moldeado suavemente por el sistema de control o bien que sea fuertemente controlado inhibiendo
la dinámica intrı́nseca. La articulación de rigidez variable propuesta está compuesta por dos actua-
dores antagonistas, conectados de forma tal que la resta de las fuerzas realizadas por ellos genera
un torque en la articulación y su suma genera rigidez.

5.1. Motivación

El sistema de actuación requerido para el robot semi-pasivo necesita permitir que la dinámica
intrı́nseca del robot fluya libremente mientras el robot camina, pero debe ser capaz de ejercer el
torque suficiente para realizar otras tareas como levantarse desde el piso. Para esto se requiere
de un actuador de rigidez variable. Además, para facilitarla tarea de satisfacer las condiciones
sobre los parámetros del modelo que permiten la existenciade un ciclo de caminata de dinámica
pasiva, se necesita un sistema de actuación que permita ubicar los motores lejos de la articulación,
permitiendo corregir la ubicación de los centros de masas de los segmentos.

Dado que la caminata requiere poca energı́a (sólo la energ´ıa entregada por una pequeña pen-
diente), el caminar no es la condición que más exigirá a los actuadores, sino la acción de levantarse
desde el piso. Por lo que es deseable que el actuador seleccionado ejerza un torque de forma no li-
neal con respecto al ángulo de la articulación, ejerciendo un torque muy alto cuando la articulación
está flectada.

La articulación se diseña basándose en las articulaciones humanas. Se decide tener dos ac-
tuadores dispuestos en una configuración antagonista, queactúan mediante tendones, los que son
tensados para generar un torque y una determinada rigidez.

Inspirado en el antiguo principio de torcer dos cuerdas paragenerar un desplazamiento lineal,
cada uno de los actuadores de la articulación propuesta es un sistema compuesto por un motor que
tuerce dos cuerdas, las que a medida que se enrollan generan un desplazamiento lineal. En la figura
5.1 se muestra como dos cuerdas de 5mm de espesor y 200mm de largo generan largos distintos
dependiendo de la cantidad de vueltas, en este caso se muestran con 3 y con 10 vueltas.

Figura 5.1: Ejemplo de cuerdas enrolladas. Arriba se muestran dos cuerdas de 5mm de espesor y
200mm de largo enrolladas 3 vueltas. Abajo se muestran las mismas cuerdas enrolladas 10 vueltas.
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5.2. Modelo de torsíon de las cuerdas

La torsión de las cuerdas se modela considerando tres zonas, las zonas externas son una lı́nea
recta entre el soporte y la zona interna, la que corresponde atorsión pura. Además se considera en
el modelo sólo una de las cuerdas pues se asume que la otra tiene un comportamiento simétrico.
En la figura 5.2 se muestra la cuerda a analizar y las zonas del modelo.

Figura 5.2: Modelo de torsión de las cuerdas. Solo se considera la cuerda azul en el análisis. La
zona celeste corresponde a un modelo lineal. La zona amarilla corresponde a un modelo de torsión
pura.

5.2.1. Definiciones

Para construir el modelo de torsión de las cuerdas se utilizan las siguientes definiciones:

Zona 1: Zona lineal contigua al motor.

Zona 2: Zona de torsión pura.

Zona 3: Zona lineal contigua al destorcedor.

r1: Distancia entre las cuerdas en el motor.

r2: Distancia entre las cuerdas en el destorcedor.

q: Diámetro de la espiral formada por la cuerda.

s1: Largo longitudinal de la zona lineal contigua al motor.

s2: Largo longitudinal de la zona de torsión pura.

s3: Largo longitudinal de la zona lineal contigua al destorcedor.

s: Distancia entre el motor y el destorcedor.

lreal: Cantidad de cuerda entre el motor y el destorcedor.

xi : Coordenada horizontal de la cuerda, perpendicular a la dirección del tendón en algún punto de
la zonai.

yi : Coordenada vertical de la cuerda, perpendicular a la dirección del tendón en algún punto de la
zonai.
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zi : Coordenada horizontal de la cuerda, en la misma dirección del tendón en algún punto de la
zonai.

θi : Ángulo de torsión de la cuerda en algún punto de la zonai.

5.2.2. Modelo de las cuerdas

La función que describe la zona lineal contigua al motor se modela de acuerdo a las ecuaciones
que se muestran a continuación, dondea1 y a2 son parámetros del modelo.

x1(z) = a1 ·
z
s1

+ r1 . (5.1a)

y1(z) = a2 ·
z
s1

. (5.1b)

La función que describe la zona de torsión pura se modela deacuerdo a las ecuaciones siguien-
tes, dondeb1 y b2 son parámetros del modelo.

θ2(z) = b1 ·
z−s1

s2
+b2 . (5.2a)

x2(z) =
q
2
·Cos(θ2(z)) . (5.2b)

y2(z) =
q
2
·Sin(θ2(z)) . (5.2c)

La función que describe la zona lineal contigua al destorcedor se modela de acuerdo a las
ecuaciones siguientes, dondec1 y c2 son parámetros del modelo.

x3(z) = c1 ·
z−s1−s2

s3
+x2(s1+s2) . (5.3a)

y3(z) = c2 ·
z−s1−s2

s3
+y2(s1+s2) . (5.3b)

En el punto en que se juntan dos modelos, las funciones de ambos modelos deben tener el
mismo valor y la misma derivada. Utilizando esto en el punto en que se une la zona lineal contigua
al motor y la zona de torsión pura se pueden determinar los parámetrosa1, a2, b1 y b2 de acuerdo
a las ecuaciones:

a1 =
q2

4 · r1
− r1 . (5.4a)

a2 =
q
4
·

√

4− q2

r1
2 . (5.4b)

b1 =

√

4 · r1
2−q2 ·s2

q ·s1
. (5.5a)
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b2 = ArcSec

(

2 · r1

q

)

. (5.5b)

Reemplazando los parámetrosa1 y a2 calculados según las ecuaciones (5.4) en las ecuaciones
(5.1) se obtiene:

x1(z) = r1+

(

q2

4·r1
− r1

)

·z
s1

. (5.6a)

y1(z) =
q
√

4− q2

r1
2 ·z

4s1
. (5.6b)

Reemplazando los parámetrosb1 y b2 calculados según las ecuaciones (5.5) en la ecuación
(5.2a) se obtiene:

θ2(z) =

√

4 · r1
2−q2 · (z−s1)

q ·s1
+ArcSec

(

2 · r1

q

)

. (5.7)

Reemplazando la expresión paraθ2(z) de la ecuación (5.7) en las ecuaciónes (5.2) se obtiene:

x2(z) =
q ·Cos

(√
4·r1

2−q2·(z−s1)
q·s1

+ArcSec
(

2·r1
q

)

)

2
. (5.8a)

y2(z) =
q ·Sin

(√
4·r1

2−q2·(z−s1)
q·s1

+ArcSec
(

2·r1
q

)

)

2
. (5.8b)

La igualdad de las funciones de los modelos de la zona de torsión pura y de la zona lineal
contigua al destorcedor en el punto de unión está garantizada por la definición del modelo de la
zona lineal, sin embargo, la igualdad de sus derivadas se utiliza para determinar los parámetrosc1

y c2 de acuerdo a las ecuaciones:

c1 =−

√

4 · r1
2−q2 ·s3 ·Sin

(√
4·r1

2−q2·s2
q·s1

+ArcSec
(

2·r1
q

)

)

2 ·s1
. (5.9a)

c2 =

√

4 · r1
2−q2 ·s3 ·Cos

(√
4·r1

2−q2·s2
q·s1

+ArcSec
(

2·r1
q

)

)

2 ·s1
. (5.9b)

Reemplazando los parámetrosc1 y c2 calculados según las ecuaciones (5.9) y las expresión
parax2(z) y y2(z) de las ecuaciones (5.8) en las ecuaciones (5.3) se obtiene:
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x3(z) =−

√

4 · r1
2−q2 ·Sin

(√
4·r1

2−q2·s2
q·s1

+ArcSec
(

2·r1
q

)

)

· (z−s1−s2)

2 ·s1

+

q ·Cos

(√
4·r1

2−q2·(s2)
q·s1

+ArcSec
(

2·r1
q

)

)

2
. (5.10a)

y3(z) =

√

4 · r1
2−q2 ·Cos

(√
4·r1

2−q2·s2
q·s1

+ArcSec
(

2·r1
q

)

)

· (z−s1−s2)

2 ·s1

+

q ·Sin

(√
4·r1

2−q2·(s2)
q·s1

+ArcSec
(

2·r1
q

)

)

2
. (5.10b)

En el punto en que la cuerda se une con el destorcedor, la cuerda sigue una circunferencia de
radior2. La siguiente ecuación muestra la restricción de radio:

x3(s1+s2+s3)
2+y3(s1+s2+s3)

2 = r2
2
. (5.11)

Reemplazando la función que describe la zona lineal contigua al destorcedor obtenida en las
ecuaciones (5.10) en la ecuación (5.11) se obtiene la ecuación:

(

4 · r1
2−q2) ·s3

2 =
(

4 · r2
2−q2) ·s1

2
. (5.12)

Además, dado queθ2(z) corresponde al ángulo de torsión en algún punto en la zonade torsión
pura, entonces si el motor ha giradoθ(t) radianes, la cuerda debe estar enrolladaθ2(s1+s2) más
lo que se tuerce en la zona lineal contigua al destorcedor, loque se refleja en la ecuación:

θ2(s1+s2)+Atan

(

y3(s1+s2+s3)−y3(s1+s2)

x3(s1+s2+s3)−x3(s1+s2)

)

= θ(t) . (5.13)

Reemplazando la expresión paraθ2(z) de la ecuación (5.7) y la función que describe la zona
lineal contigua al destorcedor obtenida en las ecuaciones (5.10) en la ecuación (5.13) y simplifi-
cando se obtiene la ecuación:

π
2
+

2 ·
√

4 · r1
2−q2 ·s2

q ·s1
−2 · ArcCsc

(

2 · r1

q

)

= θ(t) . (5.14)

También, la distancia entre el motor y el destorcedor ess, lo que se muestra en la ecuación:

s= s1+s2+s3 . (5.15)

Resolviendo las ecuaciones (5.12), (5.14) y (5.15), se obtienen las expresiones para las distan-
cias longitudinales de las tres zonas:
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s1 =
4 ·
√

4 · r1
2−q2 ·s

π ·q+4 ·
(

√

4 · r1
2−q2+

√

4 · r2
2−q2

)

+2 ·q ·θ(t)−4 ·q · ArcSec
(

2·r1
q

) . (5.16a)

s2 =
q ·s·

(

π+2 ·θ(t)−4 · ArcSec
(

2·r1
q

))

π ·q+4 ·
(

√

4 · r1
2−q2+

√

4 · r2
2−q2

)

+2 ·q ·θ(t)−4 ·q · ArcSec
(

2·r1
q

) . (5.16b)

s3 =
4 ·
√

4 · r2
2−q2 ·s

π ·q+4 ·
(

√

4 · r1
2−q2+

√

4 · r2
2−q2

)

+2 ·q ·θ(t)−4 ·q · ArcSec
(

2·r1
q

) . (5.16c)

En la figura 5.3 se muestran los largos longitudinales de las zonas de la cuerda en función de
la cantidad de vueltas del motor utilizando los valores num´ericos de la articulación de prueba (en
la sección 5.3 se muestra la articulación de prueba y los valores de sus parámetros).
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Figura 5.3: Largo longitudinal de las zonas de la cuerda.

La cantidad de cuerda entre el motor y el destorcedor está definida por la integral de lı́nea de
las funciones del modelo de las cuerdas, la que se aprecia en la ecuación:

lreal =

∫ s1

0

√

ẋ1(z)
2+ ẏ1(z)

2+12dz+
∫ s1+s2

s1

√

ẋ2(z)
2+ ẏ2(z)

2+12dz

+
∫ s1+s2+s3

s1+s2

√

ẋ3(z)
2+ ẏ3(z)

2+12dz. (5.17)

Resolviendo la ecuación (5.17) y utilizando las definiciones de las ecuaciones (5.1), (5.2), y
(5.3) se obtiene:
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lreal =
√

a1
2+a2

2+s1
2+

√

b1
2 ·q2+4 ·s2

2

2
+
√

c1
2+c2

2+s3
2 . (5.18)

Revisando las definiciones de las ecuaciones (5.4), (5.5), (5.9), y (5.16) se puede apreciar que
lreal es una función de los parámetrosq, r1, y r2 y del ángulo de torsión del motorθ(t). En la figura
5.4 se muestra la cantidad de cuerda entre el motor y el destorcedor en función de la cantidad de
vueltas del motor utilizando los valores numéricos de la articulación de prueba. Es evidente que la
cantidad de vueltas del motorn está relacionada ángulo de torsión del motorθ de acuerdo con la
ecuación:

θ = 2 ·π ·n. (5.19)
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Figura 5.4: Cantidad de cuerda entre el motor y el destorcedor en función de la cantidad de vueltas
del motor.

5.3. Articulación de prueba

La articulación de prueba corresponde a un prototipo de unarodilla, ya que se estima que es esta
articulación la que necesita ejercer más torque en el casode un robot bı́pedo. Dadas las condiciones
necesarias para la existencia de un ciclo de caminata pasiva, se debe generar una pierna lo más
liviana posible, en que el segmento superior pese mucho másque el segmento inferior, por lo que
se decide ubicar los motores de la rodilla en el segmento superior de la pierna, cerca de la cadera.

Para obtener una articulación lo más liviana posible, se decide utilizar plástico technil para la
mayor parte de las piezas y duraluminio para aquellas que necesitan una mayor resistencia.

Se utilizan motoresbrushless DCdebido a su baja masa, alto torque y relativamente baja ve-
locidad nominal. Este tipo de motores en estricto rigor es trifásico, por lo que necesitan de un
inversor de potencia para alimentarlos. Sin embargo, los motores seleccionados poseen sensores
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de efecto hall para determinar la posición del rotor y de esta forma el inversor no necesita ser nada
más que una tabla. En esta configuración, lo que se controlaes el torque realizado por el motor
manipulando el ciclo de PWM con el que se alimentan los motores.

En la figura 5.5 se aprecia la articulación de prueba diseñada, los dos actuadores antagonistas
se denominan Extensor y Flexor de acuerdo a su función.

Figura 5.5: Articulación de prueba.

Para todas las pruebas y gráficos se utiliza un tendón compuesto de cuatro cuerdas de 0.38mm
de diámetro, de lo cual es fácil ver que el diámetro de la espiral esq= 0,38·

√
2mm. La articulación

tiene una distancia entre el motor y el destorcedor des= 0,25m. El soporte de la cuerda en el motor
tiene un diámetro der1 = 3mm. El destorcedor tiene un diámetro der2 = 3mm. El radio del disco
de la articulación es deu= 35mm. La posición más contraı́da de la articulación esαini = 65o (ver
definición deu y αini en la sección 5.4.1).

5.4. Extensor

5.4.1. Definiciones

Para expresar las ecuaciones que definen el comportamiento del extensor se utilizan las siguien-
tes definiciones:

l0: Largo de la cuerda.

u: Radio del disco de la articulación.

lest: Distancia entre el motor y el soporte final de la cuerda cuandola articulación está estirada.

le f ectivo: Cantidad de cuerda en el disco de la articulación.

lss: Largo del segmento superior de la articulación.
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lsi: Largo del segmento inferior de la articulación.

hsi: Distancia entre el soporte del tendón flexor y el segmento inferior de la articulación.

α: Ángulo de flexión de la articulación.

αini : Posición más contraı́da de la articulación.

θini : Posición angular del motor, cuando la articulación estáen su posición más contraı́daαini .

mart : Masa de la articulación.

distCM: Distancia entre el eje de la articulación y el centro de masadel brazo.

angCM: Ángulo entre el brazo de la articulación y el centro de masa del brazo.

mcarga: Masa de la carga en el extremo del brazo.

lart : Largo del brazo de la articulación.

τg: Torque producido por las fuerzas gravitacionales sobre la articulación.

τw: Torque ejercido por el motor sobre la articulación.

F: Fuerza ejercida por el tendón sobre la articulación.

τm: Torque que realiza el motor.

torqueBloq: Torque de motor bloqueado.

speedTorqueConst: Constante de velocidad-torque del motor.

Irotor: Momento de inercia del rotor del motor .

ωnominal: velocidad angular nominal del motor.

5.4.2. Ecuaciones fundamentales del actuador

La cantidad de cuerda en el disco de la articulación está dada por la ecuación:

le f ectivo= l0− lreal − (lest−s) . (5.20)

En la figura 5.6 se muestra la cantidad de cuerda en el disco de la articulación en función de la
cantidad de vueltas del motor utilizando los valores numéricos de la articulación de prueba.

Es fácil ver que se debe cumplir la condición geométrica:

le f ectivo(t) = u · (π−α(t)) . (5.21)

El torque gravitacional está definido según la ecuación:
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Figura 5.6: Cantidad de cuerda en el disco de la articulación en función de la cantidad de vueltas
del motor.

τg(t) = mcarga·g · lart ·Cos

(

α(t)
2

)

+mart ·g ·distCM·Cos

(

α(t)
2

+angCM

)

. (5.22)

El torque ejercido por el motor sobre la articulación estádefinido según la ecuación:

τw(t) = F (t) ·u. (5.23)

También se debe cumplir la relación dinámica:

α̈(t) ·
(

mart ·distCM2+mcarga· lart
2)= (τw(t)− τg(t)) . (5.24)

Además, se debe cumplir la restricción de transmisión depotencia que se muestra a continua-
ción:

τm(t) · θ̇(t) = τw(t) · α̇(t) . (5.25)

Se puede calcular una seudo razón de reducciónRazonReduccionde acuerdo con la ecuación:

RazonReduccion=
θ̇(t)
α̇(t)

. (5.26)

El torque ejercido por el motor se modela como una función dela velocidad del motor según
la ecuación:

τm
(

θ̇(t)
)

=
torqueBloq

ωnominal
·
(

ωnominal− θ̇(t)
)

− Irotor · θ̈ . (5.27)
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Donde,torqueBloqcorresponde al torque máximo que puede ejercer el motor, que corresponde
al torque ejercido con el rotor bloqueado.

5.4.3. Comportamiento est́atico

Utilizando la ecuación geométrica (5.21) se obtiene la ecuación (B.11)a, que corresponde al
ángulo de la articulación como una función de la cantidadde vueltas del motor. Esta expresión se
observa en la figura 5.7 utilizando los parámetros de la articulación de prueba.
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Figura 5.7:Ángulo de la articulación en función de la cantidad de vueltas del motor.

Reemplazando la ecuación (B.11) en la ecuación (5.26) y tomando el lı́mite cuandȯθ(t)→ 0
se obtiene la expresión para la seudo razón de reducción como una función de la cantidad de
vueltas del motor, la que se muestra en la ecuación (B.15). En la figura 5.8 se muestra esta función
utilizando los parámetros de la articulación de prueba.

Reemplazando la ecuación (B.11) en la ecuación (5.22) se puede obtener el torque gravitacional
que genera una carga sobre la articulación como una función de la cantidad de vueltas del motor, lo
cual se muestra en la ecuación (B.13). En la figura 5.9 se aprecia esta función para distintas cargas
en la articulación de prueba.

Además, de las ecuaciones (5.25) y (5.26) se puede obtener la ecuación:

τw(t) = RazonReduccion(t) · τm(t) . (5.28)

Reemplazando la definición de la seudo razón de reducciónde la ecuación (B.15) en la ecuación
(5.28) se obtiene la ecuación (B.17), en que la se observa eltorque ejercido por la articulación
como una función del giro del motor y de la variableτm(t) corresponde al torque ejercido por el
motor. En la figura 5.10 se observa el torque ejercido por la articulación de prueba en función de la
cantidad de vueltas del motor (usando la relaciónθ = 2 ·π ·n) para el caso en que el motor ejerce
el torque nominal, y para el caso en que ejerce el torque máximo en conjunto con los torques de

aLas ecuaciones numeradas (B.i) están expresadas en el anexo B en la página 155.
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Figura 5.8: Seudo razón de reducción en función de la cantidad de vueltas del motor.

50 100 150 200
n

5

10

15

20

25

Torque@NmD
Torque Gravitacional

10.0 Kg

9.0 Kg

8.0 Kg

7.0 Kg

6.0 Kg

5.0 Kg

4.0 Kg

3.0 Kg

2.0 Kg

1.0 Kg

0.0 Kg

Cargas

Figura 5.9: Torque gravitacional que generan diversas cargas sobre la articulación como una fun-
ción de la cantidad de vueltas del motor.
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las cargas de prueba. Se ve que el actuador es capaz de generarmucho más torque del necesario
para levantar las cargas de prueba.
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Figura 5.10: Torques nominal y máximo generados por el actuador contrastados con el torque
gravitacional que generan diversas cargas sobre la articulación como una función de la cantidad de
vueltas del motor.

La figura 5.11 muestra las mismas funciones que la figura 5.10,pero como función del ángulo
de la articulación.

Restando el torque gravitacional calculado según la ecuación (B.13) del torque generado por
el actuador calculado según la ecuación (B.17) se puede obtener el torque que genera aceleración.
La figura 5.12 muestra el torque nominal y máximo que genera aceleración a varias cargas.

Reemplazando el torque ejercido por la articulación, definido según la ecuación (5.23), y el
torque gravitacional, definido según la ecuación (5.22) en la ecuación (5.24) se obtiene la expresión
que relaciona la posición y aceleración angular de la articulación con la tensión de la cuerda:

α̈(t) ·
(

mart ·distCM2+mcarga· lart
2)= F (t) ·u

−mart ·g ·distCM·Cos

(

α(t)
2

+angCM

)

−mcarga·g · lart ·Cos

(

α(t)
2

)

. (5.29)

Asumiendo el caso estático en que no existe aceleración, se despeja la tensión de la cuerda
como una función del ángulo de la articulación:

F (t) =
g
u
·
(

mcarga· lart ·Cos

(

α(t)
2

)

+mart ·distCM·Cos

(

α(t)
2

+angCM

))

. (5.30)

La ecuación (5.30) se muestra en la figura 5.13 para distintas cargas en el caso de la articulación
de prueba.
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Figura 5.11: Torques nominal y máximo generados por el actuador contrastados con el torque
gravitacional que generan diversas cargas sobre la articulación como una función del ángulo de la
articulación.
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Figura 5.12: Torques nominales y máximos que generan aceleración a diversas cargas como una
función de la cantidad de vueltas del motor.
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Figura 5.13: Tensión de la cuerda con el actuador detenido para diversas cargas como una función
del ángulo de la articulación.

L ı́mites del actuador

De la ecuación (B.11) que define el ángulo de la articulaci´on como una función de la cantidad
de vueltas del motor se puede obtener la cantidad de vueltas que debe girar el motor para que
la articulación esté completamente estirada. En el caso de la articulación de prueba es 231,664
vueltas. De la misma forma se puede obtener la cantidad de vueltas que debe estar girado el motor
de la articulación de prueba para que en la posición más contraı́da de la articulación la cuerda
esté tensa, la que es 16,1073 vueltas.

Observando la figura 5.8, se puede apreciar que la seudo razón de reducción es máxima cuando
el motor no ha girado, por lo tanto, reemplazando la ecuación (B.15) que define la seudo razón de
reducción, la ecuación (5.23) que define el torque ejercido por la articulación, y utilizando el torque
máximo del motor en la ecuación (5.28), se obtiene la ecuación (B.18) que muestra la tensión de
la cuerda dado un cierto giro del motor. Reemplazando el torque ejercido por el motorτm(t) por el
torque máximotorqueBloqse obtiene la tensión máxima en la cuerda como una funcióndel giro
del motor, esta función se aprecia en la figura 5.14 para el caso de la articulación de prueba.

Se debe notar que la cuerda tiene un máximo de vueltas que puede torcerse, la que está dada
por la solución a la ecuación:

θ
π
·q= s. (5.31)

La máxima cantidad de vueltas que se puede torcer la cuerda de la articulación de prueba,
calculada solucionando la ecuación (5.31), es 232,601 vueltas. Utilizando esta cantidad de vueltas
y la relación entre la cantidad de vueltas del motor y el ángulo de la articulación (B.11), se obtiene
el ángulo máximo en el que se puede estirar la articulación de prueba, el que es 180,813o. Es decir,
la articulación se puede estirar completamente.
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Figura 5.14: Tensión máxima de la cuerda en función del ángulo de la articulación.

5.4.4. Comportamiento dińamico

Reemplazandoτm(t) por la definición de la ecuación (5.27) en la ecuación que define la tensión
de la cuerda (B.18) se obtiene la ecuación (B.19), que muestra la tensión de la cuerda como una
función del ángulo de giro del motor que considera el modelo del motor.

Derivando la expresión para el ángulo de la articulaciónen función del giro del motor, dada
por la ecuación (B.11), se obtiene la expresión para la velocidad angular de la articulación de la
ecuación (B.20).

De la misma forma, derivando la expresión para la velocidadangular de la articulación en
función del giro del motor dada por la ecuación (B.20) se obtiene la expresión para la aceleración
angular de la articulación de la ecuación (B.21).

Reemplazando las expresiones obtenidas para la tensión dela cuerda (B.19), para el ángulo
de la articulación (B.11), para la velocidad angular de la articulación (B.20) y para la aceleración
angular de la articulación (B.21) en la ecuación (5.29) con la relación dinámica de la articulación,
se obtiene una ecuación diferencial para la función del giro del motorθ(t). Utilizando los valores
de la articulación de prueba, esta ecuación diferencial es resuelta numéricamente mediante el uso
de la funciónNDSolvedel softwareMathematica[100] usando como condiciones iniciales que la
articulación esta detenida con ángulo 65o. La figura 5.15 muestra la función para el movimiento
de la articulaciónα(t) utilizando la relación entre el ángulo de la articulación y el giro del motor
de la ecuación (B.11) y la solución para el giro del motorθ(t) obtenida numéricamente para la
articulación de prueba con distintas carga. Utilizando este resultado, se calcula el tiempo en que
la articulación está completamente extendida (α(t) = π) para diversas cargas, obteniéndose los
resultados de la tabla 5.1.

Reemplazando el resultado numérico para la función del giro del motorθ(t) en la expresión
obtenida para la tensión de la cuerda (B.19), se obtiene la solución numérica para la función de la
tensión de la cuerda en el tiempo. En la figura 5.16 se muestraesta solución para diferentes cargas
en al articulación de prueba.
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Figura 5.15:Ángulo de la articulación de prueba en función del tiempo resuelto numéricamente.
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Figura 5.16: Tensión de la cuerda en la articulación de prueba en función del tiempo resuelto
numéricamente.
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En la figura 5.16 se aprecia que cuando se utiliza el resultadodinámico, como se esperaba,
también se obtiene la tensión máxima para el motor sin girar. Evaluando la tensión con el giro del
motor en cero (θ(0) = 0) se obtienen la tensión máxima de la cuerda para el caso dinámico con
diferentes cargas, la que se aprecia en la tabla 5.1.

Tabla 5.1: Comportamiento dinámico del actuador de prueba.

Carga Tensión Tiempo de
[Kg] Máxima [N] Extensión [s]

0,0 1,72984 1,94295
1,0 15,7786 1,94872
2,0 29,8153 1,95452
3,0 43,8311 1,96035
4,0 57,826 1,96623
5,0 71,8001 1,97215
6,0 85,7534 1,97811
7,0 99,6859 1,98411
8,0 113,598 1,99014
9,0 127,489 1,99622

10,0 141,359 2,00235

Derivando la función del giro del motorθ(t) obtenida numéricamente, se obtiene la velocidad
angular del motor, la que se muestra en la figura 5.17 para varias cargas de prueba.
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Figura 5.17: Velocidad angular del motor de la articulación de prueba en función del tiempo re-
suelto numéricamente para diversas cargas.

Ası́ mismo, reemplazando la solución numérica para la velocidad angular del motor en la ecua-
ción (5.27) que muestra el modelo del motor, se puede obtener el torque ejercido por el motor en
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el tiempo. La figura 5.18 muestra la solución obtenida numéricamente para el torque ejercido por
el motor contrastada con los torques nominal y máximo del motor.
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Figura 5.18: Torque ejercido por el motor de la articulación de prueba en función del tiempo
resuelto numéricamente para diversas cargas.

Multiplicando el torque ejercido por el motor por su velocidad angular se obtiene la potencia
mecánica ejercida por el motor de la articulación de prueba, la que se muestra en conjunto con la
potencia nominal del motor en la figura 5.19 para diversas cargas de prueba.
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Figura 5.19: Potencia mecánica ejercida por el motor de la articulación de prueba en función del
tiempo resuelto numéricamente para diversas cargas.
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5.5. Flexor

El flexor corresponde al mecanismo motor-cuerda que se encarga de flectar la articulación. En
la figura 5.5 se aprecia el motor y el soporte de la cuerda del flexor, la cuerda va entre el motor y
este soporte. En esta sección se utilizan las mismas definiciones que en el caso del extensor (ver
sección 5.4).

La cuerda del motor flexor sigue con el modelo mostrado en la sección 5.2, pero con la dife-
rencia de que no existe destorcedor, por lo tanto, la variable de interés que determina el largo de la
cuerda entre el motor y el soporte de la cuerda ess.

Manipulando las ecuaciones (5.11), (5.14), (5.17), y (5.15) se obtiene una expresión para el
largo del tendóns, la que se aprecia en la ecuación (B.23).

Inspeccionando la figura 5.5, es fácil ver que la relación geométrica entre el largo del tendóns
y el ángulo de la articulaciónα está dada por:

s2 = lss
2+ lsi

2+hsi
2−2 · lss·

√

lsi
2+hsi

2 ·Cos

(

α(t)−ArcTan

(

hsi

lsi

))

. (5.32)

Reemplazando la expresión para el largo del tendóns, que se aprecia en la ecuación (B.23), en
la ecuación (5.32) con la relación geométrica entre el largo del tendón y el ángulo de la articulación
se obtiene la expresión (B.24).

De la expresión B.24 se puede despejar el ángulo de la articulación como una función del giro
del motor flexor, esta expresión se aprecia en la ecuación B.25. La figura 5.20 muestra esta relación
para el caso de la articulación de prueba.
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Figura 5.20:Ángulo de la articulación en función de la cantidad de vueltas del motor flexor.

En el caso del flexor, el torque se hace en el sentido inverso almovimiento de la articulación
(un torque positivo genera aceleración negativa en la articulación), por lo tanto, la conservación de
potencia en este caso está dada por:

τm(t) · θ̇(t) =−τw(t) · α̇(t) . (5.33)
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5.6. Articulación completa

Se debe cumplir la relación dinámica:

α̈(t) ·
(

mart ·distCM2+mcarga· lart
2)=

(

τwext (t)− τw f le (t)− τg(t)
)

. (5.34)

Como se mencionó en la sección 5.3, la variable manipuladaen los motores es el ciclo de PWM
con el que se alimentan, por esto es fundamental modelar el efecto de distintos ciclos PWM en el
controlador.

Para considerar un cierto ciclo PWM del controlador de la articulación, los torque ejercidos
por los motores están dados por las expresiones:

τmext

(

θ̇(t)
)

= PWMext ·
torqueBloq

ωnominal
·
(

ωnominal− ˙θext(t)
)

− Irotor · θ̈ . (5.35a)

τmf le

(

θ̇(t)
)

= PWMf le ·
torqueBloq

ωnominal
·
(

ωnominal− ˙θ f le(t)
)

− Irotor · θ̈ . (5.35b)

5.6.1. Resultados nuḿericos

Las ecuaciones que determinan el comportamiento tanto del flexor como del extensor son de-
masiado complejas como para ser resueltas algebráicamente, es por esto que las constantes de la
relación entre el ángulo de la articulación y el giro del motor extensor, ecuación (B.11), la rela-
ción entre el ángulo de la articulación y el giro del motorflexor, ecuación (B.24), la transmisión
de potencia del extensor, ecuación (5.25), la transmisión de potencia del flexor, ecuación (5.33),
la relación dinámica de la articulación completa, ecuación (5.34), y el modelo del torque de los
motores, ecuaciones (5.35), son reemplazadas por los valores de la articulación de prueba y son
resueltas numéricamente mediante la funciónNDSolvedel softwareMathematica[100]. Por sim-
plicidad en la simulación y para evaluar el efecto de distintas combinaciones de torque realizados
por los motores antagonistas, los resultados numéricos obtenidos son presentados para varias com-
binaciones de valores de PWM para el motor flexor y el motor extensor. Es interesante evaluar la
posición de equilibrio que alcanza la articulación o el tiempo que tarda en alcanzar la flexión o
extensión completa para cada una de las combinaciones probadas.

Se realizan 6 casos de estudio: (I) Tenso extremo, (II ) Pararse tenso, (III ) Pararse rápido,
(IV ) Pararse lento, (V) Tenso y (VI ) Acuclillarce. A continuación se describe cada uno de los casos
de estudio:

Tenso extremo: Corresponde al caso en que ambos motores tiran al máximo, escuando los tendo-
nes ejercen más fuerza. Esta condición se simula con un ciclo de PWM en el motor extensor
de 100% y un ciclo de PWM en el motor flexor de 100%.

Pararse tenso: Corresponde al caso en que el motor extensor tira al máximo,mientras el flexor
tira de forma moderada. Se espera que el robot se logre parar,pero con una elevada tensión
en los tendones. Esta condición se simula con un ciclo de PWMen el motor extensor de
100% y un ciclo de PWM en el motor flexor de 50%.
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Pararse rápido: Corresponde al caso en que el motor extensor tira al máximo,mientras el flexor
tira al mı́nimo necesario para que el tendón este estirado.Se espera que el robot se logre
parar rápidamente. Esta condición se simula con un ciclo de PWM en el motor extensor de
100% y un ciclo de PWM en el motor flexor de 5%.

Pararse lento: Corresponde al caso en que el motor extensor tira de forma moderada, mientras
el flexor tira al mı́nimo necesario para que el tendón este estirado. Se espera que el robot se
logre parar lentamente. Esta condición se simula con un ciclo de PWM en el motor extensor
de 50% y un ciclo de PWM en el motor flexor de 5%.

Tenso: Corresponde al caso en que ambos motores tiran de forma moderada. Esta condición se
simula con un ciclo de PWM en el motor extensor de 50% y un ciclode PWM en el motor
flexor de 50%.

Acuclillarce: Corresponde al caso en que el motor extensor tira al mı́nimo necesario para que
el tendón este estirado, mientras el flexor tira de forma moderada. Se espera que el robot se
logre agachar rápidamente, pues este movimiento cuenta con ayuda de la fuerza de gravedad.
Esta condición se simula con un ciclo de PWM en el motor extensor de 5% y un ciclo de
PWM en el motor flexor de 50%.

En la tabla 5.2 se muestran las condiciones iniciales utilizadas para obtener los resultados
numéricos para cada combinación de PWM probada.

Tabla 5.2: Condiciones iniciales utilizadas al calcular las soluciones numéricas de la articulación
de prueba completa para diversos valores de PWM.

Ángulo no vueltas no vueltas
Caso de Estudio PWMext PWMfle Articulación extensor flexor

[%] [%] α [o] [vueltas] [vueltas]

Tenso extremo 100 100 65,4871 20,2883 371,636
Pararse tenso 100 50 65,4871 20,2883 371,636
Pararse rápido 100 5 65,4871 20,2883 371,636
Pararse lento 50 5 65,4871 20,2883 371,636

Tenso 50 50 65,4871 20,2883 371,636
Acuclillarse 5 50 176,032 227,06 104,637

Resultados nuḿericos para el caso tenso extremo

Al analizar la solución numérica para el caso tenso extremo, se aprecia que la articulación llega
a un equilibrio en torno a los 86o. La tabla 5.3 muestra el ángulo al que llega la articulación, y la
cantidad de vueltas que tiene cada motor al llegar al equilibrio. Además, la figura 5.21 muestra el
comportamiento de la articulación en el tiempo para este caso.

Como se esperaba, se puede observar en al figura 5.21a como la articulación alcanza una po-
sición de equilibrio, en que el torque ejercido por el extensor es igual a la suma de los torques
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(b) Velocidad angular de la articulación en función
del tiempo.
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(c) Torques ejercidos por los actuadores en la articulación.

2 4 6 8 10
t @sD

0.2

0.4

0.6

0.8

Τ @NmD

Torque ejercido por los motores

del extensor y del flexor

Torque má ximomotor
Torque nominal motor
Torque flexor con carga de 10.0 Kg
Torque flexor con carga de 9.0 Kg
Torque flexor con carga de 8.0 Kg
Torque flexor con carga de 7.0 Kg
Torque flexor con carga de 6.0 Kg
Torque flexor con carga de 5.0 Kg
Torque flexor con carga de 4.0 Kg
Torque flexor con carga de 3.0 Kg
Torque flexor con carga de 2.0 Kg
Torque flexor con carga de 1.0 Kg
Torque flexor con carga de 0.0 Kg
Torque extensor con carga de 10.0 Kg
Torque extensor con carga de 9.0 Kg
Torque extensor con carga de 8.0 Kg
Torque extensor con carga de 7.0 Kg
Torque extensor con carga de 6.0 Kg
Torque extensor con carga de 5.0 Kg
Torque extensor con carga de 4.0 Kg
Torque extensor con carga de 3.0 Kg
Torque extensor con carga de 2.0 Kg
Torque extensor con carga de 1.0 Kg
Torque extensor con carga de 0.0 Kg

Cargas

(d) Torque de los motores ejercido en sus ejes.
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Figura 5.21: Resultados numéricos para diversas cargas para el caso tenso extremo.
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Tabla 5.3: Resultados numéricos en el instante final del movimiento de la articulación de prueba
completa para el caso tenso extremo

Carga tiempo Ángulo no vueltas no vueltas
[Kg] [s] Articulación extensor flexor

α [o] [vueltas] [vueltas]

0 10 84,1235 87,6957 331,243
1 10 84,011 87,4276 331,511
2 10 83,899 87,1602 331,777
3 10 83,7876 86,8933 332,041
4 10 83,6767 86,6271 332,304
5 10 83,5663 86,3614 332,565
6 10 83,4565 86,0964 332,825
7 10 83,3473 85,832 333,083
8 10 83,2385 85,5683 333,34
9 10 83,1304 85,3052 333,595
10 10 83,0227 85,0427 333,848

ejercidos por el flexor y por la gravedad. Esta condición de equilibrio se alcanza alrededor de 4 se-
gundos después de iniciado el experimento. En la figura 5.21e se observa como el extensor alcanza
casi la velocidad nominal en un corto tiempo (menor a 100ms) yluego se frena. Esto se explica
porque los actuadores tienen una reducción casi infinita alestar el tendón estirado, ejerciendo un
torque casi infinito, por lo que le es muy fácil acelerar, pero rápidamente esta reducción baja, y el
torque ejercido se compensa con el torque ejercido por su antagonista.

También se aprecia que los torques en los motores (figura 5.21d) y los ejercidos en la articu-
lación (figura 5.21c) son enormes. Esta configuración es laque genera la máxima rigidez, pero no
es recomendable durante tiempos largos pues las fuerzas y torques presentes en la articulación son
demasiado grandes.

Resultados nuḿericos para el caso pararse tenso

Al analizar la solución numérica para el caso pararse tenso, se aprecia que la articulación llega
a un equilibrio en torno a los 160o. La tabla 5.4 muestra el ángulo al que llega la articulación y la
cantidad de vueltas que tiene cada motor al llegar al equilibrio. Además, la figura 5.22 muestra el
comportamiento de la articulación en el tiempo para este caso.

En este caso, se puede observar que la articulación no lograextenderse completamente (figura
5.22a), por lo tanto, el robot no se pararı́a con esta configuración, alcanzando una posición de
equilibrio, en que el torque ejercido por el extensor es igual a la suma de los torques ejercidos por
el flexor y por la gravedad. Esta condición de equilibrio se alcanza alrededor de 8 segundos después
de iniciado el experimento. En la figura 5.22e se observa comoel extensor alcanza casi la velocidad
nominal en un corto tiempo (menor a 100ms) y luego se frena lentamente. Esto se explica porque
los actuadores tienen una reducción casi infinita al estar el tendón estirado, ejerciendo un torque
casi infinito, por lo que le es muy fácil acelerar, pero esta reducción baja, y el torque ejercido se
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(b) Velocidad angular de la articulación en función
del tiempo.
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(c) Torques ejercidos por los actuadores en la articulación.
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Figura 5.22: Resultados numéricos para diversas cargas para el caso pararse tenso.
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.

Tabla 5.4: Resultados numéricos en el instante final del movimiento de la articulación de prueba
completa para el caso pararse tenso.

Carga tiempo Ángulo no vueltas no vueltas
[Kg] [s] Articulación extensor flexor

α [o] [vueltas] [vueltas]

0 10 125,794 162,255 218,216
1 10 125,289 161,516 219,687
2 10 124,79 160,785 221,139
3 10 124,298 160,061 222,572
4 10 123,812 159,343 223,987
5 10 123,331 158,631 225,384
6 10 122,856 157,925 226,765
7 10 122,386 157,225 228,131
8 10 121,921 156,529 229,481
9 10 121,461 155,838 230,817
10 10 121,005 155,152 232,139

compensa con el torque ejercido por su antagonista.
También se aprecia en las figuras 5.22d y 5.22c que aunque lostorques en los motores y los

ejercidos en la articulación son menores que en el caso tenso extremo, siguen siendo muy grandes.
Esta configuración también genera bastante rigidez, peroen otra posición de equilibrio.

Resultados nuḿericos para el caso pararse ŕapido

Al analizar la solución numérica para el caso pararse rápido, se aprecia que la articulación se
estira completamente sin alcanzar un equilibrio. La tabla 5.5 muestra la cantidad de vueltas que
tiene cada motor al estirar la articulación, ası́ como el tiempo que tarda este proceso. Además, la
figura 5.23 muestra el comportamiento de la articulación enel tiempo para este caso.

Como se esperaba, en la figura 5.23a se puede observar como la articulación se estira completa-
mente en un corto perı́odo de tiempo (alrededor de 2 segundosdespués de iniciado el experimento).
Se observa como el extensor alcanza casi la velocidad nominal en un corto tiempo (menor a 100ms)
y luego la mantiene durante todo el experimento (figura 5.23e). Esto se explica porque los actuado-
res tienen una reducción casi infinita al estar el tendón estirado, ejerciendo un torque casi infinito,
por lo que le es muy fácil acelerar. El hecho de que la velocidad no baje implica que la reducción
del actuador es muy alta pues la limitante es la velocidad delmotor y no su torque. De forma que
si el tendón tuviese más reducción la articulación se extenderı́a antes.

También, en las figuras 5.23d y 5.23c se aprecia que los torques en los motores y los ejercidos
en la articulación son muy bajos. Esta configuración es la que genera poca rigidez, pero una buena
velocidad de movimiento en la articulación (figura 5.23b).
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.
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(b) Velocidad angular de la articulación en función
del tiempo.
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Figura 5.23: Resultados numéricos para diversas cargas para el caso pararse rápido.
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.

Tabla 5.5: Resultados numéricos en el instante final del movimiento de la articulación de prueba
completa para el caso pararse rápido.

Carga tiempo Ángulo no vueltas no vueltas
[Kg] [s] Articulación extensor flexor

α [o] [vueltas] [vueltas]

0 2,04423 180 231,659 103,637
1 2,05436 180 231,664 103,637
2 2,05761 180 231,659 103,637
3 2,06438 180 231,659 103,637
4 2,07119 180 231,659 103,637
5 2,07805 180 231,659 103,637
6 2,12095 180 231,664 103,637
7 2,09193 180 231,659 103,637
8 2,09894 180 231,659 103,637
9 2,10601 180 231,659 103,637
10 2,11313 180 231,659 103,637

Resultados nuḿericos para el caso pararse lento

Al analizar la solución numérica para el caso pararse lento, se aprecia que la articulación se
estira completamente sin alcanzar un equilibrio. La tabla 5.6 muestra la cantidad de vueltas que
tiene cada motor al estirar la articulación, ası́ como el tiempo que tarda este proceso. Además, la
figura 5.24 muestra el comportamiento de la articulación enel tiempo para este caso.

A pesar de ser bastante más bajo el ciclo de PWM que en el caso pararse rápido, el resultado
es bastante similar en todo aspecto. Esto se explica porque,como se mencionó anteriormente, la
reducción del actuador es muy alta, por lo que la limitante es la velocidad del motor y no su torque.

Resultados nuḿericos para el caso tenso

Al analizar la solución numérica para el caso tenso, se aprecia que la articulación llega a un
equilibrio en torno a los 85o. La tabla 5.7 muestra el ángulo al que llega la articulación, y la
cantidad de vueltas que tiene cada motor al llegar al equilibrio. Además, la figura 5.25 muestra el
comportamiento de la articulación en el tiempo para este caso.

Como se esperaba, en la figura 5.25a se puede observar como la articulación alcanza una po-
sición de equilibrio, en que el torque ejercido por el extensor es igual a la suma de los torques
ejercidos por el flexor y por la gravedad. Esta condición de equilibrio se alcanza alrededor de 4 se-
gundos después de iniciado el experimento. En la figura 5.25e se observa como el extensor alcanza
casi la velocidad nominal en un corto tiempo (menor a 100ms) yluego se frena. Esto se explica
porque los actuadores tienen una reducción casi infinita alestar el tendón estirado, ejerciendo un
torque casi infinito, por lo que le es muy fácil acelerar, pero rápidamente esta reducción baja, y el
torque ejercido se compensa con el torque ejercido por su antagonista.

Esta configuración se comporta bastante parecido al caso tenso extremo (figura 5.21), pero
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.

Tabla 5.6: Resultados numéricos en el instante final del movimiento de la articulación de prueba
completa para el caso pararse lento.

Carga tiempo Ángulo no vueltas no vueltas
[Kg] [s] Articulación extensor flexor

α [o] [vueltas] [vueltas]

0 2,22119 180 231,659 103,637
1 2,23703 180 231,659 103,637
2 2,25311 180 231,659 103,637
3 2,26945 180 231,659 103,637
4 2,28605 180 231,659 103,637
5 2,30293 180 231,659 103,637
6 2,32008 180 231,659 103,637
7 2,33751 180 231,659 103,637
8 2,35523 180 231,659 103,637
9 2,37325 180 231,659 103,637
10 2,39163 180 231,664 103,637

Tabla 5.7: Resultados numéricos en el instante final del movimiento de la articulación de prueba
completa para el caso tenso.

Carga tiempo Ángulo no vueltas no vueltas
[Kg] [s] Articulación extensor flexor

α [o] [vueltas] [vueltas]

0 10 84,1069 87,6561 331,283
1 10 83,8825 87,1207 331,816
2 10 83,6604 86,5878 332,343
3 10 83,4404 86,0573 332,863
4 10 83,2225 85,5294 333,377
5 10 83,0069 85,004 333,886
6 10 82,7934 84,4812 334,388
7 10 82,5821 83,961 334,884
8 10 82,373 83,4434 335,374
9 10 82,166 82,9286 335,858
10 10 81,9612 82,4165 336,336
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.
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(b) Velocidad angular de la articulación en función
del tiempo.

0.5 1.0 1.5 2.0
t @sD

20

40

60

80

Τ @NmD
Torque ejercido por el extensor y flexor

Torque flexor con carga de 10.0 Kg
Torque flexor con carga de 9.0 Kg
Torque flexor con carga de 8.0 Kg
Torque flexor con carga de 7.0 Kg
Torque flexor con carga de 6.0 Kg
Torque flexor con carga de 5.0 Kg
Torque flexor con carga de 4.0 Kg
Torque flexor con carga de 3.0 Kg
Torque flexor con carga de 2.0 Kg
Torque flexor con carga de 1.0 Kg
Torque flexor con carga de 0.0 Kg
Torque extensor con carga de 10.0 Kg
Torque extensor con carga de 9.0 Kg
Torque extensor con carga de 8.0 Kg
Torque extensor con carga de 7.0 Kg
Torque extensor con carga de 6.0 Kg
Torque extensor con carga de 5.0 Kg
Torque extensor con carga de 4.0 Kg
Torque extensor con carga de 3.0 Kg
Torque extensor con carga de 2.0 Kg
Torque extensor con carga de 1.0 Kg
Torque extensor con carga de 0.0 Kg

Cargas

(c) Torques ejercidos por los actuadores en la articulación.

0.5 1.0 1.5 2.0
t @sD

0.05

0.10

0.15

Τ @NmD

Torque ejercido por los motores

del extensor y del flexor

Torque má ximomotor
Torque nominal motor
Torque flexor con carga de 10.0 Kg
Torque flexor con carga de 9.0 Kg
Torque flexor con carga de 8.0 Kg
Torque flexor con carga de 7.0 Kg
Torque flexor con carga de 6.0 Kg
Torque flexor con carga de 5.0 Kg
Torque flexor con carga de 4.0 Kg
Torque flexor con carga de 3.0 Kg
Torque flexor con carga de 2.0 Kg
Torque flexor con carga de 1.0 Kg
Torque flexor con carga de 0.0 Kg
Torque extensor con carga de 10.0 Kg
Torque extensor con carga de 9.0 Kg
Torque extensor con carga de 8.0 Kg
Torque extensor con carga de 7.0 Kg
Torque extensor con carga de 6.0 Kg
Torque extensor con carga de 5.0 Kg
Torque extensor con carga de 4.0 Kg
Torque extensor con carga de 3.0 Kg
Torque extensor con carga de 2.0 Kg
Torque extensor con carga de 1.0 Kg
Torque extensor con carga de 0.0 Kg

Cargas

(d) Torque de los motores ejercido en sus ejes.

0.5 1.0 1.5 2.0
t @sD

-10 000

-5000

5000

n @rpmD
Velocidad de los motores

-Velocidad nominal motor
Velocidad nominal motor
Velocidad flexor con carga de 10.0 Kg
Velocidad flexor con carga de 9.0 Kg
Velocidad flexor con carga de 8.0 Kg
Velocidad flexor con carga de 7.0 Kg
Velocidad flexor con carga de 6.0 Kg
Velocidad flexor con carga de 5.0 Kg
Velocidad flexor con carga de 4.0 Kg
Velocidad flexor con carga de 3.0 Kg
Velocidad flexor con carga de 2.0 Kg
Velocidad flexor con carga de 1.0 Kg
Velocidad flexor con carga de 0.0 Kg
Velocidad extensor con carga de 10.0 Kg
Velocidad extensor con carga de 9.0 Kg
Velocidad extensor con carga de 8.0 Kg
Velocidad extensor con carga de 7.0 Kg
Velocidad extensor con carga de 6.0 Kg
Velocidad extensor con carga de 5.0 Kg
Velocidad extensor con carga de 4.0 Kg
Velocidad extensor con carga de 3.0 Kg
Velocidad extensor con carga de 2.0 Kg
Velocidad extensor con carga de 1.0 Kg
Velocidad extensor con carga de 0.0 Kg

Cargas

(e) Velocidad de los motores.

Figura 5.24: Resultados numéricos para diversas cargas para el caso pararse lento.
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.
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(e) Velocidad de los motores.

Figura 5.25: Resultados numéricos para diversas cargas para el caso tenso.
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.

con torques mucho menores (figura 5.25c), generando una menor rigidez, pero siendo mucho más
recomendable desde el punto de vista de la seguridad de la articulación.

Resultados nuḿericos para el caso acuclillarse

Al analizar la solución numérica para el caso acuclillarse, se aprecia que la articulación se
contrae completamente, es decir, el ángulo de la articulación llega a 66o, pues no se puede contraer
más. La tabla 5.8 muestra la cantidad de vueltas que tiene cada motor al flectar la articulación,
ası́ como el tiempo que tarda este proceso. Además, la figura5.26 muestra el comportamiento de
la articulación en el tiempo para este caso.

Tabla 5.8: Resultados numéricos en el instante final del movimiento de la articulación de prueba
completa para el caso acuclillarse.

Carga tiempo Ángulo no vueltas no vueltas
[Kg] [s] Articulación extensor flexor

α [o] [vueltas] [vueltas]

0 2,69321 66 24,0911 370,636
1 2,68197 66 24,0911 370,636
2 2,67088 66 24,0911 370,636
3 2,65994 66 24,0911 370,636
4 2,64913 66 24,0911 370,636
5 2,63846 66 24,0911 370,636
6 2,62793 66 24,0911 370,636
7 2,61753 66 24,0911 370,636
8 2,60726 66 24,0911 370,636
9 2,59712 66 24,0911 370,636
10 2,5871 66 24,0911 370,636

El comportamiento de la articulación en este caso vuelve a mostrar que la reducción de la
articulación es muy alta, pues en al figura 5.26e también seaprecia que el motor flexor llega a la
velocidad nominal, manteniéndola durante todo el experimento.

Los experimentos realizados numéricamente resultaron exitosos y mostraron sólo un incon-
veniente: la reducción de los tendones es muy alta. Sin embargo, esto es muy fácil de corregir
aumentando el diámetro de los tendones, pues si la cuerda que se tuerce es más gruesa, entonces
genera un mayor desplazamiento lineal, traduciéndose esto en una menor reducción.

5.6.2. Sistema de control

El sistema de control diseñado e implementado para la articulación propuesta es el control
tı́picamente utilizado en los servo-motores [64], pero conalgunas modificaciones para manipular
los tendones antagónicos y poder controlar posición o torque a elección del usuario. La figura 5.27
muestra el sistema de control implementado, en donde se diferencian el control de posición, el
control de torque antagónico y el control de torque de cada motor. El detalle del bloque de control

96



5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
t @sD

80

100

120

140

160

Α @˚D
Movimiento del actuador

10.0 Kg

9.0 Kg

8.0 Kg

7.0 Kg

6.0 Kg

5.0 Kg

4.0 Kg

3.0 Kg

2.0 Kg

1.0 Kg

0.0 Kg

Cargas
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Figura 5.26: Resultados numéricos para diversas cargas para el caso acuclillarse.
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de posición se aprecia en las figura 5.28. Luego, en la figura 5.29 se presenta el bloque de control
de torque antagónico de la articulación. Finalmente, el bloque de control de torque de un motor se
muestra en la figura 5.30, se debe mencionar que cada uno de losdos motores antagónicos de la
articulación utiliza una instancia distinta de este controlador.

Control
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Figura 5.27: Diagrama bloques del sistema de control de la articulación.
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τposre f

Figura 5.28: Diagrama bloques del sistema de control de posición.

Para controlar el antagonismo se define un torque antagónico τa, que corresponde al mı́nimo
torque ejercido por un tendón. Este es un indicador de cuánto luchan entre sı́ y por lo tanto, es una
medida de la rigidez del actuador. Considerando esto, el torque que deben ejercer los tendones es:

T+ =

{

τre f − τa τre f ≥ 0

τa τre f < 0
. (5.36a)

T− =

{

τa τre f ≥ 0

τre f − τa τre f < 0
. (5.36b)
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Figura 5.29: Diagrama bloques del sistema de control del torque antagónico.
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Además, ambos tendones están ligados a través de la articulación, haciendo que la acción de
un tendón afecte al otro tendón. Este fenómeno es considerado y compensado con una constante
c+ para el tendón positivo yc− para el tendón negativo, según la expresión:

τ+ = T+−c+ ·
(

τ−− τ−med

)

. (5.37a)

τ− = T−−c− ·
(

τ+− τ+med

)

. (5.37b)

Donde,τ+medy τ−medson los torques medidos en los tendones positivo y negativo respectivamen-
te.

Resolviendo la expresión (5.37) se obtiene la siguiente ley de compensación de torque:

τ+ =
T+−c+ ·

(

c− · τ+med− τ−med+T−
)

1−c+ ·c−
. (5.38a)

τ− =
T−−c− ·

(

c+ · τ−med− τ+med+T+
)

1−c+ ·c−
. (5.38b)

Reemplazando la ecuación (5.36) en la ecuación (5.38) se obtiene la expresión para el control
de torque antagónico que se muestra a continuación:

τ+ =







τre f−τa−c+·(c−·τ+med−τ−med+τa)
1−c+·c− τre f ≥ 0

τa−c+·(c−·τ+med−τ−med+τre f−τa)
1−c+·c− τre f < 0

. (5.39a)

τ− =







τa−c−·(c+·τ−med−τ+med+τre f−τa)
1−c+·c− τre f ≥ 0

τre f−τa−c−·(c+·τ−med−τ+med+τa)
1−c+·c− τre f < 0

. (5.39b)

Para controlar torque o posición, se le agrega un sumador ponderado en la etapa de control del
torque antagónico de la articulación, en este sumador entran el torque necesario por el controlador
de posición para llegar a la posición de referencia y el torque que se desea alcanzar. Entonces el
usuario puede elegir que controlar mediante los ponderadoresα y β. Por simplicidad, en la primera
implementación se utilizan estos valores normalizados (α+β= 1) y además binarios, es decir, sólo
pueden ser 1 ó 0.

Todos los controladores PID presentes en el control de la articulación son sintonizados utilizan-
do el método de Ziegler-Nichols de lazo cerrado [66]. En la figura 5.31 se muestran las respuestas
de los controladores en lazo cerrado con ganancia puramenteproporcional igual a la ganancia
crı́tica utilizada en el método de Ziegler-Nichols.

5.6.3. Resultados con la articulacíon de prueba construida

Para verificar el comportamiento del actuador de rigidez variable propuesto, se realizaron expe-
rimentos utilizando la articulación de prueba construidaque se muestra en la figura 5.5. Se probó la
respuesta de la articulación ante distintas funciones como referencia de posición. En primer lugar
se prueba con trenes de pulsos en la entrada para obtener la respuesta al escalón del sistema de
control, de esta forma observar la convergencia del sistema, estimar cuanto tarda en alcanzar la re-
ferencia y analizar su comportamiento oscilatorio. Luego se analiza la respuesta del sistema frente
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Figura 5.31: Respuestas utilizadas en el método de Ziegler-Nichols para los controladores en lazo
cerrado con ganancia puramente proporcional igual a la ganancia crı́tica.

a sinusoides de distintas frecuencias en su entrada para observar el comportamiento de la articula-
ción ante cambios suaves de referencia y analizar que frecuencias son realizables por el sistema de
control, estimando una cierta frecuencia de corte del sistema de control.

Tren de pulsos como referencia de posición

Se analiza el comportamiento de la articulación construida cuando la referencia de posición es
un tren de pulsos de ancho 10 segundos aproximadamente y que varı́an la posición entre 20o y 90o.

La figura 5.32 muestra el comportamiento del sistema de control de posición. Se muestran
las referencias y mediciones de la posición y velocidad angular de la articulación, ası́ como la
referencia de torque obtenida como salida del bloque de control de posición.

La figura 5.33 muestra el comportamiento del sistema de control de torque antagónico. Se
muestra la referencia de torque en la articulación, que es la entrada de este bloque, las referencias
de torque para el flexor y el extensor obtenidas como salida del bloque, ası́ como las mediciones
de los torque en el flexor y en el extensor.

Las figuras 5.34 y 5.35 muestran los comportamientos del actuador flexor y del actuador ex-
tensor respectivamente. En cada gráfico se aprecian las referencias y mediciones de posición y
velocidad de la articulación, la referencia y la medicióndel torque ejercido por el actuador en la
articulación, la referencia y la medición de la corrienteen el motor, y la salida con el ciclo de PWM
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Figura 5.32: Respuesta del control de posición de la articulación cuando la referencia de posición
es un tren de pulsos.
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Figura 5.33: Respuesta del control de torque antagónico dela articulación cuando la referencia
posición es un tren de pulsos.
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Figura 5.34: Comportamiento del actuador flexor de la articulación cuando la referencia posición
es un tren de pulsos.

Finalmente, para facilitar la visualización del comportamiento del actuador, la figura 5.36
muestra las mediciones de todos los sensores involucrados en el sistema de control de la arti-
culación, es decir, posición y velocidad de la articulación, torque ejercido por cada actuador en la
articulación y corriente a través de cada motor.

Se aprecia una buena respuesta de la articulación a los cambios de referencia de posición pul-
santes. Se observan como los tendones colaboran acelerandoy frenando la articulación y man-
teniendo una tensión mı́nima en los tendones. El sistema decontrol tarda entre 1seg y 2seg en
cambiar la referencia 70o. Se observa que la velocidad de la articulación es un poco baja, pero
que los motores están ejerciendo un torque mucho menor que el nominal. El comportamiento del
sistema de control esta de acuerdo con lo esperado, pues corresponde a un sistema amortiguado
con pequeñas oscilaciones y que posee un tiempo de respuesta lento, pero que se podrı́a mejorar
agrandando los tendones.
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Figura 5.35: Comportamiento del actuador extensor de la articulación cuando la referencia posición
es un tren de pulsos.
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Sinusoide de 0,1[Hz] como referencia de posición

Se analiza el comportamiento de la articulación construida cuando la referencia de posición es
una sinusoide de 0,1[Hz] de frecuencia aproximadamente y que varı́a la posición entre 20o y 90o.

La figura 5.37 muestra el comportamiento del sistema de control de posición. Se muestran
las referencias y mediciones de la posición y velocidad angular de la articulación, ası́ como la
referencia de torque obtenida como salida del bloque de control de posición.
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Figura 5.37: Respuesta del control de posición de la articulación cuando la referencia posición es
una sinusoide de 0,1[Hz].

La figura 5.38 muestra el comportamiento del sistema de control de torque antagónico. Se
muestra la referencia de torque en la articulación, que es la entrada de este bloque, las referencias
de torque para el flexor y el extensor obtenidas como salida del bloque, ası́ como las mediciones
de los torque en el flexor y en el extensor.

Las figuras 5.39 y 5.40 muestran los comportamientos del actuador flexor y del actuador ex-
tensor respectivamente. En cada gráfico se aprecian las referencias y mediciones de posición y
velocidad de la articulación, la referencia y la medicióndel torque ejercido por el actuador en la
articulación, la referencia y la medición de la corrienteen el motor, y la salida con el ciclo de PWM
para el motor.

Finalmente, para facilitar la visualización del comportamiento del actuador, la figura 5.41
muestra las mediciones de todos los sensores involucrados en el sistema de control de la arti-
culación, es decir, posición y velocidad de la articulación, torque ejercido por cada actuador en la
articulación y corriente a través de cada motor.

Se aprecia una buena respuesta de la articulación a los cambios de referencia de posición si-
nusoidales lentos. Se puede distinguir un pequeño retardoy algo de ruido al seguir la referencia.
En este caso, existe un poco de comportamiento oscilatorio,pero que no afecta el desempeño del
sistema.
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Figura 5.38: Respuesta del control de torque antagónico dela articulación cuando la referencia
posición es una sinusoide de 0,1[Hz].

Se puede ver que el sistema de control se encarga de extender la articulación, pero que ésta
se flexiona básicamente por gravedad. Este comportamientoes deseable en el caso del ciclo de
caminata pasiva, pero no en otros casos. Esta caracterı́stica puede ser mejorada aumentando el
grosor de los tendones y por lo tanto disminuyendo la razón de reducción de los acutadores.

El comportamiento general de la articulación ante esta frecuencia es bueno, los torques se
mantienen bajos y la articulación sigue bien la referencia.

Sinusoide de 0,25[Hz] como referencia de posición

Se analiza el comportamiento de la articulación construida cuando la referencia de posición es
una sinusoide de 0,25[Hz] de frecuencia aproximadamente y que varı́a la posición entre 20o y 90o.

La figura 5.42 muestra el comportamiento del sistema de control de posición. Se muestran
las referencias y mediciones de la posición y velocidad angular de la articulación, ası́ como la
referencia de torque obtenida como salida del bloque de control de posición.

La figura 5.43 muestra el comportamiento del sistema de control de torque antagónico. Se
muestra la referencia de torque en la articulación, que es la entrada de este bloque, las referencias
de torque para el flexor y el extensor obtenidas como salida del bloque, ası́ como las mediciones
de los torque en el flexor y en el extensor.

Las figuras 5.44 y 5.45 muestran los comportamientos del actuador flexor y del actuador ex-
tensor respectivamente. En cada gráfico se aprecian las referencias y mediciones de posición y
velocidad de la articulación, la referencia y la medicióndel torque ejercido por el actuador en la
articulación, la referencia y la medición de la corrienteen el motor, y la salida con el ciclo de PWM
para el motor.

Además, para facilitar la visualización del comportamiento del actuador, la figura 5.46 muestra
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.
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Figura 5.39: Comportamiento del actuador flexor de la articulación cuando la referencia posición
es una sinusoide de 0,1[Hz].
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.
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Figura 5.40: Comportamiento del actuador extensor de la articulación cuando la referencia posición
es una sinusoide de 0,1[Hz].

109



5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.
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Figura 5.41: Mediciones de los sensores de la articulacióncuando la referencia posición es una
sinusoide de 0,1[Hz].
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Figura 5.42: Respuesta del control de posición de la articulación cuando la referencia posición es
una sinusoide de 0,25[Hz].
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.
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Figura 5.43: Respuesta del control de torque antagónico dela articulación cuando la referencia
posición es una sinusoide de 0,25[Hz].

las mediciones de todos los sensores involucrados en el sistema de control de la articulación, es
decir, posición y velocidad de la articulación, torque ejercido por cada actuador en la articulación
y corriente a través de cada motor.

Se aprecia una buena respuesta de la articulación a los cambios de referencia de posición si-
nusoidales de velocidad moderada. Se puede distinguir un retardo moderado en la respuesta y una
disminución en su amplitud.

El comportamiento general de la articulación frente a estaseñal es parecido al caso de la si-
nusoide de 0,25Hz, pero con menos ruido y con el comportamiento esperado al acercarse a la
frecuencia de corte de un filtro pasa bajos, es decir, aparición de un retardo y disminución de la
amplitud de la respuesta.

Sinusoide de 0,5[Hz] como referencia de posición

Se analiza el comportamiento de la articulación construida cuando la referencia de posición es
una sinusoide de 0,5[Hz] de frecuencia aproximadamente y que varı́a la posición entre 20o y 90o.

La figura 5.47 muestra el comportamiento del sistema de control de posición. Se muestran
las referencias y mediciones de la posición y velocidad angular de la articulación, ası́ como la
referencia de torque obtenida como salida del bloque de control de posición.

La figura 5.48 muestra el comportamiento del sistema de control de torque antagónico. Se
muestra la referencia de torque en la articulación, que es la entrada de este bloque, las referencias
de torque para el flexor y el extensor obtenidas como salida del bloque, ası́ como las mediciones
de los torque en el flexor y en el extensor.

Las figuras 5.49 y 5.50 muestran los comportamientos del actuador flexor y del actuador ex-
tensor respectivamente. En cada gráfico se aprecian las referencias y mediciones de posición y
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.
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Figura 5.44: Comportamiento del actuador flexor de la articulación cuando la referencia posición
es una sinusoide de 0,25[Hz].
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.
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Figura 5.45: Comportamiento del actuador extensor de la articulación cuando la referencia posición
es una sinusoide de 0,25[Hz].
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5.6. Articulación de rigidez variable:Articulación completa.
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Figura 5.46: Mediciones de los sensores de la articulacióncuando la referencia posición es una
sinusoide de 0,25[Hz].
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Figura 5.47: Respuesta del control de posición de la articulación cuando la referencia posición es
una sinusoide de 0,5[Hz].
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5.7. Articulación de rigidez variable:Discusión.
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Figura 5.48: Respuesta del control de torque antagónico dela articulación cuando la referencia
posición es una sinusoide de 0,5[Hz].

velocidad de la articulación, la referencia y la medicióndel torque ejercido por el actuador en la
articulación, la referencia y la medición de la corrienteen el motor, y la salida con el ciclo de PWM
para el motor.

Finalmente, para facilitar la visualización del comportamiento del actuador, la figura 5.51
muestra las mediciones de todos los sensores involucrados en el sistema de control de la arti-
culación, es decir, posición y velocidad de la articulación, torque ejercido por cada actuador en la
articulación y corriente a través de cada motor.

Se aprecia una mala respuesta de la articulación a los cambios de referencia de posición sinu-
soidales de alta frecuencia. Se puede distinguir un retardogrande en la respuesta y una igualmente
grande disminución en su amplitud. La respuesta de la articulación está cerca de su frecuencia
lı́mite y su desfase es casi de medio ciclo. Se puede decir queesta es la frecuencia de corte del
sistema de control visto como filtro pasa bajos.

5.7. Discusíon

Se propone una articulación de rigidez variable, cuyas caracterı́sticas la hacen ideal para su uti-
lización en un robot semi-pasivo. Tiene bajo peso, se pueden mover los motores sin dificultad para
cumplir con las condiciones sobre la distribución de masasnecesarias para el diseño, su compor-
tamiento es no lineal, con mucho torque cuando la articulación está flectada, que es precisamente
cuando más torque se necesita ejercer en el caso de un robot semi-pasivo.

Es necesario aumentar la frecuencia de corte de la articulación, pues es recomendable que la
respuesta de la articulación deberı́a ser más rápida. Para esto se debe disminuir la tasa de reducción
de los tendones, aumentando el diámetro de las cuerdas o agregando más cuerdas en los tendones.
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5.7. Articulación de rigidez variable:Discusión.
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Figura 5.49: Comportamiento del actuador flexor de la articulación cuando la referencia posición
es una sinusoide de 0,5[Hz].
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5.7. Articulación de rigidez variable:Discusión.
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Figura 5.50: Comportamiento del actuador extensor de la articulación cuando la referencia posición
es una sinusoide de 0,5[Hz].
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5.7. Articulación de rigidez variable:Discusión.
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Figura 5.51: Mediciones de los sensores de la articulacióncuando la referencia posición es una
sinusoide de 0,5[Hz].
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5.7. Articulación de rigidez variable:Discusión.

El desempeño del sistema de control de la articulación es acorde con lo esperado, pero debe
ser probado nuevamente a frecuencias mayores cuando se solucione la disminución de la tasa de
reducción de los tendones, pues posiblemente necesite unanueva sintonización.

Todas las pruebas se realizaron con 4 cuerdas en los tendones, las que soportaron perfectamente
bien la torsión y la tensión. Se estima que 8 cuerdas deber´ıan aumentar la frecuencia de corte lo
suficiente para permitir que el actuador funcione en optimascondiciones en un robot semi-pasivo.

La articulación propuesta en este capı́tulo, en conjunto con la metodologı́a propuesta en el
capı́tulo 4 serán utilizadas en el siguiente capı́tulo en el proceso de diseño y construcción de un
robot semi-pasivo.
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Diseño y construccíon de robot b́ıpedo
actuado utilizando su modelo pasivo

Contenidos
6.1. Sistema de actuación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

6.2. Sistema sensorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 121
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6.4. Disẽno mećanico del robot real . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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6.3. Disẽno y construccíon de robot real: Sistema de actuación.

El robot diseñado y construido es un robot activo que posee un ciclo de caminata pasiva, es de-
cir, es un robot semi-pasivo. Al momento de diseñarlo se utilizan los resultados de la metodologı́a
propuesta para obtener las condiciones sobre los parámetros que permiten la aparición de un ciclo
de caminata pasiva. Por el hecho de ser un robot semi-pasivo,necesita un sistema de actuación y
un sistema sensorial para poder controlar los torque ejercidos en cada articulación ası́ como sus
posiciones.

Para la realización del robot es necesario el diseño, la fabricación y el ensamblaje de todas
las piezas mecánicas con una buena precisión. También esmuy importante considerar el diseño,
fabricación y programación de toda la electrónica necesaria por los sistemas sensorial, de actuación
y de control.

6.1. Sistema de actuación

Dado que se espera utilizar el ciclo pasivo inherente al robot diseñado, se elige utilizar ac-
tuadores de rigidez variable. Para esto se optó por utilizar el actuador propuesto en el capı́tulo
5, el que además de ser un actuador de rigidez variable, permite ubicar los motores lejos de la
articulación, lo cual permite corregir la ubicación de los centros de masas de los segmentos. El
actuador seleccionado también ejerce un torque de forma nolineal con respecto al ángulo de la
articulación, ejerciendo un torque muy alto cuando el tendón está completamente estirado, pero
ejerciendo un torque bajo cuando el tendón está contraı́do. Esta forma del torque es muy favorable,
pues la condición que más torque requiere es levantar al robot del piso, especı́ficamente cuando
se necesita acelerar las articulaciones (con los tendones extendidos). Por el contrario, cuando el
tendón está contraı́do ya no se debe hacer torque pues lo normal es detener la articulación en esta
condición.

6.2. Sistema sensorial

Debido a la elección de los actuadores a utilizar y de su sistema de control, se necesita medir la
tensión de los tendones, la corriente de los motores, y la posición y velocidad de las articulaciones.
Además, para facilitar el control de la estabilización lateral, se utilizan sensores de presión en los
pies y un acelerómetro y un giróscopo en el tronco.

La corriente de los motores se mide electrónicamente en la misma tarjeta que controla la poten-
cia de cada motor. El acelerómetro y el giróscopo son medidos directamente en la tarjeta electrónica
que controla la caminata a un alto nivel. Todo el resto de los sensores son agrupados por una tar-
jeta encargada de los sensores en una articulación. La posición angular de la articulación se mide
con un encoder resistivo en cada grado de libertad, éste es analógicamente derivado para tener una
estimación de la velocidad angular. Para medir la presiónen los pies o la tensión de las cuerdas se
seleccionan los sensores de fuerza “flexiforce”, los que se ubican en la base del pie y en el soporte
de cada tendón.
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6.3. Disẽno y construccíon de robot real: Uso de la metodologı́a propuesta.

6.3. Utilización de los resultados de la metodologı́a propuesta
en el disẽno de un robot b́ıpedo semi-pasivo real

6.3.1. Condiciones escenciales para el diseño

En una primera etapa del diseño del robot real basado en el modelo de caminata bı́peda pasi-
va, se seleccionan algunos subespacios de parámetros estables, usando su margen de estabilidad
(definido como igual al valor de diseño) como parámetro de selección. Entonces, se analizan las
condiciones sobre los parámetros de estos subespacios y sededucen las siguientes condiciones
claves para el diseño grueso del robot: (I) Más de la mitad de la masa debe estar en el tronco,
(II ) La masa en el segmento superior de la pierna debe ser entre 3 y4 veces la masa en el segmento
inferior de la pierna, y (III ) Los segmentos superiores e inferiores de las piernas debentener sus
centros de masa alrededor del medio del segmento. Sólo tresparámetros fueron utilizados para
extraer estas condiciones:PMT, RMP, y CMhProm(estos parámetros fueron definidos en la sec-
ción 4.3.1). Las condiciones sobre estos tres parámetros, en quince subespacios seleccionados se
muestran en la tabla 6.1. Es importante mencionar que estos resultados son concordantes con los
resultados obtenidos previamente en la literatura con otros modelos de caminatas pasivas [32].

Tabla 6.1: Condiciones sobre los tres parámetros usados para deducir las claves del diseño grueso
en quince subespacios seleccionados (ver figura 4.2 para la interpretación del parámetroRMP).

PMT RMP CMhProm Estabi- Eval. Valor
min max min max min max lidad estables diseño

0.47 0.70 1.25 1.28 0.25 0.46 0.33 18 1151.40
0.44 0.50 1.08 1.10 0.17 0.40 0.39 29 688.48
0.57 0.71 1.25 1.27 0.22 0.47 2.01 222 59.09
0.56 0.60 1.27 1.38 0.26 0.42 2.03 65 29.74
0.62 0.62 1.32 1.35 0.26 0.26 2.24 131 0.24
0.37 0.55 1.28 1.31 0.22 0.43 2.27 155 0.19
0.41 0.46 1.25 1.30 0.19 0.30 2.19 243 0.17
0.56 0.59 1.33 1.37 0.27 0.27 1.92 114 0.16
0.57 0.59 1.22 1.25 0.23 0.48 1.30 249 0.15
0.61 0.69 1.15 1.25 0.28 0.41 0.27 56 0.15
0.57 0.66 1.33 1.33 0.17 0.26 2.20 277 0.13
0.54 0.54 1.27 1.37 0.29 0.42 1.01 79 0.12
0.43 0.64 1.26 1.29 0.21 0.29 0.39 33 0.11
0.48 0.63 1.08 1.08 0.24 0.41 1.11 56 0.09
0.55 0.65 1.27 1.34 0.27 0.30 0.34 30 0.09

Prom. 0.52 0.61 1.24 1.29 0.24 0.37 1.33 117 128.69
Min. 0.37 0.46 1.08 1.08 0.17 0.26 0.27 18 0.09
Max. 0.62 0.71 1.33 1.38 0.29 0.48 2.27 277 1151.40
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6.3. Disẽno y construccíon de robot real: Uso de la metodologı́a propuesta.

6.3.2. Disẽno preliminar del robot real

Después de obtenidas las condiciones esenciales para la existencia de un ciclo de caminata de
dinámica pasiva, se lleva a cabo el diseño del robot semi-pasivo que para asegurar la existencia de
un ciclo de caminata pasivo cumplirá dichas condiciones. Considerando esto, se utilizan rodamien-
tos en todas las articulaciones y se seleccionan los actuadores propuestos en el capı́tulo 5. Debido
a las condiciones de las masas se decidió poner los motores de las articulaciones de la cadera en el
tronco y los motores de las articulaciones de las rodillas y tobillos en la parte alta de los segmentos
superiores de las piernas.

Una vez que una primera versión del diseño estuvo lista, seanalizan sus parámetros fı́sicos
resultantes para verificar si pertenecen a uno de los subespacios estables. Dado el hecho de que el
proceso de construir un robot semi-pasivo involucra muchosaspectos, como la ubicación de los
motores, la elección de los materiales usados, la forma de las partes, la ubicación de las articula-
ciones, entre otras; hacer que el robot cumpla las condiciones sobre los parámetros es muy difı́cil.
Consecuentemente, los parámetros de la primera versión del diseño no pertenecieron a ningún
subespacio estable. Pero debido al margen de estabilidad, la búsqueda de subespacios estables cer-
ca del conjunto de parámetros del robot real es simple. En este sentido, se busca un subespacio
estable en el cual el robot cumpla todas excepto una o dos condiciones. Esto genera más de 1.000
posibles subespacios estables. De ellos, se seleccionan s´olo aquellos subespacios con un valor de
estabilidad sobre un cierto umbral, obteniendo cerca de 20 alternativas. Finalmente, se selecciona
la condición más simple de cumplir mediante cambios menores, esto fue agregar masa al segmento
superior de la pierna cerca de la rodilla. Entonces el diseño mecánico del robot real cumple todas
las condiciones de un subespacio estable encontrado utilizando la metodologı́a. A continuación, se
analiza el comportamiento de su ciclo de caminata pasiva.

6.3.3. Ańalisis del robot disẽnado mediante mapas de Poincaré

El mapa de Poincaré generado utilizando el modelo de la sección 3.3 con los parámetros corre-
gidos para el robot real es muy útil para el análisis del ciclo de caminata pasiva. Las evaluaciones
del mapa de Poincaré pueden ser agrupadas de acuerdo a su estabilidad en ciclos de caminata esta-
ble, ciclos de caminata inestable, y condiciones inicialesinfactibles. La figura 6.1 muestra el mapa
de Poincaré agrupado, donde el área de ciclos de caminata estable se puede reconocer fácilmente.
Es importante notar que debido a la selección del impacto depiso como la sección de Poincaré, ésta
queda determinada sólo por algunas componentes del vectorde estado. El impacto de piso ocurre
con ambas rodillas bloqueadas. Por lo tanto, tanto el ángulo de la rodillaγ, como su derivadȧγ
son iguales a cero. Además, durante el impacto de piso, ambos pies están en el piso, por lo tanto,
el ángulo entre las piernasφ es el doble del ángulo del pie de soporte con respecto a la normal al
pisoθ. Como una consecuencia, en el modelo utilizado, la secciónde Poincaré queda completa-
mente definida por la posición angularθ, y las velocidades angularesθ̇ y φ̇. La dependencia de la
sección de Poincaré deφ̇ está dada por el efecto del momento de inercia de la pierna debalanceo
con respecto al punto de impacto. Entonces, asumiendo que elmomento de inercia de la pierna
de balanceo es despreciable con respecto a la suma de los momentos de inercia del tronco y de la
pierna de soporte, el resultado del modelo “más simple” [20] puede ser aplicado, agregándose la
restricción:
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6.3. Disẽno y construccíon de robot real: Uso de la metodologı́a propuesta.

φ̇ = 2 ·Sin(θ)2 · θ̇ . (6.1)

Se define entonces la sección de Poincaré como el espacio bi-dimensional que cumple todas
las restricciones del impacto de piso mostradas en el párrafo anterior, incluyendo la restricción de
la ecuación 6.1. Consecuentemente, la sección de Poincaré queda definida porθ y θ̇.
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Figura 6.1: Mapa de Poincaré con las evaluaciones agrupadas en ciclos de caminata estable, ciclos
de caminata inestables, y condiciones iniciales infactibles.

Las áreas con ciclos de caminata estables, inestables e infactibles se pueden distinguir cla-
ramente en el mapa de Poincaré agrupado. Sin embargo, para ver las diferencias dentro de una
región, en la figura 6.2 se muestra un mapa de Poincaré con elnúmero de pasos exitosos de cada
evaluación como la intensidad de cada punto, donde se puedeapreciar la distribución de estabilidad
en el mapa de Poincaré.
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Figura 6.2: Mapa de Poincaré. El número de pasos de cada evaluación se muestra en escala de
grises.
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6.3. Disẽno y construccíon de robot real: Uso de la metodologı́a propuesta.

También, un enfoque similar se puede usar para analizar el area de ciclos de caminata estables.
Como se detienen las simulaciones después de un determinado número de pasos exitosos, cada
ciclo de caminata estable tiene un largo fijo. La figura 6.3 presenta un mapa de Poincaré con
sólo el área de ciclos de caminata estables, usando la posición de cada punto en el ciclo como su
intensidad. Este gráfico ilustra la existencia de un punto de acumulación y la forma en la que se
converge a éste.
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Figura 6.3: Puntos del mapa de Poincaré que pertenecen a alguna evaluación estable. La escala de
grises muestra la posición del punto en la evaluación.

6.3.4. Ańalisis de ciclo de caminata seleccionado para el robot diseñado

Una vez que el punto de acumulación estable ha sido identificado, se pueden seleccionar las
condiciones iniciales apropiadas para el robot. Finalmente, se simulan estas condiciones iniciales
y se analiza en detalle el comportamiento de su ciclo de caminata. La figura 6.4 muestra las condi-
ciones iniciales de todos los pasos dados en el mapa de Poincaré, en conjunto con su trayectoria.
Se puede ver que el ciclo de caminata parte cerca del ciclo estable y converge rápidamente al punto
de acumulación, desarrollando una caminata pasiva estable. La figura 6.5 muestra los primeros 6
pasos del ciclo de caminata obtenido. Se observa una caminata muy natural.

Una inspección del espacio de fase (figura 6.6) del robot simulado permite entender el com-
portamiento del ciclo de caminata. Los impactos de piso y rodilla se pueden apreciar como dis-
continuidades en las velocidades. Se puede interpretar el robot descendiendo la pendiente como si
estuviese en un terreno llano sometido a un campo de potencial horizontal, es decir, como un sis-
tema compuesto por energı́a cinética y energı́a potencialvirtual vertical perdiendo energı́a cinética
en cada impacto, pero ganando energı́a de una energı́a potencial virtual horizontal. Cuando el sis-
tema está en un ciclo de caminata pasivo, las perdidas de energı́a cinética en cada impacto deben
ser iguales a la energı́a adquirida de la energı́a potencialvirtual horizontal. La figura 6.7 muestra
un gráfico con la energı́a potencial virtual vertical y la energı́a cinética. Todos los gráficos del es-
pacio de fase y de la energı́a son recorridos en el sentido horario por el modelo de caminata pasiva.
Las discontinuidades en la velocidad angular o en la energı́a cinética en estos gráficos significan
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6.3. Disẽno y construccíon de robot real: Uso de la metodologı́a propuesta.
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Figura 6.4: Simulación del ciclo de caminata seleccionadoen el mapa de Poincaré. En el fondo se
muestran los puntos pertenecientes a alguna evaluación estable. La escala de grises representa la
posición del punto en la evaluación.
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Figura 6.5: Seis primeros pasos de la simulación.
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6.4. Disẽno y construccíon de robot real: Uso de la metodologı́a propuesta.

impactos de piso o de rodilla. En el gráfico de energı́a (figura 6.7), la discontinuidad más grande
es el impacto de piso, el que provoca una gran perdida de energı́a cinética. Es seguido por la etapa
de balanceo con la rodilla libre, en la cual la energı́a va aumentando debido a la energı́a potencial
virtual horizontal no graficada. A continuación, hay una pequeña discontinuidad que muestra el
impacto de rodilla que genera una perdida menor de energı́a cinética. Finalmente, está la etapa
de balanceo con la rodilla bloqueada, también con un incremento de la energı́a total debido a la
energı́a potencial virtual horizontal no graficada. Este gráfico muestra claramente una órbita que en
el corto plazo varı́a la energı́a total, pero que a largo plazo la mantiene constante, debido a que las
perdidas de energı́a cinética por los impactos son compensadas por la energı́a inyectada al sistema
a través de la energı́a potencial virtual horizontal.
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Figura 6.6: Espacio de fase del robot durante la simulación.
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Figura 6.7: Energı́a potencial virtual vertical y energı́acinética del robot durante la simulación.

Otra caracterı́stica importante de un ciclo de caminata es la velocidad de desplazamiento, la
que se puede observar en la figura 6.8. La velocidad de desplazamiento es importante para las
aplicaciones robóticas y deberı́a depender de la pendiente [54]. Esta caracterı́stica será comparada
con los resultados en las simulaciones del diseño mecánico.
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6.4. Disẽno y construccíon de robot real: Diseño mecánico del robot real.
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Figura 6.8: Velocidad horizontal del tronco del robot durante la simulación.

6.4. Disẽno mećanico del robot b́ıpedo semi-pasivo real

El diseño mecánico del robot real, cuyos parámetros cumplen las condiciones impuestas por
el subespacio de parámetros obtenido usando la metodolog´ıa propuesta es llevado a cabo usando
SolidworksR©. Este software tiene un motor de simulaciones 3D realista, el que es utilizado para
validar el diseño mecánico del robot real y de esta forma validar la metodologı́a propuesta y el
modelo pasivo utilizado. La figura 6.9a muestra el diseño mecánico del robot real con el conjunto
de parámetros obtenido utilizando la metodologı́a propuesta, y la figura 6.9b muestra el robot real
construido en base al diseño mecánico, se puede notar que el diseño mecánico tiene pies antro-
pomórficos, mientras que el modelo utilizado en la metodologı́a propuesta tiene pies puntuales.
Los pies del diseño mecánico son livianos, haciendo que eltorque necesario para mantener el pie
de balanceo paralelo al piso sea despreciable. Además, el actuador del pie de soporte puede ser
apagado, utilizado para compensar la ausencia de pendiente, o incluso utilizado para aumentar la
estabilidad del ciclo de caminata pasiva. En conclusión, ni el pie de balanceo, ni el de soporte afec-
tan la existencia o desempeño del ciclo de caminata pasiva.Por el contrario, los pies son necesarios
para la estabilización lateral independiente y para compensar la ausencia de pendiente en el piso
plano.

Observando el mapa de Poincaré para el conjunto de parámetros del robot real, se establecen
las condiciones iniciales del ciclo de caminata estable. Las simulaciones iniciales desarrolladas en
el simulador mecánico de SolidworksR© no mostraron un ciclo de caminata estable. Sin embargo,
después de una pequeña variación de la pendiente, el modelo mecánico del robot exhibió un ciclo
de caminata estable. Este ciclo de caminata es muy similar alciclo de caminata obtenido en las
simulaciones previas con el modelo utilizado en la metodologı́a propuesta. La caminata se ve muy
natural y estable. La figura 6.10 muestra los primeros cinco pasos de la caminata exhibida en la
simulación del modelo mecánico

El espacio de fase del diseño mecánico del robot real simulado en el simulador mecánico se
muestra en la figura 6.11. También, la figura 6.12 muestra la velocidad horizontal del tronco. Estos
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6.4. Disẽno y construccíon de robot real: Diseño mecánico del robot real.

(a) Modelo mecánico del robot con el
conjunto de parámetros obtenido usan-
do la metodologı́a propuesta.

(b) Robot real construı́do usando el diseño
mecánico.

Figura 6.9: Modelo mecánico del robot con el conjunto de parámetros obtenido usando la metodo-
logı́a propuesta y robot real construido usando el diseño mecánico.

Figura 6.10: Primeros cinco pasos de la caminata exhibida enla simulación del modelo mecánico
utilizando SolidworksR©.
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6.4. Disẽno y construccíon de robot real: Diseño mecánico del robot real.

gráficos revelan que el robot parte no demasiado cerca de la ´orbita estable, pero converge en pocos
pasos al ciclo de caminata pasiva.
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Figura 6.11: Espacio de fase del diseño mecánico del robotreal.
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Figura 6.12: Velocidad horizontal del diseño mecánico del robot real.

Las similitudes entre los espacios de fase de la simulacióndel modelo usando en la metodologı́a
propuesta y del diseño mecánico del robot real son evidentes. Hay algunas pequeñas diferencias
en su forma y una gran diferencia en la amplitud del paso. Estose explica por la diferencia en la
pendiente: La simulación del modelo usando en la metodologı́a propuesta tiene una pendiente de
4,85o, mientras que la simulación del diseño mecánico del robot real tiene una pendiente de 1,7o.
No fue posible simular ambos con la misma pendiente. Probablemente debido a las perdidas en los
impactos: las simulaciones del modelo usando en la metodologı́a propuesta consideran colisiones
instantáneas e inelásticas, mientras que el simulador mecánico SolidworksR© considera colisiones
elásticas con algo de deformación. Esto hace que las pérdidas energéticas sean mucho mayores
en las simulaciones del modelo usando en la metodologı́a propuesta, necesitando una pendiente
mayor. Es conocido que una pendiente mayor genera una amplitud de paso mayor en el ciclo de
caminata pasiva [54]. Como una consecuencia, las simulaciones del modelo usando en la metodo-
logı́a propuesta exhiben una amplitud de paso mayor que las simulaciones del diseño mecánico del
robot real.
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6.6. Disẽno y construccíon de robot real: Construcción mecánica.

En su trabajo, McGeer predijo que el perı́odo de un paso depende sólo de la gravedad y del largo
de la pierna [54]. Consecuentemente, a pesar de la gran diferencia de pendiente entre las simula-
ciones del modelo usando en la metodologı́a propuesta y las simulaciones del diseño mecánico del
robot real, el perı́odo del paso difiere sólo en aproximadamente un 5%. Esto, en conjunto con la
diferencia en la amplitud del paso mencionada en el párrafoprevio, explican el porqué la velocidad
horizontal del tronco en las simulaciones del modelo usandoen la metodologı́a propuesta es casi
el doble que en las simulaciones del diseño mecánico del robot real.

6.5. Construccíon mećanica

Para la construcción del robot real, se decidió utilizar duraluminio y plástico “technyl” por su
resistencia mecánica, resistencia al desgaste, rigidez,tenacidad y bajo peso. Las piezas son en su
gran mayorı́a producidas mediante fresado en una máquina de control numérico por computadora
(CNC), permitiendo su fabricación directamente desde su modelo en SolidworksR©. La máquina
CNC disponible tiene 3 ejes, haciendo necesario el subdividir muchas de las piezas para hacer
factible su construcción.

Aunque la figura 6.9 muestra el robot construido y su modelo mecánico, en ella no se aprecia el
detalle de las piezas, por lo que en la figura 6.13 se detalla elpie construido y su modelo, la figura
6.14 exhibe el segmento inferior de la pierna construido y sumodelo mecánico, en la figura 6.15
se ve el segmento superior de la pierna construido y su modelomecánico, y finalmente, el tronco
construido y su modelo se observan en la figura 6.16.

(a) Diseño mecánico del pie. (b) Pie real construı́do.

Figura 6.13: Diseño mecánico del pie en conjunto con su modelo mecánico.

6.6. Electrónica

La electrónica del sistema de control se divide en cuatro tarjetas de acuerdo a su funcionalidad:

Lector de sensores.Se encarga de la adquisición de los datos de los sensores, sufiltrado, digita-
lización y transmisión.
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6.6. Disẽno y construccíon de robot real: Electrónica.

(a) Diseño mecánico del segmento in-
ferior de la pierna.

(b) Segmento inferior de la pierna cons-
truı́do.

Figura 6.14: Diseño mecánico del segmento inferior de la pierna construı́do en conjunto con su
modelo mecánico.

(a) Diseño mecánico del segmento su-
perior de la pierna.

(b) Segmento superior de la pierna
construı́do.

Figura 6.15: Diseño mecánico del segmento superior de la pierna construı́do en conjunto con su
modelo mecánico.
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6.6. Disẽno y construccíon de robot real: Electrónica.

(a) Diseño mecánico del tronco.

(b) Tronco construı́do.

Figura 6.16: Tronco construı́do en conjunto con su modelo mecánico.
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6.7. Disẽno y construccíon de robot real: Control de la caminata.

Potencia de motores.Corresponde a la tarjeta encargada de darle la alimentación a los motores,
controla los dos motores de una articulación independientemente. Para cada uno de los mo-
tores recibe una señal de PWM y un sentido de giro, con esta información alimenta al motor
“brushless DC” y retorna una señal de corriente y la salida de dos de los sensores de efecto
hal para estimar la velocidad del motor.

Control de la articulaci ón. Es la tarjeta que se encarga de todo el ciclo de control de la articula-
ción, es decir, el control de posición, de torque antagónico y de torque del motor. Esta tarjeta
se comunica con la tarjeta lectora de sensores a través de unbus RS232 y de forma analógica
con la tarjeta de potencia de motores.

Control de caminata. Esta tarjeta se encarga de generar las referencias de posición y torque para
cada una de las tarjetas de control de la articulación y enviárselas mediante un bus RS485.
Esta tarjeta fue diseñada y construida con anterioridad a este proyecto en el Laboratorio de
Robótica de la Universidad de Chile.

La figura 6.17 muestra el diagrama de conexiones de la electr´onica del sistema de control.
En el anexo A, la figura A.1 muestra el diseño del esquemático y del circuito impreso del

módulo lector de sensores. Luego, la figura A.2 muestra el diseño del esquemático y del circuito
impreso del módulo de potencia de los motores. Finalmente,la figura A.3 muestra el diseño del
esquemático y del circuito impreso del módulo de control de la articulación.

6.7. Control de la caminata

El sistema de control de la caminata es el sistema que reemplaza la energı́a que deberı́a propor-
cionar la pendiente y que además le puede agregar estabilidad al ciclo de caminata pasiva.

Como se mencionó en el capı́tulo 3, la energı́a potencial está compuesta por dos energı́as po-
tenciales virtuales, una horizontalVh y la otra verticalVv. Por lo tanto, si se quiere reemplazar la
pendiente por un sistema de control, este debe ejercer todaslas componentes que genera la energı́a
potencial virtual horizontalVh. Se debe recordar que las expresiones que rigen el movimiento en
el modelo original con pendiente son:

Vv = g ·−−−→masaT ·−−−−−−−→CMhVector(t) . (6.2a)

Vh =−Avn·g ·−−−→masaT ·−−−−−−−→CMxVector(t) . (6.2b)

V =Vv+Vh . (6.2c)

Lg= K −V . (6.2d)

0=
d
dt

(

∂Lg
∂q̇

)

− ∂Lg
∂q

. (6.2e)

Donde se utilizan las definiciones de las secciones 3.1, 3.2.2 y 3.3.4.
Por otro lado, en el caso del modelo sin pendiente y con una se˜nal de control, las ecuaciones

que rigen el movimiento son:

Lg∗ = K −Vv . (6.3a)
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6.7. Disẽno y construccíon de robot real: Control de la caminata.
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Figura 6.17: Diagrama de la electrónica del sistema de control del robot.
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6.8. Disẽno y construccíon de robot real: Control de la caminata.

B ·−→u =
d
dt

(

∂Lg∗

∂q̇

)

− ∂Lg∗

∂q
. (6.3b)

Donde,Lg∗ es el lagrangiano en el caso del modelo sin pendiente y con unaseñal de control,
−→u es el vector de torques ejercidos por el sistema de control yB es la matriz que pasa del espacio
de los actuadores (cada dimensión es un actuador que ejercetorque) al espacio del modelo (cada
dimensión es un grado de libertad del modelo).

Como se espera que las ecuaciones (6.2e) y (6.3b) sean las mismas, basta con igualar las ecua-
ciones y despejar las señales de control, luego de la ecuación (6.2) se obtiene:

0=
d
dt

(

∂(K−V)

∂q̇

)

− ∂(K −V)

∂q
(6.4a)

0=
d
dt

(

∂(K−Vv−Vh)

∂q̇

)

− ∂(K −Vv−Vh)

∂q
(6.4b)

0=
d
dt

(

∂(K−Vv)

∂q̇
− ∂Vh

∂q̇

)

− ∂(K−Vv)

∂q
+

∂Vh

∂q
(6.4c)

0=
d
dt

(

∂(K−Vv)

∂q̇

)

− d
dt

(

∂Vh

∂q̇

)

− ∂(K −Vv)

∂q
+

∂Vh

∂q
(6.4d)

0=
d
dt

(

∂(K−Vv)

∂q̇

)

− ∂(K −Vv)

∂q
− d

dt

(

∂Vh

∂q̇

)

+
∂Vh)

∂q
. (6.4e)

Luego, reemplazando la ecuación (6.3a) en la ecuación (6.4e) se obtiene la expresión:

0=
d
dt

(

∂Lg∗

∂q̇

)

− ∂Lg∗

∂q
− d

dt

(

∂Vh

∂q̇

)

+
∂Vh

∂q
. (6.5)

Reemplazando la ecuación (6.3b) en la ecuación (6.5) se obtiene la expresión:

0= B ·−→u − d
dt

(

∂Vh

∂q̇

)

+
∂Vh

∂q
. (6.6)

Finalmente, la ley de control se obtiene manipulando la ecuación (6.6), resultando la siguiente
expresión:

B ·−→u =
d
dt

(

∂Vh

∂q̇

)

− ∂Vh

∂q
. (6.7)

Esta ley de control es el reemplazo de la pendiente, pero no agrega estabilidad al sistema. Para
agregarle estabilidad se deberı́an analizar los valores propios del mapa de Poincaré linealizado para
generar señales de control que incrementen la estabilidadlocal de los ciclos de caminata, ası́ como
también se debe estudiar la estabilidad orbital del ciclo,para aumentar la robustez de las órbitas
ante perturbaciones ortogonales a las mismas. Estas dos componentes estabilizadoras más una que
deberı́an además agrandar la zona de estabilidad global del mapa de Poincaré son trabajo futuro
propuesto para su desarrollo una vez que el robot semi-pasivo esté completamente funcional.
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6.8. Control de equilibrio

Para controlar el equilibrio lateral, se utiliza un enfoqueheurı́stico, en el que se mueve el centro
de masa en el eje lateral, describiendo una sinusoide en función del ángulo de la pierna de soporte,
la que está directamente relacionada con la etapa del paso en que se está (ver la sección 6.3.4, y
especialmente la figura 6.6).

El sistema de control de equilibrio fue implementado en simulaciones y en un robot Hajime
HR-18 por un ayudante de investigación. El sistema de control de equilibrio tuvo que ser ajustado
para esta plataforma y funcionó de forma aceptable. Sin embargo, los resultados obtenidos no son
extrapolables al robot semi-pasivo debido a que la distribución de masa del robot Hajime HR-18
es muy distinta que la del robot semi-pasivo construido. Se estima que el sistema de control de
equilibrio deberı́a presentar un mayor desempeño en el robot semi-pasivo construido, pues fue
diseñado para este robot.

Actualmente, el robot semi-pasivo está construido, y se está terminando el diseño mecánico
de la unión entre los motores y las cuerdas. Por lo mismo, la validación del sistema de control de
equilibrio en el robot semi-pasivo, ası́ como la formulaci´on de un sistema de control de equilibrio
teóricamente más riguroso queda como trabajo futuro.

6.9. Consumo enerǵetico

La energı́a requerida por el robot semi-pasivo para caminarestá dada por la diferencia de
energı́a potencial horizontal virtual, la que se expresa según:

∆Vh = g ·M ·Avn·∆despl. (6.8)

Según la definición para el costo de especı́fico de transporte [4]:

cet =
Energia

Peso·Desplazamiento
. (6.9)

Luego, para el caso del robot construido el costo especı́ficode transporte está dado por:

cet = Avn. (6.10)

Es decir, con la pendiente estimada, el costo de transporte serı́a:

cet = Tan(4,85o) = 0,0849. (6.11)

Pero, este valor obtenido debe ser compensado por las pérdidas no consideradas, ponderándolo
por 4·Cos(α) [4], obteniéndose:

cet = 0,0849·4 ·Cos(α) = 0,3384. (6.12)

Este valor para el costo de transporte es comparable con el costo de transporte estimado para
los humanos de 0,2 [14], y es mucho menor que el costo de transporte de un robot bı́pedo activo
como el robot Asimo con un costo de transporte estimado de 3,2[14].
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6.10. Discusíon

Se ha diseñado y construido un robot semi-pasivo, que al menos en simulaciones, presenta un
ciclo de caminata pasiva estable. Su diseño se basa en un conjunto de reglas obtenidas mediante la
metodologı́a de diseño propuesta en este trabajo y utilizaun nuevo tipo de actuadores de rigidez
variable que ha mostrado un buen desempeño y cuya única limitante hasta ahora es una tasa de
reducción muy elevada que es muy fácil de corregir incrementando el diámetro de los tendones. El
sistema de control de la articulación funciona perfectamente, faltando sólo por evaluar el desem-
peño de los sistemas de control de caminata y de equilibrio,cuyas pruebas definitivas se realizarán
como trabajo futuro cuando el robot esté completamente funcional.
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7.4. Conclusiones:Articulación de rigidez variable.

7.1. Disẽno de articulaciones de rigidez variable

Se ha diseñado y construido un nuevo tipo de articulación de rigidez variable, utilizando el anti-
guo principio de torcer cuerdas para generar tracción. La articulación propuesta es completamente
original, sin que existan antecedentes del uso de este tipo de actuación en robots.

Los resultados obtenidos con los actuadores propuestos, ası́ como sus curvas teóricas de torque
y velocidad son muy buenos y adecuados a la aplicación final de este trabajo: un robot bı́pedo
que sólo necesita una gran fuerza para ponerse de pie desde la posición en cuclillas, ya que para
caminar no se necesita mucho torque en las articulaciones debido al uso de un ciclo de caminata
pasivo.

El sistema de control propuesto para la articulación de rigidez variable permite su uso como un
servomotor estándar o bien, utilizando control del torqueaplicado.

7.2. Metodoloǵıa de disẽno de robots pasivos

Se ha propuesto una nueva metodologı́a para encontrar las condiciones sobre los parámetros
que permiten la existencia de un ciclo de caminata estable enun robot pasivo [89]. Esta metodo-
logı́a puede ser utilizada con cualquier modelo de caminatapasiva sin importar su complejidad,
supera los problemas dealiasinggenerados por el uso de una discretización uniforme en los ma-
pas de Poincaré, logrando como resultado de su aplicaciónen el proceso de diseño un conjunto
de reglas que si los parámetros del robot siguen, éste exhibirá un ciclo de caminata pasiva. Este
conjunto de reglas resultante se presenta como un subespacio de parámetros con un indicador del
margen de estabilidad (también llamado valor de utilidad para el diseño), el que permite elegir
entre distintos subespacios de parámetros resultantes.

En la literatura no existe ninguna otra metodologı́a que pueda ser utilizada en un modelo de
caminata pasiva arbitrario para encontrar las condicionessobre los parámetros necesarias para la
existencia de un ciclo de caminata pasiva.

La metodologı́a propuesta se utilizó exitosamente en el proceso de diseño de un robot bı́pedo
semi-pasivo. Permitió encontrar las condiciones sobre los parámetros necesarias para la existen-
cia de un ciclo de caminata pasiva. Estos resultados fueron exhaustivamente validados utilizando
simulaciones computacionales del modelo utilizado. Adem´as, los parámetros resultantes fueron
validados en un simulador mecánico externo con un modelo derobot mucho más complejo.

7.3. Disẽno y construccíon de robot b́ıpedo actuado utilizando
su modelo pasivo

Las condiciones sobre los parámetros encontradas permitieron diseñar y construir fácilmente
un robot que, al menos en las simulaciones mecánicas del diseño, exhibe un ciclo de caminata
pasiva. Aunque el modelo simulado y la simulación del dise˜no mecánico exhiben ciclos de cami-
nata pasiva con conjuntos de parámetros ligeramente diferentes (aparentemente por las diferencias
entre el modelo utilizado en la metodologı́a propuesta y el modelo utilizado por el software de
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simulación mecánica), un pequeño incremento de la pendiente corrigió la diferencia, conduciendo
a la aparición del ciclo de caminata pasiva predicho.

7.4. Aportes del trabajo de tesis

Se ha propuesto una metodologı́a para encontrar las condiciones sobre los parámetros de un
modelo arbitrario de caminatas de dinámica pasiva [89]. Enla literatura no existe ninguna meto-
dologı́a que permita encontrar las condiciones sobre los parámetros de un modelo arbitrario. Los
resultados de la aplicación de esta metodologı́a permitenel diseño de un robot semi-pasivo que en
simulaciones presenta un ciclo se caminata estable.

Se ha presentado un nuevo tipo de articulación de rigidez variable basada en el principio de
torcer cuerdas para generar un desplazamiento lineal. La mecánica involucrada en estas articula-
ciones es bastante simple y el resultado es aplicable en los sistemas de actuación de robots bı́pedos.
Dentro de las ventajas de estas articulaciones propuestas se destacan la flexibilidad para poner los
motores en cualquier ubicación, permitiendo acomodar loscentros de masa en el caso de requerir-
lo, facilidad para controlar la rigidez y permitir la fluidezde la dinámica intrı́nseca del robot, pocas
pérdidas energéticas por roce.

Se ha diseñado un robot bı́pedo semi-pasivo que en las simulaciones presenta un ciclo de cami-
nata de dinámica pasiva, y con ello una eficiencia energética cercana a la de los humanos, mucho
mayor que la de los robots bı́pedos activos tradicionales. Actualmente el robot está en la etapa final
de su construcción.

7.5. Trabajo futuro

Actualmente, el robot semi-pasivo diseñado utilizando los resultados de la aplicación de la
metodologı́a propuesta en el capı́tulo 4 está construido (ver figura 6.9). El robot semi-pasivo cons-
truido utiliza las articulaciones propuestas en el capı́tulo 5. Sin embargo, aún posee problemas
con el mecanismo que une los motores con sus respectivas cuerdas. La solución de este problema,
ası́ como el hacer completamente funcional al robot es trabajo futuro.

En el futuro, cuando el robot semi-pasivo esté completamente funcional, se verificará el com-
portamiento del sistema de control de estabilidad lateral en el sistema para el que fue diseñado,
se verificará la forma de la caminata semi-pasiva en la realidad, poniendo especial atención en su
eficiencia energética y en su naturalidad.

Finalmente, también es trabajo futuro diseñar y construirle brazos y cabeza al robot semi-
pasivo, ası́ como darle más habilidades, como poder girar,subir o bajar escaleras, correr, saltar,
etc. Este trabajo será realizado en el Laboratorio de Robótica de la Universidad de Chile en los
próximos años.
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Tarjetas electrónicas del sistema de control



A. Tarjetas electrónicas del sistema de control

La figura A.1 muestra el diseño del esquemático y del circuito impreso del módulo lector de
sensores.

(a) Esquemático del lector de sensores.

(b) Tarjeta impresa del lector de sensores.

Figura A.1: Esquemático y tarjeta impresa del lector de sensores.

La figura A.2 muestra el diseño del esquemático y del circuito impreso del módulo de potencia
de los motores.

La figura A.3 muestra el diseño del esquemático y del circuito impreso del módulo de control
de la articulación.
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A. Tarjetas electrónicas del sistema de control

(a) Esquemático del circuito de potencia de los motores.

(b) Tarjeta impresa del circuito de potencia de los motores.

Figura A.2: Esquemático y tarjeta impresa del circuito de potencia de los motores.
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A. Tarjetas electrónicas del sistema de control

(a) Esquemático del controlador de la articulación.

(b) Tarjeta impresa del controlador de la articulación.

Figura A.3: Esquemático y tarjeta impresa del controladorde la articulación.
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B. Ecuaciones complejas

B.1. Modelos de robots pasivos

B.1.1. Modelo 2D sin rodillas

A continuación se muestran las expresiones resultantes para la etapa de transición del modelo
2D sin rodillas:

θ̈(t) =−aux3+aux4+aux5+aux7

aux10
. (B.1a)

φ̈(t) = θ̈(t)− −aux8+aux9

aux10
. (B.1b)

Donde se utilizan las definiciones de las secciones 3.1 y 3.2.2 y las siguientes definiciones:

aux1 = Avn·Cos(θ(t))−Sin(θ(t)) (B.2a)

aux2 = Cos(θ(t))+Avn·Sin(θ(t)) (B.2b)

aux3 = ω2 ·Cos(2 ·φ(t)) ·aux1 · (−1+Mt) (B.2c)

aux4 = ω2 ·aux1 · (1+3 ·Mt) (B.2d)

aux5 = Sin(2 ·φ(t)) · (−1+Mt) ·
(

ω2 ·aux2− θ̇(t)2
)

(B.2e)

aux6 = θ̇(t)− φ̇(t) (B.2f)

aux7 = 2 ·Sin(φ(t)) · (−1+Mt) ·aux6
2 (B.2g)

aux8 = Sin(2 ·φ(t)) · (−1+Mt) ·aux6
2 (B.2h)

aux9 = 2 ·Sin(φ(t)) · (Mt +1) ·
(

ω2 ·aux2− θ̇(t)2
)

(B.2i)

aux10 = 2 ·Sin(φ(t))2+(3+Cos(2 ·φ(t))) ·Mt . (B.2j)

B.1.2. Modelo 2D con rodillas

Con el objetivo de simplificar las expresiones resultantes para las aceleraciones angulares en
la etapa de transición del modelo 2D con rodillas, se definenlas siguientes variables que sólo
dependen de parámetros:
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B. Ecuaciones complejas

auxDe f10 =CMxc
2 ·Mc (B.3a1)

auxDe f11 =CMyc
2 ·Mc (B.3a2)

auxDe f12 = Mc ·Lm
2+CMxm

2 ·Mm+CMym
2 ·Mm (B.3a3)

auxDe f13 = Ic+ Im (B.3a4)

auxDe f14 =CMyc ·Mc (B.3a5)

auxDe f15 =CMxc ·Mc (B.3a6)

auxDe f16 = Lc ·Mc (B.3a7)

auxDe f17 =CMym ·Mm (B.3a8)

auxDe f18 =CMxm ·Mm (B.3a9)

auxDe f19 = Lm ·Mm. (B.3a10)

auxDe f110 = Mc ·Lm (B.3a11)

auxDe f111 = Lc ·Mm (B.3a12)

auxDe f112 = Lc ·Mt (B.3a13)

auxDe f113 = Lm ·Mt (B.3a14)

auxDe f114 =CMyc+Lm (B.3a15)

auxDe f115 =CMxm
2+CMym

2 (B.3a16)

auxDe f116 = Lc+Lm (B.3a17)

auxDe f117 = Mc+Mm (B.3a18)

auxDe f118 = Avn·CMxm (B.3a19)

auxDe f119 = Avn·CMxc . (B.3a20)

auxDe f120 = Mc+2 ·Mm+Mt (B.3a21)

auxDe f121 = Lc2 ·Mm (B.3a22)

auxDe f122 = Lm
2 ·Mm (B.3a23)

auxDe f123 =CMxc
2+CMyc

2 (B.3a24)

auxDe f124 = Mc ·Lm
2 (B.3a25)

auxDe f125 =CMyc ·Lm (B.3a26)

auxDe f126 =CMxc ·Lm (B.3a27)

auxDe f127 = Mc ·Mc (B.3a28)

auxDe f128 = Avn·CMyc (B.3a29)

auxDe f129 =CMxc ·CMyc . (B.3a30)
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B. Ecuaciones complejas

auxDe f130 =CMxc−CMyc (B.3a31)

auxDe f131 =CMxc+CMyc (B.3a32)

auxDe f132 = 2 ·Mc (B.3a33)

auxDe f133 = 2 · Im (B.3a34)

auxDe f134 =CMyc ·Lc (B.3a35)

auxDe f135 = Lc ·Lm (B.3a36)

auxDe f136 = Lc2+Lm
2 (B.3a37)

auxDe f137 = Lc ·CMym (B.3a38)

auxDe f138 =CMym ·Lm. (B.3a39)

auxDe f20 = auxDe f123 ·Mc (B.3b1)

auxDe f21 = auxDe f115 ·Mm (B.3b2)

auxDe f22 = auxDe f127 ·Lm
2 (B.3b3)

auxDe f23 = auxDe f10+auxDe f11 (B.3b4)

auxDe f24 = auxDe f116 ·CMxc (B.3b5)

auxDe f25 = auxDe f116 ·CMyc (B.3b6)

auxDe f26 = auxDe f114 ·auxDe f114 (B.3b7)

auxDe f27 = auxDe f15+auxDe f18 (B.3b8)

auxDe f28 = auxDe f114 ·Mc (B.3b9)

auxDe f29 = auxDe f114+auxDe f119. (B.3b10)

auxDe f210 = auxDe f118+CMym (B.3b11)

auxDe f211 = 2 ·auxDe f111 (B.3b12)

auxDe f212 = 2 ·auxDe f16 (B.3b13)

auxDe f213 = 2 ·auxDe f19 (B.3b14)

auxDe f214 = auxDe f15 ·Avn (B.3b15)

auxDe f215 = auxDe f18 ·Avn (B.3b16)

auxDe f216 = auxDe f116 ·Mt (B.3b17)

auxDe f217 = auxDe f14+auxDe f17 (B.3b18)

auxDe f218 = 2 ·auxDe f117 (B.3b19)

auxDe f219 = auxDe f120 ·Lm. (B.3b20)

158



B. Ecuaciones complejas

auxDe f220 = auxDe f17 ·Avn (B.3b21)

auxDe f221 = auxDe f116 ·auxDe f116 (B.3b22)

auxDe f222 = 2 ·auxDe f121 (B.3b23)

auxDe f223 = 2 ·auxDe f122 (B.3b24)

auxDe f224 = 2 ·auxDe f14 (B.3b25)

auxDe f225 = 2 ·auxDe f17 (B.3b26)

auxDe f226 = auxDe f132 ·Lc2 (B.3b27)

auxDe f227 = 4 ·auxDe f19 (B.3b28)

auxDe f228 = auxDe f12+auxDe f13 (B.3b29)

auxDe f229 = auxDe f124+ Im. (B.3b30)

auxDe f230 =−auxDe f128+CMxc (B.3b31)

auxDe f231 = auxDe f14 ·Avn (B.3b32)

auxDe f232 = auxDe f110 ·Avn (B.3b33)

auxDe f233 = auxDe f119+CMyc (B.3b34)

auxDe f234 = auxDe f110+auxDe f17 (B.3b35)

auxDe f235 = auxDe f14 ·Lm (B.3b36)

auxDe f236 = auxDe f15 ·Lm (B.3b37)

auxDe f237 = auxDe f127 ·Lm (B.3b38)

auxDe f238 = auxDe f130 ·auxDe f131 (B.3b39)

auxDe f239 = 2 ·auxDe f129. (B.3b40)

auxDe f240 = 2 ·auxDe f116 (B.3b41)

auxDe f241 = 2 ·auxDe f110 (B.3b42)

auxDe f242 = 2 ·auxDe f135 (B.3b43)

auxDe f243 = auxDe f115+auxDe f136 (B.3b44)

auxDe f244 = auxDe f137+auxDe f138 (B.3b45)

auxDe f245 = auxDe f123−auxDe f134 (B.3b46)

auxDe f246 = auxDe f135+auxDe f136 (B.3b47)

auxDe f247 = auxDe f124+auxDe f133. (B.3b48)
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B. Ecuaciones complejas

auxDe f30 = auxDe f26+CMxc
2 (B.3c1)

auxDe f31 = auxDe f17+auxDe f28 (B.3c2)

auxDe f32 = auxDe f13+auxDe f21 (B.3c3)

auxDe f33 = auxDe f110+auxDe f211 (B.3c4)

auxDe f34 = auxDe f212+auxDe f213 (B.3c5)

auxDe f35 = auxDe f214+auxDe f215 (B.3c6)

auxDe f36 =−auxDe f216+auxDe f217 (B.3c7)

auxDe f37 = auxDe f29 ·Mc (B.3c8)

auxDe f38 = auxDe f210 ·Mm (B.3c9)

auxDe f39 =−auxDe f217+auxDe f219. (B.3c10)

auxDe f310 = auxDe f218+Mt (B.3c11)

auxDe f311 = auxDe f220−auxDe f27 (B.3c12)

auxDe f312 = auxDe f28 ·Avn (B.3c13)

auxDe f313 = auxDe f222+auxDe f223 (B.3c14)

auxDe f314 = auxDe f226+auxDe f228 (B.3c15)

auxDe f315 = auxDe f224 ·Lc (B.3c16)

auxDe f316 = auxDe f225 ·Lc (B.3c17)

auxDe f317 = auxDe f227 ·Lc (B.3c18)

auxDe f318 = auxDe f212 ·Lm (B.3c19)

auxDe f319 = auxDe f225 ·Lm. (B.3c20)

auxDe f320 = auxDe f221 ·Mt (B.3c21)

auxDe f321 = auxDe f20+ Ic (B.3c22)

auxDe f322 = auxDe f21+auxDe f229 (B.3c23)

auxDe f323 = auxDe f23+ Ic (B.3c24)

auxDe f324 = auxDe f220+auxDe f232 (B.3c25)

auxDe f325 = auxDe f230 ·Mc (B.3c26)

auxDe f326 = auxDe f233 ·Mc (B.3c27)

auxDe f327 = auxDe f215+auxDe f234 (B.3c28)

auxDe f328 = 2 ·auxDe f22 (B.3c29)

auxDe f329 = auxDe f110+auxDe f225. (B.3c30)
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B. Ecuaciones complejas

auxDe f330 = auxDe f234 · Ic (B.3c31)

auxDe f331 = 2 ·auxDe f21 (B.3c32)

auxDe f332 = auxDe f242+auxDe f243 (B.3c33)

auxDe f333 = auxDe f245+auxDe f246. (B.3c34)

auxDe f40 = auxDe f30 ·Mc (B.3d1)

auxDe f41 = auxDe f31 ·Avn (B.3d2)

auxDe f42 = auxDe f33+auxDe f34 (B.3d3)

auxDe f43 = auxDe f35+auxDe f36 (B.3d4)

auxDe f44 = auxDe f23+auxDe f313 (B.3d5)

auxDe f45 = auxDe f315+auxDe f316 (B.3d6)

auxDe f46 = auxDe f317+auxDe f318 (B.3d7)

auxDe f47 =−auxDe f319+auxDe f320 (B.3d8)

auxDe f48 = auxDe f311+auxDe f312 (B.3d9)

auxDe f49 = auxDe f310 ·Lc . (B.3d10)

auxDe f410 = auxDe f37+auxDe f38 (B.3d11)

auxDe f411 = auxDe f321 ·auxDe f322 (B.3d12)

auxDe f412 =−auxDe f18+auxDe f324 (B.3d13)

auxDe f413 = auxDe f18 ·auxDe f321 (B.3d14)

auxDe f414 = auxDe f20 ·auxDe f329 (B.3d15)

auxDe f415 = 2 ·auxDe f330 (B.3d16)

auxDe f416 = auxDe f322 · Ic (B.3d17)

auxDe f417 =−auxDe f244+auxDe f332 (B.3d18)

auxDe f418 = auxDe f333 ·Mc (B.3d19)

auxDe f419 = auxDe f247+auxDe f331 (B.3d20)

auxDe f420 =
Mc

auxDe f321

. (B.3d21)
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B. Ecuaciones complejas

auxDe f50 = auxDe f32+auxDe f40 (B.3e1)

auxDe f51 = auxDe f314+auxDe f44 (B.3e2)

auxDe f52 = auxDe f46+auxDe f47 (B.3e3)

auxDe f53 = auxDe f27−auxDe f41 (B.3e4)

auxDe f54 = auxDe f39+auxDe f49 (B.3e5)

auxDe f55 =−auxDe f42+auxDe f43 (B.3e6)

auxDe f56 = auxDe f414+auxDe f415 (B.3e7)

auxDe f57 = 2 ·auxDe f413 (B.3e8)

auxDe f58 = auxDe f417 ·Mm (B.3e9)

auxDe f59 = auxDe f13+auxDe f418 (B.3e10)

auxDe f510 = 2 ·auxDe f416 (B.3e11)

auxDe f511 = auxDe f20 ·auxDe f419. (B.3e12)

auxDe f60 = auxDe f51+auxDe f52 (B.3f1)

auxDe f61 = auxDe f54 ·Avn (B.3f2)

auxDe f62 = 2 ·auxDe f58 (B.3f3)

auxDe f63 = 2 ·auxDe f59 (B.3f4)

auxDe f64 = auxDe f510+auxDe f511. (B.3f5)

auxDe f70 =−auxDe f45+auxDe f60 (B.3g1)

auxDe f71 = auxDe f27+auxDe f61 (B.3g2)

auxDe f72 = auxDe f320+auxDe f62 . (B.3g3)

auxDe f80 = auxDe f50 ·auxDe f70 (B.3h1)

auxDe f81 = auxDe f63+auxDe f72 . (B.3h2)

Donde se utilizan las definiciones de las secciones 3.1, 3.2.2 y 3.3.2.
Luego, las expresiones resultantes para las aceleracionesangulares en la etapa de transición del

modelo 2D con rodillas son:

θ̈(t) =−auxF13
0 (t) . (B.4a)
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φ̈(t) = auxF15
0 (t) . (B.4b)

γ̈(t) =−auxF14
1 (t)−auxF15

0 (t) ·auxF5
3(t)+auxF7

2(t) . (B.4c)

Donde, además de las variables dependientes exclusivamente de los parámetros (B.3), se utili-
zan las siguientes definiciones de variables auxiliares dependientes de las posiciones y velocidades
angulares y de los parámetros:

auxF1
0(t) =−φ̇ (t)+ θ̇(t) (B.5a1)

auxF1
1(t) = 2 · θ̇(t) (B.5a2)

auxF1
2(t) = 2 · φ̇(t) (B.5a3)

auxF1
3(t) = auxDe f116 · φ̇(t) (B.5a4)

auxF1
4(t) = auxDe f110 · γ̇(t) (B.5a5)

auxF1
5(t) = auxDe f132 · γ̇(t) (B.5a6)

auxF1
6(t) = Mc · γ̇(t)2 (B.5a7)

auxF1
7(t) = auxDe f71 ·Cos(θ(t)) (B.5a8)

auxF1
8(t) = auxDe f14 ·Sin(θ(t)) (B.5a9)

auxF1
9(t) = auxDe f17 ·Sin(θ(t)) . (B.5a10)

auxF1
10(t) = auxDe f110 ·Sin(θ(t)) (B.5a11)

auxF1
11(t) = auxDe f112 ·Sin(θ(t)) (B.5a12)

auxF1
12(t) = auxDe f113 ·Sin(θ(t)) (B.5a13)

auxF1
13(t) = auxDe f211 ·Sin(θ(t)) (B.5a14)

auxF1
14(t) = auxDe f212 ·Sin(θ(t)) (B.5a15)

auxF1
15(t) = auxDe f213 ·Sin(θ(t)) (B.5a16)

auxF1
16(t) = auxDe f214 ·Sin(θ(t)) (B.5a17)

auxF1
17(t) = auxDe f215 ·Sin(θ(t)) (B.5a18)

auxF1
18(t) = auxDe f18 ·Cos(φ(t)) (B.5a19)

auxF1
19(t) = auxDe f116 ·Cos(φ(t)) . (B.5a20)
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auxF1
20(t) = auxDe f240 ·Cos(φ(t)) (B.5a21)

auxF1
21(t) = Sin(φ(t)) · θ̇(t)2 (B.5a22)

auxF1
22(t) = auxDe f116 ·Sin(φ(t)) (B.5a23)

auxF1
23(t) = auxDe f234 ·Sin(φ(t)) (B.5a24)

auxF1
24(t) = auxDe f240 ·Sin(φ(t)) (B.5a25)

auxF1
25(t) = Cos(γ(t)) ·CMyc (B.5a26)

auxF1
26(t) = Cos(γ(t)) ·CMxc (B.5a27)

auxF1
27(t) = auxDe f14 ·Cos(γ(t)) (B.5a28)

auxF1
28(t) = auxDe f15 ·Cos(γ(t)) (B.5a29)

auxF1
29(t) = auxDe f125 ·Cos(γ(t)) . (B.5a30)

auxF1
30(t) = auxDe f126 ·Cos(γ(t)) (B.5a31)

auxF1
31(t) = auxDe f235 ·Cos(γ(t)) (B.5a32)

auxF1
32(t) =CMxc ·Sin(γ(t)) (B.5a33)

auxF1
33(t) =CMyc ·Sin(γ(t)) (B.5a34)

auxF1
34(t) = auxDe f14 ·Sin(γ(t)) (B.5a35)

auxF1
35(t) = auxDe f15 ·Sin(γ(t)) (B.5a36)

auxF1
36(t) = auxDe f125 ·Sin(γ(t)) (B.5a37)

auxF1
37(t) = auxDe f126 ·Sin(γ(t)) (B.5a38)

auxF1
38(t) = auxDe f236 ·Sin(γ(t)) (B.5a39)

auxF1
39(t) = auxDe f238 ·Cos(2 · γ(t)) . (B.5a40)

auxF1
40(t) = auxDe f239 ·Cos(2 · γ(t)) (B.5a41)

auxF1
41(t) = auxDe f238 ·Sin(2 · γ(t)) (B.5a42)

auxF1
42(t) = auxDe f239 ·Sin(2 · γ(t)) (B.5a43)

auxF1
43(t) = auxDe f412 ·Cos(φ(t)−θ(t)) (B.5a44)

auxF1
44(t) = auxDe f17 ·Sin(φ(t)−θ(t)) (B.5a45)

auxF1
45(t) = auxDe f110 ·Sin(φ(t)−θ(t)) (B.5a46)

auxF1
46(t) = auxDe f215 ·Sin(φ(t)−θ(t)) (B.5a47)

auxF1
47(t) = auxDe f327 ·Sin(φ(t)−θ(t)) (B.5a48)

auxF1
48(t) = auxDe f15 ·Cos(γ(t)+φ(t)) (B.5a49)

auxF1
49(t) = auxDe f24 ·Cos(γ(t)+φ(t)) . (B.5a50)

164



B. Ecuaciones complejas

auxF1
50(t) = auxDe f25 ·Cos(γ(t)+φ(t)) (B.5a51)

auxF1
51(t) = auxDe f14 ·Sin(γ(t)+φ(t)) (B.5a52)

auxF1
52(t) = auxDe f24 ·Sin(γ(t)+φ(t)) (B.5a53)

auxF1
53(t) = auxDe f25 ·Sin(γ(t)+φ(t)) (B.5a54)

auxF1
54(t) = auxDe f15 ·Cos(γ(t)+φ(t)−θ(t)) (B.5a55)

auxF1
55(t) = auxDe f230 ·Cos(γ(t)+φ(t)−θ(t)) (B.5a56)

auxF1
56(t) = auxDe f231 ·Cos(γ(t)+φ(t)−θ(t)) (B.5a57)

auxF1
57(t) = auxDe f325 ·Cos(γ(t)+φ(t)−θ(t)) (B.5a58)

auxF1
58(t) = auxDe f233 ·Sin(γ(t)+φ(t)−θ(t)) (B.5a59)

auxF1
59(t) = auxDe f326 ·Sin(γ(t)+φ(t)−θ(t)) . (B.5a60)
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auxF2
0(t) = auxF1

1(t)− φ̇(t) (B.5b1)

auxF2
1(t) = auxF1

19(t) · θ̇(t)
2

(B.5b2)

auxF2
2(t) =−auxF1

1(t)+auxF1
2(t) (B.5b3)

auxF2
3(t) = auxF1

25(t)+auxF1
32(t) (B.5b4)

auxF2
4(t) = auxF1

40(t)+auxF1
41(t) (B.5b5)

auxF2
5(t) = auxF1

39(t)−auxF1
42(t) (B.5b6)

auxF2
6(t) = auxDe f116 ·auxF1

21(t) (B.5b7)

auxF2
7(t) = auxF1

26(t)−auxF1
33(t) (B.5b8)

auxF2
8(t) = auxF1

55(t)−auxF1
58(t) (B.5b9)

auxF2
9(t) = auxF1

0(t) ·auxF1
0(t) (B.5b10)

auxF2
10(t) = auxF1

0(t) ·auxF1
5(t) (B.5b11)

auxF2
11(t) = auxF1

31(t)+auxF1
38(t) (B.5b12)

auxF2
12(t) = auxF1

28(t)−auxF1
34(t) (B.5b13)

auxF2
13(t) = auxF1

27(t)+auxF1
35(t) (B.5b14)

auxF2
14(t) = auxF1

43(t)+auxF1
59(t) (B.5b15)

auxF2
15(t) = auxF1

47(t)−auxF1
57(t) (B.5b16)

auxF2
16(t) = auxF1

36(t)+auxF1
49(t) (B.5b17)

auxF2
17(t) = auxF1

30(t)+auxF1
53(t) (B.5b18)

auxF2
18(t) = auxF1

18(t)+auxF1
48(t) (B.5b19)

auxF2
19(t) = auxF1

23(t)+auxF1
51(t) (B.5b20)

auxF2
20(t) = auxF1

29(t)+auxF1
37(t) (B.5b21)

auxF2
21(t) = auxF1

50(t)+auxF1
52(t) (B.5b22)

auxF2
22(t) = auxF1

10(t)+auxF1
11(t) (B.5b23)

auxF2
23(t) = auxF1

12(t)+auxF1
13(t) (B.5b24)

auxF2
24(t) = auxF1

14(t)+auxF1
15(t) (B.5b25)

auxF2
25(t) = auxF1

16(t)+auxF1
17(t) (B.5b26)

auxF2
26(t) = auxF1

44(t)+auxF1
45(t) (B.5b27)

auxF2
27(t) = auxF1

46(t)+auxF1
56(t) (B.5b28)

auxF2
28(t) = auxF1

54(t)+auxF1
7(t) (B.5b29)

auxF2
29(t) = auxF1

8(t)+auxF1
9(t) . (B.5b30)
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auxF3
0(t) = auxF2

2(t)+ γ̇ (t) (B.5c1)

auxF3
1(t) = auxF2

3(t) ·auxF2
3(t) (B.5c2)

auxF3
2(t) = auxDe f237 ·auxF2

4(t) (B.5c3)

auxF3
3(t) = auxDe f237 ·auxF2

5(t) (B.5c4)

auxF3
4(t) = auxF2

3(t) ·auxF2
6(t) (B.5c5)

auxF3
5(t) = auxF2

1(t) ·auxF2
7(t) (B.5c6)

auxF3
6(t) = auxF2

8(t) ·ω2 (B.5c7)

auxF3
7(t) = auxDe f22 ·auxF2

5(t) (B.5c8)

auxF3
8(t) = auxDe f241 ·auxF2

3(t) (B.5c9)

auxF3
9(t) = auxDe f110 ·auxF2

3(t) (B.5c10)

auxF3
10(t) = auxF2

7(t) ·auxF2
9(t) (B.5c11)

auxF3
11(t) = auxDe f321+auxF2

11(t) (B.5c12)

auxF3
12(t) = auxDe f18+auxF2

12(t) (B.5c13)

auxF3
13(t) = auxDe f234+auxF2

13(t) (B.5c14)

auxF3
14(t) = auxF1

4(t) ·auxF2
7(t) (B.5c15)

auxF3
15(t) = auxF2

14(t)+auxF2
15(t) (B.5c16)

auxF3
16(t) = auxF2

16(t)−auxF2
17(t) (B.5c17)

auxF3
17(t) =−auxF2

18(t)+auxF2
19(t) (B.5c18)

auxF3
18(t) = auxF2

20(t)−auxF2
21(t) (B.5c19)

auxF3
19(t) = auxF2

14(t)+auxF2
22(t) (B.5c20)

auxF3
20(t) = auxF2

23(t)+auxF2
24(t) (B.5c21)

auxF3
21(t) = auxF2

26(t)+auxF2
27(t) (B.5c22)

auxF3
22(t) = auxF2

28(t)+auxF2
29(t) (B.5c23)

auxF3
23(t) = auxF1

3(t) ·auxF2
0(t) . (B.5c24)
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auxF4
0(t) = auxDe f328 ·auxF3

1(t) (B.5d1)

auxF4
1(t) = auxDe f56+auxF3

3(t) (B.5d2)

auxF4
2(t) =−auxDe f57+auxF3

2(t) (B.5d3)

auxF4
3(t) = auxDe f22 ·auxF3

1(t) (B.5d4)

auxF4
4(t) = auxDe f323+auxF3

9(t) (B.5d5)

auxF4
5(t) = auxF3

10(t) ·Lm (B.5d6)

auxF4
6(t) = auxF3

4(t)−auxF3
5(t) (B.5d7)

auxF4
7(t) = auxF2

1(t) ·auxF3
12(t) (B.5d8)

auxF4
8(t) = auxF2

6(t) ·auxF3
13(t) (B.5d9)

auxF4
9(t) = auxF3

0(t) ·auxF3
14(t) (B.5d10)

auxF4
10(t) = auxF3

15(t) ·ω2 (B.5d11)

auxF4
11(t) = auxF1

6(t) ·auxF3
16(t) (B.5d12)

auxF4
12(t) = auxF2

10(t) ·auxF3
16(t) (B.5d13)

auxF4
13(t) = auxF3

18(t) ·Mc (B.5d14)

auxF4
14(t) = auxF1

24(t) ·auxF3
12(t) (B.5d15)

auxF4
15(t) = auxF1

20(t) ·auxF3
13(t) (B.5d16)

auxF4
16(t) = auxF3

19(t)+auxF3
20(t) (B.5d17)

auxF4
17(t) =−auxF3

21(t)+auxF3
22(t) (B.5d18)

auxF4
18(t) = auxF3

17(t) ·auxF3
23(t) (B.5d19)

auxF4
19(t) = auxDe f64+auxF3

7(t) (B.5d20)

auxF4
20(t) = auxDe f81+auxF3

8(t) . (B.5d21)
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auxF5
0(t) = auxF1

19(t) ·auxF4
1(t) (B.5e1)

auxF5
1(t) = auxF1

22(t) ·auxF4
2(t) (B.5e2)

auxF5
2(t) =−auxDe f411+auxF4

3(t) (B.5e3)

auxF5
3(t) =

auxF4
4(t)

auxDe f323

(B.5e4)

auxF5
4(t) = auxF3

6(t)+auxF4
5(t) (B.5e5)

auxF5
5(t) = auxDe f321+auxF4

13(t) (B.5e6)

auxF5
6(t) = auxDe f323+auxF4

13(t) (B.5e7)

auxF5
7(t) =−auxF4

16(t)+auxF4
17(t) (B.5e8)

auxF5
8(t) = auxF4

11(t)−auxF4
12(t) (B.5e9)

auxF5
9(t) = auxF4

7(t)−auxF4
8(t) (B.5e10)

auxF5
10(t) = auxF4

10(t)+auxF4
9(t) (B.5e11)

auxF5
11(t) = auxF4

14(t)+auxF4
15(t) . (B.5e12)

auxF6
0(t) = auxF4

6(t)+auxF5
4(t) (B.5f1)

auxF6
1(t) =−auxF5

0(t)+auxF5
1(t) (B.5f2)

auxF6
2(t) = auxF5

5(t) ·auxF5
5(t) (B.5f3)

auxF6
3(t) = auxF2

25(t)+auxF5
7(t) (B.5f4)

auxF6
4(t) = auxF5

10(t)+auxF5
9(t) (B.5f5)

auxF6
5(t) = auxF4

18(t)+auxF5
8(t) (B.5f6)

auxF6
6(t) =−auxF4

20(t)+auxF5
11(t) (B.5f7)

auxF6
7(t) =

auxF5
5(t)

auxDe f323

. (B.5f8)

auxF7
0(t) = auxF6

0(t) ·Mc (B.5g1)

auxF7
1(t) =−auxF4

0(t)+auxF6
1(t) (B.5g2)

auxF7
2(t) = auxDe f420 ·auxF6

0(t) (B.5g3)

auxF7
3(t) = auxF6

3(t) ·ω2 (B.5g4)

auxF7
4(t) = auxF4

19(t)+auxF6
1(t) (B.5g5)

auxF7
5(t) = auxDe f323 ·auxF6

4(t) (B.5g6)

auxF7
6(t) = auxDe f321 ·auxF6

6(t) . (B.5g7)
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auxF8
0(t) = auxF3

11(t) ·auxF7
0(t) (B.5h1)

auxF8
1(t) =

auxF7
1(t)

2
(B.5h2)

auxF8
2(t) = auxF5

6(t) ·auxF7
0(t) (B.5h3)

auxF8
3(t) = auxF7

4(t) ·auxF7
4(t) (B.5h4)

auxF8
4(t) = auxF6

5(t)+auxF7
3(t) (B.5h5)

auxF8
5(t) = auxF6

2(t)+auxF7
6(t) . (B.5h6)

auxF9
0(t) = auxDe f411+auxF8

1(t) (B.5i1)

auxF9
1(t) =

auxF8
3(t)

4
(B.5i2)

auxF9
2(t) = auxF7

5(t)+auxF8
0(t) (B.5i3)

auxF9
3(t) = auxDe f323 ·auxF8

4(t) (B.5i4)

auxF9
4(t) = auxF5

2(t) ·auxF8
5(t) . (B.5i5)

auxF10
0 (t) = auxF9

0(t) ·auxF9
2(t) (B.5j1)

auxF10
1 (t) =

auxF9
2(t)

auxF5
2(t)

(B.5j2)

auxF10
2 (t) = auxF8

2(t)−auxF9
3(t) (B.5j3)

auxF10
3 (t) =−auxF9

1(t)+auxF9
4(t) (B.5j4)

auxF10
4 (t) =

auxF9
0(t)

auxF5
2(t)

. (B.5j5)

auxF11
0 (t) = auxF10

2 (t) ·auxF5
2(t) . (B.5k1)

auxF12
0 (t) = auxF10

0 (t)+auxF11
0 (t) . (B.5l1)

auxF13
0 (t) =

auxF12
0 (t)

auxF10
3 (t)

. (B.5m1)

auxF14
0 (t) = auxF10

4 (t) ·auxF13
0 (t) (B.5n1)

auxF14
1 (t) = auxF13

0 (t) ·auxF6
7(t) . (B.5n2)
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auxF15
0 (t) = auxF10

1 (t)+auxF14
0 (t) . (B.5ñ1)

Con el objetivo de presentar las expresiones para las velocidades angulares post-impacto de una
forma compacta, se definen las siguientes variables auxiliares que sólo dependen de los parámetros
del modelo con rodillas y utilizan las definiciones anteriores de las ecuaciones (B.3):

auxDe f Imp10 = 2 ·CMxc
2 (B.6a1)

auxDe f Imp11 = 2 ·CMyc
2 (B.6a2)

auxDe f Imp12 = g2 ·M (B.6a3)

auxDe f Imp13 = Lc
2 ·Mc (B.6a4)

auxDe f Imp14 =CMxm
2 ·Mm (B.6a5)

auxDe f Imp15 =CMym
2 ·Mm (B.6a6)

auxDe f Imp16 = Lc
2 ·Mm (B.6a7)

auxDe f Imp17 = Lm
2 ·Mm (B.6a8)

auxDe f Imp18 = 2 ·Mm (B.6a9)

auxDe f Imp19 = 2 · Ic . (B.6a10)

auxDe f Imp110 = 3 ·Lc (B.6a11)

auxDe f Imp111 = 3 ·Lm (B.6a12)

auxDe f Imp112 = 4 ·Lc (B.6a13)

auxDe f Imp113 = 4 ·Lm (B.6a14)

auxDe f Imp114 = 3 ·CMyc (B.6a15)

auxDe f Imp115 = 2 ·Lm (B.6a16)

auxDe f Imp116 = 8 ·Lc (B.6a17)

auxDe f Imp117 = auxDe f17 ·Lm (B.6a18)

auxDe f Imp118 = auxDe f123+Lm
2 (B.6a19)

auxDe f Imp119 = 2 ·auxDe f10 . (B.6a20)
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auxDe f Imp120 = 2 ·auxDe f11 (B.6a21)

auxDe f Imp121 = auxDe f16 ·Lm (B.6a22)

auxDe f Imp122 = 4 ·auxDe f10 (B.6a23)

auxDe f Imp123 = 4 ·auxDe f11 (B.6a24)

auxDe f Imp124 = 2 ·auxDe f124 (B.6a25)

auxDe f Imp125 = 4 ·auxDe f14 (B.6a26)

auxDe f Imp126 = 4 ·auxDe f17 (B.6a27)

auxDe f Imp127 = auxDe f234 ·Lc (B.6a28)

auxDe f Imp128 = auxDe f110+auxDe f217 (B.6a29)

auxDe f Imp129 = auxDe f213 ·Lc . (B.6a30)

auxDe f Imp130 = 3 ·auxDe f235 (B.6a31)

auxDe f Imp131 = 4 ·auxDe f235 (B.6a32)

auxDe f Imp132 = auxDe f240 ·auxDe f27 (B.6a33)

auxDe f Imp133 = 3 ·auxDe f125 (B.6a34)

auxDe f Imp134 = auxDe f116 ·auxDe f27 (B.6a35)

auxDe f Imp135 = 3 ·auxDe f124 (B.6a36)

auxDe f Imp136 = 3 ·auxDe f15 (B.6a37)

auxDe f Imp137 = 4 ·auxDe f121 (B.6a38)

auxDe f Imp138 = 4 ·auxDe f122 (B.6a39)

auxDe f Imp139 = 4 ·auxDe f124. (B.6a40)

auxDe f Imp140 = auxDe f13+auxDe f331 (B.6a41)

auxDe f Imp141 =−auxDe f134+Lm
2 (B.6a42)

auxDe f Imp142 = auxDe f132+Mm (B.6a43)

auxDe f Imp143 = auxDe f113+auxDe f213 (B.6a44)

auxDe f Imp144 =CMyc−Lc (B.6a45)

auxDe f Imp145 =CMym−Lm (B.6a46)

auxDe f Imp146 = auxDe f13+auxDe f235 (B.6a47)

auxDe f Imp147 = auxDe f224 ·Lm (B.6a48)

auxDe f Imp148 =−auxDe f224−auxDe f225 (B.6a49)

auxDe f Imp149 = auxDe f14 ·Lc (B.6a50)

auxDe f Imp150 = auxDe f17 ·Lc (B.6a51)

auxDe f Imp151 = auxDe f114 ·CMyc . (B.6a52)
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auxDe f Imp20 =
auxDe f Imp12

ω4 (B.6b1)

auxDe f Imp21 = auxDe f132 ·auxDe f Imp118 (B.6b2)

auxDe f Imp22 = auxDe f14 ·auxDe f Imp110 (B.6b3)

auxDe f Imp23 = auxDe f17 ·auxDe f Imp110 (B.6b4)

auxDe f Imp24 = auxDe f17 ·auxDe f Imp111 (B.6b5)

auxDe f Imp25 = 2 ·auxDe f Imp14 (B.6b6)

auxDe f Imp26 = 2 ·auxDe f Imp15 (B.6b7)

auxDe f Imp27 = auxDe f14 ·auxDe f Imp112 (B.6b8)

auxDe f Imp28 = auxDe f17 ·auxDe f Imp112 (B.6b9)

auxDe f Imp29 = auxDe f17 ·auxDe f Imp113. (B.6b10)

auxDe f Imp210 = 4 ·auxDe f Imp14 (B.6b11)

auxDe f Imp211 = 4 ·auxDe f Imp15 (B.6b12)

auxDe f Imp212 = auxDe f116 ·auxDe f Imp128 (B.6b13)

auxDe f Imp213 = auxDe f Imp114+auxDe f Imp115 (B.6b14)

auxDe f Imp214 = auxDe f16 ·auxDe f Imp113 (B.6b15)

auxDe f Imp215 = auxDe f112 ·auxDe f Imp115 (B.6b16)

auxDe f Imp216 = auxDe f19 ·auxDe f Imp116 (B.6b17)

auxDe f Imp217 = 4 ·auxDe f Imp13 (B.6b18)

auxDe f Imp218 = auxDe f Imp10+auxDe f Imp11 (B.6b19)

auxDe f Imp219 = auxDe f Imp133+Lm
2
. (B.6b20)

auxDe f Imp220 = auxDe f Imp117+auxDe f Imp127 (B.6b21)

auxDe f Imp221 = auxDe f Imp130+auxDe f Imp140 (B.6b22)

auxDe f Imp222 = auxDe f Imp142+auxDe f Imp18 (B.6b23)

auxDe f Imp223 = auxDe f Imp125+auxDe f Imp126 (B.6b24)

auxDe f Imp224 =−auxDe f241+auxDe f Imp143 (B.6b25)

auxDe f Imp225 =−auxDe f Imp127+auxDe f Imp146 (B.6b26)

auxDe f Imp226 = auxDe f Imp144 ·CMyc (B.6b27)

auxDe f Imp227 = auxDe f Imp145 ·CMym (B.6b28)

auxDe f Imp228 = auxDe f Imp118 ·Mc (B.6b29)

auxDe f Imp229 = auxDe f32+auxDe f Imp147. (B.6b30)
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auxDe f Imp230 = auxDe f Imp143+auxDe f Imp148 (B.6b31)

auxDe f Imp231 = auxDe f23−auxDe f Imp117 (B.6b32)

auxDe f Imp232 =−auxDe f Imp121+auxDe f Imp14 (B.6b33)

auxDe f Imp233 = auxDe f Imp146−auxDe f Imp149 (B.6b34)

auxDe f Imp234 = auxDe f Imp15−auxDe f Imp150 (B.6b35)

auxDe f Imp235 = auxDe f240 ·auxDe f Imp128 (B.6b36)

auxDe f Imp236 = auxDe f Imp151+CMxc
2
. (B.6b37)

auxDe f Imp30 = auxDe f116 ·auxDe f Imp20 (B.6c1)

auxDe f Imp31 = 4 ·auxDe f Imp20 (B.6c2)

auxDe f Imp32 = auxDe f133 ·auxDe f Imp20 (B.6c3)

auxDe f Imp33 = auxDe f Imp122 ·auxDe f Imp20 (B.6c4)

auxDe f Imp34 = auxDe f Imp123 ·auxDe f Imp20 (B.6c5)

auxDe f Imp35 = auxDe f Imp129 ·auxDe f Imp20 (B.6c6)

auxDe f Imp36 = auxDe f Imp16 ·auxDe f Imp20 (B.6c7)

auxDe f Imp37 = auxDe f Imp17 ·auxDe f Imp20 (B.6c8)

auxDe f Imp38 = auxDe f Imp19 ·auxDe f Imp20 (B.6c9)

auxDe f Imp39 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp210. (B.6c10)

auxDe f Imp310 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp211 (B.6c11)

auxDe f Imp311 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp27 (B.6c12)

auxDe f Imp312 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp28 (B.6c13)

auxDe f Imp313 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp29 (B.6c14)

auxDe f Imp314 = auxDe f Imp131 ·auxDe f Imp20 (B.6c15)

auxDe f Imp315 = auxDe f121 ·auxDe f Imp20 (B.6c16)

auxDe f Imp316 = auxDe f122 ·auxDe f Imp20 (B.6c17)

auxDe f Imp317 = auxDe f318 ·auxDe f Imp20 (B.6c18)

auxDe f Imp318 = auxDe f Imp119 ·auxDe f Imp20 (B.6c19)

auxDe f Imp319 = auxDe f Imp120 ·auxDe f Imp20 . (B.6c20)
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auxDe f Imp320 = auxDe f Imp13 ·auxDe f Imp20 (B.6c21)

auxDe f Imp321 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp25 (B.6c22)

auxDe f Imp322 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp26 (B.6c23)

auxDe f Imp323 = auxDe f Imp20 · Ic (B.6c24)

auxDe f Imp324 = auxDe f Imp20 · Im (B.6c25)

auxDe f Imp325 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp212 (B.6c26)

auxDe f Imp326 = auxDe f Imp134 ·auxDe f Imp20 (B.6c27)

auxDe f Imp327 = auxDe f Imp213 ·Mc (B.6c28)

auxDe f Imp328 = auxDe f Imp137 ·auxDe f Imp20 (B.6c29)

auxDe f Imp329 = auxDe f Imp138 ·auxDe f Imp20 . (B.6c30)

auxDe f Imp330 = auxDe f Imp139 ·auxDe f Imp20 (B.6c31)

auxDe f Imp331 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp214 (B.6c32)

auxDe f Imp332 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp215 (B.6c33)

auxDe f Imp333 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp216 (B.6c34)

auxDe f Imp334 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp217 (B.6c35)

auxDe f Imp335 = auxDe f Imp135 ·auxDe f Imp20 (B.6c36)

auxDe f Imp336 = auxDe f Imp131+auxDe f Imp21 (B.6c37)

auxDe f Imp337 = auxDe f Imp141+auxDe f Imp218 (B.6c38)

auxDe f Imp338 = auxDe f Imp218+auxDe f Imp219 (B.6c39)

auxDe f Imp339 =−auxDe f Imp220+auxDe f Imp221. (B.6c40)

auxDe f Imp340 = auxDe f Imp222 ·Lc (B.6c41)

auxDe f Imp341 =−auxDe f Imp223+auxDe f Imp224 (B.6c42)

auxDe f Imp342 = auxDe f Imp226+CMxc
2 (B.6c43)

auxDe f Imp343 = auxDe f Imp227+CMxm
2 (B.6c44)

auxDe f Imp344 = auxDe f Imp228+auxDe f Imp229 (B.6c45)

auxDe f Imp345 = auxDe f Imp231+auxDe f Imp232 (B.6c46)

auxDe f Imp346 = auxDe f Imp233+auxDe f Imp234 (B.6c47)

auxDe f Imp347 =−auxDe f222 ·auxDe f Imp20 (B.6c48)

auxDe f Imp348 =−auxDe f223 ·auxDe f Imp20 (B.6c49)

auxDe f Imp349 =−auxDe f226 ·auxDe f Imp20 . (B.6c50)
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auxDe f Imp350 = auxDe f315 ·auxDe f Imp20 (B.6c51)

auxDe f Imp351 = auxDe f316 ·auxDe f Imp20 (B.6c52)

auxDe f Imp352 =−auxDe f317 ·auxDe f Imp20 (B.6c53)

auxDe f Imp353 = auxDe f319 ·auxDe f Imp20 (B.6c54)

auxDe f Imp354 =−auxDe f Imp124 ·auxDe f Imp20 (B.6c55)

auxDe f Imp355 =−auxDe f Imp147 ·auxDe f Imp20 (B.6c56)

auxDe f Imp356 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp235 (B.6c57)

auxDe f Imp357 = auxDe f Imp132 ·auxDe f Imp20 (B.6c58)

auxDe f Imp358 = auxDe f10 ·auxDe f Imp20 (B.6c59)

auxDe f Imp359 = auxDe f11 ·auxDe f Imp20 (B.6c60)

auxDe f Imp360 = auxDe f124 ·auxDe f Imp20 (B.6c61)

auxDe f Imp361 = auxDe f Imp14 ·auxDe f Imp20 (B.6c62)

auxDe f Imp362 = auxDe f Imp15 ·auxDe f Imp20 (B.6c63)

auxDe f Imp363 = auxDe f Imp236 ·Mc . (B.6c64)

auxDe f Imp40 = auxDe f Imp126 ·auxDe f Imp30 (B.6d1)

auxDe f Imp41 = auxDe f27 ·auxDe f Imp30 (B.6d2)

auxDe f Imp42 = auxDe f121 ·auxDe f Imp31 (B.6d3)

auxDe f Imp43 = auxDe f122 ·auxDe f Imp31 (B.6d4)

auxDe f Imp44 = auxDe f124 ·auxDe f Imp31 (B.6d5)

auxDe f Imp45 = auxDe f Imp13 ·auxDe f Imp31 (B.6d6)

auxDe f Imp46 = auxDe f Imp14 ·auxDe f Imp31 (B.6d7)

auxDe f Imp47 = auxDe f Imp15 ·auxDe f Imp31 (B.6d8)

auxDe f Imp48 = auxDe f Imp128 ·auxDe f Imp30 (B.6d9)

auxDe f Imp49 = auxDe f Imp212 ·auxDe f Imp31 . (B.6d10)
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auxDe f Imp410 = auxDe f Imp134 ·auxDe f Imp31 (B.6d11)

auxDe f Imp411 = 3 ·auxDe f Imp325 (B.6d12)

auxDe f Imp412 = 3 ·auxDe f Imp326 (B.6d13)

auxDe f Imp413 = auxDe f Imp140+auxDe f Imp336 (B.6d14)

auxDe f Imp414 = auxDe f Imp337 ·Mc (B.6d15)

auxDe f Imp415 = auxDe f Imp338 ·Mc (B.6d16)

auxDe f Imp416 = auxDe f Imp32+auxDe f Imp33 (B.6d17)

auxDe f Imp417 = auxDe f Imp34+auxDe f Imp36 (B.6d18)

auxDe f Imp418 = auxDe f Imp37+auxDe f Imp38 (B.6d19)

auxDe f Imp419 = auxDe f Imp310+auxDe f Imp39 . (B.6d20)

auxDe f Imp420 = auxDe f Imp311+auxDe f Imp312 (B.6d21)

auxDe f Imp421 = auxDe f Imp313−auxDe f Imp314 (B.6d22)

auxDe f Imp422 = auxDe f Imp328+auxDe f Imp329 (B.6d23)

auxDe f Imp423 = auxDe f Imp330+auxDe f Imp331 (B.6d24)

auxDe f Imp424 = auxDe f Imp332+auxDe f Imp333 (B.6d25)

auxDe f Imp425 = auxDe f Imp340+auxDe f Imp341 (B.6d26)

auxDe f Imp426 = auxDe f Imp314+auxDe f Imp315 (B.6d27)

auxDe f Imp427 = auxDe f Imp316+auxDe f Imp317 (B.6d28)

auxDe f Imp428 = auxDe f Imp318+auxDe f Imp319 (B.6d29)

auxDe f Imp429 = auxDe f Imp320+auxDe f Imp321. (B.6d30)

auxDe f Imp430 = auxDe f Imp322+auxDe f Imp323 (B.6d31)

auxDe f Imp431 = auxDe f Imp324+auxDe f Imp335 (B.6d32)

auxDe f Imp432 = auxDe f Imp342 ·Mc (B.6d33)

auxDe f Imp433 = auxDe f Imp343 ·Mm (B.6d34)

auxDe f Imp434 =−auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp344 (B.6d35)

auxDe f Imp435 = auxDe f Imp230+auxDe f Imp340 (B.6d36)

auxDe f Imp436 = auxDe f Imp345+auxDe f Imp346 (B.6d37)

auxDe f Imp437 = auxDe f Imp317+auxDe f Imp32 (B.6d38)

auxDe f Imp438 = auxDe f Imp321+auxDe f Imp322 (B.6d39)

auxDe f Imp439 =−auxDe f Imp332+auxDe f Imp347. (B.6d40)
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auxDe f Imp440 = auxDe f Imp348+auxDe f Imp349 (B.6d41)

auxDe f Imp441 = auxDe f Imp350+auxDe f Imp351 (B.6d42)

auxDe f Imp442 = auxDe f Imp352+auxDe f Imp353 (B.6d43)

auxDe f Imp443 = auxDe f Imp354+auxDe f Imp355 (B.6d44)

auxDe f Imp444 = auxDe f Imp323+auxDe f Imp324 (B.6d45)

auxDe f Imp445 =−auxDe f Imp355+auxDe f Imp358 (B.6d46)

auxDe f Imp446 = auxDe f Imp359+auxDe f Imp360 (B.6d47)

auxDe f Imp447 = auxDe f Imp361+auxDe f Imp362 (B.6d48)

auxDe f Imp448 = auxDe f Imp363+ Ic . (B.6d49)

auxDe f Imp50 = 4 ·auxDe f Imp40 (B.6e1)

auxDe f Imp51 = 4 ·auxDe f Imp41 (B.6e2)

auxDe f Imp52 = 4 ·auxDe f Imp48 (B.6e3)

auxDe f Imp53 = 3 ·auxDe f Imp41 (B.6e4)

auxDe f Imp54 = 3 ·auxDe f Imp48 (B.6e5)

auxDe f Imp55 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp413 (B.6e6)

auxDe f Imp56 = auxDe f Imp415+ Ic (B.6e7)

auxDe f Imp57 = auxDe f Imp339+auxDe f Imp414 (B.6e8)

auxDe f Imp58 = auxDe f Imp334+auxDe f Imp416 (B.6e9)

auxDe f Imp59 = auxDe f Imp417+auxDe f Imp418. (B.6e10)
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auxDe f Imp510 =−auxDe f Imp419+auxDe f Imp420 (B.6e11)

auxDe f Imp511 = auxDe f Imp421−auxDe f Imp422 (B.6e12)

auxDe f Imp512 = auxDe f Imp423+auxDe f Imp424 (B.6e13)

auxDe f Imp513 = auxDe f116 ·auxDe f Imp425 (B.6e14)

auxDe f Imp514 = auxDe f Imp426+auxDe f Imp427 (B.6e15)

auxDe f Imp515 = auxDe f Imp428+auxDe f Imp429 (B.6e16)

auxDe f Imp516 = auxDe f Imp430+auxDe f Imp431 (B.6e17)

auxDe f Imp517 = auxDe f Imp432+auxDe f Imp433 (B.6e18)

auxDe f Imp518 =−auxDe f116 ·auxDe f Imp435 (B.6e19)

auxDe f Imp519 = auxDe f Imp36+auxDe f Imp418 (B.6e20)

auxDe f Imp520 = auxDe f Imp428+auxDe f Imp437 (B.6e21)

auxDe f Imp521 =−auxDe f Imp438+auxDe f Imp439 (B.6e22)

auxDe f Imp522 = auxDe f Imp440+auxDe f Imp441 (B.6e23)

auxDe f Imp523 = auxDe f Imp442+auxDe f Imp443 (B.6e24)

auxDe f Imp524 = auxDe f Imp444+auxDe f Imp445 (B.6e25)

auxDe f Imp525 = auxDe f Imp446+auxDe f Imp447. (B.6e26)

auxDe f Imp60 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp57 (B.6f1)

auxDe f Imp61 = auxDe f Imp510+auxDe f Imp511 (B.6f2)

auxDe f Imp62 = auxDe f Imp58+auxDe f Imp59 (B.6f3)

auxDe f Imp63 = auxDe f Imp35+auxDe f Imp514 (B.6f4)

auxDe f Imp64 = auxDe f Imp515+auxDe f Imp516 (B.6f5)

auxDe f Imp65 = auxDe f Imp225+auxDe f Imp517 (B.6f6)

auxDe f Imp66 = auxDe f Imp519+auxDe f Imp520 (B.6f7)

auxDe f Imp67 = auxDe f Imp521+auxDe f Imp522 (B.6f8)

auxDe f Imp68 = auxDe f Imp524+auxDe f Imp525. (B.6f9)

auxDe f Imp70 = auxDe f Imp61−auxDe f Imp62 (B.6g1)

auxDe f Imp71 = auxDe f Imp63+auxDe f Imp64 (B.6g2)

auxDe f Imp72 = auxDe f Imp20 ·auxDe f Imp65 (B.6g3)

auxDe f Imp73 =−auxDe f Imp66+auxDe f Imp67 . (B.6g4)
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auxDe f Imp80 =−auxDe f Imp512+auxDe f Imp70 (B.6h1)

auxDe f Imp81 = auxDe f Imp523+auxDe f Imp73 . (B.6h2)

Luego, resolviendo las ecuaciones (3.19), (3.29), (3.99),y (3.100), se pueden obtener las ex-
presiones parȧθPiso+ y φ̇Piso+ que se muestran a continuación:

θ̇Piso+ =
−auxGI142

(

QPiso−
)

+
auxDe f Imp434·auxGI61(QPiso−)

auxGI410(Q
Piso−)+auxGI411(Q

Piso−)

auxGI312(Q
Piso−)

. (B.7a)

φ̇Piso+ =
auxGI61

(

QPiso−
)

auxGI410(Q
Piso−)+auxGI411(Q

Piso−)
. (B.7b)

Donde se utilizan las variables auxiliares que dependen de sólo los parámetros definidas en las
ecuaciones (B.3) y (B.6) y las variables auxiliares que dependen del estado antes de la colisión
definidas a continuación:

auxGI10
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp60 · θ̇Piso− (B.8a1)

auxGI11
(

QPiso−
)

= auxDe f133 · θ̇Piso− (B.8a2)

auxGI12
(

QPiso−
)

= auxDe f222 · θ̇Piso− (B.8a3)

auxGI13
(

QPiso−
)

= auxDe f223 · θ̇Piso− (B.8a4)

auxGI14
(

QPiso−
)

= auxDe f226 · θ̇Piso− (B.8a5)

auxGI15
(

QPiso−
)

= auxDe f317 · θ̇Piso− (B.8a6)

auxGI16
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp122 · θ̇Piso− (B.8a7)

auxGI17
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp123 · θ̇Piso− (B.8a8)

auxGI18
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp124 · θ̇Piso− (B.8a9)

auxGI19
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp131 · θ̇Piso− . (B.8a10)

auxGI110

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp19 · θ̇Piso− (B.8a11)

auxGI111

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp210 · θ̇Piso− (B.8a12)

auxGI112

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp211 · θ̇Piso− (B.8a13)

auxGI113

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp27 · θ̇Piso− (B.8a14)

auxGI114

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp28 · θ̇Piso− (B.8a15)

auxGI115

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp29 · θ̇Piso− (B.8a16)

auxGI116

(

QPiso−
)

= auxDe f121 · φ̇Piso− (B.8a17)

auxGI117

(

QPiso−
)

= auxDe f122 · φ̇Piso− (B.8a18)

auxGI118

(

QPiso−
)

= auxDe f235 · φ̇Piso− (B.8a19)

auxGI119

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp119 · φ̇Piso− . (B.8a20)
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auxGI120

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp120 · φ̇Piso− (B.8a21)

auxGI121

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp121 · φ̇Piso− (B.8a22)

auxGI122

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp129 · φ̇Piso− (B.8a23)

auxGI123

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp13 · φ̇Piso− (B.8a24)

auxGI124

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp22 · φ̇Piso− (B.8a25)

auxGI125

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp23 · φ̇Piso− (B.8a26)

auxGI126

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp24 · φ̇Piso− (B.8a27)

auxGI127

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp25 · φ̇Piso− (B.8a28)

auxGI128

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp26 · φ̇Piso− (B.8a29)

auxGI129

(

QPiso−
)

= Ic · φ̇Piso− . (B.8a30)

auxGI130

(

QPiso−
)

= Im · φ̇Piso− (B.8a31)

auxGI131

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp325 ·Cos
(

φPiso−
)

(B.8a32)

auxGI132

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp49 ·Cos
(

φPiso−
)

(B.8a33)

auxGI133

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp411 ·Cos
(

φPiso−
)

(B.8a34)

auxGI134

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp326 ·Sin
(

φPiso−
)

(B.8a35)

auxGI135

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp410 ·Sin
(

φPiso−
)

(B.8a36)

auxGI136

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp412 ·Sin
(

φPiso−
)

(B.8a37)

auxGI137

(

QPiso−
)

= Cos
(

φPiso−
)

· θ̇Piso− (B.8a38)

auxGI138

(

QPiso−
)

= Sin
(

φPiso−
)

· θ̇Piso− (B.8a39)

auxGI139

(

QPiso−
)

= φ̇Piso− −2 · θ̇Piso− (B.8a40)

auxGI140

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp356 ·Cos
(

φPiso−
)

(B.8a41)

auxGI141

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp357 ·Sin
(

φPiso−
)

(B.8a42)

auxGI142

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp72 · θ̇Piso− . (B.8a43)
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auxGI20
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp513 ·auxGI137

(

QPiso−
)

(B.8b1)

auxGI21
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp132 ·auxGI138

(

QPiso−
)

(B.8b2)

auxGI22
(

QPiso−
)

= auxGI131

(

QPiso−
)

−auxGI134

(

QPiso−
)

(B.8b3)

auxGI23
(

QPiso−
)

= auxGI132

(

QPiso−
)

−auxGI135

(

QPiso−
)

(B.8b4)

auxGI24
(

QPiso−
)

=−auxGI133

(

QPiso−
)

+auxGI136

(

QPiso−
)

(B.8b5)

auxGI25
(

QPiso−
)

= auxGI11
(

QPiso−
)

+auxGI12
(

QPiso−
)

(B.8b6)

auxGI26
(

QPiso−
)

= auxGI13
(

QPiso−
)

+auxGI14
(

QPiso−
)

(B.8b7)

auxGI27
(

QPiso−
)

= auxGI15
(

QPiso−
)

+auxGI16
(

QPiso−
)

(B.8b8)

auxGI28
(

QPiso−
)

= auxGI17
(

QPiso−
)

+auxGI18
(

QPiso−
)

(B.8b9)

auxGI29
(

QPiso−
)

= auxGI110

(

QPiso−
)

+auxGI19
(

QPiso−
)

. (B.8b10)

auxGI210

(

QPiso−
)

= auxGI111

(

QPiso−
)

+auxGI112

(

QPiso−
)

(B.8b11)

auxGI211

(

QPiso−
)

= auxGI113

(

QPiso−
)

+auxGI114

(

QPiso−
)

(B.8b12)

auxGI212

(

QPiso−
)

= auxGI115

(

QPiso−
)

+auxGI116

(

QPiso−
)

(B.8b13)

auxGI213

(

QPiso−
)

= auxGI117

(

QPiso−
)

+auxGI118

(

QPiso−
)

(B.8b14)

auxGI214

(

QPiso−
)

= auxGI119

(

QPiso−
)

+auxGI120

(

QPiso−
)

(B.8b15)

auxGI215

(

QPiso−
)

=−auxGI121

(

QPiso−
)

+auxGI122

(

QPiso−
)

(B.8b16)

auxGI216

(

QPiso−
)

= auxGI123

(

QPiso−
)

−auxGI124

(

QPiso−
)

(B.8b17)

auxGI217

(

QPiso−
)

=−auxGI125

(

QPiso−
)

−auxGI126

(

QPiso−
)

(B.8b18)

auxGI218

(

QPiso−
)

= auxGI127

(

QPiso−
)

+auxGI128

(

QPiso−
)

(B.8b19)

auxGI219

(

QPiso−
)

= auxGI129

(

QPiso−
)

+auxGI130

(

QPiso−
)

(B.8b20)

auxGI220

(

QPiso−
)

= auxGI140

(

QPiso−
)

−auxGI141

(

QPiso−
)

(B.8b21)

auxGI221

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp518 ·auxGI137

(

QPiso−
)

(B.8b22)

auxGI222

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp436 ·auxGI139

(

QPiso−
)

. (B.8b23)

182



B. Ecuaciones complejas

auxGI30
(

QPiso−
)

=−auxDe f Imp55+auxGI22
(

QPiso−
)

(B.8c1)

auxGI31
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp80+auxGI23
(

QPiso−
)

(B.8c2)

auxGI32
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp71+auxGI24
(

QPiso−
)

(B.8c3)

auxGI33
(

QPiso−
)

= auxGI20
(

QPiso−
)

+auxGI21
(

QPiso−
)

(B.8c4)

auxGI34
(

QPiso−
)

=−auxGI210

(

QPiso−
)

+auxGI211

(

QPiso−
)

(B.8c5)

auxGI35
(

QPiso−
)

= auxGI212

(

QPiso−
)

+auxGI213

(

QPiso−
)

(B.8c6)

auxGI36
(

QPiso−
)

= auxGI214

(

QPiso−
)

+auxGI215

(

QPiso−
)

(B.8c7)

auxGI37
(

QPiso−
)

= auxGI216

(

QPiso−
)

+auxGI217

(

QPiso−
)

(B.8c8)

auxGI38
(

QPiso−
)

= auxGI218

(

QPiso−
)

+auxGI219

(

QPiso−
)

(B.8c9)

auxGI39
(

QPiso−
)

= auxGI25
(

QPiso−
)

+auxGI26
(

QPiso−
)

. (B.8c10)

auxGI310

(

QPiso−
)

= auxGI27
(

QPiso−
)

+auxGI28
(

QPiso−
)

(B.8c11)

auxGI311

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp81+auxGI220

(

QPiso−
)

(B.8c12)

auxGI312

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp434+auxGI22
(

QPiso−
)

(B.8c13)

auxGI313

(

QPiso−
)

= auxGI221

(

QPiso−
)

+auxGI222

(

QPiso−
)

(B.8c14)

auxGI314

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp68−auxGI22
(

QPiso−
)

. (B.8c15)

auxGI40
(

QPiso−
)

= auxGI10
(

QPiso−
)

·auxGI31
(

QPiso−
)

(B.8d1)

auxGI41
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp55 ·auxGI31
(

QPiso−
)

(B.8d2)

auxGI42
(

QPiso−
)

= auxGI30
(

QPiso−
)

·auxGI32
(

QPiso−
)

(B.8d3)

auxGI43
(

QPiso−
)

= auxGI29
(

QPiso−
)

+auxGI33
(

QPiso−
)

(B.8d4)

auxGI44
(

QPiso−
)

= auxGI34
(

QPiso−
)

+auxGI35
(

QPiso−
)

(B.8d5)

auxGI45
(

QPiso−
)

= auxGI36
(

QPiso−
)

+auxGI37
(

QPiso−
)

(B.8d6)

auxGI46
(

QPiso−
)

= auxGI38
(

QPiso−
)

−auxGI39
(

QPiso−
)

(B.8d7)

auxGI47
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp20 ·auxGI30
(

QPiso−
)

(B.8d8)

auxGI48
(

QPiso−
)

= auxGI142

(

QPiso−
)

·auxGI311

(

QPiso−
)

(B.8d9)

auxGI49
(

QPiso−
)

= auxGI312

(

QPiso−
)

·auxGI313

(

QPiso−
)

(B.8d10)

auxGI410

(

QPiso−
)

= auxDe f Imp434 ·auxGI311

(

QPiso−
)

(B.8d11)

auxGI411

(

QPiso−
)

= auxGI312

(

QPiso−
)

·auxGI314

(

QPiso−
)

. (B.8d12)
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auxGI50
(

QPiso−
)

=−auxGI41
(

QPiso−
)

+auxGI42
(

QPiso−
)

(B.8e1)

auxGI51
(

QPiso−
)

= auxGI310

(

QPiso−
)

+auxGI43
(

QPiso−
)

(B.8e2)

auxGI52
(

QPiso−
)

= auxGI44
(

QPiso−
)

+auxGI45
(

QPiso−
)

(B.8e3)

auxGI53
(

QPiso−
)

= auxDe f Imp20 ·auxGI49
(

QPiso−
)

. (B.8e4)

auxGI60
(

QPiso−
)

= auxGI46
(

QPiso−
)

−auxGI51
(

QPiso−
)

(B.8f1)

auxGI61
(

QPiso−
)

= auxGI48
(

QPiso−
)

+auxGI53
(

QPiso−
)

. (B.8f2)

auxGI70
(

QPiso−
)

= auxGI52
(

QPiso−
)

+auxGI60
(

QPiso−
)

. (B.8g1)

auxGI80
(

QPiso−
)

= auxGI47
(

QPiso−
)

·auxGI70
(

QPiso−
)

. (B.8h1)

auxGI90
(

QPiso−
)

= auxGI40
(

QPiso−
)

+auxGI80
(

QPiso−
)

. (B.8i1)

auxGI10
0

(

QPiso−
)

= f racauxGI90
(

QPiso−
)

auxGI50
(

QPiso−
)

. (B.8j1)

De la misma forma, resolviendo las ecuaciones (3.101), (3.102), (3.103), (3.104), y (3.105), se
pueden obtener las expresiones paraθ̇Rod+ y φ̇Rod+ que se muestran a continuación:

θ̇Rod+ =
auxKI510

(

QRod−
)

− auxDe f Imp434·auxKI81(QRod−)
auxKI420(QRod−)+auxKI421(Q

Rod−)

auxKI329

(

QRod−
) . (B.9a)

φ̇Rod+ =− auxKI81
(

QRod−
)

auxKI420

(

QRod−
)

+auxKI421

(

QRod−
) . (B.9b)

Donde se utilizan las variables auxiliares que dependen de sólo los parámetros definidas en las
ecuaciones (B.3) y (B.6) y las variables auxiliares que dependen del estado antes de la colisión
definidas a continuación:
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B. Ecuaciones complejas

auxKI10
(

QRod−
)

= 4 · θ̇Rod− (B.10a1)

auxKI11
(

QRod−
)

= auxDe f133 · θ̇Rod− (B.10a2)

auxKI12
(

QRod−
)

= auxDe f Imp122 · θ̇Rod− (B.10a3)

auxKI13
(

QRod−
)

= auxDe f Imp123 · θ̇Rod− (B.10a4)

auxKI14
(

QRod−
)

= auxDe f Imp131 · θ̇Rod− (B.10a5)

auxKI15

(

QRod−
)

= auxDe f Imp137 · θ̇Rod− (B.10a6)

auxKI16
(

QRod−
)

= auxDe f Imp138 · θ̇Rod− (B.10a7)

auxKI17
(

QRod−
)

= auxDe f Imp139 · θ̇Rod− (B.10a8)

auxKI18
(

QRod−
)

= auxDe f Imp16 · θ̇Rod− (B.10a9)

auxKI19
(

QRod−
)

= auxDe f Imp17 · θ̇Rod− . (B.10a10)

auxKI110

(

QRod−
)

= auxDe f Imp19 · θ̇Rod− (B.10a11)

auxKI111

(

QRod−
)

= auxDe f Imp210 · θ̇Rod− (B.10a12)

auxKI112

(

QRod−
)

= auxDe f Imp211 · θ̇Rod− (B.10a13)

auxKI113

(

QRod−
)

= auxDe f Imp214 · θ̇Rod− (B.10a14)

auxKI114

(

QRod−
)

= auxDe f Imp215 · θ̇Rod− (B.10a15)

auxKI115

(

QRod−
)

= auxDe f Imp216 · θ̇Rod− (B.10a16)

auxKI116

(

QRod−
)

= auxDe f Imp217 · θ̇Rod− (B.10a17)

auxKI117

(

QRod−
)

= auxDe f Imp27 · θ̇Rod− (B.10a18)

auxKI118

(

QRod−
)

= auxDe f Imp28 · θ̇Rod− (B.10a19)

auxKI119

(

QRod−
)

= auxDe f Imp29 · θ̇Rod− . (B.10a20)
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B. Ecuaciones complejas

auxKI120

(

QRod−
)

= 3 · φ̇Rod− (B.10a21)

auxKI121

(

QRod−
)

= auxDe f121 · φ̇Rod− (B.10a22)

auxKI122

(

QRod−
)

= auxDe f122 · φ̇Rod− (B.10a23)

auxKI123

(

QRod−
)

= auxDe f318 · φ̇Rod− (B.10a24)

auxKI124

(

QRod−
)

= auxDe f Imp119 · φ̇Rod− (B.10a25)

auxKI125

(

QRod−
)

= auxDe f Imp120 · φ̇Rod− (B.10a26)

auxKI126

(

QRod−
)

= auxDe f Imp129 · φ̇Rod− (B.10a27)

auxKI127

(

QRod−
)

= auxDe f Imp13 · φ̇Rod− (B.10a28)

auxKI128

(

QRod−
)

= auxDe f Imp131 · φ̇Rod− (B.10a29)

auxKI129

(

QRod−
)

= auxDe f Imp135 · φ̇Rod− . (B.10a30)

auxKI130

(

QRod−
)

= auxDe f Imp25 · φ̇Rod− (B.10a31)

auxKI131

(

QRod−
)

= auxDe f Imp26 · φ̇Rod− (B.10a32)

auxKI132

(

QRod−
)

= Ic · φ̇Rod− (B.10a33)

auxKI133

(

QRod−
)

= Im · φ̇Rod− (B.10a34)

auxKI134

(

QRod−
)

= auxDe f Imp56 · γ̇Rod− (B.10a35)

auxKI135

(

QRod−
)

= auxDe f318 · γ̇Rod− (B.10a36)

auxKI136

(

QRod−
)

= auxDe f Imp119 · γ̇Rod− (B.10a37)

auxKI137

(

QRod−
)

= auxDe f Imp120 · γ̇Rod− (B.10a38)

auxKI138

(

QRod−
)

= auxDe f Imp124 · γ̇Rod− (B.10a39)

auxKI139

(

QRod−
)

= auxDe f Imp13 · γ̇Rod− . (B.10a40)
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B. Ecuaciones complejas

auxKI140

(

QRod−
)

= auxDe f Imp130 · γ̇Rod− (B.10a41)

auxKI141

(

QRod−
)

= Ic · γ̇Rod− (B.10a42)

auxKI142

(

QRod−
)

= auxDe f Imp136 · γ̇Rod− (B.10a43)

auxKI143

(

QRod−
)

= auxDe f Imp327 · γ̇Rod− (B.10a44)

auxKI144

(

QRod−
)

=−φ̇Rod− + θ̇Rod− (B.10a45)

auxKI145

(

QRod−
)

= auxDe f116 ·Cos
(

φRod−
)

(B.10a46)

auxKI146

(

QRod−
)

= auxDe f Imp325 ·Cos
(

φRod−
)

(B.10a47)

auxKI147

(

QRod−
)

= auxDe f Imp49 ·Cos
(

φRod−
)

(B.10a48)

auxKI148

(

QRod−
)

= auxDe f Imp411 ·Cos
(

φRod−
)

(B.10a49)

auxKI149

(

QRod−
)

= auxDe f116 ·Sin
(

φRod−
)

. (B.10a50)

auxKI150

(

QRod−
)

= auxDe f Imp326 ·Sin
(

φRod−
)

(B.10a51)

auxKI151

(

QRod−
)

= auxDe f Imp410 ·Sin
(

φRod−
)

(B.10a52)

auxKI152

(

QRod−
)

= auxDe f Imp412 ·Sin
(

φRod−
)

(B.10a53)

auxKI153

(

QRod−
)

= Cos
(

φRod−
)

· θ̇Rod− (B.10a54)

auxKI154

(

QRod−
)

= Sin
(

φRod−
)

· θ̇Rod− (B.10a55)

auxKI155

(

QRod−
)

= auxDe f Imp356 ·Cos
(

φRod−
)

(B.10a56)

auxKI156

(

QRod−
)

= auxDe f Imp357 ·Sin
(

φRod−
)

(B.10a57)

auxKI157

(

QRod−
)

= auxDe f Imp448 · γ̇Rod− (B.10a58)

auxKI158

(

QRod−
)

= auxDe f10 · γ̇Rod− (B.10a59)

auxKI159

(

QRod−
)

= auxDe f11 · γ̇Rod− . (B.10a60)
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auxKI160

(

QRod−
)

= auxDe f235 · γ̇Rod− (B.10a61)

auxKI161

(

QRod−
)

= auxDe f10 · φ̇Rod− (B.10a62)

auxKI162

(

QRod−
)

= auxDe f11 · φ̇Rod− (B.10a63)

auxKI163

(

QRod−
)

= auxDe f124 · φ̇Rod− (B.10a64)

auxKI164

(

QRod−
)

= auxDe f Imp14 · φ̇Rod− (B.10a65)

auxKI165

(

QRod−
)

= auxDe f Imp147 · φ̇Rod− (B.10a66)

auxKI166

(

QRod−
)

= auxDe f Imp15 · φ̇Rod− (B.10a67)

auxKI167

(

QRod−
)

= φ̇Rod− −2 · θ̇Rod− (B.10a68)

auxKI168

(

QRod−
)

= auxDe f14 · γ̇Rod− (B.10a69)

auxKI169

(

QRod−
)

= auxDe f15 · γ̇Rod− . (B.10a70)

auxKI170

(

QRod−
)

= auxDe f222 · θ̇Rod− (B.10a71)

auxKI171

(

QRod−
)

= auxDe f223 · θ̇Rod− (B.10a72)

auxKI172

(

QRod−
)

= auxDe f226 · θ̇Rod− (B.10a73)

auxKI173

(

QRod−
)

= auxDe f315 · θ̇Rod− (B.10a74)

auxKI174

(

QRod−
)

= auxDe f316 · θ̇Rod− (B.10a75)

auxKI175

(

QRod−
)

= auxDe f317 · θ̇Rod− (B.10a76)

auxKI176

(

QRod−
)

= auxDe f318 · θ̇Rod− (B.10a77)

auxKI177

(

QRod−
)

= auxDe f319 · θ̇Rod− (B.10a78)

auxKI178

(

QRod−
)

= auxDe f Imp119 · θ̇Rod− (B.10a79)

auxKI179

(

QRod−
)

= auxDe f Imp120 · θ̇Rod− . (B.10a80)

auxKI180

(

QRod−
)

= auxDe f Imp124 · θ̇Rod− (B.10a81)

auxKI181

(

QRod−
)

= auxDe f Imp147 · θ̇Rod− (B.10a82)

auxKI182

(

QRod−
)

= auxDe f Imp25 · θ̇Rod− (B.10a83)

auxKI183

(

QRod−
)

= auxDe f Imp26 · θ̇Rod− . (B.10a84)
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B. Ecuaciones complejas

auxKI20
(

QRod−
)

= auxDe f Imp413 ·auxKI144

(

QRod−
)

(B.10b1)

auxKI21
(

QRod−
)

= auxDe f Imp212 ·auxKI153

(

QRod−
)

(B.10b2)

auxKI22
(

QRod−
)

= auxDe f Imp134 ·auxKI154

(

QRod−
)

(B.10b3)

auxKI23
(

QRod−
)

=−auxKI10
(

QRod−
)

+auxKI120

(

QRod−
)

(B.10b4)

auxKI24
(

QRod−
)

= auxKI146

(

QRod−
)

+auxKI150

(

QRod−
)

(B.10b5)

auxKI25

(

QRod−
)

= auxKI147

(

QRod−
)

+auxKI151

(

QRod−
)

(B.10b6)

auxKI26
(

QRod−
)

= auxKI148

(

QRod−
)

+auxKI152

(

QRod−
)

(B.10b7)

auxKI27
(

QRod−
)

= auxKI11
(

QRod−
)

+auxKI12
(

QRod−
)

(B.10b8)

auxKI28
(

QRod−
)

= auxKI13
(

QRod−
)

+auxKI14
(

QRod−
)

(B.10b9)

auxKI29
(

QRod−
)

= auxKI15

(

QRod−
)

+auxKI16

(

QRod−
)

. (B.10b10)

auxKI210

(

QRod−
)

= auxKI17
(

QRod−
)

+auxKI18
(

QRod−
)

(B.10b11)

auxKI211

(

QRod−
)

= auxKI110

(

QRod−
)

+auxKI19
(

QRod−
)

(B.10b12)

auxKI212

(

QRod−
)

= auxKI111

(

QRod−
)

+auxKI112

(

QRod−
)

(B.10b13)

auxKI213

(

QRod−
)

= auxKI113

(

QRod−
)

+auxKI114

(

QRod−
)

(B.10b14)

auxKI214

(

QRod−
)

= auxKI115

(

QRod−
)

+auxKI116

(

QRod−
)

(B.10b15)

auxKI215

(

QRod−
)

= auxKI117

(

QRod−
)

+auxKI118

(

QRod−
)

(B.10b16)

auxKI216

(

QRod−
)

= auxKI119

(

QRod−
)

+auxKI121

(

QRod−
)

(B.10b17)

auxKI217

(

QRod−
)

= auxKI122

(

QRod−
)

+auxKI123

(

QRod−
)

(B.10b18)

auxKI218

(

QRod−
)

= auxKI124

(

QRod−
)

+auxKI125

(

QRod−
)

(B.10b19)

auxKI219

(

QRod−
)

= auxKI126

(

QRod−
)

+auxKI127

(

QRod−
)

. (B.10b20)
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B. Ecuaciones complejas

auxKI220

(

QRod−
)

= auxKI128

(

QRod−
)

+auxKI129

(

QRod−
)

(B.10b21)

auxKI221

(

QRod−
)

= auxKI130

(

QRod−
)

+auxKI131

(

QRod−
)

(B.10b22)

auxKI222

(

QRod−
)

= auxKI132

(

QRod−
)

+auxKI133

(

QRod−
)

(B.10b23)

auxKI223

(

QRod−
)

= auxKI135

(

QRod−
)

+auxKI136

(

QRod−
)

(B.10b24)

auxKI224

(

QRod−
)

= auxKI137

(

QRod−
)

+auxKI138

(

QRod−
)

(B.10b25)

auxKI225

(

QRod−
)

= auxKI139

(

QRod−
)

+auxKI140

(

QRod−
)

(B.10b26)

auxKI226

(

QRod−
)

= auxDe f Imp344 ·auxKI144

(

QRod−
)

(B.10b27)

auxKI227

(

QRod−
)

= auxDe f Imp128 ·auxKI167

(

QRod−
)

(B.10b28)

auxKI228

(

QRod−
)

= auxDe f27 ·auxKI167

(

QRod−
)

(B.10b29)

auxKI229

(

QRod−
)

= auxKI11
(

QRod−
)

+auxKI114

(

QRod−
)

. (B.10b30)

auxKI230

(

QRod−
)

= auxKI141

(

QRod−
)

+auxKI166

(

QRod−
)

(B.10b31)

auxKI231

(

QRod−
)

= auxKI158

(

QRod−
)

+auxKI159

(

QRod−
)

(B.10b32)

auxKI232

(

QRod−
)

= auxKI160

(

QRod−
)

+auxKI161

(

QRod−
)

(B.10b33)

auxKI233

(

QRod−
)

= auxKI162

(

QRod−
)

+auxKI163

(

QRod−
)

(B.10b34)

auxKI234

(

QRod−
)

= auxKI164

(

QRod−
)

+auxKI165

(

QRod−
)

(B.10b35)

auxKI235

(

QRod−
)

= auxKI170

(

QRod−
)

+auxKI171

(

QRod−
)

(B.10b36)

auxKI236

(

QRod−
)

=−auxKI172

(

QRod−
)

+auxKI173

(

QRod−
)

(B.10b37)

auxKI237

(

QRod−
)

= auxKI174

(

QRod−
)

−auxKI175

(

QRod−
)

(B.10b38)

auxKI238

(

QRod−
)

=−auxKI176

(

QRod−
)

+auxKI177

(

QRod−
)

(B.10b39)

auxKI239

(

QRod−
)

= auxKI178

(

QRod−
)

+auxKI179

(

QRod−
)

(B.10b40)

auxKI240

(

QRod−
)

= auxKI180

(

QRod−
)

+auxKI181

(

QRod−
)

(B.10b41)

auxKI241

(

QRod−
)

= auxKI182

(

QRod−
)

+auxKI183

(

QRod−
)

(B.10b42)

auxKI242

(

QRod−
)

= auxKI155

(

QRod−
)

+auxKI156

(

QRod−
)

. (B.10b43)
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B. Ecuaciones complejas

auxKI30

(

QRod−
)

= auxDe f Imp128 ·auxKI23
(

QRod−
)

(B.10c1)

auxKI31
(

QRod−
)

= auxDe f27 ·auxKI23
(

QRod−
)

(B.10c2)

auxKI32

(

QRod−
)

= auxKI134

(

QRod−
)

−auxKI20
(

QRod−
)

(B.10c3)

auxKI33

(

QRod−
)

= auxKI21
(

QRod−
)

+auxKI22
(

QRod−
)

(B.10c4)

auxKI34
(

QRod−
)

=−auxDe f Imp55+auxKI24
(

QRod−
)

(B.10c5)

auxKI35

(

QRod−
)

= auxDe f Imp80+auxKI25
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B.2. Actuador de rigidez variable

En esta sección se utilizan las definiciones de las secciones 5.2.1 y 5.4.1.
A continuación se muestra la expresión del ángulo de la articulación como una función de la

cantidad de vueltas del motor:

α(t) =
var8+

√

var6+var7+
q
2 · (var4−var5)

u
. (B.11)

Donde se utilizan las definiciones que se muestran a continuación:
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d1 =

√

r1
2−
(q

2

)2
(B.12a)

d2 =

√

r2
2−
(q

2

)2
(B.12b)

var1 =
π
2
+θ(t) (B.12c)

var2 = ArcSec

(

2 · r1

q

)

(B.12d)

var3 = d1+d2 (B.12e)

var4 = var1 ·
(

var3+
(q

2

)

·
(

var2+
var1

4

))

(B.12f)

var5 = 2 ·var3 ·var2+
(q

2

)

·
(

var2
2+2

)

(B.12g)

var6 = r1
2+ r2

2+s2 (B.12h)

var7 = d1 ·d2 (B.12i)

var8 = lest− l0−s+π ·u. (B.12j)

A continuación se muestra la expresión de la tensión de lacuerda como una función de la
cantidad de vueltas del motor:

τg(t) = var9 ·g ·Cos





var8+
√

var6+var7+
q
2 · (var4−var5)

2 ·u



 . (B.13)

Donde se utilizan las definiciones de las ecuaciones (B.12) yla definición que se muestra a
continuación:

var9 = mload · lart +mart ·distCM. (B.14)

La seudo razón de reducción de la articulación como una función del giro del motorθ(t) se
muestra a continuación:

RazonReduccion=
4 ·u · √var14

q
2 ·
(

var3−2 · q
2 ·var2+

q
2 ·var1

) . (B.15)

Donde, además de las definiciones de las ecuaciones (B.12) se utilizan las definiciones:
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var10 = ArcCsc

(

2 · r1

q

)

(B.16a)

var11 = var6+2 ·d1 ·d2 (B.16b)
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q
2
· (var10+θ(t)) (B.16c)

var13 =
q
2
· (var3 ·var1−var2 ·var12) (B.16d)

var14 = var11+var13+
(q

2

)2
·
(

(var1
2

)2
−2

)

. (B.16e)

El torque generado por la articulación como función del giro del motor y del torque ejercido
por el motor está dado por:

τw(t) =
4 ·u · √var14

q
2 ·
(

var3−2 · q
2 ·var2+

q
2 ·var1

) · τm(t) . (B.17)

Donde se utilizan las definiciones de las ecuaciones (B.12) y(B.16).
La tensión en la cuerda como función del giro del motor y deltorque ejercido por el motor

está dado por:

F (t) =
4 · √var14

q
2 ·
(

var3−2 · q
2 ·var2+

q
2 ·var1

) · τm(t) . (B.18)

Donde se utilizan las definiciones de las ecuaciones (B.12) y(B.16).
La tensión en la cuerda como función del giro del motor y deltorque ejercido por el motor

considerando el modelo del motor está dado por:

F (t) =
4 · √var14 ·

(

torqueBloq
ωnominal

·
(

ωnominal− θ̇(t)
)

− Irotor · θ̈
)

q
2 ·
(

var3−2 · q
2 ·var2+

q
2 ·var1

) . (B.19)

Donde se utilizan las definiciones de las ecuaciones (B.12) y(B.16).
A continuación se muestra la expresión de la velocidad angular de la articulación como una

función de la cantidad de vueltas del motor y de su velocidadangular:

α̇(t) =
q
2 ·
(

2 ·var3+
q
2 · (var1−2 ·var2)

)

· θ̇(t)
4 ·u ·

√

(var6+var7)+
q
2 · (var4−var5)

. (B.20)

Donde se utilizan las definiciones de las ecuaciones (B.12).
A continuación se muestra la expresión de la aceleraciónangular de la articulación como una

función de la cantidad de vueltas del motor, de su velocidadangular y de su aceleración angular:

α̈(t) =

q
2 ·
(

−q
2 ·
(

var15
2−4 ·var16

)

· θ̇(t)2+4 ·var15 ·var16 · θ̈(t)
)

16·u ·
√

var16
3

. (B.21)

Donde, además de las definiciones de las ecuaciones (B.12),se utilizan las siguientes defini-
ciones:
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var15 = 2 ·var3+
q
2
· (var1−2 ·var2) (B.22a)

var16 = (var6+var7)+
q
2
· (var4−var5) . (B.22b)

A continuación se muestra la expresión para el largo del tendón del flexor:

s=

√

lreal
2− var15

2

4
. (B.23)

La relación geométrica entre el largo del tendón flexor y el ángulo de la articulación está dada
por la expresión:

lreal
2− var15

2

4
= lss

2+ lsi
2+hsi

2

−2 · lss·
√

lsi
2+hsi

2 ·Cos

(

α(t)−ArcTan

(

hsi

lsi

))

. (B.24)

El ángulo de la articulación como una función del giro delmotor flexor se aprecia en la ecua-
ción:

α(t) = ArcCos

(

lss
2+ lsi

2+hsi
2− lreal

2+ var15
2

4

2 · lss·
√

lsi
2+hsi

2

)
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lsi

)

. (B.25)
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