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RESUMEN DE LA MEMORIA

PARA OPTAR AL TiTULO DE
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PROF. GUIA : FRANCISCO MARTINEZ C.

MODELO OPERATIVO DE PLANIFICACION OPTIMA DE SUBSIDIOS
EN SISTEMAS URBANOS.

La planificacién urbana es un area muy activa en las ciudades modernas que debe lidiar con
grandes complejidades que dificultan la prediccién certera de los efectos de la aplicacion de
distintas politicas. Los planificadores actuales determinan el nivel de uso de instrumentos de
planificacion sin el apoyo de herramientas técnicas que iluminen la toma de decisiones. Sin
embargo, avances recientes en economia urbana promueven la construccion de tales
herramientas.

En Martinez y Donoso (1995) se desarrolla el Modelo de Uso de Suelos de Santiago, MUSSA,
que incluye las principales caracteristicas del mercado detectadas en la literatura desde el
trabajo seminal de Alonso (1964). En particular, incluye el efecto de externalidades a la
localizacién de agentes, y considera los principales instrumentos de planificaciéon: subsidios y
regulaciones. Posteriormente, en Martinez y Henriquez (2003) se desarrolla el Random Bidding
and Supply Model, RB&SM, que posee las caracteristicas ya mensionadas de MUSSA, y mejora
su base microeconomica y las propiedades de eficiencia de los algoritmos de solucién del
equilibrio.

En este trabajo, se desarrolla un modelo operativo, basado en RB&SM, que dado un conjunto de
regulaciones, permite obtener politicas Optimas de subsidios y precios sombra de las
regulaciones. Se desarrollan dos herramientas alternativas que permiten obtener tales
resultados: un modelo de subsidios dptimos (RB&SOSPM') y un modelo de localizacion 6ptima
(OULM?). ElI OULM se utiliza para probar que las externalidades de localizacién generan
ineficiencias y que los subsidios 6ptimos cumplen el rol de corregir externalidades, regulaciones y
costos de produccion. El RB&SOSPM se utiliza para la generacion de resultados preliminares de
aplicabilidad y tendencias a partir de un prototipo, mostrando que la localizacién 6ptima tiende a
la concentracion de la oferta. Las predicciones tedricas y los resultados de las simulaciones son
consistentes entre si y replican conclusiones previas de la literatura, como aquellas de Fujita
(1989). Ambos modelos estan estrechamente relacionados y producen los mismos resultados,
pero poseen distinto enfoque, complejidad y un niumero de variables similar. Respecto al enfoque
la diferencia mas relevante es que RB&SOSPM considera oferentes maximizadores de ganancia,
mientras OULM no asume ningun tipo de comportamiento. Entre ambos modelos OULM es el
menos complejo y es aplicable a un rango mas amplio de condiciones que RB&SOSPM.

La experiencia en el uso de modelos aplicados para estimar el desarrollo urbano y el hecho que
la localizacion residencial presenta altos niveles de segregacion, hecho que permite sospechar
de la existencia de externalidades a la localizacion, hacen que los modelos desarrollados en este
trabajo tengan el potencial de aplicarse en el mediano plazo a una ciudad real, con todo el aporte
que significa para la toma de decisiones técnicas en planificacion urbana.

' Es un modelo basado completamente en RB&SM que encuentra el subsidio cuya localizacién de equilibrio asociada
maximiza una funcién que agrega beneficios de consumidores y productores neta del costo por subsidios.

2 Es un modelo basado en la teoria de remates que obtiene deterministicamente una localizacién que maximiza una funcion de
beneficio. A partir de esta localizacion se pueden obtener subsidios que la convierten en un equilibrio para el modelo
RB&SM.
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Tesis de Magister Luis Felipe Aguila Thedy

l. Introduccion.

1.1 Contexto.

Existe una visién comun por parte de los planificadores, que indica que la aplicaciéon de
subsidios/impuestos (en adelante simplemente subsidios) y restricciones al uso de suelo o a
la oferta inmobiliaria (en adelante simplemente regulaciones), son necesarias para controlar
la asignacién de bienes en el mercado inmobiliario. Este argumento justifica la utilizaciéon de
estos instrumentos como herramientas de planificacion. Los economistas, por otro lado,
argumentan que el mercado inmobiliario urbano es eficiente en la mayoria de los casos, y
que, por esta razon, la mejor politica es aquella que evita toda intervencion por parte del

planificador. En efecto, como Anas, Arnott y Small, (1998), indican:

“En defensa del crecimiento urbano, desarrollos de baja densidad que
crecientemente caracterizan las ciudades modernas, Gordon y Richardson (1986,
1996) argumentan que la estructura espacial urbana generada por las fuerzas de
mercado refleja el bienestar de la gente. Los planificadores, en contraste, tipicamente
consideran muy poco la eficiencia o desigualdad de las estructuras predeterminadas,
y realizan detallados planes de uso de suelos. Para evaluar estos puntos de vista en
conflicto necesitamos explorar la economia del bienestar asociada al uso de suelo

urbano”.

Para armonizar esta situacion es necesario contar con estudios y herramientas técnicas de
apoyo a la toma de decisiones. Sin embargo, hay pocos estudios aplicados que sustenten
una u otra afirmacion, y aun asumiendo que el punto de vista de los planificadores es el
correcto, no hay metodologias claras y bien aceptadas para identificar una politica éptima en

el mercado urbano. A este respecto Cheshire y Sheppard (1997) dicen:

“[...] Curiosamente, una de las mas evasivas formas de regulacion gubernamental ha
recibido mucha menor atencién de parte de los economistas: la planificacion del uso
de suelos. Mientras las propiedades teoricas del control del uso de suelos han
recibido alguna atenciéon (Sheppard (1988), Fischel (1990); Epple, Romer and Filimon
(1988); Brueckner (1990, 1995, 1996)), no existen estudios que hayan estimado el

costo neto y sus consecuencias en distribucion.”

Modelo Operativo de Planificacién Optima de Subsidios en Sistemas Urbanos 1
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En la misma linea, Martinez y Donoso (2001) comentan que:

“[...] Estas herramientas de planificacion —regulaciones zonales y subsidios- son
comunmente aplicadas sin un analisis cientifico de su impacto final combinado,

basado en un marco econdémico riguroso de equilibrio en el mercado urbano’.

Algunos estudios que intentan lidiar con este problema son: Cheshire y Sheppard, (1997),
Martinez y Donoso, (2001), Martinez y Manterola, (2001) y Rossi-Hansberg (2004). Desde el
punto de vista microecondomico y operativo los estudios son menos abundantes aun, y

particularmente en Chile aun no se cuenta con herramientas de este tipo.

Preguntas como: jes el mercado inmobiliario siempre eficiente? y si no es asi, ¢bajo qué
condiciones lo es? o ¢4 es posible determinar una politica de planificaciéon 6ptima?; han sido
respondidas para casos idealizados como ciudades con espacio homogéneo y modelos de
comportamiento deterministico de los agentes, encontrando situaciones en que el mercado
es ineficiente y detectando subsidios 6ptimos. En efecto desde Fujita (1989) y Rossi-
Hansberg (2004), se puede extraer que una de estas situaciones corresponde al caso en

que existen externalidades en las decisiones de alguno de los agentes participantes.

El foco central de este documento es desarrollar un método econdémico que permita
identificar rigurosamente la combinacion éptima de subsidios y restricciones al uso de suelo
en una ciudad, dada una funcién de bienestar. Intenta dar una respuesta aplicada a las
preguntas del parrafo previo para una ciudad cualquiera, en un mercado inmobiliario
residencial urbano con externalidades. Evidentemente, dado del tamafo del objetivo
buscado, es esta una empresa dificil, a la cual se espera dar un aporte significativo, mas no
definitivo, con el presente estudio, centrandose especificamente en el desarrollo de una
herramienta operativa, microeconémicamente consistente, para la definicién de subsidios

6ptimos en el sistema urbano sujeto a un conjunto de regulaciones predefinido.

Modelo Operativo de Planificacién Optima de Subsidios en Sistemas Urbanos 2
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1.2 Definicion del Problema.

El problema consiste en construir un modelo operativo, econdmicamente consistente, para
una ciudad con cualquier topologia y un mercado residencial urbano® con externalidades a la
localizacion, que permita determinar esquemas Optimos de planificacion de subsidios,

considerando regulaciones predefinidas.

1.3 Objetivos.

El objetivo general es el desarrollo preliminar de una herramienta matematica operativa, para
el analisis tedrico y practico de politicas de planificaciéon en el mercado inmobiliario

residencial urbano. Este modelo debe cumplir con los siguientes requisitos:

1. Debe modelar el mercado residencial urbano incluyendo las principales caracteristicas
que se han descubierto en la literatura acerca de él.

2. Debe ser capaz de considerar las principales herramientas de planificacion: subsidios
y regulaciones.

3. Debe ser operativo, es decir, que su formulacién y sus resultados sean potencialmente
aplicables a la planificaciéon urbana de una ciudad real.

4. Debe permitir la obtencién de subsidios 6ptimos, dado un conjunto de regulaciones
prefijado.

Los objetivos especificos corresponden a la busqueda de una respuesta a las siguientes

preguntas en el contexto del modelo planteado:

i) ¢ Es necesaria la planificacién urbana usando subsidios?, ;cuando?

Si la respuesta anterior es afirmativa,
ii) ¢ Es posible detectar politicas de subsidios 6ptimos?
iii) ¢ Qué estructura tienen las politicas de subsidios 6ptimos?

iv) ¢ Es mejor regular o subsidiar? s Cuando?

* En este decumento se denomina Mercado Residencial Urbano, al mercado de oferta de bienes residenciales y
localizacion de residentes en una ciudad.

Modelo Operativo de Planificacién Optima de Subsidios en Sistemas Urbanos 3
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1.4 Hipétesis.

La hipdtesis inicial es que la existencia de externalidades a la localizacion, socioeconémicas,
aglomerativas o segregativas, y constructivas, justifican la introduccion de esquemas de
planificacion que combinen regulaciones y subsidios, siendo posible la determinacién de

esquemas optimos de planificacion.

Esta hipotesis se fundamenta en estudios tedricos conocidos de la Teoria del Bienestar, y

algunas de sus aplicaciones en modelos urbanos a nivel tedrico.

1.5 Justificacion.

Si bien hay trabajos tedricos previos que sustentan nuestra hipdtesis, no se tiene
conocimiento de la existencia de modelos operativos que apoyen de esta forma la toma de
decisiones en la planificacién urbana. En particular esto es cierto para Santiago de Chile,
ciudad en que se observa un alto grado de segregacion socioecondmica en la localizacion
residencial. En efecto, la Figura 1.1 muestra la localizacién espacial de hogares con distintos
niveles de ingreso, en la que se observa una importante concentracion de estratos
socioecondémicos altos (ABC1) en el sector nororiente de la capital, mientras los estratos
mas bajos (D y E) se distribuyen principalmente en sectores periféricos del norte, poniente y

sur.

Esto significa que las decisiones de planificacion estan siendo tomadas sin apoyo técnico
cuantitativo y sobre la base de percepciones intuitivas y empiricas por parte de los

planificadores, haciéndose relevante la posibilidad de entregar un aporte en esta materia.

1.6 Alcances.

Se estudia el caso de equilibrios estaticos, siguiendo la linea de trabajos previos en la teoria

del bienestar. El estudio de la dinamica es dejado para futuras investigaciones.
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La investigacién se centra en la definicion del problema y en su formulacion matematica,
para la obtencion de resultados tedricos consistentes con aquellos obtenidos desde la
literatura. Se busca también la construccion de un prototipo aplicado a una ciudad
imaginaria, que permita apoyar e iluminar tanto la validacion del método como una
herramienta de planificacion econdmicamente consistente, como también el estudio del
comportamiento y las caracteristicas particulares del modelo mismo y sus soluciones.

Se considera unicamente el mercado residencial, para el cual se han encontrado modelos
adecuados y potencialmente aplicables en la literatura. La extension al mercado de
localizacion y oferta no residencial requiere mas investigacion, principalmente por el lado de

las funciones de disposicién a pagar de las firmas.

Si bien el problema general de planificacion incluye regulaciones y subsidios, en este trabajo
solo se pretende dar un primer paso en él, enfrentando la decision 6ptima respecto a
subsidios, y dejando el problema de regulaciones para futuras investigaciones.

Figura 1.1

Mapa de localizacién socioeconémica en Santiago de Chile.
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Fuente: Presentacion estudio Adimark, mayo 2004, disponible en:

http://www.adimark.cl/medios/estudios/informe_mapa_socioeconomico_de_chile.pdf.
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1.7 Contenido del Informe.

El informe ha sido disefiado para una lectura progresiva, de modo que un capitulo requiere

de los contenidos de los capitulos previos para su comprension precisa.

En el capitulo Il se resumen los resultados relevantes encontrados en la literatura asociados
con el presente estudio. Se presentan las principales caracteristicas que distinguen al
mercado urbano, junto a algunas formas de modelarlas, asi como las caracteristicas de
algunos enfoques y modelos que permiten la construccién de la herramienta operativa
buscada en este estudio. Se recogen a continuacién los principales enfoques y resultados en
economia del bienestar, y se consideran los principales resultados de aplicaciones de esta

teoria en modelos del mercado urbano.

El capitulo lll muestra la formulacién general del problema de planificacién 6ptima y el
problema de planificaciéon de subsidios Optimos. Se presentan sus componentes: funcion
objetivo y submodelo de equilibrio que es necesario desarrollar para encontrar una solucion

operativa.

En el capitulo IV se presenta sintéticamente una extensién del modelo estocastico de
equilibrio estatico en el mercado inmobiliario urbano RB&SM*, que permite la inclusién de
subsidios, Las derivacion de las formulas presentadas puede ser encontrada en los anexos.
Ademas, se presentan una serie de propiedades relevantes cuyas demostraciones pueden

también ser encontradas en la seccidon de anexos.

En el capitulo V se define una funcion objetivo que puede ser calculada para equilibrios
resultantes de RB&SM, junto a algunas de sus propiedades. Esta funcién que mide el
beneficio agregado de consumidores y productores, junto al equilibrio RB&SM del capitulo
IV, son utilizados en el capitulo VI para definir el modelo operativo de planificacion éptima de
subsidios urbanos, llamado Random Bidding and Supply Optimal Subsidies Planning Model
RB&SOSPM. Definido el modelo, se estudian sus soluciones y su relacién con los resultados
tedricos obtenidos desde la literatura, lo cual permite dimensionar cuan consistente resulta el
enfoque empleado. Se demuestran también algunas propiedades relevantes del modelo,

basadas en aquellas de RB&SM presentadas en el capitulo IV.

* RB&SM: Random Bidding and Suplly Model, presentado en Martinez y Henriquez (2003).
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Dada la gran complejidad analitica del modelo RB&SOSPM, heredada del sistema de punto
fijo que resuelve el equilibrio de RB&SM, se plantea en el capitulo VII un modelo alternativo,
denominado Optimal Urban Location Model OULM que permite un estudio analitico mas
detallado. Se demuestra que las soluciones de ambos modelos son idénticas, y, a partir de
las condiciones de primer orden de OULM, se determina la estructura de los subsidios
6ptimos. En ciudades de gran tamafio se recomienda la utilizacion de OULM debido a que

resulta matematica y computacionalmente mas sencillo que RB&SOSPM.

Finalmente, el capitulo VIl presenta algunos resultados basados en una aplicacion prototipo
RB&SOSPM. Los resultados confirman las conclusiones teéricas de la literatura y capitulos
previos, y muestran el efecto de las externalidades y la dispersion (introducida como

herramienta de modelacién), en los esquemas de planificacion y la funciéon objetivo.

Cada capitulo finaliza con una sintesis de los resultados mas importantes y algunas
conclusiones de lo expuesto en él. Las conclusiones finales del trabajo y su contraste con
otros estudios, junto con las limitaciones encontradas y algunas propuestas para futuras

investigaciones, son presentadas en el capitulo IX.

A continuacién, la seccién X corresponde a referencias de la literatura citada en el texto, y es
seguida por la seccion de Anexos que incluye la derivaciéon de formulas de RB&SM (Anexo
A), la demostracion de propiedades de RB&SM citadas en el capitulo IV (Anexo B) y
esquemas de los algoritmos de solucion utilizados para el desarrollo de la aplicacion

prototipo (Anexo C).
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Il. Revision de antecedentes.

2.1 Introduccion.

Como un paso inicial para enfrentar este desafio investigativo, es necesario tener algun
conocimiento acera del “estado del arte” en economia urbana y planificacion. En este
capitulo se presenta el resultado de esta investigacion preliminar. No pretende ser
exhaustivo en los distintos temas que aborda, sino suficiente para los fines del estudio, esto
es: conformar un marco teérico para el desarrollo del mismo. En este contexto, se revisa
literatura que en su conjunto constituye el marco general sobre el cual se construyen los
modelos, y con respecto al cual se contrastan algunos resultados, tanto tedricos como

producto de simulaciones prototipo.

En primer lugar se presentan investigaciones que se han convertido en un aporte al
conocimiento del mercado inmobiliario residencial urbano, con énfasis en las caracteristicas
que, en la actualidad, se consideran como parte fundamental de su modelamiento, entre
ellas: externalidades a la localizacién (Martinez y Donoso, 1995) y transacciones tipo remate
(Alonso, 1964). Se observan también las diferentes formas de modelar este mercado, con el
foco puesto en la busqueda de modelos operativos de equilibrio estatico que permitan la
construccion de un modelo operativo de planificacion 6ptima de subsidios urbanos, producto
que constituye el foco central de este trabajo. De las estratégicas y modelos revisados, se
escoge el modelo RB&SM como el modelo operativo utilizado en el estudio para describir el
equilibrio estatico en el mercado inmobiliario residencial urbano. Este modelo sobresale de
los demas debido a su consistencia microeconémica, propiedades de convergencia y
eficiencia de los algoritmos asociados, y a su flexibilidad de aplicacion a ciudades reales,

parcialmente probada en la practica para Santiago de Chile®.

En segundo lugar, se recogen los principales planteamientos de la teoria del bienestar, en
cuanto a formulacién, teoremas clasicos y los principales resultados obtenidos por esta rama
de la economia, relacionados a la necesidad de utilizacion de subsidios y regulaciones. A
continuacion, se presentan aplicaciones de la teoria del bienestar en el mercado inmobiliario

residencial urbano. El punto de referencia esta ubicado en el tipo de modelos que han sido

’ El modelo RB&SM tiene una base muy similar el modelo MUSSA (Modelo de Uso de Suelos de Santiago), que
es un modelo operativo de equilibrio aplicado a Santiago de Chile.
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utilizados, la forma de medir el bienestar de la sociedad y la aplicabilidad practica de los

distintos modelos, junto a las principales conclusiones obtenidas.

El capitulo finaliza con una sintesis del conjunto, tomando los puntos relevantes que

permitieron direccionar el resto del estudio.

2.2 Caracteristicas del Mercado Residencial Urbano.

El estudio del mercado del suelo tiene ya larga data (desde Smith, 1776, hasta nuestros
dias) y ha llevado a comprender que es un mercado especial en muchos sentidos. Distintas
visiones, traducidas en diferentes modelos, han intentado explicar la formacién del valor del
suelo, el precio de los bienes inmuebles, la toma de decisiones, el tipo de transacciones, las
caracteristicas de los agentes involucrados y la forma en que se alcanza un equilibrio. Con el
pasar de los afios estas visiones han ido convergiendo para determinar caracteristicas que
los investigadores de hoy asumen como esenciales del mercado. Por lo tanto, estas
caracteristicas deben formar parte integrante de cualquier modelo operativo que intente
aplicarse a la realidad, principalmente cuando su objetivo es orientar en la toma de

decisiones.

A continuaciéon se presentan las caracteristicas esenciales del mercado residencial urbano,
la forma en que estas han sido modeladas, los modelos planteados y una teoria, conocida
como BID-CHOICE, que sirve de fundamento tedrico a los modelos operativos utilizados en

el presente estudio.

2.2.1 Caracteristicas principales.

El mercado del suelo ha generado un interés especial de parte de los investigadores,
creandose una rama econdmica especifica dedicada a su estudio, debido a que tiene la
particularidad de lidiar de manera esencial con variables de tipo espacio-temporal. En el
caso del mercado urbano se incluyen caracteristicas particulares del comportamiento de los
agentes en relacién con la espacialidad y el desplazamiento necesario para realizar

actividades econdmicas.
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Los primeros acercamientos en el estudio del mercado del suelo, se hicieron en torno a la
renta o valor del suelo agricola, el cual provendria de atributos propios como fertilidad y
ubicacién (Smith, 1776). Mas adelante, Ricardo (1817) precisa que la tierra mas fértil es
utilizada en primer lugar. Agrega que la renta de la tierra mas productiva se basa en sus
ventajas respecto de la menos productiva, y que la tierra mas cercana a los mercados
(centros de transacciones de los productos de la tierra) ofrece ventajas frente a la mas lejana
debido a los menores costos de transporte asociados. Argumenta que como resultado de la
competencia entre granjeros todas las ventajas de la tierra llegan hacia su duefo en la forma

de renta.

En Von Thiinen (1826) se desarrolla una teoria en la cual los diferentes usos agricolas
(productos vistos como agentes consumidores) hacen posturas (ofertas de compra) por la
utilizacion de la tierra alrededor de un lugar de transaccién. Esta tierra es asignada al mejor
postor, haciéndose efectivo el traspaso pecuniario de las ventajas de la tierra al duefio, tal
como indicaba Von Thinen, reconociendo de paso que el duefio de la tierra tiene
comportamiento monopolista. El resultado de las observaciones previas es, por lo tanto, que
la tierra es un bien diferenciable (por atributos irrepetibles en su conjunto, por ejemplo:

fertilidad y ubicacién) y se transa en un proceso de remate en control del propietario.

En Marshall (1890) se dan los pasos iniciales en el estudio del suelo urbano concentrandose
en la localizacién de actividades productivas. Marshall realiza un paralelo entre la demanda
de tierra agricola y la de tierra para uso industrial, concluyendo que, respecto a la ubicacion
de la tierra, el proceso y la formacién de la renta son analogos para ambos usos. Mas
adelante, Hurd (1903) argumenta que la base de la localizacion residencial urbana es social
y no econdmica, a pesar de que la tierra es adquirida por el mejor postor. Ademas, concluye
que el valor de la tierra depende de la distancia en forma directa y no a través de la renta o
la conveniencia, como se indicaba en estudios previos. Haig (1926) sigue con esta idea y

argumenta que, en definitiva, la eleccién de localizacion es una compra de accesibilidad.

En Hawley (1950) se agrega la localizacién de otros agentes al analisis, argumentando que
la decision de localizacién es tomada en referencia tanto al valor de la tierra como a la
localizacién de otros agentes, junto al tiempo y costo de transporte a los centros de

actividad. Aparecen aqui los primeros aspectos de externalidad en la localizacion.
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Finalmente, en Alonso (1964) se siembran las bases de una teoria microeconémica de
localizacion urbana, que posteriormente derivd en una rama independiente de la economia
denominada Economia Urbana. En su teoria Alonso recoge todas las caracteristicas ya
mencionadas y proporciona un método matematica y econémicamente riguroso para el
anadlisis del mercado en el contexto de remate. Asi, a partir del problema clasico de
maximizacion de utilidad, los agentes descritos por Alonso, determinan sus posturas y

compiten en remates controlados por los duefios de las localizaciones.

Hasta aqui se ha analizado el equilibrio en localizacién, es decir, aquel que ocurre cuando la
oferta de localizaciones es considerada como dada. Sin embargo, la extensiéon a modelos de
equilibrio en el mercado inmobiliario residencial urbano requiere el desarrollo de modelos

productivos de localizacion.

Como marco general, el comportamiento de los productores es modelado en economia
urbana como el clasico problema de maximizacién de la ganancia, en que cada oferente
debe decidir cuanto producir de cada tipo de opcién de localizaciéon (o bien, qué tipo de
opcion) dados los costos de produccién, manutencion, etc. asociados a dicha produccion.
Asumiendo que el precio de una vivienda se obtiene segun la regla del maximo postor, los
distintos modelos se diferencian principalmente en la estructura de las decisiones, que van
desde una unica decisién de produccion hasta una cadena decisiones realizadas por
agentes que se especializan en tenencia de suelo, loteo y urbanizaciéon y construccién y
oferta inmobiliaria. En los modelos encadenados, se observa la existencia de submercados
que deben alcanzar un equilibrio interno ademas del equilibrio asociado a la localizacion de
los agentes en las opciones ofrecidas. Algunos modelos planteados son los de Anas (1982),
Anas y Arnott (1991), Martinez y Donoso (1995), Martinez y Roy (2004) y Martinez y
Henriquez (2003).

Resumen de caracteristicas del mercado urbano.

El mercado urbano puede ser modelado con las siguientes caracteristicas:
a) El espacio es una componente esencial del mercado.
b) La localizaciéon es un bien diferenciable (o cuasi-Unico), por lo que los duefios de
los bienes tienen poder monopdlico y transan la localizacion al mejor postor en un

proceso tipo remate.
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c¢) Los consumidores ofrecen posturas por cada alternativa de localizacién disponible.

d) La decisiéon de localizacion depende de la ubicacion y del entorno
(socioecondémico, constructivo, medioambiental, etc.), por lo tanto, de la decisién
de localizacion de otros agentes (externalidades de localizacion).

e) Los oferentes de localizacién tienen un comportamiento maximizador de la

ganancia.

Las caracteristicas b y ¢, provienen directamente de la formalizacién microecondmica del
problema realizada por Alonso. Ellas definen un enfoque particular, denominado Enfoque
BID, pero no unico. Un segundo enfoque, denominado enfoque CHOICE, actualmente
aplicado entre otros por McFadden, se obtiene al asumir que los precios de las
localizaciones son un dato, esto es que no se resuelven enddgenamente en el proceso de
transaccion, por lo que los agentes no ofrecen posturas sino que directamente maximizan su
utilidad para tomar la decisién. Obviamente ambos enfoques estan relacionados, y en ciertas
condiciones son equivalentes (Jara, Jofré y Martinez, 2003) y en conjunto dan origen al
Modelo BID-CHOICE (Martinez. 1992).

La siguiente seccion plantea formas en que se han modelado estas caracteristicas del

mercado en la literatura.

2.2.2 Formas de modelar las caracteristicas del mercado.

Segun lo descrito en la seccidn previa, las principales caracteristicas del mercado
inmobiliario residencial urbano hacen referencia a:

e Espacio.

e Transaccion.

e Comportamiento de los consumidores de localizacién residencial.

e Externalidades de localizacion.

e Comportamiento de los oferentes de localizacion residencial.
De estas, la primera es la Unica particularidad inherente a este mercado y que lo diferencia
fuertemente de otros. El tipo de transaccion puede hacer también diferencia, sin embargo, el
estado del actual del arte en estas materias ha logrado demostrar para casos bastante
generales la equivalencia de los procesos de transaccion asumidos en los enfoque BID y
CHOICE.
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A continuacién se presentan, para cada caracteristica, distintos enfoques encontrados en la

literatura.

Tratamiento del espacio.

La componente espacial ha sido tratada desde dos perspectivas: espacio continuo y espacio

discretizado.

Inicialmente el espacio fue tratado de manera continua, con lo cual se han obtenido modelos
gue asumen homogeneidad espacial, topologia plana y simetria radial. Estos modelos nacen
con el trabajo de Von Thiinen (1826), cuyas conclusiones fueron integradas al contexto
urbano por Alonso (1964). Posteriormente, en la misma linea es posible encontrar, entre los
principales modelos de este tipo, a Solow (1973), Fujita (1989), Lucas y Rossi-Hansberg
(2002).

En Herbert y Stevens (1960) se introduce una representacion discreta del espacio que
permite analizar casos mas generales de espacio heterogéneo (modelos no radiales). En
esa linea, Lowry (1964) enfatiza la interaccidon espacial postulando la existencia de un sector
productivo basico y exportador que se localiza antes que las demas actividades, las cuales
se localizan en funcién de aquel. La interaccion espacial entre zonas es modelada en una
dinamica que no necesariamente resulta convergente. Este modelo constituye un aporte
importante al tener la capacidad de analizar ciudades con cualquier topologia y todo tipo de
asimetrias via zonificacion e interaccién entre zonas; sin embargo, no posee una base
microecondémica, como la que se deriva a partir del trabajo seminal de Alonso. Entre los
principales modelos de este segundo tipo se encuentran ademas los de Wilson (1970),
Rosen (1974), McFadden (1978), Ellickson (1981), Anas (1982), Wilson y Bennet (1985),
Miyamoto y Kitasume (1989), Martinez (1992), Martinez y Donoso (1995) y Martinez y
Henriquez (2003).

Desde el punto de vista operativo, los modelos de espacio discretizado han sido los mas
considerados, pues son aplicables a cualquier ciudad. En general, los resultados mas
interesantes son obtenidos al aplicar incertidumbre a dichos modelos, ya sea en el contexto
de la teoria de utilidad aleatoria (Domencich y McFadden, 1975) o de postura aleatoria
(Ellikson, 1981).
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Tratamiento de la transaccion.

La transaccién en este mercado esté sujeta al hecho de que el bien transado (localizacion)
es un bien diferenciable, lo que significa que no existe un proceso que permita producir dos
localizaciones idénticas. Esto se debe a que la ubicacién de un bien puede ser muy similar a

la de otro (contiguo) pero no idéntica.

Por este motivo, Von Thiinen (1826), al tratar el caso del suelo agricola, argumenta que el
proceso de transaccion es un remate en dominio del duefo de la tierra, la cual es asignada
al mejor postor. Desde ahi en adelante muchos economistas consideran que éste es el
mecanismo que domina el mercado. Este enfoque se conoce como enfoque BID, al que
pertenecen entre otros Alonso (1964), Rosen (1974), Ellickson (1981), Martinez y Donoso
(1995) y Martinez y Henriquez (2003).

Los unicos modelos que se apartan de este razonamiento son aquellos que asumen el
precio de los bienes como un dato, por lo que los agentes se comportan escogiendo
localizaciones a partir del clasico problema de maximizacién de utilidad. Este enfoque Se
conoce como enfoque CHOICE, al que pertenecen entre otros McFadden (1978), Anas
(1982).

Tratamiento del comportamiento del consumidor.

En Alonso (1964) se da nacimiento a una teoria microeconémica de localizacion residencial
urbana donde los consumidores se comportan como individuos econémicamente racionales.
Deriva las posturas de Von Thinen para el caso urbano a partir del problema de
maximizacion de utilidad del consumidor, invirtiendo la funcidén de utilidad indirecta
condicional, para obtener la familia de funciones de disposicion a pagar del agente por

localizacion.

El tratamiento de la componente espacial se limita a considerar la distancia a un unico centro
de negocios (CBD®), obteniendo un modelo de ciudad circular con simetria radial y topologia
plana, considerando por lo tanto el analisis de ciudades con espacio homogéneo. Este

modelo microecondmico resulta fundamental en la investigacion futura ya que por primera

% Por sus siglas en ingles: Central Business District
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vez se determina la forma en que los consumidores toman sus decisiones y encuentran un

equilibrio.

En su modelo agrega a las variables de decision clasicas (distancia y costos de transporte)
el tamafio del terreno, variable largamente olvidada en investigaciones previas. Posteriores
desarrollos extienden la teoria para incluir mas variables al analisis: Solow (1973), Fujita
(1989), Lucas y Rossi-Hansberg (2002).

El trabajo microeconédmico seminal de Alonso también es aplicado en modelos de espacio
discretizado, tanto en el contexto BID (de remate) como en el CHOICE (maximizacién de
utilidad).Otros trabajos presentados previamente que poseen esta consistencia econémica
son los de Rosen (1974), McFadden (1978), Ellickson (1981), Martinez (1992), Martinez y
Donoso (1995) y Martinez y Henriquez (2003).

Tratamiento de las externalidades de localizacion.

El tratamiento de las externalidades no ha sido abordado tan ampliamente en la literatura de
Economia Urbana. En general, la presencia de externalidades a la localizacion tiene que ver
con el efecto que la decision de localizacion de un agente tiene sobre la decisién de los

demas.

Las principales fuentes de externalidades consideradas provienen de la valoracion del
entorno socioecondmico, constructivo y medio ambiental. El primero hace referencia a la
localizacién de los consumidores, el segundo las decisiones de los productores de bienes
inmuebles y la ultima a decisiones del planificador urbano (provisién de areas verdes,

vialidad y otros bienes publicos, niveles de contaminacion y ruido, etc.).

La consideracion de externalidades agrega gran complejidad al analisis, generando modelos
no lineales, que en general son extremadamente dificiles de tratar en la busqueda de
soluciones analiticas. Algunos autores que han enfrentado esta problematica son Fujita
(1989), Martinez y Donoso (1995), Martinez y Henriquez (2003), Rossi-Hansberg (2004) y
Fujita y Thisse (2002).
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Tratamiento del comportamiento de la oferta.

Como se comentd en la seccion previa, el comportamiento de los productores es modelado
en economia urbana como el clasico problema de maximizacién de la ganancia. Esto
significa que el oferente decide cuanto producir de cada opcién de localizacion de manera de

maximizar su ganancia considerando los costos asociados con la produccion.

Los modelos se diferencian principalmente en la estructura de las decisiones involucradas.
En efecto, Anas (1982), Martinez y Donoso (1995) y Martinez y Henriquez (2003) proponen
modelos de decision en una etapa, en que los agentes oferentes desarrollan completamente
el producto y deciden cuanto ofrecer a los consumidores finales. Anas y Arnott (1991) y
Martinez y Roy (2004) proponen modelos de decision en tres etapas, en que el desarrollo de
los bienes pasa por diferentes agentes y submercados. En estos casos existe una cadena de

decisiones y agentes que conduce a la oferta final de bienes.

Una ultima diferencia entre estos modelos radica en la naturaleza de los costos
considerados. Mientras algunos consideran los costos de produccion como hundidos, otros
los consideran relevantes en las decisiones. Se pueden encontrar también costos de
manutencién, costos de transformacion de unos bienes en otros, y efectos de economias de

escala y diversidad en los costos.

Finalmente, todos estos modelos han sido desarrollados en el contexto de espacio
discretizado, por lo que son factibles de operacionalizar. Incluso algunos de ellos cuentan

con versiones operativas prototipo.

En la siguiente seccion se analiza la existencia de modelos operativos de equilibrio.

2.2.3 Modelos operativos de equilibrio inmobiliario.

Un modelo de equilibrio inmobiliario residencial urbano debe considerar tanto demanda de
bienes residenciales como oferta de los mismos. Se considera asi que un mercado de este
tipo se encuentra en equilibrio cuando todos los bienes inmuebles ofrecidos son utilizados y

todos los demandantes se han localizado.
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El camino para la construccion de modelos operativos se inicia con la integracién de la
incertidumbre a la investigacién, a través de distintos tipos de modelos: Wilson (1970) y
Wilson y Bennet (1985) utilizan modelos entropicos; McFadden (1978) y Miyamoto y
Kitasume (1989) utilizan modelos de utilidad aleatoria; Ellickson (1981), Martinez y Donoso

(1995) y Martinez y Henriquez (2003) utilizan modelos de postura aleatoria (BID o remate).

Tanto los modelos de utilidad aleatoria como los de postura aleatoria han sido en general
operacionalizados en modelos tipo Logit, lo cual, bajo ciertas condiciones, los hace
equivalentes a una familia de modelos entrépicos. De este modo la teoria microeconémica
de Alonso ha sido extendida al estudio de ciudades con topologias variadas y modelos de
espacio discretizado como el de Lowry (1964), pero microecondémicamente consistentes,

resultando en modelos aplicables a la realidad como herramientas de analisis.

La introduccion de incertidumbre ha sido justificada tanto por problemas de informacion en el

mercado, como por desconocimiento de todas las variables por parte del modelador.

A partir del problema de maximizacion de utilidad se han derivado dos lineas en el disefio de
modelos de estudio del mercado urbano: modelos tipo Choice (en la linea de McFadden de
renta exdgena) y modelos tipo BID (en la linea de Alonso de maxima postura y renta
enddgena). Martinez (1992) inicia el camino para demostrar que los resultados de ambos
tipos de modelos son equivalentes bajo competencia y especulacion. Genera a partir de este
resultado un modelo de equilibrio para el mercado residencial urbano (oferta dada),
consistente con ambos enfoques que denomina equilibrio BID-CHOICE. La demostracion

definitiva y mas general, fue recientemente alcanzada por Jara, Jofré y Martinez (2003).

Entre los modelos de equilibrio en el mercado inmobiliario, es decir, aquellos que consideran
tanto el comportamiento de los consumidores como de los productores, esta el de Martinez y
Donoso (1995), que en la linea BID-CHOICE toma en cuenta externalidades de localizacion.
La oferta de bienes inmuebles es tratada a través de un modelo de series de tiempo que
responde a rentas, costos y caracteristicas tanto zonales como constructivas, sin un
comportamiento microecondmicamente consistente en este aspecto. El estudio desemboca
en el modelo MUSSA’, que se basa en la teoria BID-CHOICE e incluye ademas la

planificacion urbana integrando al modelo la existencia de planes reguladores zonales, que

" Modelo de Uso de Suelos de Santiago.
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restringen la oferta de bienes inmuebles al interior de la ciudad, y la existencia de incentivos
economicos a la localizacion via subsidios e impuestos al arriendo. EI modelo resulta muy
eficiente en el calculo del equilibrio y ha sido aplicado con éxito a la ciudad de Santiago de
Chile.

En Martinez y Henriquez (2003) se extiende MUSSA al caso de oferta estocastica de
localizaciones, considerando un modelo de produccidén en una etapa, operacionalizado como
un modelo de eleccion discreta en las alternativas a ofrecer. EI nuevo modelo, llamado
RB&SM?®, posee fundamento microecondémico tanto en demanda como en oferta, y es
enteramente basado en una plataforma Logit Multinomial. De este modo las propiedades de
convergencia y eficiencia en el calculo del modelo MUSSA son heredades y mejor
explotadas por esta nueva version, lo que hace de él una herramienta econémica robusta,
parcialmente probada y factible de ser aplicada a la realidad. Las propiedades de este ultimo
modelo, ha llevado a escogerlo como representacion del equilibrio del mercado dentro de
este estudio. Esto significa que el modelo operativo que es construido mas adelante en este
informe estad basado en el modelo RB&SM, cuya descripcion puede ser consultada por el

lector en el capitulo IV de este informe.

La siguiente seccidn aborda la literatura asociada a bienestar y eficiencia, con aplicaciones

en el mercado urbano, y modelos de planificacién éptima urbana.

2.3 Teoria del Bienestar.

Cuando se trata de decidir sobre la planificacion urbana aparecen dos herramientas
fundamentales comunmente utilizadas, estas son: aplicaciéon de incentivos econdmicos tales
como subsidios y aplicacion de restricciones al uso del suelo como son los planes
reguladores. La primera de estas herramientas ha sido estudiada desde hace bastante
tiempo, encontrando, por ejemplo, en distintos tipos de impuestos una forma de combatir la
ineficiencia e inequidad que producen algunos tipos de externalidad en ciertos mercados
(NG, Yew-Kwang, 1979 cap. 7; Varian, 1992 cap. 24). La rama de la economia que se
preocupa de los problemas de eficiencia y politicas 6ptimas, corresponde a la economia del

bienestar.

¥ Random Bidding and Supply Model
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2.3.1 Resultados de eficiencia.

El término eficiencia es utilizado aqui en el siguiente sentido:

Definicion: Pareto eficiencia. (Varian 1992, pp 265)
Una asignacion [de recursos] es eficiente en el sentido de Pareto cuando no es
posible mejorar el bienestar de todos los agentes. Esto es, cuando cada uno de los

agentes disfruta del mayor bienestar posible, dadas las utilidades de los demas.
En otras palabras una asignacién de recursos se dice Pareto eficiente si no existe una

reasignacion de los mismos recursos que aumente el bienestar (utilidad) de uno o mas

agentes sin empeorar el bienestar de otro

Teoremas del Bienestar

Basado en esta definicion de eficiencia, la teoria del bienestar sustenta dos resultados
centrales conocidos como primer y segundo teorema de bienestar. Estos teoremas se

aplican a mercados perfectamente competitivos y en términos simples dicen lo siguiente:

Primer Teorema de Bienestar. (Varian 1992, pp 381).
Si un par de vectores de asignaciones y precios (x,p) es un equilibrio walrasiano,

entonces el vector de asignaciones x es eficiente en el sentido de Pareto.

En otras palabras el equilibrio de una economia que es perfectamente competitiva es Pareto

eficiente.

Segundo Teorema de Bienestar. (Varian 1992, pp 382).
Si x>0 es una asignacion eficiente en el sentido de Pareto, con preferencias
convexas, continuas y mondétonas, entonces x es un equilibrio walrasiano cuando las

dotacion iniciales son iguales a x.

En otras palabras, cualquier asignacién de recursos Pareto eficiente puede ser alcanzada,
bajo competencia perfecta, a condicion de redistribuir adecuadamente las dotaciones

iniciales.
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Es posible demostrar que cuando se considera una funcion de bienestar social (funcién a
valores reales, creciente o al menos no decreciente en cada uno de sus argumentos, que
considera el bienestar de todos los agentes consumidores en la economia) y la asignacion
de recursos se obtiene de maximizar esa funcion, entonces la asignacion es eficiente,

obteniéndose las siguientes proposiciones:

Proposicion 1. (Varian 1992, pp. 390)
Si un vector de asignaciones x maximiza una funcion social de bienestar, entonces x

es eficiente en el sentido de Pareto.

En otras palabras, Toda asignacion que maximiza una funcion de bienestar social, es

eficiente en el sentido de Pareto.

Proposicion 2. (Ver Varian 1992, pp. 391)
Sea x un vector de asignaciones Pareto eficiente en que x es mucho mayor que cero

en todas sus componentes. Si las funciones de utilidad de los agentes son concavas,

continuas y mondétonas, entonces x maximiza la funcion Zaiu[(xi), donde u; es la

1

utilidad del agente i, y a; es el inverso de su utilidad marginal del ingreso.

En otras palabras, toda asignacién Pareto eficiente maximiza alguna funciéon de bienestar

social

De este modo determinar eficiencia en un equilibrio de mercado significa determinar una
funcion de bienestar social y verificar que una solucion maximizadora sea la asignacion de
recursos del equilibrio. Inversamente, el resultado de maximizar una funcién de beneficio

social es una asignacion eficiente, pero no necesariamente un equilibrio.

Una forma de realizar la reasignacién de dotaciones iniciales, a la que referencia el segundo
teorema de bienestar, corresponde a la aplicacion directa de subsidios adecuados a los
agentes en el mercado. De hecho, en condiciones normales, este tipo de subsidios es
superior, en términos de bienestar, a subsidios indirectos via precios (Varian, 1992, pp.141-
142).
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2.3.2 Fuentes de ineficiencia.

Como indica el primer teorema del bienestar, los equilibrios en mercados competitivos son
eficientes. Pero ¢ qué ocurre en mercados que no cumplen con esta condicién? O bien ¢qué

condiciones hacen que un mercado pierda la propiedad de eficiencia de sus equilibrios?

No existe una unica condicion de este tipo, pero muchas de ellas son bien conocidas en
economia. Entre estas condiciones es posible encontrar las siguientes:
e Existencia de efectos de las decisiones de los agentes en los precios: monopolios,
oligopolios, etc.
o Existencia de externalidades en la oferta o la demanda.
e Existencia de bienes publicos.
¢ Problemas de Informacion.

e Ofras.

En términos concretos cada uno de los elementos de la lista anterior no hacen mas que
levantar algunos de los supuestos que subyacen al modelo de competencia perfecta. Por
ejemplo, el primero de ellos levanta el supuesto de que los agentes son tomadores de

precios.

2.3.3 Principales resultados para la teoria urbana.

A continuacién se analizan los elementos principales detectados como fundamentales en el

mercado urbano, desde el punto de vista de la eficiencia del mismo.

Efecto de externalidades

Por externalidad, se entiende a los efectos no pecuniarios que las decisiones de un agente

producen en el bienestar de otros.

En el mercado urbano existen las llamadas externalidades de localizacion que corresponden
al efecto que la localizacion de unos agentes tiene sobre la utilidad de otros. Esto se traduce
a efectos sobre la disposicion a pagar de los agentes, que llevan a estructuras de
localizacién posiblemente segregadas socio econdmicamente, como la que se observa en

Santiago de Chile. En efecto, la Figura 1.1 del capitulo anterior, muestra este hecho.
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La presencia de estas externalidades puede ser una causa de ineficiencia, debido a que un
agente al tomar su decision de localizacion asume que los demas agentes ya han tomado la
suya y de esta manera no percibe su propia injerencia en el bienestar de los demas. Asi,
“lograr eficiencia con externalidades significa esencialmente asegurarse de que los agentes
pagan el precio correcto por sus acciones” (Varian, 1992, pp 507). Por esta razén, una

alternativa es utilizar subsidios que aseguren que se alcanzan los precios correctos.

El poder Monopdlico

El poder monopdlico en este mercado estd concentrado en los duefios de los bienes,
quienes los asignan al mejor postor. Sin embargo, este comportamiento corresponde al de
un monopolio perfectamente discriminante, que como tal no induce ineficiencias en el
mercado (Ver Varian, 1992, pp 286-287).

Problemas de Informacion

Los problemas de informacién estan relacionados con comportamientos especulativos en el
remate e incertezas en la estimacion de los atributos de las localizaciones. Algunos de estos
efectos pueden ser modelados a través de aleatoriedad en las funciones de comportamiento
de los agentes, aunque la mayoria de los modelos aplicados en economia urbana no los

incluye.

Si estos problemas estan presentes entonces el equilibrio resultante no sera eficiente,
debido a que los agentes mejor informados sacaran partido unilateral de esta ventaja (Ver
Varian 1992, cap. 25).

Espacio

La existencia de la componente espacial genera la cuasi unicidad del bien transado, debido
a que distancia y tiempo se relacionan inversamente a través del costo de transporte, y a
que no existe un proceso productivo que genere dos localizaciones exactamente idénticas.

Asi surge el mecanismo de remate como aquel que dirige la asignacién de bienes.

En si misma esta caracteristica no incluye ningun tipo de ineficiencias al mercado.
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2.4 Aplicaciones de la Teoria del Bienestar en Economia Urbana.

En Herbert y Stevens (1960) se da comienzo a una linea que ha estudiado el concepto de
localizacién éptima en economia urbana. En su trabajo plantean un modelo de optimizacién
de una funciéon que puede ser vista como medida del beneficio social, implementando el
mecanismo de fijar el nivel de utilidad de los agentes en el mercado (recordar que la
disposicién a pagar de Alonso se obtiene de fijar la utilidad e invertir), previo al proceso de
optimizacién. De este modo obtiene una asignacién para cada nivel de utilidad. Diversos
autores han aplicado esta técnica en el contexto urbano. Por esta linea se ha llegado a
formular propiedades equivalentes al primer y segundo teoremas del bienestar, para

modelos urbanos especificos.

Como ejemplo de esto, Fujita (1989) utiliza la técnica de Herbert y Stevens para demostrar
que existe eficiencia en el caso urbano, para una economia de transferencias inmobiliarias,
sin externalidades, dedicada a la produccion de un unico bien dependiente de la localizacion.
Utilizando como funcién de beneficio social el excedente total de la ciudad (que con ingresos
fijos es equivalente a minimizar el costo social total), concluye que el equilibrio competitivo
es eficiente (Primer teorema del bienestar) y que cualquier asignacion eficiente de los
recursos puede ser alcanzada a través de la eleccion de un conjunto apropiado de subsidios
al ingreso de los agentes (segundo teorema del bienestar). En el mismo contexto muestra
que cuando hay externalidades en la localizacion entonces el equilibrio ya no es eficiente,
debido a que un agente al tomar su decision de localizacién asume que los demas agentes
ya han tomado la suya y de esta manera no percibe su propia injerencia en el bienestar de
los demas, detectando, para este caso, esquemas de impuestos Optimos. Sin embargo,
cuando considera la produccion de tierra residencial en el mercado, concluye que si el
productor considera el impuesto en su propio problema de decisidon entonces se alcanza el

esquema 6ptimo.

Argumenta ademas, que la labor de recolector, que subyace a tomar el subsidio como parte
de su decisidon, es muy impopular para los oferentes, y para evitarlo propone utilizar
regulaciones en el tamafo minimo de los lotes. Sin embargo, advierte que estas sélo
benefician a los oferentes y disminuyen el bienestar de los residentes, concluyendo que el

beneficio potencial de este tipo de politicas es absorbido completamente por un aumento en
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la renta y los residentes quedan en peores condiciones. Es interesante que una de las
diferencias entre ambas consideraciones recae en el agente sobre el cual se aplica el
subsidio. Si bien en todos los casos debido a la existencia de remate el subsidio afecta al
consumidor, en el primer caso recae directamente sobre él y en el segundo sobre el
productor, es decir, si el propietario del terreno (quién posee los derechos de propiedad)
participa del mercado en términos de la decision de transaccion entonces se alcanza
eficiencia. En el primer caso, sin embargo, el propietario de los bienes no participa de las
decisiones de mercado, pues actua solo a través de una regla fija: asigna los recursos al

maximo postor.

Otro caso donde el mercado resulta ineficiente es mostrado por Rossi-Hansberg (2004) en el
mismo contexto de Fujita. El modelo de ciudad, desarrollado inicialmente en Lucas y Rossi-
Hansberg (2002), plantea la doble decisidon espacial de los agentes consumidores con
respecto a la localizacién residencial y el lugar de trabajo. Esta interaccion, unida a
economias de aglomeracion productivas y costos de transporte, genera equilibrios no
monoceéntricos e ineficientes. Usando este modelo, en Rossi-Hansberg (2004) se detectan
esquemas de subsidios éptimos y alternativas de regulacion zonal 6ptima. En particular, los
esquemas de subsidios corresponden a subsidios al trabajo, que el gobierno paga a las
empresas por contratar mas trabajadores, puesto que la fuente de ineficiencia se produce en
la relacién entre empresas y trabajadores. La estructura 6ptima de la ciudad no incluye
zonas mixtas de trabajo y residencia. Respecto de la zonificacién, argumenta que no es una
politica eficiente para combatir las externalidades, sin embargo, si resulta util pues permite

sacar ventaja de ellas.

Como se ha visto, en general la literatura sobre el tema plantea modelos que, si bien
permiten encontrar direcciones sobre las cuales se deben tomar las decisiones en
planificaciéon, no se convierten en herramientas operativas que indican “cual es la mejor
decision” en un caso real, debido principalmente a los niveles de simplificacion en el
modelamiento espacial de la ciudad. Asi, dentro de la exhaustiva revisiéon bibliografica
realizada, la pregunta sobre subsidios Optimos o el valor social de un conjunto de

regulaciones, siguen abiertas en el caso urbano.
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2.5 Sintesis del capitulo.

Se ha presentado brevemente alguna literatura correspondiente a economia urbana, dando
especial énfasis en la microeconomia del consumidor, pues es donde han existido mayores
cambios y avances en la investigacion, que como consecuencia de esto, es mas diversa. Se
han presentado principalmente modelos Bid (de remate), pues dentro de esta categoria el
modelo RB&SM ha sido detectado como el mejor candidato a representar el equilibrio, al

interior del modelo operativo de planificacion optima que se persigue en este estudio.

La eleccién de RB&SM se debe su buen modelamiento de las caracteristicas del mercado,
su fundamento microecondémico, su calidad operativa, su eficiencia en el célculo, y a su
aplicabilidad a ciudades reales, parcialmente probada por la aplicacién a Santiago de Chile
de su predecesor MUSSA.

En el contexto de este modelo estocastico de eleccién discreta, muy flexible a la hora de
considerar interaccion espacial y externalidad entre agentes, no se conoce estudios previos
que permitan responder las preguntas que animan este trabajo. Sin embargo, algunos
modelos que resuelven problemas tedricos, pero no operativos, permiten una referencia para
contrastar aquellos que se obtienen en este estudio (Fujita, 1989; Rossi-Hansberg, 2001).
Algunos de estos estudios indican que los teoremas del bienestar se cumplen en el mercado
urbano y que la presencia de externalidades genera ineficiencias. Se detecta asi que las
externalidades de localizacién corresponden a fuentes de ineficiencia, que podrian llevar a

estados de segregacién socioecondmica, como el observado en Santiago de Chile.

Asi las principales conclusiones de este capitulo son las siguientes:

1. Fujita (1989), para el enfoque de remate (BID) en localizacion urbana, ha mostrado
que:

1.1 Las externalidades de localizacion son fuentes de ineficiencia en el
mercado urbano.

1.2 El mercado de localizacion residencial sin externalidades es eficiente.

1.3 Bajo externalidades de localizacién, se pueden detectar esquemas de
subsidios optimos, que corrigen el efecto externo en los precios.

1.4 Si el oferente considera el subsidio en su propio problema de decision, se

alcanza el 6ptimo.
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2. Martinez (1992) y Jara, Jofré y Martinez (2003), han mostrado la equivalencia entre
los modelos de tipo BID y CHOICE para el mercado urbano en condiciones de
competencia.

3. No existen modelos operativos que permitan la deteccién de subsidios 6ptimos.

4. Santiago de Chile es una ciudad altamente segregada, lo que permite sospechar
de la existencia de externalidades a la localizacion, por lo que un modelo operativo
de planificacion aplicado a tal ciudad es util.

5. El modelo MUSSA (Martinez y Donoso, 1995) es un modelo operativo de equilibrio
urbano aplicado a la ciudad de Santiago, con buenas propiedades de calculo y
manejo de externalidades de localizacién, pero sin rigurosidad microeconémica en
el modelamiento de la oferta.

6. El modelo RB&SM (Martinez y Henriquez, 2003), sucesor de MUSSA, hereda y
supera las propiedades de su antecesor, y modela la oferta desde un punto de
vista microeconémico. Este modelo incluye la existencia de externalidades a la
localizacion y regulaciones. Al ser el sucesor de MUSSA, su aplicabilidad a la
ciudad de Santiago esta parcialmente probada.

7. Entre los modelos posibles se escogié RB&SM como la mejor alternativa para
representar el equilibrio en un modelo de planificacion. Esta eleccion se debe ha:

7.1 Su buen modelamiento de las caracteristicas del mercado, incluyendo
externalidades de localizacion.

7.2 Su fundamento microeconémico.

7.3 Su calidad operativa.

7.4 La eficiencia en el calculo de los algoritmos desarrollados.

7.5 Su aplicabilidad a ciudades reales, parcialmente probada por la aplicacion
a Santiago de Chile de su predecesor MUSSA.

7.6 Sus posibilidades ciertas de aplicabilidad en Santiago, ciudad

aparentemente sujeta a externalidades de localizacion.

Los resultados de este capitulo seran utilizados mas adelante para contrastar aquellos
obtenidos a partir del modelo operativo de planificacion 6ptima de subsidios urbanos, nucleo
de este estudio. En el capitulo que sigue se plantea el modelo general de planificacion
oOptima, cuya versién operativa se desarrolla constructivamente en los capitulos que le

siguen, partiendo por la descripcién del modelo de equilibrio RB&SM y sus propiedades.
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lll. Modelo General de Planificacion Optima.

3.1 Introduccion.

En este capitulo se introduce la definicién conceptual del problema de planificacion 6ptima
que es el punto central de este trabajo. El resto del informe se aboca a definir las

componentes de versiones operativas de este modelo y encontrar sus soluciones.

Se define en primer lugar un problema general de planificacion 6ptima OPM® en subsidios y
regulaciones, para derivar luego al modelo que se enfrenta en el resto del documento: el
problema general de planificacion 6ptima de subsidios urbanos, denominado OSPM™ por

sus siglas en inglés.

3.2 Modelo de Planificaciéon Optima.

Considérese el problema que enfrenta un planificador urbano racional que debe decidir el
nivel de instrumentos de intervencién: subsidios y regulaciones, que debe aplicar al mercado

inmobiliario dentro de una ciudad.

Matematicamente la eleccion de la mejor combinacion puede ser traducida a un problema de
maximizacion de una funcion que represente un criterio de seleccién, escogiendo la mejor

alternativa dentro de un conjunto razonable y que permita al mercado alcanzar un equilibrio.

Formalmente, sea teT el vector de subsidios aplicados, donde T es el conjunto de
alternativas que tiene el planificador, definido exégenamente por el presupuesto o la politica
imperante. Sea peR un conjunto de regulaciones que son aplicables en el mercado, donde R
son todos los conjuntos de este tipo permitidos por la legislacién o politica vigente. Un par

(t,p) se denomina en lo que sigue un par de politicas de planificacion.

’ OUPM: Optimal Urban Planning Model.
' OUSPM: Optimal Urban Subsidies Planning Model.
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Sea ecEQ(t,p;w) el vector de variables que representan un equilibrio en el mercado
inmobiliario con un comportamiento descrito por el vector de parametros y, cuando se aplica
el par de planificacion (t,0). Sea EQ=EQ(T,R;y) el conjunto de todos los equilibrios
alcanzables via planificacién en este mercado. Se considera un estado inicial de equilibrio
e’cEQ(t°,p%; v) y se denomina EQ(t,p; y,€°) al conjunto de equilibrios alcanzables, a partir del
estado inicial e’, al cambiar el par de planificacion desde (£°,0°) a (t,p). Se denota ademas

EQ°=EQ(T,R;y,e°) al conjunto de equilibrios alcanzables desde e’ via planificacion.

Sea, finalmente, f(-;,;y;,€°) : TXxRXEQ’-»®R una funciéon a valores reales. En estas

condiciones el problema de planificacion urbana, OUPM, es:

max flt, p,e:v,e°
(t,p)oTxR (Ipl g )

sa. ee EQ(t, p;l//,eo)

La funcién f representa el criterio que el planificador utiliza en la toma de decisiones. Indica
la voluntad politica y puede ir desde criterios puramente politicos como maximizar el numero
de votantes para una determinada coalicion, hasta puramente econdmicos como maximizar
una funcion de beneficio social. Este ultimo enfoque es el adoptado mas adelante en este

trabajo.

Se observa en la restriccion del problema (3.1) la necesidad de un mapeo que a cada par de
planificacion (t,p) le asocie el conjunto de equilibrios alcanzables por el mercado a partir de

la situacion inicial en que este se encuentra.

Para definir un problema de planificacion particular, hay que especificar los distintos
elementos que aparecen en el modelo OUPM. Se debe definir en primer lugar los dominios
de busqueda de las variables T y R. Determinar el primero de ellos significa decidir sobre el
tipo de subsidios que se estudiara (por ejemplo: monto fijo por alternativa de localizacién,
porcentaje del valor de la vivienda, etc.) y el presupuesto destinado a la intervenciéon del
mercado. Determinar el segundo significa decidir sobre el tipo de regulaciones al uso de
suelo que se aplicaran en el mercado. Por otro lado, dado y y e’, también se debe definir la
funcién de criterio f(,-,;1,€% y el espacio de equilibrios EQ(t,p;y,e°) asociados, para

cualquier par de planificacion (t,0) dado.
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El efecto de las regulaciones debe ser analizado con mucho detenimiento, debido a que,
aunque son equivalentes a un costo para los oferentes, no es claro a primera vista el efecto
que estas tienen en la utilidad de los consumidores o en la funcion de costos cuando existen
externalidades o economias de escala o diversidad. Mas aun, la estructura de costos de la
aplicacion de regulaciones por parte del planificador puede ser compleja, debido a la
necesidad de modificaciones legales y de fiscalizacion. En este trabajo, no se estudian estas
complejidades asumiendo un costo de regulacion nulo o despreciable, por lo que el
problema que se enfrenta en lo que sigue, es un problema de planificacion éptima de
subsidios urbanos, OUSPM, que no incluye las regulaciones como variable de
optimizacién. Asi dado un conjunto de regulaciones ©° y la funcién a valores reales
(0% v,€°%) : TXEQ >R |, este problema es:

max f(t,e;po,t//,eO)

te

sa. ee EQ(Z,p”;t//,@”) (3-2)
La existencia de soluciones al problema de planificacion (3.2) no esta asegurada en el caso
general; sin embargo, lo estara si TXEQ® es compacto y f(-,",;y,€° es continua. Especial
atencion requiere el conjunto de equilibrios EQ, que necesita la definicion de un modelo de
equilibrio urbano. Se deja entonces los problemas de existencia y unicidad para ser
estudiados mas adelante, una vez que se defina un modelo operativo detallado en capitulos

posteriores.

Finalmente, para resolver los problemas (3.1) o (3.2) de manera directa es necesario calcular
gran cantidad de equilibrios, por lo que la eficiencia en el calculo de estos es critica. Esto
significa que se debe contar con un algoritmo de solucion muy eficiente para el modelo de
equilibrio escogido. Por esta razén, se ha optado por utilizar el modelo RB&SM, descrito en

el capitulo siguiente, para la construccion de tal modelo operativo,
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3.3 Sintesis del capitulo.

Este capitulo introduce el modelo general de planificacion urbana que se intenta resolver en
este estudio. Se formula tanto un modelo general de planificacion 6ptima, denominado,
UOPM, como la version enfocada exclusivamente a subsidios 6ptimos, denominado
UOSPM, que se intenta resolver en el modelo operativo que se construye a partir del
capitulo siguiente.

Los dos capitulos que siguen muestran el equilibrio y la funcidon objetivo utilizadas para
operacionalizar el modelo. A continuacion se definen dos modelos de solucion: el primero, de
gran complejidad analitica, resuelve el modelo de planificacion de manera directa, y el
segundo, utiliza una estrategia indirecta y permite un estudio analitico de los subsidios

6ptimos.
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IV. Modelo de Operativo de Equilibrio.

4.1 Introduccion.

En este trabajo se utiliza el modelo RB&SM'' como modelo operativo de equilibrio en el
mercado urbano. Este modelo se basa en la teoria BID-CHOICE desarrollada por Martinez
(1992). El modelo considera externalidades de localizacién, regulaciones y es extendido aqui
para la aplicacion de subsidios. Su predecesor inmediato es conocido como MUSSA', un
modelo operativo de equilibrio urbano aplicado con éxito a la ciudad de Santiago de Chile,
actualmente utilizado a nivel gubernamental para estudiar los efectos de distintas politicas de
transporte y de uso de suelos. A pesar de su éxito, ciertas rigideces en la prediccion
deterministica de la oferta inmobiliaria llevaron a plantear la construccion de un nuevo
modelo. Como resultado de este esfuerzo nace RB&SM, presentado en Martinez y
Henriquez (2003), modelo que, ademas de un fundamento econdmico riguroso y un modelo
de oferta estocastico (y, por lo tanto, mas flexible), posee un algoritmo de solucién con
caracteristicas algoritmicas Unicas en cuanto a sus propiedades de convergencia, que facilita
el calculo de los numerosos equilibrios necesarios para el funcionamiento de los algoritmos
directos de solucion del modelo operativo de planificacion éptima de subsidios planteado en

el capitulo VI.

En el presente capitulo se describe brevemente el modelo operativo RB&SM extendido para
el uso de subsidios™ y algunas propiedades importantes del modelo. Estas propiedades
permiten su utilizacion como modelo de equilibrio dentro de algoritmos de optimizacion,
facilitan el analisis de los resultados que estos arrojan y permiten plantear el modelo

alternativo de solucién desarrollado en el capitulo VII.

En este capitulo se introduce notacién, nomenclatura y variables asociadas al equilibrio
urbano que seran utilizadas en todo el resto del informe. Por otra parte, la derivacion de las
férmulas planteadas aqui, se encuentran en el Anexo A y la demostracion de todas las

propiedades en el Anexo B.

' Random Bidding and Supply Model o Modelo estocastico de posturas y ofertas.

2 Modelo de Uso de Suelos de Santiago.

" La extension de RB&SM al uso de subsidios es un desarrollado de este estudio, posterior Martinez y
Henriquez (2003).
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4.2 El Modelo RB&SM extendido a subsidios.

RB&SM es un modelo estocastico de equilibrio estatico en el mercado inmobiliario urbano.
Calcula el equilibrio asumiendo que las opciones de localizacidén son bienes diferenciables,
discretos en numero y adjudicados en un mercado de remate al mejor postor. Su
construccion operativa se basa en un enfoque BID discreto (Rosen,1974; Martinez, 1992) y
en una plataforma Logit MultiNomial (en adelante LMN) que permiten manejar eficientemente
las complejidades del mercado inmobiliario, producto de externalidades de localizacion y
economias de escala o diversidad en la oferta. Asi, RB&SM incluye las principales

caracteristicas del mercado descritas en el capitulo previo.

Los consumidores son hogares' segmentados por clusters de ingreso, con variabilidad
idiosincrasica en el comportamiento al interior de cada cluster, quienes hacen posturas por
opciones de localizacién de acuerdo a su disposicién a pagar (Alonso, 1964). Los oferentes
maximizan su ganancia estocastica, sujetos a regulaciones zonales, ofreciendo al mercado
un conjunto de opciones inmobiliarias en la ciudad. Asi, dado un par de planificacién (t,R)",
se obtiene una localizacion de agentes, oferta inmobiliaria, rentas y ganancias de los
oferentes, correspondientes a una situacion de equilibrio, es decir, sin excesos de demanda

ni de oferta, relativos a (t,R).

La demanda esta compuesta por una cantidad finita H de agentes consumidores,
segmentados en |H| clusters de ingreso con comportamiento econémico homogéneo, cada

uno de los cuales es identificado con el subidice h. Cada cluster tiene un ingreso I, y una

cantidad H, de agentes, tal que ), H, =H. Los pardmetros /,, Hs |H| y H son

determinados exdgenamente al modelo y se mantienen fijos. Espacialmente la ciudad esta
dividida en |Z| zonas identificadas por el subindice i. Existen ademas |V| tipos de
construcciones o viviendas identificadas por el subindice v. Por lo tanto, hay en el mercado
un numero finito |Z| x |V| de alternativas de localizacién (v,/) cada una de las cuales sera

denotada, por simplicidad, vi.

' Las firmas también son agentes en RB&SM, sin embargo en este trabajo solo se considera el mercado
residencial, por lo que el modelo desarrollado aqui s6lo considera este mercado.

' En este contexto, en un par de planificacion dado 7 representa subsidios de monto fijo y R regulaciones a la
oferta bienes inmuebles.
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Los demandantes (consumidores) escogen entre las alternativas maximizando su utilidad y
los oferentes (duefos) construyen alternativas de localizacién (bienes) maximizando su
ganancia, alcanzandose un equilibrio estatico cuando todos los agentes se localizan y

ningun bien queda desocupado.

El comportamiento del consumidor es descrito por su disposicién a pagar o funciéon de
postura, definida como la inversa de la utilidad indirecta condicional en la localizacion
(Rosen, 1974; Solow, 1973; Alonso, 1964). Siguiendo a Ellikson (1981), la variabilidad en los
gustos de los consumidores es representada por funciones de postura estocasticas
distribuidas independiente e idénticamente (iid) Gumbel. Adicionalmente, asumiendo una
funcién de utilidad cuasi lineal, se deriva (ver Anexo A) la siguiente funcion de postura para

los hogares'®:
B,()=b,(U,

)b, (2,) 4040, + 8, (4.1)

donde z, es un vector que describe las caracteristicas relevantes de un bien con
construccion tipo v en la zona i (en adelante bien vi), incluyendo indices de accesibilidad,
indices de calidad del vecindario y externalidades. U, corresponde al nivel de utilidad

obtenido por el consumidor h en equilibrio. Ademas, la funcion bh(Uh):Ih—Uh/UMI ,

donde UMI, es la utilidad marginal del ingreso (Ver Anexo A) y la funcion bp,i(z,) es la
valoracion en dinero del consumidor h por las caracteristicas positivas de la localizacion vi.
Finalmente, t,,; es el subsidio (monto fijo en dinero) para el consumidor h en la localizacion vi

y &nvi Una variable aleatoria Gumbel.

Comentario aparte merece el término b, que al ser constante no tiene ningun efecto en la
localizacién de equilibrio, pero determina el nivel de precios (y utilidades) en el mercado, y
depende de variables exégenas al modelo, como por ejemplo, variables macroeconémicas,

una valor de renta de referencia, etc.

La distribucion Gumbel iid de los términos de error &,,; conduce a que la probabilidad de que

un hogar del cluster h sea el mejor postor en el remate por un bien vi, es decir, la

1 Las firmas poseen una funcién de postura equivalente, derivada desde su problema de maximizacion de la
ganancia y con la misma forma. En este caso los atributos mas relevante de un lugar son atractividad (de
clientes), acceso (a proveedores), economias de aglomeracion y cercania de los trabajadores. En este documento,
sin embargo, desarrollamos el modelo para el mercado urbano residencial, aunque, con alguna investigacion
extra, puede su resultados pueden ser extendidos para firmas.
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probabilidad de que h se localice en vi, definida como BWFF(BMZma?ng), esta dada por la

siguiente expresion LMN (ver Anexo A):

B’I/Vi = Hh exp(ﬂ|:Bhvi Vi + Z:|J (42)

donde r,; es la renta esperada de la localizacion vi, definida como la esperanza de la maxima
postura, expresada como una funcién logsuma de las posturas, dada por:
1 U
re=—Inl > H,exp(uB,,) |+ (4.3)
H h H

donde u es el parametro de escala de la distribucion Gumbel de posturas (inversamente

proporcional a la varianza) y 17~0.577 es la constante de Euler.

Para la oferta de bienes se asume aqui un Unico oferente que produce la cantidad de
opciones S,; que maximiza su ganancia. La ganancia z,; que obtiene en la localizacién vi, es
definida como la diferencia entre la renta r,; y los costos de produccién c,; que enfrenta.
Estos costos se asumen potencialmente afectados por economias de escala y diversidad

segun:

c,(S.)=/,+8&u Z Sk (Swd )ZW Vi (4.4)

ws

Adicionalmente, las ganancias son asumidas estocasticas, independientes e idénticamente

distribuidas Gumbel. La probabilidad de que la ganancia en la localizacién vi sea maxima,

definida como p _=p(,; >max 7 ] esta dada por la siguiente expresion LMN (ver Anexo A):
Vi Vi wj wj

p - _olim) (4.5)
z expuﬂwj )

wj
donde A es el parametro de escala de la distribucion Gumbel de las ganancias (no
necesariamente idéntico al parametro de escala y de las posturas). De este modo, la
cantidad de opciones vi ofertadas son S,=S-P,;, donde S es la oferta total en la ciudad. El

parametro S es determinado exdgenamente y se mantiene fijo en el modelo. Notar que

waw‘ =S.
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La oferta dada por (4.5) esta restringida a cumplir con un conjunto de regulaciones lineales"’

en cada zona, definidas como ZGCSW- <R'. Para asegurar que dichas restricciones sean

satisfechas, en RB&SM se utiliza el enfoque de definir una funciéon de ganancia restringida

que incorpora los multiplicadores de lagrange y‘ de las restricciones. Estos multiplicadores

cumplen el rol de precios en el mercado, aumentando el costo de la tierra en las distintas

zonas. La ganancia restringida que se aplica a (4.5) se expresa:

T, =1, —c, =Yy (4.6)

Debido a la linealidad de las restricciones, en cada localizacién se puede considerar una sola

restriccion k activa relevante (multiplicador distinto de cero), y se tiene que ny =",

Estos multiplicadores pueden ser obtenidos reemplazando (4.6) en la restriccion activa,

obteniendo:

R

con 7= ;ln{;exp(ﬂ(h, —C,.~7. ))}

donde 7 es interpretado como la ganancia total esperada restringida por las regulaciones;

= S ennla . )

(4.7)

los vectores R*y a* son los parametros de la regulacién activa'®. Por supuesto, si ninguna
regulacién es activa en la zona i entonces la ecuacion (4.7) no es aplicable y se cumple que

el multiplicador y=0.

La condicion de equilibrio en este modelo es la usual en economia urbana y dice que los
excesos de oferta y demanda deben ser nulos. Esto puede ser traducido a la condicion de

que todo agente se localice en algun lugar. En términos del modelo, es expresado por

Zv N, =H, donde N, =S P, es el numero de agentes h localizados en vi. Esta ecuacion

impone una restriccion a los parametros del modelo, pues la oferta total debe ser igual a la

demanda total, esto es S=H, asegurando que en equilibrio todos los bienes son utilizados. La

ecuacion lineal de equilibrio puede ser resuelta para el término b, que representa la utilidad

'" Martinez y Henriquez (2003) argumentan que este tipo de regulaciones cubren un amplio espectro de las
regulaciones relevantes en el mercado inmobiliario y, por lo tanto, el modelo es muy general.

'8 En (4.7) se ha suprimido el superindice k para las restricciones y solo seré utilizado nuevamente cuando sea
estrictamente necesario para evitar confusiones.

Modelo Operativo de Planificacién Optima de Subsidios en Sistemas Urbanos 35



Tesis de Magister Luis Felipe Aguila Thedy

en la funcion de postura del agente h, fijando los niveles de utilidad que se alcanzan en
equilibrio. La ecuacién resultante es:

b, = 1 h{ZS P, exp[ y(b,m. 1, -1 + ”]ﬂ (4.8)

U

Luego, el modelo RB&SM es descrito por dos conjuntos de funciones de probabilidad LMN
(ecuaciones (4.2) y (4.5)) y dos conjuntos de funciones logsuma (ecuaciones (4.7) y (4.8))
que representan restricciones lineales. La complejidad de este sistema de ecuaciones no
esta solamente asociada a su aplicacion a problemas grandes (|H|, |V| o |Z| grandes) sino
también a su naturaleza no lineal. Esta no-linealidad proviene de la interaccion de los
agentes en su proceso de decision a través de efectos de externalidades en la localizacion
descritas por el conjunto de atributos z,=z,,(P..,P.) y de economias de escala y diversidad en
la oferta, a través de las funciones de costo c,=c,(S.). Como resultado, el modelo es
especificado en un sistema de cuatro ecuaciones de punto fijo interdependientes,
condicionales en subsidios y regulaciones, que se puede resumir en el siguiente esquema:

b, = £,(P,..P..b.;t...)

P, =f.(P..P.b;t,)

P, =JZ(P./..,R.,b.,7.;t...)

I AGIN IARTIN 3

donde la primera ecuacion corresponde a (4.8), la segunda a (4.2), la tercera a (4.5) y la

Y hvi (4.9)

cuarta a (4.7). La solucién del sistema anterior entrega la distribucién de la localizacion de
agentes en equilibrio, los bienes inmuebles asociados a tal equilibrio y las rentas

correspondientes.

Las variables econdmicas, tales como utilidades, posturas, rentas y ganancias, son
obtenidas como valores relativos debido a que el equilibrio es invariante para traslaciones
homogéneas'® de estas variables. Para obtener valores absolutos de estos precios se
calcula una componente constante b de las posturas, que referencia a las rentas (utilidades,
posturas y ganancias) del modelo a variables exdgenas. Usualmente en economia urbana
este problema se resuelve tomando como referencia una renta exdgena r,, (habitualmente la

renta de la tierra para uso agricola en el limite urbano), sin embargo, para mantener la

' Entendemos como traslacion homogénea de un vector (matriz) a trasladar todas las componentes del vector
(matriz) en el mismo valor, es decir, el resultante de sumar una misma constante a cada componente del vector
(matriz).
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continuidad de las ecuaciones que definen el equilibrio, se utiliza aqui la renta promedio.

Esto es:
1
b=r ——>» Sr 410
g LS (4.10)

donde r’ es la renta definida en (4.3), eliminando la constante b de las posturas.

Notar que la solucion de equilibrio definida por (4.9) entrega los multiplicadores de lagrange
asociados a cada regulacién, los cuales representan su respectivo precio sombra y miden el
costo social (precio) de la regulacion. Esta informacién constituye un dato valioso para
evaluar econdémicamente cada regulacion. Notar que, por definicion, si no existen

regulaciones se tiene =0 Vi.

La experiencia acumulada en simulaciones de RB&SM vy aplicaciones de su predecesor
MUSSA, muestran muy buenas propiedades de convergencia, basadas en la plataforma
comun dada por la distribucién de probabilidades Gumbel. Estas propiedades son vitales
para resolver el problema de planificacion 6ptima planteado mas adelante en este informe,
pues su solucion directa requiere el calculo de un gran numero de equilibrios. La siguiente

seccion muestra algunas de estas propiedades y otras propiedades.
En lo que sigue se hace referencia a un equilibrio RB&SM segun la siguiente definicion:

Definicion 4.1: Equilibrio RB&SM.
a) Se dice que la tupla (b.,P.,.,P.,y,b ;t.,R.) es un equilibrio RB&SM si y s6lo si se
cumplen las siguientes condiciones:

1) b.eRM

2)PeX = {x eR"/x,, 20A Do Xpy =1 Vv}

3) P.e X? = {XEEJ%"'/XV, 20D, X, :1}

4) y.eR" es no negativo

5) t..eMpnpil(R)

6) R'.€m|k|x|i|,

7) La tupla (b.,P...,P.,y ;t.,R.) satisface el sistema de punto fijo (4.9)
8) beR satisface (4.10).
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b) Se dice ademas que la tupla (b.,P...,P.,y,b ;t.,R".) es un equilibrio RB&SM regulado

si y solo si es un equilibrio RB&SM y ademas existe i tal que »>0.

c) Anadlogamente, se dice que la tupla (b.,P....,P.,»,b ;t.,R".) es un equilibrio RB&SM no
regulado si y solo si es un equilibrio RB&SM y ademas, para todo i se tiene que y=0.
En este ultimo caso, por simplicidad se denota al equilibrio no regulado por
(b,P,.,P.,b;t.)

4.3 Propiedades del equilibrio RB&SM.

En lo que sigue se presentan algunas propiedades, principalmente para el modelo RB&SM
no regulado, es decir, cuando =0 Vi y (4.9) se reduce solo a las 3 primeras ecuaciones.
Esta version del modelo es la que fue aplicada al problema de planificaciéon 6ptima definido
en capitulos posteriores; la extensién de las propiedades al modelo regulado requiere
entonces agregar (4.7) al sistema. Para no sobrecargar el texto, en esta seccion solo se

enuncian las propiedades, pero todas sus demostraciones se encuentran en el Anexo B%.

Dado que RB&SM es un modelo que recibe subsidios y regulaciones como parametros para
el calculo del equilibrio asociado, y la mayoria de las propiedades han sido demostradas sélo
para el caso no regulado, se considera en lo que sigue un par de planificacion (t,©) fijo, es

decir, sin regulaciones, a menos que se indique lo contrario.

4.3.1 Existencia de soluciones.

En lo que sigue se enuncia la existencia de soluciones para cada uno de los distintos
subsistemas: de externalidad, de oferta y de equilibrio. No se logré en el lapso de este
estudio extender la demostracién al caso del sistema global de RB&SM, aunque en la

practica se encuentran soluciones para una amplia gama de parametros de las soluciones.

0 Todas las demostraciones a las propiedades aqui citadas, han sido desarrolladas en el marco de este estudio.
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En Martinez y Henriquez (2003) se estudian propiedades de existencia, pero son enfocadas
a funciones unidimensionales, esto es, componente a componente para cada subsistema.

En lo que se sigue se extienden estas propiedades al caso de los subsistemas completos.

Propiedad 4.1: Existencia de soluciones para el punto fijo de externalidad.
Para cada /, la funcién f; dada por la ecuacion (4.2), tiene un punto fijo de la forma
f(P.i)= Pi .

Demostracién: Ver propiedad B.1 en el Anexo B.

Propiedad 4.2. Existencia de soluciones para el punto fijo de oferta.
La funcién f, dada por la ecuacién (4.5), tiene un punto fijo de la forma f(P..)= P...

Demostracién: Ver propiedad B.2 en el anexo B.

Propiedad 4.3. Existencia de soluciones para el punto fijo de equilibrio.

La funcién f, que representa la funcion de equilibrio, tiene infinitos puntos fijos sobre

una unica linea recta, de la forma f(b.)= b.siy sélosi » .S, => H, .
h

vi

Demostracion: Ver propiedades B.3, B.8 y B.9 en el Anexo B.

4.3.2 Unicidad de soluciones y convergencia del algoritmo

estandar?'.

Se analizan la unicidad y la convergencia del algoritmo estandar de punto fijo, para cada uno
de los puntos fijos de los distintos subsistemas. Como antes estos resultados extienden

aquellos unidimensionales presentados en Martinez y Henriquez (2003).

El primer par de propiedades asegura condiciones suficientes para que se cumplan estas

propiedades en los puntos fijos de externalidad y oferta.

*! El algoritmo estandar de punto fijo, también conocido como algoritmo de picar, se define en el Teorema de
punto fijo de Banach para funciones constrastantes como x™"' = f (x").
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Propiedad 4.4. Unicidad y convergencia para la funcién de externalidad.
Sea una zona | fija y suponga que la componente de externalidad de la postura es
lineal en P,;. Entonces, si se cumple alguna de las condiciones siguientes, la funcién
de varias variables f; definida en (4.2) posee un unico punto fijo y el algoritmo

estandar converge a la solucién cualquiera sea el punto de partida.

ob . ob .
1) l>‘h‘maxZ: max —>" —min—2"
7, gw S » OP » OP

g/ wi g/ wi

ob_ . ob .
2) l>maxz max —" —min—""
v ow 0 » OP,

/’l P g/ wi g/ wi

Demostracion: Ver propiedades B.4 y B.5 en el Anexo B.

Propiedad 4.5. Unicidad y convergencia para la funcién de oferta.
Si la componente de externalidad de la postura y la funciéon de costos son ambas
lineales en P.. Entones, si se cumple alguna de las condiciones siguientes, la funcion
de varias variables f definida en (4.5) es contractiva en todo el dominio.

1 ) o, . Omy,
1) — > |vil max| max —% —min %
A wj vi OP,, vi &ij

wy

21, 3 max % _ min 9%
/I M vi aPM vi 5PWI

Demostracion: Ver propiedades B.6 y B.7 en el Anexo B.

Luego, en condiciones de dispersion suficientemente alta se asegura la convergencia de
ambos puntos fijos. Sin embargo, las simulaciones realizadas muestran que en la practica se
obtiene convergencia aun en condiciones menos restrictivas, e incluso, para funciones de

posturas y costos no lineales.
La siguiente propiedad muestra que el punto fijo de equilibrio nunca es Unico.

Propiedad 4.6: Multiplicidad de soluciones para el punto fijo de equilibrio.
Si la funcion f definida por (4.8) posee una solucién de punto fijo, entonces posee
infinitas soluciones todas ubicadas sobre una Unica linea recta

Demostracion: Ver propiedades B.10 y B.11 en el Anexo B.
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Si bien no se ha demostrado convergencia para este punto fijo, si se demostré para una
funcién relacionada, que corresponde a fijar una dimension de ella. La demostracion de este
caso se presenta en la propiedad B.9 del Anexo B. Es importante destacar de todas maneras
que, a pesar de que no se demostré convergencia para la funcién en todas sus dimensiones,
en las simulaciones realizadas se encontrd que converge de forma muy eficiente a pesar de
no ser una funcion contractiva (en realidad resulta no expansiva, es decir con constante de

Liptschitz igual a 1).

Como se comentd previamente, la experiencia acumulada de simulaciones del sistema
global permite concluir que existen soluciones pero no se tiene unicidad. En efecto, la

siguiente propiedad muestra este hecho.

Propiedad 4.7: Multiplicidad de soluciones de RB&SM.
Si RB&SM posee una solucion de punto fijo entonces posee infinitas soluciones sobre
una recta que pasa por ella.

Demostracién: Ver propiedad B.12 en el Anexo B.

La propiedad anterior, se produce debido a una transferencia entre las componentes de
utilidad b, y la constante b que define el nivel de rentas en la ciudad. Sin embargo, la suma
bytb es idéntica sobre toda la recta a la que se hace referencia y, por lo tanto, todos las
infinitas soluciones sobre la recta colapsan a una unica localizacion de agentes. Esto no

significa unicidad debido a que puede existir mas de una recta con estas caracteristicas.

Es importante destacar que los algoritmos mas eficientes utilizados hasta ahora basan su
funcionamiento en el calculo de los puntos fijos parciales de manera secuencial. Esto
asegura que las propiedades aqui presentadas son un aporte al modelo RB&SM vy al calculo

de los equilibrios.
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4.3.3 Propiedades asociadas a los instrumentos de planificacién:

subsidios y regulaciones.

En esta seccidn se enuncian propiedades asociadas subsidios y regulaciones. Hasta aqui se
ha trabajado con un par de planificacion (t,9) fijo, pero las siguiente propiedades levantan
este supuesto. En particular la que sigue a continuacién, muestra lo que ocurre con el

equilibrio para una variacién particular en la matriz de subsidios.

Propiedad 4.8. Invarianza de la localizaciéon ante traslaciones homogéneas de los
subsidios.
Una traslacion homogéneos de los subsidios no afecta la localizacion de RB&SM.

Demostracién: Ver propiedad B.14 en el Anexo B.

Esta propiedad esta muy relacionada con la propiedad 3.7 y es vital para este trabajo, pues,
como se vera mas adelante, representa una multiplicidad de soluciones del problema de

planificacion 6ptima que debe ser necesariamente resuelto en la formulacién operativa.

La siguiente propiedad muestra una transferencia entre subsidios y utilidad, y dice que a
través de subsidios el planificador controla la utilidad de los agentes. La propiedad es muy
relevante en el problema de planificacién, debido a que indica una multiplicidad de subsidios

gue generan la misma localizacion para utilidades distintas.

Propiedad 4.9. Invarianza de la localizacién ante transferencias entre utilidad y
subsidios.
Una localizacién RB&SM se puede obtener para cualquier nivel de utilidad con la
inclusion de subsidios adecuados.

Demostracién: Ver propiedad B.15 en el Anexo B.

La propiedad siguiente muestra una relacién entre las herramientas de planificacion.
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Propiedad 4.11: Suficiencia de los equilibrios no regulados.
Toda localizacion de equilibrio RB&SM regulado puede ser alcanzada via subsidios
(en este caso impuestos) con un equilibrio RB&SM no regulado.

Demostracién: Ver propiedad B.13 en el Anexo B.

Evidentemente, esta propiedad y el tipo limitado de restricciones que maneja RB&SM, hacen
que la utilizacion de subsidios sea mucho mas general y flexible que la simple utilizacién de
restricciones (que pueden o no ser activas en la solucién de equilibrio). Mas aun, a la luz de
esta propiedad basta con utilizar subsidios para recorrer todo el espacio de equilibrios. Esto
ultimo invita a utilizar nicamente el modelo RB&SM no regulado para explorar el problema
de planificacién 6ptima, mas aun dado el conocimiento acumulado sobre la dificultad en el
calculo que aporta la consideracioén de restricciones (aquellas que se activan en la solucion).
Sin embargo, se debe tener presente que subsidios y regulaciones corresponden a
herramientas de planificacion con diferente costo para la sociedad, tema que no se enfrenta

en detalle en este estudio.

Una caracteristica interesante de RB&SM, que sera utilizada en la primera estrategia de
solucién del modelo de planificacion en el capitulo VI, es que es posible aproximar cualquier
localizacion (y, por lo tanto, oferta) preestablecida, a través de la inclusion de subsidios.
Ciertamente, cualquier localizacion estrictamente positiva, es alcanzable de manera exacta
por este método, mientras que las soluciones extremas solo pueden aproximadas con un
nivel de aproximacion cualquiera >0 definido previamente. En efecto, la siguiente propiedad

muestra el resultado.
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Propiedad 4.12: Subsidios Inductores de equilibrio RB&SM
Dados ¢>0 y niveles de utilidad b, cualquiera, toda localizacion H,, factible es
alcanzable a través del modelo RB&SM, con utilidades by, y nivel de aproximacion e,

con la inclusion de los subsidios t,,+t,; definidos por:

Dol B | g [ B g | s 50nH_ >0
ﬂ HhSw' Svi
¢ o=l f | [ B g | S SOAH =0 Vhvi
ﬂ Hh Sw‘ Sw‘
0 S =0

S b ) e (5. 5.0

S 0(0) =l (#,,5.,t,0) -, (8.)] 5, =0

Yvi

Demostracion: Ver propiedad B.16 en Anexo B.

Esta propiedad permite implementar cualquier localizacion deseada en el mercado. Si se
calculan los subsidios indicados en la propiedad se observa facilmente que son posibles los

siguientes resultados:

e Subsidios del tipo t,,=t',; y t,=t’ Yhvi, la localizacién buscada es solucién de RB&SM
sin subsidios.
e Subsidios con otra estructura, caso en el que es necesario incluir subsidios no nulos

para que RB&SM alcance la localizacién buscada.

Esta propiedad se puede utilizar para testear la eficiencia del mercado. En efecto, si se tiene
un modelo que obtiene una localizacién 6ptima y los subsidios indicados por la propiedad
asociados a esta localizacion son del primer tipo, entonces la localizacién de equilibrio dada
por RB&SM es eficiente.

Propiedad 4.13: Unicidad de los subsidios inductores de localizacién.
Dado by, los subsidios indicados en la propiedad 4.12 son uUnicos salvo traslaciones
homogéneas.

Demostraciéon: Ver propiedad B.17 en el Anexo B.
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Esta propiedad entrega una idea de la forma que tienen los subsidios éptimos del problema
de planificacién, pues ellos tienen que corresponder a aquellos de la propiedad 4.12 para la

localizacion éptima.

4.4 Sintesis del capitulo.

Se ha planteado con detalle la formulacién del modelo de equilibrio RB&SM, que
corresponde a un modelo estocastico de equilibrio estatico del mercado inmobiliario urbano.
El modelo describe un equilibrio parcial y es utilizado en este estudio como representante del

equilibrio dentro del modelo operativo de planificacién 6ptima descrito en el capitulo VI.

Los supuestos basicos de este modelo son los siguientes:

e El suelo urbano es un bien cuasi-unico transado en un mercado del tipo remate.

e Las opciones de localizacidon son unidades discretas definidas por la localizacién
espacial (zona) y el tipo de edificacion.

e Las localizaciones disponibles son asignadas al mejor postor.

e Las posturas son realizadas por hogares (y firmas) que compiten por opciones de
localizacién, que incorporan una interdependencia compleja entre sus decisiones a
través de las externalidades de localizacion.

e Los consumidores se clasifican en categorias socioecondmicamente homogéneas,
cuyo comportamiento se asume homogéneo en el remate.

e Las posturas de los consumidores se asumen como Vvariables aleatorias,
considerando asi la variabilidad idiosincrasica de los agentes.

o Existe un uUnico oferente de bienes inmuebles que es maximizar de la ganancia,
definida como la renta menos el costo.

e Las funciones de ganancia son variables aleatorias que incorporan la variabilidad
entre oferentes.

o El equilibrio se alcanza cuando todos los consumidores se encuentran localizados en

algun lugar para un corte temporal.
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Se han demostrado propiedades de existencia de soluciones, condiciones suficientes de
unicidad y convergencia del algoritmo estandar de punto fijo, para los subsistemas del
sistema global de equilibrio RB&SM. Estas extienden aquellas estudiadas
unidimensionalmente en Martinez y Henriquez (2003), al caso de los subsistemas
completos. Se detecta que en condiciones de alta dispersién las soluciones tienden a ser

unicas y el algoritmo estandar converge eficientemente.

Otras propiedades encontradas, como multiplicidad de soluciones del sistema global,
invarianzas de la localizacion y suficiencia del uso de subsidios, permiten analizar los

modelos operativos que siguen mas adelante.

Se detectan también valores uUnicos, salvo traslaciones homogéneas, de subsidios que
permiten generar una localizacion RB&SM cualquiera. Esta propiedad sera utilizada mas
adelante para analizar y determinar la estructura de los subsidios 6ptimos. Ademas, a partir
de ella se plantea un modelo alternativo de soluciéon del modelo operativo de planificacion

optima de subsidios en el capitulo VII.

En la siguiente seccién se presenta una funcién objetivo que corresponde a una medida del
beneficio agregado de productores y consumidores, que puede ser calculada para equilibrios

RB&SM y permitird construir los modelos operativos mas adelante.
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V. Medidas de beneficio agregado para equilibrios RB&SM.

5.1 Introduccion.

Ya definido el modelo de equilibrio, es necesario definir una funcion objetivo del problema de
planificacion 6ptima. En este documento se considera una medida de beneficio del tipo
Benthamite, que agrega ponderadamente el beneficio econdmico de consumidores y
productores, medida que se denomina en lo que sigue beneficio agregado para diferenciarlo

de la definicion clasica de beneficio social que considera sélo a los consumidores.

En RB&SM, la linealidad de la utilidad en la postura (funcién de utilidad cuasi lineal) hace
que las medidas estandar de beneficio del consumidor, variacion compensatoria vy
equivalente ingreso, sean idénticas. Por otro lado, en RB&SM, la naturaleza linealmente
estocastica de las posturas de los consumidores hace que los beneficios alcanzados por
estos agentes posean esta misma naturaleza. Hanemann (1984) sugiere que un par de
medidas de beneficios adecuadas para estos casos son el valor esperado y la mediana del
excedente. Por simplicidad, se ha escogido aqui utilizar el valor esperado, que esta dado en
nuestro caso (con términos aleatorios lineales) directamente por la componente

deterministica de las funciones de postura.

En lo que sigue al hablar de un estado de equilibrio “e”, se hace referencia siempre a un
equilibrio RB&SM segun la definicion del capitulo IV. Se define una forma de medir el
beneficio obtenido por los agentes debido a un cambio de estado, sin analizar las causas
especificas de este cambio de estado pero asumiendo siempre que significa un cambio en

los niveles de utilidad.

Se definen dos medidas de beneficio que se corresponden con las dos modelos de solucién
operativa de los capitulos siguientes. La primera (Beneficio Agregado Bruto) corresponde al
beneficio agregado de los agentes demandantes y oferentes, y la segunda (Beneficio

Agregado Neto) descuenta el costo de planificacion.
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5.2 Beneficio Agregado Bruto BAB.

Para un agente consumidor individual perteneciente al cluster h, la variacion equivalente
(VE) asociada con dos estados de equilibrio €’ y e, es obtenida resolviendo la siguiente
ecuacion para la funcién de utilidad indirecta condicional en la localizacion, en que el cambio
de utilidad esta representado por un cambio en subsidios/impuestos ¢, rentas ry atributos de
las localizaciones z:

v

hvi

(P’Ih +t}(t)v[ _rv? + VE:vlf’fo): thi(P’Ih +t}ln>i _rv}"ZL]'i) (51)
Invirtiendo la funcién de la izquierda en la segunda componente e interpretando términos en
el contexto de RB&SM se obtiene?:

VE" =" +b" — (b +b')Vh (5.2)

En Martinez (2001) se deduce la ecuacién anterior mostrando que es equivalente a
VE" =B, (z),U/)-B,(z.,U,), esto es, la disposicion a pagar por el cambio en los niveles de

utilidad asociados a los estados de equilibrio que se estan comparando, pero manteniendo la

localizacién y otros parametros constantes.

Agregando estos beneficios a través de los consumidores, ponderandolos por parametros de
distribucién social o, (exdégenos), bajo el supuesto que la cantidad de agentes por cluster Hy
se mantiene constante?® y que los agentes son homogéneos al interior de cada cluster, se

obtiene el siguiente beneficio total de consumidores:

BC" =Y wH,[b +b° —b —b'] (5.3)

En este trabajo no se tratan costos de movilidad en localizacion residencial para los agentes,
asumiendo un costo nulo o despreciable por este concepto. Por movilidad en localizacion se
entiende aqui unicamente el proceso de cambio de localizacion entre un estado y otro, pues
se asume que la movilidad asociada al sistema de transporte es una caracteristica de las
localizaciones bien representada por los datos de acceso, valorados por los agentes en su

disposicion a pagar. Por lo tanto, se asume simplemente que el costo monetario de

2 En el Anexo A se presenta la derivacion paso a paso.
3 Sin este supuesto simplificatorio, es necesario considerar la movilidad de los agentes entre los distintos clusters
y la migracion, desde y hacia la ciudad.
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movilidad en localizacion es despreciable frente al costo monetario total de localizacién en el
periodo de andlisis dentro de la ciudad. Del mismo modo, al utilizar RB&SM no se considera
inercias en la movilidad en localizacién asociados a apegos especiales de las personas por
sus localizaciones actuales, debido a que se modela la decisiéon “cémo si” los agentes
estuviesen escogiendo localizacién por primera vez. El modelo se puede extender si se

cuenta con informacion del costo percibido por cambiar de localizacion.

Por otro lado, interesa analizar el beneficio de los productores de alternativas de localizacion,
debido a que su excedente mide el cambio en el valor monetario neto del suelo en la ciudad,
valor que se transmite directamente a los consumidores que son los duefios reales de estos

bienes.

El beneficio de los productores es medido como el cambio agregado en la ganancia,

ponderado por parametros de distribucion social z,; (también exégenos):

BP" = ZTW/ [Sj” (r—7')- S5 (= 70)- ¢, (5.4)

w,
donde los costos c;, corresponden a la variacion de costos descontando el stock inmobiliario

de la oferta total. Para el analisis simplemente se considera que existe un unico oferente, por
lo que el subidice j puede ser eliminado de la férmula anterior, y se asume también que

c' =8lcl —Sc), suponiendo que hay renovacion total del mercado. Dado este ultimo

vi i

supuesto, cuando se considere el mercado incluyendo las decisiones de los productores, se

estard necesariamente frente a un analisis de largo plazo.

Sumando los beneficios de productores y consumidores se obtiene el beneficio agregado
bruto (en adelante BAB):

BAB ==Y w,H,(b,+b)+ Y t.S [ri+b-c, —y]-K' (5.5)

conr y by obtenidos directamente desde las variables del modelo RB&SM antes de realizar
la correccion a valores absolutos b (ver capitulo IV). La constante K’ contiene todas las
variables asociadas con el estado inicial €, y resultara irrelevante dentro del modelo de

optimizacion.
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Si se observa (5.5) no es dificil darse cuenta de que permite definir una medida para el
beneficio del nuevo estado e’ de manera independiente del estado inicial, que corresponde a
los dos primeros términos de la ecuacion. Esta propiedad proviene de la cuasi-linealidad de
las funciones de utilidad, del supuesto de numero total de agentes fijjo y de la no
consideracion de stock inmobiliario. Sin embargo, es conveniente recordar que la calibracion
de un modelo operativo de este tipo se realiza para un corte temporal definido, es decir, con
referencia a un estado que se asume de equilibrio. Esto necesariamente relaciona toda
medida de beneficio, calculada a partir de (5.5), al estado inicial a través de los parametros
calibrados. Por este motivo, en un modelo operativo siempre se estara midiendo un beneficio

relativo a la calibracion.

También es interesante notar que la cuasi linealidad de la funcién de utilidad que supone
RB&SM, implica que la componente b, es lineal en la utilidad del agente (con signo
negativo), luego la primera componente de (5.5) resulta una agregacion ponderada de las

utilidades de los agentes, tal como en la versién clasica de las funciones de Bentham.

En Fujita (1989) se considera una funcién similar a la (5.5). En efecto, en su trabajo plantean
un modelo de optimizacion que, fijando el nivel de utilidad de los agentes, busca la
localizaciéon que maximiza el excendente agregado de los consumidores. Individualmente
este excedente es definido como la diferencia entre el ingreso y la suma del gasto asociado
al consumo de bienes distintos de localizacién, transporte y costo de oportunidad de suelo.
De esta manera, sin considerar el costo de oportunidad del suelo, y asumiendo no
saciabildiad, el ingreso disponible corresponde a la renta que paga cada agente. Luego,
considerando utilidades dadas y asimilando el costo de oportunidad del suelo con el costo

constructivo de los inmuebles, se obtiene la misma funcién objetivo de (5.5).

De aqui en adelante el analisis se centra en el caso en que todos los pesos sociales ® y «
son idénticos e iguales a 1, pues el interés cae en analizar la eficiencia del mercado. Sin
embargo, el lector interesado podra extender los resultados al caso general. En estas

condiciones, la componente b se simplifica de (5.5) y la funciéon toma la forma:

BAB = —Z Hb,(1)+ Z S [r(6)-c,(t)-y()] (5.6)
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donde se ha eliminado la constante K° y el “*” de la renta para simplificar la notacién, pues
ya no existe ambigtiedad con respecto a la componente b. En efecto, dada la eleccion de los
parametros de distribucién social, la funcién de beneficio agregado resultante es
independiente del nivel de referencia de las rentas y utilidades, esto es, s6lo importan los

valores relativos de estas variables.

En (5.6) se ha agregado la dependencia que las distintas variables tienen respecto a los
subsidios. Basicamente esta dependencia se induce a través de la dependencia de la

postura con respecto a la politica de planificacién aplicada.

A partir de la propiedad 4.8 del capitulo anterior, basta trasladar homogéneamente una
politica de subsidios determinada para obtener la misma localizacion de equilibrio. Sin
embargo, a la luz de (4.3) la renta se traslada en la misma cantidad. De esta manera, para
maximizar (5.6) el valor del subsidios debe ser lo mas alto posible generando un gasto
excesivo e innecesario por parte del planificador. Por este motivo, se plantea una funcién de
beneficio agregado neto, que incorpora el costo de planificacion asociado a cada equilibrio y

elimina la tendencia a que el 6ptimo ocurra con subsidios maximos.

Finalmente, resulta evidente que la localizacion que maximiza la funcién anterior es eficiente

en el sentido de Pareto.

5.3 Beneficio Agregado Neto BAN.

Para obtener el beneficio agregado neto para la sociedad, se considera el rol del planificador
y simplemente se descuenta el costo de la politica de planificacion correspondiente. Como
se comentd en el capitulo lll, se busca la politica de subsidios 6ptimos para un conjunto de
regulaciones fijo. En estas condiciones, despreciando costos legales y de administracion, el
costo monetario de aplicar una politica corresponde exactamente al gasto en subsidio.

Luego, restando este costo de (5.6) resulta:

BAN == H b0+ 8,0l -, 0-70]- 2 H, 01, (57
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Se observa que la funcion BAN permanece invariante bajo politicas de subsidios
homogéneos (es decir, del tipo t,,=t Vhvi). Esta es una propiedad heredada de las
propiedades del equilibrio RB&SM regulado, en particular de la propiedad 4.8 del capitulo

anterior.

Propiedad 5.1:
La funcién de beneficios BAN es invariante bajo subsidios homogéneos.
Demostracion:
Sea a un valor real cualquiera, t un subsidio y e°=(b%,P°.,P°,/.b° :t°..R) un
equilibrio RB&SM. La propiedad B.14, dice que (b',P",..P'. /. b"-a ; t°.+a,R) es
también un equilibrio tal que b’=b", P°,.= P, P°.= P =)
Por lo tanto, BAN(t°.,R",e%)= BAN(t".+a,R",e%) debido a que la renta es tal que r',=

P ,+a, lo que compensa de manera perfecta el cambio en el costo de los subsidios.

La propiedad anterior implica que el modelo de optimizacion que utiliza esta funcién no tiene
una solucién unica, debido a que existen infinitos subsidios homogéneos (o traslaciones
homogeneas del subisidio) que no modifican la localizacién. Por lo tanto, es conveniente
incluir una restriccion extra que elimine esta ambigledad, por ejemplo, fijando
exégenamente el presupuesto para subsidiar en un valor G recuperando a nivel operativo la
funcion BAB. Se observa que si G=0 todo el monto de subsidios e impuestos corresponde a
una transferencia entre los agentes, sin costos ni beneficios para el planificador. Cualquier
valor de G>0 significa que el planificador inyecta recursos en el mercado, mientras cualquier

valor G<0 significa que extrae recursos del mercado.

Evidentemente G debe estar acotado inferiormente de forma que los impuestos sean
factibles dada la restriccion de ingreso, pero en el modelo RB&SM planteado en el capitulo
previo la restriccion de ingreso (del modelo de utilidad asociado al problema del consumidor -
ver Anexo A), no ejerce ningln poder restrictivo sobre las posturas®. Esto significa que no
existe limite endéogeno a RB&SM para la extraccion de recursos desde los consumidores.
Luego, este limite so6lo puede ser integrado en el modelo de planificaciéon a través de cotas

inferiores para los subsidios (en este caso impuestos). Por otro lado, cabe comentar, como

** Esta es una deficiencia de RB&SM que ha sido actualmente mejorada, pero no alcanzé a ser integrada en este
trabajo, por lo que su integracion queda para estudios futuros.

Modelo Operativo de Planificacién Optima de Subsidios en Sistemas Urbanos 52



Tesis de Magister Luis Felipe Aguila Thedy

se indica en el capitulo anterior, que producto del modelo de equilibrio planteado, se realiza
un estudio de estatica comparativa entre equilibrios parciales, es decir, exclusivamente al
interior del mercado inmobiliario, luego no se consideran los impactos en la economia
completa, asociados al uso de recursos para subsidios o impuestos en el mercado
inmobiliario. Asi en lo que sigue se aplicara G=0, dado que, en primer lugar, no existen
razones internas al modelo de mercado que hagan preferible la extraccién o la inyeccién de
recursos, pues con ambas alternativas se puede alcanzar el mismo beneficio agregado neto
que con una transferencia pura, y en segundo lugar, que el impacto sobre la economia

completa de una u otra alternativa no esta bien representado.

Ademas de la propiedad anterior, se tiene a partir de la propiedad 4.9 la siguiente:

Propiedad 5.2:
La funcién de beneficios BAN es invariante bajo transferencias entre subsidio y
utilidad.
Demostracion:
Basta considerar que ante estas transferencias la localizacion y la postura no
cambian, por lo que, la renta se mantiene sin variaciones. Ademas, como la utilidad
agregada y los subsidios agregados son lineales y tienen igual signo en BAN,

cualquier transferencia de este tipo se cancela completamente.

Esta propiedad implica que lo que uno realmente puede obtener en planificacién es un
subsidio dado el nivel de utilidad que se quiere alcanzar en la ciudad. Este tipo de
estrategias con utilidad prefijada es la que utiliza en sus modelos, Herbert y Stevens (1960),
Fujita (1989) y Rossi-Hansberg (2004). Sin embargo, existen otras alternativas y lo relevante

es considerar que esta transferencia queda indefinida dentro del modelo.

La siguiente propiedad muestra que la funcion BAN se maximiza al satisfacer las
regulaciones al uso de suelo a través de subsidios, respecto de hacerlo hacerlo a través de

los precios sombra definidos por RB&SM.
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Propiedad 5.3: Suficiencia de los subsidios para maximizar el beneficio.
En un mercado regulado, la funcion BAN se maximiza con subsidios y precios
sombra nulos.
Demostracion:

Seae=(b,,P,.,P.,y.,bit...,R.) un equilibrio RB&SM regulado. Por la propiedad 4.11,

este equilibrio es exactamente el mismo, en términos de localizacion, que el asociado

al equilibrio no regulado caracterizado por (b.,R/",P“,b;lm—)/.). La diferencia entre

ambos equilibrios radica en que en el primero el precio sombra de la regulacién es
percibido por el oferente como un costo en la funciéon de ganancia, y en el segundo

es percibido por los agentes a través de impuestos. En virtud de (5.7), la diferencia de

beneficios entre el segundo caso y el primero esABANz(ZSV,y,j >0, expresion

compuesta unicamente de términos no negativos. Por lo tanto, existe beneficio neto,

en el sentido de BAN, de satisfacer las regulaciones aplicando subsidios respecto de

la alternativa via precios sombra. Luego, BAN se maximiza con =0 Vi, esto es,
transfiriendo todo el precio sombra de una regulacion a subsidio.

0

La diferencia entre utilizar subsidios y precios sombra, es que en el primer caso el efecto de

la regulacion es percibido por los demandantes en su funcién de posturas, y en el segundo

caso es percibido solo por los oferentes en sus costos. La ausencia de cotas inferiores para

las ganancias de los oferentes en RB&SM (que aseguran la existencia de los distintos tipos

de oferta en su dedicion), impide que el efecto de este costo se traspase a rentas, esto es a

posturas.

Como se vera mas adelante en el texto esta propiedad redunda que sea suficiente utilizar
equilibrios RB&SM no regulados en la resolucion del problema de planificacion. Es
importante notar, que la propiedad solo se tiene para ciertos parametros de distribucion
social (o y t en ecuacion 5.5), en particular cuando estos son iguales a uno como ocurre en

este caso.

Finalmente, cabe comentar que cuando sélo se consideran transferencias, esto es G=0, una
localizacion subsidiada que maximiza la funciéon BAN anterior resultara en 6ptimo de Pareto,

debido a que tal localizacion maximiza también el BAB.
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5.4 Sintesis del capitulo.

Se han definido dos funciones de beneficio, la primera de ellas, denominada BAB,
corresponde al beneficio agregado bruto, construido como la agregacion de el beneficios de
los consumidores y el beneficio de los productores debida a un cambio de estado, en este
caso provocado por cambios en la politica de susidios impuestos por el planificador. La
segunda, integra el gasto monetario asociado a la aplicacion de las politicas de planificacion,
descontando de la medida previa, el valor monetario del subsidio aplicado, por lo que
corresponde a una medida de beneficio agregado neto, denominada BAN. La primera
funcién se corresponde con aquella utilizada por Fujita (1989) en su modelo de localizacién
6ptima, sin embargo, operativamente, en el modelo de planificacion buscado en este trabajo,

se aplicara la funcién BAN junto a una restriccion de presupuesto.

Los supuestos considerados para construir esta funcion son:
1. Utilidad es lineal en la funcién de posturas.
. El total de agentes por cluster y su ingreso es fijo.
. No existen costos de movilidad en localizacién residencial o son despreciables.

. No existen inercias a la movilidad en localizacion residencial de los agentes.

a A ODN

. En aplicaciones de largo plazo, la oferta de mercado se renueva completamente
entre un periodo y otro.
6. Los costos legales y de administracion para la aplicacion de subsidios son

despreciables.

Las propiedades de la funcién de beneficios indican que es necesario restringir el
presupuesto de subsidios exdgenamente, debido a la invarianza de BAN a subsidios
homogéneos. Este presupuesto exdégeno se ha fijado en cero, representando transferencias

netas entre los agentes del mercado, y permitiendo el estudio de la eficiencia del mismo.

Finalmente, se demuestra que para la funcion BAN es preferible alcanzar una localizacién
via subsidios que hacerlo via regulaciones. Esto significa que basta el modelo RB&SM no
regulado, cuyas propiedades de convergencia han sido probadas en el capitulo IV, para

generar el modelo operativo de planificacion optima de subsidios urbanos OUSPM.
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En los capitulos que siguen se presentan dos modelos operativos para enfrentar este
problema de planificacién. El primero resuelve directamente OUSPM y es muy complejo
analiticamente, mientras el segundo representa una estrategia alternativa, basada en la

transferencia entre subsidios y utilidades de la propiedad 5.2, que permite estudiar
analiticamente la optimalidad.
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VI. Modelo Operativo de Planificacién Optima.

6.1 Introduccion.

En este capitulo se operacionaliza el modelo de planificacion éptima planteado en el capitulo
lll. Para esto se utiliza como modelo de equilibrio el modelo RB&SM descrito en el capitulo

IV'y la funcién de beneficio agregado definida en el capitulo V. Esto es:

max BAN(b,,P,..,P..y.,1..)
sa. (bPsP..7.,b) ERBESM(t, p) 6.1)
t,, €T Vhvi '

El modelo busca, para un conjunto de regulaciones p° determinado, la combinacién de
subsidios t que permite alcanzar el maximo beneficio agregado neto BAN en el equilibrio
RB&SM resultante.

Recapitulando los supuestos utilizados para esta construccién de este modelo, se tienen los
siguientes:

o El planificador posee como herramientas de planificacion subsidios y regulaciones y
debe decidir la mejor combinacién de herramientas a aplicar en el mercado. Se
considera aqui Unicamente el caso de seleccién de subsidios para un conjunto de
regulaciones fijo.

o El planificador se comporta como un maximizador del beneficio agregado al decidir
las politicas de subsidios que impone.

e El equilibrio de mercado queda bien descrito por el modelo RB&SM.

o EIl beneficio agregado se obtiene como una funcion de Bentham, que agrega el
beneficio de consumidores y oferentes, con un criterio igualitario, y considera los
costos asociados a la aplicacion de la politica.

e EIl Unico costo relevante en la aplicacion de una politica de subsidios es el costo

monetario de estos.

Por lo tanto, en este capitulo se expone el modelo de planificacion construido con el
equilibrio RB&SM vy la funcidon de beneficios agregados netos BAN. Se derivan algunas

propiedades y se ajusta el modelo segun ellas, para convertirlo en un modelo operativo de
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planificacion urbana que se ha llamado RB&SOSPM (Random Bidding and Supply Optimal
Subsidies Planning Model). EI modelo de optimizaciéon resultante es extremadamente
complejo, debido a que para su solucidon con algoritmos estandar (por ejemplo, de maximo
descenso) requiere del calculo de aproximado de gradientes, lo que significa calcular
numerosos equilibrios en el mercado inmobiliario representado por un sistema de punto fijo

con muchas variables.

Se platean también las condiciones de optimalidad del RB&SOSPM, no resueltas
analiticamente, y se estudian las soluciones para algunos casos particulares sencillos y de
interés. En particular, se encuentra que sin externalidades y con oferta dada (corto plazo) la
politica que no aplica subsidio alguno, cumple las condiciones de primer orden, pero no se
logra demostrar su optimalidad. Para las condiciones de optimalidad se aplican las

condiciones estandar de Kuhn Tucker.

Se toma para este capitulo la definicion 4.1 del equilibrio RB&SM, y las posteriores
definiciones de equilibrio RB&SM regulado y no regulado. En este ultimo caso, si la tupla
(b.,P.,,P.,y,b ;t.,R.) es un equilibrio RB&SM no regulado, por simplicidad se denota por

(b.,P..,P.,,b ;t.) omitiendo el vector nulo yy el conjunto vacio de regulaciones R..

6.2 Modelo Operativo RB&SOSPM.

Dado un conjunto de regulaciones p’cR, el modelo busca el conjunto de subsidios teT, que
induce un equilibrio definido por el modelo RB&SM, que maximiza el beneficio agregado neto

BAN calculado segun:
BAN == Hb,()+ S, 00 ~c,()-70]- 2 H, (00, (62)

que corresponde a la funcién de beneficio definida en la ecuacion (5.7) obtenida en el
capitulo anterior. En adelante, por simplicidad de notacion, se omitira la dependencia en t de
las variables y resultados del equilibrio RB&SM, subentendiendo, a menos que se explicite lo

contrario, que esta dependencia siempre existe.

Se define el espacio de subsidios T como T = {t € Mhm(R)/thvi € [ahw.,bhvi] c SR} que resulta

compacto para cualquier conjunto de valores reales an,<bn,;, exdgenamente determinados.
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Este conjunto entrega suficiente flexibilidad para la solucion de un problema real, debido a
que los incentivos econdémicos siempre son acotados. En efecto, siempre existen
restricciones de ingreso para los consumidores, de presupuesto y politicas para el
planificador, que definen los maximos y minimos para subsidiar o imponer a los distintos
agentes dentro de la economia. En el extremo los impuestos no pueden superar los ingresos
de los agentes y los subsidios no pueden superar el presupuesto que se disponga para este

efecto.

La propiedad 5.1, indica que la funcion BAN es invariante para traslaciones homogéneas del
subsidio, lo que implica que el modelo de optimizacion asociado no tiene una solucion unica,
debido a que este tipo de subsidios no modifican el equilibrio del mercado. Por lo tanto, es
conveniente incluir una restriccion extra que elimine esta ambigiliedad, por ejemplo, fijando
exdégenamente el presupuesto para subsidiar en un valor G. Se observa que si G=0 todo el
monto de subsidios e impuestos corresponde a una transferencia entre los agentes, sin

costos ni beneficios para el planificador.

Dado /°, el problema de optimizacion es entonces expresado como:

max BAN(D,,F,...P..7.,1...)
sa. (b,P,..,,P..7.,b)eRB& SM(t, p)
t,, € [ah‘,‘,,bhv,] Y hvi (6.3)

ZHMZM =G
hvi

donde (b.,P....,y.,P..,b;t.,R.) es un equilibrio RB&SM regulado y H,,=S,/Pni €s el numero

total de agentes h localizados en vi, los que reciben un subsidio f,;.

Por otra parte, en RB&SM se consideran Unicamente restricciones al uso de suelo de tipo
lineal, de la forma, z,af,-Sv, <R'Vik, donde a'! son pardmetros asociados a las
caracteristicas restringidas (por ejemplo, superficie). Notar que el conjunto de restricciones

son satisfechas por las variables de equilibrio gracias los valores j de la solucion. Sin

embargo, es facil darse cuenta de la siguiente propiedad:
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Propiedad 6.1:
La solucién al problema (6.3) se alcanza con y=0 V.
Demostracion:
Segun la propiedad 5.3 del capitulo anterior, existe beneficio neto, en el sentido de
BAN, de satisfacer las regulaciones aplicando subsidios respecto de la alternativa via

precios sombra. Luego, en el 6ptimo siempre se obtendra =0 Vi.

Asi, a partir de la propiedad 5.3 se tiene que la funcién BAN “prefiere” transferir todo el valor
de los precios sombra a subsidios. En estas condiciones resulta conveniente utilizar el
modelo de equilibrio RB&SM no regulado, del cual se han detectado interesantes
propiedades de convergencia y unicidad presentadas en el capitulo 1V, para lo cual se deben
reubicar las regulaciones directamente en el problema de optimizacién, aprovechando la
dependencia que las variables de equilibrio tienen en t. Esto permite una mayor flexibilidad
en el tipo de regulaciones utilizadas, admitiendo no sélo las restricciones lineales sobre la
oferta utilizadas en RB&SM sino cualquier tipo de regulacion, tanto sobre oferta como sobre

demanda. Asi, el problema de optimizacion es entonces expresado como:

max BAN(b,,P,...P..t..;¥)

s.a. (b.aR/..aP..ab)ERB&SM(I;QO,(//)
(P...P.)ep Vkhvi 64)
thw‘ € [ahw 9 b],v,‘ Vth

]
Z Hhv[thv[ =G

o
donde (b.,P....,P..,b) es un equilibrio RB&SM no regulado. En (6.4) el segundo conjunto de
restricciones representan las regulaciones al uso y oferta de suelo. En el caso mas general,
en cada zona i pueden existir k regulaciones desagregadas por tipo de bien vy agente h. Sin
embargo, en casos reales, como en ocurre en Santiago de Chile, lo usual es que las
regulaciones residenciales no discriminen entre los distintos agentes por la dificultad practica

que esto significa.

Ademas, en estas condiciones la funcidén de beneficio agregado BAN se simplifica

quedando:

Modelo Operativo de Planificacion Optima de Subsidios en Sistemas Urbanos 60



Tesis de Magister Luis Felipe Aguila Thedy

BAN ==Y Hpb + > S [r,—c]-> H,t, (6.5)

donde se han eliminado los precios sombra. Notar, sin embargo, que las restricciones de
regulacion no han sido suprimidas y afectan la solucién por medio de los multiplicadores de
lagrange asociados a las restricciones del problema (6.4). Estos multiplicadores representan

en este nuevo problema el precio sombra (costo) de dichas restricciones.

Es facil ver que la primera restriccion en (6.4) no es una restriccion estrictamente hablando,
sino mas bien una definicion de las variables de equilibrio. En efecto, para notarlo basta
considerar el caso en que el equilibrio RB&SM es unico en localizacion (esto es, a la luz de
las propiedades de unicidad del capitulo IV, con suficiente dispersion en las distribuciones de
probabilidades de oferta y demanda) entonces se observa que puede ser incorporada en el
calculo de la funcién, obteniendo que BAN(t.,R,e;e®)=BAN(t.;e°). Ademas, la segunda
restriccion es en realidad una restriccidon directa sobre los subsidios dado que las variables
de equilibrio son definidas por estos. Luego se puede escribir el problema (6.4), para un
conjunto de regulaciones p° prefijadas, en forma mas sintética como sigue:

max  BAN(t..;y,e")

s.a. l‘"_ ep

thwe[a b] Vhvi (6.6)

hvi > hvi

> H,(.)1,=G

donde el célculo del equilibrio RB&SM no regulado queda implicito en la definicion de la

funcién objetivo BAN y se asume que la solucion del equilibrio es Unica en localizacion.

La existencia de soluciones al problema anterior no estd asegurada en principio. Sin
embargo, la experiencia acumulada en simulaciones muestra la continuidad de BAN,
manteniendo fijo el punto de partida en el algoritmo de equilibrio RB&SM, por lo que, en
espacios acotados (como el utilizado aqui, al considerar cotas finitas para los subsidios),

este maximo existe ya sea en el interior o en la frontera del conjunto.

En (6.6) se maximiza Unicamente sobre subsidios, dejando el conjunto de regulaciones fijo.
Como ya se menciond, el modelo necesariamente debe considerar restricciones exdgenas,
pues existen algunas imposibles de relajar como aquellas que restringen la capacidad

espacial de una zona i. Notar que una vez encontrado un equilibrio éptimo se puede decidir
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qué nivel de regulaciones y subsidios aplicar para imponer dicho equilibrio en el mercado, de
manera de amortiguar la necesidad de subsidios o impuestos. Esta interesante materia no es

tratada en este documento y se deja para futuras investigaciones.

Es importante notar que segun la propiedad 4.7 aunque un equilibrio RB&SM sea unico en
localizacién, jamas se tiene unicidad en precios. Esto es importante debido a que la
componente b de ajuste del nivel de rentas, cuya ausencia induce multiplicidad de
soluciones en RB&SM, no afecta la funcion BAN escogida aqui, y, por lo tanto, la

multiplicidad de soluciones de RB&SM se transmite al problema de optimizacién. Sin
embargo, es posible utilizar 5, = b, +b en el calculo de BAN, pues este valor si es Unico en

RB&SM y de esta manera se escoge un unico representante para el equilibrio, cuyos precios

estan en referencia a toda la economia.

Finalmente, en lo que sigue se considera que las restricciones en p° son de la forma

fhkv,(t,,,)g R,’;V,-, que generaliza las restricciones lineales de RB&SM. Se puede rescribir

(6.6) en su forma definitiva:

max BAN' (t; v,e' )

s.a. ﬁ:: (t) S R:vi
thwe[a b ] Y hvi

hvi > hvi

Y Hb()=K
D H,t, =G
hvi

En el siguiente subcapitulo se estudian las condiciones de primer orden de (6.7) y en el
subcapitulo posterior algunas predicciones tedricas para casos particulares. Se estudia entre
estos casos, la politica de subsidios homogéneos con la intencion de corroborar resultados
de eficiencia de la literatura. Con esto en mente se considera en lo que sigue un conjunto T
que contenga la politica de subsidios nulos, es decir, se asume que t,,=0 Vhvi pertenece a T

y se escoge, como se indicé en el capitulo V, G=0.
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6.3 Estudio de las Condiciones de Primer Orden.

La funcién de lagrange asociada a (6.7) es:

L(t... ) = BAN + z mllwi (alwi =1, )+ z m;\»i (Zhw' - blwi ) +
i hvi

(6.8)
+zmzh‘,,m(t...)—R;w)+m( Hm,,rm,,—Gj

hvi

Diferenciando el lagrangeano anterior respecto a cada componente {4, y con respecto a los

multiplicadores de lagrange, e igualando a cero, resulta el siguiente sistema de ecuaciones:

BA o OH, .
OBAN +m —m + Zm; Vo + m{zh‘ t,m] =0 VvVgwq (6.9-a)

o, e o
m (@, ~1,,)=0 Vawq (6.9-b)
Mgllgny =g} =0 VW (6.9-0)
Mg f(00) - R, ) =0 Vkgwg (6.9-d)
L gy € [agwq,bgwqj Vegwq (6.9-e)
fE (e )< R, Vkgwq (6.9-f)
P> Mg Migy 20 Vhgw (6.9-9)
D H,.t), =G (6.9-h)

hvi

Es facil notar que el sistema anterior forma un sistema de (3+k)gwq+7 ecuaciones de

igualdad con igual cantidad de incognitas, mas (6+k)gwq desigualdades

La siguiente propiedad simplifica bastante la expresion de la ecuacién (6.9-a).
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Propiedad 6.2:
El multiplicador de la restriccion (6.9-h) es nulo, esto es, m* =0.
Demostracion:
Sea BANg a la funcion BAN restringida al conjunto de subsidios que satisfacen la
restriccion de presupuesto en el nivel GeR.

Se calculara el multiplicador de lagrange de la restriccién de presupuesto, definido

, . OBAN,
como m =

, donde t* es el punto 6ptimo de BANg. Para esto, sea 6eR y

calculemos el punto éptimo de BANgss.

Se observa que t*+6/H cumple con la restriccion de presupuesto en el nivel G+3 y
ademas, por la propiedad 4.2, es tal que BANg.s(f*+5/H)=BANg(f*). Supongamos que
existe t tal BANg.s(t)>BANG.s(t"+3/H). En ese caso se tendria que BANg(t-
8/H)>BANg(t*) que seria una contradiccion con el hecho que t* es 6ptimo. Luego,
todo cambio en G deja invariante la solucién del problema y, por lo tanto, el valor

6ptimo de BAN, esto es, m*=0.

En estas condiciones la ecuacion (6.9-a) puede ser escrita de manera mas simple como:

OBAN , | o
+ m,, M., + z m,,; ’
ot Khvi ot

awg awq

=0 Vgwq (6.9-a)

En este punto, algunas conclusiones interesantes pueden ser obtenidas. En efecto, si un
subsidio en la frontera de T que satisface todas las restricciones, esto es: o bien t,,=an, 0
bien t,,~=bn,; . Se tiene entonces que para cualquier valor de la primera y cuarta componente
en (6.9-a), existiran valores de los multiplicadores m?> o m’, segun corresponda, que
balancean la ecuacion. Esto indica una tendencia a encontrar soluciones extremas. Por otro
lado, en el caso de un punto interior a T, las condiciones seran satisfechas so6lo si los signos
de las derivadas de BAN Yy las restricciones son opuestos, esto es, para las restricciones

activas el beneficio debe aumentar en el sentido de la factibilidad.

Para poder obtener algun resultado numérico a partir del sistema de primer orden es
necesario calcular la derivada parcial de la funcién de beneficio BAN expuesta en (6.9-a),

para cada dimension del subsidio. Esta derivada puede escribirse como:
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OBAN _
ar,,

oP, B or, Oc, | <OH, 6.10

Por lo tanto, dadas las componentes de (6.10) es necesario calcular el gradiente de la
funcién de punto fijo global del equilibrio RB&SM. Dado que la solucion de equilibrio es un
punto fijo, el gradiente de esta funcion resulta en la solucién del siguiente sistema lineal de

punto fijo:

ob, 1 ob, . - or. oS,
=— AN H | s Ty P Vh 6.11-a
at Hh {z hvt|:at awg 6tgwq:| Z hfvi 61‘ } awq ( )

ewq vi gwq H i gwq

P, ob, ob or.
i yp 4 P P i T gy (6.11-b)
o M T o g S
th‘] thq thq th‘]
aP 8 acs'
a_w:zs.Pw{ar — *’(a - j}vwgwq (6.11-c)
thq tgwq gwq 8 4 thq
donde
or. ob ob, . ,
- =ZP,,/V{ Loyt +5;;;J Vvigwg (6.11-d)
Oty 4 Ot g, Ol
[ oP | |
a, > | P +P, OF, I+
ob, . PEQ) s atgwq atgw'q
aThw =H o Y hvigwg (6.11-€)
gwq /si aPs‘l aljsz
ﬂh z ( s Psi+Pp/si J1p+77thsi
CaE\ Ot T Oty |
H, P. oP, .
0H,, S{a “p,.+P, ”/W} Vhvigwq (6.11-)
Ot Ot Ot .,
S-g. Z;j o 9 Vvigwg (6.11-9)
1 h= V=WAI=
shur —{ g ~=q (6.11-h)

0 -

Notar que hay un sistema de ecuaciones para cada combinacién gwq que es independiente
de las otras combinaciones. Adicionalmente, cada sistema de ecuaciones es lineal y se

puede escribir un sistema lineal similar para cada una de las derivadas de orden superior.
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El sistema anterior tiene la forma x=Ax+b y tiene solucién analitica si la matriz (/-A) es
invertible, donde / es la identidad. En particular si ||A||<1, la matriz tiene una inversa y, mas
aun, en ese caso el operador lineal es contractivo y, segun el teorema de Banach, el
algoritmo estandar converge a dicha solucion cualquiera sea el punto inicial.
Desafortunadamente la condicién ||A||[<1 es muy exigente, entonces un método alternativo y
menos costoso que invertir A puede ser considerado. En las simulaciones presentadas en el
capitulo siguiente no se calcula estas derivadas directamente, sino que las derivadas de la

funcién BAN son aproximadas por diferencias finitas.

En general la informacion de segundo orden es usada en algunos algoritmos de optimizacion
cuando esta disponible. Sin embargo, no se analiza aqui y puede resultar Gtil en una
aplicacion real del modelo, debido a que en ciudades grandes la cantidad de variables
alcanza tal magnitud que las dimensiones del Hessiano lo hacen computacionalmente

inmanejable en un calculo de diferencias finitas.

La condicion [|A||<1 no pudo ser demostrada para el caso general, sin embargo, a pesar de
la dificultad que representa resolver las condiciones de primer orden para este caso, es
posible para casos especiales obtener resultados satisfactorios. La siguiente seccion trata

este tema.

6.4 Estudio de casos particulares.

Se consideran 4 casos particulares en cuanto al mercado:
o Oferta dada y sin externalidades.
e Oferta dada con externalidades.
e Oferta variable sin externalidades.

e Oferta variable con externalidades.

En todos los casos se analiza de manera particular la politica de subsidios homogéneos
(especificamente la politica de subsidios nulos) con objeto de descubrir condiciones bajo las

cuales el mercado resulta eficiente.
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En lo que sigue se asume que las restricciones corresponden a restricciones sobre la oferta

inmobiliaria, de la forma f (¢..)=f(P,.(z..), P.(t..)). Esto significa que en las condiciones

hvi oo

de primer orden se tiene:

af o P, —of), OP,
hvi plij hvi 7 6. 1 2
z oP, ot, Z OP. ot ( )

awg awq rj awg

6.4.1 Mercado con oferta dada y sin externalidades.

La literatura indica que en este caso el mercado resulta eficiente (Fujita, 1989). En esta

seccion se muestra este mismo resultado para el modelo RB&SOSPM.

El caso bajo estudio queda representado por las siguientes ecuaciones:
ob,, Oc, oP

vi Vi

_Ocw OBy o gy 6.13
o ot o vewd (6.13)

&g &wq &g

En estas condiciones el cuarto término de la ecuacion (6.9-a) es nulo gracias a la igualdad
en (6.13), resultando:

8§AN =m, —m., Vgwq (6.14)
t

gwq

Es claro que existen puntos en la frontera del conjunto T que permiten satisfacer (6.14).
Ademas, solo se puede asegurar que un punto interior satisface la ecuaciéon cuando el
gradiente de BAN en dicho punto es nulo. Afortunadamente en este caso el gradiente de
BAN es calculable en forma directa. En efecto, a partir de (6.11-a), (6.10) y (6.13) se obtiene:

OBAN 0H
--%

s (6.15)

g hvi g

Recordando que Y H,,=H,y D H, =S, son ambas constantes en este caso, se tiene

ZH”’ = 25”” =0. Luego toda politica de subsidio a la oferta, es
I Zzw Zgw

q

decir del tipo t,, =t, Vh, o a la demanda, es decir del tipo t,, = t, Vvi, anula la derivada

en (6.15), por lo que (6.14) es satisfecha por la solucién que resulta de RB&SM. Mas aun, en

ambos tipos de subsidios la localizacion predicha por RB&SM es la misma pues mientras el
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subsidio a la oferta no afecta las probabilidades de localizacién, el subsidio a la demanda es

compensado completamente por las componentes by,. En particular, el subsidio homogéneo

(nulo si G=0) satisface las condiciones de primer orden, tal como se esperaba. Esto significa,

en particular que en este caso el equilibrio RB&SM no subsidiado satisface las condiciones

de primer orden del problema RB&SOSPM, siendo candidato a solucion 6ptima.

La pregunta natural que sigue a continuacion es ¢cuando este equilibrio es 6ptimo?, es

decir, sen qué condiciones el equilibrio de RB&SM de localizacién pura maximiza el

beneficio agregado BAN? La respuesta a esta interrogante requiere el calculo de informacion

de segundo orden para el problema, que en este caso sencillo es posible de obtener. En

efecto, a partir de (6.10) y (6.13) se tiene, para este caso la siguiente matriz Hessiana para la

funcién lagrangeana:

0’BAN _ —ZH azbh n ZS azrw _ Z GZH,M P 8Hm _ aHgW (616)

at,,ot, — "ot,0t, ‘ot o, 4tot,ot, " o, o,
donde
o°b 1 «O0H,,| o O, 1 or,
T o W{ag";’q —FW} S H,, " Vhgwgabe  (6.16)-a)
8tng]attzbc H h Vi al‘abc atgwq H h Vi al‘gwqa abc
o’P,, op,,, , , 2 .
hfvi = u hfvi abh + 5;::’; _ arw + /u})h/w' 0 bh _ 0 R thzgwqabc (616)-b)
at gawg atabc atatbc atgwq awg al‘gwq al‘abz‘, atgwq atatbc
junto con
o’r, oP,.. [ ob . 0°b
=y I s Y Py, Vvigwgabe  (6.16)-0)
at awg atabc h atabc at awg h at gwg atabc
oH.  oP,.
mi—§ M hvigwg (6.16)-d)
athq a gwq
o*H,, o’P,,;
mi—§ M Y hyigwgabe (6.16)-e)
O 4 Ol e O 410y O

Reemplazando (6.16)-a) en (6.15) se obtiene:

0’BAN 0H 0’H
— abe Z hvi f,
ot,, ot ot,, ~‘“mot,ot,

(6.17)
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Pero se tiene que para una politica de subsidio diferenciado por oferta o por demanda, el
segundo término de (6.17) se vuelve nulo. En efecto, debido a la linealidad de la derivada y a

0*H 0’ H

la homogeneidad del subsidio se tiene quez Wit =t = 0, resultando:
hvi tgwq atabc 8tgwq atabc
O'BAN _ 0H,, (6.18)

or o, o,
gwq " abc gwq

Lamentablemente, no ha sido posible hasta el momento de cierre de este trabajo, calcular
explicitamente estas derivadas y menos concluir si la matriz hessiana anterior resulta
definida positiva o0 no. Esta conclusion sélo puede ser por el momento testeada a nivel de

simulaciones, tal como se hace en el capitulo siguiente.

6.4.2 Mercado con oferta dada y con externalidades.

Siguiendo el analisis del caso anterior, éste caso queda representado por las siguientes

ecuaciones:
oc.. OP.
S D _0 Vviewq (6.19)
Gtgwq atgwq

Siguiendo un analisis andlogo al realizado para el caso anterior, se obtiene la misma

condicién de primer orden:

m,, —m,  Jgwq (6.20)

Nuevamente, resulta claro que existen puntos en la frontera del conjunto T que permiten
satisfacer (6.20). Ademas, sélo se puede asegurar que un punto interior también satisface
(6.20) si el gradiente de BAN en dicho punto es nulo. En este caso, a partir de (6.11), (6.10)
y (6.20), el gradiente de BAN resulta:

OBAN ob, OH
=M H, g 6.21
ot ,z ) Z ot ( )

8w gwq i gwg
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Luego, bajo la politica de subsidios a la oferta, es decir del tipo ¢, , =¢, Vh, o a la demanda,

es decir del tipo ¢,,=t, Vvi, en (6.21) so6lo sobrevive el término asociado a las

externalidades, resultando:

OBAN _ S, ob,, 6.22)
ot " ot

gwg gwg

Por lo tanto, en estos casos la solucion depende de las externalidades. El subsidio 6ptimo es
tal que, para cada componente interior al espacio factible, el monto de subsidio redistribuido
producto de un cambio marginal en ella, compensa exactamente la variacion marginal

agregada que se produce en la externalidad.
6.4.3 Mercado con oferta variable y sin externalidades.

Siguiendo el analisis del primer caso, éste queda representado por el siguiente conjunto de
ecuaciones:
ob

hvi

ot

&g

=0 Vhvi (6.23)
gwg

Siguiendo un andlisis andlogo al realizado para el primer caso, se obtiene una condicion de
primer orden distinta:
OBAN ) of oP of" oP,
=m._ —m —ym |y Ly Ty 6.24
=2 k“[;ap o Zaz;. o | VEv 024

plij

Para este caso entonces la optimalidad depende directamente de las derivadas de las

restricciones. El gradiente de la izquierda resulta:

OBAN oP oc oH
=285 ln-el-2,8, - 6.25
at Z 6t [r” Cw ] Z v at ; alw t/lw ( )

gwq gwq gwq

Luego, bajo la politica de subsidios a la oferta, es decir del tipo ¢, , =¢, Vh, o a la demanda,

es decir del tipo ¢,, =t, Vvi, en (6.25) s6lo sobreviven los términos asociados a las

ganancias y costos del oferente, resultando:
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(6.26)

OBSN oP,
=28 . [ —e.]- 2,

oc,
ot -9 -
gwq gwg

0

De esta ultima ecuacién se desprende que el gradiente del equilibrio con este tipo de
subsidios no necesariamente resulta nulo, y su valor depende de la tecnologia y rentas
obtenidas por el oferente en el mercado. Asi, el subsidio 6ptimo, en cada una de sus
componentes interiores al espacio definido por las cotas de subsidio, debe ser tal que el
monto del beneficio producto de un cambio marginal en tal componente, compensa la
ganancia agregada asociada al cambio de oferta de los distintos bienes neta del costo

marginal agregado, menos el costo sombra de las regulaciones activas.
6.4.4 Mercado con oferta variable y con externalidades.

En este caso, se mezclan los efectos de los dos casos previos. Como no aporta mucho mas

a la discusién no se incluyen las férmulas correspondientes aqui.

Las conclusiones que se obtienen son analogas a las anteriores, indicando que el subsidio
6ptimo, en cada una de sus componentes interiores, debe ser tal que el monto de subsidio
redistribuido producto de un cambio marginal en ella, compensa la ganancia agregada
asociada al cambio de oferta de los distintos bienes neta del costo marginal agregado, y la
variacion agregada de la externalidad que genera, menos el costo sombra de las

regulaciones activas.
6.5 Naturaleza de los subsidios 6ptimos.

A partir de las propiedades 4.12 y 4.13 del capitulo IV, es posible probar la siguiente
propiedad.

Propiedad 6.3: Descomposicion del subsidio 6ptimo de RB&SOSPM.
Sea t*,,; la solucion optima de RB&SOSPM y (b*,H*.;) la componente de utilidad y la
localizacion asociada a ella. Entonces se tiene que t*,=thi(b™h,H*ni)+ti(b*,H* i)
donde las funciones de la derecha corresponde a los subsidios inductores de la
localizacion (b*p, H*,,) indicados en la propiedad 4.12, desplazados homogéneamente

para que cumplan con la restriccion de presupuesto de RB&SOSPM asociada a t*,,.
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Demostracion:

Sea thi= thwilb ™ H i) tti(b*,H* )+t donde t se define por ¢ =

. e .
Z/wi H”V" th”' B z i H il

con H = ZhH;w_ es total exdgeno de demanda. Se tiene que t,,; cumple con la misma

restriccion de presupuesto que t*,. Luego, gracias a la propiedad 4.13, t,,; son el
unico conjunto de subsidios que aplica (b*,,H*.,) y satisface tal presupuesto. Por lo

tanto, como t*,,; hace lo mismo se debe cumplir que t*,,=th

Luego, se tiene que los subsidios 6ptimos de RB&SOSPM se pueden descomponer en dos:
una parte que corrige externalidades de localizacién y vecindario, y otra que corrige rentas y

costos (ganancias). Ademas, a partir de la propiedad 4.9 y 5.3 se puede probar la siguiente:

Propiedad 6.4: Transferencia entre subsidios optimos y utilidades.
Sea t*,,; la solucion optima de RB&SOSPM vy (b*,H*,;) la componente de utilidad y la
localizacion asociada a ella. Entonces t,,;=t*,,+A, es solucién 6ptima de (b*,-An,H i)
donde A, es cualquier vector tal que f,,; cumple con la restriccion de presupuesto de
t*hvi-
Demostracion:
A partir de la propiedad 4.9 con la transferencia indicada la localizaciéon no cambia, y
a partir de la propiedad 5.2 la funcion BAN tampoco. Luego, el nuevo subsidio
también es oOptimo. Notar finalmente que a partir de la propiedad 6.3 y 4.13, el
subsidio t,,; de la propiedad anterior, es el subsidio inductor de la localizacion (b*,-
AnH i)

Esta propiedad indica que el problema RB&SOSPM puede ser simplificado fijando
exégenamente el nivel de utilidad en el mercado. El subsidio 6ptimo, no estad completamente
definido a menos que se fije este nivel. Una alternativa es fijarlo en el valor que se alcanzaria

en el mercado sin la aplicacion de subsidios.
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Por otro lado, si se fija la utilidad exdgenamente, el modelo maximiza el beneficio de los
productores, neto del costo de subsidios. Esto se debe a que la regla del maximo postor
implica que las rentas contienen toda la informacién sobre los agentes demandantes, por lo
que ellas son suficientes para plantear el problema de planificacion 6ptima. Esto esta de
acuerdo con Fujita (1989) cuyo problema de 6ptimo social maximiza el valor agregado de la
tierra (excedente en el consumo de otro bienes y servicios distintos de localizacién). Se debe
notar, sin embargo, que las transferencias posibles estan acotadas por las cotas de los

subsidios.

6.6 Sintesis del capitulo.

Se ha definido un modelo operativo de planificacion 6ptima denominado RB&SOSPM,
basado en el modelo general definido en el capitulo Ill, con las propiedades deseadas de
eficiencia en calculo del equilibrio y se han obtenido sus condiciones de primer orden, las
que por su complejidad sélo han sido estudiadas analiticamente para algunos casos
particulares. Las soluciones a este problema cuando existen no tienen una estructura

deducible directamente de estas condiciones, debido a su complejidad intrinseca.

Soluciones especiales como la politica de subsidios homogéneos (eficiencia del equilibrio
RB&SM no subsidiado) resulta ser un punto critico para un mercado sin externalidades y
oferta dada; sin embargo, no ha sido posible probar su optimalidad. La literatura en este
caso indica que el mercado resulta eficiente evidencia que apunta a que efectivamente se
trata de un 6ptimo para RB&SOSPM.

Algunas propiedades muestran que los subsidios optimos pueden obtenerse a partir de la
localizacién éptima, segun indica la propiedad 4.12. Esto permite plantear la posibilidad de
buscar la localizacién éptima en vez de los subsidios 6ptimos problema que es enfrentado en
el capitulo siguiente. Este nuevo problema permite simplificar enormemente la complejidad

analitica y de calculo.
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Finalmente, se observa que el valor de los subsidios s6lo puede ser determinado una vez
que se ha definido exégenamente la utilidad, o bien la utilidad de los agentes en la
localizacion éptima sdlo se obtiene una vez que se ha fijado el valor de los subsidios. Esta
libertad permite plantear el problema con utilidades prefijadas, tal como lo aplica Fujita
(1989). Una alternativa es fijar el nivel de utilidad en aquel que se alcanzaria en el mercado
sin subsidios, para lo cual basta calcular el equilibrio RB&SM correspondiente, sin embargo,
esta transferencia esta acotada por las cotas asociadas a los subsidios, que estan
relacionadas con las restricciones de ingreso de los agentes, la politica imperante y el

presupuesto.
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VIl. Modelo Operativo de Localizacién Optima.

7.1 Introduccion.

En el capitulo anterior se presenté el modelo operativo de subsidios 6ptimos RB&SOSPM
que resuelve de manera directa el problema de planificacion 6ptima en subsidios,
resolviendo el equilibrio RB&SM en cada evaluacién de la funcion objetivo. Esta misma
caracteristica, que aporta gran complejidad al modelo, lo hace analiticamente dificil de tratar
incluso para los casos mas sencillos. Sin embargo, ciertas propiedades del modelo, la
funcién objetivo y el equilibrio RB&SM, permiten la obtencién de los subsidios dptimos por

una via alternativa.

Se plantea en este capitulo un nuevo modelo que se denomina Modelo Operativo de
Localizacién Optima, denominado OULM por sus siglas en inglés (Optimal Urban Location
Model). Este modelo, diferencia del anterior, busca la mejor localizaciéon para la misma
funcién de beneficios en que los subsidios corresponden a aquellos de la propiedad 4.12.
Una ventaja es que permite un estudio analitico de sus condiciones de primer orden, las que

se utilizan en particular para obtener la composicién de los subsidios 6ptimos.

La funcion objetivo del nuevo modelo corresponde a la funcion BAN del modelo
RB&SOSPM, reemplazando los subsidios por el valor de los subsidios inductores
expresados por la propiedad 4.12, lo que por la propiedad 6.4 no produce distorsiones en la
solucién optima y por 4.13 tampoco lo hace para cualquier localizacién inducida por tales

subsidios. Por este motivo se le ha llamado de la misma forma: BAN.

A diferencia de RB&SM en el modelo OULM no se asume competencia por localizacién entre
agentes, ni maximizacion de ganancia por parte de los oferentes. Antes que esto, busca
directamente una localizacion en el sentido de BAN y sus condiciones de primer orden,

muestran que en el 6ptimo se resuelve la externalidad y el equilibrio.

Se plantea entonces un problema de optimizacién del beneficio agregado neto, adecuado a
la teoria BID que sustenta a RB&SM, resolviendo sus condiciones de primer orden. A partir

de ellas se determina la composicion de los subsidios optimos y su relacion con las
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externalidades, las economias en costos y las regulaciones. Posteriormente, se utiliza el
modelo, como una aplicacion, para evaluar la eficiencia de los equilibrios RB&SM en los
distintos casos estudiados en el capitulo previo. Se obtiene el mismo resultado de Fujita
(1989) para la eficiencia sin externalidades y con oferta dada. Hacia el final del capitulo, se

demuestran propiedades que relacionan las soluciones de RB&SOSPM con las de OULM.

7.2 El modelo OULM.

Se considera en el resto del capitulo el problema de seleccion de la mejor asignacién para
los bienes inmuebles en el mercado, considerando oferta y demanda variable, que maximiza
la siguiente funcion de Beneficio Agregado Neto del capitulo V (ecuacion (5.6)), pero sin

considerar regulaciones:

BAN == Hb,(0+ 28,00 ~c,(0]- 2 H,, (0, (7.1)

hvi

Para construir esta funcién se ha supuesto un mercado de remate con funciones de posturas
estocasticas Gumbel, con componente deterministica By,;=bn(Up)+bn,ittn,itb, que representan
el comportamiento de los consumidores tal como es modelado por RB&SM. De esta forma,

la renta corresponde a la misma renta de RB&SM dada por la ecuacion (4.3) del capitulo IV.

Se recurre a una formulacién similar a la aplicada por Fujita (1989), cuyo objetivo es
maximizar excedentes, sujeto a un conjunto de niveles de utilidad prefijados y transversales
a todas las localizaciones en la ciudad para cada categoria de agentes que se localizan. Con
esta formulacion se elimina de las soluciones el fendmeno que Mirlees (1972) denominé
"tratamiento desigual de los iguales", en que agentes de un mismo tipo alcanzan utilidades
distintas cuando se localizan en diferentes lugares, contradiciendo una consecuencia
fundamental de la teoria de remate en localizacion urbana®. Se define entonces niveles de
utilidad prefijados, lo que en el contexto de las posturas dadas por la ecuacién (4.1), significa

b, =b, Vh exdgeno, debido a que el ingreso también lo es (ver Anexo A). Con esto el primer

término de (7.1) resulta constante.

** Notar que el modelo RB&SM y por lo tanto el RB&SOSPM cumplen esta propiedad debido a la separabilidad
aditiva de la componente utilidad en la postura que permite definirla en equilibrio tal que Uy, es transversal para
cada h.
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Finalmente, se reemplaza en la ecuacion anterior los subsidios inductores de localizacién en
RB&SM, dados por la propiedad 4.12, obteniendo una formulaciéon de BAN como funcién de

localizacion y oferta, independiente del valor de by, que se llamara BAN(H,_,,S”):

Jizelfs) o

donde la postura indicada es la de RB&SM con subsidio nulo y sin la componente de utilidad

BAN(H,S) ZHbH ,S..) ZSI(

by, pues el subsidio ha sido resuelto explicitamente y la utilidad ha sido prefijada. El primer
término de BAN corresponde a la postura total del mercado y el segundo al costo total.
Considerando que la renta es la maxima postura, estos dos términos estan relacionados a la
maximizaciéon de la ganancia total de los oferentes. Los dos ultimos términos son de tipo

entropico y provienen del subsidio inductor de la localizacion en RB&SM.

Asi se define el Modelo de Localizacién Urban Optima, OULM(b,), como:
max BAN(H",,S")
Heoo.See
s.a
Y H, =H, Vh
(7.3)
Y H, =S, Vi
h
H..S.€p
H,.,S. =& Vhvi
donde la primera restriccion corresponde a la condicién que todos los agentes se localizan,
que equivale a la condicion de equilibrio impuesta en RB&SM, y la segunda a que todo los
bienes ofertados se utilizan. Por su parte, la tercera restriccion exige que la localizacion
cumpla con las regulaciones existentes. La ultima restriccion exige que la localizacion y
oferta sea mayor que un limite inferior positivo ¢ (en adelante nivel de aproximacién), que
resulta necesario para evitar problemas numéricos en la evaluacion de la funciéon de
beneficio. En efecto, segln se vera mas adelante existe una tendencia a concentrar oferta
en la solucién optima de (7.3) lo que genera problemas en el calculo de los logaritmos en

BAN para aquellas opciones en que la oferta se hace nula.
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El lector notara que se ha eliminado el parametro y de BAN, encargado de ajustar las
regulaciones en el modelo RB&SM. En efecto, este tipo de restricciones deben ser incluidas
explicitamente en esta formulacion y su efecto en la optimalidad se manifiesta a través de los
multiplicadores de lagrange respectivos en las condiciones de primer orden resultantes. Las
restricciones fisicas de positividad en la localizacién y oferta, resultan innecesarias debido a
que el ultimo término de la funcién objetivo impide que estas variables se anulen, haciendo
las veces de funcion de barrera. Finalmente, la ultima restricciéon corresponde a asegurar el
presupuesto en subsidios, que se obtiene a partir de los subsidios inductores indicados en la
propiedad 4.12.

Es posible demostrar la siguiente propiedad.

Propiedad 7.1: Independencia de la solucién de OULM(b;) respecto a by,
La solucién de OULM(by,) es independiente del valor de by,
Demostracion:
Debido a la funcion de subsidios inductores, indicada en la propiedad 4.12, la funcién
BAN utilizada por OULM(b,) no depende de este valor. Dado que ninguna restricciéon
del problema lo incluye, se concluye la independencia.
il
Como consecuencia de la propiedad anterior se omite en lo que sigue la referencia a by,

denominado al problema (7.3) simplemente por OULM.

Las variables de optimizacion en (7.3) son la localizacion de agentes H,,; y la oferta S,.. En el
caso de analizar el mercado con oferta dada (corto plazo) esta condicion debe ser impuesta
en la segunda restriccion y sélo se debe optimizar en H,,;.. Por otro lado, las soluciones de
(7.3) dependeran de las caracteristicas del mercado considerado, en particular de la
existencia de externalidades a la localizacién o de la presencia de regulaciones mas o

menos estrictas.

Finalmente, al igual que en el capitulo anterior, en lo que sigue se considera que las

restricciones en p° son de la forma F'(H._.)<R', y G'(S.)<R' que generalizan las

restricciones lineales de RB&SM. Se puede rescribir (7.3) en la forma:
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max BAN(H.,,S..)

> H, =H, Vh
H, =S, Wi (7.4)

F“(H..)< R' Vkhvi

hvi hvi

G*(S..)< R* Vkvi

vi .o

H, ,S, zé&Vhvi

7.3 Condiciones de primer orden del OULM.

La funcién lagrangeana para (7.4) resulta:

L=BAN(H..5.)- 2, (Z H - H,,j -> ;tw_[z H - Sj
-2 (FLHL)-R,)=D> m (Gi(5.)-R)  (75)
- Zm;w‘ (th' - ‘9)_ Zm:i(svi - ‘9)

Diferenciando el lagrangeano anterior respecto a cada componente Hg. Y Swg Y cON
respecto a los multiplicadores de lagrange, e igualando a cero, resulta el siguiente sistema

de ecuaciones (7.6):

LBAN =4 + ;{w + Zm,‘{hw M + m3w (7.6-8)
ang ’ L aHmw/ o

M = ﬂ'w + Zmzw M + m: (76_b)

os, & as., ‘

Y H =H, Vg (7.6-c)

Zngq = qu qu (7-6'd)

Fi(H.)<R,, Vkgwj (7.6-€)

G (S.)<R. Vikwj (7.6-9)

H, >¢ Vhvi (7.6-9)

S >e Vi (7.6-h)
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m. (F! (H.)-R')=0 Vkgwj (7.6-)
m;,(GL(S.)-R})=0 Viwj (7.6-)
m (H, —¢&)=0 Yhvi (7.6k)
m'(S. —&)=0 Wvi (7.6-)

Los multiplicadores A4 se hacen cargo de la restriccion de localizacion (7.6-a), mientras A,q
hacen lo propio con (7.6-d). Los multiplicadores de Kuhn Tucker m’ y m? se asocian
respectivamente a las restricciones de desigualdad de regulaciones, en localizaciéon y oferta,
y los multiplicadores m® y m* a los niveles de aproximacién (cotas minimas de localizacion y
oferta).

Las derivadas de la funcion BAN, que resultan:

OBAN _ g (H..S.)+ ZH 8,H...5.) S)—lln{H J—l Vewg (7.7)
W) H

angq - aHé’W] ‘Ll Hg S
S
M Z H—S)_lln v L Vwg (7.8)
S., A\H) p 2

donde se ha utilizado la restriccion activa (7.6-d).

Reemplazando (7.7) en (7.6-a) y despejando Hy,, resulta:

k
H, =S H exp( ﬂ[— A, +B,(H..S.)+> H, 08, (H....S.) > m) oF(H..) m, -2, D (7.9)

(
oH, & oH,

Sumando en g, considerando (7.6-d) y despejando A, se obtiene:

1 H H S ) 1 aE:, (H...) 3 3
:;ZHE exp{#[—lg+3 ZH ZmMmaH—mmJ]-}-,l (7.10)

g“ q v gwq

Reemplazando (7.10) en (7.9) resulta:

_ oB, (H..S.) o (H.) ]
Hg CXp| Y _ﬂg +Bqu H.-.’S.. + H/m = s my,. h” = _mgwq
[ e S QLG o ) )
q 0B, (H...S.) 5, OF.(H.)
A 3 Y

H_ =S,

gwq
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Para obtener los multiplicadores de lagrange A4 basta reemplazar (7.11) en las restricciones

(7.6-c), para obtener:

oB, (H..S.) , OF(H.) D
exp| i ng (H’ S")_,_ H, —wteee) mk/mM_m-m
[ [ Z OH,,, 2 OH (7.12)

khvi

vi k
ZHP exp(u[ﬁ’pw‘, (Hm 9S-- ) + ZH/M w - Zmllfhvi M - m;wq ]J
> i

A, NN DS

7
oH e oH

awg gwq

Definiendo el subsidio:
1 6F‘hl;i (H ooe ) 3

oB (H_.S.)
L H i wdPee ) —gd 7.1
o= 2 H DM~ = (7.13)

se detecta que (7.10), (7.13) y (7.12) corresponden respectivamente a las funciones de

rentas, punto fijo de demanda y punto fijo de equilibrio de RB&SM.

Por otro lado, reemplazando (7.8) en (7.6-b), y despejando S, se obtiene:

5 - Hexp[ {m ey, - g:;.,s..)_gm; agljs ) ! _ID (7.14)

pero A.q ha sido identificada en dos componentes, la primera de las cuales corresponde a la
renta de RB&SM r,, y la ofra, identificada con una tilda, estd aun indefinida. Si
reemplazamos (7.14) en la identidad Z S, =H, resulta:

7 1 1 aan (H... 9 S) 2 6G: (S.) 4 7 1
(/1 - lj = —Zln‘zq:exp{/l[rw + ;HW 7&5” - ;mm o —m; ( 5)

U

Por lo que resulta:

exp[/i[rw + Z H,, w _ z m’, 5(2;55.. ) -m!, D

wq

o8,,\H....S.. , 0GL(S.) .
; exp[ﬂ’[}’h- + ; th (asz ) - ; m,, a]_gh ) -m, JJ

(7.16)

S, =H

wq

Esta oferta no necesariamente es satisfecha por la oferta de RB&SM salvo que exista un

subsidio adecuado a la oferta. Es facil ver que tal subsidio es el siguiente:

_ or,(H...5.) < . 0GiS.)_ . (7.17)
t,=c, (S" )+ ZS a5 ka oH m,,

wq vi wq

Esto permite concluir que:
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En el largo plazo, aln sin externalidades existe la posibilidad de ineficiencia en las
soluciones de RB&SM.

Es interesante analizar este resultado, pues muestra que la naturaleza de la ineficiencia en
oferta corresponde a los costos y externalidades. Mas aun, aun en el caso de costos fijos y
ausencia de externalidades y regulaciones, es posible que la distribucién de oferta resultante
del equilibrio resulte ineficiente, salvo que los costos sean homogéneos. Lo que este
resultado indica es que la oferta 6ptima es aquella que se deduce directamente de las
posturas, sin considerar el costo de los oferentes. Esto significa, que aun sin externaldades

en el largo plazo pueden generarse ineficiencias.

Respecto al subsidio total, compuesto por la suma de ambas componente en (7.13) y (7.17),

se concluye que:

El subsidio que induce la localizacion 6ptima de OULM corrige los precios de la
externalidad en localizacidn y oferta, las regulaciones en localizacion y oferta, y las

diferencias en costos de produccion.

A continuacion se analiza si las soluciones de RB&SM cumplen con estas condiciones de
primer orden, para distintas condiciones de mercado. Notar que si este es el caso, y existe A
tal que el subsidio definido por (7.13)+ (7.17) de OULM es de la forma t,,=4, entonces
RB&SM resulta eficiente puesto que el equilibrio asociado a dicho valor de subsidios es

idéntico a un equilibrio no subsidiado.

7.4 Eficiencia en el modelo RB&SM.

Como se comentd previamente utilizamos en esta seccién el OULM para estudiar la
eficiencia en RB&SM. En particular, si RB&SM es siempre eficiente no tiene sentido
preguntarse por politicas de subsidios éptimos, salvo que el planificador pondere de manera
distinta a cada uno de los agentes. Este analisis no pudo ser hecho con detalle en la seccién

previa debido a las dificultades analiticas del problema RB&SOSPM.
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Se considera entonces en lo que sigue G=0 y se estudia en primer lugar un mercado en que
no existen regulaciones al uso y oferta de bienes inmuebles. Al igual que en el capitulo

previo se consideran cuatro casos:

e Localizacion con oferta dada y sin externalidades.
e Localizacion con oferta dada y con externalidades.
e Localizacion con oferta variable y sin externalidades.

¢ Localizacion con oferta variable y con externalidades.

Se considera el mercado como de localizacion con oferta dada cuando la oferta es prefijada
completamente. Esto corresponde a un escenario de corto plazo en que los agentes
consumidores escogen localizacion entre las existentes, pero los oferentes no tienen

oportunidad de intervenir en el mercado.

El efecto de las regulaciones se considera sin profundidad analitica hacia el final del
capitulo, pues como el lector vera al avanzar en la lectura, no aporta mayor relevancia
respecto de la eficiencia o ineficiencia de RB&SM vy, por lo tanto, sobre el fundamento de
esta seccidn: precisar necesidad de aplicar subsidios como herramienta para mejorar el

beneficio agregado en el mercado.

7.4.1 Eficiencia con oferta dada y sin externalidades.

Considerando que no existe ningun tipo de externalidad, Fujita (1989) construye un modelo
de espacio continuo que resulta eficiente. A continuacién se analiza este mismo resultado

para el modelo discreto RB&SM.

A partir de la definicidn del subsidio en (7.13), en este caso se tiene:
t,.,=0Vgwg (7.18)
Como se esta en un caso con oferta dada, la condicion (7.17) no aplica y se concluye que

Hp.i que cumple con las condiciones de primer orden de OULM, es un equilibrio RB&SM con

oferta dada. Se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 7.2: Eficiencia de RB&SM sin efectos externos en el corto plazo.
Toda solucién de RB&SM con oferta dada y sin externalidades es eficiente.
Demostracion:
Sea H,,: la localizacion de equilibrio de RB&SM sin subsidios ya se sabe que cumple
con las condiciones de primer orden de OULM. Se demostrara que es un maximo.
La matriz Hessiana de este problema es diagonal con elementos negativos en la

diagonal. Luego, es definida negativa, por lo que H,,; €s un maximo estricto.

El teorema anterior muestra que el equilibrio RB&SM en el caso mas sencillo resulta
eficiente. Este resultado era el esperado, pues en esas condiciones el mercado no posee

imperfecciones y, por lo tanto, no tiene sentido la aplicacién de politicas de planificacion.

7.4.2 Eficiencia con oferta dada y con externalidades.

Es sabido que la presencia de externalidades puede generar ineficiencia en los mercados,
por lo tanto, este caso es de particular interés debido a la posibilidad cierta de aplicar una

planificacién éptima de subsidios.

Para analizar este caso, es necesario plantear una funcién de postura particular a estudiar,
en que las externalidades representen la tendencias aglomerativas y segregativas en las
decisiones de localizacion de la poblaciéon segun nivel socioeconomico, y, a la vez, una
valoracién del ambiente construido. La funcion de postura de RB&SM presentada en
Martinez y Henriquez (2003) no cumple de buena forma con estos requisitos, debido a que
en ella la segregacion socioeconémica no queda bien representada al considerar el ingreso
total de una zona como la variable descriptiva del nivel socioeconémico. En su reemplazo,
para cada cluster de hogar h se divide el total de agentes localizados en dos categorias:
aquellos que tienen ingreso mayor o igual que h, y aquellos que poseen ingreso menor que

h, resultando la siguiente funcion:

B, =b+a,Y HI +B > HI +1,) S X +KY, (7.19)

g2eQy g2eQy w

donde Q,={g / Ig=ls}, y el cuarto término es constante para este caso de oferta dada. Luego,

la derivada con respecto a localizacién resulta:
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i #q 0 geQ, ge =

0B, .
—r-=51\a,0. ., +PB0 vwV 7.20
o =000+ 8 n,) S (7.20)
; 1 i=g¢q 1 geQ
donde 5q = {0 » Ygeq, :{ ! y 5 _5gth '

Por lo tanto, el subsidio en (7.13) que en este caso resulta::

t, =1, H, (@5, +B5.0) Yewg (7.21)

Para que este subsidio sea constante se deben cumplir condiciones muy especiales sobre
los parametros de la funcion objetivo, que aun con oferta y localizacién homogénea pueden

no cumplirse.

Para ver que la ecuacion anterior no siempre es satisfecha por las soluciones de RB&SM, se

presenta a continuacion un ejemplo sencillos para los casos «,> f,>0Vh vy

a, >0,B, <0Vh, el primero de los cuales representa una tendencia aglomerativa en la

localizacién y el segundo una tendencia de segregacidon socioeconomica.

Contraejemplo 7.1:
Para construir el siguiente ejemplo sencillo se utilizé una planilla MS Excel que calcular el
equilibrio RB&SM vy las condiciones de primer orden del modelo OULM asociado, bajo las

condiciones que se indican en las siguientes tablas:

Tabla 7.1 Tabla 7.2
Contraejemplo: Parametros de descripcién Contraejemplo: Factores de escala de la
de la ciudad y el mercado. distribucion Gumbel.

N° Clusters (h) 2 Factores de escala

N° zonas (i) 2 Demanda (u) 0.05

N° Viviendas (v) 1 Oferta (1) 0.05

N° Alternativas (vi) 2 Fuente: Elaboracion propia.

Total oferta = demanda 100

Fuente: Elaboracion propia.
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Tabla 7.3

Contraejemplo: Caracteristicas de cada

Cluster.

Cluster

(h)

N° Agentes
(Hy)

Ingreso

(/n)

1

30

4

2

70

1

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 7.4
Contraejemplo: Parametros de la funcion
de posturas asociados a los agentes
consumidores.

Parametros de Gusto
Socio- Cons- |Constantes
Cluster | economico | tructivo (xn)
(h) | (an) | (Bn) (77n)
1 1.46| =1 0.85 0,5
2 0.84 - 0.16 0,3

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 7.5
Contraejemplo: Parametros asociados a las viviendas por zona.
Alternativa de Atributos
localizacién | constructivos | Constantes
(vi) (Xu) (Y,)
11 1.09 0,2
21 1.50 0,15

Fuente: Elaboracion propia.

Utilizando oferta homogénea en ambas zonas se obtuvo el subsidio asociado para ambos

tipos de externalidad, segregativo y aglomerativo. Las siguientes tablas muestran los

resultados.

Tabla 7.6

Subsidio asociado a OULM con oferta

dada y externalidades aglomerativas.

Tipo de Zona

Hogar Q=1 q=2
g=1 195.760464 | 214.639536
g=2 43.7909977 | 45.0090023

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 7.7
Subsidio asociado a OULM con oferta
dada y externalidades segregativas.

Tipo de Hogar Zona
q=1 q=2
g=1 195.560221 | 214.839779
g=2 43.7780788 | 45.0219212

Fuente: Elaboracion propia.

Debido a que los subsidios anteriores no son homogéneos se concluye que el equilibrio

RB&SM no subsidiado no es 6ptimo. Luego, se tiene la conclusiéon anterior.

Luego se tiene que:

En el corto plazo, la presencia de externalidades hace que las

soluciones de RB&SM no sean eficientes.

En las subsecciones siguientes se analiza este resultado en el contexto del largo plazo.
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7.4.3 Eficiencia con oferta variable y sin externalidades.

Este problema se diferencia del caso descrito en apartados previos, en que las posturas y

los costos, y por lo tanto la funcién BAN, dependen de la oferta descrita por las variables S,

Como no existen externalidades de localizacion, desde la seccion 7.4.1 la localizacion Hgy,
es solucion de RB&SM, por lo que en este caso solo es necesario analizar la condicion
(7.17).

(. =c.(5.) (7.22)

Esto significa que:

En el largo plazo sin externalidades las soluciones de RB&SM
son eficientes sélo si los costos de produccion resultan

homogéneos.

7.4.4 Eficiencia con oferta variable y con externalidades.

Resulta evidente que en este caso confluyen todos los casos de ineficiencia anteriores, por
lo que su desarrollo no aporta nada nuevo. Por esta razon se omite el analisis dejando su

estudio especifico al lector intersado.

7.4.5 Efecto de la aplicacién de regulaciones.

La localizacién 6ptima de OULM puede resultar aproximadamente extrema, es decir, nula
para ciertas combinaciones hvi, y cabe notar que este tipo de soluciones sdlo es posible en
mercados no regulados o con regulaciones suficientemente laxas, en otras palabras, la
existencia de regulaciones puede inducir soluciones interiores, y, por lo tanto, alcanzables
por RB&SM, incluso en condiciones muy deterministicas. Como ejemplo de esto, existen

restricciones fisicas de espacio que restringen la provision de oferta en una zona
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determinada, impidiendo que toda la oferta necesaria para satisfacer la demanda se localice

en un solo lugar.

Por lo tanto, es importante el rol de las regulaciones en el sentido que aporta una nueva
fuerza segregativa, que puede o no (dependiendo de la intensidad de esta fuerza) inducir a
RB&SM a equilibrios eficientes. Asi, al igual que los subsidios, pueden resultar Gtiles como
herramientas de planificacién eficiente. A pesar de esta ventaja, es importante recordar que
la existencia de regulaciones genera una disminucion neta del beneficio agregado, debido a

gue las ganancias obtenidas se reducen en relacidén a los precios sombra asociados a ellas.

Por otro lado, conviene notar que el efecto de una regulacion se representa analiticamente
como un ponderador lineal en la funcién lagrangeana del problema, mientras que un
subsidio aparece como una componente mas de las posturas, dentro de la funcién logsuma
de la renta correspondiente. En este sentido, ambos efectos tienen una participacién similar
(la funcién logsuma tiene un comportamiento muy similar al lineal). Esto significa que es
posible utilizar uno u otro mecanismo para la obtencién de soluciones eficientes en RB&SM,
y la eleccién de uno u otro dependera del efecto neto en el beneficio agregado alcanzado y

de los costos asociados a su aplicacion.

7.5 Relacién entre el OULM y RB&SOSPM.

El objetivo de esta seccidn es estudiar cual es la relacion entre los resultados del modelo

RB&SOSPM y aquellos subsidios obtenidos con la localizacién éptima del modelo OULM.

Consideramos aqui, sin pérdida de generalidad, el problema RB&SOSPM sin cotas a los
subsidios, de tal forma que sea completamente compatible con el OULM planteado en este
capitulo. Las propiedades que siguen son validas también para la version general de
RB&SOSPM y el OULM que incluye las cotas a localizaciéon y oferta asociadas a aquellas a

través de la ecuacién de subsidios inductores de la propiedad 4.12.

Se tiene, a partir de las propiedades 4.12 y 6.1 que las funciones objetivo de ambos

problemas son idénticas, lo que permite demostrar la siguiente propiedad:
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Propiedad 7.2: Relacién entre soluciones de RB&SOSPM y OULM.
Sea t',,; solucion de RB&SOSPM y H',,,; la localizacion inducida por t',,,. Sea también
H?,,; solucion de OULM en idénticas condiciones para el mercado, y sea i el
subsidio de la ecuacién (7.13) y A, el multiplicador de lagrange de la restricciéon de
equilibrio en hogares. Entonces se cumple:
1) H',i = H?,,; implica que existe Atal que t'n,i= i+ An-b n+h.
2) Si t'hi= BhitAn-b L entonces H?,,; es un equilibrio para t',; y H'pi es un
equilibrio para £%,,. Si para alguno de los dos subsidios el equilibrio es Gnico
entonces es Unico para el otro y H',; = H,
Demostracion:
Se tiene que t',,; es induce de H', por lo que, a partir de la propiedad 4.13 se
concluye que existe L' tal que t'p,= t"n+t',+1!, donde t'; y t',; son los subsidios de
la propiedad 4.12. Ademas, es facil ver de la definicion de t i que es de la forma
t" = o' B hi-b", con b’ la utilidad de RB&SM asociada a t',,; y B' ., la postura de
RB&SM (sin utilidad b';) asociada a H',,; y subsidio nulo, y a',; el primer término
asociado sélo a H',,. Analogamente, como £, es el subsidio inductor de H?,,, para
niveles de utilidad A, dado por la propiedad 4.12, se tiene de manera analoga que
existe A? tal que 2= £,,+t,+2% donde £, y £, son los subsidios de la propiedad
412y %, que es de la forma £ = &?ni-B? hvi-An.
Por lo tanto, si H',; = H%,i, entonces o' ni=c?mi, B ni=B%i y t'i=t.;lo que implica que
t' - o= An-b'n+h. En el otro sentido, sea t',= it An-b'h+A. Se tiene entonces que
b+t = An+i+h, por lo que las funciones LMN de demanda y de oferta son
idénticas para ambos equilibrios, y por lo tanto tienen las mismas soluciones.
Finalmente, si el equilibrio es Unico para t’ entonces debe serlo para £ debido a que

las ecuaciones son idénticas en ambos casos, y por lo tanto se tendra H'i = Hi

Esta propiedad es muy importante porque asegura que si la localizacién es idéntica en
ambos modelos, entonces el subsidio tiene la forma obtenida en (7.13), esto es, la
componente de demanda del subsidio es igual a la derivada de la postura agregada respecto
a la localizacion mas el efecto de las regulaciones a la demanda. Mas aun, existe un
subsidio a la oferta que cumple con las condiciones de primer orden (7.16) de OULM y ese

subsidio es exactamente el de la ecuacién (7.17), por lo que corresponde a la diferencia

Modelo Operativo de Planificacién Optima de Subsidios en Sistemas Urbanos 89



Tesis de Magister Luis Felipe Aguila Thedy

entre la ganancia y la suma entre la derivada de la ganancia agregada mas el efecto de las
regulaciones. La siguiente propiedad muestra que en realidad existe una equivalencia entre

los resultados de ambos modelos.

Propiedad 7.3: Equivalencia entre el RB&SOSPM y OULM.
Se tiene que t,,; es subsidio 6ptimo de RB&SOSPM no acotado con localizacion y
oferta asociada (H,,,S,) y utilidad asociada by, si y sélo si, en idénticas condiciones
del mercado, (H.,;,S,) es solucion éptima de OULM vy existe A, tal que t,,+1, es el
subsidio 6ptimo con b,-Ay la utilidad asociada.
Demostracion:
Primero se observa que por construccion dado t,,; BANTEESOSPM i, ) =BANCY"M(H, .S,
donde (Hn,;,Sy) es la localizacién y oferta RB&SM inducida por t,,. Analogamente,
dado (Hpn,Sy) positivo BAN®Y"M(H,,. S,)=BANFESSOSPMt, ) donde t,,; es un subsidio
inductor de (Hn,;,S,) en RB&SM. En segundo lugar, se debe notar que el modelo
RB&SOSPM considerado no tiene cotas a los subsidios, razén por la cual es
comparable al OULM aqui planteado.
Sea entonces t,, es subsidio 6ptimo de RB&SOSPM con localizacion y oferta
asociadas (Hp,;,S,) y utilidad asociada b, Si existiese (H*.;,S*)>0 tal que
BANOULM(H*hvin*vi)> BANOULM(HhV,',SV,), entonces BANRB&SOSPM(t*hV,')> BANRB&SOSPM(thV,),
donde t*,,; es un subsidio inductor de (H*,,;,S*,) en RB&SM, lo que contradice el
hecho que t,, es subsidio 6ptimo de RB&SOSPM. Analogamente, sea (Hx,;,S,) es
solucién éptima de OULM, con utilidad /,. Si existiese t*,,; tal que BANTEESOSPM(tx, >
BANRBESOSPMet, ) entonces BANCY™M(H*,,, S*,)>BAN°Y""M(H,,.S,,), donde (H*,,,S*,) es
la localizacion y oferta inducida por t*,; en RB&SM, lo que contradice el hecho que
(Hnvi; Sv) es localizacion y oferta éptimas de OULM.
Finalmente, a se tiene que t,,; induce (H,,;,S,;) con utilidad b,. Es facil ver desde las
ecuaciones del subsidio en la propiedad 4.10 que para cualquier valor 4, se tiene que
thit Ay induce (Hpn,;, Sy) con utilidad by-An. Luego, si b, es la utilidad asociada a la
solucion del OULM, dada por la ecuacién (7.12), entonces tomando A,=b’s-b, se

concluye la demostracion.
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Esta propiedad es muy relevante pues indica que es posible utilizar OULM para solucionar el
problema de planificacion optima, modelo que resulta mucho menos complejo que

RB&SOSPM en su solucion, especialmente en ciudades de gran tamano.

Mas aun, un corolario importante es que el subsidio 6ptimo de RB&SOSPM tiene la misma

forma que el subsidio 6ptimo de OULM. Esto significa que:

Los subsidios 6ptimos del problema de planificacion 6ptima de subsidios corrigen
los precios de mercado en funcion de la externalidad en localizacion, la

externalidad en produccién y las regulaciones.

Esta conclusion indica que existe un trade-off entre subsidios y regulaciones, por lo que es
relevante estudiar la aplicacion conjunta de ambos lo que puede permitir la implementacién

de la localizacién 6ptima con un presupuesto menor.

7.6 Sintesis del capitulo.

Se ha mostrado en este capitulo que las soluciones de RB&SM de oferta dada y sin
externalidades es eficiente, tal como indicaban algunos autores en la literatura como en
Fujita (1989).

Se muestra también que las soluciones de RB&SM son ineficientes en casos mas generales,
incluso con oferta dada por la valoracion de efectos externos en las posturas de los
demandantes. En particular, la oferta variable es una importante fuente de ineficiencia

debido a la hoterogenidad de costos que enfrenta la oferta.

Se demuestra que las soluciones de OULM y las RB&SM son idénticas, y a partir de las
condiciones de primer orden de OULM, se obtiene que el subsidio éptimo corrige efectos

marginales de externalidad, economias en la oferta, ganancias y regulaciones.

La existencia de regulaciones modifica el beneficio neto alcanzado. El uso de regulaciones o
subsidios para planificar un mercado eficiente, dependera de los costos del uso de estas

herramientas y de su efecto neto en el beneficio agregado.
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La gran conclusién de este capitulo es que si existen externalidades o se esta analizando el
largo plazo, entonces el mercado no necesariamente alcanzara un éptimo por si mismo, y el
problema de planificacion 6ptima tiene sentido. Se detecta la forma precisa del subsidio

optimo en demanda y en oferta.

Dado que el modelo OULM es algoritmicamente menos complejo que el RB&SOSPM, y no
posee los problemas de convergencia que incluye al evaluar equilibrios cada vez que se

calcula la funcién objetivo, es recomendable utilizarlo como el modelo de optimizacién.
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VIIl. Simulaciones Prototipo.

8.1 Introduccion.

Las simulaciones que ha continuacidon se presentan estan orientadas ha probar en un
prototipo las conclusiones tedricas precedentes y caracterizar algunas tendencias
estructurales en las soluciones. Ademas, la experiencia resultante del desarrollo de este
estudio permite plantear interesantes hipotesis a partir de ellas. Se realizaron algunas
simulaciones para explorar la forma de la funcion BAN vy las politicas 6ptimas. Nuestro
objetivo central en este capitulo es derivar algunas hipotesis preliminares a partir de una

aplicacion prototipo simple, para iluminar futuras investigaciones.

Se describen aqui los resultados obtenidos de una aplicacion prototipo en la cual han sido
aplicadas las mismas condiciones presentadas en los capitulos 6 y 7, para el modelo
RB&SM. Las simulaciones del modelo de planificacion se realizan utilizando el modelo
RB&SOSPM vy sélo hacia el final del capitulo se utiliza el modelo UOLM para comprobar la

equivalencia entre los resultados de ambos.

En la siguiente seccidn se presentan caracteristicas comunes de las simulaciones, y a
continuacion de ella se explicitan los algoritmos de solucion utilizados para obtener los
resultados. De la seccion 8.4 a la 8.5 se presentan las distintas aplicaciones realizadas, sus
resultados y las conclusiones que de ellos se han obtenido. La primera de estas secciones
muestra propiedades de la funciéon objetivo y la segunda tendencias sistematicas de la
solucién optimal. La seccidon 8.6 incursiona en el valor de los subsidios éptimos y la
equivalencia entre los modelos OULM y RB&SOSPM. Finalmente, la seccion 8.7 entrega

una sintesis de lo desarrollado en este capitulo.
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8.2 Caracteristicas generales de las simulaciones.

El modelo soporta externalidades de localizacién, modeladas a través de una componente
en las posturas. Estas externalidades se plantean a priori de un tipo que permite describir el
fendmeno de segregacion socioecondémica, debido a que en Santiago de Chile este es un
fendmeno particularmente marcado en la distribucién espacial de residentes en la ciudad.
Como se comentd en el capitulo 7 la funcion de postura que se utiliza en este trabajo es:

B, =b,+a, Z Ig(zf)g/viﬂij—'_ﬁh Z Ig(zeg/viﬁi)+ﬂthwinv'i +x,Y, (8.1)

geQ), geQ),
donde Q,={g / Ig=l}. El primer término corresponde a la variable de RB&SM que representa
a la utilidad en equilibrio. Los siguientes dos términos con Py, describen atributos de
localizacién asociados con la distribucién de los agentes segun categoria socioeconémica.
Se utiliza como atributo el ingreso de los hogares localizados en la zona. Se observa que la
sumatoria de ingresos esta diferenciada en dos grupos socioeconomicos valorados de
manera distinta, lo que permite captar fenomenos de segregacion positiva y negativa. En
efecto, en esta formulacién un agente puede considerar valioso el estar junto a aquellos que
poseen ingreso igual o mayor que él mismo (>0 ) y valorar negativamente a los mas
modestos ( B<0 ). El tercer término con P,;, describe las externalidades asociadas al
medioambiente construido. En este caso X representa la valoracion de las fachadas,
arquitectura, jardines, densidad, etc. Con estos tipos de términos un gran conjunto de
atributos zonales puede ser especificado con las variables del modelo. El ultimo término
contiene atributos constantes tales como indices zonales de accesibilidad, presencia de
comercio o actividades productivas y otras variables asociadas a la vivienda como numero

de ambientes, superficie construida, etc.

El conjunto de parametros o , f ,n Y k representan el precio hedoénico que el

consumidor asigna a cada atributo de la zona, y pueden ser calibrados desde observaciones

de localizacion.

Desde el punto de vista del oferente se considera unicamente el caso de costos fijos. Es

decir, se considera una funciéon de costos de la forma:

c,(P)y=c, Yvi (8.2)
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En estricto rigor, se podria considerar una funcién lineal que asegura buenas propiedades de
convergencia para el equilibrio, mas aun la experiencia acumulada indica que aun en el caso
de economias de escala se obtiene convergencia. A pesar de esto, para los objetivos de
este estudio es suficiente la utilizacion de (8.2), asegurando el funcionamiento eficiente de

los algoritmos de solucion.

Todas las simulaciones fueron realizadas usando el paquete de optimizacién de MatLab.
Esto habilita para aproximar las derivadas parciales de primer y segundo orden para estimar
gradientes y hessianos via diferencias finitas, aprovechando la utilizacion de métodos de
descenso para optimizar. Esto es importante debido a la aparente dificultad existente en el
célculo de los puntos fijos de primer y segundo orden asociados al equilibrio RB&SM.
Experiencias realizadas a este respecto muestran que las matrices asociadas, ademas de un

tamafo importante, no tienen buenas propiedades que faciliten el calculo.

Las pruebas simulan una ciudad de pequefio tamafio lo que permite asegurar la utilizacion
de informacién de primer y segundo orden en la busqueda del éptimo. En ciudades de gran
tamafo, el gran numero de variables hace inviable la utilizacién de esta informacién en forma
aproximada estandar, por lo que se requiere de algoritmos especialmente disefiados, tema

que se deja para futuras investigaciones.

Las simulaciones fueron desarrolladas para testear una ciudad prototipo definida por: tres
clusters de consumidores (h), cuyo comportamiento esta identificado por su nivel de ingreso,
dos zonas (i) y tres tipos de vivienda (v), es decir, hay seis alternativas de localizacién (vi).
Los parametros de escala de la distribucién Gumbel de posturas y ganancias se consideran
idénticos, representando en general un nivel alto de dispersion que asegura y facilita la
convergencia de los algoritmos de punto fijo, segun fue demostrado en las propiedades del
equilibrio en el Anexo B. La poblacion consiste de 100 hogares y el presupuesto de

subsidios (G) fue fijado en cero, representando una redistribucion de recursos.

Todos los parametros exdgenos, como numero de agentes, ingresos, valoracion de

atributos, costos de construccion se muestran en las tablas siguientes:
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Tabla 8.1

Parametros de descripcion de la ciudad y el

mercado.

N° Clusters (h)

N° zonas (i)

N° Viviendas (v)

N° Alternativas (vi)

Total oferta = demanda

OO |WIN|W

Fuente: Elaboracion propia.

Factores de escala de la distribucion

Tabla 8.2

Gumbel.

Factores de escala

Demanda (u)

0.0005

Oferta (1)

0.0005

disposicién a pagar asociados a los

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 8.4
Parametros de la funcién de

~ Tabla 8.3 agentes consumidores.
Caracteristicas de cada Cluster. -
Parametros de Gusto
o Socio- Construc | Ctes.
Cluster | N Agentes Ingreso Cluster| econémico | cién | (k)
0 () L ()| e | (B | (nn
> " ) 1 0.146| -0.1 0.0085 |0,050
3 40 1 2 0.084| -0.2 | 0.0016 |0,020
Fuente: Elaboracion propia. 3 9'004 - 0 0.0002 {0,001
Fuente: Elaboracion propia.
Tabla 8.5
Parametros asociados a las viviendas por zona.
Alternativa de Atributos
localizacién | constructivos | Costo fijo | Constantes
(vi) (Xui) (Cy) (Y,
11 0.0110 0.049 0,020
21 0.0150 0.013 0,015
31 0.0004 0.001 0,005
12 0.0094 0.070 0,012
22 0.0022 0.023 0,009
32 0.0023 0.004 0,002

Fuente: Elaboracion propia.

En la Tabla 8.4 todos los parametros de gusto asociados a la externalidad socioecondmica
aparecen con signo opuesto unos de otros, indicando segregacion socioecondmica. Si se
tomaran todos los valores positivos se obtiene una situacién en que todos los agentes

valoran ser vecinos unos de otros, o que combinado con el poder monopdlico de los

oferentes a través del

aglomeracion de los agentes.

remate de las propiedades, genera un comportamiento de
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Finalmente, cuando se analiza el caso de oferta variable, interesa estudiar el
comportamiento del mercado regulado, pues es el Unico caso real. El mercado no regulado
s6lo permite aclarar tendencias y sera utilizado en este Unico sentido en lo que sigue. La

siguiente tabla muestra los parametros utilizados para las regulaciones a nivel zonal.

Tabla 8.6
Parametros asociados a las restricciones por zona.
Restriccion - zona Atributos de oferta Cota
(ki) (@)
(Rkvi)
11 060606 0] 0[O0 40
12 0| 0] 0050303 28

Fuente: Elaboracion propia.

En las simulaciones se estudiaron caracteristicas de la funciéon objetivo y se realizaron
comprobaciones de los resultados tedricos previos. Ademas, se analizaron soluciones al
problema para situaciones no analizadas previamente de manera satisfactoria, de forma tal

que los capitulos previos se complementan en cierta medida con lo expuesto en este.

Para cada analisis se realizaron 4 simulaciones, segun las caracteristicas impuestas al

mercado en conformidad con la siguiente lista:

¢ Mercado con oferta dada y sin externalidades.
o Mercado con oferta dada y con externalidades.
e Mercado con oferta variable y sin externalidades.

¢ Mercado con oferta variable y con externalidades.

En oferta variable (largo plazo), sélo interesa analizar el caso regulado, pues como se vio en
capitulos previos esta es la Unica condicién real, debido a que existen restricciones fisicas
(espaciales) para la localizacion de actividades. Sin embargo, se presentan resultados para
el caso no regulado que muestran de buena forma la tendencia natural del mercado hacia

una concentracion en condiciones de largo plazo, tal como fue expuesto en el capitulo VII.
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8.3 Algoritmos de Solucion.

Para realizar las simulaciones de RB&SOSPM se requiere de dos algoritmos de solucion. El
primero para calcular las variables de equilibrio RB&SM y el segundo para optimizar. En lo
que sigue de esta seccidén se describen los algoritmos, mientras en el Anexo C el lector

puede encontrar representaciones esquematicas de los mismos.

Para el equilibrio RB&SM se utiliza el algoritmo desarrollado por Martinez y Henriquez
(2003), que calcula secuencialmente la solucion de cada punto fijjo con un algoritmo
estandar, hasta obtener convergencia a nivel global. Aunque la convergencia global no esta
asegurada tedricamente, la experiencia indica que se alcanza en la gran mayoria de los
casos, principalmente con dispersiones altas en las distribuciones de ganancias y posturas.
En el Anexo B se presentan algunas propiedades de convergencia para las distintas

ecuaciones de punto fijo involucradas.

En el caso de un equilibrio regulado, en primer lugar se minimizan holguras con un algoritmo

simplex (las restricciones son lineales) para determinar una solucioén factible.

El algoritmo de optimizacion utilizado corresponde a un método de tipo Quasi Newton,
utilizando informacién aproximada de primer y segundo orden. El inverso del Hessiano es
estimado iteracion tras iteracion por medio del calculo del gradiente via diferencias finitas. Se
probaron distintos algoritmos como el método Davidon-Fletcher-Powell (DFP) o el método
Broyden-Fletcher-Glodfarb-Shanno (BFGS), que se diferencian basicamente en la forma de
aproximar la inversa del Hessiano (ver Luenberger, 1937), pero los resultados fueron en
todos los casos idénticos. Esto se debe posiblemente a que la ciudad definida es pequefia,
en ciudades mas grandes puede ser necesario investigar en este aspecto definiendo la

utilizacion de algoritmos ad-hoc.

Se ha desarrollado ademas un algoritmo de solucion para el problema UOLM, del mismo tipo
anterior y que solo es utilizado para contrastar sus soluciones con las de RB&SOSPM hacia

el final del capitulo.
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Todas las simulaciones han sido realizadas utilizando el software MatLab en su version 6.5
realese 13. Para la optimizacion se utilizé los paquetes que el mismo software ofrece,
evitando la necesidad de programar esta etapa, para lo cual el algoritmo de equilibrio fue

programado en este lenguaje.

8.4 Propiedades de la funciéon de Beneficio Agregado Neto BAN.

La funcién objetivo planteada en este documento, considera como variables aquellas que
describen el equilibrio RB&SM. Debido a la complejidad que involucra la utilizacion de
variables que se definen a través de ecuaciones de punto fijo, no es claro a primera vista
cual es su comportamiento analitico, ni qué tipo de propiedades pueda tener. Por ejemplo,
¢como se comporta esta funcion frente a cambios en la dispersidén de la distribucién de
probabilidades subyacente a RB&SM?, ;cdmo cambia el beneficio ante cambios en
subsidios?. Estas no son preguntas simples de responder debido a esta dependencia

compleja.

En esta seccidn se presenta algunos analisis que ayudan a despejar estas dudas y aportan

mas consistencia a la forma de resolver el problema operativo planteado.

8.4.1 Forma de la funcion BAN.

Para detectar la forma de la funcién objetivo, lo que permitiria en primer lugar escoger un
algoritmo adecuado de solucion, o desarrollar uno que explote propiedades especiales, se
graficé uno a uno los planos compuestos por el beneficio como variable dependiente y la
direccion coordenada asociada a cada componente del subsidio, dejando todas las demas
fijas, como variable independiente. De esta manera se obtienen 18 graficos que muestran
bidimensionalmente la forma de la funcién. Se aplicd esta estrategia tomando distintos

valores de la dispersion para la distribucion Gumbel.

El primer conjunto de simulaciones se realizé con oferta completamente prefijada. Se fija la
oferta en torno al éptimo no regulado que consiste en oferta completamente prefijada en la
zona 1 vivienda 3. El Gréfico 8.1 es un grafico de oferta que muestra la oferta prefijada

utilizada. En él se grafica en barras el total de bienes ofertados para cada opcion de
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localizacion. Se presentan dos grupos de 3 barras asociados a cada una de las zonas 1 o0 2,
segun se indica en el eje horizontal. Sobre cada barra se indica el tipo de bien que
representa. Asi, la vivienda tipo 3 en la zona 1 corresponde a la tercera barra, de izquierda a

derecha, del primer grupo.

Grafico 8.1
Oferta fija residencial para simulaciones.

Oferta residencial

HNumero de bienes
X 8 8

8

2

L 52,5 3
1 1 2
| I
0 L I | L L | L
o 1 2

Altemativa ge Locakzacion

o

s

Fuente: Elaboracion propia.

En los gréficos 8.2 a 8.4 se muestran las simulaciones de la funcién BAN para cada uno de
los cluster de ingreso. En ellos la linea horizontal sobre cada curva muestra el nivel del
maximo beneficio alcanzado, y la curva muestra el valor del beneficio agregado neto para
cada componente unidimensional hvi del subsidio, indicada en la parte superior del
subgrafico respectivo. En el eje horizontal se muestra el valor del subsidio que varia desde -
200 unidades a +200 unidades monetarias (en adelante [UM]). Finalmente, el valor maximo

que se alcanza en cada curva esta marcado con signo “+”.

De acuerdo con las conclusiones tedricas de los capitulos previos, en este caso el equilibrio
RB&SM es un 6ptimo, lo que se comprueba al observar que el beneficio 6ptimo resulta nulo
(linea horizontal) y el subsidio éptimo tiene el valor cero en todos los casos. En estos casos

la curva observada pasa por el éptimo global.
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Forma de la funcion BAN categoria de ingreso 1 en torno al subsidio nulo
Oferta dada, sin externalidades y alta dispersion.

Grafico 8.2
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Fuente: Elaboracion propia.
Grafico 8.3

Forma de la funcion BAN categoria de ingreso 2 en torno al subsidio nulo
Oferta dada, sin externalidades y alta dispersion.
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Fuente: Elaboracion propia.
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Grafico 8.4
Forma de la funcion BAN categoria de ingreso 3 en torno al subsidio nulo
Oferta dada, sin externalidades y alta dispersion.
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Fuente: Elaboracion propia.

El factor de escala utilizado es 0.05. En el caso de los graficos 8.2 y 8.4, asociados a las
categorias de ingreso 1 y 3 (ricos y pobres, respectivamente), se observa que la aplicacion
de impuestos genera menos desbeneficio agregado que la aplicacién de subsidios, mientras
que en el grafico 8.3, asociado a la categoria de ingreso medio, el beneficio parece ser
indiferente respecto a ambas alternativas. Puede ser interesante estudiar la sensibilidad de

esta observacion respecto de los parametros utilizados en estudios reales.

En la siguiente serie de graficos 8.5-8.7, se muestran las mismas figuras anteriores, pero
utilizando un factor de escala igual a 1 (dos 6rdenes de magnitud mas alto que el anterior),
es decir, en una situacion mas deterministica. A pesar de esto no se obtuvieron problemas
de convergencia para RB&SM, los cuales pueden aparecer a este nivel de dispersion

cuando se incluyen externalidades.

Modelo Operativo de Planificacién Optima de Subsidios en Sistemas Urbanos 102



Tesis de Magister Luis Felipe Aguila Thedy

Grafico 8.5
Forma de la funcion BAN categoria de ingreso 1 en torno al subsidio nulo
Oferta dada, sin externalidades y baja dispersion.
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Fuente: Elaboracion propia.
Grafico 8.6

Forma de la funcion BAN categoria de ingreso 2 en torno al subsidio nulo
Oferta dada, sin externalidades y baja dispersion.
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Fuente: Elaboracion propia.
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Grafico 8.7
Forma de la funcion BAN categoria de ingreso 3 en torno al subsidio nulo
Oferta dada, sin externalidades y baja dispersion.
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Fuente: Elaboracion propia.

En los graficos anteriores se observan dos efectos importantes. En primer lugar, la menor
dispersion (en este caso es 1) genera elecciones de tipo todo o nada, lo que hace que la
curva de beneficio se vuelve mas aguzada entorno al Optimo unidimensional, en una
tendencia que sugiere una discontinuidad en torno a este punto para casos mas
deterministicos aun. Lejos de este valor el beneficio tiende a ser completamente plano,
respetando la tendencia entre categorias de ingreso asociada a impuestos y subsidios
observada en el caso anterior. Se observa ademas, que la escala que alcanzan los
desbeneficios disminuye ostensiblemente, desde varios cientos a decenas de unidades
monetarias. Esta tendencia es esperable debido a que en este caso el equilibrio

deterministico es eficiente, como se mostré en el capitulo VII.

En los subgraficos hvie{111,112,122,331} de los graficos 8.5 y 8.7 se observa una
discontinuidad en la funcién de beneficio. En la siguiente seccién se analiza un caso similar,
mostrando que tal discontinuidad es s6lo aparente y no esta asociada a discontinuidades del
equilibrio de RB&SM, sino a problemas de numéricos de convergencia en una de las
variables que lo definen. Dentro de los margenes que se ha trabajado en estas simulaciones,
el beneficio siempre ha mostrado ser continuo, lo que significa que la solucién de equilibrio
de RB&SM varia continuamente con el equilibrio. En el contexto de este trabajo no se ha
demostrado tal continuidad, pero resulta evidente cuando el equilibrio RB&SM es unico

debido a que todas las funciones involucradas son infinitamente diferenciables.
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En el caso de incluir externalidades, el modelo RB&SM encuentra mayor dificultad de
convergencia, sin embargo no se observan grandes diferencias con los resultados del caso
sin externalidades. En efecto, la siguiente figura muestra el grafico para el cluster de
ingresos medios, con un factor de escala igual a 0.05, donde se aprecia que la forma de la

funcién es muy similar al Grafico 8.3 anterior.

Grafico 8.8
Forma de la funcion BAN categoria de ingreso 3 en torno al subsidio nulo
Oferta dada, sin externalidades y alta dispersion.
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Fuente: Elaboracion propia.

En este grafico, no se observa un beneficio maximo positivo, 1o que se debe principalmente,
a que no se esta graficando la funcién en torno al subsidio éptimo sino al subsidio nulo, esto

es, las componentes que no se estan analizando en cada grafico se mantienen fijas en el 0.

Si se realiza el ejercicio de obtener la grafica anterior entorno al valor 6ptimo del subsidio,
comparado con el caso de subsidio nulo, el resultado es el grafico 8.9 siguiente. En él, se
utilizé una oferta mas concentrada que en los casos anteriores, con objeto de obtener un
valor de beneficio 6ptimo mas alto. Para cada grafica se presenta un zoom que permite ver
un beneficio optimo positivo para un subsidio distinto de cero. La linea horizontal inferior
traza el valor cero, asociado al equilibrio no subsidiado y la superior el éptimo. Asi, el grafico
8.9 representa una comprobacién de que la existencia de externalidades a la localizacion
induce ineficiencias en el mercado, las que pueden ser corregidas con la utilizaciéon de

subsidios adecuados. En el grafico se utiliza un factor de escala de 0.05.
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Grafico 8.9
Forma de la funcion BAN categoria de ingreso 2 en torno al subsidio 6ptimo
Oferta dada, externalidades segregativas y alta dispersion.
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Fuente: Elaboracion propia.

El monto del beneficio 6ptimo estda muy relacionado con la dispersién de las funciones de
postura. En efecto, al aumentar la dispersién a un valor de 0.005, se obtiene un subsidio
o6ptimo menor, que casi resulta imperceptible en la siguiente figura que muestra este caso.

Es decir, a menor dispersion mas lejano al 6ptimo es el equilibrio RB&SM.

Gréfico 8.10
Forma de la funcion BAN categoria de ingreso 2 en torno al subsidio 6ptimo
Oferta dada, externalidades segregativas y altisima dispersion.
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Fuente: Elaboracion propia.
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Finalmente, en el caso de oferta variable no regulada se observa en el grafico 8.11 que
también existen beneficios Optimos y subsidios 6ptimos no nulos. En efecto, la figura
presenta el caso del cluster de ingresos medios para oferta variable no regulada con
externalidades y factor de escala 0.05, en el cual se puede observar este fendmeno. El caso
de oferta variable regulada no es de interés para el analisis de la forma de la funcién BAN,

debido a esta se utiliza en RB&SOSPM sélo para equilibrios no regulados.

Grafico 8.11
Forma de la funcion BAN categoria de ingreso 2 en trono al subsidio nulo
Oferta variable no regulada, con externalidades segregativas y alta dispersion.
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Fuente: Elaboracion propia.

En las simulaciones con oferta variable se detecté problemas de convergencia en el
equilibrio RB&SM para valores altos de subsidios. Esto se ve reflejado en los graficos de la
figura 8.11 donde se observa un salto discontinuo de la funcipon BAN desde valores
negativos a un valor de 100 UM de beneficio (valor escogido arbitrariamente para diferenciar
claramente estos casos en la figura), que representa valores de subsidio en que el equilibrio
RB&SM no alcanza convergencia. La mayor parte de las graficas muestran problemas de
convergencia en el equilibrio para subsidios altos, fendmeno que se acrecienta al disminuir la

dispersion. Se observa ademas que esto ocurre para valores positivos del subsidio.
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En la figura 8.11 se ha hecho zoom Unicamente para la combinacion hvi=231, debido a que
los demas casos son muy similares. Se observa en este caso un beneficio positivo, con
subsidio no nulo. En ellos el valor del subsidio éptimo es relativamente bajo (inferior a 5
unidades monetarias UM), del orden del ingreso del la categoria de ingresos medios, que

corresponde a 2 UM.

Se ha mostrado Unicamente graficas para el caso de externalidades segregativas, debido a
que la forma de la funcién no varia substancialmente en el caso aglomerativo. Las

diferencias se dan para variaciones en el factor de escala y en la convergencia del equilibrio.

Como resumen de lo expuesto en esta seccidn, se ha encontrado evidencia preliminar de
propiedades de maximo unico y que se hace mas aguzado mientras menos dispersion
presenta el modelo. Estas caracteristicas pueden ser explotadas en el desarrollo ulterior de
algoritmos de solucién ad-hoc. Los resultados refuerzan las conclusiones de los capitulos
previos en cuanto a la eficiencia del mercado en el caso de oferta dada y ausencia de
externalidades, mostrando ademas beneficios positivos para subsidios no nulos en casos

con externalidad y con oferta variable, aunque de una magnitud relativamente pequefia.

8.4.2 Continuidad de la funcion BAN.

En la mayor parte de los graficos de la seccidon anterior se observa continuidad. Mas aun,
debido a la continuidad (y diferenciabilidad) de las funciones involucradas, cuando el
equilibrio RB&SM posee soluciéon unica, como ocurre para casos con alta dispersion, se

debe tener la continuidad de la funcidon de beneficio.

Por el contrario, en una situacion de multiples soluciones para el equilibrio, se puede tener
una discontinuidad en el valor de la funcién de beneficios. Esto puede ocurrir en casos con
oferta variable, debido a que como muestra Martinez y Henriquez (2003), en estos casos las
soluciones que encuentran los algoritmos de solucion utilizados dependen del punto de
partida. Asi, dado que el subsidio impone una fuerte inercia, puede generar saltos desde una

solucidn a otra para valores altos.

Sin embargo, lo anterior no implica una discontinuidad en la funcion sino un problema de

calculo. En efecto, tales saltos de una solucion de equilibrio a otra se deben al algoritmo de
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calculo, esto es, con multiples soluciones del equilibrio RB&SM la funciéon de beneficios es
un mapeo multivalorado (el recorrido de la funcién es un conjunto y no un valor Unico), que
de todas formas es continuo. En otras palabras, las discontinuidades que pueden observarse
en la funciéon de beneficios son “eliminables” en el sentido que son provocadas por el
algoritmo que calcula un equilibrio, pero siempre existe otro equilibrio que mantiene la

continuidad de la funcién.

Otra aparente fuente de discontinuidades son los problemas de convergencia en el algoritmo
utilizado. Por ejemplo, como se comenté en la seccion previa en los Graficos 8.5y 8.7 se
observan aparentes discontinuidades en la funcion de beneficios, cuya naturaleza es de este

tipo. En efecto, la siguiente figura muestra un caso para una dispersion de 0.005.

Gréfico 8.12
Discontinuidad aparente en la funcion BAN.
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Fuente: Elaboracion propia.

Como el caso analizado es con oferta completamente prefijada, sélo interesa observar las
probabilidades de localizacion de RB&SM, y ademas como se trata de un caso sin
externalidades, el interés esta puesto en el valor de componente b, (utilidad) en las posturas.
La figura 8.13 muestra estas componentes para los 3 niveles de ingreso asociado al caso del
grafico anterior. En ella se observa que en todas las categorias se producen
discontinuidades en torno al valor de subsidio +200, pero mientras en la categoria de ingreso
3 aumenta discontinuamente el valor de la funcién, en las categorias de ingreso 1y 2 se

produce una baja.
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Grafico 8.13
Discontinuidad aparente en la utilidad.
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Fuente: Elaboracion propia.

En este caso, una investigacidon mas acuciosa revela que la discontinuidad observada se
debe a no convergencia del algoritmo de punto fijo de equilibrio en las 500 iteraciones
utilizadas como limite maximo, sin embargo converge en menos de 1000 y al alcanzar

convergencia desaparece la discontinuidad observada.

En resumen, toda la evidencia encontrada indica que la funcién de beneficios es continua.
Mas aun, debe resultar diferenciable en un sentido que es necesario precisar para el caso en
que existen multiples soluciones del equilibrio, y parece posible intentar una demostracion de

estas propiedades, tema que es dejado para futuras investigaciones.

8.4.3 No concavidad de la funcion BAN.

Se observan casos en que la curva no resulta céncava, presentando sectores con forma
convexa. Sin embargo, la concavidad de la funcibn es mas marcada al aumentar la

dispersion. La siguiente figura muestra un ejemplo de no concavidad.
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Grafico 8.14
No concavidad de la funcion BAN.
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Fuente: Elaboracion propia.

En resumen, la funcion no es céncava, por lo que no se puede concluir sobre la unicidad del
optimo, sin embargo, la siguiente seccion muestra una evidencia sobre tal unicidad, aunque

no es concluyente.

8.4.4 Unimodalidad de la funcion BAN.

Como se observa en los graficos presentados, en todos los casos estudiados se obtiene un
unico maximo, sin importar la direccién de corte (plano euclidiano) observada ni el punto en

torno al cual se esta graficando.

Si bien esto no permite concluir, si entrega una sospecha fundada sobre la unicidad de la
solucion 6ptima en subsidios para niveles de dispersion suficientemente altos (unicidad del
equilibrio RB&SM). Esto tiene el potencial de permitir la construccion de algoritmos ad-hoc

qgue exploten tal caracteristica.
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8.5 Tendencias sistematicas del Optimo.

Las conclusiones tedricas mas relevantes tienen que ver con la existencia de beneficios y
subsidios no nulos para el mercado. Ya se ha mostrado que existen situaciones en que estos
estan presentes, siempre con presencia de externalidades u oferta variable.

En lo que sigue se analizan algunos otros temas apoyados por el prototipo desarrollado.
8.5.1 Efectos de la dispersion.

En esta seccion se muestra el comportamiento del beneficio éptimo respecto de al parametro
de dispersion de la distribucion Gumbel de probabilidades de posturas y ganancias. Debido
al hecho de que para valores bajos de la dispersién se pierde convergencia, se ha
extrapolado las curvas utilizando curvas splines de segundo grado para estimar el

comportamiento hasta el valor de dispersién nula.

Para estudiar los casos de oferta dada se utiliza la misma oferta indicada en la seccién
anterior (ver figura 8.1). En el caso de oferta dada sin externalidades no se obtienen
beneficios, es decir, el beneficio agregado es independiente de la dispersiéon. Esto es
justamente lo que se esperaba pues en este caso esta probado que toda solucién de

RB&SM es 6ptimo. La siguiente figura 8.15 muestra este caso.

Grafico 8.15
Variacién del beneficio 6ptimo con la dispersion.
Oferta dada sin externalidades.
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Fuente: Elaboracion propia.
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El grafico que sigue muestra el resultado en los caso de oferta dada y externalidades

aglomerativas y segregativas. Es importante comentar que en ambas situaciones se obtiene

la misma figura para externalidades. Se observa en el grafico 8.16 que cuando el modelo

tiende al caso deterministico el 6ptimo difiere fuertemente del caso no subsidiado.

Grafico 8.16

Variacion del beneficio 6ptimo con la dispersion.
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Fuente: Elaboracion propia.

Se observa que con oferta prefijada, a mayor dispersion el mercado resulta mas eficiente.

En el caso de oferta variable no regulada, el resultado sin externalidades y con

externalidades, tanto segregativa como aglomerativa, toma, en todos los casos, la forma que

indica la figura 8.17.
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Grafico 8.17
Variacién del beneficio 6ptimo con la dispersién.
Oferta variable no regulada.
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Fuente: Elaboracion propia.

A partir de la propiedad 6.3 se tiene que las cotas a los subsidios corresponden también a
cotas en la localizacion y oferta. Por esta razon, para obtener este grafico se eliminaron las
cotas superiores e inferiores del subsidio (se relajaron a -4000 y 4000 respectivamente), y se
analizé separadamente los casos de concentracion total, obteniendo en todos los casos un

beneficio maximo para estos casos.

Se observa un efecto muy fuerte producto de la libertad en la definicion de la oferta. En alta
dispersion se obtienen grandes beneficios 6ptimos producto de una concentracion de la
oferta 6ptima debido a los subsidios 6ptimos, que resulta muy distinta de la oferta resultante
del equilibrio para subsidio nulo, mientras en baja dispersion se tiene a un beneficio mas
escueto, coincidiendo con lo presentado en el Grafico 8.17. Luego, el subsidio 6ptimo esta
contrarrestando la dispersién, induciendo beneficios obtenidos producto de la concentracion

resultante en la oferta.

Finalmente, en el caso de oferta variable regulada se obtiene en todos los casos la siguiente

figura.
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Gréfico 8.18
Variacién del beneficio 6ptimo con la dispersién.
Oferta variable regulada.
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Fuente: Elaboracion propia.

La curva del grafico 8.18 tiene una parte idéntica a 8.17 para dispersién baja, pero al
aumentar la dispersion las regulaciones impiden que la oferta siga dispersandose vy, por lo
tanto, los subsidios pierden el efecto de concentrar ya que en parte ese efecto esta logrado
por la regulacion. El efecto neto, es que en zonas de alta dispersion el beneficio es

decreciente con ella, y en zonas de dispersién baja resulta creciente.

Como se comentd en capitulos previos, los precios sombra de las regulaciones en el
equilibrio RB&SM regulado cumplen la funcién de subsidios negativos. Ademas, la
formulacién utilizada para RB&SOSPM es tal que los pesos sombra de las restricciones son
absorbidos en subsidios negativos. El efecto neto de este hecho, es que a mayor dispersion,
cuando las restricciones de regulacion se vuelven mas activas y los precios sombra
asociados son mas negativos, los subsidios 6ptimos se tienden a los valores de los precios
sombra del equilibrio RB&SM regulado pero no subsidiado, lo que produce un aumento el

aumento de eficiencia observado en la figura.

Es importante considerar con cuidado los resultados para dispersion baja debido a que son
mas aproximados que aquellos para dispersion alta. Muchos de los valores para baja
dispersion son interpolados debido a que el algoritmo de equilibrio RB&SM no alcanza

convergencia en estos casos.
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Se concluye que:

1. Con oferta dada y sin externalidades el mercado es eficiente.

2. Con oferta dada y con externalidades la eficiencia crece con la dispersion.

3. Con oferta variable la eficiencia tiende a disminuir con la dispersion, producto de la
concentracion resultante en el 6ptimo.

4. Las regulaciones imponen eficiencia al sistema, al detener la dispersiéon de la

oferta, recuperando su comportamiento creciente para dispersiones altas.

8.5.2 Concentracion de la oferta.

Como se comenté en apartados previos, se observa concentracion de la oferta en la solucion
6ptima. Segun los resultados del capitulo previo esto se debe a la condicién de primer orden
asociada a la oferta, que indica que las ganancias deben ser iguales a la ganancia marginal

corregida por regulaciones.

Las figuras 8.19 y 8.20 muestran la oferta 6ptima, para casos con oferta variable y no
regulada, respectivamente con costos heterogéneos y homogéneos para las distintas
alternativas de oferta. Se utiliza el caso no regulado para observa de manera clara el
fendmeno. Como es natural la oferta éptima se concentra en aquel bien y zona que ofrece
mayor ganancia, que en la figura 8.19 coincide con la combinacion que posee menor costo y
en la figura 8.20 con la opcién de mayor atributo de construcciones. Los atributos de
construcciones y costos heterogéneos fueron presentados al inicio de este capitulo en la
Tabla 8.5.
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Grafico 8.19

Oferta 6ptima no regulada con externalidades.
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Gréfico 8.20

Oferta 6ptima no regulada con externalidades.
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Para obtener estos graficos se utilizé la misma estrategia indicada para el grafico 8.17, esto

es, relajar las cotas de los subsidios y estudiar los casos concentrados independientemente.

Modelo Operativo de Planificacién Optima de Subsidios en Sistemas Urbanos

117



Tesis de Magister Luis Felipe Aguila Thedy

En la figura 8.20 se utiliz6 externalidades socioecondmicas y constructivas. Si s6lo se
admiten externalidades socioecondmicas, la aglomeracion se obtiene en el bien de tipo 1 en

la zona 1, debido a que este es el bien con mayor atributo constante en las posturas.

Finalmente, la siguiente figura 8.21 muestra el caso regulado, en que nuevamente no se
encontro diferencia para los casos segregativos y aglomerativos. En la figura se observa que
debido a la existencia de regulaciones la concentracion no es total, pero se observa la
tendencia. Es un caso con costo heterogéneo, en que para cada zona las ganancias
concentradas maximas se dan en las opciones de vivienda tipo 3, que muestran la maxima

concentracion zonal.

Grafico 8.21
Oferta 6ptima regulada con externalidades.

Oferta residencial

Numero de bienes
g
—_
[\S}
w

o BB
_’_‘
[\S]

ol
0 05 1 1.5 2 25
Alternativa de Localizacion

Fuente: Elaboracion propia.

La conclusion es que la oferta 6ptima tiende a ser concentrada en la opcidon que genera
maxima ganancia. Si no existen restricciones de regulacion la concentracién resultante es
total, y si existen entonces la tendencia a la concentracidn se reproduce entre las

alternativas disponibles.
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8.5.3 Politica de subsidios 6ptimos no trivial.

En los graficos y comentarios previos ya se ha mostrado casos en que el éptimo es positivo
y se obtiene con subsidios no nulos. Estos casos estan asociados en general a mercados de
largo plazo (oferta variable) o con externalidades a la localizacion. Uno de estos casos
corresponde a oferta variable regulada con externalidades socioeconémicas segregativas,
con el subsidio 6ptimo que se muestra en la siguiente figura 8.22. Se observa claramente la
concentracién de subsidios en las alternativas de vivienta v=3 en ambas zonas, lo que
muestra la tendencia del modelo a concentrar en estas alternativas tal como se indicé en la

seccion previa.

Una observacion interesante es que en las otras alternativas el subsidio negativo (impuesto)
alcanza el maximo valor permitido por las cotas inferiores exdgenamente definidas, que en
este caso corresponden al ingreso de cada categoria. Si se hace el ejercicio teérico de
relajar suficientemente estas restricciones (por ejemplo, entre -4000 y 4000 UM), se obtiene
un subsidio éptimo al interior del espacio factible, tal como muestra la figura 8.23, que resulta
factible inicamente debido a la existencia de regulaciones. En efecto, sin estas restricciones
la oferta tiende a ser completamente concentrada lo que s6lo puede lograrse en los modelos

Logit Multinomiales de RB&SM a través de valores infinitos para los subsidios.

Gréfico 8.22
Subsidio éptimo regulado con externalidades.

Subsidio [UM]

Opciones de Localizacion

oh=1mh=20h=3

Fuente: Elaboracion propia.

Modelo Operativo de Planificacién Optima de Subsidios en Sistemas Urbanos 119



Tesis de Magister Luis Felipe Aguila Thedy

Grafico 8.23
Subsidio éptimo regulado con externalidades y cotas laxas.
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Fuente: Elaboracion propia.

En este ultimo caso la oferta 6ptima, resulta casi completamente concentrada en las
alternativas de vivienda 3 en ambas zonas. Es importante notar que los valores del subsidio
alcanzan las magnitudes que se muestran debido a la restriccion de presupuesto que exige
suma cero del subsidio neto aplicado. Por esta razén, en localizaciones con muy poca
cantidad de agentes localizados, el valor del subsidio debe ser muy negativo para

compensar.
8.6 Subsidio Optimo y precios sombra de las regulaciones.

En este apartado el interés esta puesto en mostrar la estructura de los subsidios, utilizando
para esto las propiedades que permiten detectar las componentes que definen su valor.
Desde el capitulo VI se sabe que estos subsidios son los uUnicos, salvo traslaciones
homogéneas o transferencias con la utilidad, que inducen el equilibro éptimo asociado.
Ademas, en el capitulo VIl se encontraron formulas que permiten calcular su valor en la
localizacion optima, detectando que los posibles efectos que debe contrarrestar son:
externalidad socio-econdmica, externalidad de las construcciones, costos de la oferta y

dispersion de los modelos logit.

Por otro lado, en el caso de regulaciones lineales zonales a la oferta como las tratadas aca,

se puede determinar facilmente el valor de los precios sombra asociados. En casos mas
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complejos, es necesario recurrir al modelo OULM para describirlos.

En lo que sigue se muestran numéricamente estos resultados.

8.6.1 Subsidio 6ptimo como inductor de localizacion 6ptima.

Como se comentdé en el capitulo IV, las propiedades del equilibrio RB&SM indican
(propiedad 4.12) que es posible determinar el valor del subsidio, salvo traslaciones
homogéneas o en utilidad, que asigna cierta localizacién en el mercado. Para comprobar
esto se tomo la localizacion asociada a los subsidios 6ptimos del grafico 8.23 y se obtuvo los
subsidios asociados.

Gréfico 8.24
Subsidio inductor de localizacién éptima.
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Fuente: Elaboracion propia.

El resultado es exactamente el subsidio presentado en 8.23, salvo por una traslacion t, (en la
componente de utilidad en las posturas). En efecto, la siguiente figura 8.25 muestra la
diferencia entre el subsidio de los graficos 8.23 y 8.24, que, como muestran las lineas
horizontales al extremo de las barras, resulta de igual valor para cada cluster de ingreso en
las distintas opciones de localizacién:
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Grafico 8.25
Diferencia de utilidad entre subsidio éptimo y subsidio inductor de localizacion 6ptima.
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Fuente: Elaboracion propia.

Esta diferencia de utilidad se debe a que para el calculo del subsidio inductor se utilizd el
valor de la componente de utilidad de las posturas by, del equilibrio no subsidiado, y no el
asociado al subsidio éptimo, sin embargo, como se mostrdé en la propiedad 4.13 la suma

entre subsidio y utilidad resulta constante.

8.6.2 Precios sombra de las regulaciones.

A partir de ambos modelos, RB&SOSPM y OULM es posible obtener subsidios 6ptimos y
precios sombra de las regulaciones. Sin embargo, la tendencia a la concentraciéon de la
oferta genera problemas numéricos en la optimizaciéon de OULM que limitan la capacidad de

convergencia para valores pequefios de aproximacion de localizaciones nulas.

En el caso de la aplicaciéon de RB&SOSPM para los graficos 8.23 y 8.24, se obtuvo precios
sombra de las regulaciones iguales a 9.22?° y 0 respectivamente, para las zonas 1y 2. En el
mismo el algoritmo OULM, que obtiene una localizacién 6ptima similar pero no idéntica a la
de RB&SOSPM (con diferencias de 10e-03; se comprobd que la localizacion resultante de
OULM es subodptima respecto de aquella), se obtuvo precios sombra asociados a las

regulaciones que resultan: 9.75 y 0 respectivamente.

%6 Si la restriccién representa m2 disponibles y las unidades monetarios son [M$], entonces las unidades de estos
precios sombra son [M$/m2].
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Se comprueba que ambas estrategias permiten determinar el costo sombra de las
regulaciones, alcanzando el mismo valor en ambos casos. Este resultado permite evaluar las

politicas regulatorias y puede ser utilizado para generar estrategias de regulacion 6ptima.

8.7 Sintesis del capitulo.

Se ha presentado en este capitulo algunos de los resultados preliminares obtenidos de la

aplicacion a una ciudad prototipo, del modelo RB&SOSPM obtenido en el capitulo VI.

Los resultados reafirman las conclusiones obtenidas en capitulos anteriores y muestran
casos con beneficios optimos estrictamente positivos y subsidios éptimos no triviales. Estos
subsidios compensan tanto la externalidad en las posturas como las ganancias dispares de

los oferentes.

Se confirman las siguientes conclusiones previas:
1. La existencia de externalidades a la localizacion genera ineficiencias que pueden
ser corregidas via subsidios.
2. En el largo plazo, existen ineficiencias en el mercado aun sin externalidades a la
localizacion.

3. La localizacion 6ptima tiende a la concentracion de oferta.

Los resultados dependen fuertemente de la oferta, encontrandose los mayores beneficios
para situaciones en que una alta concentracion de oferta esta permitida. Sin embargo, estos

beneficios tienden a disminuir con la disminucion de la dispersion del modelo.

En el caso de oferta restringida, se obtienen beneficios crecientes con la dispersion para
dispersiones bajas y decrecientes con la dispersién para dispersiones altas. Para bajas
dispersiones el beneficio sigue la tendencia del caso no regulado, mientras para altas
dispersiones las regulaciones impiden que se obtengan grandes beneficios de una

concentracion de la localizacion.

Los mayores beneficios se obtienen de la concentracion de oferta, la cual esta limitada en la

realidad por restricciones de capacidad fisica.
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Se comprueba la relacion entre el OULM y RB&SOSPM, pero se detecta que OULM tiene
problemas para manejar localizaciones concentradas en oferta. A pesar de esto, es util
investigar algoritmos especializados para este problema, pues es menos complejo que
RB&SOSPM, y, a diferencia de este, permite la obtencién de gradientes y hessianos
analiticos, junto a la determinacion de precios sombra para las regulaciones y la posibilidad
de aplicacién para cualquier valor de dispersion. Las caracteristicas de los modelos

utilizados son las siguientes:

1. RB&SOSPM es un modelo complejo con un numero de variables igual a |h|*|v|*|i|.
Posee problemas de calculo para dispersiones bajas, cuando el modelo RB&SM
tiene problemas de convergencia. En general es mas lento que OULM vy la
informacion de primer y segundo orden sélo puede ser aproximada. Sélo permite
localizacibn mayor que cero, pero aproxima bastante bien las localizaciones
6ptimas completamente concentradas.

2. OULM es menos complejo que RB&SOSPM, pero posee mayor cantidad de
variables, a saber |h|*|v|*|i|+|v|*|i] variables. Puede resolverse para cualquier valor
de la dispersién, pero no permite aproximar soluciones concentradas con

cualquier valor de precision, pues posee problemas numéricos en estos casos.

Respecto a la funcién BAN, se comprueba su continuidad y diferenciabilidad, propiedades

que se van perdiendo segun disminuye la dispersion.
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IX. Sintesis y Conclusiones.

9.1 Sintesis.

Se ha formulado un modelo general de planificaciéon urbana 6ptima OUPM (Optimal Urban
Plannification Model), econémicamente consistente, para una ciudad con cualquier topologia
y un mercado residencial urbano con externalidades a la localizacién, que permita
determinar esquemas éptimos de planificacién de subsidios y regulaciones. A partir de él se
ha derivado un modelo general de planificacion o6ptima de subsidios en el mercado
residencial urbano OUSPM (Optimal Urban Subsidies Plannification Model), que permite
determinar esquemas 6ptimos de subsidios, dado un conjunto de regulaciones predefinido.

El modelo permite ademas determinar el precio sombra de cada una de las regulaciones.

Estos modelos generales requieren la definicién previa de un modelo de equilibrio para el
mercado residencial urbano, capaz de manejar las herramientas de planificacién indicadas.
En particular, se ha utilizado en este trabajo el modelo RB&SM (Random Bidding and Supply
Model), el cual ha sido escogido debido a:
1. Su buen modelamiento de las caracteristicas del mercado, incluyendo
externalidades de localizacion.
2. Su fundamento microeconémico, tanto en demanda como en oferta.
3. Su calidad operativa.
4. La eficiencia en el calculo de los algoritmos desarrollados.
5. Su aplicabilidad a ciudades reales, parcialmente probada por la aplicacion a
Santiago de Chile de su predecesor MUSSA (Modelo de Uso de Suelos de
Santiago).

Este modelo es un modelo estocastico de equilibrio estatico del mercado inmobiliario urbano,
del cual, sin perjuicio que se pueda extender al caso no residencial, sélo se ha considerado
el submercado residencial en este trabajo. Los supuesto basicos de RB&SM son heredados
por el modelo de planificacion que lo utiliza como representacién del equilibrio. Estos

supuestos basicos son:
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1. El suelo urbano es un bien cuasi-unico transado en un mercado del tipo remate.

2. Las opciones de localizacion son unidades discretas definidas por la localizacion
espacial (zona) y el tipo de edificacion.

3. Las localizaciones disponibles son asignadas al mejor postor.

4. Las posturas son realizadas por hogares (y firmas) que compiten por opciones de
localizacién, e incorporan una interdependencia compleja entre sus decisiones a traves
de las externalidades de localizacion.

5. Los consumidores se clasifican en categorias socioeconédmicamente homogéneas,
cuyo comportamiento se asume homogéneo en el remate.

6. Las posturas de los consumidores se asumen como variables aleatorias, considerando
asi la variabilidad idiosincrasica de los agentes.

7. Existe un unico oferente de bienes inmuebles que es maximizar de la ganancia,
definida como la renta menos el costo.

8. Las funciones de ganancia son variables aleatorias que incorporan la variabilidad entre
oferentes.

9. El equilibrio se alcanza cuando todos los consumidores se encuentran localizados en

algun lugar para un corte temporal.

Se han demostrado algunas propiedades asociadas al modelo RB&SM, respecto de
existencia, unicidad, convergencia de algoritmos y otras. Los resultados mas relevantes a

este respecto apuntan a que:

1. Con suficiente dispersion se tienen propiedades de unicidad y convergencia de
algoritmos de calculo.
2. Existe una transformacion biunivoca entre localizacion y oferta residencial, y

politicas de subsidios urbanos.

A partir de la elecciéon de RB&SM como modelo operativo de equilibrio, y de la construccion
de una funcion de beneficio agregado de tipo benthamite adecuada a este modelo, se ha
logrado definir un modelo operativo que se ha denominado RB&SOSPM (Random Bidding

and Supply Optimal Subsidies Planning Model).
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La funcién objetivo de RB&SOSPM se construye a partir de los siguientes supuestos:

1. Utilidad es lineal en la funcién de posturas.

2. El total de agentes por cluster y su ingreso es fijo.

3. No existen costos de movilidad en localizacion residencial o son despreciables.

4. No existen inercias a la movilidad en localizacion residencial de los agentes.

5. La oferta de mercado se renueva completamente entre un periodo y otro.

6. Los costos legales y de administracion para la aplicacion de subsidios son

despreciables.

En este estudio se ha desarrollado una version del modelo RB&SM que considera la
aplicacion de subsidios, y que corresponde a un extension del modelo RB&SM presentado

en Martinez y Henriquez (2003).

A partir de estos supuestos y de una formulaciéon general analoga a la de RB&SM, se define
una familia de funciones de beneficio agregado tipo Benthamite, construidas como la
agregacion ponderada del beneficio de los consumidores y el beneficio de los productores
debida a un cambio de estado, en este caso provocado por cambios en la politica de
susidios impuestos por el planificador. La eleccion de los ponderadores es libre y obedece a
politicas manejadas por el ente planificador. De entre esta familia, se ha escogido,
ponderadores idénticos (politica igualitaria), lo que permite estudiar la eficiencia del mercado
(en el sentido de Pareto). Ademas, se descuenta el gasto monetario asociado a la aplicacion
de las politicas de planificacién, en este caso, el valor monetario del subsidio aplicado, por lo
que corresponde a una medida de beneficio agregado neto, denominada BAN. Debido a
propiedades de invarianza de esta funcion, resulta necesario imponer una restriccion de
presupuesto que fije el nivel de subsidios, la cual ha sido fijada en cero, para reflejar
transferencias netas dentro del mercado. Ademas, esta funcidn resulta continuamente
diferenciable cuando la solucién de RB&SM es Unica, lo que se obtiene con alta dispersion

en las funcion de distribucién de posturas y ganancias de RB&SM.

El estudio de las condiciones de primer orden de RB&SOSPM es analiticamente muy
complejo, debido a la complejidad intrinseca del modelo RB&SM que resuelve el equilibrio
como solucion de un sistema de punto fijo. Por este motivo, solo se han estudiado

analiticamente algunos casos particulares, que no permiten concluir sobre la optimalidad. En
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particular, soluciones especiales como la politica de subsidios homogéneos (que representa
eficiencia de mercado) resulta ser un punto critico para un mercado sin externalidades y

oferta dada, mas no ha sido posible probar su optimalidad.

Una particularidad de los subsidios optimos es que soélo pueden ser determinados en su
valor exacto, cuando se determina exdgenamente cual es le nivel de utilidad que alcanzaran
los agentes en el 6ptimo. Esta propiedad no es nueva pues modelos de localizacion optima
como Fujita (1989) y Rossi-Hansberg (2004) ya han debido aplicarla en un contexto de

espacio continuo.

La dificultad analitica que presenta el modelo RB&SOSPM, si bien no invalida su utilidad
practica es muy poco deseable como caracteristica, debido a que impide un analisis tedrico
detallado, que permite responder aquellas preguntas que fueron planteadas en los objetivos
especificos de este estudio, a saber:

i) ¢ Es necesaria la planificacion urbana utilizando subsidios?, ¢ cuando?

Si la respuesta anterior es afirmativa,

ii) ¢ Es posible detectar politicas de subsidios 6ptimos?

iii) ¢ Qué estructura tienen las politicas de subsidios 6ptimos?

iv) ¢, Es mejor regular o subsidiar? ;Cuando?

Ciertamente la hipodtesis inicial es que la existencia de externalidades a la localizacion,
socioecondémicas, aglomerativas o segregativas, y constructivas, justifican la introduccién de
esquemas de planificacién que combinen regulaciones y subsidios, siendo posible la
determinacion de esquemas O6ptimos de planificacion. Esta hipdtesis se fundamenta en
estudios teoricos conocidos de la Teoria del Bienestar, y algunas de sus aplicaciones en
modelos urbanos a nivel tedrico. Por otro lado, dentro de la literatura se encuentran algunas
respuestas a estas interrogantes, obtenidas desde modelos de espacio continuo, no
operativos. Estas estan representadas en los resultados de Fujita (1989), que para el
enfoque de remate (BID) en localizaciéon urbana, ha mostrado que:

1 Las externalidades de localizaciéon son fuentes de ineficiencia en el mercado

urbano.
2 El mercado de localizacién residencial sin externalidades es eficiente.
3 Bajo externalidades de localizacién, se pueden detectar esquemas de subsidios

optimos, que corrigen el efecto externo en los precios.
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4 Si el oferente considera el subsidio en su propio problema de decision, se alcanza

el 6ptimo.

A pesar de la contundencia de estos resultados, no existen modelos operativos que permitan
la deteccion de subsidios 6ptimos. Ademas, Santiago de Chile es una ciudad altamente
segregada socioecondmicamente, lo que permite sospechar de la existencia de
externalidades a la localizacion de tipo socioecondmico, que no corresponden al tipo de
externalidades utilizadas por Fuijita, por lo que un modelo operativo de planificacién aplicado

a esta ciudad es util en la practica.

Por estos motivos, es muy importante probar que el modelo RB&SOSPM produce soluciones
compatibles con estos resultados, objetivo que se logra al formular el modelo de localizacion
urbana 6ptima OULM (optimal Urban Location Model) que es construido a partir del modelo
RB&SOSPM vy la transformacion biunivoca entre localizacion y subsidios para equilibrios
RB&SM.

El modelo OULM permite detectar la combinacion de localizacion y oferta que maximiza el
beneficio agregado neto, obtenido al remplazar los subsidios, por la funciéon que los define a
partir de la localizacion, en la funcion BAN de RB&SOSPM. Se demuestra que, en
condiciones adecuadas, los resultados de OULM y RB&SOSPM son equivalentes en cuanto

a localizacion y subsidios.

El modelo OULM puede ser tratado analiticamente y a partir de él se demuestra que:
1. El mercado en el corto plazo, esto es, con oferta dada, y sin externalidades es
eficiente, tal como indica Fujita (1989).
2. Son fuentes de ineficiencia del mercado:
1.1 Las externalidades socioecondémicas a la localizacion.
1.2 Las externalidades en produccion del entorno.
1.3 La existencia de regulaciones a la oferta o la demanda.
1.4 La existencia de heterogenidades en los costos de produccién.
1.5 Los subsidios a la demanda corrigen las externalidades de localizacion y
las regulaciones.
1.7 Los subsidios a la oferta corrigen heterogenidades en costos,

externalidades en produccion del entorno y regulaciones.
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Por lo tanto, si existen externalidades, economias en la oferta o se esta analizando el largo
plazo, entonces el mercado no alcanzara un Optimo por si mismo, y el problema de

planificacion optima tiene sentido.

Ademas, ambos modelos RB&SOSPM y OULM, permiten obtener el costo sombra de las
regulaciones, medido como el precios sombra de aquellas que son activas en el éptimo. Este
es idéntico en ambos casos debido a que la funcién objetivo y restricciones son las mismas.
Ademas, este costo esta integrado en el valor del subsidio éptimo resultante por uno u otro
método y el poder aislarlo permite la potencial evaluacién de distintos escenarios de politicas

regulactorias.

Respecto de la aplicabilidad de cada uno de los modelos existen ventajas y desventajas,

algunas de las cuales se presentan en la siguiente tabla 9.1.

Tabla 9.1
Caracteristicas de los modelos RB&SOSPM y OULM.
Caracteristica RB&SOSPM OULM
No Aplica.

Aplicabilidad en baja dispersion

Problemas de convergencia del
equilibrio RB&SM.

Aplica para cualquier nivel de
dispersion finita.

Localizaciones 6ptimas
extremas®’.

Permite aproximarlas
suficientemente dentro del
rango permitido a los subsidios.

Posee un limite para la
aproximacion de este tipo de
localizaciones, pues para
valores de localizacién
cercanos a cero (<1e-06) se
generan problemas numéricos
en la funcion objetivo.

Numero de variables

N° de agentes x N° de opciones
de localizacion
(29400 variables en MUSSA)

(N° de agentes+1) x N° de
opciones de localizacion
(29900 variables en MUSSA)

Velocidad de convergencia

Lento, requiere el calculo de
muchos equilibrios RB&SM

Mas rapido, no requiere el
calculo de equilibrios RB&SM

Informacién de primer y
segundo orden para algoritmos
de optimizacién

Aproximada

Analitica

27 Una localizacion extrema es aquella que posee cero agentes localizados en algunas alternativas de localizacion.
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Finalmente, se desarrolld una aplicacion prototipo del modelo RB&SOSPM, que permitid
testear las propiedades y caracteristicas de las soluciones oOptimas y de la funcién de
beneficios agregado neto. La aplicacion utiliza un niumero reducido de variables (3 agentes y
6 opciones de localizacion, lo que completa un total de 18 variables) y un total de 100

agentes.

Los resultados confirman las conclusiones y muestran casos con beneficios oOptimos
estrictamente positivos y subsidios oOptimos no ftriviales. Se confirman las siguientes
conclusiones previas:
1. La existencia de externalidades a la localizacion genera ineficiencias que pueden
ser corregidas via subsidios.
2. En el largo plazo, existen ineficiencias en el mercado aun sin externalidades a la
localizacion. En este ultimo caso la ineficiencia se debe a heterogenidades en costos.
3. La localizacion éptima tiende a la concentracion de oferta, aun cuando no se
consideran costos de transporte, sino solamente por heterogenidades en los costos
produccion.
4. El subsidio 6ptimo es aquel que induce la localizacién 6ptima salvo por diferencias
en el niveles de utilidad de los agentes. Esta es la propiedad que permite enlazar los
modelos RB&SOSPM y OULM.

El beneficio agregado 6ptimo depende fuertemente de la oferta, cuando esta es variable,
encontrandose los mayores beneficios para situaciones en que una alta concentracién de
oferta esta permitida. Sin embargo, estos beneficios tienden a disminuir con la existencia de
regulaciones, que restringen la oferta, o con la disminucion de la dispersion del modelo. Esto
ultimo se debe a que la version de RB&SM utilizada, enfoca la oferta como un unico oferente
escogiendo discretamente, por lo que en bajas dispersiones la tendencia es a la

concentracidon, mismo resultado que indica el 6ptimo de manera independiente.

Respecto de la dependencia del subsidio 6ptimo con la dispersién se detecta que:
1. En el corto plazo:
1.1 El beneficio aumenta con la dispersion para externalidades aglomerativas
producto de que el subsidio aumenta la concentracion resultante en el 6ptimo.
1.2 El beneficio disminuye con la dispersién para externalidades segregativas.

2. En el largo plazo, el comportamiento no depende del tipo de externalidad y:
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2.1 Si la oferta no esta restringida se obtienen beneficios monétonamente
crecientes, con tasa decreciente (forma logaritmica).

2.2 Si la oferta esta restringida, se obtienen beneficios crecientes con la
dispersion para dispersiones bajas y decrecientes con la dispersion para
dispersiones altas. Para bajas dispersiones el beneficio sigue la tendencia del
caso no restringido, mientras para altas dispersiones las regulaciones por si

mismas logran concentracion lo que reduce los beneficios de los subsidios.

Respecto a la funcién de beneficio agregado, se comprueba graficamente su continuidad y
diferenciabilidad, propiedades que se van perdiendo segun disminuye la dispersion. Se
encontré evidencia de unimodalidad de la funcion que pueden ser explotadas en el

desarrollo de algoritmos ad-hoc.

9.2 Conclusiones.

Los logros mas relevantes de este estudio son:

1. La extenciéon del modelo RB&SM para la aplicacion del estudio.

2. La demostracion de propiedades de existencia, unicidad y convergencia para el
modelo RB&SM.

3. La deteccion y demostracion de existencia de subsidios inductores de localizacion
en RB&SM junto algunas propiedades de estos..

3. La formulacién del los modelos operativos de planificacion éptima de subsidios
urbanos, RB&SOSPM y OULM, factible de aplicar a casos reales, con particular
interés donde existe evidencia de la existencia de externalidades a la localizacion.

4. La deteccion precisa de fuentes de ineficiencia en el mercado como son
externalidades a la localizacién, heterogenidades en la oferta, y por lo tanto, la
deteccion de la necesidad de planificacién urbana.

5. La deteccién de la tendencia general del mercado optimizado a la densificacion

como un resultado de los modelos planteados.

Tanto la formulacién como los resultados obtenidos son consistentes con aquellos obtenidos
por Fujita (1989) con un modelo tedrico de analisis. Esto entrega validez a la formulacion

planteada.
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En terminos de aplicabilidad de las soluciones a un caso de planificacién real, es necesario
mencionar que los subsidios optimos resultantes son medidos en unidades monetarias sélo
cuando el factor de escala de las distribuciones Gumbel de posturas ha sido calibrado, lo
cual es posible a través de observaciones de rentas. A pesar de esto, el modelo debe ser
mejorado en varios aspectoas antes de una aplicacion real, pues esta sugeto a una serie de
limitaciones provenientes de la formulacion de RB&SM que en la actualidad estan siendo

superadas por nuevas versiones de tal modelo.

Ciertamente, el modelo no incluye todos loe efectos que los cambios en localizacion pueden
generar en la ciudad. Un ejemplo de esto, es el sistema de transporte, el cual es considerado
exdogenamente a través de variables de acceso, y dado que cambios en localizacion inducen
cambios en demanda de transporte y, por lo tanto, en el equilibrio de ese sistema, una
evaluaciéon mas adecuada debe incluir tal tales efectos. Otros efectos no considerados son,
por ejemplo, los efectos en consumo debido a la relocalizacion, puesto que una parte
importante del consumo y actividades que desarrollan las personas son depeden de la

localizacion.

Respecto a las limitaciones del estudio y los modelos se tiene que:

1. RB&SM no integra la restriccion de ingreso del consumidor, ni las restricciones de
ganancias positivas de os oferentes.
Dentro de los modelos desarrollados aqui estas restricciones estan fuertemente
asociadas a las cotas minimas para los subsidios (impuestos), por lo que pueden
ser integradas, definiendo niveles de utilidad adecuados. Sin embargo,
actualmente se desarrolla un estudio en que el modelo RB&SM esta siendo
extendido para incluirlas, por lo que pueden facilmente ser integradas al marco
desarrollado en este trabajo generando nuevas versiones de los modelos.

2. RB&SM es un modelo de equilibrio estatico.
Esta caracteristica, si bien es muy utilizada en la literatura para evaluar eficiencia,
puede ser una limitante a la hora de evaluar politicas de planificacion y una linea
interesante de desarrollo para futuras investigaciones es considerar modelos
dindmicos

3. Se considera tunicamente el mercado residencial.

La extension del modelo RB&SM al mercado de localizacién y oferta no
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residencial requiere mas investigacion, principalmente por el lado de las funciones
de disposicion a pagar de las firmas. Sin embargo, una vez logrado esto no se
grandes modificaciones para aplicar el marco teérico desarrollado en este estudio.

4. La aplicacion prototipo utiliza métodos de optimizacion estandar.
La evidencia tedrica y prototipo, muestra que los modelos RB&SOSPM tienen
propiedades que pueden ser explotadas en el desarrollo de algoritmos ad-hoc,
muy relevantes a la hora de aplicarlos a ciudades reales.

5. Los modelos consideran un conjunto de regulaciones exégeno.
Si bien estos conjuntos regulatorios pueden tener cualquier forma, extendiendo
aquellos permitidos por la formulacion habitual de RB&SM, el estudio de
regulaciones Optimas (en un sentido que es necesario definir) no se ha
enfrentado. Sin embargo, a través de los modelos planteados es posible
determinar precios sombra de las regulaciones, lo que permite estudios de
evolucion de escenarios regulatorios.

6. No Consideracion de migraciones hacia y desde la ciudad.
Esto quiere decir que no ingresan ni salen agentes demandantes de localizacién y
no se consideran efectos de otros mercados. Para generar un modelo abierto se
debe redefinir la funcion de beneficios agregados y estudiar la relacién entre el
mercado inmobiliario y otros mercados. Un ejemplo de esto ultimo, se presenta en
Rossi- Hansberg (2004) integrando el mercado de localizacion y el mercado

laboral, detectando ineficiencias y subsidios 6ptimos.

El estudio no ha sido agotado en este trabajo y las siguientes lineas de investigacién pueden
aportar a la aplicacién de este a una ciudad real:
¢ Mejora del modelo de equilibrio para manejo de multiples oferentes.
e Mejora del modelo de equilibrio para manejo de restriccion de ingreso y de
permanencia de oferentes en el mercado.
o Desarrollo de mejores algoritmos de calculo del equilibrio.

o Desarrollo de algoritmos ad-hoc para el calculo del éptimo.

Otros desarrollos pueden estar asociados a:
e Consideracion de emigracion o movilidad en localizacién residencial de agentes al

interior del mercado.
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e Mejora en la formulacion de RB&SM para consideracién de firmas y mercado laboral.

e Integracion de regulaciones a la decision de planificacion optima.

Los objetivos planteados en un comienzo han sido alcanzados y superados en muchos
aspectos, entre estos:
o Lademostracion de propiedades del equilibrio RB&SM (Anexo B).
e La justificacion de la utilizaciéon de una funcién de postura lineal en la utilidad (Anexo
A1)
o El desarrollo del modelo OULM que permitié un estudio analitico de la eficiencia del

mercado y de la estructura y rol de los subsidios éptimos.

Finalmente, es satisfactorio comprobar que este trabajo se convierte en un aporte real a la
practica de la planificacion urbana, toda vez que en Santiago de Chile se estan
desarrollando estudios y modelos que indican un interés y facilitan la aplicacién de este tipo
de herramientas.
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Anexo A.

Derivacion de formulas de RB&SM.
A continuacién se muestra la deducciéon analitica de cada una de las formulas presentadas

en el texto, asociadas al modelo RB&SM. Se asume que el lector esta familiarizado con la

notacion utilizada en el modelo.

Las primeras 8 secciones muestran férmulas del modelo en si mismo y la ultima presenta la

deduccién de una medida de beneficio de consumidores a partir de él.

La primera seccion es un aporte realizado en el contexto de este estudio y las siguientes
toman como referencia estudios anteriores: Martinez y Henriquez (2003) para las formulas
de RB&SM y Martinez (2001) para la medida de beneficios.

A.1 Funcioén de postura.
Considere una funcion de utilidad cuasi lineal, es decir, lineal en a lo menos uno de los

bienes de consumo distinto de localizacion. El problema de decision deterministico que

maximiza la utilidad del agente consumidor es:

max max (Z+ﬂhx+Uh(y,Zw)
Vi xeR,ye AR (A-1)

sa. Ox+Py+r,=1,+t,,
donde:

- Uy es la componente no necesariamente lineal de la utilidad.

- acontiene todos los elementos constantes en la utilidad.

- xes el consumo de un bien con comportamiento lineal en la utilidad.

-y es un vector de consumos de bienes con comportamiento libre en la utilidad.

-z, es un vector de atributos de la localizacion vi y no depende del consumo en otros
bienes.

- Qes el precio del bien x y P el vector de precios de los bienes en y.

- n,es larenta de la localizacion vi.

- Iytty,i es el ingreso efectivo del agente en la localizacion vi, compuesto por el ingreso
fijo I, y el subsidio fijo t,.

- An corresponde al peso en la utilidad del bien lineal, con dimensiones [utiles/unidad].
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Notar que se ha supuesto que la localizacion sélo se puede consumir de manera discreta, y

mas aun, en una unidad.

Debido a la linealidad de x, el problema interior se puede escribir como un problema
irrestricto en y. Basta para esto despejar x desde la restriccion de ingreso y reemplazarlo en

la utilidad, obteniendo:

max max a+2(]h +thvi_rvi_Py)+ Uh(y,zw.) (A-2)

Vi yeAcR"

Se debe notar que, en estricto rigor, este problema deberia ser restringido, debido a que el
consumo en x en general lo es. Sin embargo, se asume que el rango de consumo es
suficientemente amplio y no genera inconvenientes reales, obteniéndose siempre una

solucion interior para el problema.

Para obtener la utilidad indirecta condicional en la localizacion se debe resolver el problema

anterior en y, lo que resulta en:

mfl_lx Vi =a+ 3(111 + il =i — wa’*)"' U, (yvi*’zvi) (A-3)

donde y* es un valor independiente del ingreso y observa directamente que A/Q es la
utilidad marginal del ingreso (UMI) para el agente h. A continuacion, se fija la utilidad a un
valor V,, = U, fijo y constante a través de la ciudad (Alonso, 1964), y se despeja la precio
de la localizacién. Luego del proceso descrito se obtiene:

ro= Ih . Uh n Uh (yviaZvi)+ o _pyw* +1,, (A-4)
UMI, UMI, UMI,

Finalmente, se interpreta esta funcion de precios como la disposicion a pagar o postura By,

del agente h en la localizacién vi. La ecuacion anterior toma la forma general:

B, =D, (IhaUh)+bhvi (Zvi)+b+thvi (A-5)
donde en virtud de la ecuacion (D-4) se tienen las siguientes identidades:

_ U,

bh(lh’Uh) =1,- U]Mhlh (A-6)
U (y*< z ) .
b (z )= 20 \vi2™vi)  py* A-7
hvt( vz) UMIh yvz ( )
b=—2" (A-8)
UMI,
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UMI, = A (A-9)
0
Una observaciéon importante del proceso expuesto es que el supuesto de cuasi-linealidad de
la utilidad, implica que la funcion de disposicién a pagar asociada es separable en la utilidad.
Este tipo de funciones de postura separable se habia propuesto previo a este trabajo, sin un

fundamento microeconémicamente riguroso como el aqui presentado.

A.2 Probabilidad de localizacién Logit Multinomial.
Tomando en consideracion que el modelador no conoce bien todas las variables que afectan

la decision de los consumidores, y que el proceso de agregacion en clusters no permite un
buen manejo de diferencias en gustos e ingresos al interior de un cluster, se asume que la
funcién que representa su comportamiento (la postura en este caso) contiene un término de
error aleatorio aditivo de media cero® y varianza conocida. Esto significa que el modelador
considera que en promedio la funcidon de comportamiento que utiliza representa bien a los
consumidores. Asi, considerando que este error incluye tanto variables propias del agente
como de la localizacién, se plantea:

~

B =B +¢, (A-10)

hvi hvi

donde &, es el término de error aleatorio, B,, es la parte deterministica de la postura (de la

seccion previa) y B, la postura aleatoria.

Si se asume ademas que todos los efectos entre agentes y entre localizaciones han sido
bien y completamente modelados en la parte deterministica de la funcién de postura,
entonces las variables aleatorias seran independientes entre si. Por ultimo, siguiendo a
Ellickson (1981), la funcion de postura que mejor representa a un cluster de hogares para un
proceso de remate es la maxima postura de los hogares en el cluster, luego, tras este
proceso de maximizacién, es correcto asumir que la distribucion de las variables aleatorias
sera una distribucién de valor extremo. Todo esto justifica el supuesto de que los términos de
error aleatorio e, estén distribuidos segun una funcién de valor extremo, como la Gumbel
IID® de parametros (O,pt), es decir, mediana cero y varianza conocida igual a (n?/6p?), donde
n=3.1415...

*% En estricto rigor, y sin predicad de generalidad, se utiliza una variable aleatoria Gumbel (0,11), esto es de
mediana 0 y media y/p conocida, donde y=0.577...es la constante Euler.
* [ID: Independientes e Idénticamente Distribuidos.
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Asi, la probabilidad de que un agente h se localice en una alternativa vi, es equivalente a la

probabilidad de que sea el maximo postor en dicha localizacion, es decir,

B, = P(B,M > mangw). Notar que la distribucion Gumbel es cerrada para maximizacion y
g#h

1 -
que, por lo tanto, el maximo de la derecha distribuye Gumbel(—anHg exp(/,ngw.),/,z ), en

g#h
que la mediana corresponde a una traslaciéon del valor esperado de la variable aleatoria

maximo. Se puede definir entonces la variable aleatoria D,, =maxB,, —B,, que
g#h

corresponde a una diferencia entre dos variables Gumbel, independientes y de igual

varianza, por lo que distribuye Logistica. Asi, resulta que la probabilidad buscada se puede

escribir B, :P(DW. SO), lo que corresponde a la funcion acumulativa de la variable
logistica evaluada en 0. Por lo tanto, se tiene:

H exp(,uB )
P = h hvi (A-11)
Y H explB,,)

g

donde H,, definido exdgenamente, es el numero de agentes tipo h que participan de los

remates.

A.3 Funcion de rentas.
En la teoria de remates la renta de una localizacién corresponde a la maxima postura. Sin

embargo, en el contexto estocastico esta variable resulta una variable aleatoria. En efecto,

1 _
= mhathvi es una variable aleatoria Gumbel(—anHh exp(uB,,), 1), y para distintos vi
h

estas variables resultan independientes y de igual varianza. Se define entonces la renta r,;

de una localizacién vi como el valor esperado de la variable aleatoria renta. Asi resulta:
1
r, :—anHg exp(,uBgvi)+Q (A-12)
H o g H

donde 7~0,577... es la constante de Euler.
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A.4 Funcion de ganancias.
La ganancia =, del unico oferente de RB&SM en cada localizacion corresponde

directamente a la diferencia entre la renta r,; que obtiene y el costo ¢, asociado a la

localizacién®, estoes, 7, =7, —c,, .

El costo asociado se asume con toda la flexibilidad necesaria, esto es, por ejemplo,

incluyendo economias de escala o diversidad. Una funcion de costos posible es

¢, (S.)=1f,,+ gvizgk (Swd )"’ donde S, corresponde a la oferta en la localizacion wk. Otro

ws
costo, mas indirecto, corresponde a la existencia de regulaciones impuestas por el

planificador, las que restringen la ganancia de los oferentes en wun valor

V= z;/l." = m}gx{y{‘}, en que el vector y; corresponde a los multiplicadores de lagrange de
k

las restricciones de la oferta. Estas igualdades se explican al observar que de las k
restricciones lineales que permite RB&SM, sélo una es activa y, por lo tanto, positiva;

mientras las otras son nulas.

Asi la ganancia unitaria del oferente queda descrita por:
ﬂ'-vi =ri— 6~ 7/1' (A'13)

donde el término y se define en el apartado siguiente.

A.5 Probabilidad de oferta Logit Multinomial.
Notar en primer lugar, que en el contexto estocastico, la funcién de ganancia =, definida en

el apartado anterior, corresponde a una variable aleatoria, debido a que la renta r,; lo es. En
efecto, si los costos no son aleatorios, 7, distribuye Gumbel(r,-7/u- c,- 7,14 heredando la
varianza de la renta (que a su vez la hereda de las posturas). Sin embargo, para permitir
mayor flexibilidad en el modelo se asume una varianza distinta, quedando las ganancias con

distribucion Gumbel(r,-r/u- ¢~ 7,A) independientes y de igual varianza entre si.

En este contexto, la probabilidad de que el unico oferente produzca en el mercado una

alternativa vi°’ corresponde a la probabilidad que la ganancia en esa alternativa sea maxima,

3% Es importante aqui considerar que el costo se asume en la misma dimension temporal de la renta y el ingreso.
En la practica estos valores son mensuales, por lo que el costo de construccion debe ser lleva a valor por mes.

3! Recordar que el oferente realiza una eleccién discreta entre las alternativas, por lo que en un contexto
deterministico ofrece una y s6lo una localizacion.
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esto es, P, = P(;r >max7r_ ) Siguiendo el calculo realizado en el apartado A.2, la

wj#vi

variable aleatoria D,; = maxrz,; — 7, corresponde a una diferencia entre dos variables

Wj#Vi
Gumbel Independientes de igual varianza, por lo que distribuye Logistica. Asi, se puede

escribir la probabilidad buscada como P, P( 0) que corresponde a la funcién
acumulativa de la variable logistica evaluada en 0. Por lo tanto, se tiene:

> explur,

wj

(A-14)

A.6 Regulaciones lineales.
En RB&SM se utilizan regulaciones lineales sobre la oferta de bienes del tipo Z aks, <R,

donde la oferta S,=S*P,; con S la oferta total definida exdégenamente. Reemplazando lo

anterior, junto a (A-13) y (A-14) en la restriccion lineal y despejando j;, se obtiene:

m[

1
donde 7% = —anexp( (r —C, =, ))+ T esia ganancia esperada del oferente.
yZi

Zaw exp r —cw.—/z*)) (A-15)

wj
W

A.7 Ecuacion de equilibrio.
El equilibrio en RB&SM se define como una distribucién de bienes y agentes en la ciudad tal

que todos lo agentes se localizan y todos los bienes son utilizados. La segunda condicion se
asegura exogenamente proveyendo al modelo de un total de agentes por localizar H

exactamente igual al total de bienes a ofertar S.

Asi, las condiciones de equilibrio para cada tipo de agente pueden escribirse

Z B, = H,, donde los términos de la derecha representan el total de agentes de cada

tipo y son exdégenos al modelo. Tomando en cuenta (A-5) y (A-11) en la ecuacién anterior, se

puede despejar la componente b, (Ih,Uh) del numerador de (A-11), obteniendo:
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1 exp(u(b,, +1,,)) )
b +b= ’uln ZSZH explsi5.) (A-16)

La componente b debe ser calculada con informacién exégena al modelo, tal como se indica

en el siguiente apartado.

A.8 Nivel de rentas y utilidades.
La componente constante b de las posturas (A-5), define el nivel de rentas y de utilidades en

el modelo. Sin embargo, no es posible definirla a partir de las ecuaciones anteriores, tal

como se observa en (A-16).

Para definirla se asume un valor de renta exdgeno de renta en la ciudad, definido como
funcién de variables macroecondmicas o algun otro método. Utilizando esta informacién se
ajusta b para que la renta correspondiente alcance el valor conocido. Una estrategia,
presentada en el texto, es fijar el valor de renta promedio en la ciudad, lo que arroja la

siguiente ecuacién para b:
1
b=r —>» Sr A-17
« g Z T (A-17)

donde r.y s €l valor exdégeno de la renta promedio.

A.9 Beneficio del consumidor.
Se resume el comportamiento del consumidor dado por el problema de maximizacion de la

utilidad que extiende (A-1),

max U\x,,z,
max) ™8 ;,( i ) (A-18)
volsa. Px, +r, =1+t

donde x;, corresponde al consumo del individuo h en bienes distintos de localizacién, z,; es el
vector de atributos de la localizacion vi, P corresponde al precio de los bienes de consumo,
r.; es la renta de localizacion vi, I, el ingreso del individuo h, y t, el subsidio/impuesto

asociado al un h que se localiza en vi.

Resolviendo el problema de optimizacion interno, y reemplazando la solucién en la funcién
de utilidad, se obtiene la funcion de utilidad indirecta condicional en localizacion:

v (1,+t,-r, ,P,z,) (A-19)

Wi 4

hfvi

Si se invierte esta ecuacion en su primera componente para un nivel de utilidad dado, se
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obtiene la funcidn de gasto (que corresponde al problema dual de minimizacién a asociado a
(A-18)):
e,.(P.z;U,)=r,+V,\(P,z,;U,) (A-20)

donde la utilidad es un parametro. La funcién de gasto presentada es condicional en la
localizacion debido a que so obtiene de invertir la (A-19), y representa el minimo gasto
necesario en consumo para alcanzar el nivel de utilidad U, en la localizacién vi. La segunda
componente en (A-20) corresponde a una funcién de gasto en todos los bienes excepto
localizacion. Si se utiliza en (A-20) el nivel de utilidad dado por (A-19), se obtiene que el
gasto asociado coincide con el ingreso mas el subsidio. Siguiendo a Solow(1973), en esa
ecuacion se puede interpretar la renta como la maxima disposicion a pagar del agente h en
la localizacion vi :

DP/m‘ :Ih +1,, V.

(P,z,5U,) (A-21)

Si se reemplaza (A-21) en (A-20) se obtiene una nueva version de (A-20):
¢y (P.2,3U,)=r, +1,+1, = DP, (P,z;U,) (A-22)

donde el ingreso y el subsidio se cancelan por ser componentes lineales de la funcién DP.

Por otro lado, si se produce un cambio de escenario desde E%z,°,U,°) hasta E'(z,,U,") el
cambio en utilidad de los consumidores medido monetariamente puede ser determinado por

medio de las variaciones equivalente (VE) y compensatoria (CP):

EV;,/V; =€ (P’ZBI;U:, )_ € (P’Z\(')i;U/(r)) (A-23)
CVh/w = eh/vi (P’ Zl, ’U; )_ eh/vi (P’ Z\Iri ’Ul? )
que en el contexto de (A-22) se transforman en:
EVh/w- = DP;,/w' (P’Z:';U:)_Dl)h/vi (P’ZS;U;) (A-24)
Cv,, =DP, (P,z,;U})-DP, (P.z,;U;)

Se observa que, si la utilidad es aditivamente separable de los atributos a la localizacion
dentro de la funcion DP, como en (A-5), EV y CV coinciden, tal como muestra Martinez
(2000), resultando:

EV, =CV,, =b,(1;:U})=b,(1:U;) (A-25)
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Anexo B.

Demostracion de propiedades de RB&SM.

En lo que sigue se demuestran las propiedades enunciadas en el texto asociadas al
equilibrio RB&SM presentado en el capitulo IV. EI Anexo esta construido para ser
autocontenido pero se asume que lector esta familiarizado con la notacién y férmulas del
modelo RB&SM, las que pueden ser consultadas en el texto y en el Anexo A de este
documento.

Dado un par de planificacion (t,R), compuesto por un conjunto de subsidios t y un conjunto
de regulaciones R, el modelo RB&SM tiene la siguiente representacion esquematica.

b, = f(P...P..b.:t..)

P = 1P, P.bit,)

P, = f (P Posby st

7, = f(P P byt R])

Vhvi (B-1)

Las ecuaciones seran explicitadas mas adelante segun sean ocupadas. Sin embargo, el

lector puede encontrarlas consultando el capitulo IV del texto principal o el Anexo A.
La siguiente definicion, enunciada también en el texto principal es util para lo que sigue:

Definicion B.1: Equilibrio RB&SM.
a) Se dice que la tupla (b.,P..,P.,y,b ;t.,R".) es un equilibrio RB&SM si y sdélo si se cumplen
las siguientes condiciones:
1) b.eRM
2)P,.eX ={xei]’1’h"/x,w 20/\2,3% =1Vv}
3) P.e X’ :{xeSR"i/xvi ZOAfovf :1}
4) yeR" es no negativo
5) t::€Mipnpvi(R)
6) R.€ R,
7) La tupla (b.,P..,P.,y ;t.,R") satisface el sistema de punto fijo (B-1)
8) beR satisface (A-17)
b) Se dice ademas que la tupla (b.,P..,P.,y,b ;t.,R.) es un equilibrio RB&SM regulado si y
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solo si es un equilibrio RB&SM y ademas existe i tal que y>0.
c) Analogamente, se dice que la tupla (b.,P.,.,P.,y,b ;t.,R.) es un equilibrio RB&SM no
regulado si y solo si es un equilibrio RB&SM y ademas para todo i se tiene que 7=0. En este

ultimo caso, por simplicidad se denota al equilibrio no regulado por (b.,P...,P.,,b ;t.)

Como se observa de la definicion anterior, RB&SM es un modelo que recibe subsidios ¢ty un
conjunto de regulaciones R como parametros para el calculo del equilibrio asociado. Un caso
no regulado particular ocurre cuando R =0, esto es un caso no regulado. En lo que sigue se
considera este caso, esto es, un par de planificacion (f,©) fijo a menos que se explicite lo

contrario.

B.1 Existencia de soluciones para RB&SM.

La pregunta sobre la existencia de soluciones de un sistema de punto fijo, es una pregunta
dificil de responder. Los teoremas de punto fijo de Brouwer para funciones continuas, y de
Tarski para funciones monétonas, entregan condiciones suficientes para la existencia. A
continuacién se enuncian una version de estos teoremas que sera utilizada para demostrar

las propiedades de existencia que siguen.

Teorema B. Teorema de Brouwer.

Toda funcion continua f:X—X, definida desde un subconjunto no vacio, convexo y compacto
X de R" en si mismo, tiene un punto fijo f(x)=x en X.

Demostracion.

Ver Zeidler (1986) pp. 51.

Teorema B.2. Teorema de Tarski.

El conjunto de puntos fijos de una funcion monétona creciente de un latticce completo en si
mismo es no vacio.

Demostracion.

Ver Echenique (2005).
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En lo que sigue se analizan uno a uno los puntos fijos de los distintos subsistemas: de

demanda, de oferta y de equilibrio, para terminar con el sistema global de RB&SM.

Punto fijo de demanda.
Fijando las demas variables en un valor dado, la funciéon de demanda se puede escribir:

H,exp(uB,,[P..]) .
hvi R/oi = ! h‘ : \V/h v B-2
I D= S gexplus [B,]) T (52)

que corresponden a i sistemas de ecuaciones de punto fijo. Se considera uno de estos

sistemas y la funcion vectorial f; asociada definida f:X—X donde X c R esta definido por

X = {x eR"/x,, 20 thhv =1 Vv}.

Aplicando el Teorema de Brower se tiene para cada zona i |la siguiente propiedad:

Propiedad B.1: Existencia de soluciones para el punto fijo de demanda.
Para cada zona J, la funcién f; de consumo en la zona tiene un punto fijo de la forma f(P..,)=
Py
Demostracion:
Dado que f; es una funcién continua y X un conjunto no vacié, convexo y compacto en

R"™, se cumplen la hipétesis del teorema de Brower y se tiene la propiedad.

Punto fijo de oferta.
Fijando las demas variables en un valor dado, la funcién de oferta se puede escribir:

7.(P)= exp(Ar,[P.]) (B-3)

N Z exp(/iﬂw, [P, ])

que corresponde a un sistema de ecuaciones de punto fijo. Se considera la funcién vectorial

f asociada, definida por f (X—>X donde X C R estd definido por

X={re®/x, 20nY x, =1},

Aplicando nuevamente el Teorema de Brower se tiene la siguiente propiedad:
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Propiedad B.2: Existencia de soluciones para el punto fijo de oferta.
La funcion f de oferta tiene un punto fijo de la forma f(P.)= P.
Demostracion.
Dado que fes una funcion continua y X un conjunto no vacio, convexo y compacto en

RY se cumplen la hipétesis del teorema de Brower y se tiene la propiedad.

Punto fijo de Equilibrio.
Fijando las demas variables en un valor dado, la funcién de equilibrio se puede escribir:

exp( (bhw' +1,, ))
_71 S.p Yh B-4
(b n z ”ZH exp(u(b, +b,, +1,,)) oY

que corresponde un sistema de ecuaciones de punto fijo. Se considera la funcién vectorial f

asociada, definida por fR"—>RM.

Propiedad B.3: Existencia de soluciones para el punto fijo de equilibrio.
La funcién f de equilibrio, tiene un punto fijo de la forma f(b.)=
Demostracion.

Sean M, =infb, +t, Yy M, —supb +1t,, con ambos valores reales por hipotesis. Sea ae®R

hvi

fijo y k<|h| el indice de un cluster de agentes cualquiera. Se considera la funcién g* :R""
'SR que fija la componente h en el valor o y asigna a zeR"™ el valor g%(z)=[fu(z+,..., 2«

1, a;Zk+1,...,Z|h|)-(M2-M1)]h¢keith|-1 ]

. , " H .
Se considera ademas Me®R fijo, tal que M > |« —Z(M2 —M1)+ "1'>0, el intervalo cerrado

7]

K=[-M,M] y el conjunto K" %" Se observa que a.cK.

-1 -1

Se demuestra que la restriccion de g” a K" es tal que g*: K""'— K", En efecto, se toma

zeK, Se tiene que >S, =H y

exp(/u(bhw + t/w[) < exp(y(M2 -M, - 0!))
ZHg exp(,u(zg +b,, +1t,, ))+ H, exp(ula+b, +1,]) H,

g#k

, por lo que -M <

—2(M, -M )+ L [ZI < g%(z) Yhak vze KM,
U
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exp(/u(bhw +i,, ) > exp(,u(Ml - Mz - M))

ZHg exp(y(zg +b,, +1t,, )) - H , se tiene

Ademas, dado que M>a y

también que g“(z)sM vhz=k vze K", porlo que g*(z) e K" vze K.
Se mostrara ahora que g“ estrictamente monoétona creciente. En efecto, sea z'<z%, esto es,

z'i<z% vi. Debido que > H, explulz. +b,, +1,))<> H explu(z: +b, +1,)), se tiene que

9°(2")<g"(2).

Luego, dado que K" es un lattice completo, se tiene, aplicando el Teorema de Tarski, que
existe z*eR"" tal que g* (z*)=z*

Sea x=(z*+MyM,..., 2% +MxMy, 0,21 MxM,..., 2% +M>-M;) ¢ R". En lo que sigue se
demostrara que x es punto fijo de f.

Se observa que fy(x)=g“(z*)+M,-M;=z*+M>-M; =x, Vh=k. Luego, por construccion de la

funcion de equilibrio (ver Anexo A), se tendra que ZSV,th:Hh Vhzk, donde

» H, exp(u(x, +b,, +1,,)

. > H, explulx, +b,, +1,,)) con XMy Como ZS ) ZHh Sy

Y P, +P,, =1 Vvi se tiene que ZSW_PW =H,,y, por lo tanto, despejando a de la igualdad

g#k

anterior, se tiene que fx(x)=a. Luego, se cumple que f(x)=x.

Punto fijo Global RB&SM.
No ha sido posible en el periodo de desarrollo de este trabajo, encontrar condiciones

suficientes para la existencia de soluciones para la funcién global de punto fijo RB&SM,
esquematicamente presentada en (B-1). Sin embargo, la experiencia acumulada de
simulaciones permite concluir que existen soluciones para una amplia gama de parametros

de las funciones.
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B.2 Unicidad y Convergencia de algoritmos de solucion.

La pregunta sobre la unicidad de soluciones de un sistema de punto fijo y la busqueda de
algoritmos convergentes a ella, es una pregunta compleja. El teorema de punto fijo de
Banach para funciones contrastantes, entrega condiciones suficientes para la unicidad y
entrega un algoritmo convergente para encontrar la soluciéon, independientemente del punto

de partida.

En primer lugar se enuncian los dos teoremas utilizados para demostrar las propiedades de

convergencia que siguen.

Teorema B.3: Teorema de punto fijo de Banach.
Sea un operador T: M < X —» M donde M es un conjunto cerrado y no vacio, en un espacio
métrico completo (X,d). Si T es contractiva, es decir, existe 0 < k < 1 fijo, tal que
d(Tx,Ty)< kd(x, y) para todo x,y € M; entonces se tiene que:
a) Existencia y unicidad: T tiene exactamente un punto fijo x sobre M.
b) Convergencia del algoritmo estandar: La secuencia (x,) de sucesivas
aproximaciones, definida por x,.s = Tx,, converge a la solucién x,
para cualquier eleccion del punto inicial xo en M.
c) Error estimado: Para todo n = 0,1,2,... se tiene:

e Estimacion a priori del error: d(x ,x)<k"(1-k)"d(x,,x,).

1

)
e Estimacion a posteriori del error: d(x,,x)<k"(1-k)'d(x ,x,,).

n+l?

d) Tasa de convergencia: Para todo n = 0,1,2,... se tiene: d(x

n+l?

x)<kd(x,,x).
Demostracién:
Ver Zeidler (1986) pp 16-18.

Teorema B.4. Liptzchitzianidad de funciones continuamente diferenciables.
Toda funcion f continuamente diferenciable, definida en un abierto A de R" con valores en
®™, es Lipschitziana en toda bola abierta B(a,r)c 4, con constante de Lipschitz

Df(x]‘ .

Demostracion.

L = max

.\'EB(G./’)

Ver CARTAN 1967 pp. 45, donde se plantea un teorema mas general, del cual este

es un corolario directo.
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[

En adelante al algoritmo asociado al Teorema de Banach se denomina algoritmo estandar.

Tal como en Martinez y Henriquez (2003), se presentan a continuacion condiciones sobre
las variables que permiten que se cumplan las hipotesis del teorema, asegurando existencia,
unicidad y convergencia para el algoritmo de punto fijo asociado. En su trabajo, ellos
estudian la existencia y unicidad de las soluciones unidimensionalmente, concluyendo que
depende fuertemente de los parametros de escala de las distribuciones Gumbel, esto es, del
grado de aleatoriedad en las funciones de comportamiento. Esta propiedad es obviamente
heredada cuando se estudia la unicidad en el caso mas general de los subsistemas

completos, pero las condiciones suficientes resultan ser mas estrictas.

A continuacion se analizan uno a uno los puntos fijos de los distintos subsistemas: de

demanda, de oferta y de equilibrio.

Punto fijo de demanda.
La funcidén de demanda corresponde a la ecuacién (B-2). Utilizando los teoremas B.3 y B.4,

es posible encontrar condiciones suficientes sobre la dispersién que aseguran que cada
funcién f; sea contractiva. Asi, las condiciones del teorema de Banach se satisfacen y, por lo

tanto, el algoritmo estandar de punto fijo converge a la solucion Unica.

Propiedad B.4: Condiciones necesarias para la contractilidad del punto fijo de
demanda.

Sea una zona j fija y una componente de externalidad de la postura lineal en P.,;. Entonces,
si se cumple alguna de las condiciones siguientes, la funcion de varias variables f; es

contractiva en todo el dominio:

ob ob .
1) 1 >‘h‘ maxz max —— —min—=
7 gw - r a IJg » r a Pz i
ob ob
2) 1 > maxz max —" —min—=
/’l ! aw v an/wi ! an wi
Demostracion.

Sea una bola abierta A=B(0,r)=>X y la extensién de la funcion f,, a :A—>X. Dado que f

es continuamente diferenciable, por el teorema 3 se tiene que es Lipschitziana en A con
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constante de Lipschitz L =max|J,(x) donde J; es el jacobiano de la funcion f. Si L<1 f sera

contractiva en Ay, por lo tanto, f;lo sera en X. El jacobiano de fes:

s, = [ s J
81)& /wi hvi x gwi

af hvi abpvi
o, . “f“{aP BRGNS

donde

wi

Entonces las normas matriciales ||-||1 ¥ ||| para el jacobiano resultan respectivamente:

ob,,
1) wmaxy f,
o ; " an , ! an i
2) ﬂ-m,nghv,Z > o ap
g/ wi wi

donde f,,; € (0,1) Vhv luego se tiene:

ob,,
hw _
”H}ﬁ"%‘ aP/ Zf””’ oP,,
] T
hw _
ﬂn}gx; aRg/m pr/w aF)g/wl

donde el lado derecho no depende de la variable, debido a que la componente de

externalidad en la postura es lineal. Mas aun, se puede escribir:

‘ h‘ Z abpv[ : ab pi
max max —min
A
L < g/ wi g/ wi
3 ob . . b,
max max —min
HEL\ M ap, T e,

g/ wi

Para que f sea contractiva entonces es suficiente que L<1 y para ello basta que:

ob ob,,

—>

ob . . 0Ob .
maxz max —>~ —min—2
i e/ S » OP

g/ wi
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Propiedad B.5: Condiciones necesarias para la unicidad y convergencia del algoritmo
estandar para el punto fijo de demanda.

Bajo las condiciones de la propiedad B.4, la funcion de demanda posee un Unico punto fijo y
el algoritmo estandar converge a la solucidn cualquiera sea el punto de partida.
Demostracion.

Bajo alguna de las condiciones de la propiedad B.4, se cumplen las condiciones del

Teorema de Banach, por lo que se tiene la unicidad y la convergencia.

Luego, en condiciones de dispersion suficientemente alta se asegura la convergencia del
punto fijo. Sin embargo, las simulaciones realizadas muestran que en la practica se obtiene

convergencia aun en condiciones menos restrictivas.

Punto fijo de oferta.
La funcién de oferta corresponde a la ecuacion (B-3). Utilizando los teoremas B.3 y B.4, es

posible encontrar condiciones suficientes sobre la dispersion que aseguran que la funcion f
sea contractiva. Asi, las condiciones del teorema de Banach se satisfacen y, por lo tanto, el

algoritmo estandar de punto fijo converge a la solucién unica.

Propiedad B.6: Condiciones necesarias para la contractilidad del punto fijo de oferta.
Si la componente de externalidad de la postura y la funcién de costos son ambas lineales en
P.. Entones, si se cumple alguna de las condiciones siguientes, la funcién de varias
variables f es contractiva en todo el dominio:
17 ! ) or, . Orm,
) — > ‘Vl‘ max| max ———min——
2 v\ er, v oP,

wj

0 0
2) L5 max O poin 7
A&\ e, o,

Demostracion.
Esta demostracién sigue practicamente igual a la anterior.
Sea una bola abierta A=B(0,r)=>X y la extension de la funcién f, a f:A—>X. Dado que f es

continuamente diferenciable, por el teorema 3 se tiene que es Lipschitziana en A con

constante de Lipschitz L = max

\J_,. (x]\ donde J; es el jacobiano de la funcién f.

Si L<1 fsera contractiva en Ay, por lo tanto, f;lo sera en X. El jacobiano de fes:
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donde

Entonces las normas matriciales ||-||1 ¥ ||| para el jacobiano resultan respectivamente:

or
1) A-max | —
) a2

2 aomaf, 3T

donde f,; € (0,1) Vvi luego se tiene:

o,

“%%XZ o5

aS‘_
Zf

donde el lado derecho no depende de la variable, debido a que la componente de

b, (=)<

externalidad en la postura y el costo son lineales. Mas aun, se puede escribir:

; g 6S

or

A 1 &
Z( aSw‘ J
Para que f sea contractiva entonces es suficiente que L<1 y para ello basta que:

) or, . Orm,
‘w‘ max| max — - —min—__*
K oS
>

or, . O,
ﬂ,‘w‘ max max— —min
a‘S’w[
L<

oS,

or . O,
Z max —*-—min——+
vi aSwj vi 8SW.

Wi

2
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Propiedad B.7: Condiciones necesarias para la unicidad y convergencia del algoritmo
estandar para el punto fijo de oferta.

Bajo las condiciones de la propiedad B.6, la funcion de oferta posee un unico punto fijo y el
algoritmo estandar converge a la solucion cualquiera sea el punto de partida.

Demostracion.

Bajo alguna de las condiciones de la propiedad B.6, se cumplen las condiciones del

Teorema de Banach, por lo que se tienen la unicidad y la convergencia.

Nuevamente en condiciones de dispersion suficientemente alta se asegura la convergencia
del punto fijo. Sin embargo, las simulaciones realizadas muestran que en la practica se
obtiene convergencia aun en condiciones menos restrictivas, e incluso se ha obtenido

convergencia para funciones de costos no lineales.

Punto fijo de Equilibrio.
La funcion de equilibrio fue presentada en la ecuacion (B-4). A continuacion se demuestra

una serie de propiedades para esta funcion. Cabe destacar que aunque el punto fijo no
resulta con solucion Unica, es posible mostrar una propiedad de unicidad en un sentido

levemente distinto.

Propiedad B.8. Unicidad y convergencia del algoritmo estandar para la funcion de
equilibrio restringida en una dimension.

La funcién g=R"" R que se obtiene de fijar una de las componentes de la funcién de
equilibrio f en el valor ¢, tiene un unico punto fijo y el algoritmo estandar converge a la
solucién desde cualquier punto de partida.

Demostracion.

Sean M, =infb, +t,, y M,=supb, +t, con ambos valores reales por hipétesis. Sea ae®
v hvi

fijo y k<|h| el indice de un cluster de agentes cualquiera. Sea la funcién g* :®R""' >R que
fija la componente h en el valor o y asigna a ze R el valor g%(2)=[fu(z1,....Zk-1: O Zks1,--., Zi) -

(Mo-M3)]pse R

n H .
Sea ademas Me®R fijo, tal que M >|a—-2(M, - M, )+ lln H] >0, el intervalo cerrado K=[-
7]

M,M] y el conjunto K""'< %I" Se observa que aeK.
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La funcién g, es continuamente diferenciable y, por el teorema 3, es Liptschitziana en

cualquier bola abierta A de R"' que contenga a K", con constante de Lipschitz

L=max|J,(z) donde J, es el jacobiano de la funcion g, que resulta:

J — aga/z
g ab” [#-1x] ol

agah Z S eXp wi )) H exp(,qu )

ZS exp( ( ))ZH exp( g)

Entonces la norma matricial ||-||.. para el jacobiano resulta:

S, exp i )) H, exp(,uB )

JgZH}EXZZZ 5 exp( ( ))ZH exp(uB,,)

donde

— max S vi CXp(ﬂ (B wi )) 1 H 1 exp(,uB Ivi )

" vi ZSW/' exp(y (B/mv' - r”:‘f )) B zHg eXp(‘uB gw')

<1

H, exp(uB,,)

Z H, exp(,uB

Por lo tanto, g, es contractiva en A. Por otro lado, dado que aeK, se tiene que la restriccion

pues

) >0 debido a que By, es acotado en A Vhvi.

de g, a K" cumple g, .K""—K"" (Ver demostracion de propiedad B.3). Luego, como K"
'—A es cerrado, gd. cumple con las hipétesis del teorema de banach y, por lo tanto, se tiene

la propiedad.

La unicidad demostrada y la propiedad anterior, nos permiten descubrir la siguiente

condicién necesaria y suficiente para la existencia de la solucién de punto fijo de equilibrio.

Propiedad B.9. Condiciéon necesaria y suficiente para la existencia de soluciones del

punto fijo de equilibrio.

La funcion ftiene punto fijo siy solosi »'S =Y H, .

Demostracion.
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La demostracion de la propiedad de existencia B.3, asegura que si st = ZH,, entonces

existe un punto fijo para f.

Sea ) S, > H,,aeRyzeR"" un punto fijo de la funcion g” definida en la propiedad B.8,
donde k<|h| es la componente que se fija. Se tiene que ZSW.P,,/” = H, Vh#k, y por lo tanto,
ZSW.PW > H,, lo que significa que, a pesar que f,(z)=z Vh=k , se tiene fi(z)>a, por lo que

X=(Z1,...,Zk-1,0Zs1,...,Zjny) NO €S punto fijo de f.
Si ye®R" es punto fijo de f, entonces si Se define a=f,(x)eR resulta que [yx]« €s punto fijo de
g“. Luego, por la unicidad de la propiedad B.8, se debe tener que y,= z, Vh=k, lo que implica

y=f(y)=x, que es una contradiccién pues x no es punto fijo de f. Luego, f no tiene punto fijo.

De manera analoga se demuestra que si » S, < > H, entonces f no tiene punto fijo, lo que
vi h

concluye la demostracion.

Si bien la funcién definida en la propiedad B.8 tiene solucion unica, la funcién f no la tiene,

como demuestra en la siguiente propiedad.

Propiedad B.10: Existencia de una linea recta de soluciones del punto fijo de
equilibrio.
Si f posee una solucién de punto fijo entonces posee infinitas soluciones sobre una recta.
Demostracion.
Sea x una solucion de punto fijo, es decir, tal que f(x)=x. Es facil ver que x+b también, lo es
para cualquier b vector constante en R", es decir, se tiene f(x+b)=x+b. Esto prueba que si f
tiene un punto fijo entonces tiene infinitos puntos fijos sobre una recta.

U
La siguiente propiedad muestra que aunque f tenga infinitas soluciones sobre una recta,

existe una y solo una recta con tal propiedad.

Propiedad B.11. Unicidad de la linea recta de soluciones del punto fijo de equilibrio.
Todos los puntos fijos de f se encuentran sobre una Unica recta.

Demostracion.
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Sean x e y dos soluciones de punto fijo para f. Sea k<|h| y fx(x)=aeR y fi(x)=L<R, junto a las
funciones g“ y g” definida como en la propiedad B.8, donde k es el indice de la componente
fijada. Se tiene que [xulh4cR"" es punto fijo de g% que por la propiedad B.8 es unico. A la
vez, el Unico punto fijo de g’ es [yulh4cR™".

Por otro lado, sea yeR, si zeR" es punto fijo de g* se tiene que

aty

z+y=g,(z)+y=g, (z+), porloque w=z+y es punto fijo de g

Luego, tomando y=f-a, se tiene que x=y+y, esto es, x e y pertenecen a una misma recta en
R,

Es importante destacar que, a pesar de que no se demuestra convergencia para la solucién
de punto fijo de f, en las simulaciones realizadas se encontré6 que converge de forma muy
eficiente a pesar de no ser contractivo (resulta no expansivo, es decir con constante de

Liptschitz igual a 1).

Punto fijo Global RB&SM.
No ha sido posible en el periodo de desarrollo de este trabajo, encontrar condiciones

suficientes para la existencia, ni para la convergencia de algun algoritmo para la funcién

global de punto fijo RB&SM, esquematicamente presentada en (B-1).

Sin embargo, la experiencia acumulada de simulaciones permite concluir que existen

soluciones pero no se tiene unicidad. En efecto, la siguiente propiedad muestra este hecho.

Propiedad B.12: Existencia de una linea recta de soluciones del punto fijo global.
Si RB&SM posee una solucion de punto fijo entonces posee infinitas soluciones sobre una
recta.
Demostracion.

Sea (b.,P.,,P.,b ;t.,R.) una solucién de RB&SM, entonces por la propiedad B.5, la
tupla (b.+a,P..,P.,b-a;t..,R.) también es solucion de RB&SM. Esto prueba que si RB&SM

tiene un punto fijo entonces tiene infinitos puntos fijos sobre una recta.

Notar que en la propiedad anterior existe una transferencia entre las componentes de
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utilidad by, y la constante b que define el nivel de rentas en la ciudad. Sin embargo, b,+b es
idéntica en todos los equilibrios y, por lo tanto, todos ellos entregan la misma localizacion
(probabilidades LMN de oferta y demanda). A pesar de esto el equilibrio RB&SM podria
tener mas de una linea recta con soluciones, pues no esta probado que exista una uUnica

localizacién de equilibrio.

Es importante destacar que los algoritmos mas eficientes utilizados hasta ahora basan su
funcionamiento en el calculo de los puntos fijos parciales de manera secuencial. Esto
asegura que las propiedades aqui presentadas son un aporte al modelo RB&SM y al calculo

de los equilibrios.

B.3 Otras propiedades de RB&SM.

En esta seccidn se presentan otras propiedades enunciadas en el texto y estan asociadas

con equilibrios RB&SM regulados.

Propiedad B.13: Suficiencia de los equilibrios no regulados.

Toda localizacion de equilibrio RB&SM regulado puede ser alcanzado via impuestos
(subsidios) con un equilibrio RB&SM no regulado.

Demostracion.

Sea e=(b,,R,__,R_,;/,,b;tm,R,’) un equilibrio RB&SM regulado. Este equilibrio es exactamente
el mismo, en términos de localizacion, que el asociado al equilibrio no regulado caracterizado

por (bQJPo/lo7Pooﬂb;tool_]/o)'

Propiedad B.14. Invarianza de la localizacion ante traslaciones homogéneas de los
subsidios.

La traslacion homogénea de subsidios no afecta la localizacién de RB&SM.

Demostracion:

Sea e=(b,,P,/__,P__,y,,b;tm,R,‘) un equilibrio RB&SM regulado o no. Este equilibrio es
exactamente el mismo, en términos de localizacion, que el asociado al equilibrio regulado

caracterizado por (b,,P,,_,,P_,,;/,,b —at,,, + a,R,’) donde a es un subsidio homogéneo (idéntico

para todos los agentes y localizaciones).
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Propiedad B.15. Invarianza de la localizacién ante transferencias entre utilidad y
subsidios.

Una localizacion RB&SM se puede obtener para cualquier nivel de utilidad con la inclusién

de subsidios adecuados.

Demostracion:

La postura esta compuesta de la suma entre b, y el subsidio, luego, como una transferencia

de uno a otro no modifica esta suma, las posturas permanecen invariantes. Esto significa

que la localizacion también lo hace.

Propiedad B.16: Subsidios Inductores de equilibrio RB&SM
Dados ¢>0 y niveles de utilidad b, cualquiera, toda localizacion H,,; factible es
alcanzable a través del modelo RB&SM, con utilidades b, dado y para el nivel de

aproximacion g, con la inclusion de los subsidios t,,+t,; definidos por:

H, H,,
Dl 2o |_p [ g 1y s S0nH, >0
ILI Hh S\r‘i Svi
H,,
¢ =il e g [ e s |oh S SOAH =0 Vhvi
H HhS )i Svi
0 S, =0

S b ) - (5] 5,50

;’ln(é‘) - [rv[( i ? Svi > zhw‘ ’ bh )_ C, (S- )] S, =0

Vvi

Demostracion:

Se considera S, =) H, , H=) H, , 5=¢H y el primer conjunto de subsidios t,

enunciado. Este subsidio es solucién del punto fijo de demanda de RB&SM para el valor
deseado de by.

Si a continuacion se agrega el siguiente conjunto de subsidios que se enuncia, esta vez a la
oferta, se soluciona el punto fijo de oferta de RB&SM, reproduciendo la localizacion y oferta
buscadas para todos los casos de localizacién y oferta no nulos, y se obtiene H,=¢y S,=¢

en los casos respectivamente nulos.
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Propiedad B.17: Unicidad de los subsidios inductores de equilibrio RB&SM.
Dados niveles de utilidad by, los subsidios indicados en la propiedad B.15 son unicos salvo
traslaciones homogéneas.

Demostracion:
Sea Hy,j, Z;, H, =S la localizacion que se desea alcanzar, = tn+ t, los subsidios de la

propiedad B.16 y %, otro conjunto de subsidios que también induce la localizacién deseada.
Si se define Py,=Hn/S,, es facil ver que el Unico conjunto de subsidios que impone este
valor de probabilidad como resultado del LMN de demanda de RB&SM, para las utilidades
prefijadas, es de la forma t,,+A4,. Sea también P,=S,/S, se comprueba de manera sencilla
que el unico conjunto de subsidios que impone, ademas de lo anterior, este valor de
probabilidad como resultado del LMN de oferta de RB&SM, es de la forma t,,+A,=tp,i+t,+1
donde 4 es un valor cualquiera.

Luego, como t2,,; induce la misma localizacion que t'4,= th+ t,i, se concluye que n,= t'h+A.

[
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Anexo C.

Esquemas de algoritmos de solucion.

C.1 Algoritmos para el equilibrio RB&SM.

El equilibrio RB&SM corresponde a una solucién de un sistema de punto fijo. Su version mas
compleja posee cuatro variables que deben ser resueltas simultdneamente: la utilidad b, la
probabilidad de localizacién P, la oferta S y en el caso regulado los precios sombra de las

regulaciones activas y.

Esquematicamente los algoritmos utilizados para resolver el equilibrio se presentan en las
siguientes figuras. La primera muestra el algoritmo para el caso con oferta prefijada en que

dado S, el problema se reduce a encontrar soluciones en Py b.

Figura C.1
Esquema de algoritmo de solucién para el equilibrio RB&SM
Caso oferta dada.

Define pardmetros y
puntos iniciales (b°.P")

A

Punto fijo de utilidad
(bn—IJPn—l)e (bn’Pn—l)

y

Punto fijo de probabilidad
(b"P"H> (b"P™)

Si
[ Fin: (b",P") es punto fijo ]

Fuente: Elaboracion propia.

La siguiente figura muestra el esquema del algoritmo para resolver el siguiente caso mas
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complejo en que se deben ademas de Py b, la oferta S sin regulaciones.

Figura C.2
Esquema de algoritmo de solucién para el equilibrio RB&SM
Caso oferta variable no regulada.

Define parametros y
puntos iniciales (b°.P°.S%)

A

Punto fijo de utilidad
(bn-l,Pn-l,Sn-l)e (bn,Pn-l,Sn-l)

'

Punto fijo de probabilidad
(bn,Pn-l,Sn-l)e (bn,Pn,Sn-l)

v

Punto fijo de oferta
(b"P".S")> (b".P",S")

[ Fin: (b",P",S") es punto fijo ]

Fuente: Elaboracion propia.

Finalmente, la figura C.3 muestra el algoritmo de solucién para el caso mas complejo de
oferta variable regulada. Este caso requiere la busqueda una oferta inicial factible, y dado
que las restricciones de RB&SM en oferta son Unicamente lineales, se aplicar en esta etapa

la Fase | estandar del modelo SIMPLEX para encontrarla.
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Figura C.3

Caso oferta variable regulada.

Esquema de algoritmo de solucién para el equilibrio RB&SM

Define parametros y puntos
iniciales (b”,P°,S%v%)

v

Busqueda de oferta factible inicial
(S"Y>(]%

v

Punto fijo de utilidad
(bn—I,Pn—l’Sn—I’yn—l)e (bn’Pn—I’Sn—l’yn—l)

v

Punto fijo de probabilidad
(bn’Pn-l’Sn-ljyn-l)e (bn,Pn’Sn-l’yn-l)

v

Punto fijo de oferta
(b"P"S™y")> (b"P".8"y™)

A 4

Punto fijo de regulaciones
(b"P"S"y"H)> (b"P",S"y")

[ Fin: (b",P",S",y") es punto fijo ]

Fuente: Elaboracion propia.
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C.2 Algoritmo para el modelo RB&SOSPM.
Esquematicamente el algoritmo utilizado para resolver el modelo RB&SOSPM se presenta

en la siguiente figura.

El algoritmo optimiza el subsidio t dado un conjunto de regulaciones R y resuelve en cada

paso de la optimizacion un equilibrio RB&SM, lo que le aporta gran complejidad.

Figura C.4
Esquema de algoritmo de solucion para el modelo RB&SOSPM.

Define parametros y puntos
iniciales (b”,P”,S” v y (t°,R)

v

Busqueda de Solucidn inicial
para R (t°,R)

v

Paquete de optimizacion define t"
considerando restricciones

y

A

Evalua gradiente en t"
-> Calcula equilibrios RB&SM: e
- Evalua BAN(e,e")

No
(Condiciones de Optimalidad?

Si

Optativo: Evalua equilibrios Homogéneo
y totalmente concentrados en oferta

A

[ Fin: t" es Subsidio Optimo ]

Fuente: Elaboracion propia.

El ultimo paso es optativo pues permite detectar cuando los 6ptimos son completamente
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concentrados en oferta. En efecto, dado que las funciones LMN que definen el sistema de
punto fijo para el equilibrio RB&SM no pueden producir concentracién del tipo “Todo-Nada”

es necesario evaluar fuera del algoritmo estos casos cuando asi se requiere.

Cabe comentar que para el caso de oferta variable se utiliza el equilibrio no regulado, debido
a que en RB&SOSPM toda la informacién de restricciones se ha traspasado al problema de
optimizacidén en subsidios. La unica excepcion a este hecho se pude aplicar al equilibrio

inicial cuando asi se desea.
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C.3 Algoritmo para el modelo OULM.

El Modelo de Localizaciéon Urbana Optima (OULM) encuentra la localizacién H y la oferta S
que maximizan el beneficio agregado, sujeto a un conjunto de regulaciones exdgenas R.
Esquematicamente el algoritmo utilizado para resolver se presenta en la siguiente figura.

Figura C.5
Esquema de algoritmo de solucién para el modelo OULM.

Define parametros y puntos
iniciales (H", S*) y R

v

Busqueda de solucion factible inicial
(H®, $")> (H?, 8%

v

Calcula equilibrio RB&SM regulado y
ﬁja bh

v

Paquete de optimizacion define (H", S™)
considerando restricciones R

A

Y
Evalua gradiente en (H", S")
- Evalua BAN(H",S")

(Condiciones de Optimalidad? No

Si
Calcula subsidios t asociados a (b, H",S")

v
Fin: (H",S") es localizacion optima y de
equilibrio con los subsidios t y utilidad by,

Fuente: Elaboracion propia.

Notar que by, puede ser prefijado en cualquier valor, pero el esquema presenta un valor
que resulta razonable y corresponde a aquel asociado al equilibrio RB&SM no
subsidiado.
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