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RESUMEN

“CARACTERIZACION GEOTECNICA A TRAVES DEL USO DE ONDAS RAYLEIGH”

En el presente trabajo se implementé un método alternativo de caracterizacion
geotécnica, significativamente mas rapido y econdémico que los normalmente utilizados
para obtener perfiles de velocidad de onda de corte en profundidad. Esta metodologia
utiliza las particulares caracteristicas de la propagacion de ondas superficiales en

medios estratificados.

La propagacién de ondas Rayleigh en semiespacios infinitos, elasticos, isotropos y
homogéneos depende de las propiedades mecanicas del medio. Sin embargo, en
medios estratificados, la geometria y propiedades elasticas de cada capa de suelos
generan el fendmeno de dispersion. Como consecuencia, la velocidad de propagacién
de ondas ya no depende sdélo de las propiedades mecanicas del medio, sino también
de la longitud de la onda y por ende de su frecuencia. Esta relaciéon se observa en las
llamadas curvas de dispersion, que permiten, previo analisis espectral y proceso de

inversion, obtener el perfil de velocidades de onda de corte en profundidad.

En este trabajo se desarrollaron algoritmos para calcular curvas de dispersion
experimentales con arreglos de varios sensores, incluyendo el analisis de sefales.
Adicionalmente, se formuldé una solucién para el problema inverso, definiendo una
configuracion de un estrato sobre un semiespacio, de tal manera de obtener la
velocidad de propagacion de ondas de corte promedio de los primeros 30 metros de
profundidad. Los resultados presentan gran concordancia al ser comparados con los

obtenidos por otros investigadores de este tema.
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1 INTRODUCCION, MOTIVACIONES Y OBJETIVOS

1.1 Introduccioén

La razén que justifica el desarrollo de ésta tesis es la busqueda de una técnica que
permita establecer el perfil de velocidades de ondas de corte en profundidad. La
obtencion de éste perfil permite una mejor evaluacion de la respuesta de depésitos de
suelos ante solicitaciones dinamicas, conocida como amplificacion de suelos o efecto
sitio. En el presente trabajo se presenta y analiza una nueva y econémica metodologia

que permite caracterizar el terreno y definir el perfil de velocidades.

Para realizar esta caracterizacion del terreno desde la superficie, evitando los costos
de perforacién del subsuelo realizados a través de sondajes y calicatas, se ha
desarrollado el método de Analisis Espectral de Ondas Superficiales conocido como
SASW (Spectral Analysis of Surface Waves), propuesto por Stokoe & Nazarian a
mediados de los afos 80. Esta tecnologia utiliza la teoria de propagacion de ondas
Rayleigh en superficie para determinar la velocidad de onda de corte en profundidad.
Este método, que se basa en una visionaria idea de Jones (1958), abridé una nueva
rama de investigacion en ingenieria geotécnica, desarrollando una metodologia muy
avanzada que utiliza alta tecnologia y los nuevos desarrollos en la geofisica para
caracterizar de manera no intrusiva las estructuras de suelo. Esta técnica que por
ahora es poco conocida en nuestro pais, ha logrado gracias a sus ventajas ser
implementada extensamente de manera comercial en EEUU, Europa y Japéon en los

ultimos anos.

En el presente trabajo, realizado junto al Profesor Ramoén Verdugo, se analizan y
discuten las diferentes bases y etapas del método explorando cada una de ellas en

detalle y profundidad. En otras palabras se ha abierto la “caja negra” que aparece



contenida en el interior de SASW para descubrir y explicar claramente su contenido
COmo un requisito para su uso responsablemente consciente.

El trabajo no es meramente referencial ya que ademas de estudiar de manera
detallada el método, sus alcances y aplicaciones, se desarrollaron algoritmos y
metodologias nuevas y diferentes. Inicialmente, articulos obtenidos a través de
Internet, publicados por laboratorios y consultores en geotecnia permitieron
comprender como implementar el método en grandes extensiones de terreno con el fin
de definir su caracterizacion geotécnica, destacando la eficiencia del método al
comparar los resultados con estudios previos de cross-hole y down-hole realizados en
los mismos sitios. Un patron comun que resalta en estas publicaciones es la
simplicidad del método, que permite caracterizar el terreno con tan solo un “par de
geofonos y un martillo”. De ésta manera, en la medida que el método era mas familiar,
los conceptos de fase, velocidad de fase, coherencia, onda Rayleigh, dispersion,

inversion, entre otros, fueron siendo adaptados gradualmente.

Para comprender en detalle algunos pasos claves del método fue necesario acceder a
material mas especifico y contactar a especialistas en el area para confirmar la validez
del procedimiento en el correcto calculo de curvas de dispersion, las cuales requerian
no solamente de los procedimientos indicados en la literatura sino que ademas, la
aplicacién de criterios no explicitados. La metodologia propuesta para el calculo curvas
de dispersion implementd no solo el analisis clasico presentado en su forma original,
sino otros analisis que permitian obtener resultados fascinantemente similares a los
primeros, ampliando el procesamiento de sefiales de uno a varios sensores, lo cual
minimiza los tiempos de medicidon en terreno. La metodologia que desarrolla esto
consta de una rutina madre con mas de 100 sub-rutinas realizadas basicamente en
Matlab.

Una vez finalizado el calculo de curvas de dispersion, se procede al método directo, el
cual consiste en el calculo de curvas de dispersion tedricas de ondas Rayleigh, previo
entendimiento del concepto de dispersion. Con el background y experiencia adquirida a
lo largo del estudio del fendmeno de dispersion, se planted una ecuacion que luego de

mucha programacién y aplicacion de diferentes métodos de busqueda de raices en



ecuaciones no lineales entregé un resultado de resolucion lenta, pero correcta, para la
configuracion de un estrato sobre un semiespacio. La importancia de realizar el calculo
para ésta geometria de capas (y no para muchos estratos como plantea el método
original), es el plantear una metodologia que entregue un UNICO valor para la
velocidad de onda de corte, para un estrato equivalente de los primeros 30 metros del
deposito de suelo. Al comparar los resultados del método directo con los obtenidos por

Rix (1998) para éste esquema, se obtuvo una correspondecia del 100%.

Finalmente, se desarrollé una inversion simple por minimos cuadrados que itera curvas
de dispersioén tedrica en busqueda del menor error entre estas y la curva de dispersion

experimental obtenida del terreno.

Cabe destacar que el objetivo principal del trabajo no es sélo descifrar de manera
detallada y minuciosa los procesos del método, sino a partir del completo
entendimiento del fendmeno y su metodologia, plantear una alternativa para calcular
globalmente un unico parametro, implementando rutinas que utilizan dos o varios
sensores de sefales dependiendo de la disponibilidad de recurso. Los avances del
método durante estos 20 afios desde su presentacion utilizando 2 gedfonos y un
martillo, son innovadores y sorprendentes, permitiendo en la actualidad determinar la
velocidad de onda de corte (incluso razén de amortiguamiento) a profundidades

mayores a 100 metros a través de diferentes tipos de fuente.

Las desventajas asociadas a éste método seran indicadas, y como se vera, no se
comparan con los positivos dividendos que tiene muestrear grandes voliumenes de
terreno a un costo y tiempo menores. A continuacion, se describen algunas de las
ventajas y desventajas asociadas a los ensayos in situ con ondas sismicas de

superficie, asumidas en este trabajo, principalmente como Rayleigh.



1.1.1 Ensayos in situ con ondas sismicas de superficie

Las ondas de superficie son facilmente detectables a través de sensores de
movimiento colocados en terreno. La ingenieria geotécnica, gracias a la incorporacion
de avanzadas tecnologias, ha desarrollado metodologias que permiten determinar las
propiedades del subsuelo a partir de los desplazamientos superficiales de particula

generado por ondas Rayleigh.

Las principales ventajas de la caracterizacion geotécnica a través de ondas

superficiales son:

e Naturaleza no destructiva, lo que permite caracterizar subestratos sin
perturbarlos y analizar suelos dificiles de muestrear.

e Buena resolucidon a bajas profundidades, a diferencia de otros ensayos
sismicos.

e El volumen de masa estudiado es mucho mayor. Los resultados de la
caracterizaciéon con ondas superficiales deben ser consideradas como el
resultado de propiedades promedio que presenta el terreno subyacente, lo que
representa una ventaja al evaluar la respuesta sismica de un sector.

e Bajo costo. El dinero involucrado en el desarrollo de calicatas y traslado de
equipos para los ensayos down-hole y cross-hole, asi como el tiempo de
realizacion de ensayos, son mucho mayores a los involucrados en un ensayo

de ondas superficiales.

La caracterizacién del subsuelo a través de ondas Rayleigh, desde su desarrollo a
mediados de la década de los 80, se ha diversificado de manera que dentro de las
aplicaciones geotécnicas en las cuales se ha encontrado el uso de ésta metodologia

estan:

e Determinacion de las propiedades dinamicas de los suelos, en particular la

rigidez, gracias a la medicion de la velocidad de onda de corte.



¢ Identificacién y caracterizacion de estructuras en pavimentos. Dado que estos
sistemas estan compuestos por capas planas y horizontales, hacen que el
método sea naturalmente apto para aplicarlo. El Unico problema que hace dificil
su resolucién es que la rigidez no aumenta en profundidad.

e Rellenos sanitarios. La ventaja de usar estas metodologias en éste tipo de
obras civiles radica en la dificultad de realizar calicatas, asi como extraer
muestras.

e Mapeo de estratos del fondo marino.

o Verificacion del mejoramiento de suelos. Por simple inspeccidén y comparacion
de curvas de dispersion es posible determinar si un proceso de compactacion
efectivamente densifico el terreno.

o Efectos estacionales. Es factible hacer seguimientos temporales a estructuras
de suelo con marcadas estaciones. Asi por ejemplo, es posible definir la
variacion del estado del suelo segun ciclos de hielo y deshielo.

e Deteccion de obstaculos y estructuras enterradas.

En Chile éste método es poco conocido, y por esto la motivacién de ésta tesis para
presentarlo como una técnica de caracterizacion geotécnica valida, la cual via ondas
superficiales y metodologias no intrusivas, estima parametros importantes para la
respuesta de un depdsito de suelos ante solicitaciones dinamicas, considerando sus

ventajas y respetando sus limitaciones.

Para ejemplificar la eficiencia del método, antes de entrar al detalle del procedimiento
con ondas superficiales se mostrara una comparacion entre resultados obtenidos con
ésta técnica y Cross-Hole. Estos ensayos fueron realizados en lItalia por el grupo
geotécnico de Politécnico di Torino en diversos terrenos, dentro de los cuales destaca
el sector donde se localiza la famosa torre de Pisa. Estos resultados provienen de

aplicaciones practicas directas del método de ondas superficiales.
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Figura 1.1 Comparacién meétodo de ondas superficiales y cross-hole

Mas ejemplos sobre la validez del método puede encontrarse en la pagina de

Politécnico di Torino (http://www2.polito.it/ricerca/soilmech/sasw/index.html), o bien de

Georgia Tech (http://www.ce.gatech.edu/fac_staff/research bio.php?active id=gr16).




1.2 Objetivos

Los objetivos de este trabajo, que busca desarrollar el método de caracterizacion

geotécnica con ondas superficiales, en particular con ondas Rayleigh, son dos:

e Implementar el uso de métodos sismicos no intrusivos como herramientas
soélidas y consistentes para la caracterizacion geotécnica de depdsitos de suelo
a través de ondas sismicas de superficie.

e Motivar el desarrollo de métodos de alta tecnologia que permitan solucionar
problemas asociados a la ingenieria geotécnica, y asi logren optimizar

eficientemente los recursos.

La descripcion de éste método involucra tres etapas fundamentales:

1. Ensayos en terreno y Calculo de curvas de dispersion.
2. Método directo

3. Método inverso.

Para verificar el método desarrollado se realizaron algunas mediciones de terreno, pero
al no disponer de los sensores adecuados, los resultados de éstas mediciones fueron
limitadas. Ante esto, se trabajé con datos de terreno facilitados por Sebastiano Foti,
profesor del departamento de Ingenieria estructural y geotécnica del Politécnico di
Torino (Technical University of Turin). Los datos corresponden al terreno de Saluggia
(Italia) estando probados y confirmados sus resultados en lo que respecta a su calidad
y confiabilidad segun las caracteristicas de dicho terreno. Si bien los datos fueron
obtenidos con otros fines, son facilmente adaptables al método propuesto por el

presente trabajo.



1.3 Esquemade latesis

El presente trabajo intenta ser lo mas explicito y claro posible en lo que se refiere a
la teoria y metodologia, desarrollando el procedimiento para caracterizar

geotécnicamente un depdsito de suelos a través del uso de ondas superficiales.

El capitulo 2 describe temas basicos relacionados con la respuesta sismica de un
depodsito de suelo, como por ejemplo, el comportamiento de suelos ante cargas ciclicas
y la evolucion de sus parametros dindmicos como son el modulo de corte y
amortiguamiento. En el capitulo 3 se cubren la teoria y los conceptos basicos
asociados al desarrollo del método de caracterizacion geotécnica con ondas
superficiales. Se estudia la elasticidad y mecanica del continuo, directamente
asociadas a la propagacion de ondas sismicas. Se incluyen las propiedades de la
propagacion de ondas Rayleigh, en un semiespacio infinito, isétropo, elastico, lineal y
homogéneo, asi como también en un medio estratificado compuesto por capas planas
elasticas, para posteriormente desarrollar dos conceptos fundamentales: velocidad de
fase y de grupo. Para finalizar el tercer capitulo, se explican en detalle los conceptos
asociados al analisis de sefiales, siendo muy importante su comprension ya que
permite entender el procedimiento para desarrollar curvas de dispersion a partir de las

trazas sismicas de terreno.

En el capitulo 4, se procede a describir el método de caracterizacion geotécnica
mediante ondas superficiales, a partir de la idea original propuesta en los afos 50, para
luego describir el método de caracterizacion que definitivamente se adaptoé a la practica
geotécnica, SASW, a mediados de los 80. Su descripcion es meramente global, pero
suficiente para entender todo el procedimiento, siendo mas detallado y describiendo de

manera minuciosa los procedimientos propuestos en el capitulo 5.

La tesis finaliza con comentarios, conclusiones y recomendaciones en el capitulo 6.



2 RESPUESTA SISMICA DE DEPOSITOS DE SUELO

2.1 Importancia de la dindmica de suelos: Parametros relevantes

Los médulos mas simples y usados en la caracterizacion de la respuesta sismica de
masas de suelo, utilizan como parametro fundamental el modulo de corte (G) y la razén

de amortiguamiento (D).

El moédulo de corte de un suelo corresponde a la resistencia de éste ante el desarrollo
de deformaciones por corte. La razéon de amortiguamiento esta asociada a las
caracteristicas disipativas que presenta el suelo por solicitaciones ciclicas. Ambos
parametros pueden ser determinados experimentalmente en laboratorio a través del
desarrollo de ensayos convencionales, como por ejemplo un ensayo ciclico. Sin
embargo la posibilidad de estimar estos parametros en terreno es claramente mas

ventajosa, pues se evitan todos los problemas asociados al muestreo.

Dado que los problemas generalmente asociados a vibraciones sismicas son de
pequefias deformaciones, un modelo lineal para describirlos funciona bastante bien.
Sin embargo, si las deformaciones son mayores, pueden ajustarse de manera
aproximada modelos lineales equivalentes que permitan describir su comportamiento
en base a la determinacion de leyes de degradacion. Asi, una de las variables que mas
afectan la respuesta de un suelo ante solicitaciones dinamicas es el nivel de
deformacion, el cual define el modelo de andlisis mas adecuado a utilizar. Vucetic
(1994) establecié diferentes intervalos de deformacion para perturbaciones por corte
ciclico. Los limites estan definidos por la degradacion de la rigidez. Asi, es posible
definir rangos de muy pequeias deformaciones, pequefias deformaciones,
deformaciones medias y grandes deformaciones, las cuales se describen a

continuacion:



La variacién de las propiedades del material en funcion de las deformaciones se
observa en las denominadas curvas de degradacion de rigidez y razén de

amortiguamiento. Un ejemplo de éstas curvas se muestra a continuacion:
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Figura 2.1 Caracteristicas no lineales de los suelos (Martin & Seed)
Existen otros factores que definen el valor de los umbrales de deformacion, tales como:
e Tensiébn media de confinamiento: Las deformaciones umbrales aumentan su
valor para tensiones de confinamiento mayores.

e |P: Deformaciones umbrales aumentan con el aumento de IP, como se observa

en la figura 2.2.
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Figura 2.2 Efecto del IP en la variacién de umbrales de deformacion (Vucetic, 1994).

Cabe destacar que estos umbrales fueron determinados con ensayos de corte simple
ciclico.
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2.2 Degradacion derigidez y disipaciéon de energia

El suelo no responde linealmente y por tanto la rigidez es funcién del nivel de
deformaciones. Ademas la capacidad de disipar energia aumenta a medida que
aumenta el nivel de deformaciones. Tanto la degradaciéon como disipacién de energia
dependen, al igual que las deformaciones umbrales, de la tension media de

confinamiento y plasticidad del suelo, como se observa en la figura 2.3 y 2.4.
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Figura 2.3 G/Gmax segun tensién media de confinamiento, suelos NP (Ishibashi, 1992)
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Figura 2.4 Efecto tension media de confinamiento, suelos plasticos (Ishibashi, 1992)

12



De éstas curvas se aprecia claramente la influencia que tiene la tensién media de
confinamiento en suelos de baja plasticidad. Evidencias experimentales muestran que
la energia disipada en una masa de suelo con baja plasticidad decrece en la medida

que la tension media de confinamiento aumenta.

La dependencia de la degradacion de la rigidez con el indice de plasticidad se observa

en la figura 2.5:
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Figura 2.5 Efecto del IP en la Degradacién de rigidez (Vucetic & Dobry)

La disipacién de energia segun el IP, se presenta en la figura 2.6:
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Figura 2.6 Efecto del IP en la disipacion de la energia (Vucetic & Dobry)
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Otros factores que afectan la degradacion de la rigidez y la disipacion de energia son la
densidad, la historia tensional del depdsito de suelos, la velocidad de carga y la

duracién (numero de ciclos).

Algunos trabajos referentes a los tépicos mencionados anteriormente (Hardin and
Drnevich, 1972; Jamiolkowski et al., 1994; Vucetic and Dobry, 1987, 1991; Shibuya,
1995; Lo Presti et al., 1996; Malagnini, 1996; Lo Presti et al., 1997) han mostrado que:

e Un aumento en el indice de vacios disminuye la rigidez, y aumenta la disipacion
de energia.

e Suelos arcillosos presentan un aumento de yq, con el incremento en la tasa de
deformacion.

e La rigidez no es afectada por la tasa de deformacion en suelos de baja
plasticidad, en el rango de muy pequefias deformaciones. Sin embargo, suelos
plasticos presentan un aumento de la rigidez a muy pequefias deformaciones

con el incremento de la tasa de deformacion.

Respecto de la disipacion de energia, se ha determinado que la frecuencia de la
solicitacién aplicada controla éste fenédmeno, definiéndose bandas de frecuencias para
las cuales la disipacion de energia es constante, y otras bandas donde es variable.
Para frecuencias en el amplio rango de 0.001-100 Hz, se ha determinado que la
disipacion de energia es independiente de la frecuencia (Aki and Richards, 1980; Ben-
Menahem and Singh, 1981; Shibuya et al., 1995)

Finalmente, otro parametro que controla el comportamiento dinamico de un suelo esta
definido por la duracion de la solicitacion ciclica, que en un ensayo ciclico esta
caracterizado por el numero de ciclos de carga. En suelos arcillosos y arenas secas, en
el rango de muy pequenas deformaciones, el efecto del numero de ciclos es
despreciable en la evolucion de la rigidez y disipacién de energia, siendo mas

importante para deformaciones mayores.
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En general, para un nivel medio de deformaciones, cuando la degradacién y disipacién
se hacen evidentes, ante un aumento en el numero de ciclos de carga la rigidez

aumenta.

2.3 Importancia de la velocidad de onda de corte, Vs. Respuesta de sitio.

La caracterizacion del suelo desde el punto de vista sismico requiere como
elemento indispensable conocer el perfil de velocidades de onda de corte, Vs, de las
capas de suelo que subyacen el terreno, hasta una profundidad de al menos 30
metros, segun lo investigado con programas que evaluan la respuesta de sitio
(SHAKE91, EERA). El perfil de las ondas de corte Vs en los primeros 30 metros de

profundidad resultan necesario para:

e Evaluar la respuesta sismica del terreno donde se va a instalar una estructura.

o Evaluar potenciales de licuacién de suelos en un terreno, en caso de haber

arenas.

e Evaluar la transmision de vibraciones generadas por maquinas, explosiones, u

otros elementos en superficie o profundidad.

Utilizando el perfil de velocidad de ondas de corte, Vs, en los primeros 30 metros de
profundidad es posible determinar una velocidad equivalente a Vs3o caracterizando de
manera global el terreno, lo que permitiria reclasificar en la norma sismica (N.Ch 433)
los diferentes tipos de terreno, en funcion de su velocidad de onda de corte. Valores

tipicos para distintas estructuras de suelo son:
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Tipo Suelo Vs [m/s]
Roca Vs > 1000
Grava Vs > 700
Arena Densa 700 > Vs > 500
Arena Suelta 500 > Vs > 400
Suelo fino Consistente | 400 > Vs > 200
Suelo fino blando 200>Vs> 80

Tabla 2.1 Velocidades de onda de corte asociadas a los distintos tipos de suelo

A continuacion, se describira una pequena resefa respecto a la amplificacién
dindmica. Este efecto considera la diferencia entre la frecuencia de las ondas sismicas
y la frecuencia natural del depdsito sedimentario. Una estimacion de la frecuencia

natural del un depdsito de suelos es:

4.
T=— 2.1
v (2.1)

donde Vs es la velocidad de onda de corte (en [m/s]), H es la potencia del sedimento
en metros y T es el periodo de natural del depdsito sedimentario, en Hz. Por ejemplo,
un depdsito con una velocidad de 340 m/s y un espesor de 30 m, tiene una frecuencia

natural de 2.83 Hz, mientras que para un depdsito con 100 m de espesor la frecuencia
natural es de 0.85 Hz.

Si la frecuencia de la onda sismica es aproximadamente igual al periodo natural del
deposito se produce amplificaciéon incrementandose la amplitud del movimiento del
suelo significativamente. Asi pues, los fendmenos que contribuyen a la amplificaciéon de
la sefial sismica estan relacionados directamente con la velocidad de las ondas

sismicas de corte en el depodsito. Como consecuencia de lo analizado en estos
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parrafos, materiales como las arenas sueltas o las arcillas blandas, con bajo Vs,
amplifican el movimiento del suelo significativamente, ya que el periodo natural de
vibracion es mayor. Por lo tanto, en el disefio de estructuras sismorresistentes situadas
en regiones caracterizadas por velocidades de las ondas sismicas bajas en depositos

sedimentarios estos efectos deben considerarse especialmente.

La identificacion de los suelos susceptibles de amplificar la senal sismica se alcanzara
mediante la suma de la informacion geoldgica, y las medidas in situ de las propiedades

dinamicas de los suelos.

2.4 Métodos para medir Vs en terreno

En Chile, los métodos tradicionalmente utilizados para la medicién de V; son:

e Down Hole

e Cross Hole

Ambos de naturaleza intrusiva requiriendo calicatas ademas del movimiento de

equipos.

2.4.1 Cross Hole

En este método se hace necesario realizar dos sondajes, separadas una distancia
D, en general menor a 8 metros. Una perturbacion es generada en un sondaje,
captando la senal que ha viajado horizontalmente, en el otro sondaje. Se mide el
tiempo de viaje entre los sondajes, y sabiendo previamente la distancia, se determina

la velocidad de onda de corte Vs como:
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D
V,=— 2.2
A (2.2)

) 0

Figura 2.7 Esquema Cross-hole

2.4.2 Down Hole

Para desarrollar éste método, basta un sondaje. Los sensores son puestos en
profundidad, con la fuente ubicada en superficie, para generar ondas S (figura 2.8). Si
bien en éste procedimiento s6lo un sondaje es necesario, la onda atraviesa varias
capas de suelo, por lo cual el resultado que se obtiene refleja una velocidad promedio
del viaje de la onda, la cual atraviesa varios estratos entre la fuente y el sensor,
complicando la interpretacion de resultados ya que debe considerar la contribucién de

las capas por las cuales viajo la onda.
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E% Fuente
////\ S

/ ."Jf-
Geofono o
“ .

Figura 2.8 Down Hole

“CABE DESTACAR QUE LA MAYOR DIFICULTAD DE UTILIZAR ESTOS
METODOS RADICA EN LOS ALTOS COSTOS ASOCIADOS A LA REALIZACION
DE LOS SONDAJES.”

A continuacion, se describe de manera breve los métodos de laboratorio utilizados para

la medicion directa de la rigidez para pequefas deformaciones.

2.5 Medicion de parametros dinamicos de suelo en laboratorio

Los resultados de laboratorio complementan o confirman los ensayos de terreno.
Pueden establecer valores del médulo de corte inicial G, y el amortiguamiento a
pequefias deformaciones. Los ensayos de laboratorio pueden ser de dos tipos:
dinamicos y no dinamicos. La diferencia entre ellos esta dada por los efectos inerciales

en la muestra de suelo debido a las cargas ciclicas.

A continuacion se describen dos métodos utilizados para la determinacion de los

parametros dinamicos de un suelo en laboratorio, que definen el valor de V..
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2.5.1 Ensayo de columnaresonante

Este ensayo es de caracter dinamico ya que las fuerzas inerciales influyen en el
comportamiento de la probeta, la cual es solicitada por cargas dinamicas. Su objetivo
es determinar la rigidez y amortiguamiento (simultaneamente) a través de pequenas
deformaciones longitudinales o torsionales. En él se varia la frecuencia de excitacién
hasta que la masa de suelo entra en resonancia. Teniendo la frecuencia y la amplitud
de resonancia, la rigidez y amortiguamiento del suelo pueden ser determinados. Las
deformaciones torsionales definen el comportamiento del suelo ante solicitaciones de
corte, mientras que con deformaciones longitudinales se determina el comportamiento
ante solicitaciones por compresion y extensién. El detalle de su teoria se puede
estudiar en Lai & Rix (1998). La figura 2.9 muestra una fotografia y esquema de la

columna resonante,

Figura 2.9 Equipo de columna resonante, con base fija (Rix, 1998)

20



2.5.2 Ensayo triaxial ciclico

En este ensayo, una muestra de suelo es solicitada con cargas ciclicas aplicadas
lentamente, de manera que las fuerzas inerciales no influyan en los resultados. La
respuesta ante un tren ciclico de amplitud constante de carga es determinada, para
luego repetir el ensayo con una carga mayor. La rigidez es la pendiente de la secante
dentro de un ciclo de carga. Por su parte, la razén de amortiguamiento critico, D, esta

dado por la ecuacion:

D=t (2.3)

Donde:

A;: Area asociada al ciclo

Ar: Area sombreada en la figura 5

En la figura 2.10 se observa la determinacion de la rigidez y el amortiguamiento a

través de un ensayo triaxial ciclico.

e

A,= Area of Loop

A
A 7 i
A,
4T A

D=

Figura 2.10 Ciclo tension deformacion para una carga ciclica de corte
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Estos ensayos ciclicos tienen deformaciones mayores que el ensayo de columna

resonante.

Uno de los mayores problemas de los ensayos de laboratorio es la obtencion de

muestras inalteradas.

A continuacion se observa una tabla con las ventajas y desventajas de los

procedimientos en terreno y laboratorio para la medicién de los parametros dinamicos:

VENTAJAS Y DESVENTAJAS SOBRE LOS DISTINTOS TIPOS DE ENSAYOS PARA LA DETERMINACION DE LAS PROPIEDADES DINAMICAS

NATURALEZA VENTAJAS DESVENTAJAS
TERRENO considera factores | Aplicable a todo tipo No altera las I?lflcultadesl ’de Poc‘o‘control sobre Falta de estandares
de escala de suelo muestras interpretacion condiciones de borde
LABORATORIO Mediciones precisas repetible condiciones de borde| Muestras sensibles | Dependen del factor | Dificiles de realizar en
controladas al muestreo de escala suelos gruesos

Tabla 2.2 Ventajas y desventajas segun tipos de ensayos (Modificada de Rix, 1998)

La figura 2.11 muestra un esquema de las deformaciones existentes en distintos tipos

de ensayos que miden de manera directa o indirecta las propiedades dinamicas de los

suelos. Se incluye ademas el rango de deformaciones generadas en un terremoto.

| Métodos sismicos in situ

. Columna resonante

Triaxial ciclico |

Corte simple ciclico |

Terremoto

10t

100

10!

Figura 2.11 Deformaciones segun tipo de ensayo
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En el siguiente capitulo se detallaran las referencias y bases tedricas que permitiran
entender el procedimiento completo para caracterizar geotécnicamente un depdsito de

suelos a través del analisis espectral de ondas Rayleigh.
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3 ANTECEDENTES TEORICOS

3.1 Elasticidad y ondas sismicas

3.1.1 Deformacién de un cuerpo

La sismologia mide el movimiento de particulas en superficie, buscando describir el
movimiento de éstas en funcién del espacio y del tiempo. La descripcion mas légica

que se puede obtener es a través de la mecanica del continuo.

El continuo se define como la distribucién continua y uniforme de particulas,

necesitando un campo vectorial u(x,t) para describir el movimiento del cuerpo.

Un cuerpo sufre basicamente dos tipos de movimiento:

1. Traslacién o rotacién del cuerpo, comportandose como un soélido rigido.

2. Deformaciones internas (strain)

Traslaciones y rotaciones pueden ser descritas por un vector que represente todo el

medio, sin embargo haciendo esto no se considera el movimiento de todo el cuerpo.

Para conocer el movimiento completo del cuerpo, es necesario considerar los

movimientos internos que éste sufre, lo cual involucra variaciones temporales y
espaciales del campo de desplazamiento u(x,t). Las deformaciones en un cuerpo

estan compuestas por cambios longitudinales y angulares.
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Si se considera un cuerpo originalmente sin cargas y en reposo, en el cual existen dos
puntos O y P, unidos por una recta ds, al sufrir deformacion, los puntos O y P cambian
de posicidon a un par de puntos O’ y P’, unidos por una recta ds’. Para caracterizar la
deformacion del medio, es necesario describir el cambio de distancia y angulo que se

produjo en el tramo OP.

Deod

Figura 3.1 Distorsion longitudinal y angular

Para describir cambios longitudinales, definimos la deformacion normail:

gnormal = dsd:'ds (31 1)

Si el cuerpo no sufre variacion en sus largos, si pudo haberlo hecho en sus angulos,

por lo cual definimos la deformacion angular como:

£ = 1(” - 0‘} (3.1.2)
2\ 2

Estas definiciones deben ser hechas para un sistema coordenado definido.

Dado que nuestro espacio tiene 3 dimensiones, para definir la deformacion completa

de un cuerpo, necesitaremos 9 términos: 3 para las deformaciones normales

(511,522,533), y 6 para las deformaciones por corte (6‘12,6‘21,6‘13,831,823,6‘32).
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La figura 3.2 muestra la deformacion total de un cuerpo.

_x—a

Figura 3.2 Deformacién total de un cuerpo

El punto P tiene coordenadas
u(xp,t):ulfcl +u,x, +u X, =(u1,u2,u3) (3.1.3)

Para describir el desplazamiento del punto Q, hacemos un desarrollo de Taylor de
primer orden, donde tendremos el desplazamiento de Q en funcion de P, de la

siguiente manera:

X1 X1 X1

u(xQ,t) = (ul + guldxl}?l + (uz + Zuzdxljfcz + (ul + g%dxl}@ (3.1.4)

Usando la definicion de deformacion normal entre los tramos PQ y P’Q’, tenemos:
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_P'O-PO dx'-dx

gnormal -
PQ dx,
8normal dxl = d‘x'_d‘xl
(3.1.5)
(1 + gm)rmal )dxl = dxl
[dxl]z = [(1+ 8normal )d‘xl ]2
Por otra parte, el largo del vector dx es |dx| =|L + AL| = ‘dx1 + u(xQ,t)—u(xP,t] ,
, . ~ ou, ~ ou, R Ou, .
‘dx =‘a’xlx1 +u(xQ,t)—u(xP,tX =|dx, & +| —tdx, |8, +] —Zdx, |8, +] —2dx; |§,] (3.1.6)
axl axl axl

La norma al cuadrado de este vector es:

2 2 2
(@ =|[1+9% e, |+ P2 an, |+ P an, (3.1.7)
8x1 axl axl

Luego, esta ultima expresion debe igualarse con la anterior obteniendo:
[dxl]z = [(1+ gnormal)dxl ]2 = dx12 (1+ 28;zormal + gznormal) (31 8)

Obteniendo:
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dx?(L+ 26

normal

dx? {1+ 2¢

normal

2
+ & normal ) =

2
+ & normal ) =

2 2 2
142 e |+ P2 g | o 92 gy,
i ox, 0Ox, ox;

i 2 2
[1+ 22”1 + (6%} }dxf] + (auzdle + [au3a6cl
X, \ Ox, Ox; ox,

(3.1.9)

i

Los términos cuadraticos (pequenas deformaciones) se desprecian, obteniendo:

ou
1+2¢,,,., =1+2—*
ox,
Finalmente:
Ou,
gnormal =
ox,

De manera analoga, en las otras dos direcciones se tiene:

_Ouy

&1 = ox
1

_ Oy

Ep = o
2

_ Oug

Ey =
33
Ox,4

Para analizar las deformaciones por corte, se observa la figura 3.3:

Figura 3.3 Deformaciones por corte
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El angulo formado entre los vectores no paralelos cumple con la relacién:

P'Q-P'R'=|P'Q|P'R|cos
(3.1.13)
dx',-dx', =|dx',|dx',|cos @
donde:
' 6u1 6142 8u3 (3.1.14)
= 1 o P Py g
1 1 1
‘ aul 6u2 8u3 (3.1.15)
dx2= @dxz, l+@ d)cz,@dx2

Desarrollando y despreciando términos de segundo orden, se tiene:

ox, Ox,

(6@{1 L j =(1+2¢, +2¢,)cos @ (3.1.16)

Los términos pequefios son despreciables frente a 1, por lo tanto:

Oy , Oty | _ o (3.1.17)
ox, Ox,

Por otra parte, de la definicién de deformacion angular se tiene:

T
sen( -0 j ‘
s . \2 _ cos(¢) (3.1.18)
corte 2 2
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Ou,  Ouy | _ o (3.1.19)
axz ax corte

1

Obteniendo finalmente:

_1(5%+5uz] (3.1.20)

gc()rtﬂ y
2\ ax,  ox,

Asi, la expresion genérica para el tensor de deformaciones esta dada por:

A (3.1.21)
b2\ ox, O

o You, ) 10w 0w

ox, 2 0x; oOx,) 2\ 0x; Ox

g, =| L Oz O Ouy 1f 0u, | Ouy (3.1.22)
712\ ox, ox, ox, 2\ ox, ox,

1f0uy | Oug ) 1f0u,  Oug Oug

| 2\0x; Ox; ) 2\ 0x;  Ox, Ox,4

El tensor encontrado es simétrico, con 6 variables independientes.
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3.1.2 Deformacién volumétrica, dilatacion

Considerando un elemento infinitesimal de lados dx,, dx,, dx; de un cubo, paralelo a
las direcciones principales de deformacion, al deformarse sus lados cambiaran a

(1+&4)dx4, (1+82) dxo, (1+e3)dxs. El cambio de volumen sera:

dv=|[1+¢)1+¢,)A+e, )]dxldxzdx3 (3.1.23)

El cambio unitario de volumen sera:

dv L elar (3.1.24)

P A B B B b B R R R PR

172773

Considerando deformaciones pequefias cuando dx,, dx, y dx; tienden a cero se

obtiene:

O=¢, +e +e,=u, =au“+au22+au33 (3.1.25)

172773 i ox ox, 1

1

Este término coincide con la traza del tensor de tensiones:

9=511+522 +533 =traza(5ij) (3.1.26)
Obteniendo,
0 0 0
0= Uy, + U, + Uy =V 'u(xl’xz’xs) (31 27)
ox, Ox Ox.
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Esta expresién se conoce como dilatacién cubica, cuya expresion simplificada es:

0=V -u(x,x,,x,) (3.1.28)

3.1.3 Tensor de rotaciones: Teorema de Helmholtz

Para pequefias rotaciones, se define el tensor de rotacion:

a)zl(u .U, J (3.1.29)
U 2 ]’l l’.]

0, =1 0q (3.1.30)

0 o, -o,

3.1.31

@ =0 =]~ 0, 0 o ( )
o, o 0

Ahora, si existe un punto interior P(x;) de un cuerpo en equilibrio, el cual su corrimiento

es u”, en un punto Q(x;+ dx;) cercano a P el corrimiento sera:

i

u! =ul +du, (3.1.32)
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ou, (3.1.33)

Obteniendo:

ul =uP +u. dx. (3.1.34)
i i iL,j J

i)

descomponiendo u, ; y recordando la definicién para el tensor de deformaciones y

rotaciones:

q_,r, 1 EE T
Ul =u; +2(ui,j+uj,i)dxf 2(uj,i ul.,].)dxj (3.1.35)

ul =uP +¢. dx . —w..dx . (3.1.36)
A e B

Expresion que considera traslacién, giro y deformacion del cuerpo.

Lo anterior se conoce como teorema de Helmholtz, que establece que para pequefas

deformaciones y rotaciones, el campo de los corrimientos en el entorno a un punto P

se descompone en una traslaciéon u”, una rotacién w; y una deformacion ;.

Dado que las traslaciones son unidimensionales, se pueden definir a partir de
potenciales escalares ¢. Por otra parte, las componentes relacionadas a las rotaciones
se definen a partir de un potencial vectorial y, de modo que el campo de

desplazamientos puede describirse de la forma:

u=V-$+Vxy (3.1.37)
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3.1.4 Tensiones en un continuo

El estado tensional de un cuerpo queda definido por 9 componentes (3 por cada
coordenada) que resultan de cortar el cuerpo por planos paralelos, sucesivamente, a

los 3 planos coordenados.

3.1.4.1 Tensiones internas, hipétesis de Euler-Cauchy

Supongamos un cuerpo sometido a fuerzas externas en equilibrio y un punto P en
su interior. Si se corta este cuerpo por un plano de normal v que pase por P, se puede

aislar uno de los trozos resultantes, como en la figura 3.4:

Figura 3.4 Cuerpo sometido a fuerzas externas en equilibrio

Para que se mantenga el equilibrio de este nuevo cuerpo, deben agregarse fuerzas

externas sobre la superficie plana de la seccion.

Si se considera las fuerzas resultantes sobre una superficie, que contenga al punto P y
cuya area sea AA, las fuerzas reducidas al punto P, valen AFi, y el momento resultante

correspondiente, AM;. La hipotesis de Euler-Cauchy establece:

__AF
lim=" =c, (3.1.38)
AA
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lim2Me g (3.1.39)
AA

3.1.4.2 Fuerzas Volumétricas

Suponiendo que fuerzas externas actuan en el interior del cuerpo (gravedad por
ejemplo), la resultante de estas fuerzas para un pequefio volumen que contenga al
punto P, AV, y el correspondiente momento, reducidos al punto P, satisface la

condicion.

AF.
lim—L=f 3.1.40
NG S ( )
lim Y _ g (3.1.41)
AV

3.1.4.3 Tension normal y tangencial

La figura 3.5 muestra un cuerpo en equilibrio seccionado por un plano de normal

unitaria v que contiene un punto P en el interior del cuerpo.

Considerando el plano formado por el vector normal y el vector de tension en el punto,
o, éste intercepta al plano segun una linea perpendicular a v;. Es posible entonces
descomponer la tension o,;, en componentes segun la normal y esta ultima direccién,

que se denomina “tangente” y que se designa por el vector unitario t.
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Figura 3.5 Tension normal y tangencial
Las componentes de este sistema de referencia (normal-tangencial) estdn dadas por:

c =0 _Vv+o . t (3.1.42)
\Y Vv vt

donde:

G, = componente normal

ot = componente tangencial.
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3.1.4.4 Componentes cartesianas de tensiones

Sea P(x;) un punto interior de un cuerpo en equilibrio. Por dicho punto se pueden

pasar 3 planos paralelos a los coordenados (cuyas normales seran los vectores

unitarios t¢,,t¢,,t;, respectivamente). Por un punto Q(x; +dx;), cercano a P, se pueden

pasar otros 3 planos, también paralelos a los coordenados. La interseccion de estos 6

planos forma un paralelepipedo recto, como en la figura 3.6,

O 3 dxdx
| \ 0'2dX3dX1
| Q //
|
dxs | P
Jj AL G
k3 - dxg
G 1 dxp dxg

Figura 3.6 Paralelepipedo diferencial

En cada cara del paralelepipedo habra una tensién, que se puede denominar de

acuerdo al numero del vector normal a la cara. Asi, la cara cuya normal es el vector k,

tendra una tension o,. Asi, cada tension en el plano cartesiano puede expresarse

como:

Oy = 01Xy + 01X, + Oy3X3
Oy = O0pXy + 09X, + 03X, (3.1.43)

O3 = OpXy + 05Xy + 033X,
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Las componentes o; forman un tensor, en el cual el primer indice sefala el plano donde

actua la tensién y el segundo la direccion de la componente.

La siguiente figura muestra las componentes de la tensién en caras positivas.

Figura 3.7 Componentes de la tensién
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3.1.45 Tension en unadireccion en funcion de oj

En un punto interior de un cuerpo en equilibrio existe un estado tensional definido
por el tensor ;. Estas componentes son suficientes para definir el estado tensional en
un punto, pues la tensién en un plano cualquiera de normal v; puede obtenerse en

funcion de ellas.

dxq-dx,-dxg

f

Figura 3.8 Estado tensional de un cuerpo en equilibrio

En efecto, consideremos el equilibrio del tetraedro PABC de la figura anterior, formado
por tres planos paralelos a los planos coordenados que contienen al punto P y un plano

oblicuo, de normal v;, ligeramente desplazado respecto del plano P.

Como el tetraedro esta en equilibrio ante las fuerzas externas, la suma total de fuerzas

sera nula, es decir:

dxydx, o dxzdx;  dxydx,

dxqdx ,dx
1 > 2 9 °3 2 *Oy

dA+ f

=0 (3.1.44)
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Cuando dxy, dx; y dxs tienden a 0, el término de la fuerza de volumen f desaparece.
Ademas, si dividimos por dA y se toma la proyeccion del area del triangulo ABC sobre

uno de los planos coordenados, el plano de normal k,; por ejemplo, vale:

dx,d.
dAv Ky = dAvy = x22 =3 (3.1.45)
Obteniendo:
c =0,V,+0,V,+0,V (3.1.46)

v 11 "2°2 733

La relacion anterior indica que la fuerza resultante es igual a las tensiones aplicadas,

proyectadas sobre las componentes del vector normal de la cara.

3.1.4.6 Ecuaciones de Equilibrio

Las componentes de las tensiones en un punto de un cuerpo no son independientes
entre si, pues deben satisfacerse las condiciones de equilibrio en cualquier parte del
cuerpo. Infinitesimalmente ello se traduce en ecuaciones diferenciales de equilibrio.
Para que las componentes de tensiones sean estaticamente admisibles, deben

satisfacer las ecuaciones diferenciales de equilibrio.

Consideremos un paralelepipedo infinitesimal, como se aprecia en la figura, cuyas

caras sean paralelas a los planos coordenados.
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Figura 3.9 Paralelepipedo diferencial

Como el cuerpo es muy pequefo, se puede suponer que las tensiones sobre las caras
y la fuerza externa por unidad de volumen son uniformes dentro de él, de manera que
sus resultantes estan aplicadas en el centro de gravedad de cada cara o el volumen.
Considerando por simplicidad las fuerzas en la cara 2, se obtiene como resultante:

—szxldxz + szxldxz + cz’zdxldxzdxg = 0212dx1dx2dx3 (3.1.47)

Generalizando, el resultado para una cara cualquiera es:

c; ;dxydxydxy (3.1.48)

La ecuacion de equilibrio de fuerzas sobre el paralelepipedo, incluyendo las fuerzas

volumétricas, sera en consecuencia:

Gi1idxldedX3 + fdxldedX3 = O (3149)

o bien de manera vectorial,
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cl. l.+f:0 (3.1.50)
9
Reescrita por componentes, queda:

04itf; =0 (3.1.51)

También se debe satisfacer el equilibrio de momentos. Para esto consideremos el
momento producto por las fuerzas externas con respecto al centro de gravedad del

cuerpo, C. La resultante de las fuerzas de volumen pasa por el punto C, por lo que no

contribuye a esta relacion.

Para las fuerzas en la cara 2, se tiene:

dx, ( ) dx,
(— k2 ZJX —szxldx3 + k27 x| o, +c52’2a’x2 dx,dx, (3.1.52)
Cuando las aristas del paralelepipedo tienden a cero, el término que contiene a o,,

desaparece y la expresion anterior queda:

k. x o, dx,dx,dx, (3.1.53)

2772

Generalizando para todas las caras, y dividiendo por dx4dx.dx; se obtiene:

(3.1.54)

Por lo que se concluye que el tensor de tensiones es simétrico.
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3.1.5 Elasticidad y ondas sismicas

3.1.5.1 Ecuacion de movimiento y ecuacion de onda
El movimiento de un cuerpo, en cada punto de un volumen V, esta determinado por

las fuerzas interiores y exteriores. De acuerdo a la segunda ley de Newton, se tiene

que:

[Fav +[Tds :ijpvidV (3.1.55)
Vv N dt Vv

Donde F son las fuerzas en los elementos de volumen dV, o fuerzas de volumen. T son
las tensiones actuando en los elementos de surperficie dS, y v es la velocidad en cada

punto del volumen.

Asumiendo densidad constante, y expresando los términos en funcién de los

desplazamientos, la relacion anterior se transforma en:

[Fdv +[z,v,ds = pudv (3.1.56)
vV S 14

Aplicando el teorema de la divergencia, tenemos que:

+F =p— (3.1.57)

Sabiendo por otra parte que:

T, = Ad,e, +2ue, (3.1.58)
Tz'j :ﬂ'é‘ijuk,k +1u(ui,j +ujr[
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Obtenemos,

4810 + il + )] + F = pi, (3.1.59)

Si consideramos material is6tropo, lineal y homogéneo, A y u son constantes, por lo

cual:

(A + @y i + g, + F, = pi, (3.1.60)
Reescribiendo la expresion anterior vectorialmente tenemos:

(A+ )V(V-u)+ 1V u+F+ = pii (3.1.61)

Esta ecuacion es la planteada por Lamé-Navier, que representa la ecuacion de
movimiento en funcion de los desplazamientos para un medio continuo, elastico, lineal,
isotropo y homogéneo. El primer y segundo término son el gradiente de la divergencia

y el Laplaciano de los desplazamientos. Recurriendo a la identidad matematica:

Viu=V(V-u)—-(VxVxu) (3.1.62)
Se obtiene,
piit=(A+2u)V(V-u)—(uV <V xu) (3.1.63)

Utilizando el teorema de Helmholtz para el campo de desplazamientos:

u=Vg+Vxy (3.1.64)
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Donde, ¢ es el potencial escalar (quﬁz 0) irrotacional y v es el potencial vectorial
(V-z// =O), sin cambio volumétrico. Al reemplazar las expresiones anteriores en la

ecuacion de movimiento, y usando (V xVxy ==V, paraV y = O):

V[(/H—2y)V2¢—pé]+V><[,uV2y/-plji]=O (3.1.65)

Claramente, esto se cumple en la medida que ambos términos son nulos. Definiendo:

o= A+2u
P

(3.1.66)
p= "
yo,
Obtenemos,
1.
Vig——¢=0
a
(3.1.67)
1
2 ..
Vi - ad 0

Asi, existe una ecuacién de onda escalar para ¢ y una vectorial para

La ecuacién escalar esta asociada a la onda P y la vectorial a la onda S. Luego, a es la

velocidad de la onda compresional P, mientras [ es la velocidad de la onda de corte S.

Asi, podemos obtener los desplazamientos como:

u=Vp+Vxy (3.1.68)
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Con y = (l//l,l/lz,l//3). Explicitando estas expresiones por componentes, se tienen los

desplazamientos en funcion de los potenciales, como se indica en la ecuacion
(3.1.69):

09 Oy; Oy,
u ox, 0Ox, Ox,
u, |=| 90 _OVs Oy (3.1.69)
ox, Ox; Oxg
) | og oy, _ow,
Oox, Ox; Ox,
3.1.6 Solucién ecuacion tridimensional de onda
Consideremos las ecuaciones obtenidas anteriormente:
Ecuacidn de movimiento: pii =(A+2u)V(V-u)— (uV xV xu)(3.1.70)
Campo de desplazamientos: u=Vp+Vxy (3.1.71)
Ecuacién con desplazamientos:
V(4 +20)V2p— pdl+V x |12y - p]=0 (3.1.72)

Los desplazamientos debidos a la onda P, en coordenadas cartesianas son:

U, =vg=25 .90 09 (3.1.73)
ox,; ox, Ox,4

Ademas, ¢ satisface:

46



2 2
TP _g2 |09, o* i 0°¢ (3.1.74)
ot ox,” 6x2 ox,”

Para resolverla, buscamos una solucion con separacion de variables del tipo:
By, Xy, 03,0) = X (6,)Y (x,) Z (x,)T(0) (3.1.75)

Reemplazando, obtenemos:

2 2 2
XYZézza O°X Lo XZT+a§-XYT (3.1.76)
ot ox? ox? Oox;

Dividiendo a ambos lados por XYZT, obtenemos:

(3.1.77)

L e
ot: T

(o°x 1 aY1 621
Ox? X ox? Y ox? z

Al igual que para una variable espacial, se asume que si la solucién satisface la

cuacion, cada término es una constante:

2 2 2
a’ afizkf,az-a—z l_kﬁ; -afi:k; (3.1.78)
ox; X ox, Y ox; Z
De donde se deduce que:
T'+0°T=0
X+k’X =0
(3.1.79)
Y+k2Y =0
2+kiZ=0
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Concluyendo finalmente:

2
w

ki +ky +k5 =—, (3.1.80)
[24

Asumiendo soluciones armoénicas, de acuerdo a la definicion de la solucién propuesta,

se tiene:
¢(x,t) — Ae[ii(w(iijjikzxzik3x3)] (3.1.81)

Esta ecuacion indica una dependencia espacio temporal del potencial, donde el

argumento del exponencial es la fase.

Una onda de frecuencia o y velocidad o, que cumpla con

2

K2+ k2 + k2= =cte (3.1.82)

aZ
define una superficie plana en el sistema cartesiano con vector normal
k, =k, /k=(ola)k (3.1.83)
Este vector define la direccion de propagacién de la onda, normal a la onda plana.

Una forma alternativa de escribir la ecuacion anterior esta dada por:

#(x,1) = Ael @) (3.1.84)

Los desplazamientos asociados a la onda S estan dados por la ecuacion:

48



Us, =Vxy (3.1.85)

Correspondientes a la solucion de la ecuacion vectorial:

2 2 2 2
a'é’zﬁz a'é’+a"2’+a'§’ (3.1.86)
ot ox;  Ox,  Ox,

Esta solucién estara dada por,

li(wr—ky-x))

w(x,t) = Be (3.1.87)
Donde,
ksl = (! B) (3.1.88)

Si se considera una onda propagandose segun un vector nimero de onda k;;, en el

plano x; y X3, se tiene que:

99 0.k, =0 (3.1.89)

X

Asumiendo la fase constante, tenemos que:

ot —kx, -kyx, =C (3.1.90)

De esta expresion se deduce que el vector nimero de onda es perpendicular al plano
de la onda, con componentes ki y ks en los ejes x4 y X3. Esto se observa en la figura
3.10
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X3

Figura 3.10 Direccién de propagacion de la onda

El término de la fase:

wt —kx, -k,x, (3.1.91)

Corresponde a una onda que se propaga en la direccion +x, y +Xs.

De lo visto anteriormente, los desplazamientos debido a una onda P y otra S en un

plano x;x3, estaran dados por:

Up=V¢=%f1+%fz+%’?s (3192
ox, ox, X3
v =[O v (Ows v Oy, dwi)o (3.1.93)
ox, Ox, Ox;  Oxg 0x, O,

Asumiendo que una onda P tiene el siguiente potencial asociado:
¢ — Ae[i(a)[—klxl—k3X3)] (3 1 94)

Se tiene una expresion para los desplazamientos de la forma:

50



TR TN N
ox, ox, Ox,

UP (x1 t) = (_l'klA)e[i(wt—klxrkgxs)]jel + 0)’52 + (_iksA)e[i((utfklxl—/csxg,)]),e_3

(3.1.95)

(3.1.96)

Tomando la razén entre el movimiento vertical y el horizontal se tiene que:

%_73
Up Kk

b

(3.1.97)

Lo que define un plano perpendicular al frente de onda y paralelo a la direccién de

propagacion, de manera que la particula avanza y retrocede

propagacion, comprimiendo y dilatando el medio.

De la misma forma, la onda S tiene sus desplazamientos dados por:

U. — oy 0y, % _ oy Oy, . oy, oy, 2
> Ox,  Ox, ' Ox;  Ox, 2 ox,  Ox, ’

En el plano x;x;, tendremos:

99 0.k, =0

ox,

Simplificando el algebra, se obtiene:

U = _51//2 £ - %_% £, + % %4
Ox,4 ox,  Oxg ox,
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De las ecuaciones se deduce un movimiento en la vertical y horizontal en el plano x4xs,

y ademas, un movimiento horizontal en x..

Uss ¥ Ussz se denominan componente SV de la onda S, que generan movimiento
vertical en el plano x1xs;, mientras que la componente Us; se denomina componente SH

de la onda S, ya que es puramente horizontal.

Finalmente, el desplazamiento total, asociado al desplazamiento de las ondas P, SV y

SH, esta dado por la composicion de los desplazamientos:

op oy,
u ox,  Ox,
U, +U, =|u, |=| -0 (3.1.101)
Ox,  Oxg
Y| op oy,
Ox,  Ox,

La componente SH es absolutamente independiente de las componentes P-SV, y
mientras no existan condiciones de borde o superficie libre, esta independencia se

conserva.

Al analizar la componente SH, se observa que:

0
you, =Y _ Vs (3.1.102)
ox;  Ox

donde v, yy3 son soluciones de las ecuaciones,

2 2 2 2
0 Vi _ g 0 i L9 v, L9 v, (3.1.103)
8t axl axz ax3
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62‘//3 _ﬁz a2‘//3 +62‘//3 +62‘//3
2 2 2 2
ot Oox; Oox, Ox,

Por ende, V satisface la ecuaciéon de onda,

oV [0V oV oV
2 =p 2 T2 T
ot ox;, Ox, Ox;

j — ﬂzsz

Asi, la solucién de la ecuacion de onda SH, tiene la forma,

V(xl,x3,t) _ A‘e[i(thikﬂlx’likﬂax3)]

donde k; +kj = (a)2 /ﬂz)

(3.1.104)

(3.1.105)

(3.1.106)

(3.1.107)

En este caso el frente de onda se mueve con velocidad B. Los desplazamientos de la

particula son en x,, en el plano del frente de onda, perpendicular a la direccion de

propagacion.

Para la onda SV, contenida en el plano x4x; se usa una solucion genérica vo.

[i (i a’tik/}lxlikﬂg X3 )]

w,(x, Xg,1) = Be

Por lo tanto,

_ - [i(zor kg thyxs )] o - [i(zorthx thyxg )] o
U, =xk,Bie ehlix, t k Bie rire iy
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[i( @t~k —kgxs )]

Para una onda en particular, por ejemplo, U, = tk,B’ie (3.1.111)

El frente de onda esta dado por,

ot —kx, -kyx, =C (3.1.112)

La razon entre los desplazamientos de la onda SV es:

I (3.1.113)

Por lo que el campo de desplazamientos de la onda SV esta en el plano x4x.

Se concluye que el movimiento asociado a la onda S es un vector de desplazamientos

en el plano del frente de onda, con SH y SV siendo las componentes de la onda S,

proyectadas en un sistema de referencia favorable.

Cabe destacar que la velocidad de la onda P y S es independiente de la frecuencia o la

longitud de onda, siendo su propagacion dependiente solo de las propiedades del

material por el cual la onda viaja.
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3.2 ONDAS SUPERFICIALES. ONDAS RAYLEIGH

3.2.1 Ondas superficiales

Las ondas superficiales son aquellas que se originan cuando una onda de cuerpo
se encuentra con una superficie libre, para luego propagarse en una direccion paralela

a la superficie, con una amplitud que decrece con la distancia y profundidad.

Estas ondas son producto de la energia que poseen las ondas de cuerpo que llegan a
la superficie. Existen 2 tipos de ondas superficiales: Love y Rayleigh. La onda Love es
producto de la reflexién de la componente SH de una onda S, con una superficie libre
mientras que la onda Rayleigh esta relacionada a la interferencia constructiva de la
onda P y SV con la superficie libre del medio, el cual se supone lineal, isétropo y
homogéneo. El movimiento de particula de la onda Love es transversal, mientras que

el de la onda Rayleigh es vertical, como se muestra en la figura a continuacion:

Love wave
,_ﬂ?:;-\ 2
i

7 \ ____'_-./f'h .
_ £ -.f;/ffﬂ‘ff."-"f/f”f"-"'
7 i . ﬁ

(i

i = £
5 1 0 O 1

Rayleigh wave

LT rrrrrrrr
e

T s r |
" i

L

A
LY

It as

Figura 3.11 Ondas Love y Rayleigh
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Para la caracterizacion geotécnica con ondas superficiales, suponemos que el tren de
ondas esta compuesto solo por ondas Rayleigh, por lo cual nos concentraremos en
este tipo de ondas. La onda Rayleigh se propaga en superficie, el movimiento de la
particula es vertical y ademas, posee atenuacién exponencial de su amplitud en
profundidad. Asi, el primer problema consiste en determinar si en un semiespacio
lineal, isdtropo y homogéneo, limitado por una superficie libre definida como x5=0, es
posible encontrar ondas que se propaguen en la direccién x4, con velocidad ¢ y que
ademas presenten atenuaciéon de la amplitud a partir de la fuente, tanto en la superficie

libre como en profundidad.

X4

Direccién de propagacion

Frente de onda

X3

llustracion 1

Figura 3.12 Ondas P y SV en el frente de onda

Es importante destacar que la propagacién de ondas tiene un frente de ondas
asociados, el cual puede ser de dos tipos: real o complejo. Esto proviene de la
ecuacion de onda (arbitrariamente se elige el potencial escalar), como se vera a

continuacion. La ecuacion:

1 0%
Vig——=—72=0 3.2.1
¢ o o ( )

i[a)t—l?f]

Tiene como solucion: ¢ = Ae , que representa una familia de funciones, de la

cual solo sirven aquellas que satisfacen la ecuacion de onda. En la expresién anterior:
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k = ke, +k,e, + ke, (3.22)
X =x8 +x,8, +x,8,
y , op _ . 0% 2
Reemplazando en la ecuacioén las expresiones: . =—ik,@; a—z =—k/¢ (3.2.3)
X X
0)2
Se obtiene: [— kZ—kZ —kZ+ 2}(/5 =0 (3.2.4)
C
C()Z
Luego, se cumple: k' +k; +hk; =— (3.2.5)
C

De la familia de soluciones, solo servirdn aquellas ecuaciones que satisfagan la
relacién anterior. El término @t — k- X representa la fase de la onda, proyectando el
movimiento de la onda sobre el sistema cartesiano que se define para analizarlo. Una
fase constante, implica la existencia de un frente de onda, representado en el sistema

cartesiano por un plano que viaja con wt —k - X = cte

k,=(w/a)k

=

X3

Figura 3.13 Frente de onda

Si se asume que una onda se propaga en 2 dimensiones, i.e., (x1,0,X3) se tiene:
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2
[

kl+ki=— =k’ (3.2.6)

-2
c

Donde k, =-/k” -k , y por ende:

¢ _ e—i(k1x1+«/k(.2—k12x3) . eiwt (3.2.7)
Donde el término ﬂlkf —kf es relevante en la propagacion de la onda por lo siguiente:

kl < kc Frente de onda Real y onda plana
k2 _ k2
c 1

ky, >k, «k,esimaginario

L{>—'/2—2
ko =EinJky —k; (3.2.8)

En el caso que k; es imaginario, k, = J_rz!/kf —kf , Y por ende:
g = i gt (3.2.9)

Que representa una onda propagandose en x4, con decaimiento exponencial de la

amplitud en xs, lo que se puede observar en la figura:
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Propagacion en x,

Decaimiento
Exponencial en x3

X3

Figura 3.14 Decaimiento exponencial en profundidad de la onda Rayleigh

Resumiendo:

|ky| <|k,|: Frente de onda real con propagacion en X, y X,
k| >k,

: Vector numero de onda complejo, se propaga en X, pero decae exponencialmente
en X,, es una onda superficial u onda difractada.

Para observar lo anterior, se puede considerar una onda atravesando la interfaz entre

dos medios:

Figura 3.15 Onda atravesando la interfaz entre dos medios
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Cuando 6, =90°, se tiene el angulo de reflexién critico. Este caso corresponde al caso
en que k3 es nulo, moviéndose solo por la interfase, con decaimiento exponencial de la

amplitud en profundidad.

real

C4 complejo

Figura 3.16 Cuando k3 es nulo

Cuando la onda llega con angulo critico, la onda viaja por la interfaz, con velocidad ¢, y
ks=0, pero si el angulo es mayor que el critico, k; toma valores que imponen un
decaimiento exponencial con velocidad de propagacion ni ¢4 ni Cs.

En este caso, las ondas superficiales no traspasan energia hacia el otro medio, solo
existe decaimiento exponencial de su amplitud en profundidad, como se ilustré en la
figura 3.14.

60



3.2.2 Ondas Rayleigh en semiespacio lineal, is6tropo y homogéneo.

Ondas de frecuencia o que se propagan en la direccion x, con velocidad c, en un

semiespacio, sus potenciales asociados tienen la siguiente expresion:

b= (Aeiﬁaxg 4 BeiVats )ezkxi—wt

= (Ceivm + Do )ei’“rwt (3.2.10)

Estos potenciales representan ondas de cuerpo ascendentes y descendentes que se

propagan en x4 en la superficie. En ellas, encontramos los siguientes términos:

R SN S & (3.2.11)

)
Il

(3.2.12)

SIS

a: Velocidad de onda P
B: Velocidad de onda S
c: Velocidad de onda Rayleigh

En un semiespacio infinito, lineal, isétropo y homogéneo no existe propagaciéon hacia la
superficie, y en profundidad debe existir decaimiento exponencial (ks complejo), por lo

tanto, la forma de los potenciales se definira al imponer estas condiciones sobre las

ecuaciones anteriores, quedando los potenciales definidos por:

o= - (3.2.13)
W= (Feiv/’x3 )e’k"r“”

Con: v, =k =kl v, = k* -k} (3.2.14)
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Por otra parte, se sabe que las componentes de desplazamiento de una onda en el
plano x4x3 pueden ser descritas a partir de sus potenciales escalares y vectoriales de

la siguiente manera:

U, = ¢,1 —V¥s
u, =1u, (3.2.15)
Uy =3+,

Ademas, los esfuerzos pueden ser deducidos a partir de las siguientes expresiones:

O3 = ,u(“3,1 + ”1,3)
O3 = ,u(ua2 +”2,3) (3.2.16)
O33 = (/1 + 2/”)”3,3 + ﬂ’(ul,l + ”2,2)

Reemplazando en las ecuaciones de los esfuerzos y desplazamientos las expresiones

de los potenciales en el semiespacio, obtenemos el vector tensién desplazamientos:

u, = Eike™"™" + Fv, e "™

u; =—Ev, e "™ + Fike "™

Oy = ,u[— 2ikv Ee "™ — (k2 + vf,)Fe_V”x3]
Oy = ,u(Zk2 —kj )Ee_v‘*x3 —2ikv Fe "™

(3.2.17)

Para conocer las constantes asociadas a las soluciones, se imponen las condiciones

de borde asociadas a una onda propagandose en un semiespacio:

e La existencia de una superficie libre, en x3=0, implica tracciones son nulas,

0y =05 =05=0 (3.2.18)
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Tomando esta restriccion, se tiene:

0y =0—> =2ikv E - (k2 + vé )F =0

RENR (3.2.19)
Gy =0—> (2k2 ~ k2 )E - 2ikv ,F =0

De donde es posible despejar los valores no triviales de E y F, a través de la obtencion

de los valores propios del sistema, imponiendo determinante nulo

~2ikv, —(2k*—k?
0 (3.2.20)

2k* — k/'j —2ikv,
De donde se obtiene la siguiente ecuacion dependiente de k, y por ende de f:

(k? — k2] —4k?v,v, =0 (3.2.21)
Llamada ecuacion de periodo de la onda Rayleigh. Sin embargo, dado que:

_o. (3.2.22)

[

La ecuacién anterior no depende de w, por lo cual la velocidad de propagacion de onda

Rayleigh, ‘c’, no depende de la frecuencia.

Reemplazando los valores de Kk, k,, kg , v, Yy v se obtiene:

[2-22} = 4(1—032(1—;32 (3.2.23)
(04
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Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de Rayleigh. Para resolver esta ecuacion,

hacemos el siguiente cambio de variables:
(3.2.24)

Elevando al cuadrado la ecuacién de Rayleigh y eliminando la solucién trivial £=0,

obtenemos una ecuacion cubica para &. Dada por:

£ 852 +8(3+2¢)f +16(¢-1)=0 (3.2.25)

1
Las soluciones de esta ecuacion dependen de los valores de g, dado que v € {0,2}

1
yqe [0,2} . La figura 3.17 muestra la sensibilidad de estos parametros:

Variacion (ofp) v (¢/ff) en funcion de v

‘Varacidn de q=(ﬁ!c.c)z y £, en funcion de v
T T T T

(culp) ||
(c/p)

09r

| 08+

5 I 07}

(o) (cip)

0 L . L L 0

| 06/
055
04|
0.3+
B i 0.2r

0.1+

£

-q

0 01

0.2

03

0.4

v v

Figura 3.17 Sensibilidad de vy q
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Por cada valor de g, la ecuacién cubica tiene 3 soluciones, de las cuales solo aquellos
valores para los cuales &<1 corresponden a valores caracteristicos de ondas

superficiales, ya que se debe cumplir la condicion de que c<p.

Las ondas correspondientes a las soluciones validas de esta ecuacion son las
llamadas ondas Rayleigh. Su velocidad cg es una fraccion de la velocidad de la onda

de corte, B. Cabe destacar que en un medio liquido no existen ondas Rayleigh.

Recordando que v = , vemos que para A=u se tiene v=0.25, el cual es un

22+ 4)

caso al que se aproximan las condiciones de los materiales que conforman la tierra.

1
Con esto, g =—.
3
Para este caso particular, se tiene que la ecuacion cubica se convierte en:

=0 (3.2.26)

56 . 32
3_8 2+7 Y&
¢ -8 3 4 3

Las raices de esta ecuacion son 4,2 + 1,2 —i.
J3

3

De este conjunto de soluciones, solo es valida la tercera, cuyo valor es £=0.8453.

En conclusién, en un espacio lineal, isoétropo y homogéneo una onda Rayleigh se
propaga en direccién paralela a la superficie con una velocidad ¢, =/&f, donde §

corresponde a la solucion valida de la ecuacion de Rayleigh, cuyo valor es menor a 1.

La amplitud de estas ondas decrecen exponencialmente con la profundidad, y son
producto de la interaccion de la onda P con la componente vertical de la onda S.
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3.2.3 Relacion entre los desplazamientos de una onda Rayleigh

Para encontrar la relacion entre los desplazamientos vertical y horizontal de la onda

Rayleigh, utilizaremos un ejemplo sencillo aplicado al caso de la tierra.

Para el caso en que v=0.25, se tiene que cg=0.9194p y sustituyendo estos valores en

estos valores en el sistema de ecuaciones, se tiene:

u, = (670'851% —0.58¢% %" )yen[a)t — kx|

(3.2.27)
1y = (- 0.85¢ 0% 11.47¢ 0% )cos[wr — k]
Evaluando en x3=0, se tiene la expresion:
u, = 0.42sen[k(x, — c4t)] (3.2.28)

u, = 0.62 cos[k(x, — c,t)]

Dado que la onda Rayleigh no tiene componente transversal, esta onda esta polarizada

en el plano x;x;. Ademas, se observa que ambos desplazamientos tienen la forma:

Lul = A-Sen[x]] (3.2.29)

u, = B-cos|x]

Desarrollando, tenemos que:

(3.2.30)

2 2 2 Z47:561’12[)6]
Lul = A" -sen [X]J: A?

u,” = B?-cos?[x]

De donde finalmente, al sumar ambos términos, obtenemos:
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2 2 2 2
”12+”32=( * j +[ ! ] -1 (3.2.31)
A B 0.42 0.62

Se concluye que los desplazamientos de la onda Rayleigh en el plano son los ejes

mayores y menores de una elipse, con los desplazamientos desfasados en 90°, y el

eje vertical siempre mayor que la horizontal.
Al evaluar la expresion de los desplazamientos:

u, = 0.42sen[a)t - loc]

3.2.32
uy = 0.62 cos[wr — kx| ( )

Para distintos tiempos, se observa que el movimiento es retrégrado, en la figura 4.8:

0.42

Figura 3.18 Movimiento eliptico y retrogrado de una onda Rayleigh

Para x3;=0.192, se tiene u,=0. Partir de ese punto, se tiene que el movimiento de la

particula empieza a ser progrado (giro hacia delante).

A medida que aumenta la profundidad la amplitud de los movimientos decrece

exponencialmente, con el movimiento vertical siempre mayor que el horizontal.
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3.2.4 Energiay amortiguamiento de las ondas Rayleigh

Se sabe que el movimiento de particula de la onda Rayleigh decrece rapidamente
en profundidad (decaimiento exponencial de la amplitud), por lo cual se asume que el
movimiento asociado a ésta onda esta confinado a la zona mas superficial del medio.
Asi, la propagacién estd determinada por las caracteristicas mecanicas a una

profundidad no mayor a una longitud de onda (Richart et al, 1970)

Amplitude ot Depth 2
Amplitude ot Surfoce
-06__-04 -0 1] vz DA 06 __ 08 o 12 o
T T T T
!
}
Horizentel
|- Component

Vertical
Companent

AOE  —
=0.25° =025 [wi)] -5
V=033 . —_
L »=0.40— »=033 HJos |£
»=0.507 ey m0.40 £ i-
Z|
-
- 2%
v=0.50 " ]

Figura 3.19 Decaimiento amplitud de onda Rayleigh con la profundidad

Por otra parte, en un semiespacio infinito, lineal y homogéneo, la ley de atenuacion

genérica que se cumple para las distintas ondas sismicas es:

n=2 para ondas sismicas de cuerpo en superficie del medio
- n=1 para ondas de cuerpo en el interior del medio

n=0.5 para ondas Rayleigh
(3.2.33)
Concluyendo que las ondas de superficie se atendan menos, y por ende a distancias

mayores adquieren preponderancia respecto a las de cuerpo.
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3.2.5 El problemade Lamb

El problema de Lamb trata sobre la descripcion tedrica del campo de
desplazamientos generado por un pulso vertical F,. Dada la simetria del problema
(frente de onda cilindrico), la perturbacion se propaga de forma anular a partir del
origen, como si en una superficie de liquido se propagaran ondas por la caida de una

gota:

Figura 3.20 Radiacion circular de ondas en superficie por el efecto de una gota.

El desplazamiento que se produce fue deducido teéricamente por Lamb el aino 1904,
para el desplazamiento vertical y radial de una onda generada por un pulso. Las

expresiones para los desplazamientos estan dadas por:

" :FZ %ei(wt—kr{i]
b i[m,_k,_zj (3.2.34)
u =F *e 4

z z ﬁ

Donde u, y u; son los desplazamientos verticales y radiales, mientras que b, y b, son
parametros que dependen de las propiedades mecanicas del medio. Ambos

desplazamientos estan desfasados en 90°, por lo cual el movimiento de la particula es
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eliptico como fue descrito teéricamente para el problema homogéneo de vibraciones
libres. A continuacién se presentan los desplazamientos calculados por Lamb:

F-teave S-Wove R-Waove

Movimiento radial
(o} !
1

- Minor Tremor —4)‘1&M0j0r Iremcr—:-l

’ Movimiento vertical

W
1]
[+down) ! t

-, Farticle Motion Movimiento particula
(e I | ~u

Direction of Wove Propogation

\. .-

Figura 3.21 Movimiento tedrico de particula, fuente puntual en superficie (Lamb, 1904).

Se puede describir un punto cualquiera imponiendo que la fase del movimiento sea

constante:

wt — kr = const (3.2.35)

Este problema también fue estudiado por Miller & Pursey (1954), con un vibrador
circular de baja frecuencia sobre un semiespacio infinito, lineal y homogéneo,
demostrando que 2/3 de la energia total asociada a un pulso esta vinculada a la
propagacion de ondas Rayleigh, mientras que el tercio restante lo esta con ondas de
cuerpo. Si este resultado se complementa con lo que se sabe respecto a la

amortiguacion de ondas Rayleigh, se concluye que a partir de una cierta distancia
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desde la fuente, el campo de desplazamiento generado por un pulso, es basicamente
producto de las ondas Rayleigh.

Las caracteristicas asociadas a un campo de desplazamientos generado por un

vibrador vertical de baja frecuencia se pueden observar en la siguiente figura:

Circular Footing

; ~2 Geometrical  —2  -0.5 i
= Domping Low «

Relative
Amplitude

Shear
Window

(a)

Per Cent of

Wave Type Total Energy
Rayleigh 67
Shear 26
Compression 7

(b}

Figura 3.22 Vibrador baja frecuencia, semiespacio lineal homogéneo (Richart, Woods).

La figura 3.22 muestra el Campo total de desplazamiento (a), y la distribucién de la
energia (b)
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3.3 ONDAS SUPERFICIALES EN MEDIOS ESTRATIFICADOS.

En este capitulo se presenta la teoria de la propagacién de ondas superficiales en
medios estratificados. Para esto se ilustraran ejemplos que describen el
comportamiento de ondas Rayleigh en medios con diversas configuraciones de

estratos.

En cada ejemplo se muestra la importancia de los tépicos vistos en los capitulos
anteriores como base para el analisis y estudio de sistemas mas complejos que

permitan describir la propagacion de ondas Rayleigh en medios estratificados.

3.3.1 Fluido sobre semiespacio elastico

Para visualizar de manera sencilla la propagacion de una onda Rayleigh en un
medio estratificado, se considera el caso mas basico, el cual consiste en una capa de

fluido sobre un semiespacio elastico, isotropo, lineal y homogéneo.

Fluido
H,a,p H

¥
NONN NN NN N NN NN NN NN N
Semiespacio

Figura 3.23 Configuracién capa fluido-semiespacio.

En la capa con fluido no existen ondas de corte, por lo cual el movimiento estara
asociado solamente al potencial escalar ¢. Ademas, en una capa sobre el semiespacio

pueden existir ondas (frente de onda real) tanto ascendentes como descendentes.
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Luego,

¢ =(4e" + Be " )™ con v, = [kZ —k* (3.3.1)

Una de las condiciones de borde que existen en este problema es que las tracciones

verticales son nulas en la superficie x3=H. Asi:
ox(x,=H)=0 (3.3.2)

En la base de la capa, x3=0, la componente vertical del desplazamiento es nula, lo que

se traduce en:
us(x; =0)=0 (3.3.3)

Si escribimos estas dos condiciones en término de los potenciales, tenemos lo

siguiente:
+ =0
$11+ P (3.34)
¢,3 =0
Al explicitar los potenciales y sus derivadas, obtenemos
iv,H —iv,H _
Ae'"" + Be =0 (3.3.5)

A-B=0

Las soluciones no triviales se obtienen resolviendo el determinante nulo de la matriz,

=0 (3.3.6)
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Obteniendo ¢'"«" +¢ "« =0

La solucion cosh(v,H) =0 no es posible por la naturaleza del coseno hiperbdlico. Asi:

cos(v,H)=0=v H :[n+;j7z (3.3.7)

Si sustituimos el valor de v, en la ecuacién anterior, obtenemos:
2 2 1
ki—k"H = (n + 2)7{ con n=0,12...00 (3.3.8)

Considerando:

k=—:k =

a

@ @ (3.3.9)
C (04

La ecuacion recién obtenida pone de manifiesto la dependencia entre la velocidad de

propagacion c de la onda Rayleigh y la frecuencia angular ®, o bien el numero de onda

k. Luego, la velocidad de fase de propagacion de la onda Rayleigh es:

‘c = c(k) obien ¢ = c(aJ)| (3.3.10)

Resultado muy importante, ya que pone de manifiesto que la interaccion de espacios
finitos (capas de material lineal, elastico y homogéneo) con semiespacios (también
lineales, elasticos y homogéneos) genera que la velocidad de propagaciéon de ondas
Rayleigh sea de naturaleza dispersiva, ie, que la velocidad de propagacién depende

de la frecuencia de la onda.
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Asi, una onda superficial propagandose en un espacio que presente interfases
entre medios presentard un comportamiento dispersivo, donde la velocidad de
propagacion de la onda superficial dependera de la frecuencia asociada. Esto es
consecuencia de introducir en el problema una dimensioén finita (espesor de la
capa), ya que la velocidad depende de la relacién entre la longitud de onda y el

espesor del estrato.
Otro aspecto de la ecuacion obtenida es la dependencia de la velocidad con n, que
tomara un numero infinito de valores discretos, influyendo directamente en la forma

que se propaga la onda. Asi a cada valor de n, 0 a su superposicion, se le denomina el

modo n de la onda.

3.3.2 Ecuacién de dispersidn, curvas de dispersion

Al despejar la ecuacion, se obtiene el siguiente resultado:

kH[CZZ— J z[n+;j7z:>c(a))= 1 (3.3.11)

En esta expresion de la ecuacion de dispersion, queda de manifiesto que la velocidad

de propagacion ‘c’ depende de la frecuencia.

El menor valor de n (n=0), corresponde al modo fundamental de la onda, que ademas,
posee la menor velocidad de propagacién. La curva en la cual ésta dependencia de
la velocidad de propagaciéon con la frecuencia se observa se denomina curva de
dispersion. Para cada valor discreto de n (i,e. cada modo) se tiene una curva de

dispersion distinta.
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La figura 3.24 muestra curvas de dispersion, producto de interaccidon fluido-
semiespacio.

Dispersion Fluido sobre semiespacio, 5 primeres modes, a=1500, H=1
3000 T T

2800 |
n=0 n=1 n=2 n=3 n=4
2600

2400

2200 |

¢ fm/s]

2000

1800

1600

1400

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
f[Hz]

Figura 3.24 Curva de dispersion, capa de liquido sobre semiespacio

En la ecuacién de dispersion (3.3.11), se debe verificar siempre que el denominador de
ésta, debe ser siempre mayor a 0, por lo tanto aquellas frecuencias » para la cual este
denominador se anula o se indetermina, se denominan frecuencia de corte (®¢), ya que

no existen valores de la velocidad de la propagacion c(w) para los cuales w<awc.

En este caso, las frecuencias de corte para un modo se determinan a partir de:

w,=— (3.3.12)

Para cualquier modo, la curva de dispersion es asintotica en la frecuencia de corte
(tendiendo la velocidad a infinito), mientras que con el incremento de la frecuencia, la

velocidad de propagacion tiende a la velocidad de la onda P (a).
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Se observa que el modo fundamental (n=0) presenta las menores velocidades para

todo el rango de frecuencias.

3.3.3 Capa elastica sobre semiespacio

Para estudiar este caso, se procede de una manera muy similar al sistema anterior:

Capa elastica Ha p,p

Semiespacio a,p,p

Figura 3.25 Capa elastica sobre semiespacio lineal, isétropo y homogéneo

Los desplazamientos u; y u; son derivados de potenciales escalares y vectoriales ¢ y

y, a través de la expresion,

U =@, —y,
U, =u, (3.3.13)
Uy = ¢,3 ty,

Para una onda que se propaga en la direccidon x4, con velocidad ¢ en una capa de
espesor Yy velocidades o’ y ', sobre un semiespacio con velocidades o y 3, en el cual
la amplitud disminuye en profundidad, los potenciales estan dados respectivamente

por:
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#= (Aei\?'ax3+ikx1 4 Be i axstikn )e—iwt
w'= (Cem'ﬂxsmocl + De 7tk )eiiwt
¢ — (Ee—vaxaﬂkxl )e—iwt

—vpxgtiky | —iot
w=(Fe ok

(3.3.14)

Con:

v, =ki—k? v, = [k -k’ (3.3.15)
v, =k =kl v, =k -k (3.3.16)

Definidos los potenciales, se imponen las condiciones de borde:
e Superficie libre, x3=-H:
0'p=03=0 (3.3.17)
e Interfaz entre los medios, x3=0:

0'33=0g
o.,=0
s (3.3.18)

I_
U, =u

I_
Uz=U;g

Explicitando las condiciones de borde en funcion de los desplazamientos, se obtiene:

v=H |27 0 Wartitr3=0 (3.3.19)
3 GI31 — O ﬂ/lull’l+(ﬂ’|+2ﬂl)’l'3’3 — O - -
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0'33=03 ll”|1,1+(/1|+2ﬂl)”'3,3 = Auy, + (/1 + /u)us,s
x,=0= 6'3'1 =0y /ul(ul3,1+ull,s:) = ﬂ(”s,l + ul,S) (3.3.20)
u'y=u, u' =u,
u'y =, U'y=u,

Reemplazando por los potenciales ¢, v, ¢’ y ', se obtiene un sistema de ecuaciones

de solucién no trivial si se resuelve el determinante nulo de la matriz:

—2kp e kv e (kP —k2 )T~ (2k2 — k2 0 0
(k% k2 )" (2k2 —k2 )" 2k e 2kp 0" 0 0
k k ~Vp V -k iv,
v —v, k k —iv, —k
— 24k, 20kV,, —ukr—k2) ekt -k2) 2ikuv,  p(2k? -2
wer?—k2) ek —k2) —2u'kv, 21k, —ul2k? k) 2ikuv, (3.3.21)

En este problema existen 6 incognitas (3.3.14): A, B, C, D, E, F. Al resolver el
polinomio caracteristico se encuentran los valores y vectores propios para luego
deducir las soluciones del problema. El polinomio caracteristico es una expresion que
relaciona ¢ y ® de manera implicita, y permite encontrar numéricamente una expresion
para la velocidad ¢ de las ondas Rayleigh a distintas frecuencias. Esta expresion

implicita es:
¢ =c(w) (3.3.22)

Que expresa la dependencia de la velocidad con la frecuencia, por lo que la onda que

se propaga en este medio de dos capas es de naturaleza dispersiva.

La existencia de ondas Rayleigh que presentan decrecimiento de la amplitud con la

profundidad en el semiespacio, implica que los v, del semiespacio son imaginarios,

mientras que los de la capa son reales. Asi, la velocidad de la onda Rayleigh satisface:
a>p>c>pf (3.3.23)
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La velocidad de onda de corte aumenta con la profundidad.

La solucién de la ecuacion de dispersion entrega la velocidad de onda Rayleigh, en
funcion de la frecuencia. Esta ecuaciéon entrega muchas soluciones para una misma
frecuencia. Cada solucion representa un modo distinto de la onda excitado a esa

frecuencia.
El movimiento de la particula es eliptico con el eje vertical mayor que el horizontal.

Las caracteristicas de la curva de dispersion son diferentes para cada modo y

dependen exclusivamente de los parametros H, S, ', a,a".

Para el caso de una capa sobre un semiespacio, el modo fundamental existe en todo el
rango de frecuencias 0 < k <. Los modos superiores bajo su frecuencia de corte no

presentan velocidad.

El primer modo, en el limite de las bajas frecuencias (k - O) tiene una velocidad que
tiende a la velocidad de la onda Rayleigh en el semiespacio (crk=0.92), mientras que
modos superiores presentan una velocidad igual a la velocidad de la onda de corte en

el semiespacio (B).

Para altas frecuencias (k - oo), la velocidad del primer modo tiende a la velocidad de
la onda Rayleigh (cr=0.92p’) asociada al estrato superficial, mientras para modos
superiores se tiene que la velocidad de propagacion tiende a la velocidad de la onda de

corte en el estrato ().
A continuacion se presenta una curva de dispersion resuelta a partir del determinante

nulo de la matriz vista anteriormente, cuando existe una capa elastica sobre un

semiespacio:
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Curvas dispersion, Vs capa:500, Vs semiespacio: 1200, H:20 m

1200
10001 -

800}

Vir [mis]

600 -

400k -

2001

1 1 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Frecuencia [Hz]

Figura 3.26 Curvas de dispersion, varios modos. Configuracién capa-semiespacio

Se observa en la figura 3.26 que los limites para la velocidad de onda Rayleigh

indicados anteriormente se corroboran satisfactporiamente.

3.3.4 Ondas Rayleigh en medios estratificados.

Varios problemas en geotecnia y sismologia se simplifican al asumir que los medios
estratificados, ademas de ser lineales, elasticos, isétropos y homogéneos, presentan

capas planas, horizontales y paralelas.

Asi, el problema de medios estratificados (con las caracteristicas antes mencionadas)

puede ser resueltos a través de formulaciones matriciales.
Las primeras soluciones al problema de la propagacion de ondas en medios

estratificados a través de matrices fueron entregadas por Thomson (1950) y Haskell

(1953), al proponer el método conocido como Método de Haskell-Thomson.

81



A continuacion se analizara la propagacion en un semiespacio verticalmente
heterogéneo, is6tropo y elastico, en el cual los se consideran constantes dentro de una

capa.

Hy,o, B, p
Hy a0 9,

Hs, s, B, 05

Hya B, p
NS ESS SR RNNY

Semiespacio

Figura 3.27 Sistema estratificado, capas planas, elasticas y homogéneas.

Las expresiones para los desplazamientos en una capa cualquiera son:

u, = —
e (3.3.24)
U = ¢,3 + l//,l
Explicitandolas en funcion de los potenciales, se tiene:
u, =ikg'=iv '
l ! 7] . (3.3.25)
u, =iv, @ +iky'
Donde:
7|: Aei0'0x3+ikr1 —Be_m‘axii”k"l it
’ ( )e (3.3.26)

_ iV gxg+iky =iV g x3+ikxy | —icot
WI:(Ce B3 l_De B3 1%1(0

Las tensiones estan dadas por:
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o, = A+ ulu,, +u,,) (3.3.27)
Luego:

O = ,u(— 2kV § + (1925- - k2>//)

(3.3.28)
Oy = (- AK2 = 20(k% — k% ) — 24k 57
El vector de tensién desplazamientos queda finalmente:
u, =ikd'—iv,y’
u, =iv, @'+iky'
? (3.3.29)

O3 = ,u(— 2kV ¢ + (‘Qzﬁ' - kz»)
Oy = (= AKZ = 24a(k2 — k2 )lp— 201k 7

Que puede ser reescrito de la siguiente manera:

X=M-D-V ,donde:
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x=|"
O3
O33
ik ik ~iv, iV
v iv, —iv, ik ik
Tl —2ukv,  2ukv, -2k -k2) - p(2k?-k2)
wlok? —k2) ul2k?—k2)  —2ukv, 24k,
el 0 0 0
p-| © et .00 0
0 0 &7 0
0 0 0 e
V =

(3.3.30)

O O %

El analisis es el mismo para un semiespacio, considerando las condiciones que deben

cumplir los potenciales respecto a la propagacion de ondas en un semiespacio.

El vector tension-desplazamientos para una capa cualquiera puede ser escrito como:

X,(x;)=M,-D,(x,) -7, (3.3.31)

1
Asimismo, el semiespacio puede ser expresado como:

X, (x;)=M,-D,(x;)V, (3.3.32)

sp

Relacionando la superficie de un estrato, a una profundidad H;4, con el fondo del

mismo, a una profundidad H;, se tiene que:
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Xi(Hifl): M, 'Di(Hifl)'Vi
Y ademas,

Xi(Hi)zMi 'Di(Hi)'Vi

y por ende:
Xi(Hi—l)zM‘ 'Di(Hifl).Di(Hi).M‘il 'Xi(Hi)
O bien:

Xi(Hi—l)zMi 'Di(Hi—l _Hi)'Mi_l 'Xi(Hi)

Haciendo una simplificacion de la notacion, se tiene:

T=M, 'Di(Hi—l _Hi)'Miil
Por lo cual:
Xt(Hf—l)zﬁi—l'Xt(Hf)

Obteniendo,
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XO(HO): o 'Xl(Hl)
Xl(H1)= 7Ty 'Xz(Hz)
X,(H,)=r,-X,(H,) (3.3.40)

Xn—l(Hn—l) =7, X, (Hn)

Por lo cual es posible relacionar el estrato 0 con el n-ésimo a través de la expresion:
X (Hy)=nmy-m,- 70y o, - X, (H,) (3.3.41)
Siendo el estrato n-ésimo el semiespacio.

Asi, la expresion que relaciona el estrato superficial con el semiespacio es:
X,(H))=n,-X,(H,) (3.3.42)
Donde ng tiene la forma:

Pu P Pz Pu
7. = Pan P Pxs Pau (3.3.43)
P Pz Pz P

Payn Pao Paz Pu

Los vectores Xq (Ho) y Xn(H,) estaran dados por:

u® A
0
X(Hy)=| " | x(H,)= g (3.3.44)
O 13
03 D

86



Sabiendo que las condiciones de borde para la propagacién de ondas Rayleigh son:

e Tensiones nulas en superficie

e Desplazamiento nulo en el fondo del semiespacio, para la onda de corte y

compresion
Se tiene que:
uol 0
0
B
x(H,)=|"?;x(H,)= (3.3.45)
0 0
0 D
Luego,
u’y Pu P Pz Pu 0
u® _ Py Pr»n P DPu ] B (3.3.46)
0 Pz Pz Pz Pau 0
0 Psu Pa Psz Pu D
Desarrollando esto se tiene:
u’s P B+ pyD
0 B+p,,D
R I R (3.3.47)

0 D3 B+ p3 D
0 PpB+ puD

Para valores no triviales de B y D, se debe imponer que el determinante de la

submatriz formada por psz, P34, Pa2 ¥ Pas S€Q NUlO. Luego:

Pz Pz
P Pas

=0 (3.3.48)
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El polinomio caracteristico sera:

P32Pas — PPy =0 (3.3.49)

El cual nos entrega la ecuacién de dispersion que relaciona de manera implicita la
velocidad de fase con la frecuencia, y sus soluciones son obtenidas al resolverla con

algoritmos eficientes de busqueda.

Este método matricial para resolver el problema de la propagacion de ondas Rayleigh
en medios estratificados se conoce como método de matrices de propagacion. Cabe
destacar que éste método determina desplazamientos a partir de constantes asociadas

a los potenciales.

Este método de propagadores tiene muchas variantes en la definicion de sus matrices,
dependiendo de cémo se relacionen las tensiones con los desplazamientos. Por
ejemplo, la definicion encontrada en Aki & Richards para este problema aborda el

problema de la siguiente manera para una capa:

n 0 k ,Uil(xs) 0 n
d |1 || kAR ) + 2u(x)] 0 0 [AG) +2ux)* | 7 [(3.3.50)
dx, | 1y k2¢ (x;) — 0 p(x;) 0 0 kAGxy)[A0r) +2u(x)]™ | 7
7 0 -’ p(x,) -k 0 7
Con é,(xg) — 4,u(x3)[/1(x3)+,u(x3)] (3351)
[A0x;) +21(x,)]

Expresando estos términos en funcion de las velocidades de las ondas, asumidas

constantes, se tiene:
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0 ko (pB)™ 0
u 2 u
' —k(l—Z’B—ZJ 0 0 (pa®)™* '
d Uq (24 Uq
— = (3.3.52)
dxy | Ty 2 ﬁz T3
o’ ph 0 0 k 1—2—2
T3 a T3
0 - po’® -k 0
2
Con h=4-,b’2-12-(1—'82J—1 (3.3.53)
c a

Donde las incognitas rn,r,,ry,7, O bien wu ,u,,7,,7,,; son las amplitudes

correspondientes al vector tension-desplazamientos.

Esta ecuacién diferencial indica que las derivadas con respecto a x; de las

componentes del vector son funciones lineales de las mismas componentes.

La condicién de borde respecto a la anulacion de las tracciones en la superficie (x3=0)

y amplitud del movimiento nulo en profundidad infinita, requiere que:

xX; >0o=rn—->0r, >0
(3.3.54)
X=X, =>r,=1,=0

Las soluciones para la ecuacién diferencial anterior (planteada matricialmente), existen
para ciertos k =k, (w). Las soluciones k =k, (w) que cumplan con las ecuaciones

anteriores, permiten encontrar implicitamente la velocidad de fase de la onda Rayleigh

en funcion de la frecuencia.

A continuacion se presenta una curva de dispersion asociada a un sistema de varias

capas sobre un semiespacio:
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H, e, B, py
Hy,a, B, 0

H, a5, B, 0

Hy, e, By oy
R N N N WA

Semiespacio

Figura 3.28 Sistema de varias capas confomando un sistema estratificado del subsuelo

400

N

[#]
(9]
(=]

Velocidad (m/s)
[#]
S

250 ' '
0 50 100 150
Frecuencia (Hz)

Figura 3.29 Curvas de dispersion, sistema de varias capas

90



3.4 VELOCIDAD DE FASE Y GRUPO

3.4.1 Velocidad de Fase

Al estudiar las caracteristicas de la propagacion de ondas Rayleigh (interferencia
constructiva de ondas P y SV), se esta analizando el concepto de velocidad de fase .
En particular, ante la presencia de estratificaciones, la velocidad de fase de ondas

Rayleigh es dependiente de la frecuencia (c:c(a))). Mas aun, dependiendo de la

frecuencia con que se propague la onda, pueden existir varias velocidades para una
misma frecuencia, asociadas a distintos modos de propagacién de ésta. En particular,

este capitulo trata las propiedades asociadas al modo fundamental de propagacion.

Los movimientos producidos por una onda superficial a una determinada distancia, ya
sea producto de una explosion o un evento sismico, pueden ser descritos a través de
un tren de ondas que contiene un determinado contenido de frecuencias. Esta onda
puede representarse en el dominio del espacio-tiempo como una integral de Fourier en

todo el contenido de frecuencias de la onda:
1 % ;
O e I (3.4.1)
2r 7,

Esta expresion representa una onda descrita a partir de cada una de las distintas
frecuencias que componen el tren de ondas. Dependiendo del tipo de fuente, una onda
(asociada a una unica frecuencia) que se origina en el mecanismo viaja con una

determinada amplitud y velocidad de fase.
Para los propésitos de éste estudio, se necesita detectar la sefial (en el tiempo) de las

ondas superficiales en posiciones definidas, y a partir de éstas, obtener las

caracteristicas y propiedades del material por el cual viajan.
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Aplicando la transformada de Fourier al registro de ondas, es posible encontrar éstas

propiedades si se logra caracterizar de manera adecuada ¢(w) y A().

Al estudiar la propagacion de ondas superficiales en medios estratificados se observa:

e Dispersion, la cual se refleja en la disgregacion del paquete de ondas

observada en la onda, para un mismo evento a distancias mayores.
e EI tren de ondas presenta caracteristicas sinusoidales aun a grandes
distancias, variando gradualmente su periodo.
Con ésta nocion sobre las caracteristicas asociadas a ondas superficiales, es posible

definir de manera cualitativa la velocidad de fase como la velocidad de propagacion de

una onda determinada por una frecuencia unica.
Ejemplo: Consideremos una onda sinusoidal, detectada en dos puntos distintos x; y xo.
P1

Posicién x,

Amplitud

P3 P4

Posicion x,

Figura 3.30 Senal detectada en dos puntos x4 y Xo.

La amplitud P1 se demora en viajar desde x4 a X, un tiempo At=t,-t;. Sin embargo, a

pesar que que si es posible seguir la sefal continua en el tiempo entre x; y X5, no es
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factible detectar de manera precisa el movimiento de un punto, por lo cual no es
posible precisar si la particula se movio desde P1 hasta P2, P3 o P4, puntos que estan

separados por un numero entero de periodos.

2
De este modo, para una onda con periodo T, y frecuencia w, =T—7[, la velocidad de
0

fase esta dada por la expresion:

af (3.4.2)

C(wo): (

t, —t, )= nT,

Para esta onda sinusoidal la diferencia de fase entre ambos puntos no es exacta,
dependiendo de la incerteza que se tenga del término nT,.

Si se quiere obtener la velocidad de fase c:c(a)) de un registro u(x,t), entre dos
puntos Xq y Xz, €s necesario hacerlo a través de la transformada de Fourier, y obtener

la fase en funcion de la frecuencia, ¢ = ¢(w).
La diferencia de fases, esta dada por:
Ap=¢,(0)-¢(0)*2nx (3.4.3)

El término 2nn debe incorporarse para evitar ambigliedades de la fase (Unwrapped
Phase).

)

= 3.4.4
T At ( )

Por otra parte,
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c:j?_éAt:Ax (3.4.5)

Por lo tanto,

P ALSN AT (3.4.6)

Ag

Obteniendo finalmente,

- (xZ - xl)
9, (0))—¢1(a))i 2nrw (3.4.7)

CcC=

Con esta expresion es posible obtener la velocidad de fase a partir de dos estaciones
por medio de analisis de Fourier y desempaquetamiento de la fase a través de la

correcta determinacion del término 2nrx.
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3.4.2 Paquetes de ondas y velocidad de grupo

Para el modo fundamental de una onda, su respuesta en el tiempo puede ser descrita
segun Aki & Richards (1980) :

u(x,t) = 21” [ Alw)- et g (3.4.8)

Las sefiales sismicas son discretas, luego se tiene:

u(x, )= 1 i j Alw)e” dw (3.4.9)

2r I

=l w,-¢

Donde ¢(w)= L x—wt , la fase de la onda.

c(w)

Para pequefios valores de g, se puede hacer la siguiente aproximacion:

Alw)= Alw,) (3.4.10)
Ho)~d0)+ 2 (0-w)+.. (3.4.11)
dol,
Por lo tanto:
u(x,t)= i[,. (3.4.12)
Donde:
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Donde:

7 o

@;

Evaluando la integral, se obtiene:

$ie -

i if'; e
U

Considerando:

Se obtiene:

;€

1.~ 25A(w, )e'” {W}

—ﬁx—t,con Aw=2¢.

Ahora, ¢, =kx —w;t y ¢'i:% =3
a)i

ow

;

El desarrollo anterior finaliza con la expresion:
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(3.4.14)

(3.4.15)

(3.4.16)

(3.4.17)



sin(Aw : { A ID
() ;@)
I.=Ao- Alw,)e ’ (3.4.18)

Donde la expresion

ei(u‘[c(;’f)_t] (3.4.19)

i

Refleja que la fase se mueve con una velocidad de fase c(a)[.):

en(x)

y el término

senc(x) (definido como senc(x) =2

), dado por la expresion:

Sln{Aw{cg (”f)_tD (3.4.20)

Es una funcion envolvente del paquete de frecuencias moviéndose con velocidad de

grupo:

o,
¢, (@)= a“}: (3.4.21)

La coexistencia entre velocidad de fase y grupo se observa en la figura 3.31:
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Gﬁpo Fase

Figura 3.31 Velocidad de grupo y de fase

Asi, el movimiento global de una onda esta dado por la superposicion del movimiento

de cada onda, caracterizada por una frecuencia.

Si consideramos que c(co) = % , y ademas que ¢, (a)): C;i) tenemos que:

¢, (@)= do _ dldok]_ (w)+ Q) (3.4.22)

=—=—F—"“"+=¢
dk dk dk

Usando regla de la cadena:

_ de(o) do
c,(@)=clo)+k o (3.4.23)

Y la definicion de velocidad de grupo:

e (0)=clw)+ @%@, () (3.4.24)
¢ (o) do ¢
Se obtiene finalmente:
_ o)
1—- ———_
o) do

En un medio no dispersivo (semiespacio infinito, isétropo y homogéneo), se tiene:
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de(o)
dw

-0 (3.4.26)

Con lo cual la velocidad de fase y grupo en un medio no dispersivo coinciden en su

direccion de proagagacion.
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3.5 ANALISIS DE SENALES

3.5.1 Funciones periédicas y series de Fourier

La funcion f(t) se dice periodica si existe p, tal que:

fe+p)=r(t) (3.5.1)

Donde p es el periodo de la funcion f. Este periodo no es unico. Si el periodo de una

funcion es p, también lo seran 2p, 3p, 4p y asi sucesivamente.

Fourier demostré que una funcion periddica puede ser descompuesta en componentes

armoénicas. Considere una funcién periddica x(t) de periodo T, como la de la figura:

Figura 3.32 Senal periddica en el tiempo

Esta funcion se puede expresar como una serie infinita de senos y cosenos, de la

forma:
2t Art . (2t . (4t
x(t)=a, +a, cos(Tj +a, cos[Tj 4.4 b sm(TJ +b, sm(TJ +... (3.5.2)

27 . . . - . .
Sea co:?, el diferencial de frecuencia angular de la sefal. La serie rescrita en

funcion de sus indices k, queda:
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x(t)=a, + i(ak cos(zTﬂktj +b, sin(szD (3.5.3)

k=1

Con ay, ak y by y la frecuencia angular k de la serie definidos como:
a, = 1 j F(e)cos(nt)dt; b, = 1 j F(O)sin(nt)dt ; o, = 2m (3.5.4)
T T T

Una representacion grafica de las series de Fourier se puede observar en la figura

siguiente:

h\"'
@ \!

Figura 3.33 Significado fisico de las series de Fourier.
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3.5.2 Integral de Fourier

Si se reemplazan las ecuaciones de (3.5.3) en (3.5.4), asumiendo a,=0, se tiene:

| o 72
x(f) = Z{ J./ (t)co{znkt]dt}c {Z?I}FZ{T!/ (t)sm(zftjdt}sm(zft] (3.5.5)

Reemplazando en estas expresiones el diferencial de frecuencia angular:

Aw % Aw 7
x(f) = Z =2 jx(z)cos w,1)dt +cos(m, +Z =2 Ix(t)sm w,t)dt bsin(w,1)  (3.5.6)
- -7 - )

Si T > w,Aw —> dw, y la sumatoria queda como integral de limites ® =0,w = se

tiene:

x(f) = j ﬁ{ [ x(z) cos(wt)dr}cos wt)+ I ﬂ{ | x(t)sm(wr)dr}sm(wt) (3.5.7)

=0 —o0 =0 -0

O bien,

x(t) =2 _[A )cos(wt )de +2 jB )sin(wt)do (3.5.8)
w=0 w=0

Donde,

Alw)= 1 Tx(t)cos(a)t)dt
B (3.5.9)

Bo)= - [ x(r)sin(cr
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A(®) vy B(w) son las componentes de la transformada de Fourier, siendo (3.5.8) la
representacion de x(t) a través de la integral de Fourier. Basta determinar las

componentes para definir x(t).

La condicion que debe cumplir x(t) para satisfacer (3.5.8) y (3.5.9) es:

T\x(z)\dt <o (3.5.10)

La integral de Fourier es el limite de la serie de Fourier, pero con periodo infinito.

La integral de Fourier de una funcion indica como ésta se distribuye en un rango de
frecuencias, sea ésta funcion aperiédica o periédica. Para comprender las
caracteristicas que presenta un proceso aleatorio en el espacio de la frecuencia, es

necesario analizar las frecuencias asociadas a sus funciones de correlacion,

generalmente no periddicas.

3.5.3 Forma Compleja de la transformada de Fourier

Para el analisis de vibraciones, la transformada de Fourier se utiliza en su forma

compleja:

e =cos@+isiné (3.5.11)
Definiendo

X(0)= Alw)-iB(w) (3.5.12)

Aplicando la definicion de (3.5.9) a (3.5.12), se tiene:
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X(0)= 217z Tx(t)(cos(a)t) —isin(at))
0 (3.5.13)

0

X(w)= 21 [xl0)e s

T

Expresion conocida como transformada de Fourier.

Analogamente, la transformada inversa se expresa como:
x(t)= [ X (@)™ at (3.5.14)

Que corresponden a las formulas clasicas de Fourier usadas en teoria de vibraciones

aleatorias.
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3.5.4 Densidad espectral directay cruzada

Ahora se estudiara la composicién frecuencial de un proceso aleatorio. Dado que un
registro en el tiempo x(t) no es periddico, no puede representarse por series de Fourier
discretas. Ademas, como no satisface la condicién (3.5.10), la teoria clasica de Fourier

no es aplicable a funciones de muestreo de este proceso aleatorio.
Esta dificultad se supera utilizando la funciéon de autocorrelacién Ry(t), de la sefial x(t).
Esta funcion otorga informacién sobre las frecuencias presentes en un proceso

aleatorio de manera indirecta, por lo que utilizarla representa una ventaja.

La autocorrelacion Ry(t), de una senal x(t) se define como:
R (7)= E[x(t)x(t+7)]= f(z) (3.5.15)
En la figura 3.34 se observa el significado de la funcién de correlacion.

(1)

o]

()

%,(t)

-

t, T “ter

Figura 3.34 Calculo de autocorrelacion

Como el proceso es estacionario, el valor medio E[x(t)x(t+z')] es independiente del

tiempo, siendo funcién solo del desfase 1. De esto se desprende que:
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E[x(0)x(t+7)]= f(z)=R,(7) (3.5.16)
Aplicando la transformada de Fourier a la autocorrelacion, se tiene:

5.(0)=, [R(ear
- (3.5.17)

0

R (0)= JS'” ()’ dw

S«(w) es la densidad espectral directa o espectro de potencia directo, funcion de la

frecuencia angular .

Si el desfase es nulo (1=0), la autocorrelacion se relaciona con su densidad espectral

como :

R (r)= E[x(6)x()] = E[x* ()] = TSx (0)do
) - (3.5.18)
$.(@)= = [R (c =0k dr

Donde S,(w) es el espectro de potencia directo.

Asi, el valor medio del cuadrado de un proceso aleatorio x(t) es el area bajo la curva de

la densidad espectral, S«(®) en el espacio de la frecuencia.

La densidad espectral directa de un proceso aleatorio es la transformada de Fourier de
la autocorrelacion del mismo. De esta forma, la densidad espectral cruzada de un par
de procesos aleatorios es la transformada de Fourier de la funciéon de correlaciéon

cruzada de estos procesos.
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Asi, para R,y(t) y Ryx(t), dos funciones de correlacion cruzada, se tiene que:

l —iot . l R —iot
S, ()= P R (@) dr Syx(a))=2”_£ R, (r)e" dr (3.5.19)
Sus relaciones inversas estaran dadas por:
=[5, (0" do ; R, jsw ) (3.5.20)

Para que la integral de Fourier exista, debe cumplir (3.5.10).

Por otra parte, la relacion que existe entre R,,y Ry« esta dada por:
R, (r)=R, (-7) (3.5.21)
Asi, la densidad espectral cruzada se puede reescribir como:

100

=~ (R, (~7)e "™ dr (3.5.22)
2 =, -

S (@)
Haciendo el cambio de variables t’=-t, se tiene:

1 l(l)Z'
5 j R, (£)e™ (~d7)
” (3.5.23)

1 R ( )iwr'dz_

s,(0)- - |

La expresion es exactamente la misma, salvo por el cambio de signo del término iwr.
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La definicion compleja de Fourier impone que:

(3.5.24)
i (a) = C(a))—zD(a))
Por lo tanto, al comparar las expresiones S,, y Sy, se tiene:
Clo)= A(w) (3.5.25)
D(a)) = —B(a))

(3.5.26)

La evaluacion del espectro cruzado de potencia permite evaluar sistemas dinamicos
determinando parametros como la fase y razones espectrales, en funcién de la

frecuencia.

Conocidos los conceptos asociados al contenido de frecuencia de un evento aleatorio,

se deben aplicar al andlisis de una senal digitalizada.
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3.5.5 Transformada discreta de Fourier

La mayoria de las mediciones experimentales de un proceso aleatorio son llevadas
a cabo digitalmente. Una funcién x(t) continua es captada en intervalos de tiempo de
muestreo constantes, A, siendo muestreada en los tiempos t=rA (r=1,2,3...n),

obteniendo la serie discreta x; de la funcién continua x(t).

El analisis de sefiales determina las caracteristicas estadisticas de la funcion continua
x(t) a través de la interpretacién correcta de la serie discreta x.. El principal interés es el
contenido de frecuencia de x(t), a partir de la estimacién de los espectros del proceso

aleatorio x(t) a traves del andlisis de su serie discreta asociada.

Para estimar el espectro de potencia, se deben evaluar las funciones de correlacion, y

su respectiva transformada de Fourier.

Con el desarrollo de la transformada rapida de Fourier (FFT, Fast Fourier Transform),
se implementdé una manera eficiente de evaluar ésta transformada para serie temporal.
Ya no es necesario funciones de correlacion para luego calcular la transformada de
Fourier y sus consiguientes densidades espectrales, ya que es mas rapido y preciso

calcular los espectros a través de la metodologia descrita a continuacion.

x(t), funcién periodo T, se puede representar a través de series de Fourier del tipo:
> 27kt . 27kt
x(t)=a, + ZZ(% cos(Tj +b, sm(Tj] (3.5.27)

k=1

Donde los coeficientes son aquellos segun la ecuacion (3.5.4):
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Salvo que los coeficientes han sido levemente alterados ya que el intervalo de las
integrales ya no es [-T/2, T/2] sino [0, T] lo cual no hace diferencia dado que x(t) tiene

periodo T.

Por otra parte, se sabe de la ecuacion :
Tjdt (3.5.28)

En este punto, cabe preguntarse que ocurre si no se conoce la sefal continua, y solo
se tiene informacion de los muestreos equiespaciados de la sefial. Para responder
esto, suponga que los datos estan muestreados por la serie discreta {x;}, r=0,1,...(N-1),
donde t=rA, y que ademas A=T/N. La integral descrita se aproxima a través de la

sumatoria:

_ —i Z—Zd‘ iy
X, = lNzlxre [ r ]AA (3.5.29)
o0 T

r=0

Esta expresion indica que el area bajo la curva en la figura 3.35 es la suma de los

rectangulos.
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Figura 3.35 Aproximacion coeficientes de Fourier, serie discreta de una continua

Substituyendo en la expresién anterior T=NA, se tiene:

X, :iNz_lx e_i[ V) (3.5.30)

Que representa una forma aproximada de calcular los coeficientes de la serie, ax y by.

La expresion anterior no entrega toda la informacion para conocer la funcién continua

X(t), pero permite tener valores discretos y exactos de la serie discreta x..

Asimismo, un valor cualquiera x; de la serie {x;} esta dado por la férmula inversa:

N-1 ,-[2”""]
x, =) Xe " (3.5.31)

=

De este modo, es posible definir la transformada discreta de Fourier (DFT de ahora en

adelante) de una serie {x;}, para r=0,1,2...{N-1} como:

k=0412,...,(N-1) (3.5.32)

y la transformada inversa de Fourier (IDFT) como:
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N-1

X 27dcrj

Xkel[ W r=012,...(N -1) (3.5.33)

X, =
k=0

El rango de componentes de Fourier, Xy, esta limitado por k=0 y k=N-1 para mantener

la simetria del par de las transformadas directa e inversa.

Las componentes con frecuencias por sobre un umbral, dependiendo del intervalo de
muestreo A, no pueden ser identificadas en el analisis de los datos muestreados. Esto
se estudiara a continuacion. Cabe destacar que las propiedades de la DFT son

exactas a pesar de ser derivadas de las propiedades de la transformada continua de

Fourier.

3.5.6 Transformada de Fourier de funciones periédicas

Las transformadas de Fourier y su inversa, asociadas a una funcién continua, estan

dadas respectivamente por:
X(w)zi j x()e"dr ; x(r)= j X(w)e dew (3.5.34)
2r *, J

Estas expresiones son vélidas en la medida que satisfagan la condicién (3.5.10).

Si x(t) se representa por su serie de Fourier, su k-ésimo término es:

271k . ( 27k
x(t)= Z(ak cos(th +b, sm(TtD (3.5.35)

La tranformada de Fourier de esta expresion es:
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X(0)=(a, —ib, )5(60— 2;") +(a, +ib, )5(w+ 2;5") (3.5.36)

d(m) es el delta de Dirac, que es nulo para todo w # 0, y en o =0 satisface:

[(who=1 (3.5.37)
27 27k .
0 w—T es no nulo solo para @ = b punto en el cual satisface:

15(0)_2;1{ w=1 (3.5.38)

Asi, la transformada de Fourier de una serie de Fourier se obtiene con funciones Delta
de Dirac. Esto es so6lo para UNA componente de la serie de Fourier asociada a la
funcion x(t), por lo cual la transformada de Fourier de una serie de Fourier puede ser

representada a través de combinaciones infinitas de deltas de Dirac.

Conociendo la transformada de Fourier y su relaciéon con su conjugado, se puede

redefinir la transformada de Fourier como:
X(o)= ZXké(a) - 2;") (3.5.39)

La transformada discreta de Fourier de una serie discreta {x;} queda completamente

determinada a través de de sus coeficientes.
X, =a, —ib, (3.5.40)

Si {x;} se asume obtenida a partir del muestreo de un solo ciclo de una funcién

periddica continua e infinita x(t), las componentes de {X} son aproximaciones para:
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e Los coeficientes de la expansion de una serie de Fourier de x(t).
e El area del rectangulo de las combinaciones de funciones delta, las partes

reales e imaginarias de la transformada de Fourier de x(t).

Dado que x(t) es continua, la aproximacién se puede hacer tan precisa como se

requiera, dependiendo del intervalo de muestreo A.

Asi, se puede relacionar la DFT de una serie discreta en el tiempo con la transformada
de Fourier de una funcién continua. Esto permite entender como la DFT es utilizada
para calcular la densidad espectral de datos muestreados discretamente, sabiendo que
provienen de una sefal continua. A continuacion se analizaran algunos problemas

asociados al calculo de la transformada de Fourier.

3.5.7 Aliasing

La DFT de una serie {x;}, r=0,1,2...,N-1, esta definida por:

k=0412,...,(N -1) (3.5.41)

N 2P v 141 = 2ml)
Xy _1 X,e [Nj :—Zxre [ N je”z’” (3.5.42)
N r=0 N r=0
e'?™ =1, independiente de r, por lo cual:
Xy =X, (3.5.43)
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Los coeficientes X se repiten para k>N-1, y al graficar |Xi| en un eje de frecuencias,

con w=21k/NA, se observa que se repite periédicamente como en la figura 3.36:

Aliasing del espectro

2z 0 2
A A ®
2w,

Figura 3.36 Periodicidad coeficientes de Fourier, calculados con DFT.

De la ecuacién 3.5.43, se puede observar que como los términos de {x;} son reales, se

tiene:

X, =X (3.5.44)

, tal como se observa en la figura 7.5.

y por ende |X_|| =‘X*1

La parte del espectro que entrega informacion esta entre las frecuencias w € {O,Z]

Para frecuencias mayores al maximo de este intervalo, las frecuencias corresponden a

frecuencias negativas del proceso, o bien repeticiones de éstas en [O,Z] De este

sencillo andlisis, las frecuencias a analizar, son aquellas menores al umbral:

w, = =" (3.5.45)
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Asi, el maximo k a considerar en el analisis es & :E' Si se observan frecuencias

mayores a A’ existen distorsiones en la sefial y en su representacion grafica. A esta

distorsion se le conoce como ALIASING.

Las altas frecuencias distorsionan los coeficientes de Fourier calculados a través de
. T . L.
DFT, que deben ser calculados para frecuencias menores a X Si mp es la maxima

frecuencia existente en x(t), el aliasing puede ser evitado determinando:

w, < (3.5.46)

z
A

Con w, =2x1f, > 2xf, s%, se determina el intervalo de muestreo, a partir de la

maxima frecuencia deseable:

1 1

A< _—— obien f, = — (3.5.47)
21, 2A

1 . . . . .

fo = se denomina frecuencia Nyquist, y corresponde a la maxima frecuencia

posible de detectar con una tasa de muestreo A, sin aliasing.

La frecuencia Nyquist debe detectar de manera correcta las frecuencias que se desean
muestrar de la serie continua x(t), de otra manera existira aliasing, provocando un
espectro de datos que diferira del verdadero, el cual ha sido calculado considerando

frecuencia Nyquist.
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3.5.8 Calculo de estimaciones espectrales

La DFT puede ser usada para calcular la densidad espectral de un proceso
aleatorio. La densidad espectral directa y la densidad espectral cruzada estan dadas

por las ecuaciones:

S.l0)= - [R.(ele " dr
= (3.5.48)
5, (0)= - [R, (e dz

Suponga que conoce dos series de tiempo x(t) e y(t), de dos procesos aleatorios
distintos, descritos de manera continua entre t=0 y t=T. Asumiendo que las senales
corresponden a un ciclo de una sefal infinita periddica (no aleatoria), es posible aplicar

la teoria de Fouirier.

De estas series continuas, se pueden reproducir las series discretas x(t) e y(t)

(r=0,1,2,3...N-1), utilizando un intervalo de tiempo A=T/N, a través de:

X, :]]\']fxre{zjvkrj
=0 (3.5.49)
1 N-1 _{27#0‘)
Y, :NZyre vJocon k=0412,..,(N-1)
r=0

Al calcular la correlacion cruzada entre las series x/(t) e y{t) (ambas discretas), el
desfase t es multiplo de A. Si se calcula R; como la correlaciéon cruzada cuando t=rA,

se tiene:

N-1
— ) r=01,2,.,N-1 3.5.50
R, N; X, Ve, ( )
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Asumiendo que las sefales son periddicas:

Veir =Voirn cuando s+r>N

Al ser {R;} periddica, existe un traslape en las sefales, por lo cual no se puede
representar de manera precisa la funcion de correlacion del proceso aleatorio del cual
x(t) e y(t) son funciones de muestreo. Para resolver este problema, se define la funcién
de correlacion periddica o circular R.(t), asociada a un par de registros y elegida para
ajustarse a los valores de R, (correlacion verdadera) calculados segun la definicion,

por lo cual:

R =R (r=rA) (3.5.51)

,
La relacion entre ambas correlaciones se estudiara mas adelante.

De secciones anteriores, se sabe que:

27k T Vs
S lw)=> S.0lw—— ara -—<w<— 3.5.52
(@) 25 ( ; ] p | X (3.5.52)
Donde Sk es DFT de la serie discreta {R,} definida por:
1 N-1 _Z(Zﬂkr]
&:Nzﬁe N (3.5.53)

Considerando que S.=S,, es el complejo conjugado de S,.

Note el subindice “c” de S, que indica la densidad espectral proveniente de la

correlacion circular, y no de la correlacion lineal (verdadera).
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Se asume un rango de frecuencias dado por el Nyquist, por lo que no existe aliasing.

La densidad espectral cruzada esta dada por la siguiente ecuacion:

1 N-1 i 2 7tkr
S, =—>» R.e ( N] (3.5.54)
N =
Con la definicién de correlacién cruzada:
(3.5.55)

N-1
r N; sV str

Reemplazando (3.5.55) en (3.5.54), se tiene:

1%{ Z_lx y} ) (3.5.56)

Sumando cero en el argumento del exponencial (s-s=0):

1 N—1N-1 i(Zﬂk&J _[(Zﬂk(rﬂ)j
Se=5>2>xe My, N (3.5.57)
N r=0 s=0 A
y reagrupando términos asociados a las sumatorias, se obtiene:
1 N 27ks 1 ¥4 _ [ 2mk(r+s)
S, =— xse[ ] Vo € ( N j (3.5.58)
NS=0 Nr 0

Asumiendo t=s+r, la expresion en {} es equivalente a:
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sH(N-1) 2
;[ S e & (3.5.59)

t=s
{y} es periodica (periodo N), luego y,,, = »,, asila expresion (3.5.59) equivales a Y\

La expresidn fuera de { } es similar a X, salvo por signo, siendo el conjugado X.

Asi, la densidad espectral cruzada basta calcularla como:

S, =X.7, (3.5.60)

Siendo una ventaja fundamental para el analisis de sefales discretas, producto de la
implementacién de DFT (Ya no es necesario el calculo de la correlacion)

A continuacién se resume el procesamiento de dos sefiales discreta {x;} e {y;} de

sefales continuas de duracion T. Los datos discretos de las series, de N datos, han

sido muestreados con un intervalo A=T/N.

Los pasos a seguir se pueden resumir como:

e Calculo de DFT de {x;} e {y:}.

e Calculo de las estimaciones espectrales {S«}, {Syy}, {Sxy}, {Syx}, segun:

Sy, = X, X, S, = Y. Y,

S * (3.5.61)
Sxyk = XkYk’Syxk =Y X,
El espectro apropiado se obtiene de la relacion siguiente:
S (0)=38,8 o para -T<w<” (3.5.62)
P T A A
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Este es el espectro de la funcion de correlacion circular, directamente relacionado

al espectro verdadero.

e Para conocer las correlaciones (circular), se aplica IDFT a las densidades

espectrales.

En la seccion siguiente se vera como manipular los espectros calculados a partir de las
correlaciones circulares, para obtener el espectro verdadero asociado a la correlacion

lineal.

3.5.9 Relacién entre correlacién circular y lineal

La densidad espectral de una serie discreta proviene de la funciéon de correlacion,

se define:
1 N-1

R =—)>xy., r=012,...,N-1 (3.5.63)
N 5=0 o

Que asume la periodicidad de {xs} e {ys} de manera que:

X =X,
s+N K (3564)
yﬁN = ys

Debido a esta periodicidad, R, difiere de la correlacion verdadera que debiera

representar. Esta diferencia se ilustra en la figura 3.37:
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Discretizaciones 012
01234567 8910

i

T

VY

Figura 3.37 Correlacion y circularidad

En el célculo de la correlacion entre dos sefales existe traslape con la informacion del
periodo siguiente, lo que da origen a la correlacion circular. La correlacion verdadera
esta definida dentro del periodo, por lo cual para su calculo es necesario dejar los
ultimos puntos fuera del analisis. El considerar puntos incorrectos distorsiona la

correlacion verdadera.

Si la correlacion se calcula con un desfase de t puntos, para 2 sefiales discretas de N
puntos, la correlacion verdadera entre ambas se debe calcular con N-t puntos, lo cual
es necesario considerarlo si se desea tener una estimacion correcta de la densidad

espectral.

Considere la correlacién, con desfase 1=r, dada por:
N-1
R = Nsz,yW r=01.2,..N-1 (3.5.65)
s=0

La ecuacion 3.5.65 se descompone entre aquellos puntos que estan dentro y fuera del

periodo.
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—1-r N-1

1K 1
— X,y — . 3.5.66
r N Z s+r N y5+l ( )

s=0 s=N-—
Dado que {y;} es periddica, se tiene:
ys+r = ys+r—N s+r2 N (3567)

Por lo cual (3.5.67) queda como:

1 N-1-r

N-1
Rr = xsys+r Z‘x yr (N-r) (3568)
N s=0 s N-r

Se relacionara éstas dos sumas con la correlacion lineal continua R(r), definida como:

T

j x(O)y(t +7)dr (3.5.69)

0

H\H

R(r)=R,(r)=

lim7—o

Para dos registros de duracion T, una aproximacion para R(t) correlacion lineal, es:

R(E)= -2 [x(O)vle+ e 0<r<T (3.5.70)

El intervalo de integracién depende de 1, por lo cual no no aporta mayormente hacer el

célculo para valores mayores a T.

Para desfases negativos, la expresiéon anterior es:

R(-7)= [ x()v(e—7) 0<c<T (35.71)
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Suponga que no conoce las senales continuas x(t) e y(t) y solo conoce sus series
discretas asociadas {xs} e {ys} (s=0,1,2,...,(N-1)), conformadas por N puntos, a un
intervalo de muestreo A, de manera que AN=T La representacién discreta de las

correlaciones sera:

A N-1-r
R = Nl > XV parar =01.2,...,(N -1)
) 1rﬁ (3.5.72)
R, = v > Xy, parar =012,...,(N -1)
p g—

Que corresponden a estimaciones correctas de las funciones de correlacion, tomando

los promedios:

> R(r =rA) (3.5.73)

n

Similarmente E[Rr} = R(z = —rA). El valor promedio de cada estimacion converge al

N

verdadero R(r), para los valores de t para los cuales R(r) esta definido.

Reemplazando en la definicion de correlacion circular, se obtiene:

R = (N— rjéﬁﬂj\"(]v‘r)jfe_m.r) r=0412,..,(N -1) (3.5.74)
N N

Asi, R; (correlacion circular) se expresa como la suma de dos términos que ponderan la
funcion de correlacion lineal R(t=rA) (correlacion verdadera). Asi, la correlacion circular

es la superposicion de ponderaciones de la correlacién lineal, de la forma:
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[N"’J R Os[i<N (3.5.75)
N

Con estos conceptos, es posible analizar el calculo de Fourier de funciones no

periodicas.

3.5.10 Transformada de Fourier funciones no periddicas

Suponga una funcién u(t), definida para diferentes desfases:

u(t—T),u(z—2T),u(t+T),u(t+2T) (3.5.76)
Al calcular R.(t) entre las sefales, se tiene:
R, = u(r)+u(r ~T)+u(z+T)+u(z —2T)+u(r + 2T)
(3.5.77)

r=012,..,N-1 (3.5.78)

(3.5.79)

>[N
A
S
A

>[N

S (w)= ZS,ﬁ(w—z;kj para -
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Definiendo S, =aw-ibx ¥ Si=Sk, con a, y by los coeficientes de la serie de Fourier,

entonces:

S (w)= i S,ﬁ(w—zgfk] para todo @ (3.5.80)

k=—x

El problema es comparar la transformada de fourier de R¢(t) con la transformada
continua de las funciones u(t). Calculando la transformada a ambos lados de (3.5.77),

se tiene:

0

S (w)= i 1 j u(r —mTe " dr (3.5.81)

(3.5.82)

Con U(w) es la transformada de Fourier de u(t) calculada, la ultima expresion se

rescribie como:

S (0)= 2”U(m)i 5(60 - Z”k) (3.5.83)

i 5(”‘?) (3.5.84)
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Como funcion periddica de o que puede ser representada por series de Fourier de la

forma:

x(t)=a, + Zi(ak cos(zTﬂkt] +b, sin(zTﬂmD (3.5.85)

Sustituyendo los coeficientes an, y b, de la serie de Fourier, se tiene:

S __EQ?E, =:AZL, . —iomT
> 5[0) ; j > De (3.5.86)

m=—o0

Comparando las ecuaciones anteriores, se tiene:

7 ()Y 5((0_2””‘) s Sk(s(a,_z”kj (3.5.87)

T k=—0

Integrando la expresién anterior en un intervalo de frecuencia @=27k/T, se obtiene:

7U(wk )=S5, (3.5.88)

La ecuacion (3.5.89) expresa la transformada continua de Fourier de U(w) de u(t) en
término de los coeficientes Sy, que son los coeficientes de la expansion en series de

Fourier de R.(t), aproximados por los términos de DFT de la secuencia periddica {R;}.
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3.5.11 Ventanas espectrales

Ahora se procedera con la interpretacion de las estimaciones espectrales Sy. Se sabe

que:

*

S -X'Y, (3.5.89)

Vi

Es la DFT de la secuencia periddica:

R :(N ‘”]é,,+(]V‘(N"’)jfe.<N.r) r=012,...,(N -1) (35.90)
N N

Donde R, es una estimacion de la funcion de correlacion lineal definida por:

A N-1-r
R = Nl PIER parar =012,...,(N -1) (3.5.91)
A

La secuencia {R/} se interpreta como un tren infinito de secuencias traslapadas, con N

equiespaciamientos:

N-li)
u,=|——|R~ O0<[H<N (3.5.92)
N

Los coeficientes S¢ obtenidos con la DFT de {R;} dan valores discretos de la

transformada de Fourier U(w) de la funcion continua no periodica u(rt).

Suponga que dispone de infinitos registros para analizar, por lo cual se puede hacer un

analisis para distintos registros, y promediar los resultados.
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Promediando a ambos lados de la ultima ecuacion, y asumiendo que la ecuacion es
verdadera para cada registro individual, el promedio del lado izquierdo permanece igual

al promedio del lado derecho por lo cual:

Elu]= N R 0<r/<N (3.5.93)
N

A

Considerando que R, es un estimador consistente para R(t=rA), se tiene:

E{I}r} = R(r =rA) (3.5.94)

JR(T =rA)  0<[{<N (3.5.95)

Asumiendo que la serie discreta {u;} proviene de la funcion continua u(z):

u, =u(r =rA) (3.5.96)

I

Se puede expresar lo anterior como:

N-|r
N

Elu(zr = rA)]|= (

JR(T =rA)  0<[{<N (3.5.97)

Haciendo r=t/A y N=T/A se concluye que:

T-I7
T

Ew@n=[

JR(T) 0<l<T (3.5.98)
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Promediando a ambos lados la ecuacion (3.5.88), se obtiene:
2
E[S,]= 7E[U(a)k )] (3.5.99)

Donde E[Sy] es el promedio de Si. E[U(wx)] representa el promedio de U(wy), que es la

transformada de Fourier de u(z) tal que:
1 —iw, T
Ulw,)=_" [ulel™ dz (3.5.100)
2
Promediando esta expresion, se tiene:
E[U(w,)]= 1 j Elu(z)k ™ dr (3.5.101)
2r =,

Combinando (3.5.99), (3.5.100) y (3.5.101) se obtiene:

E[S,]= 2”{21” TE[u(r)]ef“’k’dr} (3.5.102)

T

Reemplazando (3.5.98) en (3.5.102) se tiene:

E[S,]= 2”{1 E(T_T]R(r)e""”dr} (3.5.103)

T \2z°\ T

Introduciendo la notacion S(a)) para expresar el término entre {}, se obtiene:

E[s,]= ZT”&(a;k) (3.5.104)
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Donde se tiene que:

S(w,)= 1 | (T miid JR(r)e[“""dr (3.5.105)

Sk es una estimacion de (2771[)5(60,() donde &(wk) es la densidad espectral

ponderada, cuya ecuacién esta definida por (3.5.105).

T

La ponderacion viene de { J que se interpreta como una ventana basica de

retraso a través de la cual la funcion R(rt) es analizada. A continuacién se vera, que el

espectro ponderado S(a)k) se relaciona con el espectro verdadero S(w).

Sin pérdida de generalidad, considere una ventana de retraso simétrica con

restricciones:

w(r)=w(-7) ; wr=0)=1

I 3.5.106

.Hw(r]dz' <o ( )
Para esta ventana, el espectro ponderado &(a)) esta definido como:

S’(a)) _ 1 jw(r)R(r)e”“’”dr (3.5.107)

Comparada con el espectro verdadero, definido como:
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S(w)= 217[ TR(r)e*f“’dr (3.5.108)

—0

Si se define una nueva cantidad, W(w), como la transformada de Fourier de w(t) como:

0

W(w)= 1 [w(z)e ™ dz (3.5.109)
27
Y su inversa:
w(e)= [W(w)e™ do (3.5.110)

Reemplazando (3.5.110) en (3.5.107), y considerando w=w, para evitar confusiones

entre frecuencias angulares »’s, se obtiene:

S(w)= 2 {TW(wl)e"”l’dwl}R(r)e"”’”dr (3.5.111)

:577‘

—0

Ambas integrales convergen por separado, pudiendo expresar (3.5.111) como:

S(w)= walw(wl){zlﬁ TdrR(r)e"'(‘”"”l)’} (3.5.112)

Recordando que la densidad espectral esta dada por:

S (w)= 217z j R (r)e"™dr (3.5.113)

—0
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Asi, (3.5.112) se transforma en:
S(@)= [do(e,)s(0-o,) (3.5.114)
Cambiando los limites de integracién, Q=(w—w;, se tiene:

S(w)= TW(a) —Q)S(Q)d0 (3.5.115)

El espectro estimado S(a)) es una version suavizada del espectro verdadero S(w).

Como w(rt) ha sido elegida como una funcién par, W(w) sera una funcién par de ®, por

lo cual (3.5.115) se puede expresar como:
S(0)= [W(Q- )@ (3.5.116)

Resultado valido para cualquier funcidon par w(t) cuya transformada de Fourier es

W(o).

La unica restriccion es que si W(w) va a ser normalizada, debe cumplir:
[W(oheo=1 (3.5.117)
y w(r = O) =1, como se especificé anteriormente.

Asi, una ventana de retraso es definida como:
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w(z)= 1- OsfgsT (3.5.118)
0 Para otro valor

Con T el largo del registro de la sefal. Esta ventana de retraso es llamada ventana
triangular de retraso, representada por:

W(T)

-T T T

Figura 3.38 Ventana triangular de retraso

Esta ventana basica, tiene asociada una ventana espectral (en el espacio de la

frecuencia), llamada ventana espectral basica, W(w), dada por la transformada de
Fourier de w(z):

W(a))zi H T} o

T

T
1]{1 }cos wr)dr (3.5.119)
7 0
T(s n(wl/2) j
27\ wT/2

Su representacion grafica en el espacio de la frecuencia es:
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Figura 3.39 Ventana retraso espectral basica

Estimaciones del espectro suavizado S(a)) estan dados por:

S(wk)ézsk (3.5.120)

Donde el espectro suavizado S(a)) esta relacionado con el espectro verdadero a

través de:
S(w)= TW(Q —0)s(QpQ (3.5.121)

La ventana de retraso triangular tiene una ventana espectral, con valores adyacentes
ponderados de diferente manera. Por ejemplo, las componentes espectrales de

frecuencias mayores a |2n/T| (rad/seg) a partir del centro, contribuyen poco al espectro

suavizado S(a)) a su vez el ancho de esta ventana se puede refinar incrementando el
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largo T del registro, de manera que la ponderacion no uniforme, producto de la funcién

W(Q), generalmente no es un problema.

Un problema mucho mayor es la exactitud de las estimaciones espectrales que

calculamos, tema que se abordara en la siguiente seccion.

3.5.12 Suavizamiento de estimaciones espectrales

La precisidn de las estimaciones espectrales depende del ancho de banda de

frecuencia, B. (Hz), y el largo del registro T(s).

Si ¢ es la desviacion standard de de la densidad espectral, de promedio m, se tiene:

1
B,T

e

112

g (3.5.122)
m

Asumiendo que el espectro cambia suavemente en los intervalo de frecuencia 1/T.
Al trabajar con la densidad espectral cruzada, existen estimaciones espectrales de x(t)

e y(t) involucradas, obteniendo:
m=_/m.m (3.5.123)

Dado que la densidad espectral cruzada es un término complejo, ¢ se aplica a la parte

compleja e imaginaria por separado.
Aun cuando la densidad espectral cruzada entre dos sefiales que no estan

correlacionadas es nula, estimaciones de ésta se dispersaran en torno a cero, con una

varianza que depende de las densidades espectrales de x(t) e y(t).
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Para utilizar (3.5.122), es necesario definir el ancho de banda de la ventana W(w),

como:

1

B (3.5.124)

IWZ(w)dw
De manera practica, B, puede ser considerado como ancho de banda aceptable:
1
B, = ;[Hz] (3.5.125)

Obteniendo la expresion:
BT =1 (3.5.126)

Con lo cual, la (3.5.122) queda como:

1N

9+ (3.5.127)
m

Concluyendo que la desviacion estandar es igual a la media, lo que implica poca
precision. Asi, aun cuando el largo del registro (T) aumente, la precision no depende de
estas variables, lo cual es sorprendente, dado que es logico esperar que si existen mas
datos, aumente la precision del analisis. Si T aumenta, el ancho de banda B,
disminuye, pero el producto entre ambos se mantiene, aumentando la resolucion,

pero NO la precision.

Para mejorar la precisiéon, se pueden promediar las estimaciones espectrales

- T
adyacentes del espectro suavizado S(a)k), usando (ZjSk como primera
T
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. C e . 27k .
aproximacion para S(a)k) para un cierto @, = 7 Una forma sencilla de hacer esto,

es calcular el promedio aritmético de muchas estimaciones adyacentes. Por ejemplo si

A

S(cok) es el promedio de tres valores adyacentes a S(cok ) entonces:

" ~

1 ~ ~
Sla)=3{5(0,)+5(0, )+ S(a.)} (35120
En general, si 2n+1 son los valores adyacentes a promediar, entonces:

S@)=-1" > 5w,.,) (3.5.129)

N

La ventana espectral a través de la cual S(a)k) ve el espectro verdadero S(w) se

obtiene de sustituir &(a)k) en (3.5.121). Asi:

Sl)=-2- 3 [W(e-o,,)s@H0

271 "1‘1m:_,1700 (35130)
o0 1 "
_'[o{ 2n+1 ”;W( Dt )}S (0)d

La expresion entre llaves es la superposicion lineal de (2n+1) ventanas espectrales

2
W(Q) espaciadas Aw, :77[, divididas por (2n+1) para normalizar el area total de la

ventana a la unidad. Una representacion del promediar puntos espectrales adyacentes

es la figura 3.40:
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Figura 3.40 Promedio de estimaciones adyacentes

2 2
El ancho de banda equivalente es ahora (2n +1)?” en vez de 7” , por lo cual:

1
2n+1

9~ (3.5.131)
m

Por lo cual la precisiébn se puede mejorar solo a expensas de la resolucién en

frecuencia.

Cuando estimaciones espectrales adyacentes son promediadas para mejorar la calidad
de la estimacion, el espectro resultante es producto de superponer y traslapar la misma
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estimacion espectral, desfasada. Dado que el traslape es mayor, las discontinuidades y

quiebres se suavizan por lo cual la sefial se mejora.

3.5.13 Extension del registro usando ceros

Uno de las condiciones necesarias para implementar de manera adecuada la
transformada de Fourier es que el largo del registro, N, sea potencia de 2, i.e., N=2".
Usualmente, cuando el largo del registro, N, es distinto a una potencia de 2, en vez de
acotar el largo a una potencia de 2 menor a N, es mejor agregar ceros hasta la

siguiente potencia de 2 mayor a N.

Suponga un registro de largo N, con L ceros adicionales, de manera que la secuencia

es de largo (N+L). La correlacién cruzada sera:

1 N+L-1

= X 3.5.132
r N+L ; sys+r ( )

Considerando los traslapos inherentes al calculo de la correlacion, se tiene:

R :(N_FJRV (3.5.133)
N+L

N-1-r

DXV

—7 =0

Con R, =

Para valores mayores a r, existira traslape por lo cual:

R =[N g 4 N-(N+L-r) Roneir) (3.5.134)
N+L N+L

Cuando no hay traslape, se tiene:
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R = (N -+ L- r)jR.(N+L.r) (3.5.135)
N+ L

Asi, la correlacion circular R, es un tren de funciones de correlacion lineal traslapadas.

N—‘r‘ "
R =| —— R, -NL<r<N (3.5.136)
N+L

Razonando de la misma manera que si no hubieran ceros agregados, los coeficientes

Sk calculados con la DFT de R, dan valores aproximados a aquellos de la transformada

continua de Fourier S(a)) de acuerdo a:

S(w, )= 58, (3.5.137)

Donde T, =(N+L)A. Ademas, S(a)) esta relacionado al espectro verdadero S(a))

por:
S(w)= TW(Q — 0)S(QUQ (3.5.138)

Donde T=NA, de donde:

W(w)= T[S'”(“’T/z)j (3.5.139)
2\ oll2

Asi, el ancho de banda de la ventana basica queda aproximadamente igual a 1/T [HZz].
Ahora se tiene un espaciamiento menor en frecuencia (mayor resolucion en

frecuencia), dado que ahora:
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27 27

T, (N+L)A

3.5.14 Pardmetros de una sefal: fase y amplitud

Los parametros para caracterizar una sefial son dos: Fase y Amplitud.

Estos parametros se definen a partir de la transformada de Fourier, la cual es de
naturaleza compleja. Asi, la fase y la amplitud estan definidas por:

Fase: _[m(s,,) 3.5.140
ase: ¢ =atg Rels., (3.5.140)
Amplitud: A= |(Re(s,)f +(im(s,, ) (3.5.141)

Con S,y el espectro de potencia cruzado.
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3.5.15 Coherencia: cuantificador de calidad de la sefal

Se define la funcion de coherencia entre dos sefiales x(t) e y(t), como:

(3.5.142)

Con Sy, Syy, Sk, Syx definidas segun las ecuaciones de este capitulo.

Esta funcion indica cuanto de la energia existente en la sefal x(t) esta en el mismo

intervalo frecuencial en la sefial y(t). Explica de cierto modo, cuan correlacionadas en

el espacio de la frecuencia se hallan la sefal x(t) con y(t).

Esta expresion tiene valores en el rango [0,1]. Entre las razones por las cuales esta

expresion puede ser inferior a 1 se encuentran:
e Presencia de ruido en la sefal.

o Existencia de otras sefales distintas a las evaluadas, que no se estan

considerando.

En caso que ;/ny =0, las sefales no tienen relacion alguna.

Considere la funcién de coherencia entre x(t) e y(t), segun (3.5.142). Al evaluar, se

obtiene:

2 ixy(wk).S:y(a)k)_ XYY X, (3.5.143)

m(a)k)'Syy(a’k) - X;XkYk*Yk -

Ya que la definicion rigurosa de coherencia esta hecha para varios grados de libertad,

al calcular la coherencia entre dos sefales, siempre se tendra la unidad como

resultado, lo cual es incorrecto ya que no necesariamente las dos sefiales estan
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correlacionadas. Esto es particular, un numero mayor a 2. Por esta razoén, siempre la

coherencia entre dos senales sera 1.

Sin embargo, lo anterior puede ser arreglado, generando de manera “artificial” un
numero mayor de sefales. Esto hace suavizando los parametros espectrales de la

sefal con el promedio de estimaciones adyacentes, tal como se vio en el punto 3.5.14.

3.5.16 Alcances sobre célculo de densidades espectrales

Cabe destacar que lo visto en éste capitulo, especificamente lo que se refiere a las
estimaciones espectrales y funcion de coherencia es valido para un par de sefales
promediadas en el tiempo x(t) e y(t), o bien sefiales promediadas en el espacio de la

frecuencia.
3.5.16.1 Promedio en el espacio del tiempo

Para un par de senales x(t) e y(t), obtenidas del promedio temporal de sefiales x;(t)
e yi(t), basta obtener las densidades espectrales con:

Sy, =X, X.;S, =YY,

.o . (3.5.144)
S, =XY:S, =YX,

Y la funcién de coherencia con la ecuacion 3.5.142, pero habiendo realizado
previamente el suavizamiento de las densidades espectrales por medio de promedios
adyacentes, para evitar el valor unitario de éste parametro, tal cual se indicé en el
punto 3.5.15.

Los parametros de la sefal son obtenidos como se indicé en el punto 3.5.14.

144



3.5.16.2 Promedio en el espacio de la frecuencia

Suponga que dispone de varias sefales x(t) e y(t), obtenidas de un mismo sistema.

Una manera alternativa de obtener las densidades espectrales es:

_ k=1 _ k=1
Sxxk - n ’SWk n
o 0 (3.5.145)
XY Y X,
_ k=1 . _ k=1
Sxyk - n T Xy n

Y la funcién de coherencia con la ecuacion 3.5.142, sin embargo al trabajar con
densidades espectrales provenientes del promedio de las estimaciones espectrales
calculadas usando transformadas de Fourier, no se obtiene la unidad como se vio en el
punto 3.5.15.

Asi, el suavizamiento a través de promedios adyacentes, como en el caso de sefiales
promediadas en el espacio del tiempo, a través de éste procedimiento no es necesario.

Los parametros de la sefal son obtenidos como se indicé en el punto 3.5.14.
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4 CARACTERIZACION GEOTECNICA CON ONDAS RAYLEIGH

4.1 Introduccién

Este capitulo se aplican todos los conceptos vistos en capitulos anteriores para
presentar un método alternativo de caracterizacion geotécnica, no intrusivo, mas rapido
y econémico que los procedimientos utilizados normalmente en Chile para obtener
perfiles estratigraficos y de velocidad de onda de corte en profundidad, tales como
cross-hole y down-hole. Esta nueva prospeccion utiliza las particulares caracteristicas

que presenta la propagacion de una onda Rayleigh en medios estratificados.

Como se estudio en el capitulo 3, la propagacion de ondas Rayleigh en semiespacios
infinitos, elasticos, isétropos y homogéneos solo depende de las propiedades
mecanicas del medio. Sin embargo, en medios estratificados, debido a la geometria
finita de las capas de suelo se produce el fendmeno conocido como dispersion. Este
fenémeno es originado por la interacciéon que se genera entre las longitudes de onda
asociadas a la onda Rayleigh con los estratos que conforman el subsuelo, induciendo
que la velocidad de propagacién de ésta onda ya no dependa de las propiedades
mecanicas del medio, sino que dependa de la frecuencia de la onda, para satisfacer a

la vez las condiciones de borde del problema.

Esta dependencia de la velocidad de propagacion con la frecuencia queda
caracterizada en las llamadas curvas de dispersién, las cuales permitirdn obtener a
través de su inversion, el perfil estratigrafico y de velocidad de onda de corte en

profundidad.

146



En éste capitulo se presentan las caracteristicas generales de las primeras ideas que
concibieron el método hace ya varias décadas, para finalmente describir el método que

terminoé por masificar la caracterizacion geotécnica a través de métodos no intrusivos.

4.2 Importancia de la velocidad de onda de corte (Vs)

Uno de los parametros mas importantes para el analisis de la respuesta dinamica y
sismica en un depésito de suelo es el moédulo de corte (G), que nos indica la
resistencia del suelo ante solicitaciones ciclicas por corte. Sin embargo, éste mdodulo
no es constante, ya que se degrada producto de las deformaciones producidas ante
solicitaciones dinamicas, lo cual hace necesario determinar el porcentaje de
degradacion referida al modulo de corte maximo, denominado Gy, asociado a

pequefias deformaciones, i.e., y<10°(%), donde el suelo se comporta elastico.

Este parametro, Gy, asociado al modulo de corte maximo que presenta un suelo, esta

directamente relacionado con la velocidad de la onda de corte, Vs, por la relacion:

Go=pVs? (4.1)

Por lo cual, basta determinar la velocidad de onda de corte, Vs, para determinar Gy.

Tipicamente, la forma de realizar mediciones de Vs es a través de ensayos de terreno
intrusivos como Down-Hole y Cross-Hole, los cuales previa realizacién de sondajes e
ingreso de equipos en la perforacién, determina V. a partir de la generacion de

perturbaciones que provoquen ondas de corte polarizadas.

El tiempo y costo asociado a la realizacion de este procedimiento (sondajes, montaje
de equipos, medicién de datos y ensayos de laboratorio) es elevado, haciendo
necesario el desarrollo de nuevas técnicas que permitan obtener en menor tiempo y

costo, la distribucion de Vs en profundidad.

147



Los primeros esfuerzos por minimizar estos costos fueron realizados por Jones en la
decada del 50, a través del método conocido como Steady State Rayleigh Method, el
cual se describe brevemente a modo de introduccién al concepto involucrado en la

caracterizaciéon geotécnica con ondas superficiales.

4.3 Primera caracterizacién geotécnica no intrusiva: SSRM.

El Steady State Rayleigh method (SSRM) fue el primer método que intento
determinar el perfil de velocidades de onda de corte en profundidad de manera no
intrusiva, y fue desarrollado por Jones en los anos 50, al observar en terreno que la
velocidad de propagacion de ondas Rayleigh en superficie era funcion de la frecuencia,

al perturbar una masa de suelo con un vibrador.

El método consiste en colocar en la superficie del terreno un vibrador vertical
funcionando a una determinada frecuencia, para generar una sefal. Con la ayuda de
un sensor de velocidad (geodfono), éste es movilizado en una linea recta imaginaria fija
a partir del vibrador, alejandose hasta una distancia en la cual se observe que el
sensor y el vibrador se encuentren en fase, i.e., su frecuencia de excitacion sea la
misma. Cuando esto ocurre, se asume que la distancia entre el vibrador y el sensor

equivale a una longitud de onda.
A continuacion se presenta un esquema de la configuracion en terreno del método:

Vibrador
Sensor

£ \V4
N N v
\_/ Terreno

A A

Figura 4.1 Steady State Rayleigh Method
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Asumiendo como verdadera la hipotesis sobre la longitud de onda (1), y conociendo la
frecuencia f del vibrador, se obtiene la velocidad de la onda captada (asumida
completamente Rayleigh) a través de la relacion:

V.=f4 4.2)

Una vez obtenida la velocidad, se procede a la obtencién del perfil de velocidades en

profundidad.

Para esto, se asumen las siguientes hipoétesis:

e Larelacion entre la velocidad de onda Rayleigh y de corte esta dada por:

(4.3)

SN
Q
'_\
[EEN

e La velocidad Vg encontrada, ocurre a una profundidad que esta en directa

relacion con la longitud de onda, A, a través de:

H= (4.4)

4
3
Repitiendo este procedimiento para distintas frecuencias del vibrador, se obtiene una

curva que relaciona la velocidad de propagacion con la frecuencia, conocida como

curva de dispersion, que permite obtener el perfil de velocidades en profundidad.

Una vez obtenida las velocidades, y usando la ecuacion 4.1, se obtiene el perfil de
modulos de corte, y un esbozo de la estratigrafia del subsuelo. A continuacién se
presenta un esquema de las curvas de dispersion y su relacion con los perfiles

estratigraficos.
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Figura 4.3 Relacioén entre V, VA y H.

Estas aproximaciones para obtener los perfiles fueron desarrolladas segun las

limitaciones computacionales que impedian algoritmos eficientes.

Este método demostrd entregar perfiles de velocidad aceptable para terrenos en los
cuales la rigidez aumenta gradualmente en profundidad, sin embargo presenta

problemas en el caso de que exista un estrato mas rigido sobre otro mas blando.

Un elemento que determina la sencillez del método es el factor de escala, que
simplifica el procedimiento respecto de los métodos geofisicos, no solo por las
magnitudes de las longitudes de ondas que existen, sino también por las distancias
entre la fuente y los sensores que detectan las sefales, que combinadas con las
caracteristicas dispersivas de la onda tienen una gran influencia en los registros. Otra

hipotesis importante asumida en el método es que la superposicién modal coincide en
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el primer modo. Si se conociera de manera precisa la contribucion de cada modo en el

tren de ondas, el método seria mucho mas efectivo.

En la actualidad, las hipétesis planteadas por Jones son un buen criterio para

determinar las condiciones iniciales para los algoritmos actuales de inversién.

El Steady State Rayleigh Method no tuvo la masificacion deseada por la ineficiencia en
términos de tiempo y procesamiento de datos que requeria para la obtencién de
resultados, a pesar de poseer enormes ventajas como el ser no intrusivo y barato. Asi,
no fue hasta la decada del 80, gracias al avance computacional y desarrollo de
algoritmos eficientes para el analisis de sefales, cuando la Universidad de Texas
(Austin) automatizé el método propuesto por Jones, logrando desarrollar con pocas
mediciones en terreno y analisis espectral adaptado de la ingenieria eléctrica y la
geofisica, el método hoy conocido como Analisis Espectral de Ondas superficiales, el
cual es barato, no intrusivo y rapido, transformandose en poco tiempo en una de las

herramientas no destructivas mas poderosas para la caracterizacion geotécnica.

La flexibilidad del método ha permitido implementarlo en la caracterizacion de
pavimentos, depodsitos de relleno y elementos estructurales, variando Ila
implementacion del método a través de cambios en el tipo de fuente y el analisis de

senales.

Actualmente se han desarrollado distintas técnicas en el analisis de senales, que
permiten a través del uso de ondas provenientes de vibraciones ambientales o
impulsivas, no solo la determinacion del perfil en profundidad de Vs, sino también del

amortiguamiento.

A continuacion se describe el método conocido como analisis espectral de ondas

superficiales.
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4.4 SASW: Adaptacion moderna de SSRM

La sigla SASW proviene de Spectral Analysis of Surface Waves, o bien Analisis

Espectral de Ondas Superficiales.

El Analisis Espectral de Ondas Superficiales (0 Rayleigh) es una simplificacion
sofisticada del Steady State Rayleigh Method desarrollado por Jones en los afios 50.
En él, ya no es necesario trasladar el gedfono para determinar las velocidades
asociadas a las ondas y solamente basta detectar, simultdneamente en dos lugares
distintos, la onda Rayleigh y a través de un analisis espectral de sefiales discretas,
establecer la distribucion de energia y fases asociadas a cada frecuencia de la onda,

para determinar la velocidad de propagacion de ésta.

En la actualidad, la informacion contenida en un amplio rango de frecuencias de un
tren de ondas asociado a una sefal generada por un impulso es posible descrifrarla a
través de analisis espectral y desarrollo de algoritmos eficientes de la transformada de
Fourier. Asi, el Analisis espectral de Ondas Rayleigh combina el método propuesto por
Jones y los adelantos computacionales en el analisis de sefiales, para desarrollar un
método no intrusivo, facil y rapido en la obtencion de perfiles de velocidad de onda de
corte en profundidad.

El método puede ser resumido en tres etapas:
1. Adquisicion de datos.
2. Obtencion de curvas de dispersion.

3. Problema Inverso

A continuacion se detallara el desarrollo de cada una de las etapas del método.
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4.4.1 Adquisicion de datos en terreno

La metodologia para detectar senales y obtener los datos de terreno es la siguiente:

1. Existen 2 configuraciones tipicas para la deteccién de sefiales en terreno.

La primera es a través de la determinacion de una linea imaginaria fija. Luego, dos
sensores son instalados a una distancia D entre ellos, con el primer sensor
colocado a una distancia D de la fuente, siendo la linea imaginaria el eje de
simetria del arreglo, como se indica en la figura 4.4. Esta configuracién es

denominada arreglo con eje de simetria.

G
Source lﬂ Source
d()
JVA S v
d,=2d,
d,=2d,
d,=2d,

Figura 4.4 Arreglo con eje de simetria

Este criterio con eje de simetria y distancias iguales fue propuesto por Sanchez-

Salinero (1987), para balancear los efectos del campo cercano.
La segunda configuracion consiste en una posicion fija para la fuente y el primer

sensor, variando la posicion del segundo sensor. A ésta configuracion se le

denomina arreglo con fuente comun.
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Figura 4.5 Arreglo con fuente comun

2. Una vez definida la configuracion con la cual se desarrollara la toma de datos,
se procede con las perturbaciones en el suelo que generaran las ondas

impulsivas.

Si el arreglo es con eje de simetria, se ejecutan las perturbaciones (5 perturbaciones
es un numero suficiente) a un lado del arreglo de gedfonos (Medicion directa). Se
cambia la fuente a una posicion simétrica y se ejecuta una nueva serie de
perturbaciones (Medicion inversa), promediandose los registros en cada sensor para
mitigar el ruido (el promedio puede ser en tiempo o bien en frecuencia). El criterio de
realizar una bateria de mediciones a ambos lados del arreglo de gedéfonos esta basada
en la mitigacion de los efectos producidos por la no homogeneidad del terreno, no
horizontalidad de los estratos, y distorsiones en la fase debido a la no unicidad de la
fuente mientras que el promedio de los registros mitiga el ruido existente en cada una

de las mediciones, mejorando la razén sefal-ruido.

Si el arreglo es con fuente fija se ejecutan las perturbaciones (5 perturbaciones es un
numero suficiente), se promedian los registros de cada sensor para mitigar el ruido
(promedio puede ser en tiempo o bien en frecuencia), para mejorar la razén sefial-

ruido.

3. Una vez registrados los datos para la distancia D con que se midid, se procede
a aumentar la distancia entre gedfonos, siendo el nuevo espaciamiento el doble

del anterior, para luego repetir los pasos del punto 2.
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4. Aumentando la distancia y utilizando diferentes fuentes, se obtienen curvas de
dispersion en un amplio rango de frecuencias, suficientes para realizar la

caracterizacién del terreno bajo el cual se han realizado las mediciones.

Espaciamientos (D) cortos y fuentes débiles generan altas frecuencias, longitudes de
onda cortas, y por ende poco alcance en profundidad, mientras que distancias grandes
(hasta 60 metros) y fuentes energéticas generan rangos de baja frecuencia, mayor

longitud de onda y por ende mayor alcance en profundidad.

4.4.2 Obtencién de curvas de dispersion

Los registros obtenidos por los sensores verticales son los utilizados para el calculo
de la velocidad de fase de la onda Rayleigh, la cual es funcion de la frecuencia. Para

esto, el principal parametro es el tiempo de viaje de la onda entre sensores.
A continuacién se presenta un ejemplo de registros obtenidos en terreno para dos
sensores consecutivos, dentro de un arreglo de sensores, (Saluggia, Italia, Sebastiano

Foti):

Trazas, Archivo "saluggia 4 hanning.txt", fuente a -3 m.

3m

Distancias [m]

Bm

Tiermpa [s]

Figura 4.6 Registros en el tiempo
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Suponiendo que la onda se propaga en su modo fundamental, que la velocidad de
propagacion aumenta en profundidad y que la sefial esta asociada a una onda plana
moviéndose unidireccionalmente, ésta puede ser expresada en el espacio de la
frecuencia como una superposicion de ondas planas y armoénicas que tienen la misma

forma matematica que aquella que se propaga en un semiespacio homogéneo, Asi:
1 % ;
Y1) == [[y(x @) e Dlgg (4.5)
21 7,

Donde:

ly(x,m)|: Amplitud de la densidad espectral

o(f): fase que aparece por otros efectos.
La ecuacion (4.5) no es rigurosamente correcta ya que no es valida para medios
estratificados, ya que solo es una aproximacion para la velocidad de fase, generando

una dependencia temporal del lugar donde se mide la onda.

Si a ecuacion (4.5) se le aplica la transformada de Fourier, se tiene:

Y(x,0) = [ y(x0) €dt =|y(x, @) -l A H) (4.6)

—00

Asi, se tiene una onda localizada por su frecuencia, en dos posiciones, X; y X,
pudiendo obtener la fase existente en el viaje de una misma frecuencia entre dos

posiciones distintas. Por lo tanto:

En x: Y(x,0) = [ y(x,0)€dt = |y(x, o)) - LA @)
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En x: Y(x,0) = [ y(x,,1) €dt =[y(x,, @) - " HOHOW(48)

Para la determinacion de la fase, se calcula la densidad espectral cruzada, que
describe la distribucion de la energia entre ambos sensores con la frecuencia y
ademas, esta asociado a la transformada de Fourier de la correlacion temporal cruzada
entre ambas sefales. Asi, esta estimacion nos indica la correlacidon existente, en el

espacio de la frecuencia, entre dos puntos por los cuales pasa una misma onda.

Dado que la sefial es discreta, se debe trabajar con algoritmos discretos, por lo cual

para la determinacion de la fase se calcula:

Y, (@) = FFT(y,(1))
Y, (@) = FFT(y,(1))

Gy, = Yl(a’)m

G (0) =y (s @) -l

], ‘y(xz , a))‘ . e[i»(¢(w)—k(w)»x2)] (410)

i-k(0)-(x,=x)]

Gy, (@) = |y(x,, @) - y(x,, )] - !

Asi, la fase estara dada por la ecuacion:
Im(G,,
0, = atan[(lz)} 0 e[-r,r] (4.11)

Re(G,,)

Por ende, la velocidad de la onda Rayleigh se determina de la siguiente manera:
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T
0=2T g0, 9 (4.12)
T t 2.7 f
D D, -2
V12=i:>V12 . bl
¢ 0,

Obteniendo la velocidad de fase de la onda Rayleigh entre ambos sensores. Con estos

parametros construimos las curvas de dispersion correspondientes.

Un aspecto importante es el rango de frecuencias en el cual la velocidad de fase es
considerada valida, lo cual depende de la razén sefal-ruido, la distancia existente entre
sensores y las longitudes de ondas asociadas a la sefal captada. Sin embargo, es
necesario considerar otros mas rigurosos. Asi, dada la necesidad de establecer un
criterio de seleccion de frecuencias validas, se utiliza la funcién de coherencia, definida

por la ecuacion:

Gy () - Gy ()
Gy (@) -Gy (@)

Vi (@) = (4.13)

Donde Gi,(w) es el espectro de potencia (densidad espectral) cruzado de la sefal, y
G11(m) con Gyy(w) son los espectros de potencia cada sefal por separado, definidos

por:

Gy (w) = Yl(a’)m (4.14)
Gzz(w)zyz(w)'m (4.15)

Los valores de la coherencia estan en el rango [0,1], incrementandose la calidad de los
datos en la medida que la coherencia sea mas cercana a 1. Generalmente, un dato se

cataloga como vélido cuando tiene una coherencia mayor a 0.9.
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Otro aspecto importante es el calculo de la fase a partir de la funcién arco tangente. La
fase calculada por analisis espectral pertenece al intervalo [-n,n], por lo cual otro
procedimiento critico que se hace necesario es el denominado desempaquetamiento

de la fase (phase unwrapping), que entrega el valor real de |a fase.

Los analisis de Fourier generan una representacion de la fase dada por una funcion
modulo-2r, dificil de interpretar. Por ende, es necesario desempaquetar esta fase en
una funcion continua, que permita observar la fase real, y el consiguiente tiempo de

retraso para el célculo de la velocidad de fase (ambos en funcién de la frecuencia).

A continuacién se presentan en la figura 4.7, los parametros espectrales del calculo de
la fase entre 2 gedfonos y el rango de frecuencias que han sido desechadas para la
evaluacion de la misma. Se observan las densidades espectrales directas del sensor 1
(G11), del sensor 2 (G22), la densidad espectral cruzada (G12), la fase empaquetada,

la fase desempaquetada, y la funcidn de coherencia.

APS sensor 1, ch 2, 80m Wrapped phase, chs. 2y 18, 80m
10000 . T T T T 200
— APS1 —
=
— o
0 5000 @ 0 |
z 2
L=
OO 10 20 30 40 50 B0 -200 10 20 30 40 500 | 60
Frequency [Hz] Frequency [Hz] %
APS sensor 2, ch 18,80 m Unwrapped phase, chs. 2y 1§, $01p
£000 £000
——aPS2 1 9
= g [ =
4000 1 & 4000f S 1]
0 o 3 —
& % © ©
2000 = 2000 % (o))
o
0 . 0 . . . . - .
0 10 20 30 40 50 60 —| 10 20 30 40 509 | 60
Frequency [Hz] Frequency [Hz] o
CPS1-2 Coherence, canales 2y 18,
G000 1
—CPS512 - 1
& 4000 1 =
L 305
@ R
5 2000 5
8]
0 v 0 ‘ v ; :
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

Frequency [Hz] Frequency [Hz]

Figura 4.7 Parametros espectrales
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Otro aspecto importante en la validacién de datos estd asociado a los efectos del
campo cercano, las dimensiones de las longitudes de onda y la atenuaciéon geométrica

de éstas.

El campo cercano es la distancia (desde la fuente) a partir de la cual se puede
considerar que la onda generada es exclusivamente Rayleigh. La determinacion de
éste campo es uno de los mayores problemas del método, logrando a través de los
afios y en base a modelaciones y experimentaciones, un criterio aproximado que
mitigue en parte la existencia de ondas de cuerpo, utilizando criterios respecto de la
longitud de onda. Asi, se define el siguiente criterio para validar los datos por longitud
de onda, propuesta por Gucunski & Woods (1992):

§£/132-D (4.16)

Donde D es la distancia entre gedponos y A es la longitud de onda. Otros criterios de
validacion se han propuesto, asi como también otros detalles en el analisis de sefales,
los cuales han sido implementados en el presente estudio, los cuales son detallados en
el capitulo siguiente, donde se presenta la implementacion de todos estos conceptos a

medidas de terreno.
Como se puede notar, en el analisis espectral de ondas Rayleigh, la eleccién de datos

validos es muy dependiente de quien manipula la sefial, haciendo necesaria la

implementacion de un método mas automatico para obtener curvas de dispersion.
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A continuacién se presenta la curva de dispersion del terreno de Saluggia (ltalia, S.
Foti):

Dispersién (Ochoa) Longitud de onda w/s Velocidad
G00F . T . 0 Lo ' :
. |
1 10
s00} | 1 .
20 B
400 - 1 - L i
—_ | E 0
£ =
- H
] O 4
2 200 3
2 3
3 =)
5 501 4
g g
200
60
100 1 T0r b
80
O L L 1 L 1 L 1 1 '
] 20 40 60 80 100 0 200 400 600
Frecuencia [Hz] ‘Velocidad Fase [m/s]

Figura 4.8 Curva de dispersion Saluggia, Italia

Una vez que la curva de dispersion es obtenida, y los puntos agrupados
estadisticamente, se procede con el desarrollo de la inversion.
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4.4.3 Problema Inverso

Un problema inverso esta orientado a identificar pardmetros desconocidos de un
problema a partir de un modelo fisico que reproduzca de buena forma los datos que se

obtienen de mediciones experimentales.

El problema inverso asociado al analisis espectral de ondas Rayleigh esta dado por la
determinacion de una curva de dispersion tedrica a partir de un modelo fisico de
propagacion de ondas Rayleigh en medios estratificados, y la comparacion de ésta con

la curva de dispersion obtenida a partir de los datos del terreno.

Asi, el problema de inversion es un proceso de optimizacién que busca minimizar:

Error = Min(V, (4.17)

bservada teorica )

Cuando este minimo se alcanza, la inversion ha convergido y la solucién determinada.

Existen dos aspectos criticos en el problema de inversion:

e La eleccion de un modelo consistente para modelar fisicamente el suelo.
Los métodos de caracterizacion geotécnica asumen que el subsuelo esta
formado por estratos homogéneos, lineales y elasticos, de capas planas y
horizontales. Esta hipotesis no es un problema significativo ya que el método
esta orientado a describir la variacion de las propiedades mecanicas en

profundidad con un bosquejo aproximado y no exacto del subsuelo.
Un problema serio en esta hipotesis es el encontrar heterogeneidades laterales

en el suelo y estratos inclinados, lo que distorsiona los valores reales de los

resultados.
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¢ No unicidad de la solucion encontrada.
El principal problema para la correcta convergencia de la solucién en la
optimizacion es la determinacién de una condicion inicial de iteracién, dada por
una configuracién hipotética de estratos que describa la variacion de la rigidez
en profundidad, para el posterior proceso de iteracidon. La condicion inicial debe

ser bien elegida para la correcta convergencia de la solucion.

El problema de inversiébn de curvas de dispersion ha sido uno de los temas
fundamentales en la investigacion de la caracterizacién geotécnica no intrusiva con
ondas superficiales en los ultimos 15 afos, impulsados por el avance de métodos
computacionales numeéricos y de optimizacién que han minimizado los costos y
tiempos involucrados en la convergencia de una solucion. Dentro de las principales
referencias sobre el problema inverso de ondas Rayleigh se encuentran Herrmann
(1987), Tarantola (1990), Rix (1993), Orozco (2002) y Strobbia (2003).

A continuacién se presentan resultados de la inversion (algoritmo similar al método de
Montecarlo) de una curva de dispersion obtenida en Saluggia, suponiendo una capa de

7 metros sobre un semiespacio infinito. V, se asocia a la velocidad de onda Rayleigh.

Iteracion de soluciones predeterminadas, busqueda menor RMS.
T T T

TOO - =

Wr[m]

Frecuénoia [Hz]

Figura 4.9 Iteraciones en el proceso de inversién
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En la figura 4.10 se muestra la solucion definida para ésta inversion.

lteracion curvas dispersion, H=7 m, RMS5=40.0018
T T T T 1
70O —

600 (-
500 d

400 k .

Vr [m]

300 . '_

100

1 1
0 20 40 60 80 100
Frecuencia [Hz]

Figura 4.10 Curva de dispersion solucion

Finalmente, en la figura 4.11 se puede observar la distribucién de velocidades para el

modelo de una capa de 7 metros de espesor sobre un semiespacio:

Perfil velocidades capa-semiespacio, H=7 m

Profundidad [m]

251
30}

35! L L ! . . — >
0 100 200 300 400 500 600 700
Velocidad Onda de Corte [mvs]

Figura 4.11 Distribucion de velocidades, capa de 7 metros sobre semiespacio
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4.5 Observaciones y aplicaciones sobre el andlisis espectral de ondas Rayleigh

Cabe destacar las ventajas que presenta el analisis espectral de ondas Rayleigh

como alternativa valida de caracterizacién geotécnica no intrusiva.

La caracterizacion geotécnica para obtener V, se puede optimizar a través del uso de
ondas Rayleigh, aprovechando las bondadosas caracteristicas de su propagacion en
medios estratificados. Esto, hace que sea un método rapido y econémico, ya que al ser
no intrusivo, no requiere tiempo en la realizacion de calicatas ni mayores gastos en

traslado de equipos.

El desarrollo e implementacion de éste método lo hace versatil ya que se puede aplicar
a la caracterizacion de pavimentos y otros elementos estructurales. Ademas, dado que
su objetivo es la determinacion de Vs, es posible extender su uso a la evaluacion del
potencial de licuacién en terrenos arenosos y a la evaluacion de calidad de distintos

métodos de compactacion por simple comparacion de curvas de dispersion.

Respecto del andlisis de sefiales, dado que el parametro relevante a determinar con el
método es la velocidad de fase, nuevas técnicas de andlisis de sefiales como la
transformada f-k y método SPAC pueden ser utiles para su obtenciéon. La ventaja de
estos métodos es que independizan la eleccién de datos validos del criterio del

manipulador de las sefales.

De la misma manera, el uso de varias estaciones en vez de dos, puede optimizar los

resultados y a la vez caracterizar mayores profundidades.
A continuacién se presentan algunas aplicaciones del método de caracterizaciéon

geotécnica usando ondas sismicas de superficie, que avalan su confiabilidad y

efectividad.
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5 METODOLOGIAS PROPUESTAS, DETALLES Y RESULTADOS

5.1 Introduccidn

En el presente capitulo se describe el procedimiento realizado para desarrollar el
método que permite la caracterizacion geotécnica a través del uso de ondas Rayleigh.
Como se menciond previamente, el esfuerzo realizado esta orientado principalmente a
comprobar que el método es una herramienta fiable y capaz de obtener un perfil
aceptable de velocidad de onda de corte en profundidad, asi como estudiar la
factibilidad de poder establecer una (maximo 2) velocidad de onda de corte promedio

para los primeros metros de profundidad.

Tal como se vio en el capitulo 4, la caracterizacion geotécnica con ondas Rayleigh

consta de tres etapas para su desarrollo:

1. Adquisicion de datos.
2. Obtencién de curvas de dispersion.

3. Problema Inverso

Cada una de las etapas del método requiere de detalles establecidos en base a arduos
estudios realizados desde el afio 1984, cuando se present6 el método a la comunidad
geotécnica de manera automatizada (Nazarian & Stokoe, 1984). Estos detalles son
descritos detalladamente, con el fin de destacar aquellos elementos que son mas
relevantes que otros para la obtencion de resultados satisfactorios. En cada etapa se
explicitan resultados, intentando ilustrar de manera sencilla, la evolucidn que presentan
los datos, desde que son registrados en terreno, hasta que son procesados a través de
analisis espectral de manera de obtener como resultado final, previo desarrollo de

inversion, un perfil de velocidades de onda de corte.
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Cabe destacar que el método ha sido desarrollado con andlisis espectral, asumiendo
solamente fuentes del tipo activa, que requieren de un impacto con la suficiente
energia para perturbar el terreno y registrar de manera correcta las ondas de Rayleigh

en la superficie.

5.2 Adquisicion de datos

Para la adquisicion de datos en terreno se requieren sensores de componente
vertical, capaces de detectar de manera correcta movimientos verticales, en rangos de
bajas frecuencias que permitan caracterizar asi mayores profundidades. Geéfonos que
permitan realizar mediciones con dicha calidad pueden ser del tipo Lenartz L4-C, con
resoluciéon de 1 Hz, o bien sensores de 4 Hz de frecuencia natural. A continuacion, la

figura 5.1 presenta un sensor del tipo utilizado en un ensayo de ondas superficiales:

Figura 5.1 Sensor de velocidad, De 14 Hz, en el sector de Lo Aguirre.

Para captar las sefiales, se ocupan sistemas de adquisicion como un digitalizador, o
bien un digitalizador espectral. Existen varios digitalizadores, como por ejemplo Hewlett
Packard 3562A, o bien el GEODE. La ventaja de los digitalizadores espectrales es que
permiten definir en terreno rapidamente los parametros espectrales como espectros de

potencia y coherencia.
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La figura 5.2 muestra un GEODE, equipo de adquisicion de datos utilizado para realizar
mediciones en terreno, perteneciente al laboratorio de Sélidos del proyecto MECESUP,

de la Universidad de Chile:

Figura 5.2 Equipo de adquisicion de datos, GEODE.

5.3 Desarrollo de etapas

5.3.1 Adquisicién de datos

Debido a la poca disponibilidad de sensores capaces de detectar frecuencias bajas,
y ante la necesidad de verificar que los procedimientos realizados son correctos, se
utilizaron registros facilitados por Sebastiano Foti, profesor del departamento de
ingenieria estructural y geotécnica del Politécnico de Torino (Italia). Estas mediciones
fueron registradas en el terreno de Saluggia, en ltalia. Las caracteristicas de los

registros son las siguientes:

e Son 5 registros, cada uno de 24 canales (cada canal corresponde a un
geofono)
e Los geodfonos para detectar el movimiento de particula son 4.5 Hz de frecuencia

natural.
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e Las mediciones fueron registradas usando un pretriggering de 1.798 segundos,
lo que permite que los registros asociados a cada sefial estén relativamente
centrados en torno a su peak.

e El intervalo de muestreo de los registros es de 0.002 segundos, garantizando
una frecuencia Nyquist, fnyquist=250 Hz, suficiente para observar el rango de
frecuencias de una onda Rayleigh.

e EIl tiempo de duracion de cada registro es de 4.096 segundos. Con esta
duracién, y considerando el intervalo de muestreo de 0.002 segundos, el
numero de puntos del registro es de 2048, que corresponde a una potencia de
2, facilitando la aplicacién de la transformada rapida de Fourier (FFT).

o El espaciamiento en terreno entre sensores es de 3 metros de distancia

e Ladistancia entre la fuente y el primer sensor del arreglo es 3 metros

Dado que son 5 los registros disponibles, se presentara el procesamiento de datos
para la obtencién de las curvas de dispersion segun dos modalidades, implementando

las herramientas estudiadas en el capitulo 3:

1. Desarrollo a partir de un registro individual.
2. Desarrollo a partir del promedio de las estimaciones espectrales de los 5

registros en el espacio de la frecuencia.

A continuacion se presenta el procedimiento realizado sobre los datos para obtener las
curvas de dispersidon asociadas a los registros mencionados. Los 5 registros fueron
designados como: Saluggia 1, Saluggia 2, Saluggia 3, Saluggia 4, Saluggia 5. El
registro para obtener las curvas de dispersion a partir del promedio de las estimaciones
espectrales en el espacio de la frecuencia se designé Saluggia_todos. El programa
que calcula las curvas de dispersion se llama raw_dispersion. Este programa entrega
curvas de dispersion compuestas brutas, formadas a partir de miles de datos
provenientes del procesamiento de los registros de los distintos geéfonos del arreglo.
El detalle de estos procedimientos sera hecho para Saluggia 1 en el caso del
desarrollo de un registro, y con Saluggia_todos para el desarrollo hecho utilizando

promedio en frecuencia.
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5.3.2 Calculo de curvas de dispersion

5.3.2.1 Introduccioén

El desarrollo de las curvas de dispersion de éste trabajo, como ya se ha descrito, ha
sido realizado a través de analisis espectral usando transformada discreta de Fourier.
El procedimiento para la obtencién de éstas curvas se realiza desarrollando dos

modalidades:

e Utilizando un registro

e Utilizando un set de registros

La diferencia entre ambas modalidades esta dada por el calculo de las estimaciones
espectrales asociadas a los datos de cada registro, especificamente la funcién de
coherencia a partir los espectros de potencia. Al utilizar un solo registro para el calculo
de la funcion de coherencia, se realiza smoothing de los espectros de potencia, lo que
basicamente implica promediar el mismo espectro de potencia varias veces, desfasado
entre sus puntos. Esta metodologia se denomina promedio en tiempo, ya que el
registro puede ser obtenido a partir del promedio temporal de varios disparos. Por su
parte, en la determinacién de la curva de dispersion utilizando varios registros, la
funcion de coherencia y la fase se definen a partir del promedio de los espectros de
potencia (directo y cruzado), metodologia denominada como promedio en frecuencia.
Desde el desarrollo del método, y dada la disponibilidad de digitalizadores de sefiales
para realizar la adquisicion de datos, la metodologia para determinar curvas de
dispersion se realiza preferentemente a partir del promedio de las estimaciones

espectrales asociadas a cada registro.

A continuacion se detalla el procedimiento de obtencion de las curvas de dispersion

utilizando ambas modalidades.
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5.3.2.2 Curvas de dispersion con un registro individual.
El detalle del procedimiento para ésta alternativa se realizardan con el registro

Saluggia_1, del cual se describieron sus principales caracteristicas en la seccion
anterior.

La figura 5.3 muestra las trazas asociadas a cada uno de los canales de Saluggia_1:

Trazas Registro "salugygia 1", fuente a 3 m.

Im I
B m [r
1
W

I
12m -
15 m it
18 m
21m
24m
27m
30 m
33m
36 m
39 m
42 m
45 m
48 m
S1m
24 m
57 m
B0 m
B3 m
BE m
B9
72m

Distancias [m]

1 1 1 1 1 1 1 1
a 0.s 1 15 2 248 3 348 4
Tiempo [s]

Figura 5.3 Registro Saluggia_1 de 24 canales. Cada canal es un geéfono

Una vez que se tienen los registros del terreno ordenados de manera de realizar los
calculos entre senales, acordes a la configuracion de los geofonos en terreno, es

necesario aplicarle a estos una ventana taper para minimizar los efectos del leakage.

El leakage se origina por la necesidad de aplicar transformada discreta de Fourier a un
registro, lo que implica asumir periodicidad de la sefial, haciéndose necesario manejar
de manera adecuada el inicio con el final de ésta. Por otra parte, la sefial registrada
(asi como las frecuencias) es discreta, y por ende no tiene toda la informacion
referente a la sefal continua de la cual provienen los registros medidos. Ademas, las

frecuencias de la sefal original deben tomar el valor de frecuencias asociadas al
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muestreo que se le impone, generando traslacion de la informacion de una frecuencia
a otra, ya sea ésta mas alta o mas baja. Este “escape” de frecuencias o “leakage” es lo
que se debe minimizar a través del uso de ventanas, que suavicen la discretizacion de
la sefal, o bien aumentando la resolucion en frecuencia. Una manera de minimizar el
leakage es lograr que el inicio y el final del registro sean 0 (cero), asumiendo en parte

la existencia de ésta periodicidad forzada. Esto es lo que hacen las ventanas.
Cabe destacar de la figura 5.3 que las trazas estan relativamente centradas, lo que
representa una ventaja en el manejo de las sefales, ya que permite la aplicacion de

una ventana simétrica. La ventana utilizada corresponde una del tipo Hanning. Esta

ventana tiene la siguiente ecuacion asociada:

w(n)= 0.5(1— cos(zj\zfnn (5.1)

N es el nimero de puntos de la sefial, con n €1...N . El gréfico de ésta ventana es:

5] 1
H =H 18K

Figura 5.4 Ventana Hanning para N=100 puntos.

Una vez que la ventana ha sido aplicada sobre el registro de las sefiales, se procede a

definir la configuracion del archivo base que entrara al programa raw_dispersion.
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La configuracién del archivo (extension txt) de entrada del programa raw-dispersion

es:

1era linea: Fila de 24 columnas, con el intervalo de tiempo de muestreo de la
sefal.

2da linea: Fila de 24 columnas, donde se indica el nUmero correspondiente al
geofono correspondiente a cada columna. La numeracion va del 1 a 24.

3era linea: Fila de 24 columnas, donde se indica la distancia del gedfono
correspondiente respecto a la fuente

4ta linea: En esta linea empieza el arreglo, una matriz de 2048x24 elementos,
que contiene los registros de las sefiales captadas por cada uno de los 24

geofonos.

La tabla 5.1 presenta una parte del archivo Saluggia_1, para entender el esquema de

los datos que ingresan a la rutina raw_dispersion:

0.002

1

3
0.00E+00
-8.51E-08
-4.80E-07
-1.19E-06
-2.93E-06
-5.34E-06
-8.83E-06
-1.24E-05
-1.86E-05
-2.25E-05
-3.01E-05
-3.68E-05
-3.71E-05
-4.03E-05
-3.85E-05
-2.90E-05
-2.51E-05
-6.84E-06
1.10E-05
1.14E-05
4.17E-05
4.90E-05
8.62E-05
1.04E-04
1.56E-04
1.91E-04
2.35E-04
2.72E-04
3.13E-04

0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002
2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12 13 14
6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00
-1.41E-08  6.09E-08 1.12E-07 1.82E-07 1.92E-07 1.36E-07 1.34E-07 1.07E-07 6.88E-08 2.20E-08 4.51E-09 -1.24E-08  -5.64E-09
-2.62E-07  7.22E-08 3.92E-07 6.97E-07 6.72E-07 5.12E-07 4.76E-07 3.38E-07 2.84E-07 8.57E-08 -4.29E-08  2.26E-08 1.13E-07
-1.01E-06 ~ -1.37E-07  7.61E-07 1.65E-06 1.43E-06 1.16E-06 9.95E-07 1.08E-06 1.01E-06 3.40E-07 1.78E-07 9.13E-08 3.55E-07
-2.26E-06  -1.08E-06  5.59E-07 2.36E-06 2.56E-06 1.89E-06 1.79E-06 1.69E-06 1.63E-06 8.12E-07 3.61E-07 5.41E-08 5.41E-08
-3.78E-06  -2.26E-06  -3.52E-07  3.07E-06 3.69E-06 2.16E-06 2.93E-06 2.99E-06 2.65E-06 2.31E-06 1.16E-06 7.75E-07 8.18E-07
-5.76E-06  -4.55E-06  -2.25E-06  2.27E-06 3.98E-06 4.08E-06 4.22E-06 4.63E-06 4.89E-06 3.86E-06 0.00E+00 9.54E-07 1.75E-06
-1.04E-05  -6.96E-06  -4.20E-06  3.32E-07 6.08E-06 3.40E-06 4.03E-06 6.71E-06 6.52E-06 3.79E-06 1.49E-06 3.26E-06 1.96E-06
-1.53E-05  -1.10E-05 -8.91E-06  3.61E-07 5.99E-06 4.84E-06 4.94E-06 8.30E-06 6.78E-06 5.92E-06 3.61E-06 6.17E-06 3.68E-06
-2.06E-05  -1.50E-05  -1.33E-05 -4.48E-06  6.44E-06 6.58E-06 6.26E-06 1.02E-05 8.81E-06 1.02E-05 6.62E-06 5.39E-06 4.89E-06
-2.28E-05  -2.28E-05 -1.76E-05  -6.20E-06  5.13E-06 2.48E-06 4.74E-06 9.75E-06 9.19E-06 1.35E-05 7.56E-06 1.13E-05 3.04E-06
-2.78E-05  -3.28E-05 -2.60E-05 -1.40E-05 3.62E-06 3.75E-06 7.03E-06 6.34E-06 1.16E-05 1.67E-05 1.60E-05 1.57E-05 5.39E-06
-3.47E-05  -3.66E-05  -3.43E-05  -2.14E-05 1.14E-06 4.06E-06 7.63E-06 4.14E-06 1.06E-05 1.63E-05 1.71E-05 1.80E-05 9.99E-06
-4.39E-05  -4.58E-05  -4.20E-05  -3.11E-05 1.14E-06 -1.52E-06  8.29E-06 -4.76E-07  9.62E-06 1.45E-05 2.12E-05 1.69E-05 8.19E-06
-461E-05  -514E-05  -5.65E-05  -3.33E-05 -1.05E-05 -5.19E-06  4.20E-06 -5.30E-06 1.05E-05 1.39E-05 2.55E-05 1.94E-05 1.30E-05
-471E-05  -573E-05  -5.84E-05 -4.08E-05 -1.50E-05 -4.31E-06  7.61E-07 -2.08E-05 1.27E-06 1.36E-05 2.05E-05 1.79E-05 1.27E-05
-4.69E-05  -5.01E-05 -6.84E-05 -5.66E-05 -2.16E-05 -1.15E-05  -4.62E-06  -2.06E-05 -4.76E-06  4.47E-06 2.03E-05 1.93E-05 2.51E-05
-3.70E-05  -4.95E-05  -6.92E-05 -5.98E-05 -3.54E-05 -2.17E-05 -9.29E-06  -2.70E-05  -9.78E-06  7.66E-06 8.31E-06 2.05E-05 2.88E-05
-3.14E-05  -5.26E-05  -7.36E-05 -7.16E-05 -4.55E-05 -3.01E-05 -1.84E-05 -4.15E-05 -1.94E-05 -1.11E-05  4.02E-06 1.19E-05 4.49E-05
-2.89E-05  -4.56E-05  -7.86E-05 -9.14E-05 -7.77E-05 -4.90E-05 -2.79E-05  -3.50E-05 -2.63E-05 -2.58E-05  0.00E+00 7.12E-06 5.01E-05
-1.89E-05  -5.05E-05  -8.46E-05 -9.36E-05 -1.06E-04 -7.46E-05 -4.06E-05 -5.28E-05 -444E-05 -2.16E-05 -1.33E-05  1.85E-05 5.32E-05
9.20E-06 -5.57E-05  -7.86E-05  -1.05E-04  -1.26E-04  -9.32E-05  -4.90E-05 -5.20E-05 -5.15E-05  -3.08E-05 -8.70E-06  3.63E-05 6.04E-05
1.53E-05 -4.72E-05  -6.79E-05  -1.23E-04  -1.44E-04 -1.06E-04 -7.01E-05 -5.95E-05 -6.60E-05 -3.66E-05 -1.77E-05  1.64E-05 5.40E-05
6.23E-05 -2.36E-05  -6.17E-05  -1.15E-04  -1.65E-04  -1.39E-04  -9.33E-05 -6.02E-05 -7.31E-05 -397E-05 -3.85E-05 -1.01E-05 1.94E-05
7.79E-05 -7.47E-06  -4.61E-05  -1.22E-04  -1.56E-04  -1.37E-04  -9.90E-05  -1.03E-04  -9.25E-05  -5.36E-05  -5.68E-05  -1.04E-05  -2.08E-05
1.08E-04 1.80E-05 -2.68E-05  -1.07E-04  -1.48E-04 -1.58E-04 -1.37E-04 -1.18E-04 -761E-05 -6.66E-05 -6.06E-05 -2.89E-05 -1.97E-05
1.60E-04 6.36E-05 -251E-05  -1.07E-04  -1.27E-04  -1.52E-04 -1.47E-04  -1.45E-04 -8.92E-05 -9.22E-05 -941E-05 -3.73E-05  -5.26E-05
1.78E-04 7.56E-05 8.63E-06 -6.61E-05  -1.21E-04  -1.30E-04  -1.34E-04  -1.48E-04  -7.60E-05 -1.01E-04 -9.41E-05  -3.94E-05  -7.48E-05
2.38E-04 1.44E-04 2.70E-05 -1.72E-05  -9.85E-05  -9.37E-05  -1.42E-04 -1.66E-04 -9.76E-05 -1.07E-04  -1.05E-04  -5.92E-05  -8.57E-05

Tabla 5.1 Esquema de la informacién contenida en un registro.

Una vez que el archivo ha sido ingresado al programa, éste procede al calculo de las

estimaciones espectrales (Espectros de potencia directo, cruzado, fase, fase

desempaquetada y coherencia). Para el calculo de estos parametros, es posible
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trabajar con todos los pares de gedfonos posibles, utilizando de manera simultanea
una configuracion algo alternativa de “arreglos con fuente comun”, escogiendo un
primer gedfono como fijo, variando el segundo gedfono dentro del los gedfonos

restantes. Un esquema de esto se representa en la figura 5.5:

Primer gedfono fijo, segundo variable

Fuente

Fuente

W v V VY V YeeeoooV

Figura 5.5 Pares de gedfonos en el calculo de estimaciones espectrales

Una vez que se define el par de geodfonos, se procede al calculo de las estimaciones
espectrales teniendo las siguientes consideraciones en la manipulacion de los registros

correspondientes a cada sensor:

Precision de 0.5

e Resolucién en frecuencia de 0.244 Hz

e En base a la precisién y resolucion en frecuencia, definir el numero de puntos
necesarios para satisfacer ambas condiciones

e Definir n del smoothing. Se utilizé como maximo, n=>5.

¢ Resta del promedio de los registros a los registros mismos

¢ Realizacion del zero padding y aplicacion de FFT
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¢ Definicion de las frecuencias y espectros de potencia, directos y cruzados de la
correlacién circular, y luego calcular los espectros continuos, considerando
fNyquist-

e Calculo de la fase y posterior desempaquetamiento de ésta.

e Aplicacién del smoothing a las estimaciones espectrales, éste se realizé con 10
puntos, dado que el n definido como maximo es 5.

e Una vez realizado el smoothing, calcular la coherencia.

Hasta éste punto, el operador de las sefales tiene definidos todos los parametros
espectrales fundamentales para la definicion de la curva de dispersiéon. Un ejemplo de
los parametros espectrales y su evolucidn entre los distintos sensores que captan la
sefal se presentan desde en la figura 5.7 a 5.11. Es posible observar que la fase se
desarrolla bastante bien, mientras que la coherencia entre los rangos de 4 a 100 Hz
presenta valores que indican que los datos son confiables en ese rango. Es interesante
el hecho de que la fase y la coherencia se desarrollen bastante bien, incluso para
frecuencias mayores que aquellas hasta las cuales los espectros de potencia tienen

mayor cantidad de informacion.

La figura 5.11 (Parametros espectrales entre gedéfonos 1 y 15) muestra que la
coherencia en el rango 4-100 Hz presenta intervalos de frecuencia donde los datos
presentan poca calidad, incrementando su pobreza cuando la distancia entre los
geofonos es mayor, ie, sensores 16 a 24. Al observar la figura 5.3, se aprecia que la
menor calidad de los datos coincide con que a partir del gedfono 15, ubicado a 45
metros de la fuente, las trazas de los registros practicamente no tienen informacion
sobre el movimiento de particula. Por ésta razén, y para evitar que datos de poca
calidad interfieran en un correcto resultado, los analisis y calculos (Para todos los
registros de Saluggia) han sido realizados para los geodfonos del 1 al 15, teniendo el
arreglo analizado un largo de 42 m (45 metros desde la fuente). La figura 5.6 muestra

de mejor manera las trazas seleccionadas.
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Figura 5.6 Trazas seleccionadas para evaluar curvas de dispersion.
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Figura 5.7 Parametros espectrales, geéfonos 1 y 3, separados 6 metros
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Figura 5.8 Parametros espectrales,
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Figura 5.9 Parametros espectrales,

Angulo, canales 1y 5, 12 m.
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Figura 5.10 Parametros espectrales, gedfonos 1y 11, separados 30 metros
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Figura 5.11 Parametros espectrales, gedfonos 1y 15, separados 42 metros
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Con la fase y la coherencia definidas, sabiendo la distancia entre los geéfonos de las
senales evaluadas, es posible definir la velocidad de fase de la onda Rayleigh, y por
ende obtener su curva de dispersidn asociada. Esta curva de dispersién incluye tanto
la informacidon de alta calidad, asi como la de mala calidad. A esta curva se le
denomina dispersion bruta. Asi, es necesario aplicar criterios de validacion para
separar ambas clases de datos. Se definen los datos validos de la curva de dispersion,
eligiendo estos ya sea por criterio del operador (Este criterio se aplica picando la
sefial entre aquellos rangos de frecuencia que el operados considera valido), o bien
por los criterios automatizados propuestos en base a longitudes de onda y valores de
la funcion de coherencia (definido como “con A", ya que considera la longitud de onda

y la coherencia), segun lo visto en el octavo capitulo.

En la figura 5.12 se observa la denominada dispersion bruta existente en los geéfonos
2 y 7, separados 15 metros, apreciandose la velocidad de fase en funcién de la
frecuencia, incluyéndose ademas la relacién entre la velocidad de fase (C,) y la longitud
de onda (L), que como se vio en el capitulo 4, entrega una idea bastante aproximada

de la distribucién de la velocidad de onda de corte en profundidad.
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Figura 5.12 Dispersion bruta, analisis de sensores 2y 7.

El rango valido segun el criterio con que el operador de la sefal define los intervalos de
frecuencia con la informacion mas confiable se desarrolla en base al estudio de la
teoria de curvas de dispersiéon de ondas Rayleigh en medios estratificados y el analisis
de estudios destacados realizados a partir de mediciones de ondas superficiales en
terreno. Como se observa en la figura 5.12, el rango de frecuencia entre los cuales se
observa datos confiables de la curva de dispersién es entre 4 y 95 Hz, coincidiendo en
gran parte con el rango en que se observo que tanto la fase como la coherencia se

desarrollan de manera correcta.
En la figura 5.13 es posible observar los datos validos (asociados al mismo par de

geofonos), obtenidos luego de aplicar tanto los criterios con longitud de

onda/coherencia, como el criterio del operador:
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Figura 5.13 Datos validos, criterios de validacion aplicados

Es posible observar como los datos validados a través de ambos criterios, a pesar de
ser distintos, coinciden bastante. De los graficos inferiores de la figura 5.12 se ve que
la velocidad de fase aumenta con la longitud de onda, de lo cual es posible afirmar de
manera bastante certera que la velocidad de onda de corte aumenta en profundidad.
Esta curva de dispersion representa una parte de la curva de dispersion total,
compuesta por cada una de las partes determinadas a partir de los calculos hechos

entre los distintos pares de geo6fonos.

Una vez que los pares de gedéfonos han sido procesados para componer la curva de
dispersion total, el operador tiene una gran cantidad de informacion representada por
cientos (o miles) de puntos, a través de una curva de dispersién gruesa, con las
caracteristicas similares a aquella presentada en la figura 5.13, pero mas completa. De
esta curva de dispersion robusta, es preciso minimizar la mayor cantidad de puntos,
cuidando de no perder la informacién relevante del terreno que subyace a las

mediciones.
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Para la minimizaciéon de datos se programé una rutina de manejo estadistico. Esta
funcién agrupa la informacién de la curva de dispersiéon compuesta para reducir el

numero de datos, como lo requiere la inversion. Consta de los siguientes pasos:

e Se subdivide la banda de frecuencias en vecindades de frecuencia, de 1 Hz de
ancho.

e Para cada vecindad (1 Hz) se calcula velocidad promedio y desviaciéon
Standard.

e Se calcula el coeficiente de variacion CV. Si CV es mayor al 7.5%, se eliminan
los datos cuya velocidad sea mayor a los 2/3 de su desviacion estandar. El
procedimiento dentro de la vecindad se repite hasta que CV sea menor al 7.5%.

¢ Luego de realizado estos pasos, se analizan los datos de la siguiente vecindad.

La figura 5.14 muestra la dispersion compuesta del registro saluggia_1, una vez
realizado el analisis estadistico. Se observan las desviaciones estdndar asociadas a
las velocidades de fase de la dispersion. El rango de frecuencias es entre 0 Hz y 100
Hz.
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Figura 5.14 Curva de dispersion, registro Saluggia 1.

Asi, los cientos de datos de la curva de dispersién compuesta bruta, a través de un
correcto manejo estadistico que permite conservar la mayor cantidad de informacién
relevante, se han reducido a no mas de 100. Considerando que la rutina de inversion
aplicada en este trabajo podria requerir de aun mas tiempo, hasta 100 datos es una

cantidad aceptable.

En la figura 5.15 se observan las curvas de dispersién calculadas para cada uno de los
5 registros. Hacia el final del capitulo se muestra la comparacién de todos los
resultados de curvas de dispersion, incluyendo la curva de dispersion obtenida por el

profesor Foti:
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Curva de dupersion, Saluggia 2
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Figura 5.15 Curvas de dispersion, registros individuales
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Con la figura 5.15 finaliza la descripcion de la obtencién de las curvas de dispersion a

partir de un registro individual. En la siguiente seccién se detallara el procedimiento

para determinar la curva de dispersién a partir de un conjunto de registros.
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5.3.2.3 Curvade dispersion con un conjunto de registros

El detalle del procedimiento se realiza utilizando todos los registros (Saluggial ,

saluggia 2, saluggia 3, saluggia 4, saluggia 5) en un arreglo denominado
saluggia_todos.

La diferencia de obtener las curvas de dispersidn con un conjunto de registros, esta
basicamente dada por la definicion de los espectros de potencia, tanto directos como
cruzados, que permiten la obtencién de la fase y la funcién de coherencia. Estos se

calculan a través del promedio de las estimaciones espectrales de cada uno de los
registros individuales.

Antes de proceder con el detalle del procesamiento de los datos, cabe destacar que
cada uno de los registros individuales tiene aplicada una ventana taper. La ventana
utilizada es una Hanning, al igual que para el procesamiento de datos de un registro
individual. De esta manera, se debe almacenar de manera inteligente la informacion de
los 5 registros para poder procesarlos simultdneamente con analisis espectral. Los

datos fueron almacenados en un arreglo, de cuya configuracion se muestra un ejemplo
ilustrativo en la figura 5.15:
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Ch1|Ch2 | Ch3 | Ch4 | Chb5 ™
~ | L

3m| 6m | 9m [12m [16m| _| o | 2
ol 3| &
5| o X

-— ~N ™ < [Te) Q0 9

— — — - — o X

© © © © © 0]

c c c c c @

© ] (0] (1] ]

o o [&] [&] o

[} [} [2] [72] (2}

e 28 el L

© @© @© @®© @©

ol 0o |0 o |0

Figura 5.16 Arreglo de datos 3D, provenientes de varios registros
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De la figura es posible ver como se disponen 3 registros (correspondientes a 3
disparos diferentes), cada uno con 5 canales, correspondientes a 5 geofonos
dispuestos a 3, 6, 9, 12 y 15 metros de distancia desde la fuente. El intervalo de
muestreo se ha definido arbitrariamente como dt. Este registro se ha denominado
saluggia_todos, siendo este archivo el que ingresa como input para ser procesado por
el programa raw_dispersion. Una vez que el input ha sido ingresado al programa, este

procede como sigue:

e Se elige el par de canales que se desea procesar. Una vez elegido estos, el

programa procede como sigue:

1. El programa toma los datos de los canales elegidos, correspondientes al
primer registro (Recordar que un registro es un disparo).

2. Se calcula FFT de las trazas correspondientes a cada uno de los canales
del par elegido, calculando posteriormente los espectros de potencia directo
y cruzado correspondientes.

3. Una vez realizado esto, el programa toma el siguiente registro, y repite los

pasos 2 y 3, hasta que todos los registros han sido procesados.

Una vez que han sido calculados los espectros de potencia (directos y cruzados) de
cada uno de los dos canales, para cada uno de los registros, se promedian todos los
espectros de potencia correspondientes al primer canal. El mismo procedimiento se
realiza para los espectros de potencia del canal 2 y espectros de potencia cruzados.

Un esquema de esto lo entrega la tabla 5.2:

Primer canal | Segundo Canal | Canales juntos
Registro 1 S11-C1R1 S22-C2R1 S12-R1
Registro 2 S11-C1R2 S22-C2R2 S12-R2
Registro 3 S11-C1R3 S22-C2R3 S12-R3
Registro 4 S11-C1R4 S22-C2R4 S12-R4
Registro 5 S11-C1R5 S22-C2R5 S12-R5
Promedio S11 promedio] S22 promedio S12 promedio

Tabla 5.2 Estimaciones espectrales, registros de Saluggia
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Las ecuaciones con que se realizo el calculo de las estimaciones espectrales promedio
son aquellas que se ven hacia el final del capitulo 3. El procedimiento antes descrito se
repite para cada uno de los pares de canales que el operador de los datos estima

conveniente procesar.

A continuacion se presenta la evolucion de los parametros espectrales obtenidos con
ésta metodologia para diferentes pares de canales procesados. Los pares de gedfonos
mostrados son exactamente los mismos que los vistos anteriormente para asi apreciar

las diferencias en la evolucion dada la diferencia entre metodologias.
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Figura 5.17 Estimaciones espectrales, promedio en frecuencia, canales 1y 3
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Figura 5.18 Estimaciones espectrales, promedio en frecuencia, canales 1y 5
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Figura 5.19 Estimaciones espectrales, promedio en frecuencia, canales 1y 9
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Figura 5.20 Estimaciones espectrales, promedio en frecuencia, canales 1y 11
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Figura 5.21 Estimaciones espectrales, promedio en frecuencia, canales 1y 15
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Comparando la evolucién de los parametros espectrales calculados de ésta forma,
respecto de la anteriormente estudiada, es posible apreciar que el promedio de las
estimaciones espectrales remarca aquellas zonas que presentan datos con muy buena
calidad, asi como también aquellas que presentan menor calidad. Al contrario de lo que
ocurria con la metodologia anterior, se observa absoluta consistencia entre los rangos

de frecuencia donde la informacion de las sefiales es buena o mala.

Una vez -calculadas las estimaciones espectrales, el procedimiento para la

determinacion de la curva de dispersion es exactamente el mismo.

La figura 5.22 presenta una curva de dispersion bruta entre los sensores 1y 12, antes
de aplicar los criterios de validacion por longitud de onda/coherencia y criterio del
operador, mientras que la figura 5.23 muestra los datos validados luego de aplicar
estos criterios. Como se menciondé anteriormente, los datos validos de la curva de
dispersion obtenida entre dos gedfonos, son parte de una de una curva de dispersién
total que se logra cuando se junta toda la informacion de todos los tramos que forman

parte de la curva de dispersion obtenida a partir de todos los pares de geéfonos.
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La minimizacién de datos de la curva de dispersion compuesta bruta se hizo con el

mismo programa de manejo estadistico, obteniendo

desviaciones standard) observada en la figura 5.24.
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Figura 5.24 Curva de dispersion, obtenida con promedios en frecuencia

A continuacion la figura 5.25 presenta el grafico donde se comparan las curvas de

dispersion obtenidas del procesamiento a partir del promedio de los 5 registros de

Saluggia, las curvas de cada uno de estos 5 registros, mas la curva de dispersion

evaluada por Foti.
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Figura 5.25 Comparacioén de todas las curvas de dispersion, Saluggia.

Asi, concluye ésta etapa que detalla el calculo de las curvas de dispersion, dentro del
marco de la caracterizacion geotécnica a través de ondas Rayleigh. En la seccion
siguiente se detalla la ultima y mas complicada etapa de la tesis, consistente en la
formulacion del problema inverso, que permiten determinar la distribucion de
velocidades de onda de corte en terreno para los primeros metros de profundidad del

subsuelo.
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5.3.3 Meétodo directo e inverso

5.3.3.1 Introduccioén

El método directo e inverso forma parte de la ultima etapa del denominado SASW.

En la literatura, a ésta etapa se le denomina “forward problem”.

El método directo de ondas Rayleigh en medios estratificados es la determinacion
tedrica de las curvas de dispersion asociadas a un medio compuesto por capas
horizontales, cada una de ellas de altura finita, elastica, lineal, is6tropa y homogénea.
La obtencidén de éstas curvas implica modelar numéricamente la propagacion de ondas
superficiales con ecuaciones que permitan describir aquellas condiciones necesarias
que garanticen su existencia, a través de la definicién correcta de condiciones de

borde y de propagacion.

El método inverso es la etapa en la cual, una vez obtenida las curvas de dispersion
experimental de terreno y tedrica, se procede a realizar una optimizacion que
encuentre aquellos parametros que definen la curva de dispersién teérica que mejor se
ajusta a la experimental. EI método inverso finaliza una vez que la solucién encontrada

es o6ptima.

En la actualidad el método inverso es la etapa mas estudiada en lo que respecta a la
caracterizaciéon geotécnica con ondas superficiales, ya que la modelacion del método
directo depende de la configuracién de los estratos que componen el sistema, debido a
que en un sistema normalmente dispersivo, ie, la velocidad de onda de corte aumenta
en profundidad, la onda Rayleigh se propaga en su modo fundamental (también
llamado primer modo). Sin embargo, en un sistema inversamente dispersivo, ie, la
velocidad de onda de corte no necesariamente aumenta en profundidad, la
propagacion de la onda Rayleigh no se desarrolla en su primer modo, sino a través de
la superposicion del modo fundamental con modos superiores. El tipo de modelacion
del método directo es importante, ya que define la modelacién de la inversion, ya que

la optimizacion asumiendo propagacion del primer modo puede ser resuelto a través de
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técnicas lineales de manera bastante correcta, evitando optimizacion no lineal. Sin
embargo, si la propagacién es con superposiciéon modal, la optimizacion se hace con

técnicas no lineales para su resolucion.

La modelacién del método directo en éste trabajo contemplé un sistema normalmente
dispersivo de una capa sobre un semiespacio, lo que implica la optimizacion de solo
dos parametros, Vs de la capa y el semiespacio, la cual fue realizada a través de un
método iterativo de busqueda de parametros que permitieran definir la curva de
dispersion tedrica que presentara el menor error por minimos cuadrados con respecto

a la curva de dispersion experimental obtenida de terreno.

Los detalles de la formulaciéon del método inverso y directo, todas sus simplificaciones

y suposiciones, asi como sus resultados, seran explicitadas en la presente seccion.
5.3.3.2 Método directo

El problema a resolver en ésta tesis fue determinar las curvas de dispersion teoricas
de un sistema formado por una capa sobre un semiespacio, asumiendo que la

velocidad de onda de corte aumenta en profundidad.

El primer paso a resolver, consiste en determinar la ecuacion de dispersién, dada por:

c=cl(f) (5.2)
. Para esto, se abordo el problema a través de 2 formas de resolucion:

e Utilizando la teoria de propagacion de ondas en medios estratificados. Esta
metodologia utiliza condiciones de borde y de propagacion de onda para
obtener curvas de dispersion.

e Utilizando la teoria que se basa en matrices de propagacion, definiendo dichas

matrices tanto para la capa como el semiespacio.
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Cabe destacar que para definir las curvas de dispersion, por cada capa del sistema
estratificado es necesaria la definicion de 4 parametros: H, v, v y V.. Investigaciones
realizadas sobre la modelacién tedrica de curvas de dispersion han demostrado que el
efecto en las curvas de dispersion por la variacion de v y y es despreciable (Nazarian &
Stokoe). Ante esto, solo dos parametros son los relevantes: H y V. Sin embargo, H es
una variable que se asume conocida, dado el algoritmo de busqueda que se
implementé en la resolucion de estos problemas, por lo cual la Unica variable para la
definicion de las curvas tedricas de dispersion es la velocidad de onda de corte Vs,
tanto para la capa como el semiespacio. Para resolver la ecuacién de dispersion, y

obtener una expresién como la ecuacién 5.2, se define la expresion F(f,c).

Cuando F(f,c) =0 es posible obtener la velocidad ¢ en funcién de f .

Una vez que la ecuacion de dispersion ha sido definida, se requiere encontrar sus

raices asociadas, dadas por el par (f,c(f)). Para esto, se impone:

F(f,c)=0 (5.3)

Procediendo a resolver ésta ecuacion (Ver anexo A) utilizando la busqueda de de

raices de ecuaciones no lineales, utilizando el método de las bisecciones.

Para la resolucion de la ecuacion de dispersion se considera un rango de frecuencia [0,

f], con un paso entre frecuencias de 1 Hz. La resolucion consta de los siguientes

pasos, por cada frecuencia f, para la cual se realiza el andlisis:

e Se define un intervalo para definir la variacion de velocidades, por ejemplo, c;
como el inicio del intervalo, y ¢ como fin del intervalo.

e Definicion de Ac, dado por la ecuacion:

¢, —c
Ac=—"L " (5.4)
N
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Donde N representa el numero de iteraciones a realizar dentro del intervalo de

velocidades.

e Se evalia la ecuacién de dispersion F:F(f,.,c) en c;+n-Ac, y en

¢;+(n+1)-Ac,y se evalla:
K =F(f,,c, +n-Ac)-F(f,,c, + (n+1)-Ac) con n=0..(N -1).

Si k > 0K quiere decir que entre ¢, +n-Ac,y ¢, +(n+1)-Ac no existe una raiz

de la ecuacion 5.4. Si k£ <0, entonces en dicho intervalo se encuentra una raiz

¢, definida como:
- A
c:ci+n~Ac+7c (5.5)

Asi, el par (f,.,E) se guarda en un archivo que contiene las soluciones de la curva de

dispersion del sistema estratificado.

El procedimiento se repite para todos los valores de N definidos dentro del intervalo de
velocidades, y para todo el rango de frecuencias estudiado. Este procedimiento permite
encontrar todas las soluciones de la ecuacion de dispersion. EI niumero de soluciones
puede ser cientos, o bien de miles, dependiendo de la definicion del Ac. y el rango de
frecuencias a estudiar. Como se puede intuir, la busqueda de soluciones de ésta
ecuacion es muy ineficiente en términos de tiempo, ya que implica la resolucion minima

de (cf _Cf)‘ N aplicaciones del teorema del valor intermedio, para encontrar las raices.

Un esquema explicativo de busqueda de raices de la ecuacién de dispersién, se

observa en la figura 5.26:
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Figura 5.26 Esquema busqueda de raices de la ecuacion de dispersion

Una vez que éste algoritmo de busqueda termina, se ha completado la modelacién del
método directo, obteniendo curvas de dispersion del tipo que se observan en la figura
5.26.

Cabe destacar que la resolucién del método directo a través de la definicion de
matrices de propagacion es altamente inestable en las altas frecuencias, debido a los
términos exponenciales existentes en las matrices. Por otra parte, la definicion de las
curvas de dispersion a través de compatibilidad de condiciones de borde es mucho
mas ineficiente. Ante estas dificultades, se recomienda estudiar las metodologias de
resolucion propuestas por Dunkin en 1965, que simplifica los términos complejos y un
criterioso manejo de los exponenciales, o bien Hisada en 1994 a través de la definiciéon
de matrices de transmision y reflexion. El objetivo de estos autores es proponer

algoritmos numéricamente mas estables y eficientes que aquellos vistos en ésta tesis.
Con la obtencién del procedimiento correcto para calcular curvas de dispersion tedrica,

y con la previa determinacién de la curva de dispersion experimental obtenida con las

mediciones en terreno, es posible ahora desarrollar la resolucion del método inverso,

198



para determinar el perfil teérico de velocidades de onda de corte que mejor ajusta a la

de observaciones en terreno.

5.3.3.3 Método inverso

El problema inverso tiene como objetivo final determinar la distribucion de
velocidades de onda de corte en profundidad del terreno estudiado, a través de la
busqueda iterativa del perfil estratificado cuyas curvas de dispersion tedrica mejor
ajusten a la curva de dispersion experimental de terreno. Como se menciono
anteriormente, el método de optimizacion utilizado depende de las distintas
condiciones asumidas en la propagacion de ondas Rayleigh, asi como de las variables
involucradas en el problema. El presente trabajo, para el desarrollo de la inversion
asume que la propagacion de ondas Rayleigh se desarrolla en su modo fundamental
en un sistema estratificado compuesto por una capa sobre un semiespacio, con la
potencia de la capa superior predefinida. El nUmero de parametros a optimizar son

solamente dos: velocidad de onda de corte de la capa y el semiespacio.
El método de optimizacién utilizado es a través de la determinacion del error por
minimos cuadrados entre la curva de dispersidon tedrica y la curva de dispersion

experimental, para un conjunto de soluciones predeterminadas.

Para definir el intervalo de este conjunto de soluciones predeterminadas, se utilizaran

curvas de dispersién en su modo fundamental, como la de la figura 5.27.
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Figura 5.27 Curva de dispersion tipo, primer modo

El conjunto de soluciones predeterminadas esta dado por el rango entre Crmin ¥ Crimax.
Como se estudid en el capitulo de ondas Rayleigh, Cr,, es la velocidad de
propagacion de una onda Rayleigh asumiendo que el medio es un semiespacio con las
caracteristicas mecanicas de la capa superior, que generalmente equivale a 0.8VS¢ap,
superficial, Mientras que Cryax €s la velocidad de onda superficial, asumiendo semiespacio
con las caracteristicas de éste definido para la configuracion estratificada, y equivale a
1.1VSsemiespacio- ASI, €l rango de velocidades queda definido por el intervalo [0.8VScapa
superficialy 1- 1V Ssemiespacio],  definiendo asi el conjunto de pares ordenados [VScapa,
VSsemiespacio], teniendo cuidado de respetar la condicion VScapa < VSsemiespacio- ElI paso
debe ser elegido dependiendo de la precisién que requiera la busqueda. Un paso de
(VSsemiespacio = VScapa)/30 (0 20) es bastante prudente, tomando en cuenta que el tiempo
que demora el algoritmo (Habiéndolo implementado de la manera mas eficiente) es de
alrededor de una hora. A continuacién se ejemplifica lo detallado anteriormente, con

una curva de dispersion correspondiente a los registros Saluggia 1, en la figura 5.28.
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Figura 5.28 Curva de dispersion, Saluggia 1

Como se observa en la figura 5.28, las velocidades de fase minima y maxima de la
onda Rayleigh, son del orden de 150 [m/s] y 480 [m/s] respectivamente. Sin embargo,
dado que no se posee informacion para frecuencias menores a 4 [Hz], no se conoce
con certeza la velocidad de fase de la onda Rayleigh que se asocia al semiespacio, por
lo que no es recomendable definir el conjunto de soluciones en el intervalo

[0.8 -150,1.1- 480], sino [0.8 -150,1.3-480] para aumentar el rango de variacion, dada la

incertidumbre respecto al valor de Vs en el semiespacio y asi garantizar que sea
posible encontrar una solucion adecuada al problema. De esta forma, se tiene que el
rango de velocidades es [120,624]. Con este rango definido, y considerando la
restriccion VScapa < VSsemiespacio S€ definen los pares ordenados [VScapa, VSsemiespaciol @
través de la definicion previa de un diferencial de variacién de las velocidades. El

diferencial se define como r y esta dado por r = 6243_0120 =16.8.

A continuacion, la tabla 5.3 muestra las combinaciones de velocidades que conforman

los pares ordenados [VScapa, VSsemiespacio]: definiendo el conjunto de soluciones
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predeterminadas del meétodo inverso, en el intervalo de velocidades [120,624],
correspondientes a Saluggia 1.
VELOCIDAD ONDA DE CORTE DEL SEMIESPACIO

120 [136.8[153.6170.4]| 187.2| 204 [ 220.8| 238 [254.4|271.2| 288 | 304.8 |321.6) 338.4 | 355.2| 372 | 386.8 | 405.6 | 4224 439.2| 456 | 472.8 [489.6 506.4] 523.2 | 540 | 556.8| 5736 590.4 [ 607.2 | 624
120 |120)136.8)|153.6/170.4[187.2| 204 | 220.8 | 238 |254.4|271.2| 288 | 304.8321.6]| 338.4 [ 355.2| 372| 388.8 | 405.6 | 422.4|439.2| 456 | 472.8 [489.6|506.4| 523.2| 540 | 556.8|573.6) 590.4 | 607.2| 624

136.8 | — |136.8)|153.6|170.4|187.2| 204 | 220.8 | 238 |254.4(271.2| 288 | 304.8 |321.6) 338.4 [ 355.2| 372 | 388.8 | 405.6 [422.41439.2| 456 | 472.8 |489.6|506.4)| 523.2| 540 | 556.8|573.6) 590.4 | 607.2 | 624
1536 | — | — [1536]170.4)|187.2| 204 | 220.8| 238 |254.4[271.2| 288 | 304.8 |321.6] 3384 | 355.2| 372 | 388.8 | 405.6 [4224]439.2| 456 | 472.8 |489.6(506.4| 523.2 [ 540 | 556.8| 5736 590.4 | 607.2| 624
1704 — |1704]187.2| 204 | 220.8 [ 238 [254.4(271.2| 288 | 304.8 [321.6] 338.4 [ 355.2| 372 388.8 | 405.6 | 4224 (439.2| 456 | 472.8 |489.6(506.4| 523.2| 540 | 556.8|573.6| 590.4 [ 607.2 [ 624
187.2 — |187.2] 204 | 2208 544|271 4 1 4 7. 4 42244 4 47. 4 4 i 7. 4 [607. 4
04 —~ | 20412208 4.4 271 4 1 4 7. 4 42244 4 47. 4 4 i 7. 4 4
0.8 — 12208 54.4 | 271 4 1 4 7 4 422414 456 | 4728 |4 4 4 7 4 (607 4
| 2376 ] - —~ | -] - 54.41271.2| 288 | 304 1 4]3552]372] 388.8 | 4 42244 456 | 4 489 4 40 | 556. 590.4 | 607 4
% 44| — | — | — [ — [ — [ — | — | — [2544]271.2] 288 | 304.8321.6 336.4 | 356.2| 372| 386.8 | 4056 | 422.4439.2] 456 | 472.8 |489 4] 623.2| 540 | 556. 590.4 | 607.2 624
-2 2 | = | =] - e | e | e |- | - [271.2] 288 | 304.8]321.6] 338.4 | 355.2| 372 366.8 | 405.6 | 422.4(439.2| 456 | 472.8 (489 4523 40 | 556. 5904 | 607 4
| 288 | = | - - 288 |304.8|3216| 3384 | 3552 | 372 386.8 | 4056 (4224|439 2| 456 | 4728 |489 4| 523 40 | 556 36 5904 | 607 4
E 3048 - - — [3048|3216[ 3384 |3552)|372)| 388.8 | 4056 |4224|439.2| 456 | 4728 |489.6(5064| 523.2| 540 | 556.8| 5736 5304 6072 | 624
'IE 3216 — - — - — |3216) 3384 [3552)|372| 3668 | 4056 |4224(4392| 456 | 4728 |4896|506.4)| 523.2| 540 [ 556.8|573 6| 5904 | 6072 | 624
x| 3384 — — — — — | 3384 [3552|372|366.8 | 4056 [4224|4392| 456 | 4728 |4896|506.4)| 523.2| 540 [ 556.8|5736) 5904 | 607 2| 624
8 3552 — — — — — |3552|372| 3888 414 456 | 47. 489 556. 7. 90 7
E 72 - — - - 456 | 4T7. 489 556. 7. 90. 7
< | 388 - 456 | 4T 489 556. 1 90. T
2 [[a05 456 | 472.6 [489.6506.4] 52 556.8] 573.6] 590.4 | 607
Ol422 2| 456 489.6(506.4| 523 556. 5904 | 607
s 439, 456 489 523 556. 5904 | 607
% 456 - | 456 489 523 556. 590.4 | 607
o4 489 523 556. 590 7.
g 4 - |489 523 556. 7.
5 - 523 1t 7.
5232 - - - - - | 523 1t T
40 - - - - 1t 7
556.8 - - - - - - - | 556 1t T
5736 - - - - - - — |57 7
590.4 - - - - 7
6072 | —~ | — - — - e e - - — |607.2] 624

Tabla 5.3 Pares de soluciones predeterminadas para método inverso

Para cada uno de estos pares ordenados [VScapa, VSsemiespacio] €S calculada su
correspondiente curva de dispersién tedrica, para luego evaluar el error por minimos
cuadrados con respecto a la curva de dispersion experimental obtenida de las
mediciones de terreno. De todos los pares de combinaciones [VScapa, VSsemiespacio] qU€
presenten el menor error, sélo aquella que mejor se ajuste a la curva de dispersion
experimental es considerada como solucion al método inverso. Una vez que la solucién
del método inverso ha sido obtenida, el perfil de velocidades de ondas de corte en

profundidad ha sido determinado.

La figura 5.29 presenta un esquema de como el conjunto de soluciones
predeterminadas es iterado para encontrar aquella combinacidon cuya curva de
dispersion teorica presenta el menor error definido a través de minimos cuadrados con

respecto a la dispersion experimental.
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Iteracién de soluciones predeterminadas, busqueda menor RMS.
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Figura 5.29 Iteracion soluciones predeterminadas. Busqueda menor RMS

De todas éstas soluciones predeterminadas, la mejor solucion es aquella

correspondiente a la curva de dispersion observada en la figura 5.30

Solucidn Saluggia 1, H=6 m, Vs semiespacio: 583 [m/s], Vs capa: 189 [m/s], RMS=35.8472

700 A
600 - A
a00

400

T [m)

300

200

100 A

1
0 20 40 B0 80 100
Frecuencia [Hz]

Figura 5.30 Menor RMS. Hcapa=6 M, VScapa=189 [M/S], VSsemiespacio=283 [M/s].
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A continuacion, la figura 5.31 presenta las soluciones asociadas a los registros
correspondientes a Saluggia_1, Saluggia_2, Saluggia_3, Saluggia_4, Saluggia_ 5y

Saluggia_todos.
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Figura 5.31 Problema inverso. Dispersiones tedricas ajustando la experimental

Todas las soluciones, exceptuando Saluggia 2, coinciden en que la mejor solucién se
logra para el caso en que el espesor de la capa superior es de 6 metros. Para la
inversion se impone que el semiespacio llega hasta una profundidad H=Ama/2,
H=Amax/(2,5) ¥ H=Anax/3, €n base a estudios que proponen H=X\,./(2:3). La tabla 5.4
presenta un resumen con resultados de la inversion, incluyendo las profundidades

segun las formulas descritas:
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REGISTROS INDIVIDUALES Amax/2 Amax/2.5 Amax/3
Vs capa[m/s] | Vs semiespacio [m/s] | H capa[m] | H semiespacio [m] | H semiespacio [m] | H semiespacio [m]
Saluggia 1 189 583 6 29 (35) 22 (28) 17 (23)
Saluggia 2 202 635 7 31(38) 23 (30) 18 (25)
Saluggia 3 195 557 6 32 (38) 24 (30) 19 (25)
Saluggia 4 179 575 6 22 (28) 16 (22) 13 (19)
Saluggia 5 190 539 6 19 (25) 14 (20) 10 (16)
PROMEDIO 191 577.8 6.2 26.6 (32.8) 19.8 (26) 15.4 (21.6)
PROMEDIO ESTIMACIONES ESPECTRALES Amax/2 Amax/2.5 Amax/3 |
Vs capa[m/s] ] Vs semiespacio [m/s] | H capa[m] | H semiespacio [m] | H semiespacio [m] | H semiespacio [m]
Saluggia todos 194 526 6 25 (31) 19 (25) 15 (21) |

Tabla 5.4 Resultados de asumir distintas metodologia y profundidades.

Los valores entre paréntesis indican la profundidad de la base del semiespacio, al

sumarle el espesor de la capa superior.

Al ver los valores de la inversion de la tabla 5.4, se observa que al promediar los

resultados de aplicar el método de ondas superficiales de manera individual a los

registros de Saluggia_1, Saluggia_2, Saluggia_3, Saluggia_4, Saluggia_5 estos

presentan una diferencia de entre un 10% y 15% con respecto a los valores obtenidos

a través del promedio de las estimaciones espectrales de todos los registros, con el

arreglo Saluggia_todos.

A continuacion, la figura 5.32 muestra la distribucion de velocidades en profundidad de

los distintos registros.
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Figura 5.32 Distribucion de velocidades, registros Saluggia. H=Anax/2

La figura 5.33 muestra la misma figura anterior, pero asumiendo que la profundidad de

la base del semiespacio esta dada por la relacion H=An,./2.5
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Figura 5.33 Distribucion de velocidades, registros Saluggia. H=Anax/2.5

La figura 5.34 lo hace con H=\ /3.
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Figura 5.34 Distribucion de velocidades, registros Saluggia. H=Amax/3
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Después de haber analizado los resultados de ambas metodologias, es evidente que al
trabajar los registros de ondas superficiales promediando estimaciones espectrales se
obtiene un resultado bastante representativo y con valores cercanos a los obtenidos de
trabajar con los registros de manera individual. De ésta manera, para comparar los
resultados obtenidos por el profesor Foti del terreno de Saluggia, respecto a los
resultados obtenidos a través de la metodologia propuesta en esta tesis sobre dicho
terreno, se utilizaran los resultados obtenidos de realizar el promedio de las

estimaciones espectrales, ie, del registro Saluggia_todos.

A continuacién, se compararan los resultados obtenidos con la metodologia propuesta
en ésta tesis con los resultados obtenidos por el profesor Foti con su metodologia,
sobre los mismos registros del terreno de Saluggia, en Italia. Cabe recordar que los
resultados obtenidos por Foti son para un sistema de varias capas sobre un
semiespacio. Ademas, Foti realiza la inversion para un sistema de varias capas sobre
un semiespacio, trabajando con la altura de los estratos como variables a optimizar,
por lo cual la optimizacion es sobre ((n+1) x 2) parametros, donde n+1 representa el
numero de capas mas el semiespacio que componen el sistema estratificado. Los dos

parametros a optimizar son Vs y H.

El perfil estratigrafico de Saluggia se describe en la figura a continuacion:
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Figura 5.35 Descripcion perfil estratigrafico, prospecciones en Saluggia

A continuacion se presentan los resultados de la realizacién de ensayos de Croos-hole
en el terreno de Saluggia. La profundidad hasta la cual se tiene informacion referente a

las velocidades de onda de corte y compresion es de aproximadamente de 100 metros.
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Figura 5.36 Resultados de mediciones de Vs y Vp, Cross-hole, Saluggia.
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Por otra parte, los resultados de la inversion realizada por Foti se observan en la tabla
5.5:

Resultados Inversion Foti
Espesor Profundidad
Estrato [m] | estrato [m] | Vs [m/s]
capal 0,9 0,9 120
capa 2 1,5 2,4 190
capa 3 2,1 4.5 265
capa4 2 6,5 275
capab 3,4 9,9 335
capa 6 5,9 15,8 430
capa’? 6 21,8 560
capa 8 5 26,8 610
semiespacio 685

Tabla 5.5 Resultados Inversion Foti, Saluggia

Al ponderar las velocidades obtenidas de la inversion hecha por Foti, por la potencia de
los estratos donde se presentan, y comparar éstas ponderaciones con los resultados
obtenidos por la metodologia propuesta en la presente tesis, se observan los

resultados en la tabla 5.6. La ecuacion para ponderar esta dada por la formula:

V onderats = ——— (5.6)

ponderada stratos
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Metodologia Foti | Metodologia tesis
Profundidad de la base del semiespacio, H=A/2
Resultados Inversién Foti Ponderacion Resultados Inversién | Resultados Inversion tesis |A (%)
Espesor | Profundidad Espesor de Espesor
Estrato [m] | estrato [m] | Vs [m/s] estrato [m] | Vs [m/s]] estratos [m] Vs [m/s]
capal 0,9 0,9 120 Capa 6 227 6 194 17
capa 2 1,5 2,4 190 Semiespacio 25 497 25 526 -6
capa 3 2,1 4,5 265 Profundidad 31 31
capa 4 2 6,5 275
capa5 3,4 9,9 335
capa 6 5,9 15,8 430
capa’7 6 21,8 560
capa 8 5 26,8 610
semiespacio - - 685
Profundidad de la base del semiespacio, H=A/2,5
Resultados Inversién Foti Ponderacion Resultados Inversién | Resultados Inversion tesis |A (%)
Espesor Profundidad Espesor de Espesor
Estrato [m] | estrato [m] | Vs [m/s] estrato [m] | Vs [m/s] | estratos [m] Vs [m/s]
capal 0,9 0,9 120 Capa 6 227 6 194 17
capa 2 1,5 2,4 190 Semiespacio 19 480 19 526 -9
capa 3 2,1 4,5 265 Profundidad 25 25
capa 4 2 6,5 275
capa5 3,4 9,9 335
capa 6 5,9 15,8 430
capa 7 6 21,8 560
capa8 5 26,8 610
semiespacio -—- -—- 685
Profundidad de la base del semiespacio, H=A/3
Resultados Inversion Foti Ponderacion Resultados Inversion | Resultados Inversidn tesis |A (%)
Espesor Profundidad Espesor de Espesor
Estrato [m] | estrato [m] | Vs [m/s] estrato [m] | Vs [m/s]] estratos [m] Vs [m/s]
capal 0,9 0,9 120 Capa 6 227 6 194 17
capa?2 1,5 2,4 190 Semiespacio 15 448 15 526 -15
capa 3 2,1 4,5 265 Profundidad 21 21
capa 4 2 6,5 275
capa5 3,4 9,9 335
capa 6 5,9 15,8 430
capa 7 6 21,8 560
capa 8 5 26,8 610
semiespacio - - 685

Tabla 5.6 Comparacion de resultados de Foti, con los propuesta por ésta tesis

La comparacion de los resultados de la inversion realizada por Foti con los resultados
de los ensayos de cross-hole realizados en Saluggia para las profundidades

pertinentes, ie, los primeros 30 metros de profundidad, se observa en la figura 5.37:

211



shear wave velocity, m/s
100 200 300 400 500 600 700

*
. |
30 +

Figura 5.37 Cross-hole (Puntos dispersos) e inversion (Foti, linea continua) en Saluggia

La comparacion entre la inversién realizada por Foti y el procedimiento propuesto en la

presente tesis, se observan en la figura 5.38.
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Figura 5.38 Comparacion inversiones, diferentes metodologias.

Se observa que los resultados entre la inversidon detallada de multicapas desarrollada
por Foti y la inversion propuesta en esta tesis (En las cual las rectas coinciden para las
distintas ponderaciones de A) de una capa sobre un semiespacio, que busca valores
promedios y representativos de la velocidad de onda de corte para los primeros metros

de profundidad, son comparables. Para que la metodologia propuesta quede

212



completamente definida, solo falta definir un criterio que permita definir la profundidad
hasta la cual se puede considerar valida la profundidad, en funcion de la longitud de
onda. El criterio medio, dado por A/2.5 es bastante apropiado como primera
adaptacién, haciéndose necesario estudiar a través de sismogramas sintéticos de
ondas Rayleigh en sistemas estratificados cuya velocidad de onda de corte aumente
en profundidad, para una definicion mas certera de la profundidad hasta la cual es

valido el muestreo en funcion de la longitud de onda.

El presente capitulo ha descrito de la manera mas detallada posible el método de
caracterizacion geoténica con ondas superficiales, conocido como SASW (Spectral
Analisis of Surfaces Waves), el cual se espera sea bien acogido por la comunidad
geotécnica de Chile. La intencién de éste trabajo es demostrar la validez de estos
métodos e impulsar su desarrollo para estar a la altura de las necesidades

tecnoldgicas de los grandes proyectos de ingenieria del pais.
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6 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Las principales conclusiones obtenidas del trabajo realizado en esta tesis son las

siguientes:

El método de caracterizacion geotécnica con ondas superficiales es efectivo para
determinar el perfil de velocidades de onda de corte en profundidad, evitandose
realizar sondajes o intrusiones en el terreno. EI método es util ademas para

caracterizar grandes volumenes de terreno de manera mas eficiente y global.

La profundidad de mapeo es exclusivamente dependiente del rango de frecuencias de
la onda asumida como Rayleigh, ya que la profundidad es inversamente proporcional a
la frecuencia con que se trabaja. Ademas, se encontré que al tener un sistema de
varias capas, cada una con velocidades de onda de corte diferente, es posible
representar éste sistema como una capa sobre un semiespacio, ponderando el
espesor de cada capa por su respectiva velocidad de onda de corte. Sin embargo, se
requiere mas estudios para definir de correcta manera las profundidades hasta las
cuales es posible determinar estas equivalencias, en base a las longitudes de onda. Lo
anterior se realizé trabajando con registros individuales analizados en el dominio del

tiempo o bien un conjunto de registros en el espacio de la frecuencia.

Para el desarrollo de la metodologia es necesario resolver tres problemas
fundamentales: Desarrollo de curvas de dispersion experimentales, calculo de curvas
de dispersion tedricas y resolucion del método inverso. Las curvas de dispersion
experimentales se calculan desarrollando analisis espectral en sefiales de registros del
movimiento vertical de particulas. La obtencion de éstas curvas de dispersién depende
exclusivamente de la correcta determinacién de la fase, no siendo suficiente aplicar
criterios basados en longitud de onda y coherencia, sino también criterios adicionales,

como por ejemplo la experiencia del operador de las sefiales. Este, al detectar
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correctamente rangos de frecuencia permite obtener la informacion importante de la
sefal, lo cual garantiza lograr curvas de dispersion apropiadas, reduciendo de manera

significativa las distorsiones.

Al analizar las curvas de dispersion calculadas con la metodologia propuesta en el
presente trabajo, y las curvas de dispersion de Sebastiano Foti, se concluye que éstas
tienen su origen en la definicion de los rangos de frecuencia y la aplicacion de la
funcion “unwrap” para desempaquetar la fase; Mientras Foti escoge un rango de
frecuencias valido en el cual aplicar la funcidon “unwrap”, el algoritmo desarrollado
aplica dicha funcién y luego define un rango de frecuencias valido. Aunque ambas
metodologias parezcan similares, las diferencias radican en la funcién “unwrap”, la cual
es muy sensible en las bajas frecuencias, imponiendo discontinuidades ficticias en la
fase que es posible evitar con la definicién previa de rangos validos de frecuencia, sin

embargo, las diferencias observadas son minimas.

Las curvas de dispersion tedricas son fundamentales para realizar una correcta
inversion, ya que es el modelo tedrico que se compara con el experimental. El calculo
de éstas usando matrices de transferencia es inestable numéricamente a altas
frecuencias debido a los términos exponenciales, los cuales anulan términos de la
ecuacion de dispersion, perdiendo soluciones o bien indefiniéndolas. Esto genera que
el tiempo de ejecucion de los algoritmos sea excesivo, haciendo necesario implementar

codigos mas eficientes.

El analisis espectral de éstas ondas sélo es capaz de detectar el modo fundamental de
propagacion de las ondas Rayleigh, siendo éste suficiente para desarrollar el método
inverso cuando el perfil de velocidad de onda de corte es normalmente dispersivo, i.e.,
la velocidad aumenta con la profundidad. En esta investigacion soélo se ha trabajado

con este caso.

Considerando que el objetivo del método es mapear en profundidad un depdsito de
suelo, es necesario equipos de alta precision a bajas frecuencias, que permitan

identificar claramente mayores longitudes de onda, para mayores profundidades.
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Por otra parte, resulta importante realizar las siguientes recomendaciones:

Se recomienda analizar la sensibilidad de las curvas de dispersién con un arreglo de
varios sensores, cambiando la fuente hacia posiciones simétricas. De la misma
manera, seria posible evaluar como influye el tener un mayor control sobre el rango de
frecuencias utilizadas, o bien otro tipo de fuentes como las pasivas a través del ruido

ambiental para muestrear mayores profundidades.

Se recomienda el desarrollo de nuevos procesamientos de sefales, que definan
automaticamente la fase, como las transformadas de Fourier 2D, la transformada f-k, o
bien SPAC (Spatial Auto Correlation) en los registros, los cuales ademas permitiran la
identificacion de modos superiores, haciendo posible detectar zonas de menor

velocidad en profundidad.

Para el calculo del problema directo, se recomienda desarrollar algoritmos eficientes
como el de Dunkin (1965) que permiten el calculo de curvas de dispersion minimizando
el efecto de los exponenciales en las altas frecuencias, o bien los métodos de Hisada

(Coeficientes de reflexion y transmision, 1994) o Drnevich.

El uso de sismogramas sintéticos permitiria definir criterios por longitud de onda para
establecer la equivalencia entre sistemas multicapas y de una capa sobre un
semiespacio, minimizando esfuerzos de optimizacion, pudiendo determinar sélo dos
valores que caractericen la velocidad de onda de corte de un depésito de suelo, a partir

de la velocidad de onda de corte de una capa y un semiespacio.

El desarrollar aun mas ésta metodologia de ondas superficiales permitira evaluar de
manera mas detallada la respuesta de sitio y peligro sismico. En lo referente a la
cuenca de Santiago, la ventaja que presenta el método en cuanto a volumenes de
muestreo y profundidades, hace que sea absolutamente viable caracterizar toda la

cuenca optimizando tiempos y costos.
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APENDICE A: MATEMATICAS UTILIZADAS

A.1 Introduccién

En este capitulo se estudian las herramientas matematicas mas importantes
utilizadas en la resolucion de los problemas que aparecen durante el desarrollo del
analisis espectral de ondas superficiales. Todos los conceptos asociados al fenédmeno
de propagacion de ondas Rayleigh tienen una rigurosa teoria, basada en el calculo
vectorial y algebra lineal. Por otra parte, la resolucion de ecuaciones altamente no
lineales necesita el desarrollo de ingeniosos algoritmos numéricos, que si bien no

siempre son eficientes en términos de tiempo, son lo suficientemente precisos.

De todos los conceptos matematicos necesarios para el desarrollo de éste trabajo, son

basicamente tres los conceptos que se detallaran en ésta seccion:

e Valores y Vectores propios
Estos conceptos son fundamentales para entender y dar solucion al problema
de propagacién de ondas Rayleigh en medios estratificados, a través de la

obtencion de ecuaciones y curvas de dispersion.

e Busqueda de soluciones en ecuaciones implicitas no lineales
Estos conceptos ayudaran a entender como resolver de manera eficiente una
ecuacion con términos complejos, implicita y no lineal. Este procedimiento es

necesario para la resolucion de la ecuacién de dispersion.
e Estimacion del error por minimos cuadrados

La adaptacion de este método a un algoritmo de busqueda de soluciones

globales de ajuste, permitirda encontrar la mejor solucién al problema de
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inversidbn asociado a la propagacion de ondas Rayleigh en medios
estratificados. Si bien la adaptacion de éste método es ineficiente en términos
de tiempo y precisién, tiene la ventaja de encontrar una solucién global y no

local.

A.2 Valores y vectores propios

Sean T :V — V una transformacién lineal. En muchas aplicaciones es util encontrar

un vector v y un escalar A tal que 7-v y v son paralelos. Es decir,

T-v=2Av (A1)
Si v20 y A satisface (A.1), entonces A se denomina valor propio de Ty v se
denomina vector propio de T correspondiente al valor propio A. Si V tiene una

dimension finita, entonces T se puede representar por una matriz Ar.

Sea A una matriz de nxn, de componentes reales. El valor A, sea real o complejo, se

denomina valor propio de A si existe un vector diferente de cero v tal que

A-v=2Ay (A.2)

El vector v# 0 se denomina vector propio de A, correspondiente al valor propio A.

Esta definicion es valida independiente de si A tiene componentes complejas o reales.
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A.2.1 Valores y vectores propios de la matriz identidad.

Sea A =1, entonces para cualquier v e C", se tiene,
Av=I1-v=vy (A.3)
Conlo cual 1 es el Unico valor propio de A y todo v € C"es un vector propiode 4=1.

Suponga que A es un valor propio de A. Entonces existe un vector diferente de cero

V:[x1 X, .. xn]r;tO (A.4)

Tal que se cumple (A.1), es decir:
Av=A-v=A1-1-v (A.5)
Reescribiendo la expresion anterior, se tiene:
(4=2-1)-v=0 (A.6)

Sea A una matriz de nxn, la ecuacion (A.5) corresponde a un sistema homogéneo de
n ecuaciones, teniendo como incégnitas a las componentes del vector v (X1, Xa...Xp).
Suponiendo que el sistema tiene soluciones no triviales, es necesario imponer

det[(4—2-7)]=0. Inversamente, si det[(4—A-1)]=0, entonces la ecuacion (A.5)
tiene soluciones no triviales y A es un valor propio de A. Si det[(A -A- [)] # 0, entonces

la Unica solucién a (A.3) es v =0, con lo cual A no es un valor propio de A.
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A.2.2 Calculo de valores y vectores propios

i Se encuentra p(4)=det[(4—4-1)]
il Se resuelve p(1)=0
iii. Se resuelve el sistema homogéneo (A -4 -I)-v =0 para cada valor propio

Ai encontrado al resolver el punto ii.

A la expresion, p(4)= det[(A -A- I)] =0 se le denomina polinomio caracteristico. Este

polinomio se obtiene a partir de A, una matriz de nxn, por lo cual p(/i) es un
polinomio de grado n. Segun el teorema fundamental del algebra, cualquier polinomio
de grado n de coeficientes reales o complejos tiene exactamente n raices, contando

multiplicidades. Asi, toda matriz de nx n tiene exactamente n raices.

Corresponde destacar que el conjunto de vectores propios definidos a partir de cada
uno de los valores propios, es un subespacio vectorial llamado subespacio propio.

La metodologia que se describe a continuacién, explica como resolver ecuaciones
lineales y no lineales a través de iteraciones, que permiten resolver complejas

ecuaciones como por ejemplo, la ecuacién de dispersion.

A.3 Solucién de ecuaciones no lineales. Método de las bisecciones

Suponga una funcién continua f(x,y), de la cual se requiere conocer el conjunto

soluciones reales:

Sol:{(x,y)e R/ f(x,y)=0} (A.7)

La resolucion de ésta ecuacién entrega una familia de soluciones (x,y), ya que en caso
que sea posible despejar la variable y como funcién de x, o viceversa, se tendra un

conjunto de valores para una variable por cada estimacién de la otra. Ademas, dentro

225



de esta familia de soluciones debe considerarse, de acuerdo a las restricciones, solo

aquellas que son reales.

Este problema se complica cuando f(x,y) no es una ecuacion sencilla ni de coeficientes
reales. Si la ecuacion f(x,y) tienen mudltiples raices (incluso miles), y ademas es
implicita, con coeficientes reales y complejos, es necesario encontrar un algoritmo
ingenioso que permita encontrar de manera lo mas eficiente posible los pares (x,y)
reales que satisfagan (A.6). Este es el caso que se presenta en la resolucién de la
ecuacion de dispersion de ondas Rayleigh, en la cual existe implicitamente una

ecuacion con muchas raices, no lineal y con coeficientes complejos, de la forma:
fle,@)=0 (A.8)

Antes de detallar un procedimiento para resolver ecuaciones como la (A.7), se

recordara un teorema clasico de calculo basico: el teorema del valor intermedio.

A.3.1 Teorema del Valor Intermedio

Sea f(x) continua en un intervalo [a,b] con f(a)- f(b) <0, entonces existe

c €la,b], tal que:

fle)=0 (A.9)

Basicamente el Teorema del Valor Intermedio nos dice que toda funcién continua en un
intervalo cerrado, una vez definidos sus valores en los extremos del intervalo, debe
tomar todos los valores intermedios, y en particular, si la funcion evaluada en los
extremos tiene signo distinto, la continuidad debe garantizar el cruce por el eje Y,
evidenciando la existencia de una raiz. Asi, el teorema del valor intermedio permite
proponer una metodologia a través de sucesivas bisecciones, para determinar las

raices de una ecuacion compleja de resolver.
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A.3.2 Método de las bisecciones

El método de bisecciones establece los siguientes pasos para encontrar las raices
de la ecuacién f(x,y), asumida continua y usando como herramienta el teorema del

valor intermedio:

e Encontrar valores iniciales x_,x, , tales que:

f(x,) f(x,)<0 (A.10)

e La primera aproximacion a la raiz se toma igual al punto medio entre x, y x,

X, tx,
mD

X (A.11)

e Evaluar f(x,). Al determinar esta evaluacioén, se tiene uno de los siguientes

casos:

Caso 1: f(x,) - f(x,)<0
En este caso, se tiene que f(x,)y f(x,) tienen signos opuestos, y por lo

tanto la raiz se encuentra en el intervalo [xa ,xm].

Caso 2: f(x,) - f(x,)>0

Se tiene que f(x,)y f(x,) tienen mismo signo, por lo cual forzosamente

f(x,)y f(x,) tienen signos opuestos. Asi, la raiz se encuentra en el intervalo

[‘xm’xb]'
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Caso 3: f(x,) - f(x,)=0

En este caso se tiene que f(x,) =0 y por lo tanto se ha convergido a la raiz.

El procedimiento se vuelve a repetir con el nuevo intervalo, hasta que se ha convergido
a una tolerancia predefinida.

En la figura A.1, se observa un esquema del método de la biseccion:

Bisecddn
¥
S+
X
Sl +
| il j.:,
s ma b,

a om b
| NN S

Figura A.1 Método de la biseccion

A continuacién se describe el método para determinar el error existente en la
estimacion discreta de un modelo tedrico con otro experimental, a través del método de
los minimos cuadrados, lo cual permite implementar una inversién simple
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A.4 Error por minimos cuadrados

A.4.1 Utilidad de los minimos cuadrados

Existen sistemas en la naturaleza que son posibles de reproducir de manera
bastante aproximada a través de modelos tedricos apropiados. Sin embargo, al medir
la respuesta real de estos sistemas a partir de mediciones, la respuesta teorica difiere
de la respuesta real, en mayor o menor grado dependiendo principalmente de factores
como el modelo tedrico que se ocupa para simular el sistema real, asi como la calidad
de los equipos con que se realizan las mediciones, y por ende, la calidad de los datos

experimentales.

De este modo, cuando se requiere comparar la respuesta tedrica con la respuesta real
de un sistema, es necesario establecer parametros que permitan definir
cuantitativamente el nivel de error existente entre lo experimental y lo teérico. Para
estimar este error, se han definido muchos métodos, siendo el método de los minimos
cuadrados una buena estimacion de la diferencia existente entre dos conjuntos de

datos con similares caracteristicas.

Este método basicamente lo que hace es determinar un error global entre dos
conjuntos de datos a partir de estimaciones locales del error individual para cada uno
de los datos del conjunto. Considerando que los conjuntos de datos se pueden trabajar
como vectores, es posible utilizar el concepto de norma entre dos vectores para definir

el error.

De esta manera, es légico pensar que en un problema de optimizacion el objetivo no
solo es determinar el error, sino ademas buscar aquel set de datos que presenten el
menor error posible. Considerando que el problema inverso es un problema de
optimizacion, se debe buscar aquel set de datos tedricos que mejor se ajuste a la curva

de datos experimentales, obteniendo el menor error entre lo experimental y lo tedrico.
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A continuacion se describe el método de minimos cuadrados, el cual se utiliza de base
para resolver (como primera aproximacion) el problema inverso asociado a la

propagacion de ondas Rayleigh.

A.4.2 Método de los minimos cuadrados

teorico
e

Sean y yePerimenal dog vectores que contienen los datos correspondientes a la
respuesta tedrica y experimental de un sistema. Es posible calcular una estimacion del

error existente entre ambos vectores por el método de minimos cuadrados a través del

parametro:
n 2
_ teorico exp eriemntal
rms = 3" (e - s ) (A12)
i=1
Lo que es equivalente a definir y*"” = y*¥i — yexperimenal v |yeqgo:
rmS =yerr0r .yerror (A.13)

La ecuacion (A.12) considera el error global entre dos set de mediciones a partir de la

diferencia de los datos individuales, dada por la distancia (norma) existente entre ellos.

Dado que siempre existe un error asociado a las propias mediciones experimentales,
cuantificado por la desviacion estandar, es posible redefinir la ecuacion (A.12) con el fin
de “pesar” la importancia de cada medicion en funcion del valor de su desviacion, ya
que es légico considerar que valores con menor desviacion estandar seran mas validos
que aquellos que presenten una desviacion mayor. De ésta forma, la ecuacion (A.12)

puede ser reescrita como:

n tedrico _ _ exXperiemntal

rms = | i (A.14)
i=1 o,

1
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A.4.3 Minimos cuadrados y problema inverso

Para resolver el problema inverso asociado a la propagacion de ondas Rayleigh a
través de minimos cuadrados, se busca es determinar el modelo teérico que permita

determinar como solucién éptima aquella que minimice el error por minimos cuadrados:
sol _optima = min[error]= min[rms] (A.15)
O mejor dicho, encontrar a través de iteraciones el modelo tedrico tal que:

n teorico exp eriemntal

; . Vi — Vi

sol _optima = min Z : :
i=1 (o

1

(A.16)

Asi, dentro de un espacio de posibles soluciones, queda determinada como solucion

Optima aquella que tenga el menor error, definido a través de minimos cuadrados.
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APENDICE B: ALGORITMOS RELEVANTES

A continuacion se presentan algunos de los algoritmos realizados para el desarrollo

de la caracterizacion geotécnica con ondas superficiales, utilizando analisis espectral.

e RAW_DISPERSION

Esta funcion utiliza todas las subrutinas asociadas al analisis espectral, para
determinar la curva de dispersién compuesta, en la cual estan los datos crudos de la
curva de dispersion, previo a la agrupacion estadistica que se hace para obtener los

datos apropiados para la curva de dispersion automatica.

Function () raw_Dispersion

%Definimos las ventanas en las cuales graficaremos

%el programa tiene como columnas [frecuencia velocidad longitud]
w_espectrales=figure(); %Inicializamos ventana gréficos espectrales
w_dispersion_bruta=figure(); %Inicializamos ventana grafico dispersion bruta

w_dispersiones_filtradas=figure(); %Inicializamos ventana grafico dispersiones filtradas
w_dispersion_acumulada=figure(); %Inicializamos ventana grafico dispersion acumulada

w_dispersion_picada_filtrada=figure(); %Inicializamos ventana graficao dispersion final
Y%rect=get(0,'screensize"); %O0Obtenemos las dimensiones de la pantalla
figure(w_espectrales) %Ventana donde se grafican los pardmetros espectrales

Y%set(w_espectrales,'position’,[1 1 1024 rect(4)*0.97],'menubar','no’)  %Ubicamos la ventana
set(w_espectrales,'numbertitle’,'off','Name','Pardmetros Espectrales’); %Le ponemos nombre a la ventana
set(w_espectrales,' DefaultAxesFontSize',12,'DefaultUicontrolFontSize',10,' DefaultUicontrolFontWeight','bold’); %Detalles

figure(w_dispersion_bruta)  %Ventana donde se grafica la dispersion bruta en un analisis de un par de geofonos
Y%set(w_dispersion_bruta,'position’,[1 1 1024 rect(4)*0.97],'menubar’,'no") %Ubicamos la ventana
set(w_dispersion_bruta,'numbertitle’,'off','Name','Dispersion Bruta');  %Le ponemos nombre a la ventana
set(w_dispersion_bruta,'DefaultAxesFontSize',12,'DefaultUicontrolFontSize',10,' DefaultUicontrolFontWeight','bold'); %Detalles
plotedit(w_dispersion_bruta,'showtoolsmenu')

figure(w_dispersiones_filtradas)  %Ventana donde se grafican dispersiones filtradas

Y%set(w_dispersiones_filtradas,'position',[1 1 1024 rect(4)*0.97],'menubar’,'no’) %Ubicamos la ventana
set(w_dispersiones_filtradas,'numbertitle’,'off','Name','Dispersiones filtradas (datos validos)');  %Le ponemos nombre a la ventana
set(w_dispersiones_filtradas,'DefaultAxesFontSize',12,'DefaultUicontrolFontSize', 10, DefaultUicontrolFontWeight','bold");
%Detalles

plotedit(w_dispersiones_filtradas,'showtoolsmenu')

figure(w_dispersion_acumulada) %Ventana donde se grafican dispersiones acumuladas
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Y%set(w_dispersion_acumulada,'position’,[1 1 1024 rect(4)*0.97],'menubar’,'no’) %Ubicamos la ventana
set(w_dispersion_acumulada,'numbertitle’,'off',Name','Dispersion Acumulada (Todas las estaciones)’);  %Le ponemos nombre a la
ventana

set(w_dispersion_acumulada,'DefaultAxesFontSize',12,'DefaultUicontrolFontSize',10,'DefaultUicontrolFontWeight','bold');
%Detalles

plotedit(w_dispersion_acumulada,'showtoolsmenu')

figure(w_dispersion_picada_filtrada) %Ventana donde se grafican dispersiones finales
Y%set(w_dispersion_final,'position’,[1 1 1024 rect(4)*0.97],'menubar’,'no") %Ubicamos la ventana
set(w_dispersion_picada_filtrada,'numbertitle’,'off'Name','Dispersion Picada Valida'); %nombre ventana
set(w_dispersion_picada_filtrada,'DefaultAxesFontSize',12,'DefaultUicontrolFontSize',10,'DefaultUicontrolFontWeight','bold’);
%Detalles

plotedit(w_dispersion_picada_filtrada,'showtoolsmenu’)

%Nos dirigimos al directorio del cual queremos los datos
display(*Vaya al directorio del cual cargara el arreglo:');
directorio=uigetdir;

cd(directorio)

display(['Usted se encuentra en el directorio:' directorio])
%Cargamos el archivo con el arreglo a procesar
display('Cargue el arreglo que desea estudiar:');
nombre_archivo=uigetfile;

display(['Ha cargado el archivo:' nombre_archivo])

%Definimos el nombre identificador con que grabaremos el archivo
id_archivo=input('Ingrese el nombre identificador del archivo:', 's");

%Definimos las dimensiones del arreglo
dimension=input('Dimensiones del arreglo [2D;3D]:");

%Ciclo que evita que el programa se caiga en caso de anotar otro numero de dimensiones
denuevo=1;

while denuevo==
if dimension==
denuevo=2;
else if dimension==
denuevo=2;
else
while dimension~=2 && dimension~=3

display('Debe indicar dimensiones correctas del arreglo [2D;3D]:");
dimension=input('modalidad:");

denuevo=1;
end
end
end
end

%Definicion de la ventana del archivo cargado
ventana=input(‘Indique el tipo de ventana ([1=ninguna],[2=hanning],[3:tukey]):");

if ventana==

taper='Sin Ventana';
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end
if ventana==2
taper="Hanning’;
end
if ventana==
taper="Tukey";
end
%Procedemos a cargar el archivo
if dimension==2 %Si el arreglo es 2d, el archivo es asci
data=load(nombre_archivo);
else %Si el arreglo es 3d, el archivo es matlab
archivo=load(nombre_archivo);
%Del archivo matlab debo rescatar la variable que contiene el arreglo que necesito
data=archivo.arreglo;

end

%Definimos el intervalo de tiempo de muestreo
dt=data(1,1,1);

%Definimos el vector identificador de ge6fonos
% vid=data(2,:,1);

%Definimos el vector de coordenadas
coordenadas=data(3,:,1);

%Definimos posicion de la fuente
source=coordenadas(1);

%Quitamos filas de los intervalos de tiempo de muestreo y coordenadas
data(1:3,:,:)=[1;

%Definimos el vector de tiempos
tiempo=0:dt:(length(data(:,1))-1)*dt;

if dimension==2

%Graficamos las trazas
trazas=grafica_trazas(tiempo,data,coordenadas,nombre_archivo,source);
pause;

close(trazas)

end

%Definimos las trazas que no deseamos analizar
fuera=input('Ingrese el vector indicando las trazas que no desea analizar:');

%Quitamos las trazas no deseadas del arreglo y del vector de coordenadas y de identificadores
data_aux=data;

coordenadas_aux=coordenadas;

data_aux(:,fuera,:)=[];

coordenadas_aux(fuera)=[];

if dimension==

%Graficamos nuevamente para verificar
trazas=grafica_trazas(tiempo,data_aux,coordenadas_aux,nombre_archivo,source);
pause;
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close(trazas)
end

%Redefinimos "arreglo’ para tenerlo como variable en el programa
display(['El archivo consta de:' num2str(length(data(1,:,1))) ' canales.’])

%Creamos variable arreglo
arreglo=data;

%Dimensiones del arreglo
n_datos=size(arreglo,1); %Largo de los registros
n_canales=size(arreglo,2); %Numero de canales
n_shots=size(arreglo,3); %Numero de disparos

display(['Su arreglo consta de ' num2str(n_canales) ' canales efectivos, cada uno con ' num2str(n_shots) ' disparos, de largo
num2str(n_datos) ' puntos'])

%Definicion del método de anélisis de la sefial
if n_shots==

display(‘Los datos seran procesados con stacking en el tiempo.’);
metodo="tiempo’;
else

display(‘Los datos seran procesados con stacking en frecuencia.');
metodo="frecuencia’;

end
%Iniciamos matrices vacias para almacenar datos filtrados acumulativos
datos_cl=[];
datos_picados=[];

%Definimos variable que define si seguimos procesando mas pares en el ciclo for que entraremos
otro_par=1;

%Definicion de frecuencias minimas y méaximas de analisis
%fmin=input('Frecuencia minima:');
%fmax=input('Frecuencia maxima:");
while otro_par==1
%Ingresamos par de canales a estudiar
canal_1=input('Primer registro del par:');
canal_2=input('Segundo registro del par:');
while canal_1>n_canales || canal_2>n_canales || length(find(canal_1==fuera))>0 || length(find(canal_2==fuera))>0
display(['Solo existen ' num2str(n_canales) ' canales.)
display([' Recuerde que los canales ' num2str(fuera) ' estan fuera del analisis'])
canal_1=input('Primer registro del par:');
canal_2=input('Segundo registro del par:');

end

%Definicion de la distancia entre ge6fonos
d=abs(coordenadas(canal_1)-coordenadas(canal_2));

if n_shots==1 %Un shot por canal, stacking en el tiempo

%Determinamos los pardmetros espectrales
[frequency,phase,cohe]=parametros_espectrales_st(arreglo,canal_1,canal_2,dt,d,w_espectrales);

%Procedemos a definir el rango de frecuencias entre las que consideraremos validos nuestros datos

%Llamamos a la ventana que muestra las estimaciones espectrales
figure(w_espectrales);
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display('Pique el intervalo de frecuencia que considera valido:')
%Asignacion de frecuencias minimas y maximas
fmin=puntos(1,1);

fmax=puntos(2,1);

%O0btencion y visualizacién de curvas de dispersion
[mcl,mp]=dispersion(frequency,phase,cohe,d,fmin,fmax,w_dispersion_bruta,w_dispersiones_filtradas,canal_1,canal_2);

grafica_dispersiones_acumuladas(w_dispersion_acumulada,mcl,mp)

%Acumulamos los datos automaticos
%datos_cl=[datos_cl; mcl];

%WValidamos los datos picados
valida=input('Valida los datos picados [si=1;n0=2]?:");

%Ciclo que evita que el programa se caiga en caso de anotar otro numero en la validacion
denuevo=1,;

while denuevo==1

if valida==1
denuevo=2;

else if valida==2
denuevo=2;
else
while valida~=1 && valida~=2

display(‘'Debe indicar si valida los datos o no [si=1;n0=2]:");
valida=input('Valida los datos picados[si=1;n0=2]?:");

denuevo=1,
end
end
end
end

%Procedemos a validar los datos
if valida==

%Acumulamos los datos automaticos

datos_cl=[datos_cl; mcl];

pauxl=mcl;

%Acumulacion de los datos

paux2=mp;

%Graficamos los datos picados filtrados (junto con los automaticos)

grafica_dispersiones_acumuladas(w_dispersion_picada_filtrada,paux1,paux2);
else

display(‘Pasamos al siguiente par de ge6fonos')
end

else  %Mas de un disparo por canal, stacking es en frecuencia

[frequency,phase,cohe]=parametros_espectrales_sf(arreglo,canal_1,canal_2,dt,d,w_espectrales);
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%Procedemos a definir el rango de frecuencias entre las que consideraremos validos nuestros datos
%Llamamos a la ventana que muestra las estimaciones espectrales

figure(w_espectrales);

display(‘Pique el intervalo de frecuencia que considera valido')

%Picamos los puntos entre los que analizaremos los datos

puntos=ginput(2);

%Asignacion de frecuencias minimas y maximas

fmin=puntos(1,1);

fmax=puntos(2,1);

%Obtencion y visualizacion de curvas de dispersion
[mcl,mp]=dispersion(frequency,phase,cohe,d,fmin,fmax,w_dispersion_bruta,w_dispersiones_filtradas,canal_1,canal_2);

grafica_dispersiones_acumuladas(w_dispersion_acumulada,mcl,mp);

%Acumulamos los datos automaticos
datos_cl=[datos_cl; mcl];

%Validamos los datos picados
valida=input('Valida los datos picados [si=1;n0=2]?:");

%Ciclo que evita que el programa se caiga en caso de anotar otro numero en la validacion
denuevo=1;

while denuevo==1
if valida==1
denuevo=2;
else if valida==
denuevo=2;
else
while valida~=1 && valida~=2

display('Debe indicar si valida los datos picados o no [si=1;n0=2]:");
valida=input('Valida los datos picados [si=1;n0=2]?:");

denuevo=1;
end
end
end
end

%Procedemos a validar los datos
if valida==

%Acumulamos los datos automaticos
datos_cl=[datos_cl; mcl];
pauxl=mcl,
%Acumulacion de los datos
datos_picados=[datos_picados; mp];
paux2=mp;

else

display(‘Pasamos al siguiente par de ge6fonos')

end
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%Graficamos los datos picados filtrados (junto con los automaticos)
%grafica_dispersiones_acumuladas(w_dispersion_picada_filtrada,mcl,mp);

end
otro_par=input('Desea analizar otro par de geofonos [si=1;n0=2]:");
if otro_par~=1

seguro=input('Seguro desea abandonar [si=1;n0=2]?:");

if seguro==1
otro_par=2;

else
otro_par=1;

end

end

end

% display('Indique modalidad combinacion de gedfonos:');
% display(‘Todos con todos [1]?");

% display('Pares correlativos [2]?");

% modalidad=input('modalidad:");

%

% %Ciclo que evita que el programa se caiga en caso de anotar otro numero en modalidad
% denuevo=1;

%

% while denuevo==

%

% if modalidad==1

%

% comb="todos los geéfonos’;

% denuevo=2;

%

% else if modalidad==2

%

% comb='"geo6fonos correlativos';

% denuevo=2;

%

% else

%

% while modalidad~=1 && modalidad~=2
%

% display('Debe indicar modalidad de combinacion de gedfonos:');
% modalidad=input('modalidad:');

% denuevo=1;

%

% end

%

% end

%

% end

%

% end

%Ordenamos los arreglos por frecuencias ascendentes
datos_cl=sortrows(datos_cl,[1 2 3]);
datos_picados=sortrows(datos_picados,[1 2 3]);

%ARREGLOS datos_cl y datos_picados son matrices que tienen como columnas [frecuencia velocidad longitud]
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%Procedemos a grabar la imagen con dispersion acumulada, el arreglo de dispersion bruta filtrada, y el arreglo
%de dispersion bruta picando la sefial.

save(['raw dispersion auto, ' taper ', stck ' metodo ' ' id_archivo ".txt],'datos_cl','-ASCII");

save(['raw dispersion manual, ' taper ', stck ' metodo ' " id_archivo ".txt'],'datos_picados',-ASCII');
saveas(w_dispersion_picada_filtrada,['Dispersion bruta, ' taper ', stck ' metodo ' ' id_archivo],'png');
saveas(w_dispersion_picada_filtrada,['Dispersion bruta, ' taper ', stck ' metodo ' ' id_archivo],'fig");

%Grabamos las figuras con la dispersion no filtrada
saveas(w_dispersion_acumulada,['Dispersion bruta no filtrada, ' taper ', stck * metodo ' " id_archivo],'png’);
saveas(w_dispersion_acumulada,['Dispersion bruta no filtrada, ' taper ', stck ' metodo ' " id_archivo],'fig");

close all

e FUNCTION RMS_INVOPT3

Este programa realiza una inversion simple estableciendo las curvas de dispersion del
primer modo de todas las combinaciones de velocidades para el par capa-semiespacio.
A cada curva tedrica asociada a un par se le saca el rms de la comparacion con la
curva de dispersion obtenida de datos en terreno. La solucion es la combinacién que

tenga el menor rms.

Function rms_invopt3

%Vamos a directorio que tiene datos de terreno
display(*Vaya al directorio donde estan los datos de dispersion:');
cd(uigetdir)

%Cargamos el archivo

display('Cargue el archivo con datos de dispersion:");
nombre_archivo=uigetfile;

display(['Ha cargado el archivo:' nombre_archivo])
matriz=load(nombre_archivo);

%Definimos el nombre identificador con que grabaremos el archivo
id_archivo=input('Ingrese el nombre identificador del archivo:', 's');

h=input('Indique el espesor de la capa:");

%MATRIZ CONTIENE LAS COLUMNAS [FRECUENCIA VELOCIDAD LONGITUD DESVIACION]
hmax=(max(matriz(:,3)))/2;

%Generamos la variable dispersion, que contiene como columnas [FRECUENCIA VELOCIDAD DESVIACION]
field_disp=[matriz(:,1:2) matriz(:,4)];

%Definimos los valores a partir de los cuales iteraremos
%vs_min=0.7*1.1*min(field_disp(:,2));

vs_min=100;

vs_max=1.3*max(field_disp(:,2));

%DEFINICION VARIABLES GLOBALES
%Modos por frecuencia

global MAXROOT; MAXROOT=1;
%NUmero de incrementos

global NUMINC; NUMINC = 200;

%Vector velocidad de fase experimental
c_ex=field_disp(:,2);
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%Contador para el nimero de ciclos
k=1;

otro=1;

%f_global=figure();
mc_th=[];

while otro==
t_total=cputime;
%diferencial de velocidad
%dc=15;
dc=(vs_max-vs_min)/30;
VS_capa=vs_min;
combinaciones=[];

while vs_capa<=mean([vs_min vs_max])

display(['Intervalo:' num2str(k)]);
display([ANALISIS INTERVALO VELOCIDADES ' num2str(vs_capa) 'y ' num2str(vs_max) "."]);

Vs_semiespacio=vs_capa+dc;
t2=cputime;
while vs_semiespacio<=vs_max
%t2=cputime;
%display(['Analisis velocidades ' num2str(vs_capa) 'y ' num2str(vs_semiespacio) "."7);
%c_th_full=modal(1:(1.1*max(field_disp(:,1))),h,[1.7 1.8],[2*vs_capa 2*vs_semiespacio],[vs_capa

VS_semiespacio],vs_min,vs_max);

%definicion matriz teérica

%mc_th=[mc_th c_th_full];

%figure(f_global)
Y%plot(field_disp(:,1),c_ex,'-.r*,1:(1.1*max(field_disp(:,1))),c_th_full,".")
%ititle (['lIteracion curvas dispersion ' num2str(h) ' m.'])

%xlabel ("Vs [m/s]")

%ylabel('Vr [m]’)

%axis([0 1.1*max(field_disp(:,1)) 0 vs_max])

%hold on

dif=[[;

%Ciclo para definir el vector para el rms
for i=1:length(c_th)

if field_disp(i,3)<=1
dif=[dif; (c_ex(i)-c_th(i))*2];
else
dif=[dif; ((c_ex(i)-c_th(i))/field_disp(i,3))"2];
end
end
%Calculamos el rms asociado a ambos set de datos

mrms=sqrt(sum(dif));
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%L lenamos las matrices con la combinacion
combinaciones=[combinaciones; [vs_capa vs_semiespacio mrms]];

VS_semiespacio=vs_semiespacio+dc;
%display(['El tiempo para este intervalo de velocidades fue de ' num2str(cputime-t2) ‘ seg.");
end
display(['El tiempo para este intervalo de velocidades fue de ' num2str((cputime-t2)/60) ' min.");
vs_capa=vs_capa+dc;
k=k+1;
end

menor_rms=find(combinaciones(:,3)==min(combinaciones(:,3)));
solucion=combinaciones(menor_rms,:);

display(['El tiempo total de este ciclo global fue de:' num2str((cputime-t_total)/60) ' min.")
display(['El intervalo que presenta el menor rms es:' num2str(solucion)])
sigue=input(‘Desea otra iteracion dentro de este intervalo [si=1;n0=2]:");

if sigue==1

otro=1,
vs_min=0.7*solucion(1);
vs_max=1.3*solucion(2);

else

display(‘Termina iteraciones')
otro=2;

end
end

menor_rms=find(combinaciones(:,3)==min(combinaciones(:,3)));
solucion=combinaciones(menor_rms,:);

display('La solucion a la busqueda es:")
display(['Velocidad Capa:' num2str(solucion(1))])
display(['Velocidad Semiespacio:' num2str(solucion(2))])
display(['RMS:" num2str(solucion(3))])

%Matriz con datos para graficar distribucion de velocidad en profundidad
m_sol=[[solucion(1) 0]; [solucion(1) h]; [solucion(2) h];[solucion(2) hmax]];

%Graficamos lo experimental con la solucion optima

w_sol=figure;

c_th_sol=modal(1:(1.1*max(field_disp(:,1))),h,[1.7 1.8],[2*solucion(1) 2*solucion(2)],[solucion(1)
solucion(2)],0.7*solucion(1),solucion(2));

figure(w_sol)

plot(field_disp(:,1),c_ex,"-.r*",1:(1.1*max(field_disp(:,1))),c_th_sol,".b")

title (['Iteracion curvas dispersion, H="num2str(h) ' m, RMS=" num2str(solucion(3))])

xlabel ('Vs [m/s]")

ylabel('Vr [m]')

axis([0 1.1*max(field_disp(:,1)) 0 1.5*max(c_ex)])

%Graficamos distribucion de velocidad onda de corte capa-semiespacio.
graf=figure;

figure(graf)

plot(m_sol(:,1),m_sol(:,2))
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title (['Perfil velocidades capa-semiespacio, H="numz2str(h) ' m."])
xlabel ("Velocidad Onda de Corte [m/s]’)

ylabel('Profundidad [m]")

axis([0 1.1*solucion(2) 0 hmax])

set(gca,"YDir','reverse')

%Procedemos a grabar los datos agrupados

save(['combinaciones velocidad y error capa semiespacio iteradas, H=" num2str(h) *, ' id_archivo ".txt'],'combinaciones'’,'-ASCII');
save(['solucion velocidad capa semiespacio, H=" num2str(h) ', " id_archivo ".txt],'solucion’,'~ASCII");

save(['distribucion velocidades capa semiespacio, H="num2str(h) ', ' id_archivo ".txt'],'m_sol',~ASCII');
saveas(graf,['Distribucion velocidad H=" num2str(h) ' m, " id_archivo],'png');

saveas(graf,['Distribucion velocidad H=' num2str(h) ‘' m, * id_archivo],'fig');

% saveas(f_global,['Esquema Iteraciones inversion, H="num2str(h) ' m, ' id_archivo],'png’);

% saveas(f_global,['Esquema Iteraciones inversion, H="num2str(h) ' m, ' id_archivo],'fig");

saveas(w_sol,['Curva de dispersion solucion, menor RMS, H="num2str(h) ' m, ' id_archivo],'png’);

saveas(w_sol,['Curva de dispersion solucion, menor RMS, H="num2str(h) ' m, ' id_archivo],'fig");
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