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IDENTIFICACIÓN DEL COEFICIENTE PRINCIPAL EN UNA ECUACIÓN DEL
CALOR NO LINEAL USANDO DESIGUALDADES DE CARLEMAN

El objetivo principal de esta memoria es estudiar algunos problemas inversos en ecuacio-
nes en derivadas parciales mediante el uso de desigualdades de Carleman. Estas últimas
son una herramienta muy útil para obtener estabilidad para el problema inverso en torno
a una solución regular. Dos son los principales problemas inversos trabajados aquı́.

Primero, consideramos la ecuación del calor lineal vt − div(σ(x)∇v) = g(x) en Q
∂v

∂n
= 0 sobre Σ,

(1)

donde g es una fuente,Q = (0, T )×Ω, Σ = (0, T )×∂Ω, Ω es un dominio regular y T > 0.
El problema inverso asociado a (1) es recuperar la conductividad σ a partir de observacio-
nes de borde tipo Dirichlet de la solución en γ ⊂ ∂Ω durante toda la ventana temporal y
en un tiempo positivo arbitrario fijo. También se estudia el caso de observaciones internas
en ω ⊂ Ω. Suponiendo σ regular, se obtiene un resultado de estabilidad Lipschitz en torno
a una solución regular con norma H1(Ω) de los parámetros y una norma apropiada de las
mediciones.

Segundo, consideramos la ecuación biestable no lineal: vt − div(σ(x)∇v) = f(v) en Q
∂v

∂n
= 0 sobre Σ,

(2)

donde f(v) = a(x)v(1 − v)(v − α(x)) es el término no lineal. La ecuación (2) sirve,
por ejemplo, como un modelo muy simple para la propagación de voltaje normalizado en
el tejido cardı́aco. El problema inverso consiste en recuperar la conductividad σ a partir
de observaciones tipo Dirichlet en una parte del borde y en un tiempo fijo positivo. Se
obtiene, al igual que para la ecuación (1), un resultado de estabilidad Lipschitz en torno a
una solución regular por medio de la combinación de dos desigualdades de Carleman: la
usual para la ecuación del calor y una especı́fica para el problema no lineal.

En adición a lo anterior, se estudia el comportamiento de la solución de la ecuación
biestable en una dimensión mediante simulaciones numéricas usando el método de dife-
rencias finitas.
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Capı́tulo 1

Introducción

La clase de problemas inversos que son el interés de esta memoria son los que se presentan
en ecuaciones en derivadas parciales (EDP), esto es, dado un fenómeno gobernado por
una EDP, se quiere recuperar algún parámetro a partir de observaciones o mediciones de
la solución en alguna parte del interior o del borde del dominio.

En palabras simples, un problema inverso consiste en determinar las causas de un
fenómeno a partir de sus consecuencias. Por ejemplo, si tres arroyos se juntan para formar
un rı́o, y sabemos que tres industrias botan cantidades conocidas de contaminante en ellos,
entonces podemos calcular la cantidad de contaminante en el rı́o. Esto serı́a el problema
clásico o directo. Sin embargo, podrı́amos querer determinar la cantidad de contaminante
que cada industria está depositando en cada arroyo, y sólo tener acceso a la cantidad de
contaminante en varios puntos del rı́o. Este constituye un problema inverso. Otro ejem-
plo, que tiene que ver con imágenes médicas, es determinar las propiedades de un órgano
interno sin cirugı́a invasiva. Es el caso de la tomografı́a por impedancia eléctrica, la cual
intenta recuperar la conductividad de una sección del cuerpo midiendo la corriente para
una serie de voltajes aplicados en la superficie. Ası́, podemos encontrar ejemplos de pro-
blemas inversos en diversas áreas, como finanzas (determinación de la volatilidad en la
ecuación de Black-Scholes), fı́sica (determinación del coeficiente de Lamé en la ecuación
de elasticidad), quı́mica (determinación de fuentes de emisión en quı́mica atmosférica),
etc.

1.1. Motivación

La actividad cardı́aca se origina mediante un impulso eléctrico generado por el nodo si-
noauricular (SA) ubicado en la aurı́cula derecha. El nodo SA es el marcapasos natural
del corazón. Este impulso se propaga a través de una ruta especı́fica y a medida que pasa
provoca la contracción del músculo. Luego del nodo SA, el impulso pasa a la aurı́cula
izquierda y al nodo auriculoventricular (AV), de donde se envı́a a una vı́a de conduc-
ción llamada haz de His, la cual se divide en dos ramas que transmiten el impulso a los
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1.1. Motivación Capı́tulo 1

ventrı́culos. Esta propagación eléctrica de arriba hacia abajo provoca el bombeo de san-
gre, lo que no serı́a posible si todo el músculo del corazón se contrae al mismo tiempo.
En la figura 1.1 se pueden ver las partes del corazón mencionadas.

Figura 1.1: Partes del corazón.

Si la función eléctrica o muscular del corazón es perturbada por algún motivo, afec-
tará la propagación del impulso eléctrico a través del músculo. Un ejemplo es el infarto al
miocardio, el que resulta en la muerte de una parte del tejido cardı́aco, lo que impide que
el impulso se propague por la zona dañada.

Otro ejemplo es el caso de un bloqueo de rama. En condiciones normales, el impulso
viaja por las ramas del haz de His a la misma velocidad lo que hace que los ventrı́culos
se contraigan al mismo tiempo. Si existe un bloqueo en alguna de ellas, el impulso debe
llegar al ventrı́culo por otra vı́a de condución, lo que causa un retraso en la contracción
y descoordinación entre los ventrı́culos, lo que puede afectar la habilidad del corazón de
bombear sangre. Aunque se puede padecer de esta condición sin presentar sı́ntomas, es
importante su detección pues puede ser sı́ntoma de otra enfermedad cardı́aca más grave.
En la figura 1.2 se muestra cómo se verı́an estas condiciones en el corazón.

La motivación de este trabajo es la detección de anomalı́as en la conducción del tejido
muscular a partir de un modelo simple de la propagación de voltaje normalizado en el
corazón. Este modelo es la ecuación biestable [Xin00]:

vt − div(σ(x)∇v) = f(v), (1.1)

donde f(v) = a(x)v(1− v)(v − α(x)), a y α son funciones adecuadas, y σ representa la
conductividad. Este modelo solamente simula la despolarización del tejido muscular.

2



1.2. Antecedentes bibliográficos Capı́tulo 1

Figura 1.2: Infarto al miocardio y bloqueo de rama.

Un modelo más realista es el sistema de Fitzhugh-Nagumo [Ji00]:

vt = ∆v + f(v)− u
ut = bv − γu,

(1.2)

la que introduce una nueva variable u que permite recuperar el efecto de repolarización
de la onda viajera [KS98].

Otro modelo, que rescata la forma tı́pica de las ondas en el corazón, es el modelo de
Aliev-Panfilov [MVDS+05]:

ε2vt = εdiv(σ∇v) + f(v)− vu
ut = −av(v − α− 1)− u,

(1.3)

donde ε > 0 es un parámetro pequeño que controla el acoplamiento entre las variables v
y u.

En este trabajo, sólo consideramos el problema inverso siguiente para la ecuación
(1.1): recuperar la conductividad σ a partir de mediciones del voltaje en una parte del
borde del corazón. En particular, estudiamos la estabilidad con respecto a las observacio-
nes usando desigualdades de Carleman. Sin embargo, destacamos que esta memoria es un
buen de punto de partida para estudios similares de los modelos (1.2) y (1.3).

1.2. Antecedentes bibliográficos

Muchos son los trabajos que abarcan problemas inversos en EDP usando desigualdades
de Carleman. Este método, introducido por Bukhgeim y Klibanov en [BK81], permite
obtener estabilidad del problema inverso de recuperar algún parámetro de la ecuación con
respecto a observaciones en un subconjunto del dominio o su frontera.

Una referencia clásica del método de Bukhgeim-Klibanov es el trabajo de Imanuvilov
y Yamamoto [IY98], donde se obtiene estabilidad Lipschitz para un problema inverso de

3



1.2. Antecedentes bibliográficos Capı́tulo 1

recuperación de fuente en una ecuación parabólica con coeficiente principal continuo. En
[BY06], se obtiene estabilidad Lipschitz para la recuperación de fuente de un problema de
transmisión en una ecuación parabólica. En este caso, se considera un coeficiente principal
discontinuo.

Los problemas de recuperación de fuentes son importantes pues permiten la determi-
nación de otros parámetros de la ecuación mediante linealización en torno a una solución
regular de referencia. Este hecho ya es advertido en [IY98]. En [BMO07] se obtiene unici-
dad y estabilidad Lipschitz para el problema inverso de recuperar un potencial estacionario
para la ecuación de ondas con coeficiente principal discontinuo. Además, se obtiene una
desigualdad de Carleman para el problema de transmisión de esta ecuación. Resultados
análogos se obtienen en [BSB08] para una ecuación parabólica con memoria, esto es, un
término integral.

Con respecto al problema inverso de recuperar el coeficiente principal podemos nom-
brar [IY03b], donde se obtiene una estabilidad tipo Hölder para el coeficiente principal en
una ecuación hiperbólica. En ecuaciones parabólicas, encontramos [BGR07] y [YY09].
En el primero se obtiene estabilidad para la recuperación del coeficiente principal pa-
ra el caso discontinuo y constante por pedazos en un problema de transmisión. En el
segundo se considera la determinación de la parte principal a partir de múltiples obser-
vaciones. Los coeficientes en este caso se consideran continuos. Para problemas inversos
usando desigualdades de Carleman en ecuaciones parabólicas no lineales, podemos nom-
brar [Kli04], [EEK05] y las referencias que ahı́ se encuentran.

En este trabajo se estudia primero el problema inverso de recuperación del coeficiente
principal en una ecuación parabólica lineal a partir de observaciones internas y de borde,
casos que se tratan por separado, como preliminar al objetivo principal que es estudiar el
problema inverso de la recuperación de la conductividad de la ecuación (1.1) a partir de
mediciones en una parte del borde.

La ecuación biestable (1.1) ya ha sido abordada en [BGO09] obteniendo unicidad y
estabilidad en la recuperación de los parámetros a y α presentes en el término no lineal.
La prueba se basa en una nueva desigualdad de Carleman. Sin embargo, en tal trabajo se
considera conductividad constante.

Acerca del modelo de Fitzhugh-Nagumo, podemos destacar la tesis de doctorado
[Ji00], donde se trabaja en un problema inverso aplicado a la identificación de neuronas.
Se estudia la recuperación de los parámetros b y γ a partir de la respuesta de voltaje por
inyección de corriente en el borde. También se trata la determinación de la función f , y se
logran algoritmos para recuperar estos parámetros numéricamente. En [CW04], se consi-
dera el problema inverso de recuperar f en una dimensión. Se busca bajo qué condiciones
el conocimiento del voltaje en un extremo determina f .

A nuestro conocimiento, la estrategia de usar desigualdades de Carleman para proble-
mas inversos en ecuaciones no lineales es un tema reciente en desarrollo, lo que nos ha
motivado a investigar y aportar en esta materia con resultados originales que se encuentran
en este trabajo.

4
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1.3. Estructura del trabajo

Este trabajo se estructura de la siguiente manera:

En el capı́tulo 2, se entregan aspectos teóricos de problemas inversos, la definición de
problema mal puesto y algunos ejemplos ilustrativos. También se presenta la desigualdad
de Carleman para la ecuación del calor y un análisis cualitativo y numérico de la ecuación
biestable en una dimensión.

En el capı́tulo 3, se estudia la determinación del coeficiente principal en la ecuación
del calor lineal a partir observaciones internas y de borde usando desigualdades de Carle-
man. En particular, se obtiene estabilidad local en torno a una solución de referencia en
norma H1 de los parámetros para el problema inverso con ayuda de un lema. Este último
entrega una estimación del parámetro con respecto a términos que dependen del tipo de
observación que se consideren y tiene una gran importancia en este trabajo.

En el capı́tulo 4, se aborda el problema inverso de la determinación de la conductividad
en la ecuación biestable. Al igual que en el caso lineal, se obtiene estabilidad local para
el problema inverso en norma H1 de los parámetros, pero, en este caso, combinando dos
desigualdades de Carleman: la usual para la ecuación del calor, y una especı́fica para una
ecuación no lineal.

Por último, en el capı́tulo 5, se presentan las conclusiones de este trabajo y posibles
trabajos futuros.

En la figura 1.3 se muestra un diagrama de la estructura de esta memoria. El objetivo
es dar al lector una idea general de cómo se relacionan los capı́tulos, y un orden de lectura
que permita una mejor comprensión de los contenidos.

5
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Capítulo 1

Introducción

Capítulo 2

Problemas inversos
Desigualdades de Carleman

Ecuación biestable en una dimensión

Capítulo 3

Recuperación conductividad
en ecuación del calor lineal

Capítulo 4

Recuperación conductividad
en ecuación biestable

Capítulo 5

Conclusiones

Figura 1.3: Diagrama de esta memoria.
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Capı́tulo 2

Preliminares

A continuación se entregan algunas nociones matemáticas de los problemas inversos y
desigualdades de Carleman, las cuales serán utilizadas en los capı́tulos 3 y 4. Además, se
presenta un análisis cualitativo y numérico de la ecuación biestable en una dimensión.

2.1. Problemas inversos

En el capı́tulo 1 se dió una primera idea de lo que son los problemas inversos: determinar
algún parámetro a partir de observaciones. En esta sección trataremos de definirlos en
forma concisa desde un enfoque matemático [Kir96].

Sean X e Y dos espacios normados, con normas ‖ · ‖X y ‖ · ‖Y respectivamente. X
será llamado el espacio de parámetros e Y el espacio de observaciones. Sea K : X → Y
un operador, no necesariamente lineal. De esta forma, podemos definir

Definición 2.1.1 (Problema directo). Dado x ∈ X , el problema directo consiste en calcu-
lar y = K(x).

Definición 2.1.2 (Problema inverso). Dado y ∈ Y , el problema inverso consiste en en-
contrar x ∈ X tal que K(x) = y.

Notamos que la resolución del problema inverso tiene mucha relación con el operador
que define el problema directo, el cual, por lo general, ya se ha estudiado y se conocen
resultados de existencia, unicidad y estabilidad con respecto a los datos. Esto corresponde
a decir que K está bien definida y es continua. Es razonable preguntarse si el problema
inverso tendrá las mismas cualidades, es decir, si al tomar dos mediciones u observaciones
se recupera el mismo parámetro (unicidad), o si para toda observación se podrá recuperar
algún parámetro que resuelva el problema (existencia), o si las mediciones presentan pe-
queños errores, esto se traducirá en pequeños errores en el parámetro (estabilidad). Esto
motiva las siguientes definiciones.

7



2.1. Problemas inversos Capı́tulo 2

Definición 2.1.3 (Problema bien puesto). El problema K(x) = y se dice bien puesto si se
cumplen las siguientes propiedades:

(i) Existencia: ∀y ∈ Y , ∃x ∈ X tal que K(x) = y.

(ii) Unicidad: K(x1) = K(x2)⇒ x1 = x2.

(iii) Estabilidad: Dada {xn} ⊂ X , si K(xn)→ K(x) en Y , entonces xn → x en X .

Definición 2.1.4 (Problema mal puesto). El problema K(x) = y se dice mal puesto si no
es bien puesto, es decir, si alguna de las propiedades (i), (ii) o (iii) no se cumple.

Lamentablemente, los problemas inversos son muy susceptibles a ser mal puestos,
debido al siguiente

Teorema 2.1.5. Sea K : X → Y un operador lineal y compacto. Si X/Ker(K) es de
dimensión infinita, entonces existe {xn} ⊂ X tal que K(xn) → 0, pero que ‖xn‖X = 1,
o bien ‖xn‖X → +∞.

Observación 2.1.6. El teorema anterior dice que el problema inverso asociado a K es
siempre mal puesto, pues no cumple la propiedad de estabilidad. Más aún, siempre que X
sea de dimensión infinita, el problema inverso es mal puesto. En efecto:

Si Ker(K) 6= {0}, no hay unicidad pues K no serı́a inyectiva.

Si Ker(K) = {0}, dim(K/Ker(K)) = dim(K) = +∞.

Veamos algunos ejemplos de problemas inversos que son mal puestos.

Ejemplo 2.1.7. Consideremos la ecuación de Laplace, con Ω regular y f ∈ L2(Ω):{
−∆u = f en Ω

u = 0 sobre ∂Ω.
(2.1)

Se sabe que ∀f ∈ L2(Ω), ∃!u ∈ H1
0 (Ω) solución de (2.1), por lo que el operador

K : L2(Ω) −→ L2(Ω)

f 7−→ u

queda bien definido, es lineal compacto , y se tiene que Ker(K) = {0}. Por el teorema
2.1.5, existe una sucesión {fn} ⊂ L2(Ω) tales que ‖un‖L2(Ω) → 0, pero ‖fn‖L2(Ω) → 1,
o ‖fn‖L2(Ω) → +∞. De esta forma, el problema inverso de encontrar f a partir de u
está mal puesto.

8
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Ejemplo 2.1.8. Consideremos la ecuación siguiente:

y(t) =

∫ t

0

x(s) ds (2.2)

y el problema inverso: dado y ∈ C0([0, 1]), encontrar x ∈ C0([0, 1]) tal que satisfaga
(2.2). Corresponde a un problema de diferenciación, pues basta derivar con respecto a t
para resolverlo. Sea

K : C0([0, 1]) −→ C0([0, 1])

x 7−→ K(x)(t) =

∫ t

0

x(s) ds.

Considerando la norma ‖x‖∞ = sup
t∈[0,1]

|x(t)|, sea la sucesión yn(t) = δn sen(t/δ2
n), con

δn > 0 tal que δn → 0. Esto genera una sucesión {xn} tal que K(xn) = yn, dada por

xn(t) = y′n(t) =
1

δn
cos(t/δ2

n).

Es fácil ver que ‖yn‖∞ → 0 y que ‖xn‖∞ → +∞, por lo que el problema de diferencia-
ción es mal puesto.

Ejemplo 2.1.9. Sea la ecuación del calor en una dimensión,
ut(t, x)− uxx(t, x) = f(x) ∀(t, x) ∈ (0, 1)× (0, π)

u(0, x) = 0 ∀x ∈ (0, π)

u(t, 0) = u(t, π) = 0 ∀t ∈ (0, 1)

(2.3)

y consideremos el problema inverso de recuperar f , conociendo u en un subconjunto del
dominio en todo instante de tiempo, es decir, se conoce u en (0, 1)× ω, ω ⊂ (0, π).

Sea la sucesión

un(t, x) =

√
2

π

(1− e−n2t) sen(nx)

n2
.

Se verifica fácilmente que cumplen las condiciones iniciales y de borde de (2.3), y que

fn(x) =

√
2

π
sen(nx).

Notemos que

‖un‖2
L2((0,1)×ω) =

∫ 1

0

∫
ω

2

π

(1− e−n2t)2

n4
sen2(nx) dx dt ≤ 2

π

|ω|
n4
−→ 0

y que

‖fn‖2
L2(0,π) =

∫ 1

0

∫ π

0

2

π
sen2(nx) dx dt = 1,

9
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lo que hace que el problema sea mal puesto, pues no se tiene la estabilidad.

Sin embargo, se puede intentar reparar este problema de estabilidad. Hasta este punto,
hemos considerado que conocemos u en (0, 1)×ω. Supongamos que conocemos también
uxx en un instante arbitrario θ ∈ (0, 1) y lo agregamos como observación a la que ya
tenı́amos. Se tiene que∥∥∥∥∂2un(θ)

∂x2

∥∥∥∥2

L2(0,π)

=

∫ π

0

2

π
(1− e−n2θ)2 sen2(nx) dx = (1− e−n2θ)2 −→ 1.

Ası́, con este nuevo dato, hay posibilidades de tener estabilidad para el problema inverso
de recuperar f . Con este ejemplo se ilustra que hay ocasiones en que se puede reparar la
condición de mal puesto contando con más información.

2.2. Desigualdad de Carleman para la ecuación del calor

Las desigualdades de Carleman permiten estimar la energı́a global (ponderada) de un
sistema por las fuentes y observaciones locales. Para cada ecuación, ya sea del calor,
ondas, Schrödinger, este tipo de desigualdad cambia, pero la idea general sigue siendo la
misma. Esta sección presenta una desigualdad de Carleman para la ecuación del calor que
es similar a la que ocuparemos en los capı́tulos siguientes.

Este tipo de desigualdades son herramientas muy usadas en la teorı́a de control de
EDPs y problemas inversos. En estos últimos, son especialmente útiles para estudiar la
estabilidad.

Veamos la desigualdad de Carleman para la ecuación del calor. Sea Ω un abierto aco-
tado de frontera regular y T > 0. Definamos los siguientes pesos de Carleman definidos
en Q = (0, T )× Ω:

ϕ(t, x) =
e2λ‖ψ‖∞ − eλψ(x)

t(T − t)
, η(t, x) =

eλψ(x)

t(T − t)
, ρ(t, x) = e−sϕ,

donde λ es un parámetro positivo. Notemos que los tres pesos son positivos en Q y que se
definen a partir de una función ψ. La definición de ψ depende del tipo de observaciones
que consideremos (internas, de borde Dirichlet o Neumann, etc). El siguiente lema, que
es probado en [FI96], entrega la existencia de ψ para el caso de observaciones internas en
(0, T )× ω, con ω ⊂ Ω.

Lema 2.2.1 (ψ observaciones internas). Sea Ω ⊂ RN regular acotado, entonces ∀ω′ ⊂⊂
ω ⊂⊂ Ω, ω′, ω abiertos no vacı́os, existe ψ ∈ C2(Ω) tal que

ψ > 0 en Ω, ψ = 0 sobre ∂Ω, |∇ψ| > 0 en Ω \ ω′.

Con estos elementos, podemos enunciar el siguiente

10
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Teorema 2.2.2 (Desigualdad de Carleman). Existen s0, λ0 > 0 tal que ∀s ≥ s0, ∀λ ≥ λ0

y ∀z suficientemente regular tal que z|(0,T )×∂Ω = 0 o ∂z
∂n
|(0,T )×∂Ω = 0, se tiene∫∫

Q

(
1

sη
(|zt|2 + |∆z|2) + sλ2η|∇z|2 + s3λ4η3|z|2

)
ρ2 dx dt

≤ C

(∫∫
Q

|Pz|2ρ2 dx dt+

∫ T

0

∫
ω

s3λ4η3|z|2ρ2dx dt

)
donde Pz = zt −∆z + az, a ∈ L∞(Ω).

De este teorema se deduce lo que se llama la propiedad de continuidad única.

Corolario 2.2.3 (Continuidad única). Supongamos que Pz = 0 y z|(0,T )×∂Ω = 0 (o
∂z
∂n
|(0,T )×∂Ω = 0). Si además z|(0,T )×ω = 0, entonces z = 0 en Q.

Observación 2.2.4. Notemos que los pesos de Carleman están acotados inferiormente en
tiempo por 4

T 2 > 0, pues ∀ t ∈ (0, T ) se cumple que

ϕ(T/2, x) ≤ ϕ(t, x) ∀x ∈ Ω,

η(T/2, x) ≤ η(t, x) ∀x ∈ Ω.

Además, cuando t→ 0 y t→ T :

ϕ −→ +∞
η −→ +∞
ρ −→ 0

1

sη
ρ2, sλ2ηρ2,s3λ4η3ρ2 −→ 0.

Para el caso de observaciones Dirichlet en el borde en (0, T ) × γ, con γ ⊂ ∂Ω, se
puede encontrar una desigualdad de Carleman similar, pero se debe considerar la siguiente
función ψ:

Lema 2.2.5 (ψ observaciones de borde Dirichlet). Sea Ω ⊂ RN regular acotado, entonces
∀γ′ ⊂⊂ γ ⊂⊂ ∂Ω, γ′, γ abiertos relativos a ∂Ω no vacı́os, existe ψ ∈ C2(Ω) tal que

ψ > 0 sobre γ′, ψ = 0 sobre ∂Ω \ γ′, |∇ψ| > 0 en Ω.

Teorema 2.2.6. Existen s0, λ0 > 0 tal que ∀ ≥ s0, ∀λ ≥ λ0, ∀z suficientemente regular
tal que ∂z

∂n
|(0,T )×∂Ω = 0, se tiene∫∫

Q

(
1

sη
(|zt|2 + |∆z|2) + sλ2η|∇z|2 + s3λ4η3|z|2

)
ρ2 dx dt

≤ C

(∫∫
Q

|Pz|2ρ2 dx dt+

∫ T

0

∫
γ

s3λ4η3|z|2ρ2dσ dt

)
donde Pz = zt −∆z + az, a ∈ L∞(Ω).

La demostración de esta desigualdad es muy similar a la demostración de los teoremas
4.2.1 y 4.2.2 en el capı́tulo 4.
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2.3. Ecuación biestable

La ecuación biestable es un modelo muy simple de la propagación de voltaje en el co-
razón. Se dice que es una ecuación de Reacción-Difusión. Viene dada por

∂u

∂t
− div(σ(x)∇u) = a(x)f(u), (2.4)

donde f(u) = u(1−u)(u−α(x)), α(x) ∈ (0, 1). Su nombre se debe a que u = 0 y u = 1
son dos puntos estables de la ecuación diferencial ordinaria (EDO)

∂u

∂t
= f(u).

En (2.4), σ representa la conductividad del medio, en este caso, del tejido del corazón.
Si el tejido está sano, el medio tiene una conductividad homogénea. Sin embargo, en el
caso de un infarto, hay una zona del tejido que muere, disminuyendo su conductividad.
Es interesante el problema inverso de indentificar la zona del tejido dañado a partir de
mediciones del voltaje del corazón.

El objetivo de esta sección es dar nociones generales del comportamiento de la solu-
ción de la ecuación (2.4) en una dimensión, tanto en el caso de σ constante como variable.
En el primer caso, se estudia de forma analı́tica la solución, encontrando una expresión
explı́cita, mientras que en el segundo caso se hacen simulaciones numéricas.

2.3.1. Caso σ constante

Consideremos la ecuación biestable en una dimensión en un dominio no acotado:

∂u

∂t
− σ∂

2u

∂x2
= af(u), t > 0, x ∈ R, (2.5)

con σ una constante positiva. Los parámetros a y α también serán constantes tales que
α ∈ (0, 1) y a > 0. La solución no trivial más simple de esta ecuación es un frente
viajero de la forma u(t, x) = U(x− ct) ≡ U(ξ), con c la velocidad de la onda. Por frente
viajero, nos referimos a una solución invariante bajo traslaciones, es decir, que mantiene
el mismo perfil para distintos instantes de tiempo con la caracterı́stica que antes de la
onda se encuentra en un estado estable alto (resp. bajo) y después de la onda en un estado
estable bajo (resp. alto). En este caso particular, esto significa que una solución de esta
forma entrega una transición entre u = 0 y u = 1, los estados estables de f . Buscando
soluciones de esta manera, tenemos que U satisface la EDO

Uξξ +
c

σ
Uξ +

a

σ
f(U) = 0. (2.6)

Para que U entregue la transición entre los estados estables, u = 0 y u = 1, se debe tener
que

ĺım
ξ→−∞

U(ξ) = 0, ĺım
ξ→∞

U(ξ) = 1.

12
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Para estudiar (2.6), es conveniente escribirla como un sistema de ecuaciones de dos
ecuaciones de EDOs:

Uξ = V

Vξ = − c
σ
V − a

σ
f(U),

(2.7)

cuyos puntos crı́ticos son los pares (U, V ) tales que V = 0 y f(U) = 0, es decir, (0, 0),
(α, 0) y (1, 0). Entonces, se busca una trayectoria, parametrizada por ξ, en el diagrama de
fase de (2.7) tal que

(U, V ) −→ (0, 0), cuando ξ → −∞
(U, V ) −→ (1, 0), cuando ξ → +∞.

Una tal trayectoria, conectando dos estados estables, es llamada trayectoria heteroclı́nica
[KS98]. Analicemos si tal trayectoria se puede encontrar.

Linealización y diagrama de fase

El Jacobiano del sistema (2.7) viene dado por

J(U, V ) =

[
0 1

−a
σ
f ′(U) − c

σ

]

cuyos valores propios son

λ1,2 = − c

2σ
± 1

2

√
c2

σ2
− 4a

σ
f ′(U).

Notemos que f cumple que f ′(0) < 0 y f ′(1) < 0, por lo que λ1 > 0 y λ2 < 0. Esto
quiere decir que los puntos crı́ticos (0, 0) y (1, 0) son puntos silla (saddle). Como este tipo
de puntos crı́ticos tienen sólo una dirección estable y otra inestable, la pregunta es ahora si
se puede elegir c de forma que exista una trayectoria que conecte estos puntos. En [KS98]
se prueba que existe un único c que logra esto. En la figura 2.1 se muestra el diagrama de
fase del sistema (2.7) y se aprecia tal trayectoria uniendo estos puntos. El parámetro c, se
calcula a continuación.

Cálculo de c

Supongamos que tenemos c tal que podemos encontrar la trayectoria que va desde (0, 0) a
(1, 0). Si multiplicamos por Uξ la ecuación (2.6) e integramos entre −∞ y +∞ tenemos

− c
∫ ∞
−∞

U2
ξ dξ −

σ

2

∫ ∞
−∞

UξUξξdξ = a

∫ ∞
−∞

Uξf(U)dξ.
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Figura 2.1: Flujo en el diagrama de fase del sistema (2.7) con los los parámetros: a = 1, α = 0,1, σ = 0,1
y c dado por la fórmula (2.9). Se indica la trayectoria que conecta los puntos crı́ticos (0, 0) y (1, 0).

Usando el cambio de variables s = U , ds = Uξ dξ

− c
∫ ∞
−∞

V 2dξ − σ

2

∫ ∞
−∞

d

dξ
|V |2dξ = a

∫ 1

0

f(s)ds

− c
∫ ∞
−∞

V 2dξ − σ

2
|V |2

∣∣ξ=∞
ξ=−∞ = a

∫ 1

0

f(s)ds,

y como V vale 0 en −∞ y +∞,

c = −a

∫ 1

0

f(s)ds∫ ∞
−∞

V 2dξ

.

De esta fórmula, podemos deducir el signo de c, pues el área total de la función f entre 0
y 1 es positiva si α ∈ (0, 1/2) y negativa si α ∈ (1/2, 1), por lo que

c > 0 si α >
1

2

c < 0 si α <
1

2
.
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Más aún, podemos calcular explı́citamente c:∫ 1

0

f(s) ds =

∫ 1

0

s(1− s)(s− α) ds

= −
∫ 1

0

(
s3 − s2(1 + α) + αs

)
ds

= −1

4
+

1 + α

3
− α

2

=
1− 2α

12
.

En [Xin00], se da una solución exacta de (2.6):

U(ξ) =
1

1 + e−
√

a
2σ
ξ
, (2.8)

con lo que tenemos

V (ξ) = U ′(ξ) =

√
a

2σ

e−
√

a
2σ
ξ

(1 + e−
√

a
2σ
ξ)2
.

En la figura 2.2 se pueden ver los perfiles de U y su derivada, V .

Ahora podemos completar el cálculo de c.∫ ∞
−∞

V 2 dξ =

∫ ∞
−∞

a

2σ

e−2
√

a
2σ
ξ

(1 + e−
√

a
2σ
ξ)4

dξ.

Con el cambio de variables

s = e−
√

a
2σ
ξ, ds = −

√
a

2σ
e−
√

a
2σ
ξdξ,

∫ ∞
−∞

V 2 dξ =
a

2σ

∫ ∞
0

√
2σ

a

s

(1 + s)4
ds

=

√
a

2σ

∫ ∞
0

(
1

(s+ 1)3
− 1

(s+ 1)4

)
ds

=

√
a

2σ

(
1

2(s+ 1)2
− 1

3(s+ 1)3

)∣∣∣∣s=0

s=∞

=

√
a

2σ

(
1

2
− 1

3

)
=

1

6

√
a

2σ
.

Ası́, c viene dada por la expresión

c = −a1− 2α

12
6

√
2σ

a
= −
√

2aσ

(
1

2
− α

)
. (2.9)
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Figura 2.2: Perfiles de las funciones U y V .

Algunos problemas inversos

Para el caso particular en que los parámetros de la ecuación (2.5) son constantes, podemos
encontrar expresiones exactas a partir de mediciones de la solución.

Recuperación de a, α

Supongamos que podemos conocer la solución en el lugar x = x0 en dos tiempos distin-
tos, digamos t1 y t2 (t1 < t2). Sean

u1 = u(t1, x0), u2 = u(t2, x0).

Usando la expresión (2.8), tenemos que

u1 =
1

1 + e−
√

a
2σ

(x0−ct1)
−→ u1 + u1e

−
√

a
2σ

(x0−ct1) = 1

u2 =
1

1 + e−
√

a
2σ

(x0−ct2)
−→ u2 + u2e

−
√

a
2σ

(x0−ct2) = 1

16
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Dividiendo ambas identidades:

u1e
−
√

a
2σ

(x0−ct1)

u2e
−
√

a
2σ

(x0−ct2)
=

1− u1

1− u2

e−
√

a
2σ
c(t2−t1) =

u2

u1

1− u1

1− u2

−
√

a

2σ
c =

1

t2 − t1
ln

(
1− u1

1− u2

u2

u1

)
,

y recordando la expresión para c (2.9), obtenemos

a =
1

(1
2
− α)(t2 − t1)

ln

(
1− u1

1− u2

u2

u1

)
. (2.10)

Notemos que esta expresión para a depende también del parámetro α, por lo que se debe
asumir conocido. De igual manera, podemos encontrar

α =
1

2
− 1

a(t2 − t1)
ln

(
1− u1

1− u2

u2

u1

)
. (2.11)

Ası́, para encontrar a o α no necesitamos información sobre σ, pero sı́ conocer alguno de
los dos.

Recuperación de σ

Veamos ahora el caso de recuperar el parámetro σ a partir de los mismos datos anteriores.
De las identidades

u1 + u1e
−
√

a
2σ

(x0−ct1) = 1

u2 + u2e
−
√

a
2σ

(x0−ct2) = 1

podemos multiplicarlas para obtener

u1u2e
−
√

a
2σ

(2x0−c(t1+t2)) = (1− u1)(1− u2)

e−
√

a
2σ

2x0 = e−
√

a
2σ
−c(t1+t2) (1− u1)(1− u2)

u1u2√
2a

σ
x0 = c

√
a

2σ
(t1 + t2) + ln

(
u1u2

(1− u1)(1− u2)

)
,

y usando la expresión para c (2.9), obtenemos

σ =
2ax2

0[
a(1

2
− α)(t1 + t2)− ln

(
u1u2

(1−u1)(1−u2)

)]2 . (2.12)

Notemos que esta fórmula nos dice que para conocer σ debemos conocer completamente
los parámetros a y α.
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Análisis de sensibilidad

Analicemos qué tan sensibles son las fórmulas (2.10), (2.11) y (2.12) ante pequeños erro-
res en las mediciones. Se ha utilizado la fórmula analı́tica para la solución de la ecuación
biestable considerando lo siguiente:

Un dominio acotado: [0, 25].

La solución está centrada inicialmente en 12,5.

Punto de obsevación fijo en la posición 17.

En la figura 2.3 se puede ver el punto de observación y la solución en el tiempo inicial.

En una primera prueba, hemos considerado como tiempos de observación t1 = 20 y
t2 = 30, que son instantes en los cuales la onda está sobre la zona de observación. Veremos
luego que los tiempos de observación influyen en la sensibilidad de las fórmulas. En la
figura 2.3 se muestra la solución en los tiempos de observación.

0 5 10 15 20 25
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

xL: x de obs

u(0,xL)
u(t1,xL)

u(t2,xL)

Figura 2.3: Posición de la onda viajera en los tiempos de observación.

Para la prueba de sensibilidad, se han considerado las observaciones con ruido alea-
torio, el cual se fue incrementando hasta un 2 %. Luego, se comparó con el valor real del
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parámetro a recuperar, cuyos valores están fijos en a = 1, α = 0, 1 y σ = 0, 1, calculando
el error relativo.
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Figura 2.4: Error relativo en las pruebas 1 y 2 de la recuperación de los parámetros.
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Figura 2.5: Error relativo en las pruebas 3 y 4 de la recuperación de los parámetros.

En las figuras 2.4 y 2.5 se muestran los errores relativos de cada parámetro en 4 prue-
bas bajo las mismas condiciones. Se puede ver que el parámetro más sensible es α, y que
a y σ presentan el mismo nivel de error. Sin embargo, se nota un error en la recuperación
de sigma aún sin ruido. Esto se debe a la discretización del intervalo [0, L].

Es interesante investigar la sensibilidad de las fórmulas de recuperación en función
del tiempo de observación, es decir, si se mide antes que la onda llegue o una vez que ya
pasó. Para ello, consideramos un tiempo de observación fijo t2 = 25, y variamos t1 entre
0 y 50, tiempos en que la onda se encuentra antes y después de la zona de observación,
respectivamente. El motivo de esta elección de t2, es que en ese tiempo la solución toma
un valor cercano a 0, 5. El ruido se consideró con una amplitud fija del 1 %.

En las figuras 2.6 y 2.7, se muestran cuatro pruebas distintas para este caso. Se puede
ver que el mayor error se comente cuando el tiempo es muy pequeño o muy grande, es
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Figura 2.6: Pruebas 1 y 2 para el error relativo en función del primer tiempo de observación con t2 = 25
fijo. La amplitud del ruido es 1 %.
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Figura 2.7: Pruebas 3 y 4 para el error relativo en función del primer tiempo de observación con t2 = 25
fijo. La amplitud del ruido es 1 %.

decir, cuando aún no pasa la onda y cuando ya pasó. En estos casos, los valores de la
observación son muy cercanos a 1 y 0, respectivamente. Si revisamos las fórmulas (2.10),
(2.11) y (2.12), se puede ver que la expresión tiene singularidades en tales valores, lo que
explica esta situación.

Por otro lado, se observa un gran error relativo en el tiempo 25. Esto se debe a que
los tiempos de observación son muy cercanos y por lo tanto su diferencia casi nula. En
las fórmulas (2.10) y (2.11) se puede ver que hay una singularidad cuando los tiempos
de observación son iguales. Sin embargo, no parece ser el caso para el error relativo de
σ, el cual parece no ser afectado por tiempos de observación similares, consistente con la
fórmula (2.12).

Como observación final, se puede ver que el error relativo es menor entre los tiempos
15 y 35 aproximadamente, que es el intervalo de tiempo cuando la onda pasa por el punto
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de observación, lo que nos permite concluir que es importante, para estas fórmulas de
recuperación, los instantes que se eligen para medir el voltaje.

2.3.2. Caso σ variable

En este caso, la ecuación (2.4) queda como

∂u

∂t
− ∂

∂x

(
σ(x)

∂u

∂x

)
= af(u). (2.13)

No podemos ahora encontrar una solución analı́tica, por lo que se resuelve numéricamente
con el método de diferencias finitas.

Esquema de diferencias finitas

Consideremos los parámetros a y α constantes y el intervalo I = [0, L], L > 0. Sea M ∈
N, h = L

M+1
el paso de la discretización del espacio y xj = j h, j ∈ {0, . . . ,M + 1} los

puntos de esta discretización. Denotemos por ∆t el paso de la discretización del tiempo,
tn = n∆t los puntos respectivos y unj una aproximación de u(tn, xj). Por último, σj =
σ(xj). Se propone el siguiente esquema explı́cito para resolver (2.13) en (0,∞)× (0, L):

un+1
j − unj

∆t
−
σj
unj+1 − unj

h
− σj−1

unj − unj−1

h
h

= af(unj ), i ∈ {1, . . . ,M}, n ∈ N

lo que lleva finalmente al esquema recursivo

un+1
j = unj +

∆t

h2

(
σju

n
j+1 − (σj + σj−1)unj + σj−1u

n
j−1

)
+ ∆t af(unj ),

i ∈ {1, . . . ,M}, n ∈ N.

Para iniciar el frente viajero (ver sección 2.3.1), tomamos como condición inicial

u0
j =

{
1, j = 0, . . . , bM

2
c

0, j = bM
2
c+ 1, . . . ,M + 1.

Simulaciones numéricas

El objetivo es simular las propagaciones en el corazón en el caso de un infarto. Como
se ha mencionado, cuando hay un infarto, la conductividad en la zona dañada del tejido
disminuye a causa de las células muertas, por lo que consideramos que σ(x) toma dos
valores solamente, tomando el menor en la parte que simule la parte dañada. Para la simu-
lación que se muestra a continuación, se considera una zona de baja conductividad entre
las posiciones 16 y 18.
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En las figuras 2.8 y 2.9 se compara la evolución del frente viajero con conductividad
σ constante y variable. En la figura 2.8, se muestra el comienzo de la simulación. Hasta
ese punto, las dos ondas coinciden, pues se encuentran en una zona con la misma conduc-
tividad. En la figura 2.9, se pueden ver las diferencias entre los dos frentes. En la primera,
la onda correspondiente a la conductividad variable, al entrar a una zona de baja conduc-
tividad, se retrasa con respecto a la otra, que viaja a velocidad constante. Igualmente se
observa que toma una forma más empinada que la que traı́a. En la segunda, se muestra lo
que pasa una vez que se ha pasado la zona de baja conductividad. La onda vuelve a tomar
la forma y velocidad originales, lo que se comprueba comparando con la forma de la otra
onda.

Tiempo de despolarización

Un aspecto interesante de mencionar, es el tiempo de despolarización. La despolarización
corresponde a una onda progresiva de estimulación que recorre el corazón, que es vital
en su funcionamiento, pues produce la contracción del miocardio. El tiempo de despola-
rización es, en el caso de voltaje normalizado, el tiempo que demora la onda en un punto
dado tomar el valor 0,5.

Desde la óptica de los problemas inversos, es importante pues puede ser una fuente de
observación cuando se quiere recuperar el coeficiente de conductividad. En [MVDS+05]
se estudia el problema de recuperar, entre otros parámetros, la conductividad a partir del
tiempo de despolarización usando el modelo de Aliev-Panfilov en 2D.

En la figura 2.10, se puede ver que hay una zona donde aumenta el tiempo de despo-
larización. Esta zona corresponde a la zona de baja conductividad, que es la misma que
en las figuras 2.8 y 2.9.
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Capı́tulo 3

Determinación del coeficiente principal
en una ecuación parabólica

Consideremos el siguiente sistema:
vt − div(σ(x)∇v) = f(x) en Q = (0, T )× Ω

∂v

∂n
= 0 sobre Σ = (0, T )× ∂Ω

v(0) = v0 en Ω,

(3.1)

donde T > 0 y Ω es un dominio acotado de frontera regular.

En este capı́tulo se trata el problema inverso de recuperar el parámetro σ = σ(x)
a partir de observaciones internas y de borde (secciones 3.1 y 3.2, respectivamente). El
resultado principal es la estabilidad Lipschitz asociada a estos problemas.

Los resultados que aquı́ se encuentran se obtuvieron gracias a una desigualdad de
Carleman para la ecuación del calor siguiendo la estrategia de Bukhgeim-Klibanov. Esta
desigualdad será la base para la que se probará en el capı́tulo 4. A pesar de que el resul-
tado de recuperación del coeficiente principal σ se supone implı́citamente conocido en la
literatura, este trabajo explicita los cálculos por primera vez.

3.1. Caso observaciones internas

Sea ω un sub-dominio arbitrario de Ω y denotemos Qω = (0, T ) × ω. El problema in-
verso asociado a (3.1) en este caso es recuperar el coeficiente σ a partir de observaciones
(internas) en ω.

El objetivo principal de esta sección es determinar la estabilidad asociada al problema
inverso, es decir, ver si se pueden controlar las perturbaciones del parámetro por perturba-
ciones en las observaciones. Más precisamente, queremos controlar estas perturbaciones
con respecto a un sistema de referencia. Para esto, consideremos
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v̄t − div(σ̄(x)∇v̄) = f(x) en Q
∂v̄

∂n
= 0 sobre Σ

v̄(0) = v̄0 en Ω,

(3.2)

y sean u = v − v̄ y p = σ − σ̄. Restando las ecuaciones (3.1) y (3.2), y agregando los
términos necesarios, encontramos que u satisface el siguiente sistema:


ut − div(σ(x)∇u) = div(p(x)∇v̄) en Q
∂u

∂n
= 0 sobre Σ

u(0) = v0 − v̄0 en Ω.

(3.3)

Este es un problema inverso de recuperación de fuente con observaciones internas
u|Qω = v|Qω − v̄|Qω . El objetivo ahora es encontrar la estabilidad para el término p.
En [IY98] se estudia un problema similar de estabilidad Lipschitz para recuperación de
fuente, por lo que seguimos la metodologı́a de este trabajo. La estrategia es utilizar de-
sigualdades de Carleman como fue introducido por Bukhgeim y Klibanov en [BK81].

Sea z = ut y θ ∈ (0, T ). Derivando con respecto a t en (3.3), tenemos que z satisface:

zt − div(σ(x)∇z) = div(p(x)∇v̄t) en Q
z(θ) = div(σ(x)∇u(θ)) + div(p(x)∇v̄(θ)) en Ω

∂z

∂n
= 0 sobre Σ

z(0) = div(σ(x)∇u(0)) + div(p(x)∇v̄0) en Ω.

(3.4)

La ventaja de hacer este cambio de variables es que el término p se encuentra ahora en la
condición t = θ, lo que será pieza clave en las estimaciones.

El motivo por el cual tomamos θ > 0 tiene que ver con la desigualdad de Carleman,
pues para ser aplicada la ecuación parabólica debe cumplirse para t en una vecindad de θ.
Para el caso θ = 0, se requieren extensiones de las soluciones de la ecuación parabólica a
t < 0, lo que es imposible en general dado que no son reversibles. Para las ecuaciones hi-
perbólicas sı́ es posible ya que admiten tales extensiones. Un ejemplo de esto se encuentra
en [IY03b].

3.1.1. Desigualdad de Carleman: observaciones en ω

La siguiente proposición es la desigualdad de Carleman para la ecuación del calor (teore-
ma 2.2.2) aplicada a la ecuación (3.4).
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Proposición 3.1.1. Sean las funciones de peso:

ϕ(t, x) =
e2λ||ψ||∞ − eλψ(x)

φ(t)(T − φ(t))
(3.5)

η(t, x) =
eλψ(x)

φ(t)(T − φ(t))
(3.6)

donde ψ(x) ∈ C2(Ω) es tal que

ψ(x) > 0 ∀x ∈ Ω, ψ|∂Ω = 0, |∇ψ(x)| > 0 ∀x ∈ Ω \ ω0, (3.7)

con ω0 ⊂⊂ ω, y φ(t) ∈ C2([0, T ]) es tal que

φ(0) = 0, φ(T ) = T, φ(θ) =
T

2
, φ′(t) > 0 ∀t ∈ [0, T ].

Existe λ0 > 0 tal que ∀λ > λ0, existe s0 = s0(λ) > 0 y C = C(λ, s0,Ω, ω) > 0 tal que
∀s > s0 y z solución de (3.4) se tiene

Iz =

∫∫
Q

(
1

sη
(|zt|2 + |∆z|2) + sλ2η|∇z|2 + s3λ4η3|z|2

)
e−2sϕdx dt

≤ C

(∫∫
Q

|div(p(x)∇v̄t)|2e−2sϕdx dt+

∫∫
Qω

s3λ4η3|z|2e−2sϕdσ dt

)
. (DCω)

Observación 3.1.2. La existencia de la función ψ que cumpla (3.7) se prueba en [FI96],
y es la que permite obtener los términos en la zona de observación interna ω. Como se
verá en la sección 3.2, para obtener el caso de observaciones de borde, se debe elegir ψ
con otras caracterı́sticas.

Observación 3.1.3. El motivo por el cual usamos los pesos (3.5) y (3.6) en vez de los
clásicos para ecuaciones parabólicas, es que de este modo se tiene que (ver observación
2.2.4)

ϕ(θ, x) ≤ ϕ(t, x) ∀x ∈ Ω,

η(θ, x) ≤ η(t, x) ∀x ∈ Ω.

3.1.2. Principales resultados

Antes de presentar el resultado de estabilidad, que es el resultado más importante de este
capı́tulo, veremos un resultado que, interesante en sı́, será de gran utilidad en este y en el
capı́tulo 4.
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Lema 3.1.4. Consideremos la ecuación

div(p(x)∇u0) = g(x) ∀x ∈ Ω. (3.8)

Sean las funciones de peso (3.5) y (3.6) definidas a partir de ψ(x) ∈ C2(Ω) tal que cumple
(3.7). Sea θ ∈ (0, T ) y supongamos que

u0 ∈ W 2,∞(Ω) ∩ C1(Ω)

y
|∇u0 · ∇ψ| > µ0 > 0 c.t.p. en Ω \ ω.

Entonces, ∃λ0 > 0 tal que ∀λ ≥ λ0, ∃s0 = s0(λ) > 0 y C = C(λ, s0,Ω, ω, u0) >
0 tal que ∀s ≥ s0

s2

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|g(x)|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs

∫
∂Ω

|p(x)|2
∣∣∣∣∂u0

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx+ Cs2

∫
ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx. (3.9)

Demostración. Seguimos el mismo argumento que en la demostración del Lema 2.4 en
[BIY08]: multiplicamos la ecuación (3.8) por p(x)e−2sϕ(θ) e integramos sobre Ω :∫

Ω

div(p(x)∇u0)p(x)e−2sϕ(θ)dx =

∫
Ω

g(x)p(x)e−2sϕ(θ)dx.

Integramos por partes para obtener:

−
∫

Ω

p(x)∇u0 · ∇
(
p(x)e−2sϕ(θ)

)
dx+

∫
∂Ω

p(x)2∂u0

∂n
e−2sϕ(θ)dx =∫

Ω

g(x)p(x)e−2sϕ(θ)dx. (3.10)

Desarrollamos el primer término en (3.10):

−
∫

Ω

p(x)∇u0 · ∇
(
p(x)e−2sϕ(θ)

)
dx =

2s

∫
Ω

p(x)2(∇u0 · ∇ϕ(θ))e−2sϕ(θ)dx−
∫

Ω

p(x)∇p(x) · ∇u0e
−2sϕ(θ)dx,

y notando que p(x)∇p(x) =
1

2
∇p(x)2, obtenemos

−
∫

Ω

p(x)∇u0 · ∇
(
p(x)e−2sϕ(θ)

)
dx =

2s

∫
Ω

p(x)2(∇u0 · ∇ϕ(θ))e−2sϕ(θ)dx− 1

2

∫
Ω

∇p(x)2 · ∇u0e
−2sϕ(θ)dx.

29



3.1. Caso observaciones internas Capı́tulo 3

Integrando por partes nuevamente

−
∫

Ω

p(x)∇u0 · ∇
(
p(x)e−2sϕ(θ)

)
dx = 2s

∫
Ω

p(x)2(∇u0 · ∇ϕ(θ))e−2sϕ(θ)dx

+
1

2

∫
Ω

p(x)2div(∇u0e
−2sϕ(θ))dx− 1

2

∫
∂Ω

p(x)2∂u0

∂n
e−2sϕ(θ)dx,

y desarrollando

−
∫

Ω

p(x)∇u0 · ∇
(
p(x)e−2sϕ(θ)

)
dx = s

∫
Ω

p(x)2(∇u0 · ∇ϕ(θ))e−2sϕ(θ)dx

+
1

2

∫
Ω

p(x)2∆u0e
−2sϕ(θ)dx− 1

2

∫
∂Ω

p(x)2∂u0

∂n
e−2sϕ(θ)dx. (3.11)

Reemplazando (3.11) en (3.10), obtenemos:

s

∫
Ω

p(x)2(∇u0 · ∇ϕ(θ))e−2sϕ(θ)dx =

∫
Ω

g(x)p(x)e−2sϕ(θ)dx

− 1

2

∫
Ω

p(x)2∆u0e
−2sϕ(θ)dx− 1

2

∫
∂Ω

p(x)2∂u0

∂n
e−2sϕ(θ)dx,

y tomando módulo∣∣∣∣s∫
Ω\ω

p(x)2(∇u0 · ∇ϕ(θ))e−2sϕ(θ)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

g(x)p(x)e−2sϕ(θ)dx

− 1

2

∫
Ω

p(x)2∆u0e
−2sϕ(θ)dx− 1

2

∫
∂Ω

p(x)2∂u0

∂n
e−2sϕ(θ)dx

− s

∫
ω

p(x)2(∇u0 · ∇ϕ(θ))e−2sϕ(θ)dx

∣∣∣∣ ,
donde hemos dejado al lado izquierdo la parte de la integral donde |∇u0 · ∇ψ| > µ0, y al
lado derecho el resto. De esto último, obtenemos la siguiente desigualdad:∣∣∣∣s ∫

Ω\ω
p(x)2(∇u0 · ∇ϕ(θ))e−2sϕ(θ)dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

|g(x)||p(x)|e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|p(x)|2|∆u0|e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
∂Ω

|p(x)|2
∣∣∣∣∂u0

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx

+ s

∫
ω

|p(x)|2 |∇u0 · ∇ϕ(θ)| e−2sϕ(θ)dx. (3.12)

Notando que u0 ∈ W 2,∞(Ω), tenemos∫
Ω

|p(x)|2|∆u0|e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx. (3.13)

30



3.1. Caso observaciones internas Capı́tulo 3

Sea ahora ε > 0. Se tiene que

∫
Ω

|g(x)||p(x)|e−2sϕ(θ)dx =

∫
Ω

(
1√
sε
|g(x)|e−sϕ(θ)

)(√
sε|p(x)|e−sϕ(θ)

)
dx

≤ Cε
s

∫
Ω

|g(x)|2e−2sϕ(θ)dx+ sε

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx, (3.14)

donde la desigualdad viene dada por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Por otro lado, ∇ϕ(θ) = −∇η(θ) = −λη(θ)∇ψ y |∇u0 · ∇ψ| > µ0 en Ω \ ω. Para λ
suficientemente grande, podemos acotar el lado izquierdo en (3.12) de la siguiente forma∣∣∣∣s ∫

Ω\ω
p(x)2(∇u0 · ∇ϕ(θ))e−2sϕ(θ)dx

∣∣∣∣ ≥ Cs

∫
Ω\ω
|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx. (3.15)

En efecto, notemos primero que∣∣∣∣s∫
Ω\ω

p(x)2(∇u0 · ∇ϕ(θ))e−2sϕ(θ)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣sλ∫
Ω\ω

η(θ)p(x)2(∇u0 · ∇ψ)e−2sϕ(θ)dx

∣∣∣∣ ,
y llamemos

A =

∣∣∣∣sλ∫
Ω\ω

η(θ)p(x)2(∇u0 · ∇ψ)e−2sϕ(θ)dx

∣∣∣∣ .
Observemos que si u0 ∈ C1(Ω) y |∇u0 · ∇ψ| > µ0 > 0 en Ω \ ω, entonces ∇u0 · ∇ψ no
cambia de signo en Ω \ ω. De esta forma, si∇u0 · ∇ψ > 0, es fácil ver que

A = sλ

∫
Ω\ω

η(θ)|p(x)|2|∇u0 · ∇ψ|e−2sϕ(θ)dx ≥ 4µ0

T 2
s

∫
Ω\ω
|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx,

donde hemos tomado λ > 1 y que η(θ, x) ≥ 4

T 2
∀x ∈ Ω.

De forma similar, si∇u0 · ∇ψ < 0,

A =

∣∣∣∣∣∣sλ
∫

Ω\ω
η(θ)p(x)2 (−∇u0 · ∇ψ)︸ ︷︷ ︸

>0

e−2sϕ(θ)dx

∣∣∣∣∣∣
= sλ

∫
Ω\ω

η(θ)|p(x)|2|∇u0 · ∇ψ|e−2sϕ(θ)dx

≥ 4µ0

T 2
s

∫
Ω\ω
|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx.

con lo que demostramos (3.15).
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Por (3.13), (3.14) y (3.15) en (3.12) obtenemos

s

∫
Ω\ω
|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ Cε

s

∫
Ω

|g(x)|2e−2sϕ(θ)dx+ sε

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
∂Ω

|p(x)|2
∣∣∣∣∂u0

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx+ Cs

∫
ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx.

Sumando el término
∫
ω

s|p(x)|2e−2sϕ(θ) a ambos lados en la última desigualdad, se

tiene

s

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ Cε
s

∫
Ω

|g(x)|2e−2sϕ(θ)dx+ sε

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
∂Ω

|p(x)|2
∣∣∣∣∂u0

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx+ Cs

∫
ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx.

Fijando ε suficientemente pequeño y tomando s grande, obtenemos (3.9).

Corolario 3.1.5. Considerando las mismas hipótesis del Lema 3.1.4, más u0 ∈ W 3,∞(Ω)∩
C1(Ω), se tiene que ∃λ0 > 0 tal que ∀λ ≥ λ0,∃s0 = s0(λ) > 0 y C = C(λ, s0,Ω, ω, u0) >
0 tal que ∀s ≥ s0

s2

∫
Ω

|∇p(x)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|∇g(x)|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs

∫
∂Ω

|∇p(x)|2
∣∣∣∣∂u0

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx+ Cs2

∫
ω

|∇p(x)|2e−2sϕ(θ)dx (3.16)

Demostración. Derivamos la ecuación div(p(x)∇u0) = g(x) con respecto a xj. Denota-
mos qj(x) = ∂jp(x).

div(qj(x)∇u0) = ∂jg(x)− div(p(x)∇(∂ju0))

= ∂jg(x)− p(x)∆(∂ju0)−∇p(x) · ∇(∂ju0).

Si aplicamos el Lema 3.1.4 a qj, obtenemos

s2

∫
Ω

|qj(x)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|∂jg(x)|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|p(x)|2|∆(∂ju0)|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

|∇p(x) · ∇(∂ju0)|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs

∫
∂Ω

|qj(x)|2
∣∣∣∣∂u0

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx+ Cs2

∫
ω

|qj(x)|2e−2sϕ(θ)dx.
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Usando que u0 ∈ W 3,∞(Ω), y luego sumando sobre j se obtiene

s2

∫
Ω

|∇p(x)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|∇g(x)|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

|∇p(x)|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs

∫
∂Ω

|∇p(x)|2
∣∣∣∣∂u0

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx+ Cs2

∫
ω

|∇p(x)|2e−2sϕ(θ)dx,

y para s suficientemente grande obtenemos (3.16).

Corolario 3.1.6. Con las mismas hipótesis del Corolario 3.1.5, se tiene que ∃λ0 >
0 tal que ∀λ ≥ λ0, ∃s0 = s0(λ) > 0 y C = C(λ, s0,Ω, ω, u0) > 0 tal que ∀s ≥ s0

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

(
|g(x)|2 + |∇g(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx

+ Cs

∫
∂Ω

(
|p(x)|2dx+ |∇p(x)|2

) ∣∣∣∣∂u0

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx

+ Cs2

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx. (3.17)

Demostración. Simplemente hay que notar que al sumar (3.9) (Lema 3.1.4) y (3.16) (Co-
rolario 3.1.5), al tomar s suficientemente grande, el segundo término del lado derecho de
(3.16) se absorbe con el lado izquierdo de (3.9) y se obtiene (3.17).

El siguiente es el resultado principal de esta sección:

Teorema 3.1.7. Sean σ = σ(x) ∈ W 2,∞(Ω) un parámetro desconocido y v = v(t, x) ∈
H1(0, T ;H2(Ω)) solución de (3.1). Consideremos σ̄ = σ̄(x) y v̄ = v̄(t, x) un parámetro
y trayectoria de referencia regular de (3.1), y supongamos que cumple

|∇v̄(θ) · ∇ψ| ≥ µ0 > 0 c.t.p. en Ω \ ω,

para θ ∈ (0, T ) y ω ⊂ Ω. Entonces, se tiene que existe una constante C = C(Ω, ω) tal
que

‖σ − σ̄‖2
H1(Ω) ≤ C

(
‖v − v̄‖2

H1(0,T ;L2(ω)) + ‖v(θ)− v̄(θ)‖2
H3(Ω) + ‖σ − σ̄‖2

H1(ω)

)
.

Más aún, si consideramos que σ = σ̄ en ω, entonces

‖σ − σ̄‖2
H1(Ω) ≤ C

(
‖v − v̄‖2

H1(0,T ;L2(ω)) + ‖v(θ)− v̄(θ)‖2
H3(Ω)

)
.

Demostración del teorema 3.1.7. Por un asunto de orden, esta demostración está dividida
en pasos o etapas de cálculo. Luego las juntaremos para llegar al resultado final.
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Paso 1

Utilizando el corolario 3.1.6 con el término div(p(x)∇v̄(θ)) presente en (3.4), tenemos
que

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|div(p(x)∇v̄(θ))|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|∇div(p(x)∇v̄(θ))|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs

∫
∂Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

) ∣∣∣∣∂v̄(θ)

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx

+ Cs2

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx.

Usando la condición de borde de (3.2), se obtiene

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|div(p(x)∇v̄(θ))|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|∇div(p(x)∇v̄(θ))|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs2

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx.

Más aún, por (3.4):

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤

C

∫
Ω

|z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|div(σ(x)∇u(θ))|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

|∇div(σ(x)∇u(θ))|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs2

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx,

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤C

∫
Ω

|z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs2

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx.

Ahora nos concentramos en estimar los dos primeros términos del lado derecho de
esta última desigualdad.
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Paso 2:

Veremos que ∫
Ω

|z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ C

s
· Iz.

En efecto, usando que |z(0)|2e−2sϕ(0) = 0, y que
∣∣∣∣∂ϕ∂t

∣∣∣∣ ≤ Cη2, tenemos que∫
Ω

s|z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx =

∫ θ

0

∂

∂t

(∫
Ω

sz2e−2sϕdx

)
dt

=

∫ θ

0

∫
Ω

(
2szzte

−2sϕ − 2s2z2∂ϕ

∂t
e−2sϕ

)
dx dt

≤C
∫∫

Q

s|z||zt|e−2sϕdx dt+ C

∫∫
Q

s2|z|2η2e−2sϕdx dt

=C

∫∫
Q

(
1
√
sη
|zt|e−sϕ

)(
s
√
sη|z|e−sϕ

)
dx dt

+ C

∫∫
Q

s2|z|2η2e−2sϕdx dt

≤C
∫∫

Q

1

sη
|zt|2e−2sϕdx dt+ C

∫∫
Q

s3η|z|2e−2sϕdx dt

+ C

∫∫
Q

s2η2|z|2e−2sϕdx dt,

de donde, para s suficientemente grande,∫
Ω

s|z(θ)|2e−2sϕ(θ) ≤ C · Iz.

�

Paso 3:

Similar al Paso 2, veremos que∫
Ω

|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ Cs · Iz.

En efecto, de manera análoga al paso 2 se tiene, pues
1

η(0)
|∇z(0)|2e−2sϕ(0) = 0,

∫
Ω

1

sη(θ)
|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ) =

∫ θ

0

d

dt

(∫
Ω

1

sη
|∇z|2e−2sϕdx

)
dt

=

∫ θ

0

∫
Ω

(
2

1

sη
∇z · ∇zte−2sϕ − 1

sη2

∂η

∂t
|∇z|2e−2sϕ − 2

1

η

∂ϕ

∂t
|∇z|2e−2sϕ

)
dx dt.
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Integrando por partes en espacio,∫
Ω

1

sη(θ)
|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ −2

∫ θ

0

∫
Ω

ztdiv
(

1

sη
∇ze−2sϕ

)
dx dt

+ 2

∫ θ

0

∫
∂Ω

1

sη
zt
∂z

∂n
e−2sϕdx dt

+ C

∫∫
Q

(
1

sη

∣∣∣∣∂η∂t
∣∣∣∣ |∇z|2e−2sϕ +

1

η

∣∣∣∣∂ϕ∂t
∣∣∣∣ |∇z|2e−2sϕ

)
dx dt.

Por la condición de borde en (3.4), notando que
∣∣∣∣∂η∂t

∣∣∣∣ ≤ Cη2 y desarrollando, tenemos
que∫

Ω

1

sη(θ)
|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ −2

∫ θ

0

∫
Ω

1

sη
zt∆ze

−2sϕdx dt

−
∫ θ

0

∫
Ω

1

sη2
zt(∇z · ∇η)e−2sϕdx dt−

∫ θ

0

∫
Ω

2

η
zt (∇z · ∇ϕ) e−2sϕdx dt

+ C

∫∫
Q

(
1

s
η|∇z|2e−2sϕ + η|∇z|2e−2sϕ

)
dx dt.

Notando que∇η = λη∇ψ y∇ϕ = −λη∇ψ, se tiene , considerando s > 1, que∫
Ω

1

sη(θ)
|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx ≤C

∫∫
Q

1

sη
|zt||∆z|e−2sϕdx dt

+C

∫∫
Q

λ

sη
|zt||∇z||∇ψ|e−2sϕdx dt+ C

∫∫
Q

λ|zt||∇z||∇ψ|e−2sϕdx dt

+ C

∫∫
Q

sη|∇z|2e−2sϕdx dt.

Ahora, como ψ ∈ C2(Ω), |∇ψ| es acotado en Ω. Además,
1

η
es una función acotada

en Q, por lo que podemos encontrar C tal que
1

sη
≤ C. Con esto, se tiene que

∫
Ω

1

sη(θ)
|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫∫
Q

1

sη
|zt||∆z|e−2sϕdx dt

+ C

∫∫
Q

λ|zt||∇z|e−2sϕdx dt+ C

∫∫
Q

sη|∇z|2e−2sϕdx dt.
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∫
Ω

1

sη(θ)
|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx ≤C

∫∫
Q

(
1
√
sη
|zt|e−sϕ

)(
1
√
sη
|∆z|e−sϕ

)
dx dt

+ C

∫∫
Q

(
1
√
sη
|zt|e−sϕ

)(
λ
√
sη|∇z|e−sϕ

)
dx dt

+ C

∫∫
Q

sη|∇z|2e−2sϕdx dt

≤ C

∫∫
Q

1

sη
|zt|2e−2sϕdx dt+ C

∫∫
Q

1

sη
|∆z|2e−2sϕdx dt

+C

∫∫
Q

1

sη
|zt|2e−2sϕdx dt+ C

∫∫
Q

sλ2η|∇z|2e−2sϕdx dt

+ C

∫∫
Q

sη|∇z|2e−2sϕdx dt.

Considerando s suficientemente grande y λ > 1, obtenemos∫
Ω

1

sη(θ)
|∇z(θ)2|e−2sϕ(θ)dx ≤C

∫∫
Q

1

sη
|zt|2e−2sϕdx dt

+ C

∫∫
Q

1

sη
|∆z|2e−2sϕdx dt

+ C

∫∫
Q

sλ2η|∇z|2e−2sϕdx dt

≤ C · Iz.

Notemos que

η(θ) =
eλψ(x)

T 2/4
≤ 4

T 2
eλ‖ψ‖∞ ,

con lo que se tiene∫
Ω

|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ 4

T 2
eλ‖ψ‖∞

∫
Ω

1

η(θ)
|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx dt ≤ Cs · Iz.

�

Juntando los pasos

Por el paso 1, tenemos que

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|∇z(θ)|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs2

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx.
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Por los pasos 2 y 3 obtenemos

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤C

s
· Iz + Cs · Iz

+ C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs2

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx.

Aplicando la desigualdad de Carleman (DCω):

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤Cs

∫∫
Q

|div(p(x)∇v̄t)|2e−2sϕdx dt

+ Cs

∫∫
Qω

s3η3|z|2e−2sϕdx dt

+ C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+ s2C

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx.

Considerando la trayectoria de referencia suficientemente regular,

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤Cs

∫∫
Q

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕdx dt

(3.18)

+ C

∫∫
Qω

s4η3|z|2e−2sϕdx dt

+ C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+ s2C

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx.

Por la observación 3.1.3, se tiene que, ∀t ∈ [0, T ],∫∫
Q

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕdx dt ≤

∫∫
Q

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx dt

=T

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx.
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Usando esto último en (4.25) obtenemos

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤Cs

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫∫
Qω

s4η3|z|2e−2sϕdx dt

+ C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+ s2C

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx,

de donde, para s suficientemente grande

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤C

∫∫
Qω

s4η3|z|2e−2sϕdx dt

+ C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs2

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx.

Más aún, como θ > 0, podemos acotar inferiormente e−2sϕ(θ) por una constante posi-

tiva, por ejemplo, por C1 = exp

(
−2s

e2λ||ψ||∞

T 2/4

)
> 0. Por otro la lado, si bien η3 no es

una función acotada en Q, sı́ lo es el producto η3e−2sϕ. Obtenemos ası́

C1s
2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
dx ≤Cs4

∫∫
Qω

|z|2 + C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ)|2dx

+ Cs2

∫
ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
dx,

de donde, fijando s y λ suficientemente grande, podemos concluir y completamos la de-
mostración del teorema 3.1.7.

Es posible encontrar una estimación como la del teorema 3.1.7 en norma L2(Ω) de
p, pero para esto se necesitarı́a una desigualdad de Carleman para ecuaciones parabólicas
con lado derecho en L2(0, T ;H−1(Ω)). Esto permitirı́a estimar parámetros con menos re-
gularidad. En este caso particular, podrı́amos bajar la regularidad de σ aW 1,∞(Ω) en lugar
de W 2,∞(Ω). En [IY03a] se encuentra una desigualdad de Carleman para una ecuación
parabólica con lado derecho en un espacio de Sobolev de orden negativo, en particular,
en L2(0, T ;W−l

2 (Ω)), l ∈ [0, 1]. Sin embargo, esta desigualdad no estima el término zt (ni
∆z), el cual, para nuestro procedimiento, es esencial poder estimarlo mediante la energı́a
del sistema (ver paso 2 en la demostración del teorema 3.1.7).
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3.2. Caso observaciones de borde

Consideramos el mismo sistema que en la sección anterior. El problema inverso es ahora
recuperar el coeficiente σ de (3.1) a partir de mediciones Dirichlet en una parte del borde
de Ω, es decir, mediciones del tipo v|(0,T )×γ , donde γ ⊂⊂ ∂Ω.

Al igual que antes, nos interesa encontrar la estabilidad Lipschitz asociada a este pro-
blema inverso. El procedimiento es esencialmente el mismo. La modificación que permite
estimar el parámetro por mediciones en γ es la elección de la función ψ para la desigual-
dad de Carleman.

3.2.1. Desigualdad de Carleman: observaciones en γ

Al igual que en el caso de observaciones internas, la siguiente proposición es la desigual-
dad de Carleman para la ecuación del calor (teorema 2.2.6) aplicada a la ecuación (3.4)
para el caso de observaciones de borde.

Proposición 3.2.1. Sean las funciones de peso (3.5) y (3.6) a partir de ψ ∈ C2(Ω) tal que

ψ|∂Ω\γ = 0, ψ|γ′ > 0, |∇ψ(x)| > 0 ∀x ∈ Ω,

donde γ′ ⊂⊂ γ. Denotemos por Σγ = (0, T )× γ.

Existe λ0 > 0 tal que ∀λ > λ0, existe s0 = s0(λ) > 0 y C = C(λ, s0,Ω, γ) > 0 tal que
∀s > s0 y z solución de (3.4) se tiene

∫∫
Q

(
1

sη
(|zt|2 + |∆z|2) + sλ2η|∇z|2 + s3λ4η3|z|2

)
e−2sϕdx dt

≤ C

(∫∫
Q

|div(p(x)∇v̄t)|2e−2sϕdx dt+

∫∫
Σγ

s3λ4η3|z|2e−2sϕdσ dt

)
. (DCγ)

3.2.2. Principales resultados

Otro aspecto que cambia con esta función ψ, es el lema 3.1.4. Como |∇ψ(x)| > 0,∀x ∈
Ω, es posible elegir ahora u0 tal que se cumpla |∇u0 · ∇ψ| > µ0 > 0 en todo Ω, con lo
que no es necesario separar integrales del lado izquierdo de la desigualdad para evitar que
se anulen en alguna parte del dominio (ver demostración del lema 3.1.4). Ası́, tenemos los
siguientes resultados, consecuencia de esta observación.

Lema 3.2.2. Consideremos las mismas hipótesis que el lema 3.1.4, y supongamos además
que podemos elegir u0 ∈ W 2,∞(Ω) ∩ C1(Ω) tal que

|∇u0 · ∇ψ| > µ0 > 0 en Ω.
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Entonces, ∃λ0 > 0 tal que ∀λ ≥ λ0, ∃s0 = s0(λ) > 0 y C = C(λ, s0,Ω, ω, u0) >
0 tal que ∀s ≥ s0

s2

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|g(x)|2e−2sϕ(θ)dx+ Cs

∫
∂Ω

|p(x)|2
∣∣∣∣∂u0

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx.

Corolario 3.2.3. Considerando las mismas hipótesis del Lema 3.2.2, más u0 ∈ W 3,∞(Ω)∩
C1(Ω), se tiene que ∃λ0 > 0 tal que ∀λ ≥ λ0,∃s0 = s0(λ) > 0 y C = C(λ, s0,Ω, ω, u0) >
0 tal que ∀s ≥ s0

s2

∫
Ω

|∇p(x)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|∇g(x)|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

|p(x)|2e−2sϕ(θ)dx

+ Cs

∫
∂Ω

|∇p(x)|2
∣∣∣∣∂u0

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx.

Corolario 3.2.4. Con las mismas hipótesis del Corolario 3.2.3, se tiene que ∃λ0 >
0 tal que ∀λ ≥ λ0,∃s0 = s0(λ) > 0 y C = C(λ, s0,Ω, ω, u0) > 0 tal que ∀s ≥ s0

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

(
|g(x)|2dx+ |∇g(x)|2

)
e−2sϕ(θ)

+ Cs

∫
∂Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

) ∣∣∣∣∂u0

∂n

∣∣∣∣ e−2sϕ(θ)dx.

Con estas variaciones de los resultados de la sección 3.1, y usando la desigualdad de
Carleman (DCγ) en lugar de (DCω), podemos obtener el siguiente

Teorema 3.2.5. Sean σ = σ(x) ∈ W 2,∞(Ω) un parámetro desconocido y v = v(t, x) ∈
H1(0, T ;H2(Ω)) solución de (3.1). Consideremos σ̄ = σ̄(x) y v̄ = v̄(t, x) un parámetro
y trayectoria de referencia regular de (3.1), supongamos que

|∇v̄(θ) · ∇ψ| > µ0 > 0 en Ω,

para θ ∈ (0, T ) y sea γ ⊂ ∂Ω. Entonces, se tiene que existe una constante C = C(Ω, γ)
tal que

‖σ − σ̄‖2
H1(Ω) ≤ C

(
‖v − v̄‖2

H1(0,T ;L2(γ)) + ‖v(θ)− v̄(θ)‖2
H3(Ω)

)
.

Una idea más completa de la demostración del teorema 3.2.5 se puede ver en la de-
mostración del teorema 4.3.1 en el capı́tulo 4.
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Capı́tulo 4

Determinación del coeficiente principal
en la ecuación biestable

Este es el capı́tulo principal de esta memoria. Se obtiene la estabilidad para la recupera-
ción de la conductividad en la ecuación biestable, el cual es el resultado más importante y
original de este trabajo. Esto se logra por medio del método de Bukhgeim-Klibanov y una
nueva desigualdad de Carleman, la cual se utiliza en conjunto con la desigualdad usual
para la ecuación del calor.

4.1. La ecuación biestable

Sea Ω un dominio con frontera regular, T > 0 y denotemos Q = (0, T ) × Ω,Σ =
(0, T )× ∂Ω. Consideremos el sistema

vt − div(σ(x)∇v) = f(v) en Q
∂v

∂n
= 0 sobre Σ

v(0) = v0 en Ω.

(4.1)

donde f(v) = a(x)v(1 − v)(v − α(x)) es el término no lineal. La ecuación gobernante
de (4.1) se llama ecuación biestable. Esta ecuación se puede considerar como el modelo
más simple para la propagación de voltaje normalizado en un corazón aislado.

El objetivo de este capı́tulo es obtener la estabilidad Lipschitz del siguiente problema
inverso: recuperar σ = σ(x) a partir de mediciones de borde tipo Dirichlet en (0, T )× γ,
donde γ ⊂ ∂Ω. La estrategia será la misma empleada en el capı́tulo 3: usar desigualdades
de Carleman. La novedad en este caso es la aparición de una desigualdad especı́fica para
esta ecuación no lineal.

En [BGO09] se obtiene la estabilidad Lipschitz asociada al problema inverso de recu-
perar los parámetros a y α a partir de mediciones internas en (0, T ) × ω, considerando
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σ = 1. En nuestro caso, a y α serán parámetros conocidos y regulares, tales que

a ∈ W 1,∞(Ω), 0 < a0 < a(x), c.t.p. x ∈ Ω y ‖a‖W 1,∞ ≤ a1,

α ∈ W 1,∞(Ω), 0 < α0 < α(x), c.t.p. x ∈ Ω y ‖α‖W 1,∞ ≤ α1.
(4.2)

Al igual que en el capı́tulo anterior, consideramos un sistema de referencia, en torno
al cual estimaremos el parámetro. Sea

v̄t − div(σ̄(x)∇v̄) = f(v̄) en Q
∂v̄

∂n
= 0 sobre Σ

v̄(0) = v̄0 en Ω.

(4.3)

y definamos u = v − v̄ y p = σ − σ̄. Restando (4.1) y (4.3) se encuentra que u satisface:
ut − div(σ(x)∇u) = div(p(x)∇v̄) + f(v)− f(v̄) en Q
∂u

∂n
= 0 sobre Σ

u(0) = v0 − v̄0 en Ω.

(4.4)

Como f es una función cúbica en v, podemos usar un desarrollo de Taylor en torno a
v̄, y de esta forma expresarla exactamente como

f(v) = f(v̄) +
∂f(v̄)

∂v
u+

∂2f(v̄)

∂v2

u2

2
+
∂3f(v̄)

∂v3

u3

6
.

Ası́, el lado derecho de (4.4) depende sólo de u y v̄. Llamemos

g(v̄, u, u2) =
∂f(v̄)

∂v
u+

∂2f(v̄)

∂v2

u2

2
= a(2(α + 1)v̄ − α− 3v̄2)u+ a(α + 1− 3v̄)u2, (4.5)

y podemos escribir (4.4) como
ut − div(σ(x)∇u) + au3 = div(p(x)∇v̄) + g ≡ G en Q
∂u

∂n
= 0 sobre Σ

u(0) = v0 − v̄0 ≡ u0 en Ω.

(4.6)

Para (4.6) se ha encontrado en [BGO09] una desigualdad de Carleman especı́fica en el
caso de observaciones internas y de borde, pero sólo para σ = 1. Sin embargo, se puede
extender este resultado para el caso σ no constante, pero regular. La demostración de esta
extensión se desarrolla en la siguiente sección.
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4.2. Desigualdad de Carleman para ecuación biestable

En esta sección se presenta la demostración de una desigualdad de Carleman para la ecua-
ción (4.6) tanto para el caso de observaciones internas y de borde. Estos resultados son
una adaptación de los encontrados en [BGO09] para el caso σ = 1.

En lo que sigue, consideraremos Ω un dominio regular, T > 0, Q = (0, T ) × Ω,
Σ = (0, T )× ∂Ω, G ∈ L2(Q), u0 ∈ L2(Ω) y

a ∈ W 1,∞(Ω), 0 < a0 ≤ a(x), c.t.p. x ∈ Ω y ‖a‖W 1,∞ ≤ a1

σ ∈ W 1,∞(Ω), 0 < σ0 ≤ σ(x), c.t.p. x ∈ Ω y ‖σ‖W 1,∞ ≤ σ1

para constantes a0, a1, σ0, σ1.

4.2.1. Caso de observaciones en (0, T )× ω

Sea ω ⊂ Ω un abierto no vacı́o. Consideremos una función ψ en Ω tal que

ψ ∈ C2(Ω), ψ > 0 in Ω, ψ = 0 on ∂Ω, |∇ψ| > 0 in Ω \ ω′,

donde ω′ ⊂⊂ ω. Recordemos que la existencia de tal función se prueba en [FI96]. A partir
de ψ se definen las funciones de peso (3.5) y (3.6).

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1. Existe λ y C dependiendo sólo de Ω y ω tales que, para cualquier λ ≥ λ,
s ≥ s = C(Ω, ω, T, a0, a1)e2λ‖ψ‖∞ , para cualquier G ∈ L2(Q) y u0 ∈ L2(Ω), la solución
u de (4.6) satisface∫∫

Q

e−2sϕ
( 1

sη
(|ut|2 + |∆u|2) + a2|u|6 + sλ2η|∇u|2 + s3λ4η3|u|2 + s2λ2η2|u|4

)
dx dt

≤ C

(∫∫
(0,T )×ω

e−2sϕ(s3λ4η3|u|2 + s2λ2η2|u|4) dx dt+

∫∫
Q

e−2sϕ|G|2 dx dt
)
.

(DCBSω)

Demostración. La demostración sigue la misma idea que para la desigualdad de Carleman
para la ecuación del calor. Los términos extras vienen del término no lineal.

Consideremos la ecuación
ut − σ∆u+ au3 = G en Q
∂u

∂n
= 0 sobre Σ

u(0) = u0 en Ω.

(4.7)

Demostraremos el resultado para la ecuación (4.7), y veremos que se extiende fácilmente
para (4.6).

44
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Una desigualdad con términos de borde

Sea
w = e−sϕu.

Si u satisface (4.7), w es solución de

P1(w) + P2(w) = H(w) (4.8)

donde
P1(w) = −σ∆w − s2λ2η2σ|∇ψ|2w + sϕtw +

3a

4
e2sϕw3,

P2(w) = wt + 2sλησ∇ψ · ∇w + 2sλ2ησ|∇ψ|2w +
a

4
e2sϕw3,

H(w) = e−sϕG− sλησ∆ψw + sλ2ησ|∇ψ|2w.
Para obtener esta ecuación, hemos usado que

∇ϕ = −λ∇ψη, ∇η = λ∇ψη, ∆ϕ = −λ∆ψη − λ2|∇ψ|2η.

La descomposición es similar a la descomposición estándar para la ecuación del calor en
[FI96], excepto por los términos cúbicos w3. El producto interno de este término en P1(w)
y P2(w) hará aparecer el término |u|6 en (DCBSω).

Procedemos entonces como en [FI96]: tomamos la norma L2(Q) de (4.8)

‖P1(w)‖2
L2(Q) + ‖P2(w)‖2

L2(Q) + 2(P1(w), P2(w))L2(Q) = ‖H(w)‖2
L2(Q), (4.9)

y calculamos el término (P1(w), P2(w))L2(Q):

(P1(w), P2(w))L2(Q) =
4∑

i,j=1

Iij,

donde Iij es el producto escalar entre el i-ésimo término de P1(w) y el j-ésimo término de
P2(w). Ahora, calculamos cada una de estas integrales, con el objetivo de obtener términos
positivos grandes que logren absorber los demás términos para s y λ suficientemente
grandes. Definamos los siguientes términos principales:

A1 = s3λ4

∫∫
Q

η3|w|2 dx dt, A2 = sλ2

∫∫
Q

η|∇w|2 dx dt,

A3 = s2λ2

∫∫
Q

η2e2sϕ|w|4 dx dt, A4 =

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt.
(4.10)

Primero, integrando por partes en espacio

I11 = −
∫∫

Q

σ∆wwt dx dt = −
∫∫

Σ

σ∇w · nwt dσ dt+

∫∫
Q

(∇σ · ∇w)wt dx dt,
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pues w(0, x) = w(T, x) = 0, ∀x ∈ Ω. El segundo término se absorbe con A2 tomando
λ ≥ C(Ω, ω). En este punto, no usamos las condiciones de borde para hacer cálculos
generales válidos para condiciones de borde Dirichlet o Neumann. Luego,

I12 = −2sλ

∫∫
Q

ησ2∆w∇ψ · ∇w dx dt

= −2sλ

∫∫
Σ

ησ2|∇w · n|2∇ψ · n dσ dt+ sλ

∫∫
Σ

ησ2|∇w|2∇ψ · n dσ dt

−sλ2

∫∫
Q

ησ2|∇w|2|∇ψ|2 dx dt

+2sλ2

∫∫
Q

ησ2|∇w · ∇ψ|2 dx dt− sλ
∫∫

Q

ησ2|∇w|2∆ψ dx dt

+2sλ

∫∫
Q

ησ2∇w ·D2ψ∇w dx dt

+4sλ

∫∫
Q

ησ(∇σ · ∇w)(∇ψ · ∇w) dx dt,

donde D2ψ es la matriz Hessiana. Para el primer término de borde, hemos usado que,
como ψ = 0 sobre ∂Ω, ∇ψ = (∇ψ · n)n sobre ∂Ω. El tercer término se quedará en el
lado izquierdo, el cuarto término es positivo y los últimos tres términos se absorben con
A2 tomando λ ≥ C(Ω, ω).

I13 = −2sλ2

∫∫
Q

ησ2∆w|∇ψ|2w dx dt

= −2sλ2

∫∫
Σ

ησ2∇w · n|∇ψ|2w dσ dt+ 2sλ2

∫∫
Q

ησ2|∇w|2|∇ψ|2 dx dt

+2sλ3

∫∫
Q

ησ2∇w · ∇ψ|∇ψ|2w dx dt+ 2sλ2

∫∫
Q

ησ2∇w · ∇(|∇ψ|2)w dx dt

+4sλ2

∫∫
Q

ησ∇σ · ∇w|∇ψ|2w dx dt.

Los últimos tres términos se absorben con A1 y A2 tomando s ≥ C(Ω, ω).

I14 = −1

4

∫∫
Q

e2sϕσa∆ww3 dx dt

= −1

4

∫∫
Σ

e2sϕσa∇w · nw3 dσ dt− 1

8
sλ

∫∫
Σ

e2sϕσaη|w|4∇ψ · n dσ dt

+
1

4

∫∫
Q

e2sϕσw3∇a · ∇w dx dt

+
3

4

∫∫
Q

e2sϕσa|∇w|2w2 dx dt

+
1

8
sλ

∫∫
Q

e2sϕη|w|4(λσa|∇ψ|2 + σa∆ψ + σ∇a · ∇ψ + a∇σ · ∇ψ) dx dt

−1

4
s2λ2

∫∫
Q

e2sϕη2σ|∇ψ|2a|w|4 dx dt+
1

4

∫∫
Q

a∇σ · ∇we2sϕw3 dx dt.
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El tercer y último término se absorbe con A2 y A4 para s ≥ C(a0, a1, σ0, σ1), el cuarto
término es positivo y el quinto término se absorbe con A3 tomando s ≥ C(Ω, ω, a1, σ1).

I21 = −s2λ2

∫∫
Q

η2σ|∇ψ|2wwt dx dt = s2λ2

∫∫
Q

ηηtσ|∇ψ|2|w|2 dx dt.

Como |ηt| ≤ C(T )η2, este término se absorbe con A1 tomando s ≥ C(Ω, ω, T, σ1).

I22 = −2s3λ3

∫∫
Q

η3σ2|∇ψ|2w∇ψ · ∇w dx dt

= −s3λ3

∫∫
Σ

η3σ2|∇ψ|2∇ψ · n|w|2 dσ dt

+s3λ3

∫∫
Q

η3σ2∇ · (|∇ψ|2∇ψ)|w|2 dx dt+ 3s3λ4

∫∫
Q

η3σ2|∇ψ|4|w|2 dx dt

+2s3λ3

∫∫
Q

η3σ|∇ψ|2∇σ · ∇ψ|w|2.

El segundo y último término se absorbe tomando λ ≥ C(Ω, ω).

I23 = −2s3λ4

∫∫
Q

η3σ2|∇ψ|4|w|2 dx dt.

I24 = −1

4
s2λ2

∫∫
Q

e2sϕη2σ|∇ψ|2a|w|4 dx dt.

I31 = s

∫∫
Q

ϕtwwt dx dt = −s
2

∫∫
Q

ϕtt|w|2 dx dt.

Como |ϕtt| ≤ C(T )e2λ‖ψ‖∞η3, esta integral se absorbe conA1 para s ≥ C(Ω, ω, T )e2λ‖ψ‖∞ .

I32 = 2s2λ

∫∫
Q

ησϕtw∇ψ · ∇w dx dt = s2λ

∫∫
Σ

ησϕt∇ψ · n|w|2 dσ dt

−s2λ

∫∫
Q

ησ∆ψϕt|w|2 dx dt+ s2λ2

∫∫
Q

ηηtσ|∇ψ|2|w|2 dx dt

−s2λ2

∫∫
Q

ησϕt|∇ψ|2|w|2 dx dt− s2λ

∫∫
Q

ηϕt∇σ · ∇ψ|w|2dx dt.

Como |ϕt| ≤ C(T )e2λ‖ψ‖∞η2, todos los términos excepto el primero se absorben con A1

para s ≥ C(Ω, ω, T, σ1)e2λ‖ψ‖∞ .

I33 = 2s2λ2

∫∫
Q

ησϕt|∇ψ|2|w|2 dx dt.

Esta integral también se absorbe con A1 para s ≥ C(Ω, ω, T, σ1)e2λ‖ψ‖∞ . Tenemos

I34 =
1

4
s

∫∫
Q

e2sϕϕta|w|4 dx dt
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y

I41 =
3

4

∫∫
Q

e2sϕaw3wt dx dt = −3

8
s

∫∫
Q

e2sϕϕtaw
4 dx dt.

Estas dos integrales se absorben con A3 para s ≥ C(Ω, ω, T, a1)e2λ‖ψ‖∞ .

I42 =
3

2
sλ

∫∫
Q

e2sϕησaw3∇ψ · ∇w dx dt =
3

8
sλ

∫∫
Σ

e2sϕaησ∇ψ · n|w|4 dσ dt

−3

8
sλ

∫∫
Q

e2sϕη
(
λσa|∇ψ|2 + σa∆ψ + σ∇a · ∇ψ + a∇σ · ∇ψ

)
|w|4 dx dt

+
3

4
s2λ2

∫∫
Q

e2sϕη2σ|∇ψ|2a|w|4 dx dt.

El segundo término se absorbe con A3 para s ≥ C(Ω, ω, a1, σ1).

I43 =
3

2
sλ2

∫∫
Q

e2sϕησ|∇ψ|2aw4 dx dt.

Este término se absorbe con A3 tomando s ≥ C(Ω, ω, a1σ1). Finalmente,

I44 =
3

16

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt.

Denotamos por IB los términos de borde obtenidos en el cálculo de estas integrales

IB = −
∫∫

Σ

σ∇w · nwt dσ dt− 2sλ

∫∫
Σ

ησ2|∇w · n|2∇ψ · n dσ dt

+sλ

∫∫
Σ

ησ2|∇w|2∇ψ · n dσ dt

−2sλ2

∫∫
Σ

ησ2∇w · n|∇ψ|2w dσ dt− 1

4

∫∫
Σ

e2sϕσa∇w · nw3 dσ dt

−1

8
sλ

∫∫
Σ

e2sϕσaη|w|4∇ψ · n dσ dt

−s3λ3

∫∫
Σ

η3σ2|∇ψ|2∇ψ · n|w|2 dσ dt+ s2λ

∫∫
Σ

ησϕt∇ψ · n|w|2 dσ dt

+
3

8
sλ

∫∫
Σ

e2sϕσaη∇ψ · n|w|4 dσ dt

Juntando todas estas integrales y reemplazando H(w) por su definición, (4.9) se convierte
en, para λ ≥ C(Ω, ω) y s ≥ C(Ω, ω, T, a0, a1, σ0, σ1)e2λ‖ψ‖∞

‖P1(w)‖2
L2(Q) + ‖P2(w)‖2

L2(Q) + s3λ4

∫∫
Q

η3|w|2 dx dt+ sλ2

∫∫
Q

η|∇w|2 dx dt

+s2λ2

∫∫
Q

η2e2sϕ|w|4 dx dt+

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt+ 2IB ≤ C

(∫∫
Q

e−2sϕ|G|2 dx dt

+

∫∫
(0,T )×ω′

(
s3λ4η3|w|2 + sλ2η|∇w|2 + s2λ2η2e2sϕ|w|4

)
dx dt

)
.
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La última parte de esta etapa es similar a la prueba para la ecuación del calor. Para em-
pezar, las primeras dos normas permiten obtener estimaciones para wt y ∆w. En efecto,
para s ≥ C(Ω, ω, T )e2λ‖ψ‖∞ ,∫∫

Q

1

sη
σ2|∆w|2 dx dt ≤ C

(
‖P1(w)‖2

L2(Q) + A1 +

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt
)

y ∫∫
Q

1

sη
|wt|2 dx dt ≤ C

(
‖P2(w)‖2

L2(Q) + A1 + A2 +

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt
)
.

Por lo tanto, tenemos∫∫
Q

1

sη
(|∆w|2 + |wt|2) dx dt+ s3λ4

∫∫
Q

η3|w|2 dx dt+ sλ2

∫∫
Q

η|∇w|2 dx dt

+s2λ2

∫∫
Q

η2e2sϕ|w|4 dx dt+

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt+ 2IB ≤ C

(∫∫
Q

e−2sϕ|G|2 dx dt

+

∫∫
(0,T )×ω′

(
s3λ4η3|w|2 + sλ2η|∇w|2 + s2λ2η2e2sϕ|w|4

)
dx dt

)
.

Ahora, podemos eliminar el término en ∇w en la integral sobre (0, T ) × ω′ en el lado
derecho de esta desigualdad. Para esto, tomemos una función ρ0 que satisface

ρ0 ∈ C2
c (ω), ρ0 = 1 en ω′ y 0 ≤ ρ0 ≤ 1.

Notamos que, luego de algunas integraciones por parte,

sλ2

∫∫
(0,T )×ω′

η|∇w|2 dx dt ≤ sλ2

∫∫
(0,T )×ω

ηρ0∇w · ∇w dx dt

= −sλ2

∫∫
(0,T )×ω

ηρ0∆ww dx dt

−sλ2

∫∫
(0,T )×ω

ηw∇ρ0 · ∇w dx dt− sλ3

∫∫
(0,T )×ω

ηρ0w∇ψ · ∇w dx dt

≤ ε

∫∫
Q

1

sη
|∆w|2 dx dt+ Cε

∫∫
(0,T )×ω

s3λ4η3|w|2 dx dt,

para cualquier ε > 0. Ası́, obtenemos la siguiente desigualdad, para λ ≥ C(Ω, ω) y
s ≥ C(Ω, ω, T, a0, a1, σ0, σ1)e2λ‖ψ‖∞∫∫

Q

1

sη
(|∆w|2 + |wt|2) dx dt+ s3λ4

∫∫
Q

η3|w|2 dx dt+ sλ2

∫∫
Q

η|∇w|2 dx dt

+s2λ2

∫∫
Q

η2e2sϕ|w|4 dx dt+

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt+ 2IB ≤ C

(∫∫
Q

e−2sϕ|G|2 dx dt

+

∫∫
(0,T )×ω

(
s3λ4η3|w|2 + s2λ2η2e2sϕ|w|4

)
dx dt

)
.

(4.11)

El siguiente paso es deshacerse de los términos de borde.
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Los términos de borde

Para deshacerse de los términos de borde en el caso de condiciones de borde Neumann ho-
mogéneas, procedemos como en [FI96]. Definimos nuevas funciones de peso y hacemos
los mismos cálculos que antes. Sean, para todo (t, x) ∈ Q

ϕ̃(t, x) =
e2λ‖ψ‖∞ − e−λψ(x)

t(T − t)
, η̃(t, x) =

e−λψ(x)

t(T − t)
.

Con estos pesos, se tiene∇ϕ̃ = λ∇ψη̃ y ∇η̃ = −λ∇ψη̃. Definimos también

w̃ = e−seϕu.
Ası́, w̃ es solución de

P̃1(w̃) + P̃2(w̃) = H̃(w̃)

donde
P̃1(w̃) = −σ∆w̃ − s2λ2η̃2σ|∇ψ|2w̃ + sϕ̃tw̃ +

3a

4
e2seϕw̃3,

P̃2(w̃) = w̃t − 2sλη̃σ∇ψ · ∇w̃ + 2sλ2η̃σ|∇ψ|2w̃ +
a

4
e2seϕw̃3,

H̃(w̃) = e−seϕG+ sλη̃σ∆ψw̃ + sλ2η̃σ|∇ψ|2w̃.

Procediendo exactamente como en la primera parte, obtenemos para λ ≥ C(Ω, ω) y s ≥
C(Ω, ω, T, a0, a1, σ0, σ1)e2λ‖ψ‖∞∫∫

Q

1

sη̃
(|∆w̃|2 + |w̃t|2) dx dt+ s3λ4

∫∫
Q

η̃3|w̃|2 dx dt+ sλ2

∫∫
Q

η̃|∇w̃|2 dx dt

+s2λ2

∫∫
Q

η̃2e2seϕ|w̃|4 dx dt+

∫∫
Q

e4seϕa2|w̃|6 dx dt+ 2ĨB ≤ C

(∫∫
Q

e−2seϕ|G|2 dx dt
+

∫∫
(0,T )×ω

(
s3λ4η̃3|w̃|2 + s2λ2η̃2e2seϕ|w̃|4) dx dt) .

(4.12)
donde

ĨB = −
∫∫

Σ

σ∇w̃ · nw̃t dσ dt+ 2sλ

∫∫
Σ

η̃σ2|∇w̃ · n|2∇ψ · n dσ dt

−sλ
∫∫

Σ

η̃σ2|∇w̃|2∇ψ · n dσ dt

−2sλ2

∫∫
Σ

η̃σ2∇w̃ · n|∇ψ|2w̃ dσ dt− 1

4

∫∫
Σ

e2seϕσa∇w̃ · nw̃3 dσ dt

+
1

8
sλ

∫∫
Σ

e2seϕσaη̃|w̃|4∇ψ · n dσ dt
+s3λ3

∫∫
Σ

η̃3σ2|∇ψ|2∇ψ · n|w̃|2 dσ dt− s2λ

∫∫
Σ

η̃σϕ̃t∇ψ · n|w̃|2 dσ dt

−3

8
sλ

∫∫
Σ

e2seϕσaη̃∇ψ · n|w̃|4 dσ dt.
50



4.2. Desigualdad de Carleman para ecuación biestable Capı́tulo 4

Sobre ∂Ω, como ψ = 0, se tiene que w̃ = w. Más aún, como ∇u · n = 0,

∇w · n = sληe−sϕ∇ψ · nu y ∇w̃ · n = −sλη̃e−seϕ∇ψ · nu.
Luego,∇w ·n = −∇w̃ ·n sobre Σ. Notamos también que∇w ·τ = e−sϕ∇u ·τ y∇w̃ ·τ =
e−seϕ∇u · τ , por lo que |∇w| = |∇w̃|. Gracias a estas fórmulas sobre Σ, obtenemos que
IB + ĨB = 0. Ahora, sumando (4.11) y (4.12) deducimos que, para λ ≥ C(Ω, ω) y
s ≥ C(Ω, ω, T, a0, a1, σ0, σ1)e2λ‖ψ‖∞∫∫

Q

1

sη
(|∆w|2 + |wt|2) dx dt+ s3λ4

∫∫
Q

η3|w|2 dx dt+ sλ2

∫∫
Q

η|∇w|2 dx dt

+s2λ2

∫∫
Q

η2e2sϕ|w|4 dx dt+

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt ≤ C

(∫∫
Q

(e−2sϕ + e−2seϕ)|G|2 dx dt

+

∫∫
(0,T )×ω

(
s3λ4(η3|w|2 + η̃3|w̃|2) + s2λ2(η2e2sϕ|w|4 + η̃2e2seϕ|w̃|4)

)
dx dt

)
.

(4.13)
Para el lado derecho, notamos que, como η̃ ≤ η, ϕ̃ ≥ ϕ y w̃ ≤ w, se tiene

(e−2sϕ + e−2seϕ)|G|2 ≤ 2e−2sϕ|G|2

y
η3|w|2 + η̃3|w̃|2 ≤ 2η3|w|2, η2e2sϕ|w|4 + η̃2e2seϕ|w̃|4 ≤ 2η2e2sϕ|w|4.

La desigualdad (4.13) se convierte ası́ en∫∫
Q

1

sη
(|∆w|2 + |wt|2) dx dt+ s3λ4

∫∫
Q

η3|w|2 dx dt+ sλ2

∫∫
Q

η|∇w|2 dx dt

+s2λ2

∫∫
Q

η2e2sϕ|w|4 dx dt+

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt ≤ C

(∫∫
Q

e−2sϕ|G|2 dx dt

+

∫∫
(0,T )×ω

(
s3λ4η3|w|2 + s2λ2η2e2sϕ|w|4

)
dx dt

)
.

(4.14)

Fin de la demostración

Sólo falta volver a la variable original u y recuperar la desigualdad para u solución de
(4.6). Notemos que

sλ2ηe−2sϕ|∇u|2 ≤ C
(
sλ2η|∇w|2 + s3λ4η3|w|2

)
,

e−2sϕ

sη
|ut|2 ≤ C

(
1

sη
|wt|2 +

sϕ2
t

η
|w|2

)
≤ C

(
1

sη
|wt|2 + sη3|w|2

)
,

y
e−2sϕ

sη
|∆u|2 ≤ C

(
1

sη
|∆w|2 + sλ2η|∇w|2 + s3λ4η3|w|2

)
.
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Con esto, se tiene la desigualdad (DCBSω) para u solución de (4.7). Ahora notemos que

div(σ∇u) = ∇σ · ∇u+ σ∆u.

Ası́, la descomposición de (4.8) queda como

P1(w) = −σ∆w − s2λ2η2σ|∇ψ|2w + sϕtw +
3a

4
e2sϕw3,

P2(w) = wt + 2sλησ∇ψ · ∇w + 2sλ2ησ|∇ψ|2w +
a

4
e2sϕw3,

H(w) = e−sϕG− sλησ∆ψw + sλ2ησ|∇ψ|2w +∇σ · ∇w − sλη∇σ · ∇ψw,

donde hemos usado que ∇u = esϕ∇w − sληesϕ∇ψw para obtener los dos términos
extras. Estos términos se absorben con A1 y A2 para s ≥ C(Ω, ω, σ0, σ1). Esto verifica la
desigualdad (DCBSω) para (4.6) y concluye la demostración del teorema 4.2.1.

4.2.2. Caso de observaciones en (0, T )× γ

Consideramos el caso de observaciones de borde Dirichlet y una función ψ en Ω tal que

ψ ∈ C2(Ω), ψ = 0 sobre ∂Ω \ γ′, ψ > 0 sobre γ′, |∇ψ| > 0 in Ω,

donde γ′ ⊂⊂ γ ⊂ ∂Ω. Sea Σγ = (0, T )× γ y las funciones de peso (3.5) y (3.6). Se tiene
el siguiente resultado:

Teorema 4.2.2. Existe λ y C dependiendo sólo de Ω y γ tales que, para cualquier λ ≥ λ,
s ≥ s = C(Ω, γ, T, a0, a1, σ0, σ1)e2λ‖ψ‖∞ , para cualquier G ∈ L2(Q) y u0 ∈ L2(Ω), la
solución u de (4.6) satisface∫∫

Q

e−2sϕ
( 1

sη
(|ut|2 + |∆u|2) + a2|u|6 + sλ2η|∇u|2 + s3λ4η3|u|2 + s2λ2η2|u|4

)
dx dt

≤ C

(∫∫
Σγ

e−2sϕ(s3λ4η3|u|2 + s2λ2η2|u|4) dx dt+

∫∫
Q

e−2sϕ|G|2 dx dt

)
.

(DCBSγ)

Demostración. La demostración es la misma que para el caso de observaciones internas.
Sólo cambia la forma en que se manejan los términos de borde.

Si repetimos los pasos anteriores, obtenemos las siguientes desigualdades:∫∫
Q

1

sη
(|∆w|2 + |wt|2) dx dt+ s3λ4

∫∫
Q

η3|w|2 dx dt+ sλ2

∫∫
Q

η|∇w|2 dx dt

+s2λ2

∫∫
Q

η2e2sϕ|w|4 dx dt+

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt+ 2IB ≤ C

∫∫
Q

e−2sϕ|G|2 dx dt

(4.15)
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∫∫
Q

1

sη̃
(|∆w̃|2 + |w̃t|2) dx dt+ s3λ4

∫∫
Q

η̃3|w̃|2 dx dt+ sλ2

∫∫
Q

η̃|∇w̃|2 dx dt

+s2λ2

∫∫
Q

η̃2e2seϕ|w̃|4 dx dt+

∫∫
Q

e4seϕa2|w̃|6 dx dt+ 2ĨB ≤ C

∫∫
Q

e−2seϕ|G|2 dx dt
(4.16)

con los términos de borde

IB = −
∫∫

Σ

σ∇w · nwt dσ dt− 2sλ

∫∫
Σ

ησ2|∇w · n|2∇ψ · n dσ dt

+sλ

∫∫
Σ

ησ2|∇w|2∇ψ · n dσ dt

−2sλ2

∫∫
Σ

ησ2∇w · n|∇ψ|2w dσ dt− 1

4

∫∫
Σ

e2sϕσa∇w · nw3 dσ dt

−1

8
sλ

∫∫
Σ

e2sϕσaη|w|4∇ψ · n dσ dt

−s3λ3

∫∫
Σ

η3σ2|∇ψ|2∇ψ · n|w|2 dσ dt+ s2λ

∫∫
Σ

ησϕt∇ψ · n|w|2 dσ dt

+
3

8
sλ

∫∫
Σ

e2sϕσaη∇ψ · n|w|4 dσ dt

ĨB = −
∫∫

Σ

σ∇w̃ · nw̃t dσ dt+ 2sλ

∫∫
Σ

η̃σ2|∇w̃ · n|2∇ψ · n dσ dt

−sλ
∫∫

Σ

η̃σ2|∇w̃|2∇ψ · n dσ dt

−2sλ2

∫∫
Σ

η̃σ2∇w̃ · n|∇ψ|2w̃ dσ dt− 1

4

∫∫
Σ

e2seϕσa∇w̃ · nw̃3 dσ dt

+
1

8
sλ

∫∫
Σ

e2seϕσaη̃|w̃|4∇ψ · n dσ dt
+s3λ3

∫∫
Σ

η̃3σ2|∇ψ|2∇ψ · n|w̃|2 dσ dt− s2λ

∫∫
Σ

η̃σϕ̃t∇ψ · n|w̃|2 dσ dt

−3

8
sλ

∫∫
Σ

e2seϕσaη̃∇ψ · n|w̃|4 dσ dt.
Notemos que como no se tiene que ψ = 0 sobre todo ∂Ω, no podemos asegurar que IB +
ĨB = 0 como en el caso anterior. Como ψ = 0 sobre ∂Ω \ γ′, separamos estas integrales
en los bordes ∂Ω \ γ′ y γ′. Las llamamos I∂Ω\γ′

B , Ĩ
∂Ω\γ′
B y Iγ

′

B , Ĩ
γ′

B respectivamente. De esta
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forma, se tiene que I∂Ω\γ′
B + Ĩ

∂Ω\γ′
B = 0.

Iγ
′

B + Ĩγ
′

B =

−
∫∫

Σγ′

σ

(
∂w

∂n
wt +

∂w̃

∂n
w̃t

)
dσ dt

−2sλ

∫∫
Σγ′

σ2

(
η
∂w

∂n
∇ψ · ∇w − η̃ ∂w̃

∂n
∇ψ · ∇w̃

)
dσ dt

+sλ

∫∫
Σγ′

σ2∂ψ

∂n

(
η|∇w|2 − η̃|∇w̃|2

)
dσ dt

−2sλ2

∫∫
Σγ′

σ2∂ψ

∂n

(
η
∂w

∂n
w + η̃

∂w̃

∂n
w̃

)
dσ dt

−1

4

∫∫
Σγ′

σa

(
∂w

∂n
e2sϕw3 +

∂w̃

∂n
e2seϕw̃3

)
dσ dt

−1

8
sλ

∫∫
Σγ′

σa
∂ψ

∂n

(
ηe2sϕ|w|4 − η̃e2seϕ|w̃|4) dσ dt

−s3λ3

∫∫
Σγ′

σ2∂ψ

∂n
|∇ψ|2

(
η3|w|2 − η̃3|w̃|2

)
dσ dt

+s2λ

∫∫
Σγ′

σ
∂ψ

∂n

(
ηϕt|w|2 − η̃ϕ̃t|w̃|2

)
dσ dt

−3

8
sλ

∫∫
Σγ′

σa
∂ψ

∂n

(
ηe2sϕ|w|4 − η̃e2seϕ|w̃|4) dσ dt.

Notemos que como
∂u

∂n
= 0, se tiene

∂w

∂n
= sλη

∂ψ

∂n
w y

∂w̃

∂n
= −sλη̃ ∂ψ

∂n
w̃.

Si enumeramos los términos anteriores por Ii, i = 1 . . . 9, encontramos las siguientes
expresiones:

I1 = −sλ
∫∫

Σγ′

σ
∂ψ

∂n
(ηwwt − η̃w̃w̃t) dσ dt

= −sλ
2

∫∫
Σγ′

σ
∂ψ

∂n

(
η
∂

∂t
|w|2 − η̃ ∂

∂t
|w̃|2

)
dσ dt

=
sλ

2

∫∫
Σγ′

σ
∂ψ

∂n

(
ηt|w|2 − η̃t|w̃|2

)
dσ dt.

Usando que sobre γ′ se cumple que

∇ψ =
∂ψ

∂n
· n+

∂ψ

∂τ
· τ,
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I2 =− 2sλ

∫∫
Σγ′

σ2∂ψ

∂n

(
η

∣∣∣∣∂w∂n
∣∣∣∣2 − η̃ ∣∣∣∣∂w̃∂n

∣∣∣∣2
)
dσ dt

− 2sλ

∫∫
Σγ′

σ2∂ψ

∂τ

(
η
∂w

∂n

∂w

∂τ
− η̃ ∂w̃

∂n

∂w̃

∂τ

)
dσ dt

=− 2s3λ3

∫∫
Σγ′

σ2

(
∂ψ

∂n

)3 (
η3|w|2 − η̃3|w̃|2

)
dσ dt

− 2s2λ2

∫∫
Σγ′

σ2∂ψ

∂n

∂ψ

∂τ

(
η2∂w

∂τ
w + η̃2∂w̃

∂τ
w̃

)
dσ dt,

y como se tiene que

|∇w|2 =

∣∣∣∣∂w∂n
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂w∂τ
∣∣∣∣2 , |∇w̃|2 =

∣∣∣∣∂w̃∂n
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂w̃∂τ
∣∣∣∣2 ,

I3 =sλ

∫∫
Σγ′

σ2∂ψ

∂n

(
η

∣∣∣∣∂w∂n
∣∣∣∣2 − η̃ ∣∣∣∣∂w̃∂n

∣∣∣∣2
)
dσ dt

+ sλ

∫∫
Σγ′

σ2∂ψ

∂n

(
η

∣∣∣∣∂w∂τ
∣∣∣∣2 − η̃ ∣∣∣∣∂w̃∂τ

∣∣∣∣2
)
dσ dt

=s3λ3

∫∫
Σγ′

σ2

(
∂ψ

∂n

)3 (
η3|w|2 − η̃3|w̃|2

)
dσ dt

+ sλ

∫∫
Σγ′

σ2∂ψ

∂n

(
η

∣∣∣∣∂w∂τ
∣∣∣∣2 − η̃ ∣∣∣∣∂w̃∂τ

∣∣∣∣2
)
dσ dt

I4 = −2s2λ3

∫∫
Σγ′

σ2

∣∣∣∣∂ψ∂n
∣∣∣∣2 (η2|w|2 − η̃2|w̃|2

)
dσ dt.

I5 = −1

4
sλ

∫∫
Σγ′

σa
∂ψ

∂n

(
ηe2sϕ|w|4 − η̃e2seϕ|w̃|4) dσ dt.

Ası́, sumando (4.15) y (4.16) obtenemos que∫∫
Q

1

sη
(|∆w|2 + |wt|2) dx dt+ s3λ4

∫∫
Q

η3|w|2 dx dt+ sλ2

∫∫
Q

η|∇w|2 dx dt

+s2λ2

∫∫
Q

η2e2sϕ|w|4 dx dt+

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt ≤ C

∫∫
Q

(e−2sϕ + e−2seϕ)|G|2 dx dt

+C

∫∫
Σγ′

(
s3λ3(η3|w|2 + η̃3|w̃|2) + sλ(ηe2sϕ|w|4 + η̃e2seϕ|w̃|4)

)
dσ dt

+C

∫∫
Σγ′

sλ

(
η

∣∣∣∣∂w∂τ
∣∣∣∣2 + η̃

∣∣∣∣∂w̃∂τ
∣∣∣∣2
)
dσ dt.
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Ahora, antes de volver a la variable original, debemos estimar los términos con derivada
tangencial. Para ello, tomemos una función ρ ∈ C∞(Ω) tal que

ρ = 1 sobre γ′, ρ = 0 sobre ∂Ω \ γ, 0 ≤ ρ ≤ 1 sobre ∂Ω.

y definamos w = ρw y notemos que

∂w

∂τ
= ρ

∂w

∂τ
+
∂ρ

∂τ
w.

Con esto, tenemos que

λs

∫∫
Σγ′

∣∣∣∣∂w∂τ
∣∣∣∣2 dσ dt ≤λs∫∫

Σ

ρ2

∣∣∣∣∂w∂τ
∣∣∣∣2 dσ dt

≤Cλs
∫∫

Σ

∣∣∣∣∂w∂τ
∣∣∣∣2 dσ dt+ Cλs

∫∫
Σ

∣∣∣∣∂ρ∂τ
∣∣∣∣2 |w|2dσ dt. (4.17)

Para tratar el primer término en (4.17), debemos usar un argumento de interpolación.
Notemos que

λs

∫∫
Σ

∣∣∣∣∂w∂τ
∣∣∣∣2 dσ dt ≤ λs‖w‖2

L2(H1(∂Ω)).

Usando un teorema de interpolación [AF03], tenemos que

‖w‖L2(H1(∂Ω)) ≤ C‖w‖1/3

L2(L2(∂Ω)) · ‖w‖
2/3

L2(H3/2(∂Ω))
.

De esta forma, tomando ε > 0, tenemos que

λs

∫∫
Σ

∣∣∣∣∂w∂τ
∣∣∣∣2 dσ dt ≤Cλs‖w‖2/3

L2(L2(∂Ω)) · ‖w‖
4/3

L2(H3/2(∂Ω))

=C

(
λ
s5/3

ε2/3
‖w‖2/3

L2(L2(∂Ω))

)(
ε2/3

s2/3
‖w‖4/3

L2(H3/2(∂Ω))

)
≤C

(
λ3 s

5

ε2
‖w‖2

L2(L2(∂Ω)) +
ε

s
‖w‖2

L2(H3/2(∂Ω))

)
,

donde hemos usado la desigualdad de Young en la última desigualdad. Usando que w = 0
sobre (0, T )× ∂Ω \ γ y el teorema de trazas, obtenemos de esta última desigualdad que

λs

∫∫
Σ

∣∣∣∣∂w∂τ
∣∣∣∣2 dσ dt ≤C (λ3 s

5

ε2
‖w‖2

L2(L2(γ)) +
ε

s
‖w‖2

L2(H2(Ω))

)
.

Volviendo a (4.17), junto con el hecho de que
∂ρ

∂τ
= 0 sobre ∂Ω \ γ, obtenemos

λs

∫∫
Σγ′

∣∣∣∣∂w∂τ
∣∣∣∣2 dσ dt ≤C (λ3 s

5

ε2
‖w‖2

L2(L2(γ)) +
ε

s
‖w‖2

L2(H2(Ω))

)
+ Cλs

∫∫
Σγ

|w|2dσ dt

≤C
(
λ3 s

5

ε2
‖w‖2

L2(L2(γ)) +
ε

s
‖w‖2

L2(H2(Ω))

)
+ Cλs

∫∫
Σγ

|w|2dσ dt.
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Tomando ε suficientemente pequeño, podemos absorber el término ‖w‖2
L2(H2(Ω)). Los

otros términos pasan a ser parte del término de observación.

Ahora, como η̃ ≤ η, ϕ̃ ≥ ϕ y w̃ ≤ w, se tiene

(e−2sϕ + e−2seϕ)|G|2 ≤ 2e−2sϕ|G|2

y
η3|w|2 + η̃3|w̃|2 ≤ 2η3|w|2, η2e2sϕ|w|4 + η̃2e2seϕ|w̃|4 ≤ 2η2e2sϕ|w|4,

con lo que se tiene que∫∫
Q

1

sη
(|∆w|2 + |wt|2) dx dt+ s3λ4

∫∫
Q

η3|w|2 dx dt+ sλ2

∫∫
Q

η|∇w|2 dx dt

+s2λ2

∫∫
Q

η2e2sϕ|w|4 dx dt+

∫∫
Q

e4sϕa2|w|6 dx dt ≤ C

∫∫
Q

e−2sϕ|G|2 dx dt

+C

∫∫
Σγ

(
s3λ4η3|w|2 + sληe2sϕ|w|4

)
dσ dt.

Volviendo a la variable original de la misma forma que en la demostración del teorema
4.2.1, se concluye la demostración del teorema 4.2.2

4.3. Un resultado de estabilidad

El resultado principal de este capı́tulo es el siguiente teorema:

Teorema 4.3.1. Sean σ = σ(x) ∈ W 2,∞(Ω) un parámetro desconocido y v = v(t, x)
solución de (4.1) y supongamos que se cumple (4.2). Consideremos σ̄ = σ̄(x) y v̄ =
v̄(t, x) un parámetro y trayectoria de referencia regular de (4.1), y supongamos que

|∇v̄(θ) · ∇ψ| > µ0 > 0 en Ω,

para θ ∈ (0, T ) y sea γ ⊂ ∂Ω. Entonces, se tiene que existe una constante C = C(Ω, γ)
tal que

‖σ − σ̄‖H1(Ω) ≤ C
(
‖v − v̄‖H1(0,T ;L2(γ)) + ‖v − v̄‖2

L4(0,T ;L4(γ))

+‖v(θ)− v̄(θ)‖3
L6(Ω) + ‖v(θ)− v̄(θ)‖H3(Ω)

)
.

Observación 4.3.2. Es posible obtener un teorema similar para el caso de observaciones
internas gracias al teorema 4.2.1. Sin embargo, por efecto del lema 3.1.4, serı́a necesario
suponer conocido el parámetro σ en la zona de observación.
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Demostración. La demostración es muy similar a la del teorema 3.1.7, pero aplicada al
caso de observaciones de borde. Muchos de los cálculos los extraeremos de esa demos-
tración.

Usando el método de Bukhgeim-Klibanov, definimos w = ut. Derivando (4.6) con
respecto a t, tenemos que

wt − div(σ(x)∇w) = −3au2w + div(p(x)∇v̄t) + gt ≡ H en Q
w(θ) = div(σ(x)∇u(θ))− au3(θ) + div(p(x)∇v̄(θ)) + g(θ) en Ω

∂w

∂n
= 0 sobre Σ.

(4.18)

Para esta ecuación consideraremos la desigualdad de Carleman usual para la ecuación del
calor DCγ . Al igual que antes, dividimos la demostración en etapas:

Paso 1

Utilizando el Corolario 3.2.4 con el término div(p(x)∇v̄(θ)) en (4.18) y usando que
∂v̄(θ)

∂n
= 0 (por condición de borde en (4.3)), se tiene

s2

∫
Ω

(
p(x)2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|div(p(x)∇v̄(θ))|2e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|∇div(p(x)∇v̄(θ))|2e−2sϕ(θ)dx. (4.19)

Debemos acotar ahora los términos del lado derecho de (4.19).

Paso 1.a

Primero, por (4.18):∫
Ω

|div(p(x)∇v̄(θ))|2e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|w(θ)|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

|u(θ)|6e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

|div(σ(x)∇u(θ))|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

|g(θ)|2e−2sϕ(θ)dx.

Por la definición de g en (4.5) y por la regularidad de σ, a y α, se tiene que∫
Ω

|div(p(x)∇v̄(θ))|2e−2sϕ(θ)dx ≤C
∫

Ω

|w(θ)|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

|u(θ)|6e−2sϕ(θ)dx

+ C

∫
Ω

∑
1≤β≤2

|Dβ
xu(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+C

∫
Ω

|u(θ)|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

|u(θ)|4e−2sϕ(θ)dx. (4.20)
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Paso 1.b

Veamos ahora que

∇div(p(x)∇v̄(θ)) = ∇w(θ) + 3au2(θ)∇u(θ) + u3(θ)∇a−∇div(σ(x)∇u(θ))−∇g(θ),

de donde∫
Ω

|∇div(p(x)∇v̄(θ))|2e−2sϕ(θ)dx ≤C
∫

Ω

|∇w(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+C

∫
Ω

|u(θ)|6e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

(
|u(θ)|2 + |∇u(θ)|2

)
e−2sϕ(θ)dx

+C

∫
Ω

|∇div(σ(x)∇u(θ))|2e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

|∇g(θ)|2e−2sϕ(θ)dx.

Notemos que

∇g =∇a(2(α + 1)v̄ − α− 3v̄2)u+∇a(α + 1− 3v̄)u2

+ a(2∇αv̄ + 2(α + 1)∇v̄ −∇α− 6v̄∇v̄)u+ a(∇α− 3∇v̄)u2

+ a(2(α + 1)v̄ − α− 3v̄2)∇u+ 2a(α + 1− 3v̄)u∇u.

Ası́, se tiene que∫
Ω

|∇div(p(x)∇v̄(θ))|2e−2sϕ(θ)dx ≤ C

∫
Ω

|∇w(θ)|2e−2sϕ(θ)dx

+C

∫
Ω

|u(θ)|6e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

∑
1≤β≤3

|Dβ
xu(θ))|2e−2sϕ(θ)dx

+C

∫
Ω

(
|u(θ)|2 + |∇u(θ)|2 + |u(θ)|4

)
e−2sϕ(θ)dx. (4.21)

Usando (4.20) y (4.21) en (4.19), y usando que∫
Ω

|u(θ)|4e−2sϕ(θ)dx ≤ 1

2

(∫
Ω

|u(θ)|2e−2sϕ(θ)dx+

∫
Ω

|u(θ)|6e−2sϕ(θ)dx

)
,

tenemos finalmente

s2

∫
Ω

(
p(x)2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤C

∫
Ω

(
|w(θ)|2 + |∇w(θ)|2

)
e−2sϕ(θ)dx (4.22)

+C

∫
Ω

|u(θ)|6e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ))|2e−2sϕ(θ)dx.
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Paso 2:

Este paso es análogo al paso 2 de la demostración del teorema 3.1.7. Se tiene la siguiente
estimación:∫

Ω

|w(θ)|2e−2sϕ(θ)dx ≤ C

s

∫∫
Q

|H|2e−2sϕdx dt+
C

s

∫∫
Σγ

s3η3|w|2e−2sϕdσ dt,

que se obtiene usando para la ecuación (4.18) la desigualdad de Carleman usual para la
ecuación del calor.

�

Paso 3:

Ası́ como para el paso anterior, recuperamos el cálculo hecho en el paso 3 de la demos-
tración del teorema 3.1.7:∫

Ω

|∇w(θ)|2e−2sϕ(θ)dx ≤Cs
∫∫

Q

|H|2e−2sϕdx dt+ Cs

∫∫
Σγ

s3η3|w|2e−2sϕdσ dt.

�

Notemos que los pasos 2 y 3 entregan una estimación del lado derecho de (4.22) en
función de H , la que viene dada por la expresión

H =− 3au2w + div(p(x)∇v̄t) + a(2(α + 1)v̄t − 6v̄v̄t)u

+ a(2(α + 1)v̄ − α− 3v̄2)w − 3av̄tu
2 + 2a(α + 1− v̄)uw.

Tenemos ası́ que∫∫
Q

|H|2e−2sϕ ≤C
∫∫

Q

|w|2e−2sϕdx dt+ C

∫∫
Q

(
|u|2 + |u|4

)
e−2sϕdx dt

+ C

∫∫
Q

|div(p(x)∇v̄t)|2e−2sϕdx dt,

lo que nos entrega una estimación de p en función de normas de u en todo el espacio Q.
Sin embargo, el objetivo es obtener estimaciones con normas locales (en Σγ y en t = θ). El
paso 4 muestra cómo lograrlo mediante la combinación de las desigualdades de Carleman.
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Paso 4:

Retomando la desigualdad anterior, tenemos∫∫
Q

|H|2e−2sϕdx dt ≤C
s

∫∫
Q

s|w|2e−2sϕdx dt+
C

s

∫∫
Q

(
s|u|2 + s|u|4

)
e−2sϕdx dt

+ C

∫∫
Q

|div(p(x)∇v̄t)|2e−2sϕdx dt.

Usando Carleman usual para w (teorema 2.2.6) y (DCBSγ) para u, tenemos, para s
suficientemente grande,∫∫

Q

|H|2e−2sϕdx dt ≤C
s

∫∫
Q

|H|2e−2sϕdx dt+
C

s

∫∫
Σγ

s3η3|w|2e−2sϕdσ dt

+
C

s

∫∫
Q

|G|2e−2sϕdx dt+
C

s

∫∫
Σγ

(
s3η3|u|2 + s2η2|u|4

)
e−2sϕdσ dt

+ C

∫∫
Q

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕdx dt. (4.23)

Notemos que gracias al factor s−1, podemos absorber el primer término del lado de-
recho de la desigualdad con el lado izquierdo. Sin embargo, hay una integral de G que
trae los mismos problemas que H . Para deshacernos de tal término, debemos, de forma

similar, estimar el término
C

s

∫∫
Q

|G|2e−2sϕ. De (4.6) y (4.5), se tiene que

C

s

∫∫
Q

|G|2e−2sϕdx dt ≤C
s

∫∫
Q

|div(p(x)∇v̄)|2e−2sϕdx dt

+
C

s

∫∫
Q

(
|u|2 + |u|4

)
e−2sϕdx dt

=
C

s

∫∫
Q

|div(p(x)∇v̄)|2e−2sϕdx dt

+
C

s3

∫∫
Q

(
s2|u|2 + s2|u|4

)
e−2sϕdx dt.

Usando (DCBSγ) para u, tenemos que

C

s

∫∫
Q

|G|2e−2sϕdx dt ≤C
s

∫∫
Q

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕdx dt

+
C

s3

∫∫
Q

|G|e−2sϕdx dt+
C

s3

∫∫
Σγ

(
s3η3|u|2 + s2η2|u|4

)
e−2sϕdσ dt,
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y para s suficientemente grande

C

s

∫∫
Q

|G|2e−2sϕdx dt ≤C
s

∫∫
Q

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕdx dt

+
C

s3

∫∫
Σγ

(
s3η3|u|2 + s2η2|u|4

)
e−2sϕdσ dt. (4.24)

Por (4.24) en (4.23), y para s suficientemente grande, se tiene finalmente que∫∫
Q

|H|2e−2sϕdx dt ≤C
s

∫∫
Σγ

s3η3|w|2e−2sϕdσ dt

+
C

s

∫∫
Σγ

(
s3η3|u|2 + s2η2|u|4

)
e−2sϕdσ dt

+ C

∫∫
Q

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕdx dt.

Juntando los pasos

Finalicemos la demostración recopilando los pasos seguidos. Por el paso 1, tenemos que

s2

∫
Ω

(
p(x)2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤C

∫
Ω

(
|w(θ)|2 + |∇w(θ)|2

)
e−2sϕ(θ)dx

+C

∫
Ω

|u(θ)|6e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ))|2e−2sϕ(θ)dx.

Por los pasos 2 y 3 obtenemos

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤Cs

∫∫
Q

|H|2e−2sϕdx dt

+ Cs

∫∫
Σγ

s3η3|w|2e−2sϕdσ dt

+C

∫
Ω

|u(θ)|6e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ))|2e−2sϕ(θ)dx.
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Por el paso 4,

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤C

∫∫
Σγ

(
s3η3|w|2 + s3η3|u|2

)
e−2sϕdσ dt

+C

∫∫
Σγ

s2η2|u|4e−2sϕdσ dt+ Cs

∫∫
Σγ

s3η3|w|2e−2sϕdσ dt

+Cs

∫∫
Q

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕdx dt (4.25)

+C

∫
Ω

|u(θ)|6e−2sϕ(θ)dx+ C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ))|2e−2sϕ(θ)dx.

Por la observación 3.1.3 del capı́tulo anterior, se tiene que∫∫
Q

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ ≤

∫∫
Q

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ), ∀t ∈ [0, T ]

=T

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ).

Usando esto último en (4.25) obtenemos

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤Cs4

∫∫
Σγ

η3
(
|w|2 + |u|2

)
e−2sϕdσ dt

+ Cs2

∫∫
Σγ

η2|u|4e−2sϕdσ dt

+ Cs

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx

+C

∫
Ω

|u(θ)|6e−2sϕ(θ) + C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ))|2e−2sϕ(θ)dx,

de donde, para s suficientemente grande y recordando que w = ut

s2

∫
Ω

(
|p(x)|2 + |∇p(x)|2

)
e−2sϕ(θ)dx ≤Cs4

∫∫
Σγ

η3
(
|ut|2 + |u|2

)
e−2sϕdσ dt

+ Cs2

∫∫
Σγ

η2|u|4e−2sϕdσ dt

+C

∫
Ω

|u(θ)|6e−2sϕ(θ) + C

∫
Ω

∑
|β|≤3

|Dβ
xu(θ))|2e−2sϕ(θ)dx.

Más aún, como θ > 0, podemos acotar inferiormente e−2sϕ(θ) por una constante posi-

tiva, por ejemplo, por C = exp

(
−2s

e2λ||ψ||∞

T 2/4

)
> 0. Además, η2e−2sϕ y η3e−2sϕ son

funciones acotadas, por lo que obtenemos ası́ finalmente que

‖p‖H1(Ω) ≤ C
(
‖u‖H1(0,T ;L2(γ)) + ‖u‖2

L4(0,T ;L4(γ)) + ‖u(θ)‖3
L6(Ω) + ‖u(θ)‖H3(Ω)

)
.

finalizando la demostración.
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Capı́tulo 5

Conclusiones

A continuación se presentan las conclusiones de este trabajo de memoria, y se mencio-
nan posibles trabajos futuros. Para demarcar claramente el trabajo realizado, veamos un
resumen de los resultados obtenidos para los dos problemas abordados.

5.1. Problema lineal

Para el problema lineal
vt − div(σ(x)∇v) = g(x) en Q = (0, T )× Ω

∂v

∂n
= 0 sobre Σ = (0, T )× ∂Ω

v(0) = v0 en Ω,

donde g es una fuente, T > 0 y Ω es un dominio acotado de frontera regular, se estudió el
problema inverso de recuperar el coeficiente principal σ en el caso de observaciones inter-
nas y de borde de tipo Dirichlet. En adición a estas observaciones, se debe también medir
la solución en todo Ω para un tiempo fijo θ > 0. En ambos casos, se demostró estabilidad
Lipschitz local en torno a una solución regular (de referencia) con norma H1(Ω) para los
parámetros y una norma adecuada para las mediciones. La demostración de estabilidad
está basada en el método de Bukhgeim-Klibanov y la desigualdad de Carleman para la
ecuación del calor, suponiendo σ regular. En el caso de observaciones internas, es nece-
sario suponer conocido este parámetro para lograr un resultado estándar de estabilidad,
esto es, que el lado derecho de la desigualdad sólo dependa de mediciones locales de la
solución y no del parámetro. En el caso de observaciones de borde, tal supuesto no es
necesario para lograr el resultado buscado gracias a la función de Carleman.

Se obtuvieron los lemas 3.1.4 y 3.2.2, cuya utilidad está dada en ponderar con un
término s2 al parámetro en el lado izquierdo de las desigualdades, hecho que es muy útil
en este tipo problemas donde se trata de absorber términos positivos basados en el orden
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del exponente de los parámetros s y λ. Como se verı́a luego, estos lemas serı́an de gran
utilidad para el capı́tulo 4.

Debido a la regularidad que se le pidió a σ (y que también repercute en que la norma
de la medición debe ser en un espacio más regular, H3(Ω) en este caso), queda como
posible trabajo futuro estudiar el caso menos regular y obtener la estabilidad Lipschitz en
norma L2(Ω) para los parámetros. Para esto, como primer enfoque, es necesario obtener
una desigualdad de Carleman para lados derechos en H−1(Ω), lo cual no se ha logrado
aún para la regularidad que deseamos de las soluciones de la ecuación en cuestión.

5.2. Problema ecuación no lineal biestable

Para la ecuación biestable
vt − div(σ(x)∇v) = f(v) en Q
∂v

∂n
= 0 sobre Σ

v(0) = v0 en Ω.

donde f(v) = a(x)v(1− v)(v − α(x)), se estudió la recuperación de la conductividad σ,
que se supone regular, a partir de mediciones tipo Dirichlet en una parte del borde de Ω
y en un tiempo fijo θ > 0 en todo Ω. Para este problema inverso, se obtuvo estabilidad
Lipschitz local en torno a una solución regular con norma H1(Ω) para los parámetros y
una norma similar al caso lineal para las mediciones. La demostración sigue la misma
estrategia que para el caso lineal, pero con una desigualdad de Carleman nueva para la
ecuación no lineal, utilizada en conjunto con la desigualdad usual para la ecuación del
calor.

El lema 3.2.2 juega un papel muy importante en la obtención del resultado de estabi-
lidad, pues gracias al factor s2 es posible absorver términos para obtener las estimaciones
buscadas.

Un gran aporte en esta parte del trabajo es la demostración de la nueva desigualdad
de Carleman en el caso de observaciones de borde. Se explicitaron los cálculos que en
la literatura son difı́ciles de encontrar debido a que generalmente sólo se menciona como
extensión del caso de observaciones internas, el cual es más simple de obtener.

Al igual que en el caso lineal, para la ecuación biestable se puede estudiar el caso en
que la conductividad σ tiene menos regularidad. Sin embargo, los resultados obtenidos
aquı́ motivan sin duda la extensión a los modelos de Fitzhugh-Nagumo (1.2) y Aliev-
Panfilov (1.3). Aunque, como se vió en el capı́tulo 1, existen trabajos en estos modelos,
no existen, a nuestro conocimiento, resultados de estabilidad usando desigualdades de
Carleman, por lo que serı́a un trabajo original.
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5.3. Comentarios finales

Aunque no constituye uno de los objetivos principales de esta memoria, se hizo un análi-
sis cualitativo y numérico de la ecuación biestable en una dimensión. Con σ constante,
se obtuvo una solución explı́cita para el caso de dominio no acotado, de la cual es po-
sible encontrar fórmulas para la recuperación de los parámetros presentes en la parte no
lineal, ası́ como también de σ. Mediante pruebas numéricas se vió que estas fórmulas son
sensibles a pequeños errores en las mediciones.

En el caso de σ variable, se realizaron simulaciones mediante el método de diferencias
finitas para comparar el comportamiento de la solución con la onda viajera correspondien-
te a σ constante. Se confirmó numéricamente que la onda se retrasa cuando pasa por una
zona de baja conductividad, la cual simula un tejido cardı́aco muerto.

La recuperación de la conductividad es un tema que amerita un trabajo más profundo
en el aspecto numérico, al igual que simulaciones en dimensiones mayores.

Como comentario final, se puede decir que este trabajo servirá como un primer acerca-
miento a quienes se interesen por los problemas inversos en EDP, en especial si se quiere
aprender cómo se aplican las desigualdes de Carleman a estos problemas.
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