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DISTRIBUCIONES CUASI-ESTACIONARIAS EN MODELOS DE POBLACIONES.

El tema principal de esta tesis es estudiar la dinamica de poblaciones basados en proce-

sos de ramificacién discretos, en particular se estudiaron los procesos de Bienaymé-Galton-

Watson (BGW).

El problema de extincién o crecimiento a infinito de la poblacién se analizé condicionando
a las trayectorias no extintas, lo que en el limite genera distribuciones cuasi-estacionarias, los

limites de Yaglom y la construccién del g-proceso.

Se estudio la descomposicion tedrica de la poblacidn, entre particulas que se extinguen
casi-seguramente y particulas con linea de descendencia infinita, encontrandose una fuerte

relacién analitica entre las distribuciones de ambos tipos.

Posteriormente, para dar una interpretacién probabilista de esta descomposicion, se cons-
) Y
truyd una simulacion de los dindmica mortal-inmortal, basados en los procesos de ramificacion

multi-tipos y se encontraron condiciones para su convergencia.
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Capitulo 1
Introduccion

La teoria de procesos de ramificacién ha sido un drea de constante actividad investigativa
desde el siglo XIX con los estudios sobre extincién de apellidos en la aristocracia britanica
efectuados por F.Galton (1822-1911) y H.W.Watson (1827-1903), quienes asociaron fertili-
dad con probabilidades de descendencia representativas, las cuales replicaban a su vez en las

proximas generaciones.

En la actualidad los procesos de ramificacion poseen una gran importancia tanto en el
campo de matematicas abstractas como aplicadas y sus areas de injerencia incluyen discipli-
nas como biologia, genética, medicina, ciencias de los materiales, ciencias de la computacion
y teoria de colas, abordando problemas tan diversos como la evolucion de genes mutantes en

una poblacion hasta la propagacién de neutrones en una reacciéon nuclear.

El trabajo aqui presentado estd organizado de forma constructiva. En la primera parte se
entregan las definiciones bésicas y resultados clasicos de convergencia asintética de procesos
de ramificacién. Se le dara especial énfasis a los procesos condicionados a no extinguirse y
el comportamiento de poblaciones antes de su extincion. Posteriormente se analizara la des-
composicion de un proceso de ramificacién supercritico entre el proceso que se extingue casi
seguramente y aquel en que los individuos son inmortales. Finalmente se estudiaran varian-
tes de un proceso de ramificacion subcritico que aproximen la interaccion entre particulas

inmortales y mortales de un proceso supercritico.



Capitulo 2

Bienaymé-Galton-Watson (BGW)

2.1. Construccion

El proceso de Bienaymé-Galton-Watson (BGW) es el proceso de ramificacién més estu-

diado y que puede ser descrito como sigue:

Una tinica particula ancestro vive por una unidad el tiempo y al morir produce una can-
tidad aleatoria de hijos de acuerdo a una distribucion determinada. A su vez, cada particula
hijo vive por una unidad de tiempo y al morir produce una cantidad aleatoria de descen-
dientes de acuerdo a la misma distribucion. El numero de descendientes de cada particula es
independiente de su progenitor y del resto de las particulas. Este comportamiento se replica

en cada generacion.

Matematicamente un BGW, se representa como una cadena de Markov homogénea a
tiempo discreto Z = (Z, : n € Z.) con valores en Z, cuyas probabilidades de transicién

se definen en términos de una distribucién de probabilidad de descendencia v = (v, : k € Z,.).

De esta forma

- . . vt iz1 j=0.
P(i, j) 3:]P(Zn+1:J|Zn:Z):{ ’ ’

. . (2.1)
507]‘ 1 =0 J >0

donde ¢; ; es la delta de Kronecher(i,j) y v* es la i-ésima convolucién de v.



Dicho de otra forma, Z satisface la condiciéon de recurrencia:

Zn

Zosi =Y &Y n=0,12.. ; (2.2)
j=1

donde (5](-") j=12... n=0,1,-- ) son v.a.’s independientes e igualmente distribuidas

segin v. Notaremos por £ una v.a. con distribucién v.

Notacién 2.1 Denotaremos Z = (Z, :n € Z.) al BGW con 1 particula inicial y para k > 1
ARIES (Zr(Lk) :n € Zy) el BGW con k particulas iniciales. Por convencion Z = ZV.

Propiedad Aditiva o de Ramificacion

El proceso Z®*) es la suma de k copias independientes de procesos de ramificacién Z.

Definicién 2.1 (Funcién Generadora de Probabilidad)

Para el andlisis del BGW estudiaremos su funcion generadora de probabilidad (fgp)

f(s) = B[s?] = B[s*] = 3, 5ows" , s € C;|s| <1 ysus iteradas  fo=s; fi(s) = f(s);
fni1(8) = fn (f(s)).

Observemos que por la propiedad de ramificaciéon:

B[] =[] E[s%zn_l:k]=E[SZ“§“}=f[1E[sfjJ=f<s>k;

luego foy(s) :=E[s"] =E Zf(s)k]l{zn_lzk}

k>0

resumiendo E [SZT(:)} = [fn(s)}z . (2.3)

=E [f(s)" '] = fao1 (f(5)) ;

Notacién 2.2 De ahora en adelante denotaremos Py(i, j) a la probabilidad de transicion del
BGW Z en k pasos desde i a j. Es decir, Py(i,j) :=P(Zy = j|Zy =1).



Ocupando esta notacion, la ecuacién (2.3) se reescribe:

SR = [1a09)] (2.4

Jj=0

Definicién 2.2 Se designard m y o2 a la esperanza y varianza de la distribucion de des-

cendencia del BGW respectivamente.

Las propiedades bésicas siguientes se encuentran en [AN72] y [H63].

Notemos que gracias a la ecuaciones (2.3) y (2.4), los momentos del proceso se pueden

expresar en funcion de su fgp y sus derivadas.

Adem3s

Luego usando:
£ = £ (PO PO + £ (F) £1(1) = m2f, (1) + m 7 (1)
se obtiene por iteracién
£ =m2 (1) +m L (1) = m2 2 (1) +m ()
de donde:

) =) [m" 4 mt 4 m L m Ty m2”_2] ,

n
2 an—1mt—1
{ o'm"TI = m#£ 1.

Var(Z,) = f,(1) + f,(1) = [fo(1)] = (2.5)

no? m=1.

Definicién 2.3 (Extincién) Se define el tiempo de extincion T := inf{n >0: 72, = O}
y la probabilidad de extincion P(T < oo) = P(Z, = 0 para algin n > 1) .

Definicién 2.4 Sea q la menor raiz no negativa negativa de f(t) =1t .

Hipétesis 2.1 Para evitar casos triviales, supondremos que vy + 11 < 1 y que v; # 1 para

todo j. De esta forma f(-) es estrictamente convexa.



Lema 2.1.1
» Sitel0,q) entonces f,(t) /q cuando n — oo .
» Site(q,l) entonces f,(t) \( q cuando n — oo .

» Sit=q entonces f,(t) = q para todon € N .

Teorema 2.1.2 (Probabilidad de Extincién)

La probabilidad de extincion de Z es la primera raiz de de f(t) =1t .

Demostraciéon Observar que por el Lema 2.1.1 y el Teorema de Convergencia monétona;

P(T <o0) = lim P(Z,=0) = lim f,(0)=gq .

n—oo n—o0

Teorema 2.1.3 (Transiencia)
Para todo k > 1 se tiene que  lim P(Z, = k) =0. Ademds,

n—oo

IP(h'm Zn:oo)zl—IP<h'm Zn:0>:1—q.

n—oo n—oo
Demostracion Observemos que los estados k = 1,2, --- son transientes, pues:
k

. v si 1/0:0
P(Z,.; =k algin j > 1|Z, = k) < ! <1,
(Zns gin j 2 1| ) {l—y(’f si 1/0#0}

luego, por la propiedad de Markov, para cada k>1 P (Z, = k para infinitos n) = 0.

Para concluir notemos que:

P (({ lim Z, = oo} U {Zn = 0 algin n}) ) = ]P(EIM < oo tal que Z,, € [1, M], infinitos n) =0

n—oo

Mas detalles sobre las propiedades de transiencia del BGW se describen en [H63] y [AN72].



A partir del Teorema 2.1.2 surge una clasificacién natural del BGW de acuerdo a su ex-

tincion.

Definicién 2.5

Diremos que el proceso es subcritico si m < 1, critico si m = 1 y supercritico si

m > 1

1 , 1
i f(s)
i , f(s)

N 0

0 q 1 0

Figura 2.1: m > 1 Figura 2.2: m <1

Por convexidad se desprende que si m > 1, entonces g < 1 y analogamente si m < 1
entonces g = 1. (Ver [ANT2]).



2.2. Teoremas limites

Como todo modelo de poblacién, es de interés comprender su comportamiento a largo

plazo. Ya sabemos, gracias al Teorema 2.1.3, que Z,, se extingue o crece a co cuando n — o0.

En esta seccion se buscara comprender la naturaleza de este comportamiento dual, obte-

niendo una serie de resultados ttiles en la caracterizacion del BGW a largo plazo.

Como primera observacion, notar que si 0 < m < oo, entonces W,, := % es martingala
con respecto a la filtracién natural %, = o({Z; : k = 0,1,--- ,n}), pues es adaptada y por

la propiedad de Markov:

i>0 120

E[Wn+k|§n] =FE |: th Zn:| = Z Mﬂzn:i — Z W]lzn:i & Wn )

Ademds como E[W,] =1 ¥n > 0 y W, > 0, entonces existe una v.a. W tal que
lim W,, = W casi seguramente. (Ver [W91]).
n—ro0

La observacion anterior ya entrega un resultado sobre el comportamiento a largo plazo del
BGW, mostrando que Z,(w) crece como m"W (w), lo que confirma la estrecha relacién entre
el BGW y un simil estocéastico de la ley de crecimiento geométrica de poblaciones Maltusiana.
No obstante, la observacion anterior no caracteriza a W, es mas, en el caso subcritico, sabe-

mos que con probabilidad 1, el BGW se extingue, en otras palabras, W es 0.

Para evitar la degeneracion del proceso, se estudian los procesos condicionados {Z,|Z,, > 0}.
Notacion 2.3 A la j-ésima derivada de %fn(s) la denotaremos f,(Lj)(s) :

Observemos que, f,, es una serie de potencias con coeficientes no negativos, luego es infinita-

mente derivable en (0, 1) y satisface

FIL(s) = F/(Fals)) £(5) - (2.6)

Lema 2.2.1 (Radio Monétono) (ver [AN72])

Si vy > 0 entonces
P,(1,5 .

Bu(1,1)



Demostracién Es directo que la condicién v > 0 implica P,(1,1) > 0 para todo n > 1,

ademas de la ecuacién (2.6).

Pua(L) _ 1AL 1P (f0)0) 1 £70) _ Pa(l)

1
Pot(1LL) 1 f0(0) = 30 (fu0)) £200) G f(0) — Pu(1,1)

|
Definicién 2.6 Liamaremos v = f'(q).
Teorema 2.2.2 Si vy > 0 entonces m := (m; : j € IN) satisface la ecuacion
;= ZﬂkPl(k,j) para todo  j>1. (2.7)

k>1

Demostracién De P,.(1,1) = f} ,(0) = f’(fn(O))f;L(O) = f’(fn(O))Pn(l, 1) se deduce,

- T = 100) o Fa@ = 29
Poi1(1,j) Papa(L,1) = Pu(1,k)Pi(k, j)
= P,1(1,1) P,(1,1) _; P.(1,1) . (2.9)

Tomando limite a ambos lados de la ecuacién (2.9) obtenemos el resultado por el Teorema

de Convergencia Mondtona. [ |

Observemos que gracias al Teorema 2.2.2 se tiene que m, < oo para todo n > 1.

En efecto, por construccién 71 =1 y ~ < 1 . Si ademas suponemos 1y > 0 . Por

contradiccion, si existe n tal que m, = oo entonces:

y=qm =Y mPi(j,1) > 7 Pi(n,1) = Ty =00 . >
i1

En el caso 1y = 0, por contradiccién sea h = inf{j > 2 : m; = oo} . Notemos que en este
caso P,(1,1) =v] y Py(i,j) =0 Vn>1,i<j .Sea oW .= Pa(Lh)

P,(1,1) >
G0 Pen(@L) 221 Po(1,7)P(: ) i P.(1,5)P(j, h)
n+1 Pn—i—l(lu 1) I/{L—H o Viz-l—l )
h—1 . h—1
_ 1 P.(1,7) . _ 1
_ (h), ,h—1 - "I piR) < (h), h—1 - Pli.h
an ' 1 — Pn(17 1) (j? ) >a,'n + 1 jzlﬂ—] (]7 ) )

IN

a,(lh)uf_l +C), .



Donde C} < oo . Ahora iterando la desigualdad anterior,
agil < h 1 (h + Ch ’
Vf_lag‘) < Vf I[Vf ! _1 —|—C’h} ,

_11n—1 (h _11n—1 _ h
M < ) e
Sumando, obtenemos que:
n—1
h —_11n
ah < (7" + G Y A
7=0
. . (h) . N
Como vy < 1 se tiene que la sucesion (an in > 1) es acotada, luego m, < 0o . P
Nota 2.1
Observemos que en el caso vy =0, gracias a (2.7), el vector 7 = (m; : j =1,.k) € R*

corresponde al vector propio fila asociado al valor propio de Perron-Frobenius de la matriz

PW .= (Py(i,§) 24,k € {1,..,k}) , pues tenemos que:

K
YT = Zﬂjpl(ja k)

Ademds notemos que v = v1 y la matriz P™ es triangular superior con valores pro-
pios {v1,v?,..,vF}. De esta forma, el Teorema de Perron-Frobenius asegura que 7l¥ queda

completamente determinado por P®  para todo k € IN .

= kE 7T]P1j7

J=1

Definicién 2.7 Llamaremos & a la funcion P(s) = Y m,s" donde la serie converja.
n>1

Observar que gracias a la relacién (2.7) Z(-) satisface
()l =vP(s) + P(w) . (2.10)

cuando s y vy estan en su regién de convergencia.

10



Teorema 2.2.3 (ver [ANT72]) Sea vy > 0, entonces Z(s) converge para 0 < s < 1.
Ademds ) m; converge si m < 1 y diverge si m > 1.
Jj=1

Demostraciéon Gracias al Teorema 2.2.2

. .o 1%
Y =T = Zﬂ'jpl(j,1> = Zﬂ'jjyé 1V1 Z V—;:@(V()) .

j21 Jj=21

Luego Z(1y) < oo , ademds como Z(f,(0)) = Y2 (fn-1(0)) + Z(vy) = Z(f.(0)) <

para todo n y como &(-) es continua y creciente, se concluye que
P(s) < 0 0<s<gq.
Por otro lado, observar que iterando (2.10)
P(fuls)) =" P(s5) + P ()L +v+ - +4"77]. (2.11)

Volviendo a la demostracién en el caso m < 1 se tiene que v = m < 1, gracias a (2.11)

fijando s < 1
n—2
2(1) = lim P(fu(s)) = lim v"P(s) + P (1) Y 7" < 0.
k=0

Por el mismo argumento, en el caso m = 1 = v = 1, luego se concluye que (1) diverge.

En el caso m > 1 se tiene que v < 1, luego por (2.11)

1
I—=

< 0.

Z(q) = ()

Ahora fijando g < s < 1

n

o S P D) e Fal8) = al0) e Fas) Ty ()
S e U= ARt | S ye

Ahora usaremos el resultado siguiente:

n

Sea (u,, : n > 1) una sucesién tal que Y |u,| < oo . Entonces lim [](1+4wu,) converge .
n>1 0 k=0

(Ver [R87] Teorema 15.5).

11



En nuestra demostracién, basta que [ — 1] < 0o para concluir que Z(s) < 0o

7 (k(5))
k>0 (

F(fx(0))
para todo g < s < 1.

En el caso m > 1 se tiene f'(g) <1.Sea >0 tal que f'(g+¢)<1.Sea n* €N
tal que f,«(s) <q+¢.

F (Frrsn(8)) = [/ (far4r(0)) _ F" (frrsr(s)) (fn*+k:(3) - fn*+k(0)>

P Ufrn(0) : 70) |
< P (heinlo) = hral0)
< P 1@+ ) (franals) = fraa))
< P (1) - £00) [a+9)]

De esta forma

e - glm -1 26 -

k>0 k>n
g+ e k
< const(s) + 9D (1) o) X [Flat o) < oo
f'(0) =0
donde la ultima desigualdad es gracias a que f'(g+¢) <1 y se concluye.
Para finalizar, fijando g < s < 1 reordenando los términos de (2.11) se tiene que
P(5) = — (PUfals) ~ T2 2() (212)
s) = — n(s)) — v : :
" -y 7
por argumento diagonal, podemos construir una sucesiéon s, —— 1 tal que f,(s,) — 1.
n—00 n—00
Ademds 4" —— 0 . Finalmente, reemplazando s, en (2.12) se concluye que Z(S,) oo
n—oo

es decir, (1) =o00.

12



Teorema 2.2.4 (Teorema del Radio [AN72] )

Sea v; > 0, entonces

i Pn+m(ivj) _om iqiﬁj

Jim (k1) = kg para todom >0 1>1 j57>1.

Demostracién Sea s € [0, 1), entonces

[1205) = 10)] 32 () 147 0)

Pu(iyg) 5 fals) = £1(0) =
;Pn(1,1)8 - TP Pnkl,l) ’
176+ 220 o 007 S R
— gy s < oo 7 (2.13)

Jj=0

La convergencia de (2.13) es gracias a los Lemas 2.1.1 y 2.2.1 el Teorema 2.2.3.

Por otro lado, gracias al Teorema de Continuidad de la funcién generadora (ver [GO05]), se

obtiene Poi. ) o)
n Z; ] . oi—1 n+m ) m
— ; 2.8 —
P 1) iq' T , pero por (2.8) P 1) 0%
combinando ambos resultados se obtiene el resultado. [ |

13



2.3. Distribuciones cuasi-estacionarias

Ya se vio en el Teorema 2.1.3 que el BGW Z alcanza 0 o diverge a oo por lo que no posee
una distribucién de probabilidad estacionaria, salvo el caso trivial de la masa de Dirac en
0. Probaremos esta afirmacién por contradiccion. Supongamos que existe A = (\; : j € Z)

distribuciéon de probabilidad estacionaria, entonces :

= Sea 1y > 0. Se tiene P;(j,0) > 0 para todo j > 1y P;(0,0) =1,

= A= Z)\Jpl(],()) = )\0+Z/\]P1(],0) .
j=0 jz1
= Aj =0 paratodoj>1.

Esto implica A =

» Si yy=0.Se tiene Pi(i,j) =0 si i > j. Sea k =inf{l >0:1 > 0} , entonces
Pi(i,j) = 0 para todo j < ik .Sea h=mf{l >0: )\, >0},
[ %] .
0 si k> 2 N
= A= MNP(i,h) = - <A <
" ; 1(6,7) { MPi(h,h) sik=1 } " 7N

De donde se concluye que no existe h > 0 tal que \, > 0, en otras palabras A\ = dy.

Cabe destacar que gracias al Teorema 2.2.2, (m : £ > 1) es una medida estacionaria en el

caso v =1, ademas en este caso, por el Teorema 2.2.3 se tiene »_ 7 = 0.
k>1

Para entender lo que pasa antes de la extincion, se define una distribucion cuasi-estacionaria

(QSD) como una medida de probabilidad v que satisface
P, (X, =a|T >n)=vr(a) Va>1 n>0. (2.14)

De la definicién es directo que para todo 7 > 1,

entonces por la propiedad de Markov

P (T >n+k)=> PT>n+k; Z,=35) =P,(T >n) Y Py(T > kw(j),

j=21 j=21

=P, (T >n)P,(T > k). (2.15)

De la relacién (2.15) obtenemos que el tiempo de extinciéon 7 bajo P, posee una distribu-

cién geométrica, mas detalles ver [FMP92] .

14



Dentro de las QSD se enfocara al estudio de una ley de probabilidad T llamada limite de

Yaglom, que cuando existe satisface

T(a):= lim P, (X, =a|T >n) VYaeN n>0, (2.16)

n—oo

con condicién inicial 6, para = # 0.

Otro caso que se abordara son leyes condicionales del tipo que, cuando el supuesto limite

existe, verifica:
Pl(O) = lim P (O]T >n+k) VOeF, (2.17)
— 00

donde la ley PT define un proceso X' llamado Q-proceso.

A partir de los Lemas 2.1.1 y 2.2.1, junto con el Teorema 2.2.4 de la seccién anterior, se

busca caracterizar la convergencia del BGW condicionado para no extincién de esta forma
construir QSD asociadas al BGW.

Teorema 2.3.1 (Teorema 8.1 [ANT72]) Sea q > 0 entonces para todo j > 1 existe el

limate
Iim Py(Z, =jin<T <o) =q; . (2.18)
n—o0

ademds si m # 1, entonces a = (o : j € N) es una distribucion de probabilidad, cuya

funcién generadora de probabilidad B(s) =Y. a;s’ es solucidn de

f(sq)\ _ 3
B ( 4 ) =~vHB(s)+(1—7). (2.19)
Si ademds vy > 0 entonces
_ P(sq)
B(s) = Pq) (2.20)

Demostracién

Primero veamos el caso m < 1, sabemos que P(T < 00) =1,

Sea B, (s) :=E [s?"|n <T <oo] =E [s"|n < T|,

> sTP(Z, = j) B
%n(s) :ZSjIP(Zn = j|n < T) = ]>1IP(TL < 7-) - fnl(sz fnj(cgg()) )
:1_1__—%:1—6’”(3).
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1-£(s)

7=, de esta forma

Se demostrard que G,(s) = G(s) . Sea ['(s) :=
T(fun(®)

L(fu-1(0))
Observemos que f(1) > f(s)+ (1 —s)f'(s) , luego

: —f(s)1 =)+ (1= f(s)) . —(1—F(s)) + (1= f(s))
sy = TEnE S 19 -0

G(s) Gor(s) . (2.21)

es decir, f,(-) v I'(-) son crecientes, por lo que G,(s) es creciente en n y por definicién
Gn(s) < 1. Luego lim G,(s) =G(s) y lim A,(s) = B(s) existen.

Por otro lado

Ga(f(s)) = Gu-1(s)L'(£a(0)) - (2.22)
Ademads como f,(s) ——a= 1y I'(s) — (1) = m se concluye que
G(f(s)) =mG(s) . (2.23)

Pero por construcciéon #(s) =1 — G(s) y por la relacién (2.23) ,
Blf(s)=1-G[f(s)]=1-mG(s)=1—-—m(1—AB(s)) =1—m+mAB(s). (2.24)
recordemos que estamos en el caso m <1 ,luego g =1 y v =m,y se concluye (2.19).

En el caso en que m > 1 se tiene q < 1 . Definimos f*(s) := f(;q) y sea Z* =

(Zr:neZy) el BGW con fgp f*(-) .

Por induccién se verifica que el iterado es f*(s) = 269 Siouiendo con la notacién, sea
n q )

*

m* = (f*) (1) = f'(¢) <1 , g* laprimeraraizde f*(s)=s y T* el tiempo de extincién
de Z*.

De vuelta a la demostracién, por el Lema 2.1.1

Bn(s) =E [s"|n < T < 0] = ZstP(Zn =jln<T < o0),

j=0
P,(1,5)qs’ .
:j; (Lj)g’s a(sa) — ful0) fao9) _ 20
> Pu(1,k)g*  fu(g) — fa(0) - 20

E>1
_EO RO gy e o

fila) = f3(0)
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Ademas, m* < 1 y nos reducimos a el caso anterior, donde se concluye (2.18), ademés
satisface (2.24). Luego

S
Blf(s))=1—m"+m*"B(s) = B (@) =1—~v+~%A(s).
Para completar la demostracion, si ademas v; > 0,

, Pr(L,5) | 4 )

P,(1,5)g’ [ (1, }q .’
P(Z, = jln < T < o0) = —ebi)a’ [P , ;fq) . (2.25)

Pn(1,k) n—o00
PR AROT I SR [ IS

[ |

En el caso m = 1 el Teorema 2.3.1 es trivial en el sentido que lim P(Z, = jjn < T <
n—oo

00) = 0 para todo j > 0, pues gracias a la relacion (2.24) A(f(s)) = H(s) luego H(s) =0,

por esta razon el Teorema 2.3.1 se modifica como sigue.

Teorema 2.3.2 Sea vy >0, v, >0y m =1 entonces

lim P(Zy = j|Zy > 0 Zni1 = 0) = 00— ¢, | (2.26)
e i ) > i1 Wil ’

Se tiene ademds que Y. 0; =1 y su funcidn generadora O(s) = Y 6;87 se relaciona con

Jj=21 j>1
P(s) por:
Q(SV())
O(s) = Pn) (2.27)
Demostraciéon
) Po(1,5) |, J .
PTL 1 ) ] |: n\t, :|I/O y J
P(Z, = j|Zn > 0 Zoss = 0) = b0 [P ;J(”O) L (2.2)
Pu(Lk n—oo v
PIRAUUT IR o 0
Se concluye por el Teorema de Convergencia Dominada. [ |
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Cabe destacar que si ¢ > 0 y v; > 0, el Teorema 2.3.1 se puede generalizar en el

sentido:
RODL ARG [REE] S AGE 5
P(Z,=jin+k<T <o0) =—= =—— NI
> Puasli.Da [:::f?)}q k(1 1)
pt =1
NP Dl . . .
2 1/ (C ) e 10
e A P(q) £ P (q) a4 C)

Observar que por el Teorema 2.2.3 #(q) < oo ssi m # 1, luego B(k) := (B;(k) : j € IN)
es distribucién de probabilidad para cada k > 1 si m # 1, pues por (2.10),

(@) =v2(@) + 2(f(0)) v P(fal0)) = ¥Z(fa-1(0)) + Z((0)) ,

P(fa(0) = Z(@) = V[P(far(0)) = Z(@)] ="' [2(f(0)) - Z(@)] =¥"P(q) .

Luego Zﬁj(n) = @(q,).y_ Z(/x(0)) =1. (2.29)

j>1
En el caso m = 1 se procede andlogamente al Teorema 2.3.2 ,

Pn(L,]) ;Pk—l(j7 Z)PI(Z,O)
S Poiro1(1,4)Pi(i,0)

i>1

(28] [Pu(j,0) = Pa (0] py(1,1)
D [Pnﬂc;l(“)] [£(0)] Pop1(1,1)7

P(Z,=j|T =n+k)=

=~ Ppir—1(1,1)
RO = A O] ml0) - fL 0]
A0 2goy W @0

donde la ultima igualdad es debidoaque m=1=q=1y vy=m =1, ademas
B(k) := (B,(k) : j =€ N) es distribucién de probabilidad, pues por (2.10)

1(0) = 2fr(0)) _
20 =000 b

18



Teorema 2.3.3 Si vy >0 y q > 0 entonces para cada k > 1

lim P(Z, =jin+k <T < o0):=p;(k) . (2.31)

n—o0

donde Y Bij(k) =1 si m#1 ysi m=1 entonces [S;(k) =0 . Si ademds m = 1,
Jj=1
entonces

lim P(Z, = j|T =n+k) = B;(k) . (2.32)

donde 3 B;(k) =1.

Jj21

Nota 2.2 En [AN72] el Teorema anterior se demuestra sin la hipdtesis 11 > 0 .

Claramente el Teorema 2.3.3 es una sencilla extensién del Teorema 2.3.1. Distinto seria que

en la ecuacion (2.31) en vez de tomar limite en n, se analice el limite en k.

Suponiendo g >0y vy >0 .8Sean; <---<n, ; i1, ,1l, enteros positivos :

P(an :il,"' ’Zna:ia|na+k’<7-<oo),
Z-Pk(ionj)qj
j>1

= ]P(Zm =, Zng = ia)z Pna—i-k(l?j)qj ’

j>1
Pk(ia,j)] j
| B %[P’““’” ’
=P(Zn =11, 2y = la) (1,1) 5 [Puass @) | g5
na+k\ 4y Z [m] qJ

j>1

s to—1 j
taq ijl Tq’

—>]P(Zn :il,“‘,Zna:ia) - )
k—o0 ! Y ZjZl 7quj
: ta—1
= P(Zy, = i1, Ly, = ia) 2L (2.33)
yre

Donde la convergencia es asegurada por el Teorema 2.2.4 .

Definiendo

(2.34)
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Ademas tenemos que

T Zj>1 P.(i,5)jg ! 1 d i
P, , - = — - = - — 7 |Jn >
; ) " gt gt ds [F(5)] s=q
_ i@ RO, e @]
- e - o T

De esta forma, P" es funcién de probabilidad y por ende define un proceso al que denotaremos
Z'. Como Z es cadena de Markov, de (2.34) se tiene que Z' es cadena de Markov con

transiciones

jg’

P(Zn = 3125 = 1) = Puli )75

(2.35)

Al proceso Z' lo llamaremos Q-proceso asociado a Z.
Teorema 2.3.4
= Stm > 1 entonces el ()-proceso es recurrente positivo.
= Sim =1 entonces el QQ-proceso es transiente.

s Sim < 1 entonces el Q-proceso es recurrente positivo si y solo si Zk21(k log k)pr < 00 .

La demostracién estd en [AN72] .
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Capitulo 3

Modificaciones del BGW

3.1. Inmigracién

Hasta ahora, nuestro analisis solo ha considerado el crecimiento de poblaciones aisladas,
es decir, su crecimiento solo depende de la ramificacién de ella misma. Una generalizacion
realista en este esquema, es agregar la posibilidad de inmigracién de individuos desde una

fuente externa.

Esta generalizacion desde el punto de vista matematico es interesante pues ayuda a com-

prender el comportamiento del Q-proceso definido en la seccién anterior.

Consideremos el BGW Z con distribucién de descendencia . De (2.2) se tiene:

7"
i A= a0
j=1
donde <§j(") g=12---;n=0,1,-- > son v.a.’s independientes, con distribucion &.

Consideremos la familia de v.a.’s (Y} : & € IN) i.i.d. distribuidas segun ( e independientes de
(g‘j(n) j: 1,2,... ’ n:O’l,.>
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El proceso X = (X,(f) 'n € Z+) tal que satisface la recurrencia:
x

Xh=i XP=3 g mx1 (3.1)

Lo llamaremos proceso de ramificaciéon con inmigracién (BPI) y condicién inicial ¢ > 1 con

distribucién intrinseca £ e inmigracion (.

Sea  f(-) la fgp asociada a Z y g(s) la fgp de Y; , es decir, f(s) = E [35] y
g(s) =E [s"] =E [s™] .

hyk(s) :=E [3X£k)} =E [s"T ] = g(s)[f(s)]* k>0, (3.2)
(%) (i) (') Y
i é s +Yn 1 n+ .
hn+17i(8) = |:3X7(z-)H:| =F |E 31@2:21 * E E |s¥ z:: X’r(:) :
x(® 1
> et ;
SCe] P R R BV st
A>0 A>0
(7)
—g(s)E [[f ()| = g()haa(f(5)) (3.3)

iterando los calculos anteriores

i) = 98 hno1a(£(5)) = 9(5) [9(F(5)hu-silfo(s))] |
= )9 ama ) (faes(9) = 0(0) -9 (ol g @) (5]

= [f6)]' Hg(fk(s)

De esta forma, queda caracterizado completamente el BPI a partir de f(-) y g(-).

Definicién 3.1
Denotaremos BPI(f,g) al proceso de ramificacion con inmigracion tal que f(-) y g(-) son
las funciones generadoras de probabilidad del BGW intrinseco y de la inmigracion respecti-

vamente.
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De vuelta al Q-proceso Z', observamos que:

= En el caso m > 1 se tiene que g = 1 v = m y luego

E[ZJLZT:'] — P(Z) = |2l =i)s =S P(Z, = j| 2 =
sz, =1 Z Jl i)s Z JlZo z)m

320 j>1
= P = ) 5.4

donde la ultima igualdad es gracias a

d i o d
SR = i) = o

ZIPZ]] ZIPZ]SJI.

§>0 i>1

De acé se concluye que el proceso (Z! —1:n € Z,) esun BPI(f,{ ) pues

T , 1 1 , !
E[szn 1|ZO_1ZZ} ~ E [SZ"|Z():2+1} (£ ()] f( Hf
m Enelcaso m <1 y g > 0, se tiene que
j—i

1 : : NI s
]E[SZ”|Zg:2] = ZIPH(Zn:ﬂZO:z) e s = Py Z]P (i,7)7(sq)’(3.5)

i1 v i>1

por otro lado

Sl = iflsa)alf(sa) Z]P (i, j)(sq) ] ,
= quPnu,j)j(sq)j—l- (36)

resumiendo (3.5) y (3.6) obtenemos que

E [s%2] = i] - JhGoalfaol ™ [fn(sq)}“ falsq) (3.7)
" "’ q S ‘
Recordando f*(s) = f(flq) ,el proceso (Z) —1:ne€N) esun BPI(f*, L)L) pues
21l ] [ falsq) i fa(sq)
. [Sz 1 71 _Z} = { : ] i (3.8)

ademas

donde @ es la n-ésima iterada de £ (Zq)
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3.2. Descomposicion de un BGW supercritico

Consideremos un proceso de ramificacién supercritico Z = (Z,, : n = Z.) definido en un
espacio de probabilidad filtrado (Q,ﬁ, (ﬂn)nZO,IP) con %, = O'(Zk k< n) la filtracion

natural, en este caso, ¢ < 1y si suponemos f(0) > 0 se tiene que g > 0 .

} f(s)
f(s)
it
00’ (; 1

Figura 3.1: descomposicion del BGW.

Tal como se aprecia en la Figura 3.1 mediante una simple transformacién es posible des-
componer f(-) en 2 funciones generadoras de probabilidad, las cuales estdn intimamente
relacionadas entre si y con la funcién original, en esta seccién se dara una interpretacion
probabilistica de esta relacion y su rol en las distribuciones cuasi-estacionarias del proceso

original.

Se definen las transformaciones

F(s) :M para 0 < s <1; (3.9)

q
f(s(1—q)+q)—q

1—gq

Fls) = para 0 < s <1; (3.10)

-~

claramente f(-) y f(-) son series de potencias con términos no negativos a valores en [0, 1],
f

ademés f (1) = f(1) = 1 luego son funciones generadoras de probabilidad.

Sea Z = (An 'n € Z+> el BGW con funcién generadora de probabilidad f(), definido en el
espacio (Q, F (Fn)n>0, ]/15)
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Cabe destacar que la probabilidad de extincién de 7 , que llamaremos q es 0, luego Z 1o

se extingue. Por otro lado,

- (/) —hm((“_‘”“’)‘q) lim £/(s(1 — q) + @) —

s /1 1—q s/'1

ademas se demuestra por induccién que sus iteradas son:

N fn(( )+Q) q'

q

) = P20
. f<A(S)(1—Q)+€I>—q f(f(s(l_qu);q)_q(l—Q)Jr@—q Fa(s(1—q) +q) —
fals) = 1 - 1 1
q q q
_ L - (Fls)(1 — g foor (BS54 q) 1 q) — g
Fils) = Fa(Floy 2 St ><1_Z>+‘J> q_ i — )
fo(s(l1—q)+9) —q
l—gq
Se definen los conjuntos
A = {w: Z,(w) = oo cuando n — oo} . (3.11)
B = {w:Z,(w)=0alginn >1} . (3.12)

Por el Teorema 2.1.3 sabemos que P(A U B) = 1 ademds sabemos que P(B) =1 —P(A) =
€ (0,1).

Recordemos que por construccién, dada una trayectoria w , Z,(w) corresponde a la can-

tidad de individuos vivos en la etapa n. Definamos el proceso

. 0 siwe B
Za(@) = 9§ la cantidad de individuos de Zn(w) : A
con linea de descendencia infinita SlweA.

Es importante destacar que los individuos con linea de descendencia infinita no son me-

dibles con respecto a .%#,, para todo n € IN.
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Sea (Z2 :n > 0) la filtracién donde cada Z es la o-dlgebra resultado del refinamiento

de .Z,, interseccion A.

Se define la probabilidad P4(©) = IP](P(?Q)A) para todo © € F4 observar que (A, F4, (F),50, P4)

define un espacio de probabilidad filtrado.

Teorema 3.2.1 (Ver [AN72]) Elproceso Z = (Z, : n € Z.,.) definido en (Q, F, (F)n0, P)
y el proceso Z* definido en (A, Fa, (F)ns0,Pa) son equivalentes en el sentido de las leyes

finito dimensionales.

Demostracién Se demostrard que Z* en (A, Fa, () >0, P4) es un proceso Markoviano
con las mismas probabilidades de transicién que Z.

~

Notar que Z§ =1 en A, luego P4(Z5 =1) = P(Zy =1).

Antes de continuar con el andlisis de la etapa n, observar que por la propiedad de
ramificaciéon de Z,, asegura que condicional a Z,, cada particula Z! es independiente de
{Z} + k < n—1} y del resto de particulas en su misma etapa. Ademds Z son particulas
con linea de descendencia infinita, provenientes de Z*_,, en otras palabras, es un proceso

Markoviano de ramificacién con alguna ley de reproduccién.

Sea k>1
PAo(ZF = k) = P(Zf=knNA) _ P(Z; = k) _ Zle P(Zf =k|Zy =0)P(Z; =1)
A 1 ]P(A) 1_q 1_q 9
1 l
= ( )(1—q)’“ql"“1P(Zl =1).
1—gq k
1>k

donde la ultima igualdad es por la propiedad de ramificacién que asegura en cada etapa,
condicional al nimero total de particulas, que cada una es independiente y con probabilidad
de extincion q, en otras palabras, en cada etapa, condicional al niimero total de particulas,

las particulas inmortales se distribuyen segin una binomial con de probabilidad 1 — q.
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Notemos que

> S Pa(Zi =k) = S > sy (é) (1—q) g "P(Z, =1),

b1 1_qk21 1>k
l
_ ﬁm ]P(lel)k;(l)(l q)*q' " s"
1
_ E@IP(ZI_Z)[(s(l— )+ q) —q]
_ 1 1 — 7
= TG0t a) - @) = o

lo que demuestra que el proceso Z; en (A, Za, (F2')n>0, Pa) tiene la misma ley de reproduc-
cién que el proceso Z, en (Q, Z, (Fn)n>0, I/E\’)
|

Teorema 3.2.2 (Ver [AN72]) Para todo e > 0

Zy(w)
Zn(w)

Demostraciéon Sea ¢ > 0, se definen los conjuntos

limIP(w wE A,

n—oo

—(1—q)’>6>:0.

Z*
En:{w:‘%—(l—q)>e} paran > 0,
For={w: Z,(w) =k} paran >0 k>1,

Fn:kgan,k:{w:Zn>O} para 0 <s <1,

Por convergencia dominada se tiene que
) Z, ) )

lim P (Aﬂ ‘—” -1 —q)‘ > 5) = lim P(ANE, < lim P(E,NE,),
n—0o0 Zn n— 00 n— o0

= JL%ZIPE NF) = hmZ]PE |F)P(F ) -

por otro lado

Z*
PR = P (|5 -0 >ez. k) |
zr zZ
(Zn {Zk>k)
1 Zy _(0-qg)q
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Resumiendo

1— 1 1— 1
P(E,NA) < (6_2q)qZE]P(me _ q)qE {Z—n]l{znw}} )

22
k>1
1—q)qg 1 1
= ( E ) (]E [Z—n]l{zn>0}]l,4] + E |:Z_n]l{Zn>0}]lB:|> .
Observar que Z, —— oo en A |, luego ZL —— 0 en F,N A, de esta forma,
n— 00 ™ n—0o0

1
E |:Z—n]]_{Zn>0}]lA:| m 0.

Ademas Z, —— 0 en B ,luego F, NB—— ¢ ¥y
n—oo

n—o0

Zin <1 en B, y se concluye que:

1
E |:Z—n]1{zn>0}]].3:| m 0.
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3.3. BGW v/s descomposicion

La descomposicién anterior permite escribir el BGW como suma de particulas ‘mortales’
y otras ‘“inmortales’ donde las particulas mortales solo tienen hijos mortales, en cambio las

inmortales tienen descendencia de ambos tipos.
Zn(w) = X, (w) + Yyp(w) para todon > 1 ;

donde X,, corresponde a particulas mortales y Y,, corresponde las inmortales.

Recordar que gracias al Teorema 3.2.1, la descendencia inmortal de un BGW condicionado

a que Zy = 1 e inmortal, la podemos representar como:

Yoi(w) = é;(n) (w) para todo n > 0 ;

donde <g") i=1

J

=1,2,.
de probabilidad f(s) — f(s(l—qu)qﬂ)—q.

-yn=0,1,--- > son v.a.’s i.i.d. distribuidas con funcién generadora

Por otro lado, recordando que

Z P(1,9)g’
]E |:Szl 0 :| — 8‘7 1( 7])q — f(Sq) , (313)
mortal = q q
Z TP+(1.)(1 = g’ _
]E SZl ) 0 — 8] 1( ’j)_( q ) — f(S) _f(Sq) , (314)
inmortal = 1—gq 1—gq

De esta forma, condicionando a que Zy; = 1 y mortal, podemos escribir,

Yo =0, Xo=1;
Znw) Xaw)
Zpi1(w) = ](-") (w) = j(.") (W) = X1 (w) para todo n > 0 ;
j=1 j=1
donde <§j(”) :j=1,2,---;n=0,1,-) son v.a.’s i.i.d. y por (3.13) distribuidos con funcién
generadora de probabilidad f(s) = £ (;q).
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Analogamente, condicionado a Zy = 1 e inmortal y observando que por definicién de Y,

es parte de Z,, 1, podemos reescribir

YE) =1 ) XO =0 )
Zn(w) B X’n(w) N Y"(w)
i1 (w) = Z 5](-”) (w) = ](n) (w) + Z [Ej(’” (w) + ¢§n) (w)] para todon > 0 ;
j=1 j=1 j=1
donde (fj(n) :7=0,1,---; n=0,1,--- ) son v.a.’s i.i.d. y por (3.14) distribuidas con funcién
generadora de probabilidad f(s) = %’qu).

Ademas (gb§”) g=12---;n=0,1,-- > son v.a.’s i.i.d. y representan la descendencia
mortal de un padre inmortal y son independientes de {g”) g=12---;n=0,1,--- } A
la funcién generadora de ¢§°) la designaremos fy(-) .

Resumiendo
foi1(s) :i=E |7+ | Zo =E [E [Szﬁlgjn+l)+¢§n+m+zﬁl T |U(Xn7Yn)] ‘XO =0 Yo=1],

inmortal

Yn f(n+1) (n+1) Xn g(n+1)
=B | S LB [

a>0
| b>1

—F —;1{};::;} (P02 o (L9 <0 v =1 |

b>1

X, = a: Yn:b} ‘X():O;Yozl ,

“E| (T q)yn o™ (£ <sq>)Xn

1—q q

Xo=0; Yy=1 (3.15)

Pero por construccién el BGW Z condicionado a que la particula original es inmortal es un

Y f(5)=F(sq)

BGW con funcién generadora f(s) = g luego satisface:

= (f(s) - f(sq)) _ (M)O(W) , (3.16)

fn—l—l(s):fn( 1_q 1_(]
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Observando que las relaciones (3.15) y (3.16) son vélidas para todo n > 0 se concluye que

la funcién generadora de la descendencia mortal de padres inmortales es:

f(s) — f(sq)
fs(1—q)+q)—q

De esta forma, queda de manifiesto que existe una estrecha relacién entre las dos funcio-

fo(s) = (3.17)

nes resultantes de la descomposicion de la fgp de un BGW supercritico, y la probabilidad
de extincion del proceso original, la duda es si a partir de solo una de las dos, es posible

reconstruir o en su defecto aproximar la funcion faltante.

Con tal objetivo, observemos que se tienen las siguientes restricciones.

Lema 3.3.1
Sea f(s) = ijo aps’ una serie de potencias estrictamente conveza, con coeficientes no-
negativos, tal que f(1) =11y f'(1) < 1. Sea k* = inf{k > 2: ap > 0} y z* > 1 tal que

*

oo + ozt + oy (:v*)k =z .

Si el radio de convergencia de f(-) es mayor o igual a x*. Entonces existe a € (1,00) tal que

f(a) =a.

Demostracién

Por contradiccién, supongamos que no existe a* € (1,00) tal que f(a*) = a* , entonces
f(s) < s para todo s € (1, R) donde R es su radio de convergencia.

Sea g(s) = ap + a8 + ags® | notar que por construccién g(s) < f(s) para todo s € (0,z*] ,

* * N\
entonces z* < f (z*). <

31



Lema 3.3.2
Sea p(+) funcion generadora de probabilidad, que satisface las hipdtesis del Lema 3.3.1.
Entonces eziste una inica constante a € (0,1) y una unica funcion generadora de probabilidad

W(+) tal que la tupla (go,w) corresponde a la descomposicion de un BGW supercritico.

Demostraciéon
Sea a € (0,1) , por identificar y v (-) la extensién buscada de ¢(-), luego ¥ (-) es fgp tal que
$(0) =0y (1) >1.

Observemos de existir tal ¢(+) , es posible escribir la extensién resultante de la forma:

o) ap (2) si s €10,a] .
s) = { a+(l—a)y(=2) sise(al]. (3.18)

De donde, por continuidad de su derivada n-ésima en s = a , se satisface la familia de
ecuaciones

1
al—1

) 1 4 .
eW(1) = mw@m) para todo j > 1. (3.19)

Es decir, de existir ¢(-), por Taylor se concluye que

U(s) =Y ji,w%) => . (1 — a) ). (3.20)

il
j>0 7" > a

Observar que la funcién definida en (3.20) es una serie de potencias con coeficientes no-

negativos, luego para que sea funcién generadora de probabilidad solo falta imponer (1) = 1

o = () S ()G o]

Es decir, eligiendo a tal que ¢ (i) = ﬁ, y gracias al Lema 3.3.1 se concluye la existencia de

a, de esta forma el par (cp, ¢) corresponde a la descomposiciéon de un BGW supercritico.
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Ahora en forma andloga, si poseemos un BGW que se extingue con probabilidad 0 con

fap ¥(+), la duda es si existe un BGW en la que 9(-) corresponde a la distribucién su inmortal.

Lema 3.3.3
Sea Y(s) = Zj>1 a;s? funcién generadora de probabilidad estrictamente convexa con coefi-

cientes no negativos, tal que

a.
mf{-—-=2— % >0 3.21
=t { (J+ Dy } (321)
Entonces eziste a € (0,1) y una funcion generadora de probabilidad ¢(-) que extiende a 1)(-)

, donde el par (gp,w) corresponde a la descomposicion de un BGW supercritico.

Demostracién
Sea 0 < )\ < lnf {m} ﬁJO

En primer lugar, observar que dada la hipétesis, el radio de convergencia de 1 debe ser

infinito, pues

A (k !
o > )\(k + 1)Oék+1 > e > %a;ﬁn .

3 aq { n _
Es decir a,41 < ST - Luego nh—glo Yo, =0.

Sea a:= =5 € (0,1) y ¢(-) la extensién buscada.

Observemos que analogamente al caso anterior, de existir, ¢(-) satisface:

1
al—1

eW(1) = = a)J ————U)(0) para todo j > 1. (3.22)

Por Taylor se concluye que

w(s):ZM W1 1+Z 8_1 ( = )J_ »9(0) . (3.23)

| _
> I i>1 I-a
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Observar que la funcién definida en (3.24) es una serie de potencias con coeficientes no-

negativos, pues para todo k£ > 1

iy (=1 i
=Zy(a—1>-- —k+1)———N"(0),
>k 7!
_ Z J kI~ 1¢ J)( 0) = Z l(_l)j)\j+k—1¢(j+k)(0> 7
— ;!
J>k j=0
= Ak‘lw(k)(—A) : (3.24)
pero notar que ¢*)(=X) > 0 para todo k > 1 pues
Wy = SN
Wy = 3 ),
j=0
227 |: ) A .
_ Z Z z/}(chrQJ)(O) - +w(k+2]+1) (0):| 7
= (29)! 27 +1
ZAQJ'(kJer)! {a A(k+2j+1)a ]
= oy | Ck+2 T 5 o QYk+241) | s
= (29)! 25 +1
A (K + 25)! ~ (k+2j+1)
> ;T[&k+2]—)\(k+2j+l)a J ]>O

luego para que sea funcién generadora de probabilidad solo falta comprobar ¢(0) € (0, 1)
p(0) = 14+ Z 0)=1+ w< A) -
g>1

Pero notar que ¥(—\) <0y
P0)<1l = A<=\ = 1+ %z/z(—A) >0.

Para continuar con el analisis de la descomposicién del BGW supercritico, es importante
recalcar la relaciéon que posee con las distribuciones cuasi-estacionarias vistas anteriormente
con la transformacién f(-) definida en (3.9), pues tanto la distribucién de Yaglom (Teorema

2.3.1) y en la representacién del Q-proceso en (3.8) quedan completamente determinadas a
partir de f(-).

El caso de fdeﬁnida en (3.10) es distinto, pues el Teorema 2.3.1 dice que la distribucién
de Yaglom asociada es nula. Por otro lado, no esta definido su Q-proceso, pues la probabili-
dad de extincién del proceso asociado a f() es 0. Por tal motivo, es necesario generalizar la

nocién de Q-proceso, en el caso supercritico, de manera de incluir el caso g = 0.
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Sea (Z,:n =20,1,2---) un BGW supercritico, en este caso g # 1 y consideremos

n<---<ng ; 1, - ,l enteros positivos, entonces :

P(Zy, =i, Zny =ia | T> na+k)

(e

Z Pk(iom.j)

= IPZn :iv"'azna:ia = ~
( ! ! );Pna-f—k(lm])
3>
1 — Py(ia,0
= P(Zy=i1, L, =ia) i (10, 0) 7
1— P, x(1,0)
00 . . 1—q'
o (g =i T = i) - _qq . (3.25)
Definiendo
TT . . _ . . 1—(12&
P iy, i) =P(Zn, = i1, Zn, = 1a) ) (3.26)

1—gq

y notando que

an(i7 1= qj [fn(l)l B fn(o)z] - [fn(q)Z - fn(o)q _ 1 - qi o

)]__qi 1_qi _1_qi

J

j>1
Se concluye que P es funcién de probabilidad y por ende define un proceso al que de-
notaremos Z'. Como (Z, : n = 1,2,---) es cadena de Markov, de (2.34) se tiene que

(ZMT:n=1,2,---) es cadena de Markov con transiciones :

. . L 1—q
IP(ZZJFIC = jlZ} = i) = P.(i, ) . (3.27)
Por otro lado notemos que
ZIT M o 1 .o iN G f(sz> — f(sq>Z
]E[s Zy —z} = 1—qi;P"(z’j)(1_qj)S]_1_—qi'

Esta nocion es una construccién alternativa del Q-proceso.
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3.4. Aproximacién de un BGW supercritico

La idea de esta seccién es a partir de la descomposicion de un BGW supercritico vista en
secciones anteriores, construir un proceso aproximado de esta manera evitar condicionar en

A={w: Z,(w) — oo cuando n — oo} que es .F,, medible.

Como primera aproximacion, sea Z = (Z, : n =0,1,2---) un BGW supercritico defi-
nido en (Q, F, (ﬁn)nm, IP) con fgp f(-), tal que f(0) > 0, desde el cual construiremos una

aproximacién del proceso inmortal asociado.

Consideremos la familia de BGW 2% = (Z*¥ : n = 0,1,2---) para k =0,1,2,3---
definidos en (Q F ( n+k) S0

linea de descendencia de largo mayor o igual a k.

]P) donde Z* es el nimero de particulas de Z, que tienen

Observemos que por la propiedad de ramificacién

(4

P(ZF = i|Z, = ) = (]) [1 _ Pk(1,0)]zpk(1,0)j*" parai<j,n>0.

De esta forma, podemos calcular su funcién generadora de probabilidad de la etapa n ¥y, (-)

como sigue:

Yen(s) = Y P(ZF=i|Z} > 0)s
i>1
— Z N P2 =il Zn = )P(Zy =)
n+k>0 i>1 j>t
_ J [ } i .
= 1 — Pu(1,0)| Pe(1,007°Py(1,5) ,
— WO; z() (L0 AL 0P P(1.)

:Tifmﬁéﬁﬁﬁi@NF&@Mh@w%a

:Ifﬁiﬁﬁgymwaﬂ—&wmwfwmﬁ—m@mQ,

_ m [fn<s(1 ~ P(1,0)) + P(1,0)) - fn<Pk(1,0)>} ,

- [0 - 50)  50) - 0]

1_fn+k 0
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Es directo que la familia (Z* : k > 1) converge en distribucién al proceso inmortal definido
en el Teorema (3.2.1) y es la aproximacién directa del proceso inmortal.

Para continuar el analisis de Z* podemos calcular sus derivadas

j B (1_fk(0)>J ;

) = T o (0= 1) + £4(0)
Dy (= f0)
wé%(()) 1= furi(0) T Foe() <fk(0)> '

Ocupando el Lema (3.3.2), para a € (0,1) , encontramos una distribucién de particulas

condicionadas a morir, tales que extienden al (-) .

10 SO (2 RO o)

j>1

tomando a = f;(0) , por simplicidad.

1-— k 0 s—1 J : :
nls) = 1 gt ey S0 (500)

_ 1 — fx(0) (s£:(0) = fu(0))
I+ fk(O)(l — fn+k(0)) ; 4! fa <fk(0)> )

1 — f1(0) -
1+ fk<0)<1 — fN—l—k(O)) <fn(3fk:(0)) fn+k(0)> ,
- O ()« SO
= fk(O)(l —fn+k(0)) fn( fk(())) + 1= foun(0)

Resumiendo, es posible escribir la extensiéon de nuestro proceso inmortal aproximado.

e A0 . RO = 50)
furl®) =200 (3) = T @O T o)
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3.5. Simulacion de la dinamica mortal-inmortal

Inspirados en los procesos de ramificacién con mutacién de tipos (ver [KT75], [M09],
[P10]), se crea un proceso que simule la dindmica entre particulas mortales e inmortales

existente en el BGW, bajo las siguientes reglas o lineamientos:
= Existen solo 2 tipos de particulas: particulas mortales e inmortales.

= Las particulas mortales tienen distribucién de descendencia £ y todos su hijos son

mortales.

» Las particulas inmortales tienen distribucién de descendencia & y el tipo al que perte-
necen sus hijos depende de una Bernoulli independiente para cada hijo, si es 1 es mortal

y si es 0 inmortal.
De esta forma queda definido el proceso 7 = (ZL n=12-- )

E(n)

Xn Yn (3
i=1 i=1 j=1
Yo &
Yorr =Y > [1—=B(n,i,j)] n=0,1,--
i=1 j=1

Donde las v.a.’s (B(n,i,j):n: ,2---50=1,2---; 5= 1,2---) son Bernoulli indepen-
dientes de parametro 6 , (§§”) e=1,2,---; n:1,2---)y<é"):i:1,2,--' 3 n:1,2--->

son v.a.’s i.i.d. e independientes entre si y de (B(n,z',j) n=12--;1=12---; 5=
LQ...)_

De esta forma queda representado X = (X, : n € Z,) el proceso de particulas mortales
eY = (Y, :n € Z,) el de particulas inmortales. Ademds, al igual que en la seccién anterior,
supondremos como dato la disribucién de & que representa la descendencia mortal, por lo

que suprondemos que E[¢] < 1.

Observemos que por construccion, el proceso <(Xn, Y,):n¢€ Z+> es Markoviano.
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Propiedad de ramificacion
Similarmente a la propiedad de ramificacién de BGW, el proceso Z = X +Y con condicién
inicial a particulas mortales y b particulas inmortales es igual en ley a la suma de a copias
independientes de 7 partiendo de solo una particula mortal mas la suma de b copias inde-

pendientes de 7 partiendo de solo 1 particula inmortal.

Notacién 3.1 Denotaremos Z\*Y al proceso con condicidn inicial, a particulas mortales y

b particulas inmortales.

Bajo esta notacién la propiedad de ramificacion se reescribe
l a b
7 a7b iy A(lvo) A(Url)
ZDEN I+ 205 (3.28)
i=1 j=1

Observemos que si llamamos f(s) = E [s¢] , g(s) = E [55] ,paratodoay ben Z, y

n > 1 se satisfacen la relaciones:

. [Sgia,w} — f(s)%(s)’ v E [Siﬁa,b)] — fu(s)°E [527(?71)}1)

Luego si llamamos B(n, #) una variable aleatoria con distribucién binomial de pardmetros

n y 6 obtenemos que:

Ho1(s) =By |57+ = By [B [+ (x1, 1) | |

—E | H,(s) (f”—(s)e +1- 9)6 - g(@fn(s) (1 G)Hn(s)> . (3.29)

Hn(s)

La pentltima iguladad es por E [SB(”’Q)} =(s0+1—0)" paratodone N, 0 € (0,1).

Ocupando la relacién de recurrencia (3.29) se tiene que (H,(0) : n > 1) es creciente y por
definiciéon H,(0) < 1, luego converge. Llamemos L = lim H,(0) . Probaremos esta tltima

n—oo
afirmacién por induccién. Notemos que Hi(s) = g(s) . Luego

Hy(0) — Hy(0) =g(8£(0) + (1~ 0)g(0)) — g(0) > 0.

para el caso n-ésima notemos que, si suponemos H(0) > Hj_1(0) para todo k < n .
Entonces:
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luego como g(+) es creciente, se tiene que:
Ho1(0) = H(0) = g(60£2(0) + (1 = 0)Hy(0)) = g(0411(0) + (1 = ) H, 1(0)) > 0.
Ademas, notemos que L satisface la ecuacion:
L= g(e (1 9)L> . (3.30)
Por otro lado, si definimos por recurrencia

Gi(s) = g(s);
Gnr1(s) = 9(9 +(1- Q)Gn(s)> paran > 1 ;

Notemos que por construccién H,(s) < G,(s) para todo s € [0,1] . Ademds por el Teorema

2.1.1 G,(s) = xp para todo s € [0,1) donde z( es la primera raiz no negativa de

g(e +(1- 0)s> = 5. (3.31)
De (3.30) y (3.31) concluimos que

lim H,(0) = lim G,(s)=L.

n—o0 n—o0

Por otro lado, notemos que g(-) y f.(-) son crecientes, luego H,(-) son crecientes V n > 1,

como ademds H,(s) < G,(s) se obtiene:

lim H,(s) =L para todo s € [0,1) . (3.32)

n—oo

Ademas , si denotamos L:=0+ (1—0)L , se tiene que L corresponde a la interseccion la

curva g(s) y la recta R(s) = *=.

De esta forma, si denotamos m = f'(1) , se tiene que L < 1 ssi L<1 ssi %(0) > ﬁ.

Luego podemos concluir que Z no se extingue ssi

1-1(0)

m

0<1-—
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El andlisis previo es original, un andlisis alternativo para encontrar la condicién de no
extincién, es ocupar la funcién generadora de probabilidad del proceso, que es el realizado
en [KT75]:

Definicién 3.2
Se define la funcion generadora de probabilidad del par (X,,,Y,) como:

Fo(s1,82) = (fr(LX)(817S2)afﬁy)(81752)>

donde:

féX)(Sla s2) :=E [31 sy | Xo=1,Y = 0} ~ (3.33)

f (s1,80) = [s77s5" [ X0 = 0,Y5 = 1] . (3.34)
Observemos que

]E[sl s X =1 Yozo} = E[s¥ [Xo=1] = fu(s1) .
Ademas
S 642 BES) Y &3 BED)

E |:Sl ss'Xo=a; Yy = b} E (s 7 so T ,

r - - = b
a B(£,0) £—B(&,0
= f(sl) E _51 ¢ )Sg ¢ )] E ]1{5 k}SgE

k>0

(s &’ ,
= f(s1)E |5 (8—26 +1-— 9) ] = f(s1)"g(0s1 + (1 — 6)s2)" .

(3.35)

De esta forma:
X (s1,89) =f(s1) - (3.36)
F (s1,52) =g (051 + (1 — 0)s2) - (3.37)

Para calcular la probabilidad de extincion ocuparemos el siguiente resultado (ver [M09])

P(X, = 0;Y, = 0[Xo = ky, Yo = k) = [U]" [U]*™ (3.38)

n

Donde U™ y U son las soluciones del sistema

Ui =0, us =0,
X v Y X Y
U =10 (U5 00) U =7 (05, 05
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y (3.37) obtenemos que Uy ) = fa(0) v Ul =

Ocupando los resultados de (3.36)
H,(0) .

Para un completo analisis del proceso Z es necesario estudiar la matriz de esperanza

Definicién 3.3 (Matriz de esperanzas)

Se define como:

E X E Y,
u = | Bao Xl Eag M) (3.39)
Eo [X1] Eq,u Y1)
Observemos que por construccion de Z
E [£] 0 m 0
[5} (1 - ) [5} 1-f(0) 1— f(O)
Notemos que
v, &m y, &m
n X n 1 X
B[ (Xarn, o) (X0 Y] = Zg 353 b | e >3- i) |
= (XnIE (€] + Y, 0E [f} Yo(1—0)E [ED =(X,.Y,) M.
En general, por la propiedad de Markov aplicada a (X,Y’), se demuestra que
>1 . (3.41)

E[(X,Y)nr|(X,Y),] = X;, - M" paratodon>1,r

Resumiendo, si definimos como condicion inicial de Z una distribucién Bernoulli de para-

metro 6 independiente. Obtenemos:
Fo =0B0) [s% | + (1= O)Eqy [s7] . (3.42)

De esta forma, gracias a (3.31)
(3.43)

lim F, =60+ (1—0)L:=L,

n—oo

S

donde I satisface g(i) = 1=

‘h)

S
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Para finalizar la construccién de una simulacién de la dindmica mortal-inmortal basta
con elegir 0 tal que L se agual a g . Reemplazando g(s) = %{0()0) , por (3.31) obtenemos

que:

f@)z(f—e)ll%f‘(;)jtf(mzf[11__f<90)]+f<10)__99. (3.44)

Por otro lado, si se impone como regla adicional que las particulas inmortales tienen al menos
1 hijo inmortal queda definida una variacién del modelo anterior Z = <Zn n=12-- )

definida como sigue:

v, &1
Zn:Xn+Yn ) n+1 Zgn)_FZZ nZ] 77,:0,1,-" )
=1 gj=1
v, &"-1
Yo =Ya+) > [1-B(nij) n=01- ;
=1 j=1

I
—_

Y

Donde se consideran las v.a.’s (B(n,i,j) :n=1,2-++ i =1,2--- 2--+) iid. con distri-

J
bucién Bernoulli de parametro 6 , (ff"):zzl,Q,-n n:1,2---)y(_~(n) =12+ n=1 2)

son v.a.’s i.i.d. e independientes entre si y de (B(n, i,j):n=12---i=12--- 5=1,2- )

Andlogamente al modelo anterior consideremos f(s) =E [s¢] y g(s) =E [35] . Obser-

vemos que el par (X,Y’) es Markoviano y posee una propiedad de ramificacién:
El proceso Z con condicién inicial a particulas mortales y b particulas inmortales es igual
en ley a la suma de a copias independientes de Z con condicién inicial solo 1 particula mortal

mas la suma de b copias independientes de Z con condicién inicial solo 1 particula inmortal.

Se denotara Z(*® al proceso con condicién inicial a particulas normales y b particulas

inmortales.
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De esta forma , podemos calcular:

©.1) Zﬁ(”’+26("> X, | |X,=0
i, ::E[Znﬂ]:E E |s= ,
+1(8) s s vi |17 =1
@] | Xg=0 on" [ Xg=0
_]E ]l D‘ |: Z i| - E " XI]E|: ’ i|
Z = Yo =1 I Yo=1]°

=F 0 _ovH (e - i g(01a() + (1= 0)Ho())
—E [ H,(s) (0fu(5) + (1 = 0)Ho ()| = Hols) i

(3.45)

Definiendo como condicién inicial Z; = BZél’O) + (1 — B)Zy((0,1)) donde B corres-

ponde a una variable aleatoria Bernoulli de pardametro 6 independiente de Z (6, 1)ydeZ (f, 0).

De esta forma:

Foia(s) -=E [s%} — OE [szii?} F(1-0F [sziﬁﬁ} = 0fi1(s) + (1 — 0)Hpr (5) .
(3.46)
Luego la recurrencia (3.45) se reescribe.
Hl (S) :g(S) )
o (R) (B
Hyi1(s) _H”(S)T(s) = g(s) ][[1 TE(s) (3.47)
Resumiendo los resultados de (3.46) y (3.47) obtenemos:
7 9(Fi(s))
Fuia(s) = 0fusa(s) + (1 — 0)g(s) [ 2 Fk’“(j) - (3.48)

f(5)=1(0)

) due corresponde a forzar a la distribucién f(-) a tomar valores

Reemplazando g(s) =

mayores o iguales a 1.

F.(s)=0fu.(s) +(1—0) (3.49)
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Para analizar la convergencia de F,(s) utilizaremos el resultado siguiente:
o0
Sea (u, : m > 1) una sucesion tal que 0 < u,, < 1. Entonces  [[ (1 —u,) >0 siy solo si
n=1

> u, < co. Ver [R87] teorema 15.5 .

n=1

A partir de este teorema, podemos concluir que F,(s) — 6 cuando n — oo .

Primero, observemos que, definiendo 9 (z) = %f ("’”_);f © se tiene que:

¥ (0) =7 _1/}(0) <1 y P(l) =1 ademés
, 1 af(x)— f(x)+ f(O 1 1 _ ;
) =gy e = g U U >0y
(o) gy R SR S 4 2 > 0

Obtenemos que ¥ (z) < o T2 (1 - %), de esta forma:

2 () = FO Tr [_L £ (Fls) — £(0)
-( ) (1 ~01(s) - =0 G T Eoaon D ’
3t f(s)—f
(1) (e a0 G
:(1—1_”}(0))(1—0) <1—f(15>_;f£)0))>0. (3.50)
De esta forma concluimos que T}erolog:l [1 — w(FJ(s))] oo luego

i(s)  1—f(0)

De esta la tltima relacién concluimos que F,(s) —— 6 .
n—oo

Para finalizar la construccion de la simulacién en este caso basta con elegir § = q.
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Capitulo 4
Conclusiones

A lo largo del estudio de procesos de ramificacion, hemos llegado a distintos resultados
y observaciones. Cabe destacar la inestabilidad del proceso, es decir, o se extingue o crece a
infinito ( Teorema 2.1.3 ), lo que obligé a condicionar para buscar distribuciones de equilibrio.
Este motivo nos llevé a estudiar el comportamiento de los individuos antes de su extincion,

ocupando distintos tipos de condicionamientos basados principalmente en los trabajos de
[ANT2] y [H63] (Teoremas 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 y el Q-Proceso).

Una observacién importante en el andlisis de las medidas estacionarias del proceso de
ramificacién, es la relacion que existe entre la distribucién definida en 2.2.1 con el vector

propio de Perron-Frobenius (Nota 2.1).

Los principales resultados se encuentran en el capitulo 3, donde se estudia la descompo-
sicion de la poblacion en particulas que se extinguen casi-seguramente y las particulas con
linea de descendencia infinita. Se encontrd una fuerte relacién analitica entre las transforma-
ciénes que definen la descomposicién ( Lemas 3.3.2 y 3.3.1 ) y para dar una interpretacién
probabilistica de la misma, se estudiaron distintas modificaciones del proceso original, que
aproximen esta descomposicion, pues no se obtiene en forma natural ya que se basa en con-

dicionar a un conjunto que no esté en la filtracién (Secciones 3.4 y 3.5).

Nuestro estudio podria continuarse basicamente en 2 direcciones, la primera seria estudiar
una extensién a procesos de ramificaciéon a tiempo y espacio continuo, en particular, seria
intersante comprender las repercusiones de la separacion mortal-inmortal en ramificacién
continua y en la medida puntual asociada. Por otro lado, una segunda extencién tiene que

ver con el estudio de distribuciones cuasi-estacionarias en procesos multitipos.
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