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RESUMEN DE LA MEMORIAPARA OPTAR AL TÍTULO DEINGENIERO CIVIL MATEMÁTICOPOR: Á. FELIPE MACÍAS ARAYAFECHA: 20 DE AGOSTO 2007PROF. GUÍA: CARLOS CONCA R.
�ESTUDIO DE PROBLEMA INVERSO ASOCIADO A LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTOS DEPARTÍCULAS SÓLIDAS ACOPLADAS CON UN FLUIDO�

El presente trabajo de título presenta el estudio en 
onjunto del Centro de Modelamiento Matemáti
o(CMM) y el Instituto de Innova
ión en Minería y Metalurgía (IM2) para estimar el 
omportamientodel material parti
ulado a
oplado 
on el aire al interior de un dominio, sólo ha
iendo medi
iones enuna se

ión de un borde.En la primera parte se presentarán las e
ua
iones de movimientos involu
radas, de�ni
iones y algu-nas hipótesis. Luego, se presenta el problema inverso a estudiar, donde se estudia el 
aso esta
ionariono a
oplado en un dominio 
ualquiera, para entregar un algoritmo que entregue una estima
ión dela solu
ión. También se analizarán pruebas numéri
as realizas para este 
aso. Posteriormente, se es-tudiará el 
aso no esta
ionario entregando un algoritmo similar al 
aso esta
ionario y se analizaránlos ensayos numéri
os respe
tivos. Para esto se de�ne un fun
ional J apropiado para minimizar, talque, el �ujo que ha
e mínimo este fun
ional 
oin
ida 
on el valor del �ujo sobre el rajo del problemadire
to. Para en
ontrar el mínimo se usa el método de máximo des
enso, por lo que hay que derivar
J y usar un problema dual para en
ontrar de manera explí
ita la derivada del fun
ional.En la última parte se apli
ará el problema inverso a un problema medioambiental que 
onsisteen prede
ir el 
omportamiento del material parti
ulado en suspensión en el aire 
on datos experi-mentales en una mina de rajo abierto.Se 
on
luye que es fa
tible poder prede
ir el 
omportamiento en todo el dominio, espe
ialmenteen el 
aso esta
ionario, pero que existe una gran dependen
ia de la efe
tividad del método 
on ladifusividad, la velo
idad del viento y la forma del dominio.ii
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Capítulo 1Introdu

ión
Cuando se trabajan 
on e
ua
iones diferen
iales no siempre se requiere en
ontrar la solu
ión delesta, sino, por ejemplo, se desea 
ono
er los 
oe�
ientes de la e
ua
ión, determinar alguna 
ondi
iónde borde, et
. Estos problemas son 
ono
idos 
omo problemas inversos.El problema inverso a tratar es el si el borde de un dominio se separa en dos y se efe
túan me-di
iones sobre uno de ellos se quiere re
uperar las 
ondi
iones de borde el otro. Espe
i�
amente,en un dominio Ω el borde se divide en dos Γm y Γl y al interior se tiene polvo en suspensión en elaire. Γl representa el borde donde se realizan las medi
iones, no tiene 
ondi
iones parti
ulares, ahíse 
ono
e los valores de la velo
idad, 
on
entra
ión del polvo y �ujo de este. Con estos datos se quie-re 
ono
er el �ujo del polvo en Γm, en el 
ual se suponen 
ondi
iones de muro, es de
ir velo
idad nula.En la primera parte se presentarán las e
ua
iones de movimiento involu
radas, de�ni
iones y algunashipótesis. Luego de algunas simpli�
a
iones la e
ua
ión que gobierna el valor de la 
on
entra
ión Cen Ω es

∂

∂t
C + ∇C · ~v = ∇ · (D∇C),donde ~v es la velo
idad de C y D la difusión que es 
ono
ida.Para estudiar este problema inverso se separa en dos grandes partes el 
aso esta
ionario y luegono esta
ionario. Los dos 
asos se trabajan de la misma manera, para en
ontrar el �ujo q∗m en Γm sede�ne un fun
ional J : L2(Γm) −→ R 
on el objetivo de que el mínimo de J 
oin
ida 
on q∗m. Sedemuestra que J es 
onvexa por lo que se usará el método de gradiente 
onjugado para en
ontrar elmínimo. Para ello se debe 
al
ular la derivada de Gateaux de J . Con esto se expli
ita un algoritmoque entrega una su
esión de �ujos qk que 
onverge a q∗m.Es importante estudiar 
omo fun
iona numéri
amente el algoritmo, por eso se realizaron pruebasnuméri
as tanto para el 
aso esta
ionario 
omo el de evolu
ión. En estas se

iones se analizará la2



Capítulo 1: Introdu

ión
onvergen
ia del método y algunos problemas que se presentan espe
ialmente en el 
aso de evolu
ión.El estudio de este problema inverso se motivó desde un problema medioambiental rela
ionado 
onla minería a gran es
ala. Las minas de rajo abierto son fo
os de 
ontamina
ión debido, entre otras
osas, al polvo en suspensión en el aire produ
to de las tronaduras. Es por eso que se 
olo
aronen los 
uatro puntos 
ardinales puntos de medi
ión de partí
ulas PM10. Las partí
ulas PM10 sonpartí
ulas de tamaño menor o igual a 10µm suspendidas en un gas, en este 
aso el aire. Partí
ulasmás grande se �ltran en la nariz y garganta y no 
ausa generalmente problemas, pero las partí
ulasmás pequeñas 
omo las PM10 se pueden alojar en los bronquios y pulmones 
ausando serios dañosde salud. Es por ello que se quiere 
ono
er el 
omportamiento del polvo en suspensión al interior delrajo y para esto se usará el problema inverso visto en los primeros 
apítulos.Para �nalizar se mostrará parte de un trabajo paralelo a la predi

ión que 
onsiste en realizaruna maqueta de la mina de Chuqui
amata y estudiar el 
omportamiento de material en suspensiónen la maqueta.

3



Capítulo 2Con
eptos teóri
os
2.1. De�ni
ionesEl problema a estudiar involu
ra las e
ua
iones de movimiento de partí
ulas dispersas en un�uido, es de
ir partí
ulas sólidas intera
tuando espar
idos en un �uido. Por ello antes de estable
erlas e
ua
iones de movimientos y dar a 
ono
er el problema inverso a estudiar son ne
esarias algunasde�ni
iones ([2℄).Se de�ne la densidad ρ(~x) de un material en ~x ∈ R

n, 
omo
ρ(~x) := ĺım

|δV |→0

δM

δV
,donde δM es la masa del volumen δV .Debido a que las partí
ulas dispersas en todo el volumen δV son una 
antidad �nita, existen dosposibilidades 
uando |δV | tiende a 
ero, una es que δV llegue a en
errar sólo una de las partí
ulasdispersas o que δV sólo involu
re el volumen del �uido. Para evitar este problema en las siguientesde�ni
iones se va a utilizar un δV 0 volumen límite, donde ∣∣δV 0

∣∣ > 0 pequeño.Con esto se pueden de�nir los 
oe�
ientes adimensionales αd, αc:
αd := ĺım

δV →δV 0

δV d

δV
,donde δV d es el volumen de la fase dispersa 
ontenida en δV . Análogamente se de�ne αc, pero, parael volumen de la fase 
ontinua (�uido) 
ontenido en δV . Claramente αd + αc = 1.La densidad aparente de la fase dispersa (resp. 
ontinua) se de�ne 
omo:4
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os
ρ̄d := ĺım

δV →δV 0

δMd

δV

(resp. ρ̄c := ĺım
δV →δV 0

δMc

δV
),donde δMd (resp. δMc) es la masa de la fase dispersa (resp. 
ontinua) 
ontenida en δV . Enton
es ladensidad mixta es ρm = ρ̄d + ρ̄c.La masa aso
iada a la fase dispersa puede ser es
rita 
omo δMd = ρdδVd 
on ρd la densidad material
on se 
on
luye que ρ̄d = ρdαd. Análogamente se obtiene que ρ̄c = ρcαc. Por lo que otra expresiónpara la densidad mixta es ρm = αcρc + αdρd.Por último ~u es la velo
idad del �uido, ~v es la velo
idad de las partí
ulas y Dd es el 
oe�
ientede difusión.2.2. Sistemas de e
ua
ionesSea Ω ⊆ R

n un 
onjunto abierto, 
onexo y a
otado 
on n ∈ {2, 3} y T > 0. La e
ua
ión de
onserva
ión de masa para el �uido en Ω en un intervalo de tiempo (0, T ), usando derivadas totales,es:
D(αcρc)

Dt
= 0 en Ω × (0, T ) (2.1)Como se asume que el material disperso se difunde a través del �uido, a la e
ua
ión de 
onserva
iónde masa para las partí
ulas se agrega el término 
orrespondiente a la difusión (ley de Fi
k):

D(αdρd)

Dt
= ∇ · (Dd∇(αdρd)) en Ω × (0, T ) (2.2)Ahora 
omo se está analizando el problema 
on una perspe
tiva lagrangiana, i.e. ~x = ~x(t). Enton
eslas e
ua
iones (2.1) y (2.2) se pueden es
ribir respe
tivamente 
omo:

∂(αcρc)

∂t
+ ∇(αcρc) · ~u = 0 en Ω × (0, T ) (2.3)y

∂(αdρd)

∂t
+ ∇(αdρd) · ~v = ∇ · (Dd∇(αdρd)) en Ω × (0, T ) (2.4)5



Capítulo 2: Con
eptos teóri
osLas e
ua
iones de 
onseva
ión de momentum y masa para sistemas a
oplados (Navier-Stokes) paraun �uido im
ompresible es:
{

∂(αcρc~u)
∂t + (~u · ∇)(αcρc~u) = αc∇ · σ(~u, p) + αcρc~g − β(~u − ~v) en Ω × (0, T )

∇ · u = 0 en Ω × (0, T )
(2.5)La suspensión de las partí
ulas sólidas se estudiará 
omo la dinámi
a de dos �uidos im
ompresiblea
oplados, por lo que la e
ua
ión de 
onserva
ión de momentum para las partí
ulas dispersas queda:

{
∂(αdρd~v)

∂t + (~v · ∇)(αdρd~v) = αd∇ · σ(~v, p) + αdρd~g + β(~u − ~v) en Ω × (0, T )

∇ · v = 0 en Ω × (0, T )
(2.6)donde p es la presión, ~g ∈ R

n es la 
onstante gravita
ional, β ∈ R 
onstante de a
oplamiento y
σ(~w, p) ∈ R

n × R
n es el tensor de esfuerzos 
on σ(~w, p) = −pIn + 2µε(~w), 
on In matriz identidadde n × n, µ vis
osidad y ε(~w)ij = 1

2(∂wi
∂xj

+
∂wj

∂xi
).2.3. Problema dire
to y 
ondi
iones de borde

Figura 2.1: Dominio ΩSea Ω ⊆ R
n un abierto, 
onexo, a
otado y ∂Ω = Γl ∪ Γm 
on Γl y Γm 
urvas 
onexas y suaves, talque |Γl ∩ Γm| = 0. Enton
es el problema 
onsiste que en Ω se mueve un �ujo de aire (fase 
ontinua)que inter
atúa 
on un material parti
ulado (fase dis
reta) que proviene de Γm, el 
ual para el aire6



Capítulo 2: Con
eptos teóri
osrepresenta un muro (
ondi
ión Diri
hlet) que emite este material parti
ulado. Γl es una super�
ieque no 
umple las 
ondi
iones típi
as de frontera (Diri
hlet o Neumann), es la frontera donde se
ono
en todos los valores de las velo
idas y 
on
entra
iones.Por lo tanto el problema dire
to a resolver, suponiendo 
ono
idas todas las 
ondi
iones de borde,además de Dd, β y ~g:





∂(αcρc~u)
∂t + (~u · ∇)(αcρc~u) = αc∇ · σ(~u, p) + αcρc~g − β(~u − ~v) en Ω × (0, T )

∂(αdρd~v)
∂t + (~v · ∇)(αdρd~v) = αd∇ · σ(~v, p) + αdρd~g + β(~u − ~v) en Ω × (0, T )

∂(αcρc)
∂t + ∇(αcρc) · ~u = 0 en Ω × (0, T )

∂(αdρd)
∂t + ∇(αdρd) · ~v = ∇ · (Dd∇(αdρd)) en Ω × (0, T )

∇ · ~v = 0 en Ω × (0, T )

∇ · ~u = 0 en Ω × (0, T )

(2.7)
Condi
iones sobre Γl × (0, T ):

~u = ~ul ~v = ~vl (2.8)
ρd = ρdl ρc = ρcl (2.9)
αd = αdl αc = αcl (2.10)
p = p0 (2.11)(2.12)Condi
iones sobre Γm × (0, T ):

~v · n̂ = 0 ~v · τ̂ = 0 (2.13)
Dd

∂(αdρd)

∂n
= q

∂(αcρc)

∂n
= 0 (2.14)

~u = 0 (2.15)(2.16)Donde n̂ es la normal exterior a Ω.
7



Capítulo 3Estudio del problema esta
ionario
En esta se

ión se van a ha
er algunas simpli�
a
iones y se va a de�nir el problema inverso a estudiarpara este modelo.3.1. Simpli�
a
ión del problemaEn un 
omienzo se harán las siguientes hipótesis que se irán relajando a medida que se avanza en elestudio del problema.(H1) Como se verá más adelante en la motiva
ión del problema se verá que el a
oplamientode las partí
ulas 
on el �uido es muy bajo por lo que se supondrá que ~u = ~v y que αd

αc
≈ 0.(H2) El sistema no varía en el tiempo, es de
ir es un problema esta
ionario.3.1.1. Problema esta
ionario no a
opladoEn esta se

ión se supondrán 
iertas las hipótesis (H1) y (H2). Enton
es si se 
umple (H1), ~v = ~u,sumando las e
ua
iones (2.5) y (2.6) se obtiene que

∂((αdρd + αcρc)~v)

∂t
+ (~v · ∇)((αdρd + αdρd)~v) = (αd + αc)∇ · σ(~v, p) + (αdρd + αcρc)~g en Ω × (0, T )(3.1)Re
ordando que la densidad mixta ρm = αdρd + αdρd, se tiene que

∂(ρm~v)

∂t
+ (~v · ∇)(ρm~v) = ∇ · σ(~v, p) + ρm~g en Ω × (0, T ) (3.2)8



Capítulo 3: Estudio del problema esta
ionarioY 
onsiderando �ujo in
ompresible ∇ · ~v = 0 el problema se redu
e a un sistema de Navier-Stokespara un sistema no a
oplado 
on densidad ρm, ya que ρm ≈ ρc. In
orporando las hipótesis (H1) y(H2) el sistema se redu
e a:
(~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = ρm~g en Ω (3.3)Para simpli�
ar aún más el problema no se 
onsideran los efe
tos de la gravedad. Por lo tanto elsistema a resolver es el siguiente:

{
(~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω

∇ · ~v = 0 en Ω
(3.4)Por último la e
ua
ión de 
onserva
ión de masa para la fase dispersa bajos estas hipótesis:

∇C · ~v = ∇ · (Dd∇C) en Ω (3.5)
on C := αdρd.3.1.2. Problema inversoEl objetivo es poder 
ono
er el valor del �ujo q∗m en Γm a partir de medi
iones sobre Γl (ver �gura2.1). Enton
es si se supone 
ono
idos sobre Γl:
C = Cl

Dd
∂C

∂n
= ql

~v = ~vl

(3.6)El problema se puede es
ribir 
omo:En
ontrar q∗m ∈ L2(Γm) tal que (C,~v, p) resuelva





(~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω

∇ · ~v = 0 en Ω

∇C · ~v = ∇ · (Dd∇C) en Ω

~v = ~vl, C = Cl p = p0 sobre Γl

~v = 0, Dd
∂C
∂n = q∗m sobre Γm

(3.7)t.q. C satisfaga Dd
∂C
∂n = ql en Γl. 9



Capítulo 3: Estudio del problema esta
ionario3.1.3. Fun
ional J y sus propiedadesPara en
ontrar q∗m, se de�ne el fun
ional
J : L2(Γm) → R

J(q) =
1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(q) − ql

∣∣∣∣
2

ds,donde C(q) es la 
on
entra
ión en Ω 
on �ujo q en Γm. Notar que (~v, p) no depende del �ujo q, porlo que la velo
idad ~v y la presión p se pueden resolver independiente de la 
on
entra
ión C y al �ujo
q:






(~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω

∇ · ~v = 0 en Ω

~v = ~vl p = p0 sobre Γl

~v = 0 sobre Γm

(3.8)El objetivo es poder en
ontrar q∗m ∈ L2(Γm) t.q. se tenga que:





∇C(q∗m) · ~v = ∇ · (Dd∇C(q∗m)) en Ω

C(q∗m) = Cl sobre Γl

Dd
∂C
∂n (q∗m) = q∗m sobre Γm

(3.9)Además Dd
∂C
∂n (q∗m) = ql en Γl. Lo que impli
a que q∗m es un 
ero del fun
ional J y es el que minimizael mismo. Por lo tanto el problema se puede pensar 
omo el siguiente problema de optimiza
ión:En
ontrar q∗m ∈ L2(Γm) t.q.:

J(q∗m) = mı́n
qm∈L2(Γm)

J(qm) = mı́n
qm∈L2(Γm)

1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(qm) − ql

∣∣∣∣
2

dsEnton
es se quiere bus
ar el mínimo del fun
ional J , para ello existen varias té
ni
as dependiendode las propiedades de J , 
omo se mostrará J es 
onvexa por lo que para estos 
asos es naturalusar el método de gradiente 
onjugado. Para demostrar la 
onvexidad de J , primero, se verá el
omportamiento de C en fun
ión de q.Estudio de la linealidad de C(q)Al observar el sistema (3.9) y si se supone que Cl = 0, es 
laro que C es lineal 
on respe
to a q,i.e. C(q + λr) = C(q) + λC(r) 
on q, r ∈ L2(Γl) y λ ∈ R. El problema es si Cl 6= 0, puesto que sepierde la linealidad 
on respe
to a q, pero esta no linealidad de C(q) tiene las propiedades su�
ientes10



Capítulo 3: Estudio del problema esta
ionariopara demostrar la 
onvexidad de J . En efe
to, 
onsiderando C(q) y C(r) solu
iones de (3.9) 
on
ondi
ión de borde Neumann q y r sobre Γl respe
tivamente. Al sumar ambas e
ua
iones se obtieneque C(q) + C(r) es solu
ión de:





∇(C(q) + C(r)) · ~v = ∇ · (Dd∇(C(q) + C(r))) en Ω

C(q) + C(r) = 2Cl sobre Γl

Dd
∂(
∂nC(q) + C(r)) = q + r sobre Γm

(3.10)Con lo que se puede 
on
luir, dado la uni
idad del sistema, que C(q + r) = C(q) + C(r) − C(0).Ahora si 
omparamos el sistema que satisfa
e C(λr) 
on el que satisfa
e λC(r):





∇C(λr) · ~v = ∇ · (Dd∇C(λr)) en Ω

C(λr) = Cl sobre Γl

Dd
∂C
∂n (λr) = λr sobre Γm

(3.11)





∇λC(r) · ~v = ∇ · (Dd∇λC(r)) en Ω

λC(r) = λCl sobre Γl

Dd
∂λ
∂nC(r) = λr sobre Γm

(3.12)Se llega a la 
on
lusión que C(λr) = λC(r) − (λ − 1)C(0).Por lo tanto
C(q + λr) = C(q) + λ(C(r) − C(0)) (3.13)Convexidad de JPara estudiar la 
onvexidad de J , primero hay que analizar la 
onvexidad de C 
on respe
to a q,usando (3.13) se obtiene que

C(tq1+(1−t)q2) = C(tq1)+(1−t)C(q2)−(1−t)C(0) = tC(q1)−(t−1)C(0)+(1−t)C(q2)−(1−t)C(0)enton
es,
C(tq1 + (1 − t)q2) = tC(q1) + (1 − t)C(q2), ∀t ∈ (0, 1),∀q1, q2 ∈ L2(Γl)Con lo que se obtiene que C es 
onvexa y 
on ello se 
on
luye la 
onvexidad de J . En efe
to,

J(tq1 + (1 − t)q2) =
1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(tq1 + (1 − t)q2) − ql

∣∣∣∣
2

ds11



Capítulo 3: Estudio del problema esta
ionario
=

1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd

(
t
∂C

∂n
(q1) + (1 − t)

∂C

∂n
(q2)

)
− ql

∣∣∣∣
2

ds

6
t

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(q1) − ql

∣∣∣∣
2

ds +
(1 − t)

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(q2) − ql

∣∣∣∣
2

ds

= tJ(q1) + (1 − t)J(q2)Mínimo global JAl ser J 
onvexa tiene un mínimo que es global y vale 
ero, pero si suponemos que se al
anza endos �ujos distintos, es de
ir q1
m 6= q2

m y J(q1
m) = J(q2

m) = 0. Luego, se tendrá que C0(q
1
m − q2

m) :=

C(q1
m − q2

m)−C(0) = C(q1
m)−C(q2

m), enton
es C0(q
1
m − q2

m) |Γl
= 0 y Dd

∂C0

∂n (q1
m − q2

m) |Γm= 0. Peropor las 
ondi
iones físi
as del sistema, 
omo lo son la difusión (alta) y que C > 0 en Ω, si en Γmexiste un �ujo distinto de 
ero no se pueda al
anzar una 
on
entra
ión C0(q
1
m − q2

m) |Γl
= 0 y 
on�ujo Dd

∂C
∂n (q1

m − q2
m) nulo en el borde Γl. Por lo que se llega a una 
ontradi

ión, enton
es existesólo un �ujo q∗m ∈ L2(Γm) t.q. J(q∗m) = 0.3.2. Método del Gradiente ConjugadoEl método del gradiente 
onjugado es un método que se utiliza para en
ontrar el mínimo de fun
iones
onvexa, el 
ual genera una su
esión que 
onverge al mínimo [4℄. Esta su
esión se genera de lasiguiente manera qk+1 = qk + εkdk, tal que J(qk+1) < J(qk) 
on dk = −DJ(q), donde DJ(q) es laderivada de Gateaux de J y ε es
ogido de manera ade
uada para que el fun
ional J evaluado en

qk+1 sea el menor posible.3.2.1. Derivada de Gateaux de JLa derivada de Gateaux se de�ne 
omo
〈DJ(q), r〉 := ĺım

η→0

J(q + ηr) − J(q)

η
,se de�ne también

δCq(r) := 〈DC(q), r〉,fá
ilmente se puede mostrar, usando 3.13 que δCq(r) = C(r) − C(0).Enton
es,
J(q + ηr) =

1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C(q + ηr)

∂n
− ql

∣∣∣∣
2

ds12
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ionario
J(q + ηr) =

1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C(q)

∂n
+ ηDd(

∂C(r)

∂n
− ∂C(0)

∂n
) − ql

∣∣∣∣
2

ds

=
1

2

∫

Γl

(∣∣∣∣Dd
∂C(q)

∂n
− ql

∣∣∣∣
2

+ η2D2
d

∣∣∣∣
∂C(r)

∂n
− ∂C(0)

∂n

∣∣∣∣
2

+ 2η(Dd
∂C(q)

∂n
− ql)Dd(

∂C(r)

∂n
− ∂C(0)

∂n
)

)
dslo que impli
a

J(q + ηr) − J(q)

η
=

1

2

∫

Γl

(

ηD2
d

∣∣∣∣
∂

∂n
(C(r) − C(0))

∣∣∣∣
2

+ 2(Dd
∂C(q)

∂n
− ql)Dd

∂

∂n
(C(r) − C(0))

)

dspor lo tanto
〈DJ(q), r〉 =

∫

Γl

(Dd
∂C(q)

∂n
− ql)Dd

∂δCq(r)

∂n
ds.Pero el objetivo es poder en
ontrar DJ(q) expli
itamente, es de
ir en
ontrar una expresión de laforma

〈DJ(q), r〉 =

∫

Γm

φrds,donde DJ(q) := φ |Γm y φ es una fun
ión a en
ontrar.A 
ontinua
ión se bus
an 
ondi
iones sobre φ para que se 
umpla esta igualdad.Problema dualPara en
ontrar 
ondi
iones sobre φ, primero se debe identi�
ar el sistema que satisfa
e δCq(r), peroesto no es difí
il de obtener teniendo 
laro que δCq(r) = C(r) − C(0) (ver 3.13).Por esto el sistema que satisfa
e δCq(r) es





∇δCq(r) · ~v = ∇ · (Dd∇δCq(r)) en Ω

δCq(r) = 0 sobre Γl

Dd
∂δCq

∂n (r) = r sobre Γm

(3.14)Sea ahora φ ∈ H1(Ω), enton
es si la primera e
ua
ión de (3.14) se multipli
a por φ y luego se integraen todo Ω se obtiene
∫

Ω
(φ∇δCq(r) · ~v − φ∇ · (Dd∇δCq(r))) dx = 0 (3.15)integrando por partes el primer término,

∫

Ω
φ∇δCq(r) · ~vdx =

∫

∂Ω
δCq(r)φ~v · n̂ds −

∫

Ω
δCq(r)∇ · (φ~v)dx13



Capítulo 3: Estudio del problema esta
ionarioUsando que ∇ · (φ~v) = φ∇ · ~v + ~v · ∇φ = 0 + ~v · ∇φ
∫

Ω
φ∇δCq(r) · ~vdx =

∫

Γl

δCq(r)φ~v · n̂ds +

∫

Γm

δCq(r)φ~v · n̂ds −
∫

Ω
δCq(r)~v · ∇φdxAdemás ~v = 0 en Γm (ver 3.8) y δCq(r) |Γl

= 0 (ver 3.14) se 
on
luye que
∫

Ω
φ∇δCq(r) · ~vdx = −

∫

Ω
δCq(r)~v · ∇φdxPor otro lado, integrando por partes 2 ve
es el segundo término de (3.15)

∫

Ω
φ∇ · (Dd∇δCq(r)dx =

∫

∂Ω
Ddφ

∂δCq(r)

∂n
ds −

∫

Ω
Dd∇φ · ∇δCq(r)dx

=

∫

∂Ω
Ddφ

∂δCq(r)

∂n
ds −

∫

∂Ω
Dd

∂φ

∂n
δCq(r)ds +

∫

Ω
∇ · (Dd∇φ)δCq(r)dxUtilizando las e
ua
iones de borde para δCq(r) de la e

. (3.14) se tiena la igualdad

∫

Ω
φ∇·(Dd∇δCq(r)dx =

∫

Γl

Ddφ
∂δCq(r)

∂n
ds−

∫

Γm

(
Dd

∂φ

∂n
δCq(r) − φ

)
ds+

∫

Ω
∇·(Dd∇φ)δCq(r)dxReemplazando estas identidades en la e
ua
ión (3.14)

−
∫

Ω
δCq(r) (~v · ∇φ + ∇ · (Dd∇φ)) dx −

∫

Γl

Ddφ
∂δCq(r)

∂n
ds +

∫

Γm

(
Dd

∂φ

∂n
δCq(r) − φr

)
ds = 0(3.16)Si a φ ∈ H1(Ω) le pedimos que satisfaga el sistema:






~v · ∇φ + ∇ · (Dd∇φ) = 0 en Ω

φ = ql − Dd
∂C
∂n (q) sobre Γl

Dd
∂φ
∂n = 0 sobre Γm

(3.17)Enton
es, la e
ua
ión (3.16) se redu
e a
∫

Γl

(
Dd

∂C

∂n
(q) − ql

)
Dd

∂δCq

∂n
(r)ds =

∫

Γm

φrds (3.18)El problema (3.17) se 
ono
e 
omo problema dual, aso
iado a C(q).Por lo tanto
〈DJ(q), r〉 =

∫

Γl

(
Dd

∂C(q)

∂n
− ql

)
Dd

∂δCq

∂n
(r)ds =

∫

Γm

φrds (3.19)14



Capítulo 3: Estudio del problema esta
ionarioAlgoritmo de busqueda del mínimo usando gradiente 
onjugadoCono
iendo explí
itamente el valor de 〈DJ(q), r〉 se puede 
onstruir el método del gradiente para elfun
ional J.Si se 
ono
e qk ∈ L2(Γm), el siguiente �ujo qk+1 ∈ L2(Γm) es
qk+1 = qk + εkdk
on dk = −DJ(q) = −φ |Γm , enton
es

J(qk+1) = J(qk + εkdk) =
1

2

∫

Γl

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk + εkdk) − ql

∣∣∣∣
2

ds

J(qk+1) =
1

2

∫

Γl

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk) + εk

(
∂C

∂n
(dk) −

∂C

∂n
(0)

)
− ql

∣∣∣∣
2

dsSe sabe que ∃εk > 0 t.q. J(qk+1) < J(qk) si DJ(q) 6= 0, por lo que hay que bus
ar el óptimo, esde
ir, que minimi
e:
f(ε) :=

1

2

∫

Γl

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk) + ε

(
∂C

∂n
(dk) − ∂C

∂n
(0)

)
− ql

∣∣∣∣
2

ds.Como f es 
uadráti
a, para en
ontrar el mínimo de f sólo hay que derivar e igualar a 
ero.
f ′(εk) =

∫

Γl

(
∂C

∂n
(qk) + εk

(
∂C

∂n
(dk) −

∂C

∂n
(0)

)
− ql

)(
∂C

∂n
(dk) −

∂C

∂n
(0)

)
ds = 0Por lo tanto

εk = −
∫
Γl

(
∂C
∂n (qk) − ql

) (
∂C
∂n (dk) − ∂C

∂n (0)
)
ds

∫
Γl

(
∂C
∂n (dk) − ∂C

∂n (0)
)2

dsAdemás si se 
onsidera que δCq(dk) = C(dk) − C(0) enton
es
εk = −

∫
Γl

(
∂C
∂n (qk) − ql

) ∂δCq

∂n (dk)ds

‖∂δCq

∂n (dk)‖2
L2(Γl)Por lo que el algoritmo para en
ontrar una su
esión {qk}k∈N ⊆ L2(Γm) t.q.

ĺım
k→∞

qk = q∗,donde q∗ es solu
ión de (3.9) se puede es
ribir de la siguiente manera:15



Capítulo 3: Estudio del problema esta
ionario1. Es
oger q0 ∈ L2(Γm).2. Resolver 




∇C(qk) · ~v = ∇ · (Dd∇C(qk)) en Ω

C(qk) = Cl sobre Γl

Dd
∂C
∂n (qk) = qk sobre Γm

(3.20)usando Dd
∂C
∂n (qk) |Γl


al
ular J(qk) si J(qk) < η, detener el algoritmo. Donde η > 0 
riteriode parada.3. Resolver el problema dual





~v · ∇φk + ∇ · (Dd∇φk) = 0 en Ω

φk = ql − Dd
∂C
∂n (qk) sobre Γl

Dd
∂φk
∂n = 0 sobre Γm

(3.21)4. Resolver 




∇ϕk · ~v = ∇ · (Dd∇δCq(r)) en Ω

ϕk = 0 sobre Γl

Dd
∂ϕk
∂n = −φk sobre Γm

(3.22)usar Dd
∂ϕk
∂n |Γl

y φk |Γm para 
al
ular εk, de�nir qk+1 = qk − εkφk |Γm y volver a 2.

16



Capítulo 4Pruebas numéri
as para el problemaesta
ionario
Luego de en
ontrar el algoritmo es ne
esario estudiar 
omo fun
iona éste mediante un ensayo nu-méri
o. En este 
apítulo se mostraran algunas pruebas realizadas para el 
aso esta
ionario.El dominio utilizado para esta prueba es una semi
ir
unferen
ia 
on 
entro en el origen y de ra-dio 100 m, donde la parte 
urva representa el muro (Γm) y la parte re
ta (Γl) es el lugar donde seha
en las medi
iones, ver �gura (4.1) :

Figura 4.1: Dominio Ω

17



Capítulo 4: Pruebas numéri
as para el problema esta
ionarioLa malla es 
uadri
ulada y re�nada entorno al borde. Es de gran importan
ia este re�namiento enlas 
er
anías del borde puesto que mejora la aproxima
ión del valor del �ujo en los borde. Ver �gura(4.2):

Figura 4.2: Malla en Ω

4.1. Problema dire
toEn esta prueba el problema dire
to es el siguiente: El sistema para la velo
idad:





(~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω

∇ · ~v = 0 en Ω

~v(x, y) = 1
500(x2,−5x) sobre Γl

~v(x, y) = (0, 0) sobre Γm

(4.1)y para la 
on
entra
ión:





∇C · ~v = ∇ · (Dd∇C) en Ω

C(x, y) = 200 − x sobre Γl

Dd
∂C
∂n (x, y) = 500 sobre Γm

(4.2)Se resuelven los sistemas y se exporta en dos ar
hivos por separados uno para Γl y otro para Γm losdatos de velo
idad (~v), 
on
entra
ión (C) y �ujo (Dd
∂C
∂n ). Con los datos en Γl se intenta re
uperar,usando el algoritmo visto en el 
apítulo II, los datos en Γm. En parti
ular el valor de Dd

∂C
∂n .18
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ionario
La �gura (4.3) muestra la solu
ión de la velo
idad del sistema (4.1) y la solu
ión de la 
on
en-tra
ión del sistema (4.2).

Figura 4.3: Arriba velo
idad en Ω, abajo 
on
entra
ión en Ω

19



Capítulo 4: Pruebas numéri
as para el problema esta
ionario4.2. Resultados numéri
osHay varios aspe
tos que hay que mirar para analizar los resultados, 
omo por ejemplo el 
omporta-miento del fun
ional J, el error entre el �ujo medido en Γl (ql) y el �ujo al 
ual 
onverge el algoritmo(Dd
∂C
∂n (qk) |Γl

) y el error entre el �ujo medido en Γm y el �ujo al 
ual 
onverge el algoritmo.4.2.1. Fun
ional JEn los siguientes grá�
os se ve puede ver el 
omportamiento del fun
ional J que 
omienza en 2,4×108,para disminuir luego de 1000 itera
iones hasta un valor 
er
ano a 1,17× 10−2. En la siguiente tablaqueda 
laro el 
omportamiento del algoritmo de máximo des
enso, 
omienza a des
ender velozmente,in
luso en menos de 100 itera
iones ya se en
uentra en menos de 10,0×10−1. Pero luego la velo
idadde 
onvergen
ia disminuye, esto se debe a que, al en
ontrarse 
er
a del mínimo, el paso es 
ada vezmás pequeño.Itera
ión valor J Itera
ión valor J Itera
ión valor J1 2.3742e+08 10 1.3124e+04 100 5.5726e-012 2.2956e+06 20 3.7754e+03 200 1.2023e-013 3.2643e+05 30 4.1895e+02 300 6.6221e-024 6.3535e+04 40 4.9980e+01 400 5.7603e-025 3.8595e+04 50 1.4398e+01 500 4.0990e-026 2.7641e+04 60 8.0599e+00 600 3.0647e-027 2.2666e+04 70 3.0687e+00 700 2.1782e-028 1.8234e+04 80 1.2637e+00 800 1.5367e-029 1.5631e+04 90 1.1047e+00 900 1.4127e-0210 1.3124e+04 100 5.5726e-01 1000 1.1738e-02Al mirar los datos de la tabla se podría suponer que el fun
ional siempre baja, lo que su
ede esque siempre existe una tenden
ia a la baja, ya entre las itera
iones 210 y 220 (ver los siguientesgrá�
os que muestran el 
omportamiento de J ) se puede ver que el fun
ional sube un po
o o semantiene para luego des
ender brus
amente. Estas alzas en el valor de J son 
ausados por erroresnuméri
os 
uando se pasa al siguiente paso de la itera
ión. Lo importante es notar que el algoritmosiempre bus
a el valor mínimo.
20



Capítulo 4: Pruebas numéri
as para el problema esta
ionario

21



Capítulo 4: Pruebas numéri
as para el problema esta
ionario

Tasa de 
onvergen
ia de JCuando se estudia la tasa de 
onvergen
ia se estudia el 
omportamiento de la fun
ión W (k) = J(k)
J(k+1) ,el objetivo es poder en
ontrar el orden de la fun
ión. Realizando pruebas numéri
as se llego a la
on
lusión de que la fun
ión W (k) se 
omporta 
omo B

xα donde B > 0 y α ∈ [1, 2], usando unmétodo simple de interpola
ión se llego a que B = 77086 y α = 1,88. En la siguiente �gura apare
enlos grá�
os 
on las fun
iones W (k) y T (k) = 77086
k1,88 .
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Capítulo 4: Pruebas numéri
as para el problema esta
ionario4.2.2. Error en ΓlUna forma análoga de estudiar el 
omportamiento de J es estudiar la 
onvergen
ia de ql −Dd
∂C
∂n (qk)en todo Γl, re
ordar que J es la norma en L2(Γl) de esta fun
ión. Como es de esperar, la fun
ión

ql − Dd
∂C
∂n (qk) 
onverge a 
ero si J tiende a 
ero.Lo interesante de analizar es donde se 
on
entra el error. Se puede observar que el error se en-
uentra 
on
entrado en el se
tor izquierdo, es de
ir desde aproximadamente x < 0. Esto es 
ausadopor el 
omportamiento del viento, 
omo se ve en la �gura 4.3 el viento se lleva gran parte de laspartí
ulas que provienen de Γm por el borde izquierdo, por lo que en lado dere
ho no existe o espo
a la informa
ión que se puede obtener de las partí
ulas provenientes de Γm. En otras palabrasel valor medido en el se
tor dere
ho 
asi no depende del valor del �ujo en Γm, por lo que se va amantener pra
ti
amente 
onstante a través de las itera
iones 
on valores 
er
anos a ql.Los errores en la interse

ión de Γl y Γm son atribuibles a un problema de 
ontinuidad de las
ondi
iones de borde, puesto que en Γl se entrega una 
ondi
ión de valor de la 
on
entra
ión y en

Γm una 
ondi
ión de �ujo.En las �guras 4.4 y 4.5 se los grá�
os del �ujo para determinadas itera
iones.

Figura 4.4: Valor del Error ql − Dd
∂C
∂n (qk) en Γl.
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ionario

Figura 4.5: Valor del Error ql − Dd
∂C
∂n (qk) en Γl.4.2.3. Estima
ión del �ujo en ΓmLuego de analizar el 
ompartamiento en Γl, hay que ver si efe
tivamente se puede obtener una buenaestima
ión del �ujo en Γm. En los siguientes grá�
os se puede apre
iar el a
er
amiento al valor del�ujo entregado por el algoritmo al valor entregado en el problema dire
to (e

. 4.2).
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Figura 4.6: Valor del �ujo qk en Γm.26



Capítulo 5Estudio del problema no esta
ionario

Figura 5.1: Dominio ΩEl 
aso en evolu
ión es bastante similar en lo que se re�ere a la teoría e implementa
ión del 
asoesta
ionario, por lo que 
uando lo amerite se hará referen
ia a este 
aso para las demostra
iones del
aso no esta
ionario y algunas se

iones sólo son un rees
ribimiento de la parte anterior.
27



Capítulo 5: Estudio del problema no esta
ionario5.1. Simpli�
a
ión del problemaAhora, se estudiará el 
aso no esta
ionario, por lo que ahora se 
onsideran sólo la siguiente hipótesis.(H1) Como se verá más adelante en la motiva
ión del problema se verá que el a
oplamientode las partí
ulas 
on el �uido es muy bajo por lo que se supondrá que ~u = ~v y que αd
αc

≈ 0.5.1.1. Problema no esta
ionario no a
opladosEn esta se

ión se supondrá 
ierta la hipótesis (H1) y además se 
onsiderará que los efe
tos de lagravedad son despre
iables. Por lo que el sistema de e
ua
iones para la velo
idad es:





∂
∂t(ρm~v) + (~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω × (0, T )

∇ · ~v = 0 en Ω × (0, T )

~v(x, y) = ~vl(x, y) sobre Γl × (0, T )

~v(x, y) = (0, 0) sobre Γm × (0, T )

~v(0, ~x) = ~vini(~x) en Ω

(5.1)El sistema de e
ua
iones del problema dire
to no esta
ionario para la 
on
entra
ión de materialparti
ulado es:





∂
∂tC −∇ · (Dd∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω × (0, T )

C(~v, 0) = Cini en Ω

C = C0 sobre Γl × (0, T )

Dd
∂C

∂n
= q∗m sobre Γm × (0, T )

(5.2)Con Dd = Dd(~x, t), C = C(~x, t) et
. donde (~x, t) ∈ Ω× (0, T ). Es importante ha
er una observa
iónsobre la densidad ρ, que 
omo se vio en el 
apítulo 1 ρ = αdρd + αcρc, pero se está ha
iendo lasuposi
ión de que αc ≈ 1, enton
es se asume que ρm = ρc por lo que los sistemas (5.1) y (5.2) sonno a
oplados.5.1.2. Problema inversoEl objetivo es poder 
ono
er el valor del �ujo q∗m en Γm × (0, T ) a partir de medi
iones sobre
Γl × (0, T ). Enton
es, se supone 
ono
idos sobre Γl:
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ionario
C(~x, t) = Cl(~x, t)

Dd(~x, t)
∂C

∂n
(~x, t) = ql(~x, t)

~v(~x, t) = ~vl(~x, t)

(5.3)Re
ordar que el subíndi
e l indi
a medi
iones sobre Γl. Por lo tanto el problema se puede pensar
omo el siguiente problema de optimiza
ión:En
ontrar q∗m ∈ L2(Γm) × L2((0, T )) tal que C(q∗m) resuelva





∂C
∂t −∇ · (Dd∇C) + ~v · grad C = 0 en Ω × (0, T )

C(0) = Cini en Ω

C = Cl sobre Γl × (0, T )

Dd
∂C
∂n = q∗m sobre Γm × (0, T )

(5.4)y t.q. C satisfaga Dd
∂C
∂n = ql en Γl × (0, T ).5.1.3. Fun
ional JT y sus propiedadesPara en
ontrar este q∗m se intenta en
ontrar qm ∈ L2(Γm)×L2((0, T )) tal que minimi
e el siguientefun
ional:

JT (q) :=
1

2

∫ T

0

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(q) − ql

∣∣∣∣
2

dsdtenton
es,
JT (q∗m) := mı́n

q∈L2(Γm)×L2((0,T ))
JT (q)Y al igual que en el 
aso esta
ionario se quiere bus
ar el mínimo del fun
ional JT , para ello existenvarias té
ni
as dependiendo de las propiedades de JT , 
omo se mostrará JT es 
onvexa por lo quepara estos 
asos es natural usar el método de gradiente 
onjugado. Para demostrar la 
onvexidad de

J , primero, se verá el 
omportamiento de C en fun
ión de q.Estudio de la linealidad de C(q)Al observar el sistema (5.2) y suponiendo que Cl ≡ 0, es 
laro que C es lineal 
on respe
to a q, i.e.
C(q + λr) = C(q) + λC(r) 
on q, r ∈ L2(Γl) × (0, T ) y λ ∈ R. El problema es si Cl 6= 0, puestoque se pierde la linealidad 
on respe
to a q, pero esta no linealidad de C(q) tiene las propiedadessu�
ientes para demostrar la 
onvexidad de J . En efe
to, si se 
onsidera C(q) y C(r) solu
iones de(5.2) 
on 
ondi
ión de borde Neumann q y r sobre Γl respe
tivamente.29
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ionario
Al sumar ambas e
ua
iones se obtiene que C(q) + C(r) es solu
ión de:





∂(C(q)+C(r))
∂t + ∇(C(q) + C(r)) · ~v = ∇ · (Dd∇(C(q) + C(r))) en Ω × (0, T )

C(q) + C(r) = 2Cini en Ω

C(q) + C(r) = 2Cl sobre Γl × (0, T )

Dd
∂
∂n(C(q) + C(r)) = q + r sobre Γm × (0, T )

(5.5)Con lo que se puede 
on
luir, dado la uni
idad del sistema, que C(q + r) = C(q) + C(r) − C(0).Ahora si 
omparamos el sistema que satisfa
e C(λr) 
on el que satisfa
e λC(r):





∂C
∂t (λr) + ∇C(λr) · ~v = ∇ · (Dd∇C(λr)) en Ω × (0, T )

C(λr) = Cl sobre Γl × (0, T )

C(λr)(~x, 0) = Cini en Ω

Dd
∂C
∂n (λr) = λr sobre Γm × (0, T )

(5.6)





λ∂C
∂t (r) + ∇λC(r) · ~v = ∇ · (Dd∇λC(r)) en Ω × (0, T )

λC(r)(~x, 0) = λCini en Ω

λC(r) = λCl sobre Γl × (0, T )

Dd
∂λ
∂nC(r) = λr sobre Γm × (0, T )

(5.7)Se llega a la 
on
lusión que C(λr) = λC(r) − (λ − 1)C(0).Por lo tanto
C(q + λr) = C(q) + λ(C(r) − C(0)) (5.8)Convexidad de JTDebido a que C para el 
aso no esta
ionario tiene las mismas propiedades 
on respe
to a q queel 
aso esta
ionario, la 
onvexidad de JT se demuestra igual que en 
apítulo II y se usa el mismoargumento para mostrar que q∗m es el úni
o valor que ha
e nula a JT .5.2. Método del Gradiente ConjugadoEl 
ál
ulo de del derivadad de Gateaux de JT 
omo del algoritmo es análoga al 
aso esta
ionario,por lo que, en esta se

ión, se redu
irán los 
ál
ulos.30



Capítulo 5: Estudio del problema no esta
ionario5.2.1. Derivada de Gateaux de JTLa derivada de Gateaux se de�ne 
omo
〈DJT (q), r〉 := ĺım

η→0

JT (q + ηr) − JT (q)

η
,para redu
ir nomen
latura se de�ne también

δCq(r) := 〈DC(q), r〉.Enton
es,
〈DJT (q), r〉 =

∫ T

0

∫

Γl

(Dd
∂C(q)

∂n
− ql)Dd

∂δCq(r)

∂n
dsdt.Pero el objetivo es poder en
ontrar DJT (q) explí
itamente, es de
ir en
ontrar una expresión de laforma

〈DJT (q), r〉 =

∫ T

0

∫

Γm

φrdsdt,donde DJT (q) := φ |Γm y φ es una fun
ión a en
ontrar.A 
ontinua
ión se bus
an 
ondi
iones sobre φ para que se 
umpla esta igualdad.5.2.2. Problema dualPara en
ontrar 
ondi
iones sobre φ, primero se debe identi�
ar el sistema que satisfa
e δCq(r), peroesto no es difí
il de obtener teniendo 
laro que δCq(r) = C(r) − C(0) (ver 5.5).Por esto el sistema que satisfa
e δCq(r) es





∂Cq(r)
∂t + ∇δCq(r) · ~v = ∇ · (Dd∇δCq(r)) en Ω × (0, T )

δCq(r)(~x, 0) = 0 en Ω

δCq(r) = 0 sobre Γl × (0, T )

Dd
∂δCq

∂n (r) = r sobre Γm

(5.9)Sea ahora φ ∈ H1(Ω) × L2((0, T )), enton
es si la primera e
ua
ión de (5.9) se multipli
a por φ yluego se integra en todo Ω y se integra tambien de 0 a T , se obtiene
∫ T

0

∫

Ω

(
φ

∂δCq(r)

∂t
+ φ∇δCq(r) · ~v − φ∇ · (Dd∇δCq(r))

)
dxdt = 0 (5.10)Apli
ando Fubini e integrando por partes el primer término:

∫ T

0

∫

Ω
φ

∂δCq(r)

∂t
dxdt =

∫

Ω

∫ T

0
φ

∂δCq(r)

∂t
dtdx31
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ionario
= −

∫

Ω

∫ T

0
δCq(r)

∂φ

∂t
dtdx +

∫

Ω
(φ(T )δCq(r)(T ) − φ(0)δCq(r)(0)) dxPero por la 
ondi
ión ini
ial de δCq(r) = 0, la expresión se redu
e a

=

∫

Ω
φ(T )δCq(r)(T )dx −

∫ T

0

∫

Ω
δCq(r)

∂φ

∂t
dxdtLos otros términos quedan:

∫ T

0

∫

Ω
φ∇δCq(r) · ~vdxdt = −

∫ T

0

∫

Ω
δCq(r)~v · ∇φdxdt

∫ T

0

∫

Ω
φ∇ · (Dd∇δCq(r)dxdt =

∫ T

0

∫

Γl

Ddφ
∂δCq(r)

∂n
dsdt −

∫ T

0

∫

Γm

(
Dd

∂φ

∂n
δCq(r) − φ

)
dsdt

+

∫ T

0

∫

Ω
∇ · (Dd∇φ)δCq(r)dxdtReemplazando estas identidades en la e
ua
ión (5.10)

∫

Ω
φ(T )δCq(r)(T )dx −

∫ T

0

∫

Ω
δCq(r)

(
∂φ

∂t
+ ~v · ∇φ + ∇ · (Dd∇φ)

)
dxdt

−
∫ T

0

∫

Γl

Dd
∂δCq(r)

∂n
φdsdt +

∫ T

0

∫

Γm

(
Dd

∂φ

∂n
δCq(r) − φr

)
dsdt = 0 (5.11)Si ahora φ ∈ H1(Ω) le pedimos que satisfaga el sistema:






∂φ
∂t + ~v · ∇φ + ∇ · (Dd∇φ) = 0 en Ω × (0, T )

φ(~x, T ) = 0 en Ω

φ = ql − Dd
∂C
∂n (q) sobre Γl

Dd
∂φ
∂n = 0 sobre Γm

(5.12)Enton
es, la e
ua
ión (5.11) se redu
e a
∫ T

0

∫

Γl

(
Dd

∂C

∂n
(q) − ql

)
Dd

∂δCq

∂n
(r)dsdt =

∫ T

0

∫

Γm

φrdsdt (5.13)Por lo tanto
〈DJT (q), r〉 =

∫ T

0

∫

Γl

(
Dd

∂C(q)

∂n
− ql

)
Dd

∂δCq

∂n
(r)dsdt =

∫ T

0

∫

Γm

φrdsdt (5.14)32
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ionario5.2.3. Algoritmo de busqueda del mínimo usando gradiente 
onjugadoCono
iendo explí
itamente el valor de 〈DJT (q), r〉 se puede 
onstruir el método del gradiente parael fun
ional JT . Si se 
ono
e qk ∈ L2(Γm) × (0, T ), el siguiente �ujo qk+1 ∈ L2(Γm) × (0, T ) esEn este 
aso el paso óptimo es:
εk = −

∫ T
0

∫
Γl

(
∂C
∂n (qk) − ql

) ∂δCq

∂n (dk)dsdt

‖∂δCq

∂n (dk)‖2
L2(Γl)×L2((0,T ))Por lo que el algoritmo para en
ontrar una su
esión {qk}k∈N ⊆ L2(Γm) t.q.

ĺım
k→∞

qk = q∗,donde q∗ es solu
ión de (5.4) se puede es
ribir de la siguiente manera:1. Es
oger q0 ∈ L2(Γm) × L2((0, T )).2. Resolver





∂C
∂t (Ck) + ∇C(qk) · ~v = ∇ · (Dd∇C(qk)) en Ω × (0, T )

C(qk)(~x, 0) = Cini en Ω

C(qk) = Cl sobre Γl × (0, T )

Dd
∂C
∂n (qk) = qk sobre Γm × (0, T )

(5.15)Usando Dd
∂C
∂n (qk) |Γl×(0,T ) 
al
ular JT (qk) si JT (qk) < η, detener el algoritmo. Donde η > 0es el 
riterio de parada.3. Resolver el problema dual






∂φk
∂t + ~v · ∇φk + ∇ · (Dd∇φk) = 0 en Ω × (0, T )

φk(~x, T ) = 0 en Ω

φk = ql − Dd
∂C
∂n (qk) sobre Γl × (0, T )

Dd
∂φk
∂n = 0 sobre Γm × (0, T )

(5.16)4. Resolver 




∂δCq

∂t + ∇δCq · ~v = ∇ · (Dd∇δCq) en Ω × (0, T )

δCq(~x, 0) = Cini en Ω

δCq = 0 sobre Γl × (0, T )

Dd
∂δCq

∂n = −φk sobre Γm × (0, T )

(5.17)usar δCq |Γl×(0,T ) y φk |Γm×(0,T ) para 
al
ular εk, de�nir qk+1 = qk − εkφk |Γm y volver a 2.33



Capítulo 5: Estudio del problema no esta
ionarioNotar que el sistema (5.16), el problema dual, es un problema retrógrado, por lo que puede traergrandes problemas al momento de la implementa
ión del algoritmo. Para evitar esta di�
ultad seusa el 
ambio de variable φ̂(t) = φ(T − t), ∀t ∈ (0, T ). Con esto el sistema (5.16) queda:





−∂φ̂k
∂t + ~v(T − t) · ∇φ̂k + ∇ · (Dd(T − t)∇φ̂k) = 0 en Ω × (0, T )

φ̂k(~x, 0) = 0 en Ω

φ̂k = (ql − Dd
∂C
∂n (qk))(T − t) sobre Γl × (0, T )

Dd(T − t)∂φ̂k
∂n = 0 sobre Γm × (0, T )(5.18)
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Capítulo 6Pruebas numéri
as para el problema noesta
ionario
Luego de en
ontrar el algoritmo es ne
esario estudiar 
omo fun
iona este mediante un ensayo nu-méri
o. En este 
apítulo se mostrará algunas pruebas realizadas para el 
aso en evolu
ión. Se veráque la dependen
ia de la 
onvergen
ia 
on respe
to a la 
antidad de pasos de tiempo es signi�
ativa,para eso en los distintos 
asos se tomó el mismo problema, es de
ir, misma 
ondi
iones de borde eini
ial, pero 
on T=10s, T=20s, T=30s y T=50s.El dominio y malla utilizados para esta prueba es el mismo de la pruebas esta
ionarias, ver �gura(4.1).En estas prueba el problema dire
to es el siguiente:El sistema para la velo
idad, 
on difusión 
onstante Dd = 100 y densidad ρm = 1:






∂
∂t(ρm~v) + (~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω × (0, T )

∇ · ~v = 0 en Ω × (0, T )

~v(x, y) = 1
1000 (x2,−2x) sobre Γl × (0, T )

~v(x, y) = (0, 0) sobre Γm × (0, T )

~v(0, ~x) = ~0 en Ω

(6.1)y para la 
on
entra
ión:





∂
∂t(C) + ∇C · ~v = ∇ · (Dd∇C) en Ω

C(x, y) = 400 − x sobre Γl

Dd
∂C
∂n (x, y) = 1000 sobre Γm

(6.2)Se resuelven los sistemas y se exporta en dos ar
hivos por separados uno para Γl y otro para Γm los35



Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionariodatos de velo
idad (~v), 
on
entra
ión (C) y �ujo (Dd
∂C
∂n ). Con los datos en Γl se intenta re
uperar,usando el algoritmo visto en el 
apítulo IV, los datos en Γm. En parti
ular el valor de Dd

∂C
∂n .6.1. 1 paso, T=10sA 
ontinua
ión los grá�
os de las solu
iones de la velo
idad (e
. (6.1)) y de la 
on
entra
ión (e
.(6.2)) ver �gura (6.1).

Figura 6.1: Izquierda velo
idad en Ω, dere
ha 
on
entra
ión en Ω 
on T = 10s6.1.1. Resultados numéri
osLos resultados en el 
aso no esta
ionario no son tan alentadores 
omo en el 
aso esta
ionario. Hayque entender que los problemas en donde se involu
ra el tiempo son degenerativo, es de
ir la solu
iónnuméri
a se va alejando de la solu
ión teóri
a a medida que se avanza en tiempo.Los valores del �ujo del problema dire
to en Γl están entorno a 1000, por lo que si el algoritmollegase a una solu
ión donde el �ujo en ese borde di�ere en 50 al del problema dire
to se 
onsideraráa
eptable. Esto va a impli
ar que si el fun
ional JT se en
uentra entorno a 106 se 
onsidere 
omoun valor a
eptable para detener el algoritmo:
2 · JT (qk) =

∫ T

0

∫

Γl

∣∣∣∣ql − Dd
∂C

∂n
(qk)

∣∣∣∣
2

dsdt =

∫ 10

0

∫ 100

−100
502dsdt = 10 · 200 · 2500 = 5 · 106 (6.3)Hay varios aspe
tos que hay que mirar para analizar los resultados, 
omo por ejemplo el 
omporta-miento del fun
ional JT , el error entre el �ujo medido en Γl (ql) y el �ujo al 
ual 
onverge el algoritmo(Dd

∂C
∂n (qk) |Γl

) y el error entre el �ujo medido en Γm y el �ujo al 
ual 
onverge el algoritmo.36



Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionarioFun
ional JTEn los siguientes grá�
os se ve puede ver el 
omportamiento del fun
ional JT , el 
ual 
laramentedisminuye pero a una taza mu
ho más lenta que para el 
aso esta
ionario, de he
ho en este ya enla itera
ión 50 el fun
ional se e
uentra en valor 
er
ano a 10 en 
ambio en este 
aso se en
uentraalrededor de 106, que por un lado es a
eptable, pero queda 
laro que el algoritmo es mu
ho máslento en el 
aso de evolu
ión.Itera
ión valor J Itera
ión valor J Itera
ión valor J1 5.8090e+08 12 1.3185e+07 32 4.1773e+062 1.2612e+08 14 1.1136e+07 34 3.8610e+063 6.7009e+07 16 9.5797e+06 36 3.5782e+064 4.5730e+07 18 8.3657e+06 38 3.3237e+065 3.4302e+07 20 7.3965e+06 40 3.0928e+066 2.7889e+07 22 6.6088e+06 42 2.8816e+067 2.3517e+07 24 5.9573e+06 44 2.6876e+068 2.0325e+07 26 5.4094e+06 46 2.5085e+069 1.7990e+07 28 4.9410e+06 48 2.3423e+0610 1.6026e+07 30 4.5344e+06 50 2.1876e+06En este 
aso el fun
ional, al menos en las primeras 50 itera
iones, siempre disminuye, no será asípara distinta 
antidad de pasos que mostrarán una dependen
ia de la 
antidad de estos. Las �guras(6.2) y (6.3) muestran los grá�
os del fun
ional.

Figura 6.2: Fun
ional JT para T=10s
37



Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario

Figura 6.3: Fun
ional JT para T=10sError en ΓlAl observar el siguiente grá�
o se puede ver 
laramente 
omo la fun
ión ql − Dd
∂C
∂n (qk) 
onverge a
ero y que la 
urva que representa la itera
ión 50 se en
uentra al interior del intervalos [−50, 50].
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionarioEstima
ión del �ujo en ΓmEl grá�
o (6.4) muestra que la estima
ión del �ujo en Γm no es tan buena, dado que el valor de
JT no es pequeño, lo importante es ver que efe
tivamente qk se en
uentra en torno a 1000 y que amedida que se itera 
ada vez se a
er
a más al valor real 1000.

Figura 6.4: Flujo qk en la 
oordena x de Γm 
on T=10sLa �gura (6.5) muestra el progreso de la 
on
entra
ión en Ω en itera
iones de 10 en 10.
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario

Figura 6.5: Con
entra
ión C(qk) en Ω para k ∈ {0, 10, 20, 30, 40, 50} 
on T = 10s6.2. 2 pasos, T=20sLos grá�
os de las solu
iones de la velo
idad (e
. (6.1)) y de la 
on
entra
ión (e
. (6.2)) para T = 20sse en
uentran en las �guras (6.7) y (6.6) respe
tivamente.

Figura 6.6: Velo
idad en Ω 
on T=20s
40



Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario

Figura 6.7: Con
entra
ion en Ω 
on T=20s6.2.1. Resultados numéri
osEn los 
asos 
uando de más de un paso, se va a en
ontrar un 
omportamiento anómalo tanto en
JT , 
omo en la estiam
ión del �ujo. Al ir observando los datos y los grá�
os se expli
ará 
on másdetalle.Fun
ional JTEl fun
ional JT sube y baja alternadamente (�gura (6.8)), pero si uno grá�
a los valores alternadosen 2, es de
ir los puntos 1 + 2k y los puntos 2 + 2k se puede apre
iar 
omo la 
urva que representalos valores pares des
iende. La otra, des
endió pero luego 
omenzó a os
ilar entorno a 107 que eneste 
aso es el valor de JT a
eptable (ver (6.3) 
on T=20s).La siguiente tabla muestra el 
omportamiento de JT en las primeras 30 itera
iones.Itera
ión valor J Itera
ión valor J Itera
ión valor J1 2.3740e+09 11 1.4877e+07 21 1.5609e+072 8.3095e+09 12 1.8850e+08 22 1.4492e+083 1.0002e+08 13 1.4409e+07 23 9.2615e+064 6.8453e+08 14 1.8590e+08 24 1.3683e+085 4.4009e+07 15 1.3756e+07 25 8.9682e+066 4.2312e+08 16 1.8291e+08 26 1.1646e+087 1.7210e+07 17 1.2496e+07 27 1.7592e+078 2.7183e+08 18 1.7594e+08 28 9.1722e+079 1.5475e+07 19 1.5726e+07 29 2.4503e+0710 2.1499e+08 20 1.6085e+08 30 8.6402e+0741



Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario

Figura 6.8: Fun
ional JT 
on T=20sError en ΓlPara un mejor análisis, los errores se separaron en 2, los errores para t = 10s en un grá�
o y loserrores para t = 20s en otro, ver �gura (6.9). La 
onvergen
ia a 
ero, si uno mira los grá�
os porseparado no es tan dire
ta 
omo en el 
aso 
on T = 10s, ya que 
omienza a os
ilar entorno a 
eroy 
uando se a
er
a a 
ero por un lado de la 
urva se aleja en otro. Lo importante es ver que enpromedio las 
urvas se van a
er
an a la fun
ión nula.
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario

Figura 6.9: Error ql − Dd
∂C
∂n (qk) en Γl 
on T=20sEstima
ión del �ujo en ΓmLa �gura (6.10) muestra que la estima
ión del �ujo en Γm para t = 10s y t = 20s. Estos grá�
osmuestran que el error se 
on
entra en lado dere
ho del dominio, algo similar que en el 
aso esta
iona-rio. Como el viento entorno a Γm es tangente y se mueve en sentido del reloj, el material parti
uladose 
on
entra en el se
tor izquierdo de Γl, lo que provo
a que no se pueda dete
ar 
on pre
isión losvalores del �ujo en la se

ión dere
ha del borde.

Figura 6.10: Flujo qk en la 
oordena x de Γm 
on T=20sEn las siguientes �guras se muestran el progreso de la 
on
entra
ión en Ω en itera
iones de 10 en10. 43



Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario6.3. 3 pasos, T=30sLos grá�
os de las solu
iones de la velo
idad (e
. (6.1)) y de la 
on
entra
ión (e
. (6.2)) para T = 30sse en
uentran en las �guras (6.11) y (6.12) respe
tivamente.

Figura 6.11: Velo
idad en Ω 
on T=30s.

Figura 6.12: Con
entra
ión en Ω 
on T=30s.6.3.1. Resultados numéri
osFun
ional JTLas anomalías 
ontinúan en el fun
ional JT , este os
ila pero ahora de tres en tres itera
iones es mássi uno observa la tabla de manera verti
al, se ve 
laramente la disminu
ión de JT 
ada 3 itera
iones.
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionarioItera
ión valor J Itera
ión valor J Itera
ión valor J1 2.3679e+09 2 8.4848e+09 3 1.2801e+104 7.3584e+07 5 9.4927e+08 6 1.0821e+097 4.2723e+07 8 8.0817e+08 9 8.6561e+0810 3.6060e+07 11 5.3740e+08 12 7.5054e+0813 3.0398e+07 14 2.4336e+08 15 6.6517e+0816 2.5040e+07 17 1.8077e+08 18 6.1899e+0819 2.2059e+07 20 1.2515e+08 21 5.8289e+0822 2.1968e+07 23 8.0525e+07 24 4.9952e+08La �gura a 
ontinua
ión 
ontiene los grá�
os de JT y muestra las itera
iones por separado. En estaúltima �gura se apre
ia 
omo por una parte disminuye y por otro lado se mantiene os
ilando entornoa 2 · 107, el valor razonable de JT en este 
aso es de 1, 5 · 107 (ver e
ua
ión (6.3) 
on T=30s).
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionarioError en ΓlPara un mejor análisis, los errores se separaron en 3, los errores para t = 10s en un grá�
o, los errorespara t = 20s en otro y los errores para t = 30s en el último, ver �gura (6.11). La 
onvergen
ia a lafun
ión nula no es tan obvia ya que in
luso para t = 10s el error en la itera
ión 20 es mayor al delas otras itera
iones que son itera
iones anteriores. Pero 
uando uno mira los grá�
os para t = 20sy t = 30s el error en la itera
ión 20 es mu
ho menor a las otras itera
iones, por lo que se puedeentender 
omo espe
ie de 
ompensa
ión, puesto que para disminuir el error en t = 20s y t = 30saumentó el error en t = 10s, aunque el total disminuyó.

Figura 6.13: Error ql − Dd
∂C
∂n (qk) en Γl 
on T=30s
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionarioEstima
ión del �ujo en ΓmLa �gura (6.14) muestra que la estima
ión del �ujo en Γm para t = 10s, t = 20s y t = 30s. Al igualque en T = 20s el error se 
on
entra en lado dere
ho del dominio, pero ahora existe un problemamayor ya que no queda 
laro que la tenden
ia sea a
er
arse a un �ujo de 1000. De he
ho en este
aso la solu
ión divirgió en la itera
ión 30, a pesar de que JT se mantuvo 
ontrolado (ver Fun
ional
JT para T = 30s).

Figura 6.14: Flujo qk en la 
oordena x de Γm 
on T=30sLos siguientes grá�
os muestran el progreso de la 
on
entra
ión en Ω en itera
iones de 5 en 5.
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario6.4. 5 pasos, T=50sLos grá�
os a 
ontinua
ión muestran las solu
iones de la velo
idad (e
. (6.1)) y de la 
on
entra
ión(e
. (6.2)) para T = 50s.
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario6.4.1. Resultados numéri
osFun
ional JTLa tenden
ia del fun
ional JT a tener os
ila
iones dependiendo de la 
antidad de pasos 
ontinúa,ahora de 5 en 5, ver �gura (6.15) y la siguiente tabla:Ite. valor J Ite. valor J Ite. valor J Ite. valor J Ite. valor J1 2.8290e09 2 8.1903e09 3 1.3093e10 4 1.4698e10 5 1.6547e106 6.4653e08 7 3.6290e08 8 1.3389e09 9 1.4655e09 10 3.1236e0911 5.6680e08 12 3.3846e08 13 1.1956e09 14 1.4253e09 15 2.8639e0916 4.8082e08 17 3.2547e08 18 1.1011e09 19 1.4821e09 20 2.5656e0921 3.6924e08 22 3.1519e08 23 9.6760e08 24 1.4809e09 25 2.2709e0926 2.9151e08 27 3.5267e08 28 8.2881e08 29 1.3619e09 30 2.0087e0931 1.9544e08 32 3.4653e08 33 8.1438e08 34 1.2519e09 35 1.7202e09

Figura 6.15: Fun
ional JT .Las �guras (6.15) y (6.16) muestran la tenden
ia a la disminu
ión del fun
ional a un valor 
er
anoa 108. Para este 
aso un valor razonable de JT sería en este 
aso es de 2, 5 · 107(ver e
ua
ión (6.3)
on T=30s), el valor de 108 podría 
onsiderarse muy alto, pero por la 
antidad de errores numéri
osque se produ
en a este nivel de 
ál
ulos se 
onsidera a
eptable estos valores para realizar un análisisdel. 
omportamiento del algoritmo.
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario

Figura 6.16: Fun
ional JT .Error en ΓlLas siguientes �guras muestran que su
ede algo similar al 
aso 
on T=30s, pare
iera que para algunost (en este 
aso t = 20s y t = 50s), el error no disminuye sino por el 
ontrario aumenta, pero 
uandoaumenta en esos t en otros disminuye (t = 10s y t = 30s), ha
iendo que el total vaya disminuyendo.
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario

Figura 6.17: Error ql − Dd
∂C
∂n (qk) en Γl 
on T=50sEstima
ión del �ujo en ΓmLa �gura a 
ontinua
ión se observa la estima
ión del �ujo en Γm para t = 10s, t = 20s, t = 30s,

t = 40s y t = 50s. Aquí se apre
ia la tenden
ia de las solu
iones, en la 
ual donde mas lento seaproxima es en el se
tor dere
ho de Γm, al igual que en los otros 
asos. Además, muestra 
oeren
ia
on los grá�
os anteriores (6.17), puesto que en los pasos 1 y 3 hay un mayor a
er
amiento a la
onstante 1000 mientras que en los otros pasos hay in
luso un alejamiento.
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario

Los siguientes grá�
os muestran el progreso de la 
on
entra
ión en Ω en itera
iones de 10 en 10.54



Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario k=0

k=10
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Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario k=20

k=30

56



Capítulo 6: Pruebas numéri
as para el problema no esta
ionario6.5. Análisis general del errorComo se vio en los distintos ejemplos del 
aso no esta
ionario, la 
onvergen
ia del método es bastanteirregular, por de
irlo menos. En estos 
asos, donde los valores del error absoluto son bastante grandeses mejor realizar un análisis de los errores relativos. La siguiente tabla muestra el error relativo enla última itera
ión de qk y de Dd
∂C
∂n (qk) |Γl

en 
ompara
ión 
on los datos del problema dire
to:T ‖qk−q∗m‖
‖q∗m‖

√
2∗J(qk)

‖ql‖
n10 3.916e-1 3.348e-2 5020 4.149e-1 9.470e-2 3030 4.062e-1 3.063e-1 2050 4.030e-1 3.135e-1 35La ter
era 
olumna muestra que J es relativamente pequeño lo que mejora las expe
tativas de en-
ontrar el �ujo en Γm, aunque el error en Γl aumenta 
uando T aumenta. Lo importante a desta
ares que el error relativo en Γm se mantiene entorno a un mismo nivel y ha
e suponer que no se puederedu
ir mu
ho más el error, al menos en este 
aso. Una pregunta válida es si los valores entregadospor el algoritmo se pueden 
onsiderar a
eptables, la respuesta es a�rmativa si lo que se quiere es sóloobtener una tenden
ia del 
omportamiento. Al mirar los grá�
os que muestran el �ujo en Γm todoslos �ujos entregados por el algoritmo interse
tan al �ujo q∗m (en estas pruebas q∗m ≡ 1000), además
omo se puede 
ono
er la velo
idad en Ω × (0, T ) se puede suponer a proiri que el valor del �ujoen el se
tor dere
ho de Γm es difí
ilmente prede
ible, puesto que el viento entorno a Γm se dirije dedere
ha a izquierda.Otro aspe
to a 
onsiderar es el 
omportamiento de JT , teóri
amente este fun
ional debiera siempredes
ender si se usa el algoritmo gradiente 
onjugado, lo que 
laramente no su
ede en todos los 
asosde los ejemplos de este 
apítulo, salvo el 
aso en que T = 10s. En los grá�
os de JT se puede ver
laramente que existe una dependen
ia de esta anomalía 
on el valor de T , esto se puede expli
arpensando que 
uando se pasa de qk a qk+1 la dire

ión entregada por el algoritmo se enfo
a a redu
irla diferen
ia 
on ql en el tiempo t (t ∈ {0, 10, ..., T}) en el 
ual existe la mayor diferen
ia. Estoprodu
e, debido a errores numéri
os, que el total (el valor de JT ) sea mayor que en la itera
iónanterior, salvo en la itera
ión donde se vuelve a enfo
ar en el mismo tiempo t.
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Capítulo 7Apli
a
ión del problema inverso
7.1. Motiva
iónLa 
ontamina
ión ambiental en faenas de la gran minería es prá
ti
amente inevitable, en parti
ular,las minas a rajo abierto usualmente generan una gran 
antidad de polvo en suspensión aún 
uandono existan tronaduras en ese momento, lo 
ual puede generar graves problemas a la salud de lostrabajadores de la mina y a las personas que habiten en las 
er
anías de ésta. Es por eso que yaha
e bastante tiempo se ha querido regular el tema tal 
omo lo muestra la siguente 
ita:�Considerando: Que la Constitu
ión Políti
a de la Repúbli
a garantiza a los habitantes el dere
ho avivir en un ambiente libre de 
ontamina
ión y, por 
onsiguiente, 
onstituye deber del Estado velarpara que este dere
ho no sea afe
tado y tutelar la preserva
ión de la naturaleza. Que los estudiosrealizados por el Ministerio de Minería revelan que más del 90% de las emisiones de anhídridosulfuroso en el país provienen de instala
iones mineras, existiendo la ne
esidad de reglamentar laopera
ión de estas fuentes, 
on el propósito de evitar la 
ontamina
ión del aire. Que para ello esmenester realizar estudios destinados a medir la 
alidad del aire, instalar redes permanentes demonitoreo de 
alidad del aire y desarrollar planes de des
ontamina
ión atmosféri
a en las áreasdonde no hay 
ondi
iones para dar inmediato 
umplimiento a esta reglamenta
ión ambiental.�(pág.1 [5℄)Para tratar de solu
ionar este problema se 
olo
aron 
uatro esta
iones de medi
iones de partí
ulasPM10 ubi
adas en los 
uatro puntos 
ardinales al borde superior del rajo, estas esta
iones entregan
ada 30 minutos el valor de la 
on
entra
ión de las partí
ulas, también se tiene informa
ión de la velo-
idad del viento en una zona a un par de kilómetros del rajo. El objetivo es poder identi�
ar 
omo esel �ujo de 
ontaminantes en el rajo, ya que se debe redu
ir la 
antidad de 
ontaminantes produ
idos.Las partí
ulas PM10 son partí
ulas que se en
uentran en suspensión en el aire 
on un tamañoigual o inferior a 10 mi
rones. 58
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a
ión del problema inverso
En el presente 
apítulo se mostrará 
omo se resolvió el problema de prede
ir el �ujo de mate-rial parti
ulado usando el problema inverso visto en los 
apítulos anteriores.7.2. Esquema del rajo y algunas hipótesisSe representa la mina y sus alredores por 2 dominios Ω y ΩF , esquematizados en la �gura (7.1).Donde Ω es el mina misma y donde sus bordes son el rajo Γi y Γe que es la unión mediante unalínea imaginaria de 2 esta
iones de monitoreo que se en
uentran en los bordes del rajo. El dominio
ΩF representa la parte externa a la mina, sus bordes son Γe, Γin y Γout, lugares donde se monitorael viento, Γtop representa el 
ielo y Γla es la super�
ie terrestre que no se 
onsidera 
omo parte dela mina.Se desea determinar la fuente de material parti
ulado, en parti
ular el �ujo de partí
ulas gene-rado al interior del rajo Γi, a partir de los datos experimentales de la 
on
entra
ión de PM10 (C) yvelo
idad del viento (~v), medidos en el borde superior del rajo(Γe) y lejos de él (Γin) respe
tivamente.Por simpli
idad se resolverá el problema 2D.

Figura 7.1: Esquema de una mina de rajo abierto en 2dUna primera suposi
ión es asumir que se 
ono
e la 
on
entra
ión en un plano que une las esta
iones,59
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a
ión del problema inversoel que se denominará tapa del rajo(Γe). Otra suposi
ión es que es 
ono
ido el �ujo fuera del rajo(Γla) y la velo
idad ahí 
omo en Γi es nula. Además se 
onsiderará que la velo
idad del viento en
Γtop tiene derivada normal nula. Por último se 
onsidera que el �uido es isotérmi
o.7.3. E
ua
iones de movimientos y problema dire
toLas e
ua
iones de movimiento isotérmi
as para el �uido en Ω ∪ ΩF son [2℄:

∂

∂t
(αcρc) + ∇ · (ρcαc~u) = 0 (7.1)

∂

∂t
(αcρc~u) + (~u · ∇)(ρcαc~u) = −αc∇p + αc∇τ + ρcαc~g − βV (~u − ~v) (7.2)y para las partí
ulas:

∂

∂t
(αdρd) + ∇ · (ρdαd~v) = ∇ · (Dd∇αdρd) (7.3)

∂

∂t
(αdρd~v) + (~v · ∇)(ρdαd~v) = −αd∇p + αd∇τ + ρdαd~g + βV (~u − ~v) (7.4)El nivel de a
oplamiento de las e
ua
iones para las partí
ulas 
on las e
ua
iones del �uido dependeráde los siguientes números adimensionales:

Πmasa =
K

Stmasa
y Πmom =

K

1 + Stmom
.Donde K = αdρd

(1−αd)ρc
, Stmasa = τmasau

L y Stmom = τmomu
L . Si se supone partí
ulas de densidad

ρ = 2500 kg/m3 inmersas en aire y en el peor de los 
asos se miden 1000 µg/m3 en las esta
ionesde monitoreo, se puede de
ir que αd ∼ 1000×10−9kg/m3

2500kg/m3 = 4 × 10−10 luego, esta suspensión es muydiluida y por lo tanto K ∼ 0. Esto quiere de
ir que los efe
tos de a
oplamiento son despre
iables ypor ello las partí
ulas siguen el movimiento del �uido. Luego si se despre
ia αd ∼ 0, el sistema dee
ua
iones queda:
∂

∂t
(ρc) + ∇ · (ρc~v) = 0 (7.5)

∂

∂t
(ρc~v) + ~v∇ · (ρc~v) = −∇p + ∇τ + ρc~g (7.6)
∂

∂t
(C) + ∇ · (C~v) = ∇ · (Dd∇C) (7.7)(7.8)donde C = αdρd. 60
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a
ión del problema inversoSi se supone que el viento satisfa
e Navier-Stokes en ΩF ∪ Ω, enton
es el sistema para determinarla velo
idad del viento queda:





∂

∂t
(ρm~v) + ~v∇ · (ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en ΩF ∪ Ω

∇ · ~v = 0 en ΩF ∪ Ω

~v = ~vin sobre Γin

~v = ~vout sobre Γout

~v = 0 sobre Γla ∪ Γi
∂~v
∂n = ~0 sobre Γtop

(7.9)
y el sistema de e
ua
iones para la 
on
entra
ión en ΩF ∪ Ω :






∂
∂tC + ∇C · ~v −∇ · (Dd∇C) = 0 en ΩF ∪ Ω

C = 0 sobre Γin ∪ Γout ∪ Γtop

D ∂C
∂n = qla sobre Γla

D ∂C
∂n = q∗i sobre Γi

(7.10)
7.4. Apli
a
ión del problema inverso en el 
aso esta
ionarioEl problema de en
ontrar el �ujo de partí
ulas al interior del rajo se puede es
ribir 
omo sigue:Determinar q∗i ∈ L2(Γi) 
ono
iendo Cf |Γe= Ce y las 
ondi
iones de borde de la velo
idad 
omo enel sistema (7.9), donde Cf es la solu
ión de:






−∇ · (D(x)∇Cf ) + ~v · ∇Cf = 0 en ΩF ∪ Ω

Cf = 0 sobre Γtop ∪ Γin ∪ Γout

D(x)
∂Cf

∂n
= qla(x) sobre Γla

D(x)
∂Cf

∂n
= q∗(x) sobre Γi

(7.11)Para apli
ar el problema inverso estudiado en los 
apítulos anteriores es ne
esario 
ono
er en Γe la
on
entra
ión Ce, la velo
idad ~ve y el �ujo de la 
on
entra
ión D ∂Ce
∂n . Por hipótesis sólo se 
ono
e

Ce, faltan los otros dos.Para 
ono
er la velo
idad en Γe se resuelve el sistema (7.9) en todo Ω∪ΩF , despre
iando el términode la derivada par
ial 
on respe
to a t, y luego se exporta la velo
idad en Γe, ~v |Γe= ~ve. Sólo falta
ono
er la derivada normal de la 
on
entra
ión en Γe pero para ello se resuelve las e
ua
iones esta-
ionarias de la 
on
entra
ión sólo en ΩF . 61
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ión del problema inverso
Se 
onsidera C0

f la solu
ión de:





−∇ · (D(x)∇C0
f ) + ~v · ∇C0

f = 0 en ΩF

C0
f = 0 sobre Γtop ∪ Γin ∪ Γout

D(x)
∂C0

f

∂n
= qla sobre Γla

C0
f = Ce sobre Γe

(7.12)
Ahora se de�ne f1 := −D(x)

∂C0
f

∂n
en Γe, donde, en este 
aso, n es la normal exterior a ΩF .Sea J : L2(Γi) → R de�nido por: J(q) =

1

2

∫

Γe

∣∣∣∣D(x)
∂C(q)

∂n
− f1

∣∣∣∣
2

dsdonde n la normal exterior a Ω y C(q) la solu
ión úni
a del sistema:





−∇ · (D(x)∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω

C = Ce sobre Γe

Dd(x)
∂C

∂n
= q(x) sobre Γi

(7.13)Se vio en los 
apítulos anteriores que J es una fun
ión 
onvexa a valores positivos, además J(q∗i ) = 0,por lo tanto q∗i es un mínimo global de J , pero si existe otro mínimo global qi, este tendrá tambiénque ser 
ero de J , luego las solu
iones C0
f y C(qi) se pegarán bien en Γe por lo 
ual la solu
ión

Cf 
oin
idirá 
on estas fun
iones en sus respe
tivos dominios, es de
ir, q∗i = qi lo que impli
a launi
idad del mínimo. Enton
es la 
ondi
ión de primer orden para q∗:
〈J ′(q), r〉 =

∫

Γe

(
D(x)

∂C(q)

∂n
− f1

)
D(x)

∂δC(r)

∂n
ds (7.14)donde δC(r) es solu
ión de:






−∇ · (D(x)∇δC) + ~v · ∇δC = 0 en Ω

δC = 0 sobre Γe

D(x)
∂δC

∂n
= r sobre Γi

(7.15)Sabiendo que ∇·~v = 0, multipli
ando la e
ua
ión de δC(r) por ρ e integrando por partes se obtiene:
0 = −

∫

Ω
δC(r)(∇ · (D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ) +

∫

∂Ω
δC(r)(D(x)∇ρ · n̂ + ρ~v · n̂)

−
∫

∂Ω
ρD(x)∇δC(r) · n̂bajo el supuesto que: ∇·(D(x)∇ρ)+~v ·∇ρ = 0. Además usando las 
ondi
iones de 
ontornode δC(r): 62
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a
ión del problema inverso
0 =

∫

Γi

δC(r)D(x)
∂ρ

∂n
−
∫

Γi

ρ r −
∫

Γe

ρD(x)
∂δC(r)

∂npor lo tanto, si se impone que ρ sea solu
ión de:





∇ · (D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = 0 en Ω

ρ = f1 − D(x)
∂C(q)

∂n
sobre Γe

D(x)
∂ρ

∂n
= 0 sobre Γi

(7.16)
ono
iendo explí
itamente el valor de 〈DJ(q), r〉, se puede implementar el método del gradiente parael fun
ional J . Si se 
ono
e qk ∈ L2(Γi), el siguiente �ujo qk+1 ∈ L2(Γi) es
qk+1 = qk + εkdk
on dk = −DJ(q) = −ρ |Γi , enton
es

J(qk+1) = J(qk + εkdk) =
1

2

∫

Γe

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk + εkdk) − ql

∣∣∣∣
2

ds

J(qk+1) =
1

2

∫

Γe

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk) + εk

(
∂C

∂n
(dk) − ∂C

∂n
(0)

)
− ql

∣∣∣∣
2

dsSe sabe que existe εk > 0 t.q. J(qk+1) < J(qk) si DJ(q) 6= 0, por lo que hay que bus
ar el queminimi
e:
f(ε) :=

1

2

∫

Γe

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk) + ε

(
∂C

∂n
(dk) −

∂C

∂n
(0)

)
− ql

∣∣∣∣
2

dsComo f es 
uadráti
a, para en
ontrar el mínimo de f sólo hay que derivar e igualar a 
ero.
f ′(εk) =

∫

Γe

(
∂C

∂n
(qk) + εk

(
∂C

∂n
(dk) − ∂C

∂n
(0)

)
− ql

)(
∂C

∂n
(dk) − ∂C

∂n
(0)

)
ds = 0Por lo tanto

εk = −
∫
Γe

(
∂C
∂n (qk) − ql

) (
∂C
∂n (dk) − ∂C

∂n (0)
)
ds

∫
Γe

(
∂C
∂n (dk) − ∂C

∂n (0)
)2

dsAdemás si se 
onsidera que δCq(dk) = C(dk) − C(0) enton
es
εk = −

∫
Γe

(
∂C
∂n (qk) − ql

) ∂δCq

∂n (dk)ds

‖∂δCq

∂n (dk)‖2
L2(Γe)63
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a
ión del problema inversoPor lo que el algoritmo para en
ontrar una su
esión {qk}k∈N ⊆ L2(Γi) t.q.
ĺım

k→∞
qk = q∗i ,donde q∗i es solu
ión de (7.10) se puede es
ribir de la siguiente manera:1. Es
oger q0 ∈ L2(Γi) y η > 0 
riterio de parada.2. Resolver 





∇C(qk) · ~v = ∇ · (Dd∇C(qk)) en Ω

C(qk) = Cl sobre Γe

Dd
∂C
∂n (qk) = qk sobre Γi

(7.17)Usando Dd
∂C
∂n (qk) |Γe 
al
ular JT (qk) si JT (qk) < η, detener el algoritmo.3. Resolver el problema dual






~v · ∇ρk + ∇ · (Dd∇ρk) = 0 en Ω

ρk = ql − Dd
∂C
∂n (qk) sobre Γe

Dd
∂ρk
∂n = 0 sobre Γi

(7.18)4. Resolver 




∇δCq(r) · ~v = ∇ · (Dd∇δCq(r)) en Ω

δCq(r) = 0 sobre Γe

Dd
∂δCq

∂n (r) = −ρk sobre Γi

(7.19)Usar δCq |Γe y φk |Γe para 
al
ular εk, de�nir qk+1 = qk − εkφk |Γm y volver a 2.7.4.1. Resultados obtenidosPara probar la e�
a
ia del algoritmo en este dominio, se intento re
uperar un �ujo dado de 1000 entodo Γi, para ello se usó la siguiente malla:
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a
ión del problema inverso

Figura 7.2: Dominio Ω ∪ ΩF

Figura 7.3: Zoom del dominio en la zona del rajoPara que el método numéri
o fuese más estable se multipli
ó la difusión por un fa
tor η > 0. Desdeahora en adelante, 
uando aparez
a D(x) en las e
ua
iones se quiere de
ir ηD(x). Los resultados seven en la tabla para η = 100:itera
ión ‖qk − 1000‖2
L2

‖qk−1000‖2

L2

‖1000‖2

L2

J(qk)

1 2768140544 0,771758 5102627840

5 654273216 0,182411 789985664

10 295951552 0,082511 98984800

15 553511104 0,154319 22591362Se apre
ia que la solu
ión se aproxima dentro de un 8,3% en 10 itera
iones y o
urre que efe
tivamenteel fun
ional J(q) des
iende en 
ada itera
ión. Notar que hay un amuento del error desde la itera
ión65
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a
ión del problema inverso10 a la 15, pero eso se debe a que el �ujo numeri
amente no es exa
tamente 1000.7.4.2. Resultados 
on datos experimentalesRealizando algunos experimentos se obtuvo las siguientes 
on
entra
iones de PM10 medidas por las
uatro esta
iones:
x c(x)

−23498 102

−22088 25

−20109 233

−21347 283Además se mide una velo
idad de 1.86 [m/s℄. Dado que en realidad sólo se tienen estas 
uatromedi
iones es ne
esario interpolar la 
on
entra
ión pues el algoritmo supone que se 
ono
e en todoel plano Γe, así se interpoló linealmente la 
on
entra
ión en la tapa y se obtuvo un �ujo qe, ver �gura(7.4).

Figura 7.4: Flujo q̄ en el rajo 
on η = 100 y usando una interpola
ión lineal de los datosLuego se resolvió el sistema (7.11) 
on este �ujo qe en Γe. El resultado 
on η = 100 apare
e en elgrá�
o (7.5).
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a
ión del problema inverso

Figura 7.5: Con
entra
ión C(qe) en Ω ∪ ΩF 
on η = 100Estos resultados no son los esperados, pues se observan 
on
entra
iones negativas. Lo que sí esrazonable esperar es que esta solu
ión 
oin
ida en ΩF 
on la solu
ión de la e
ua
ión (7.12). Se
omparó la solu
ión en Ω ∪ ΩF usando qi ∈ L2(Γi) 
on la solu
ión en ΩF usando C(qi) |Γe (
on
η = 100), en ΩF las solu
iones se pare
en bastante, los resultados apare
en en la siguiente �gura:

Dada la baja velo
idad, era razonable intentar disminuir η, en efe
to esto fue posible. Para el fa
tor
η = 30, el algoritmo ha
e disminuir J , es de
ir fun
iona, pero para η = 10 la rutina diverge. Losresultados para η = 30 fueron similares al 
aso anterior, el �ujo q∗ se ve en la �gura (7.6).67
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Figura 7.6: Con
entra
ión C(qe) en Ω ∪ ΩF 
on η = 30La siguiente �gura muestra los resultados para η = 30. A la izquierda la 
on
entra
ión en Ω ∪ ΩFusando qi ∈ L2(Γi) y a la dere
ha la 
on
entra
ión en ΩF usando C(qi) |Γe :

Todavía se apre
ian 
on
entra
iones negativas, es de
ir aún no es un buen resultado. Esto muestraque más que un problema de la magnitud de la difusión es un problema de que la interpola
ión linealno es la mejor. Lo que motiva a gra�
ar 
omo es la 
on
entra
ión en la tapa para distintos 
asos. Enla �gura (7.7) se muestran las 
on
entra
iones sobre la tapa para un q∗ = 1000 en el rajo y distintosvalores de η. 68
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−23500 −23000 −22500 −22000 −21500 −21000 −20500 −20000 −19500
0

5000

10000

15000

20000

25000

Figura 7.7: Con
entra
ión en Γe para η 10 (negro), 30 (verde), 50 (azul), 100 (rojo)En la siguiente �gura se visualiza las 
on
entra
iones para η = 100, �ujo 1000 
onstante en elrajo (
urva roja), y la otra 
urva 
orresponde a 
on
entra
ión en la tapa para η = 100 y un �ujoparabáli
o entre -22750 y -20750 
on un máximo de 600, y 
ero fuera de este intervalo (
urva verde).
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a
ión del problema inversoDebido a estos resultados se intentó una nueva interpola
ión, usando sólo tres puntos, y trazandouna parábola entre ellos, la 
ual se ve en la �gura (7.8).
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Figura 7.8: Interpola
ión parabóli
a, dif 100Con este nuevo C0 se 
orrió de nuevo el algoritmo 
on η = 100, logrando buenos resultados, queapare
en en las �guras (7.9), (7.10).
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Figura 7.9: Flujo q∗ en el rajo, η = 100
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Figura 7.10: Partí
ulas bajo un �ujo q∗, η = 100Luego se disminuyó η a 30, y se obtuvo los resultados que apare
en en las �guras (7.11), (7.12).
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Figura 7.11: Flujo q∗ en el rajo, η = 30
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a
ión del problema inverso

Figura 7.12: Partí
ulas bajo un �ujo q∗, η = 307.5. Problema esta
ionario agregando una fuenteLa idea ahora es agregar una fuente pequeña al lado dere
ho del 
aso esta
ionario 2D para poderdisminuir el 
oe�
iente que a
ompaña a la difusión en el algoritmo que lo resuelve, 
on lo que lase
ua
iones quedan:





−∇ · (D(x)∇Cf ) + ~v · ∇Cf = µCf en ΩF ∪ Ω

Cf = 0 sobre Γtop ∪ Γin ∪ Γout

D(x)
∂Cf

∂n
= 0 sobre Γla

D(x)
∂Cf

∂n
= q∗(x) sobre Γi

µ < 0

(7.20)
para esto nuevamente 
onsideremos C0

f la solu
ión de:





−∇ · (D(x)∇C0
f ) + ~v · ∇C0

f = µC0
f en ΩF

C0
f = 0 sobre Γtop ∪ Γin ∪ Γout

D(x)
∂C0

f

∂n
= 0 sobre Γla

C0
f = C0 sobre Γe

µ < 0

(7.21)
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a
ión del problema inversoConsideremos f1 = −D(x)
∂C0

f

∂n
en Γe donde n es la normal exterior a ΩF . Se de�ne:

J : L2(Γi) → J(q) =
1

2

∫

Γe

∣∣∣∣D(x)
∂C(q)

∂n
− f1

∣∣∣∣
2

dsdonde n la normal exterior a Ω y C(q) la solu
ión úni
a del sistema:





−∇ · (D(x)∇C) + ~v · ∇C = µC en Ω

C = C0 sobre Γe

D(x)
∂C

∂n
= q(x) sobre Γi

µ < 0

(7.22)Notar que J es una fun
ión 
onvexa a valores positivos, además:
J(q∗) = 0por lo tanto q∗ es un mínimo global de J pero si existe otro mínimo global q1, este tendrá tambiénque ser 
ero de J luego las solu
iones C0

f y C(q1) se pegaran bien en Γe por lo 
ual la solu
ión Cf
oin
idirá 
on estas fun
iones en sus respe
tivos dominios, es de
ir q∗ = q1 lo que impli
a la uni
idaddel mínimo.
〈J ′(q), r〉 =

∫

Γe

(
D(x)

∂C(q)

∂n
− f1

)
D(x)

∂δC(r)

∂n
ds (7.23)donde δC(r) es solu
ión de:






−∇ · (D(x)∇δC) + ~v · ∇δC = µδC en Ω

δC = 0 sobre Γe

D(x)
∂δC

∂n
= r sobre Γi

µ < 0

(7.24)Suponiendo que ∇ · ~v = 0 y multipli
ando la e
ua
ión de δC(r) por ρ e integrando por partes seobtiene:
µ

∫

Ω
δC(r)ρ = −

∫

Ω
δC(r)(∇ · (D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ) +

∫

∂Ω
δC(r)(D(x)∇ρ · n̂ + ρ~v · n̂)

−
∫

∂Ω
ρD(x)∇δC(r) · n̂Con lo 
ual, imponiendo que:

div(D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = −µρ (7.25)y usando las 
ondi
iones de 
ontorno de δC(r) se obtiene:
0 =

∫

Γi

δC(r)(D(x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂) −

∫

Γi

ρ r −
∫

Γe

ρD(x)
∂δC(r)

∂n73



Capítulo 7: Apli
a
ión del problema inversoPor lo tanto si pedimos que ρ sea solu
ión de:





∇ · (D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = −µC en Ω

ρ = f1 − D(x)
∂C(q)

∂n
sobre Γe

D(x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂ = 0 sobre Γi

µ < 0

(7.26)Se 
on
luye que:
〈J ′(q), r〉 =

∫

Γi

ρ rds =⇒ J ′(q) = ρ |Γi (7.27)Además notando que C(q) = δC(q) + C(0) se tiene:
J(q + r) = J(q) + 〈J ′(q), r〉 +

1

2

∫

Γe

∣∣∣∣
∂δC(r)

∂n

∣∣∣∣
2tomando r = −εJ ′(q) , se obtiene una parábola en ε, luego el paso óptimo para el método de ladire

ión de máximo des
enso es:

εopt =
‖J ′(q)‖2

L2(Γi)∫

Γe

∣∣∣∣
∂δC(J ′(q))

∂n

∣∣∣∣
2por lo tanto: J(q − εoptJ

′(q)) = J(q) − εopt

2 ‖J ′(q)‖2
L2(Γi)

.7.5.1. AlgoritmoNuevamente en este 
aso, el problema inverso se redu
e a un problema de optimiza
ión y utilizaremosel mismo algoritmo de la dire

ión de máximo des
enso para resolver, el esquema es el siguiente:0) Es
oger q0 y δ > 0 
riterio de parada del algoritmo.1) Dado qk en
ontrar C(qk), la solu
ión de:





−∇ · (D(x)∇C) + ~v · ∇C = µC en Ω

C = C0 sobre Γe

D(x)
∂C

∂n
= qk sobre Γi

µ < 0

(7.28)2) dk := ρk |Γi donde ρk es solu
ión de:





−div(D(x)∇ρk) − ~v · ∇ρk = 0 = µρk en Ω

ρk = f1 − D(x)
∂C(qk)

∂n
sobre Γe

D(x)
∂ρk

∂n
+ ρk~v · n̂ = 0 sobre Γi

µ < 0

(7.29)
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a
ión del problema inverso3) εk :=
‖dk‖2

L2(Γi)

‖∂ϕ
∂n‖2

L2(Γe)

donde ϕ es solu
ión de:





−∇ · (D(x)∇ϕ) + ~v · ∇ϕ = µϕ en Ω

ϕ = 0 sobre Γe

D(x)
∂ϕ

∂n
= dk sobre Γi

µ < 0

(7.30)4) qk+1 := qk − εk dk5) Veri�
ar que J(qk+1) < δ, si es así detener la itera
ión, en 
aso 
ontrario 
ontinuar en el paso(1).7.5.2. ResultadosDado que ya se habían he
ho pruebas en el no esta
ionario 
on η = 75, se de
idió probar 
oneste valor, ahora el problema era determinar el µ ade
uado mediante ensayo y error. Las pruebasarrojaron que µ = −0,005 era ade
uado llegando a un error del 6, 3%, después de 500 itera
iones,entre el �ujo estimado qe y el �ujo entregado ini
ialmente q∗ = 1000. Cabe notar que este valor
orresponde a menos el inverso del paso dt usado para resolver el no esta
ionario. Aquí podemos veren un grá�
o la solu
ión obtenida:
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Capítulo 7: Apli
a
ión del problema inversoLa solu
ión debiera estar entorno al valor 1000, pues es el valor del �ujo q∗ usado en problema(7.20), podemos ver que se aproxima salvo en las puntas, lo que ha sido 
ara
terísti
o en los ensayosnuméri
os.Una vez que esto dio resultado se probó 
on η = 50 y 
on µ = −0,0025 se obtuvo un error del7,7% después de 200 itera
iones, en el grá�
o se muestra la solu
ión obtenida:

-23500 -23000 -22500 -22000 -21500 -21000 -20500 -20000 -19500 2100 2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800

 500

 600

 700

 800

 900

 1000

 1100

 1200

"sol17.dat"

Nuevamente la solu
ión se mantiene en una franja entorno al valor 1000, aunque se nota el mayorpor
entaje de error pues esta solu
ión os
ila un po
o más que la anterior.7.6. Problema esta
ionario 
on η = 10.El objetivo de esta se

ión es lograr que el algoritmo que resuelve una pertuba
ión del problemaesta
ionario fun
ione un η = 10. Para esto se tiene dos estrategias, la primera 
onsiste en pertur-bar el problema de la siguiente manera, introdu
ir µ's distintos en las e
ua
iones que resuelve elalgoritmo, dándole más peso al µ donde la e
ua
ión presente, empíri
amente, mayores problemas de
onvergen
ia. En el 
aso en general la e
ua
ión (7.12) resultó ser la más problemáti
a. La segundaestrategia es aumentar el valor absoluto de µ por sobre 100 dejándolo igual en las tres e
ua
ionesque resuelva el algoritmo.
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Capítulo 7: Apli
a
ión del problema inverso7.6.1. ResultadosUsando varias 
ombina
iones distintas se logró 
orrer el algoritmo y hasta un 
ierto número deitera
iones el fun
ional J disminuye. El problema es que 
on un η tan bajo 
omo 10 la solu
ión quequeda es q = 0, dado que f1 es prá
ti
amente 0.7.7. Problema inverso de evolu
iónDado T > 0, se desea a partir de los ante
edentes experimentales: 
on
entra
ión de pm10 (C) en labo
a del rajo, la velo
idad del viento (~v) ∀t ∈ (0, T ) en el rajo y la 
on
entra
ión en t = 0 (C(~x, 0) =

Cini(~x)) en el rajo, en
ontrar el problema inverso, es de
ir 
ono
er la fuente de material parti
u-lado, en parti
ular el �ujo de partí
ulas generado al interior del rajo (q(~x, t) = n̂ · D(~x, t)∇c(~x, t))
∀t ∈ (0, T ).Se quiere resolver el problema inverso de emisión dentro del rajo. Es de
ir, dadas las velo
idadesdel viento, la 
on
entra
ión ini
ial de polvo y la medi
ión en el borde del rajo de la 
on
entra
iónpara todo t, en
ontrar la fuente q de partí
ulas al interior del rajo. Se tiene el siguiente sistema dee
ua
iones y 
ondi
iones de borde si se supone que el sistema satisfa
e Navier-Stokes, se de�ne ΩFy Ω tales que:

∂ΩF = Γin ∪ Γla ∪ Γe ∪ Γout ∪ Γtopy
∂Ω = Γe ∪ ΓiSe desea determinar q∗ ∈ L2(Γi) × (0, T ) sólo 
ono
iendo Cf |Γe×(0,T )= C0 donde Cf es la solu
iónde:






d
dtCf −∇ · (D(t, x)∇Cf ) + ~v · ∇Cf = 0 en (ΩF ∪ Ω) × (0, T )

Cf (0) = Cini en ΩF ∪ Ω

Cf = 0 sobre (Γtop ∪ Γin ∪ Γout) × (0, T )

D(t, x)
∂Cf

∂n
= 0 sobre Γla × (0, T )

D(t, x)
∂Cf

∂n
= q∗(t, x) sobre Γi × (0, T )

(7.31)
para esto 
onsideremos C0

f la solu
ión de





d
dtC

0
f −∇ · (D(t, x)∇C0

f ) + ~v · ∇C0
f = 0 en ΩF × (0, T )

C0
f (0) = Cini en ΩF

C0
f = 0 sobre (Γtop ∪ Γin ∪ Γout) × (0, T )

D(t, x)
∂C0

f

∂n
= 0 sobre Γla × (0, T )

C0
f = C0 sobre Γe × (0, T )

(7.32)
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Capítulo 7: Apli
a
ión del problema inverso
onsideremos f1 = −D(t, x)
∂C0

f

∂n
en Γe × (0, T ) donde n es la normal exterior a ΩF .Se de�ne

JT : C((0, T ), L2(Γi)) → R

JT (q) =
1

2

T∫

0

∫

Γe

∣∣∣∣D(t, x)
∂C(q)

∂n
− f1

∣∣∣∣
2

ds dt
on n la normal exterior a Ω y C(q) la solu
ión úni
a del sistema





d
dtC −∇ · (D(t, x)∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω × (0, T )

C(0) = Cini en Ω

C = C0 sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂C

∂n
= q(t, x) sobre Γi × (0, T )

(7.33)notando que JT es una fun
ión 
onvexa a valores positivos, además
JT (q∗) = 0por lo tanto q∗ es un mínimo global de JT , pero, si existe otro mínimo global q1, este tendrá tambiénque ser 
ero de JT y por lo tanto la solu
iones C0

f y C(q1) se pegarán bien en Γe por lo 
ual lasolu
ión Cf 
oin
idirá 
on estas fun
iones en sus respe
tivos dominios, es de
ir q∗ = q1 lo queimpli
a la uni
idad del mínimo.
〈J ′

T (q), r〉 =

T∫

0

∫

Γe

(
D(t, x)

∂C(q)

∂n
− f1

)
D(t, x)

∂δC(r)

∂n
ds dt (7.34)donde δC(r) es solu
ión de






d
dtδC −∇ · (D(t, x)∇δC) + ~v · ∇δC = 0 en Ω × (0, T )

δC(0) = 0 en Ω

δC = 0 sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂δC

∂n
= r sobre Γi × (0, T )

(7.35)suponiendo que ∇ · ~v = 0 y multipli
ando la e
ua
ión de δC(r) por ρ e integrando por partes seobtiene
0 =

∫

Ω
δCρ |T0 −

∫ T

0

∫

Ω
δC(r)(

d

dt
ρ + ∇ · (D(t, x)∇ρ) + ~v · ∇ρ)

+

∫ T

0

∫

∂Ω
δC(r)(D(t, x)∇ρ · n̂ + ρ~v · n̂) −

∫ T

0

∫

∂Ω
ρD(t, x)∇δC(r) · n̂si

d

dt
ρ + ∇ · (D(t, x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = 0, en Ω × (0, T ) (7.36)78



Capítulo 7: Apli
a
ión del problema inversoademás usando las 
ondi
iones de 
ontorno de δC(r)

0 =

∫

Ω
δC(T )ρ(T ) +

∫ T

0

∫

Γi

δC(r)(D(t, x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂) −

∫ T

0

∫

Γi

ρ r

−
∫ T

0

∫

Γe

ρD(t, x)
∂δC(r)

∂npor lo tanto si pedimos que ρ sea solu
ión de





d
dtρ + ∇ · (D(t, x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = 0 en Ω × (0, T )

ρ(T ) = 0 en Ω

ρ = f1 − D(t, x)
∂C(q)

∂n
sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂ = 0 sobre Γi × (0, T )

(7.37)tenemos
〈J ′

T (q), r〉 =

∫ T

0

∫

Γi

ρ r ds dt (7.38)
on lo 
ual
J ′

T (q) = ρ |Γi×(0,T ) (7.39)Además notando que C(q + r) = C(q) + δC(r) se obtiene
JT (q + r) = JT (q) + 〈J ′

T (q), r〉 +
1

2

∫ T

0

∫

Γe

∣∣∣∣D(t, x)
∂δC(r)

∂n

∣∣∣∣
2tomando

r = −εJ ′
T (q)y gra
ias a la linealidad de las e
ua
iones queda una parábola en ε 
on lo 
ual se obtiene que el pasoóptimo es

εopt =

∫ T
0

∫
Γi

J ′
T (q)2

∫ T
0

∫
Γe

∣∣∣D(t, x)
∂δC(J ′

T (q))
∂n

∣∣∣
2por lo tanto

JT (q − εoptJ
′
T (q)) = JT (q) − εopt

2

∫ T

0

∫

Γi

J ′
T (q)27.7.1. Algoritmo para el problema no esta
ionario0) Es
oger q0 y δ > 0 
riterio de parada del algoritmo.
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Capítulo 7: Apli
a
ión del problema inverso1) Dado qk en
ontrar C(qk), la solu
ión de:





d
dtC −∇ · (D(t, x)∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω × (0, T )

C(0) = Cini en Ω

C = C0 sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂C

∂n
= qk sobre Γi × (0, T )

(7.40)2)
dk = ρk |Γidonde ρk es solu
ión de:






d
dtρk + ∇ · (D(t, x)∇ρk) + ~v · ∇ρk = 0 en Ω × (0, T )

ρk(T ) = 0 en Ω

ρk = f1 − D(t, x)
∂C(qk)

∂n
sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂ρk

∂n
+ ρk~v · n̂ = 0 sobre Γi × (0, T )

(7.41)
3) εopt :=

∫ T
0

∫
Γi

d2
k

∫ T
0

∫
Γe

∣∣∣D(t, x)∂ϕk
∂n

∣∣∣
2 donde ϕk es solu
ión de:






d
dtϕk −∇ · (D(t, x)∇ϕk) + ~v · ∇ϕk = 0 en Ω × (0, T )

ϕk(0) = 0 sobre Γ

ϕk = 0 sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂ϕk

∂n
= dk sobre Γi × (0, T )

(7.42)4) qk+1 := qk − εk dk5) Veri�
ar que JT (qk+1) < δ si es así detener la itera
ión, en 
aso 
ontrario 
ontinuar en (1).7.7.2. La e
ua
ión retrógradaEn este algortimo, o
urre que la segunda e
ua
ión a resolver es:





d
dtρ + ∇ · (D(t, x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = 0 en Ω × (0, T )

ρ(T ) = 0 en Ω

ρ = f1 − D(t, x)
∂C(qk)

∂n
sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂ = 0 sobre Γi × (0, T )

(7.43)
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Capítulo 7: Apli
a
ión del problema inversoque tiene 
omo 
ondi
ión de borde temporal ρ(T ) = 0. Esto genera un problema en la implementa
iónpues el software utilizado (Fluent) solomente resuelve problemas de evolu
ión donde la 
on
entra
iónse supone 
ono
ida en el instante ini
ial, es de
ir en t = 0. Esto obliga a ha
er el siguiente 
ambiode variable
ρ̃(t) = ρ(T − t)que 
umple






d
dt ρ̃ −∇ · (D(T − t, x)∇ρ̃) = ~v(T − t, x) · ∇ρ̃ en (0, T ) × Ω

ρ̃(0, x) = 0 en Ω

ρ̃(t, x) = (f1 − D ∂C(qk)
∂n )(T − t, x) en (0, T ) × Γe

D(T − t, x)
∂ρ̃

∂n
+ ρ̃~v(T − t, x) · n̂ = 0 en (0, T ) × Γi

(7.44)Una de las diferen
ias relevantes 
on respe
to al 
aso esta
ionario, es que ya no observamos tantasirregularidades de las solu
iones en los bordes del rajo. Esto se debe a que las e
ua
iones es
alaresque se resuelven son del tipo parabáli
o, es de
ir una e
ua
ión tipo 
alor, y es sabido que este tipode problemas tienen un efe
to regularizante. Otra 
ara
terísti
a interesante es que a partir de 
iertoinstante la solu
ión se vuelve un po
o inestable, esto puede deberse a que lo problemas de evolu
iónson degenerativos en el tiempo.7.7.3. ResultadosLo resultados obtenidos fueron los siguientes:itera
ión ‖qk − q‖L2

‖qk−q‖L2

‖q‖L2
J(qk)

J(qk)1/2

‖f1‖L

1 1440783,965796 0,467608 13142638723072 142,156877

7 591428,927585 0,191949 87147618304 21,469051

15 539194,405194 0,174996 34474008576 13,503022

21 536856,018538 0,174237 27408451584 12,040024Esto señala altas varia
iones por
entuales de J que indi
an un avan
e de nuestra solu
ión ha
iael objetivo, y que en la prá
ti
a el algoritmo debería detenerse si J aumenta o si no muestra undes
enso notorio.7.8. El problema de estimar la 
on
entra
iónSe 
omenzó estudiando el problema de estima
ión esta
ionario, se quiere resolver el problema deestima
ión dentro del dominio, es de
ir, dadas las velo
idades del viento en el dominio y las medi
io-nes puntuales de la 
on
entra
ión de polvo en el borde del rajo, en
ontrar la fuente q de partí
ulas81



Capítulo 7: Apli
a
ión del problema inversoal interior del rajo. Se tiene el siguiente sistema de e
ua
iones y 
ondi
iones de borde si suponemosque el sistema satisfa
e Navier-Stokes: de�nimos Ω el dominio tal que
∂Ω = Γd ∪ Γi ∪ Γndonde Γd y Γn representan la parte de la frontera 
on 
ondi
ión Diri
hlet y Neumann respe
tivamen-te, la frontera Γi es donde se desea determinar el �ujo de 
on
entra
ión, es de
ir se desea determinar

q∗ ∈ L2(Γi) solo 
ono
iendo Ca ∈ R ∀a ∈ Pε 
on Pε ⊂ Ω �nito donde Ca es la medi
ión promedioen el punto a es de
ir dados c0 y q1 si Cf es la solu
ión de





−∇ · (D(x)∇Cf ) + ~v · ∇Cf = 0 en Ω

D(x)
∂Cf

∂n
= q1 sobre Γn

Cf = c0 sobre Γd

D(x)
∂Cf

∂n
= q∗(x) sobre Γi

(7.45)enton
es Ca = (
∫
Ω∩B(a,ε) Cf )/(

∫
Ω∩B(a,ε) 1) donde B(a, ε) es la bola de 
entro a y radio ε en todo esto

ε representa el radio de 
ertidumbre de la medi
ión. De�namos
Jε : L2(Γi) → R

Jε(q) =
∑

a∈Pε

1

2




∫

Ω

↿B(a,ε) (C(q) − Ca)




2donde

↿B(a,ε) (x) =

{
1 si x ∈ B(a, ε)

0 ∼ (7.46)y C(q) la solu
ión úni
a del sistema





−∇ · (D(x)∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω

D(x)
∂C

∂n
= q1(x) sobre Γn

C = C0 sobre Γd

D(x)
∂C

∂n
= q(x) sobre Γi

(7.47)notamos que Jε es una fun
ión 
onvexa a valores positivos, además
Jε(q

∗) = 0por lo tanto q∗ es un mínimo global de Jε pero no podemos garantizar que sea el úni
o mínimo de Jεes por ello que este método solo pretende dar una metodología de aproxima
ión es de
ir minimizar
Jε tratando de partir 
er
a de q∗. 82
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a
ión del problema inverso
〈J ′

ε(q), r〉 =
∑

a∈Pε

∫

Ω

↿B(a,ε) (C(q) − Ca) ·
∫

Ω

↿B(a,ε) δC(r) (7.48)donde δC(r) es solu
ión de





−∇ · (D(x)∇δC) + ~v · ∇δC = 0 en Ω

D(x)
∂C

∂n
= 0 sobre Γn

C = 0 sobre Γd

D(x)
∂C

∂n
= r sobre Γi

(7.49)suponiendo que ∇ · ~v = 0 y multipli
ando la e
ua
ión de δC(r) por ρ e integrando por partes seobtiene
0 = −

∫

Ω
δC(r)(∇ · (D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ) +

∫

∂Ω
δC(r)(D(x)∇ρ · n̂ + ρ~v · n̂)

−
∫

∂Ω
ρD(x)∇δC(r) · n̂si

−∇ · (D(x)∇ρ) − ~v · ∇ρ =
∑

a∈Pε




∫

Ω

↿B(a,ε) (C(q) − Ca)



 · ↿B(a,ε), (7.50)además usando las 
ondi
iones de 
ontorno de δC(r)

0 = 〈J ′
ε(q), r〉 +

∫

Γn∪Γi

δC(r)(D(x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂) −

∫

Γi

ρ r −
∫

Γd

ρD(x)
∂δC(r)

∂npor lo tanto si pedimos que ρ sea solu
ión de





−∇ · (D(x)∇ρ) − ~v · ∇ρ =
∑

a∈Pε




∫

Ω

↿B(a,ε) (C(q) − Ca)



 · ↿B(a,ε) en Ω

ρ = 0 sobre Γd

D(x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂ = 0 sobre Γi ∩ Γn

(7.51)tenemos
〈J ′

ε(q), r〉 =

∫

Γi

ρ rds (7.52)
on lo 
ual
J ′

ε(q) = ρ |Γi (7.53)83



Capítulo 7: Apli
a
ión del problema inversoAdemás notando que C(q + r) = C(q) + δC(r) se tiene
Jε(q + r) = Jε(q) + 〈J ′

ε(q), r〉 +
∑

a∈Pε

1

2




∫

Ω

↿B(a,ε) δC(r)




2tomando

r = −εJ ′
ε(q)de esta manera queda una parabola en ε 
on lo 
ual se obtiene que el paso óptimo es

εopt =
‖J ′

ε(q)‖2
L2(Γi)

∑

a∈Pε




∫

Ω

↿B(a,ε) δC(r)




2por lo tanto

Jε(q − εoptJ
′
ε(q)) = Jε(q) −

εopt

2
‖J ′

ε(q)‖2
L2(Γi)7.8.1. Algoritmo0) Es
oger q0 y η > 0 
oe�
iente de 
riterio de parada1) Dado qk en
ontrar C(qk), la solu
ión de






−∇ · (D(x)∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω

D(x)
∂C

∂n
= q1 sobre Γn

C = C0 sobre Γd

D(x)
∂C

∂n
= qk sobre Γi

(7.54)2)
dk = ρ |Γidonde ρk es solu
ión de






−∇ · (D(x)∇ρk) − ~v · ∇ρk =
∑

a∈Pε




∫

Ω

↿B(a,ε) (C(qk) − Ca)



 · ↿B(a,ε) en Ω

ρk = 0 sobre Γd

D(x)
∂ρk

∂n
+ ρk~v · n̂ = 0 sobre Γi ∩ Γn(7.55)84
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a
ión del problema inverso3)
εopt =

‖J ′
ε(q)‖2

L2(Γi)

∑

a∈Pε




∫

Ω

↿B(a,ε) ϕk




2donde ϕk es solu
ión de






−∇ · (D(x)∇ϕk) + ~v · ∇ϕk = 0 en Ω

D(x)
∂ϕk

∂n
= 0 sobre Γn

ϕk = 0 sobre Γd

D(x)
∂ϕk

∂n
= dk sobre Γi

(7.56)4)
qk+1 = qk − εk dk5) Veri�
ar que J(qk+1) < δ si es así detener la itera
ión, en 
aso 
ontrario, 
ontinuar enpaso 1).7.9. Con
lusiónSe ha 
onsiderado un modelo matemáti
o simpli�
ado, mediante suposi
iones físi
as ade
uadas, parael estudio del problema medioambinetal de la emisión de material parti
ulado PM10 al interior delrajo de la mina, el 
ual permite 
al
ular el �ujo y la 
on
entra
ión de material parti
ulado en estedominio.Los 
ál
ulos numéri
os muestran la forma en la que el �ujo evolu
iona, informa
ión que puedeser útil para prede
ir la 
ontamina
ión atmosféri
a y la emisión de 
ontaminantes en la mina y susalrededores, 
abe notar que para esto es ne
esario que el fa
tor que a
ompaña a la difusividad seagrande (>=50) pues, de no ser así, los 
ál
ulos numéri
os pierden sentido.
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Capítulo 8Modelo Físi
o del Rajo - Diseño
Paralelamente al estudio de la predi

ión del �ujo del material disperso en el aire usando el 
on
eptode problema inverso, el Instituo de Innova
ión en Minería y Metalurgía (IM2) se 
reo una maquetadel rajo para estudiar de manera empríri
a el movimientos del material parti
ulado. El siguiente
apítulo es un extra
to del trabajo realizado por R. Hernandez, A. Álvarez y R. Fuentes.8.1. Detalles té
ni
os del modeloLa siguiente �gura muestra las dimensiones de la maqueta:
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Capítulo 8: Modelo Físi
o del Rajo - DiseñoLa simbología (′) va a representar valores dependiente del prototipo y (′′) representa el modelo. Laes
ala es de λ = (′′)
(′) = 1

1000 .Los requerimientos del extra
tor de aire es de una velo
idad de V ′[1 − 10m/s], pero si se a
epta lasimilitud de Reynolds Re′′ = Re′, enton
es se debiera obtener que λvλl = λν y λvλl ≈ 1 por lo que
λv = 1

λl
= 1000, lo 
ual no es posible.Por ello se re
urre al modelo Euleriano ([3℄, p.116 Fig.11.7, ver (8.1)), el 
ual indi
a que en buenaparte de los 
asos los parámetros que se desean medir no varían en forma apre
iable 
uando elnúmero de Reynolds Re es mayor que un 
ierto valor 
ríti
o. Guías re
opiladas en la literatura dan

Re0 = 40000.

Figura 8.1: De�ni
ión de un modelo eulerianoLuego, si el número de Reynolds en el prototipo R′′
e es superior a Re0, la 
ondi
ión de Reynoldspuede relajarse. Si R′′

e ≥ 40000 enton
es D
H

′′ V
′′

ν′′ ≥ 40000donde ν
′′ : vis
osidad 
inemáti
a del aire y DH′′ : diámetro hidráuli
o.Enton
es si: ν ′′ = 15 × 10−6m2/s a 20C, DH′′ = 4RH′′ y RH′′ = 1×1

4 = 1
4Con esto, V ′′ ≥ 40000 × 15 × 10−6m/s y V ′′ ≥ 0,6m/sProvisoriamente, se toma un valor 
onveniente para el uso de trazador (gas, plumas u orégano):

V ′′ = 10m/s, además se usa un extra
tor y no un ventilador debido a que permite un mejor 
ontrolde la 
apa límite de entrada. 87



Capítulo 8: Modelo Físi
o del Rajo - DiseñoPérdida de 
arga: ∆P = Ktotal
ρ
2V 2

Ktotal = Kfri

ión + Ksingular

Kfri

ión = Lf
DHf : fa
tor de fri

ión de Dar
y, f≈ 0,020 Kfri

ión = 8×0,2

1 = 0,16

Ksingular = 1

Ktotal = 1,16 ≈ 2

∆P = 2 × 1,3

2
× 100 = 130Pa ≈ 13mmde agua (10mm de agua equivale 101325 Pa)Q, �ujo en volumen: Q = V A = 10 × 1 = 10m3/s = 36000m3/hEn estas 
ondi
iones de altos 
audal y perdida de 
arga, se re
omienda:1) Probar 
on el extra
tor de Genaro2) Probar 
on los extra
tores medianos disponible en el laboratorio del IM2, las 
urvas caudal/presi′onde estos extra
tores muestra que será ne
esario usar 2 extra
tores. Con estos equipos, se pue-de lograr un 
audal de salida de 3000[m3/h], 
orrespondiente a una velo
idad del orden de

1m/s, la 
ual es su�
iente para que no haya problema 
on los trazadores. Se 
onsideraran lasposibilidades de o
upar estos extra
tores en paralelo y en serie.8.1.1. Extra
tor 
onvergentePara evitar torbellinos de salida, se re
omienda 
onstruir una salida 
onvergente. Un 
onvergente
orrespondiente a una parábola 
úbi
a tangente en los dos extremos sería ideal pero imprá
ti
o dereprodu
ir en laboratorio. Se re
omienda el uso de pla
as 
onvergentes 
omo es ilustrado en lassiguientes �guras.
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o del Rajo - DiseñoSin 
onvergente

Convergente ideal

Convergente re
omendado
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Capítulo 8: Modelo Físi
o del Rajo - Diseño8.1.2. RugosidadesLas rugosidades 
orresponden a los es
alones (
ada 2
m en el modelo 
ada 20m en el prototipo) enel rajo. El Reynold de rugosidad esta de�nido por Re =
Vf ks

V , donde Vf es la velo
idad de fri

ión y
ks: rugosidad equivalente.

Vf = V

√ f
8

= 1 ×
√

0,02

8
= 0,05m/s = 5cm/s

ks = 2cm = 0,02m

Re =
5 · 10−2 · 2 · 10−2

15 · 10−6
=

103

15
≈ 70El valor del Reynolds de rugosidad 
on�rma que el sistema esta en régimen rugoso ([3℄, p.88 Fig.10.2,ver (8.2)).

Figura 8.2: Fun
ión Bnik = Bnik(Renik) para la rugosidad de Nikuradse
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Capítulo 8: Modelo Físi
o del Rajo - Diseño8.2. Resultados8.2.1. Introdu

iónSe reportan las medidas experimentales del �ujo del �uido en un modelo de laboratorio del Rajode Chuqui
amata en el IM2. El alambre 
aliente anemómetro propor
iona medidas detalladas de lavelo
idad en 
ada una de las 11 esta
iones del modelo. Estadísti
as de primer y segundo orden seobtienen a través de 
ada una de las se

iones. Las 
ir
ula
iones lo
ales del �uido y algunas propie-dades del 
omportamiento del �uido del modelo fueron dedu
idos de los datos experimentales.8.2.2. Modelo experimentalUn 2D modelo experimental (es
ala 1:1000) del Rajo de Chuqui
amata fue desarrollado en el labora-torio de �uido dinámi
a del IM2. En la �gura (8.3) se muestra un esquema del modelo experimentaldonde se indi
an las se

iones relevantes donde las medidas del alambre 
aliente anemómetro fueronrealizadas para 
ara
terizar el 
omportamiento del �uido 
on diversos números de Reynods.

Figura 8.3: Esquema del modelo experimental del laboratorio inidi
ando las se

iones relevantes.La velo
idad del �ujo fue 
ontrolada 
on una impulsión de PWM Hita
hi que gobernaba el motor yel extra
tor de CA. Los ajustes automáti
os de la fre
uen
ia de la impulsión fueron he
hos 
on unsistema de adquisi
ión 
on D/A. Un voltaje externo pequeño 0 <e <10 [voltios℄ se puede utilizarpara 
ambiar la fre
uen
ia de la impulsión en el rango 0 <F <50 [Hz℄. Este 
ontrol externo permitiórealizar las medi
iones de la velo
idad del �ujo en 
ada uno de las 11 se

iones indi
adas en la �gura(8.3) 
on un 
omputador remoto. El estudio 
onsidera diversos regímenes del �uido en fun
ión delnúmero de Reynolds, de�nido por Re = U0z/ν donde U0 es la velo
idad promedio del �ujo, z es laaltura de la se

ión y el ν es la vis
osidad 
inemáti
a del aire. En el rango 
ompleto de la impulsiónde Hita
hi se 
onsiguió regímenes 
ompletamente turbulentos 
on Resim = 4105.91
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Figura 8.4: Disposi
ión experimental. (1) Se

ión de entrada del modelo. (2) Posisionamientodel sistema-Z. (3) Punta de prueba 
aliente TSI del alambre. (4) Anemómetro termal. (5) Pre-ampli�
ador SR 560 . (6) Sistema de adquisi
ión DT322. (7) Interfaz digital para manobriar elsistema-Z. (8) Sensor de temperatura LM35DZ. (9) Filtro del antialiasing. (10) PC. (11) Condu
torHita
hi HFC-VWS.La �gura (8.4) muestra los detalles de la disposi
ión experimental usada en 
ada se

ión del modelopara registrar la serie de tiempo de velo
idad del �uido. Una prueba de punta 
aliente del alambre
one
tada 
on un anemómetro termal entrega una señal del voltaje aso
iada a la velo
idad del �uido.La señal es �ltrada y ampliada (pre ampli�
ador SR560) y enton
es muestreada 
on una tarjeta deadquisi
ión de datos DT322. Un interfaz digital D/A 
ontrola el sistema que 
ondu
e de la puntade prueba 
aliente del alambre para ha
er la explora
ión automáti
a de velo
idad del �uido a travésde la se

ión del modelo.Para 
onseguir una velo
idad suave favorable a números tan altos de Reynolds, el tiempo de laadquisi
ión debiera ser 
onsiderablemente largo, del orden de 5 minutos por series de tiempo en
ada posi
ión verti
al de la punta de prueba 
aliente del alambre. Tales series de muy largo tiemposon ne
esarias para realizar la estadísti
a de una orden más alto (espe
tros de energía, histogramas,fun
iones de densidad de la probabilidad, et
). Se utiliza una fre
uen
ia de muestreo 
onstante de8.192 [kHZ℄ en series de tiempo del orden de 5 millones de puntos de referen
ias. La fre
uen
ia del�ltro antialiasing era 3 [kilo
i
lo℄ 
on una pendiente de 12 [dB/O
t℄.
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Capítulo 8: Modelo Físi
o del Rajo - Diseño8.2.3. Posisonamiento del sistema-ZPara medir favorablemente los datos de la velo
idad en tan grandes se

iones, se desarrollo un sis-tema automáti
o para 
ondu
ir la punta del alambre 
aliente de prueba a través de 
ada uno de las11 se

iones del modelo.

Figura 8.5: Sistema motorizado para la posi
ión y el movimiento de la punta del alambre 
alientede prueba. (a) Detalles del soporte de la punta del alambre 
aliente de prueba, del motor de pasos ydel 
arril. (b) Detalles del posisonamiento del sistema-Z 
on la punta del alambre 
aliente de pruebamontado en la se

ión S10 del modelo.Este sistema 
onsiste en un tubo dural 
ilíndri
o 
on una guía donde un mar
o de soporte que resba-laba fue 
on
ebido para unir el sensor del alambre 
aliente (ver �g 8.5). El sistema se puede instalarmanualmente en 
ada se

ión que mide permitiendo 
ondu
ir la punta del alambre 
aliente de prue-ba 
on una exa
titud de 10 [µm℄ a través de una explora
ión verti
al total de 1.9 [m℄. El sistema esgobernado por un motor de pasos a través de un interfaz digital 
one
tado 
on una 
omputadora.8.2.4. ResultadosEn 
ada se

ión del modelo, el sensor 
aliente del alambre realiza una explora
ión verti
al 
ompletade la velo
idad del �ujo en pasos verti
ales de dz = 2.54 
m. El movimiento del sensor del alambre
aliente es una se
uen
ia 
ontrolada por el ordenador usando el sistema-Z des
rito anteriormente.El resultado es un 
ampo de velo
idades turbulentas en dos dimensiones(valores absolutos) U(z, t).Se registraron series de tiempo grandes de la velo
idad del �ujo usando una punta de alambre 
a-liente de prueba de TSI y el anemómetro termal. Un registro muy de largo plazo de la orden de 5minutos fue requerido (∽ 5 × 106 puntos de referen
ias por series), en una fre
uen
ia de muestreode 8192 [Hz℄. El tiempo requerido para 
ubrir una favorable medi
ión de la velo
idad era entre93
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Figura 8.6: Velo
idades promedio 〈U(z, t)〉. (a) En la se

ión S4 y (b) la se

ión S8 en fun
ión de la
oordenada verti
al Z.18 y 40 horas dependiendo del tamaño verti
al de 
ada se

ión (resolu
ión espa
ial 
onstante de
dz = 2,54cm). Una resolu
ión espa
ial tan gruesa fue en
ontrada ade
uado para resolver en la 
a-pa del borde 
er
a de las paredes del fondo y de la tapa 
uando era físi
amente signi�
ativo medir ahí.La �gura (8.6) muestra la velo
idad promedio en la se

ión S4 y S8 la 
ual 
orresponde al prin
ipioy al �nal de la se

ión grande del modelo respe
tivamente. Se observa un 
ambio dramáti
o de lavelo
idad máxima 
uando se levanta la fre
uen
ia del 
ondu
tor Hita
hi sobre 10 Hz. El �ujo es
ompletamente turbulento en ambos 
asos y la zona de la alta velo
idad esta bien se lo
alizada enla parte superior del grá�
o mientras que el número de Reynolds 
re
e.

Figura 8.7: (a) Velo
idad promedio 〈U(z, t)〉 y (b) Flu
tua
iones de velo
idad Urms(z) en fun
ión dela
oordenada verti
al z para 4 valores de la fre
uen
ia de la impulsión de Hita
hi (motor-ventilador)en la se

ión S2.La �gura (8.7) muestra la velo
idad promedio y las �u
tua
iones de velo
idad en fun
ión de la
oordenada verti
al z en la se

ión S2, la 
uál es la entrada del modelo experimental. Se observa94



Capítulo 8: Modelo Físi
o del Rajo - Diseñoque el �ujo es absolutamente suave para todos los números de Reynolds y los �u
tua
iones del �ujoson absolutamente uniformes a través de la se

ión aunque aumentan 
on el número de Reynolds.En
ontramos que las �u
tua
iones de la velo
idad del �ujo son absolutamente pequeñas en esta se
-
ión de la entrada, de la orden de 3%, no obstante en las se

iones del interés prin
ipal (S4, S5, S6,S7, S8) que 
orresponden al modelo del Rajo, las �u
tua
iones del �ujo pueden al
anzar fá
ilmentehasta 20%.8.2.5. Fun
ión de densidad de probabilidad y espe
tro de energíaLa �gura (8.8) muestra estadísti
as de segundo orden para la se

ión S4, bajo la forma del espe
trode energía y fun
iones de densidad de probabilidad normalizadas(pdf). Los espe
tros de energíason fun
iones 
ontinuas 
omo en el �ujo 
ompletamente turbulento. Aunque, diversos es
alamientosiner
iales se en
uentra en regiones 
er
a de la pared inferior y en la se

ión 
entral. En esos númerosrelativamente altos de Reynolds no hay eviden
ia de ningún movimiento periódi
o en la se

ión S4.Sin embargo, los histogramas 
omputados (PDFs) no son simétri
os, 
on 
olas logaritmi
as ha
ia�u
tua
iones de baja velo
idad que indi
an la presen
ia de explosiones de baja velo
idad en
ontradaen la serie de velo
idad del tiempo.8.2.6. Velo
idad promedio y �u
tua
iones

Figura 8.8: Los espe
tros de energía típi
os (izquierda) y las fun
iones de la densidad de probabilidad(dere
ha) de la serie de la velo
idad del tiempo en la se

ión S4 para 2 valores del número de Reynoldslo
al , Re = 1,2105 y Re = 5105 que 
orresponden a la velo
idad de la 
apa límite (z = 15 
m) y ala velo
idad en la se

ión del 
entro (z = 66 
m).
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Capítulo 8: Modelo Físi
o del Rajo - Diseño8.2.7. Observa
iones y trabajo en progresoEstadísti
as de primer y segundo orden fueron obtenidas sobre el modelo experimental entero.Lavelo
idad del �ujo y las �u
tua
iones de la velo
idad 
orrespondientes indi
an que los regímenes 
om-pletamente turbulentos están generados en 
ada se

ión del modelo. Parti
ular énfasis fue desplegadoen el estudio de las se

iones S4 a S8 que 
orresponden al Rajo en sí mismo. Fuertes 
ir
ula
ionesfueron en
ontradas en la entrada del Rajo así 
omo en la salida del Rajo que indi
aba un 
ompli-
ado e inestable patrón del �ujo en los valores parti
ulares del número de Reynolds. Los espe
trosde energía realizados en serie de la velo
idad del tiempo son 
ara
terísti
os de �ujo 
ompletamenteturbulentos, donde las leyes del es
alamiento entre la energía y las es
alas del �ujo (números de laonda) estan 
er
a del es
alamiento universal de Kolmogorov en la región interna de los espe
tros.La parte del trabajo pendiente es una visualiza
ión 
ompleta del �ujo usando una hoja 
on luz lasery trazalíneas de partí
ulas, para determinar las regiones donde la re
ir
ulan
ión es la más intensasen el modelo.Para ver bibliografía de este 
apítulo observar las siguientes referen
ias: [6℄, [7℄, [8℄, [9℄ y [10℄.Las imagenes 8.9, 8.10, 8.11 y 8.12 muestran la maqueta 
ubierta por una 
ubierta os
ura 
on elobjetivo de fotogra�ar el movimiento.

Figura 8.9: Fotografía de la maquetaY por último, la imagen 8.13 es la fotografía entregada por el 
omputador de la velo
idad.96
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Figura 8.10: Fotografía de la maqueta, a la izquierda se puede observar el extrator de aire

Figura 8.11: Fotografía del 
ostado 
ubierto de la maqueta97
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Figura 8.12: Fotografía del 
ostado des
ubierto de la maqueta

Figura 8.13: Fotografía de la velo
idad98



Capítulo 9Con
lusión
En aspe
tos generales, 
ono
er el �ujo del polvo en suspensión a partir de medi
iones en el otroextremo del dominio de manera exa
ta es bastante difí
il. Todo depende de la forma del dominio
Ω , de la difusión y de la velo
idad. Estos tres fa
tores 
ombinados son determinantes en la presi-
ión 
on que se en
uentra el �ujo q∗m. Lo fundamental es que el lugar de medi
ión (Γl) obtenga lamayor informa
ión posible de lo que o
urre en el borde donde se quiere prede
ir el �ujo (Γm). Enotras palabras, que las partí
ulas sólidas provenientes del muro lleguen al lugar de medi
ión lo másdistribuidas posibles. El valor de la difusión es trasendental, si la difusión es pequeña 
omparada
on la velo
idad la 
on
entra
ión que se en
uentra 
er
ana al muro se va a mantener alrededor aeste, 
on
entrando las medi
iones signi�
ativas sólo en una se

ión del borde. Hay que 
onsiderarla forma del dominio, espe
ialmente el borde de medi
ión, el 
ual debe ser de una forma tal queobtenga la mayor 
antidad de informa
ión lo más distribuida posible.En el 
aso de los ensayos numéri
os realizados 
on un dominio parti
ular se obtuvo que para el
aso esta
ionario, �ujo a estimar 
onstante y alta difusión es bastante fa
tible en
ontrar este �ujo.El fun
ional J se pudo redu
ir a un nivel 
onsiderado numéri
amente 
omo 
ero, tomando en 
uentael largo del borde ql y en las dimensiones que se estaban trabajando, se 
omenzó desde un valor Jdel orden de 108 y se redujo hasta el orden de 10−2 en 1000 itera
iones, numéri
amente el problemase mantuvo bastante estable, ya al �nal tuvo algunos problemas en que J aumentaba el valor perola tenden
ia siempre fue a la baja. In
luso la tasa de 
onvergen
ia fue del orden o( 1

x1,88 ). Pero, nosólo hay que analizar el 
omportamiento de J sino que también 
omparar el valor de q∗m (�ujo en
Γm del problema dire
to) 
on el valor qk en
ontrado por el algoritmo. Estos resultados también sonmuy auspi
iosos ya que el error relativo en Γm es ‖qk−q∗m‖

‖q∗m‖ = 1,12 · 10−3.Las pruebas para el 
aso en evolu
ión fueron menos favorables que en el 
aso esta
ionario debi-do a que el fun
ional JT no disminuyó a un nivel signi�
ativo aunque en los 
asos disminuyó unorden de magnitud. Debido a estos resultados, se estudió el error relativo ‖qk−q∗m‖
‖q∗m‖ 
omo √

2JT (qk)

‖ql‖
, 
on99



Capítulo 9: Con
lusiónestos valores y analisando los grá�
os aso
iados se llegó a la 
on
lusión que en este 
aso es posiblesólo en
otrar una tenden
ia del valor de q∗m, pero por la velo
idad en el espa
io Ω y espe
ialmenteentorno a Γm es difí
il en
ontrar de manera pre
isa q∗m. La otra 
ompli
a
ión que se enfrentó en laspruebas del problema no esta
ionario fue el 
omportamiento anómalo de JT el 
ual tiene una os
i-la
ión dependiente del valor de T , esto se expli
a prin
ipalmente a errores numéri
os presente en laresolu
ión del algoritmo, dado que los problemas en evolu
ión son degenerativos a través del tiempo,si además se le agrega que por 
ada itera
ión se resuelven 3 sistemas de e
ua
iones, la a
omula
iónde errores es signi�
ativa.La apli
a
ión del problema inverso a la estima
ión de las partí
ulas PM10 al interior del rajo de lamina es fa
tible bajo algunos supuesto 
omo es de 
ono
er la 
on
entra
ión en todo un borde. Enel 
aso real sólo se 
ono
e el valor de las 
on
entra
iones en las esta
iones de monitoreo. El mayorproblema que se presentó fue el valor de la difusión ya que estos eran muy pequeños para la velo
idadutilizada, lo que produ
ía que el sistema aso
iado al problema dual divergiera, para solu
ionar estein
onveniente se usaron algunos arti�
ios 
omo ponderar la difusión por un valor alto y suponer queexiste una fuente en el dominio, todo esto ayudó signi�
ativamente a la 
onvergen
ia del algoritmo,pero la solu
ión en
ontrada 
on estos 
ambios debe 
oin
idir o semejarse al resultado bus
ado en el
aso ini
ial. Realizando varias pruebas numéri
as se pudo redu
ir el 
oe�
iente a
ompañando a ladifusión a 50 y el valor del fa
tor aso
iado a la fuente se tomó 
omo −0,0025, lo 
ual entregaronresultados muy a
orde al valor bus
ado en el 
aso ini
ial.
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