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“ESTUDIO DE PROBLEMA INVERSO ASOCIADO A LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTOS DE
PARTICULAS SOLIDAS ACOPLADAS CON UN FLUIDO”

El presente trabajo de titulo presenta el estudio en conjunto del Centro de Modelamiento Matemético
(CMM) y el Instituto de Innovacion en Mineria y Metalurgia (IM2) para estimar el comportamiento
del material particulado acoplado con el aire al interior de un dominio, sé6lo haciendo mediciones en
una seccién de un borde.

En la primera parte se presentardn las ecuaciones de movimientos involucradas, definiciones y algu-
nas hipoétesis. Luego, se presenta el problema inverso a estudiar, donde se estudia el caso estacionario
no acoplado en un dominio cualquiera, para entregar un algoritmo que entregue una estimacién de
la solucion. También se analizaran pruebas numeéricas realizas para este caso. Posteriormente, se es-
tudiara el caso no estacionario entregando un algoritmo similar al caso estacionario y se analizaran
los ensayos numeéricos respectivos. Para esto se define un funcional J apropiado para minimizar, tal
que, el flujo que hace minimo este funcional coincida con el valor del flujo sobre el rajo del problema
directo. Para encontrar el minimo se usa el método de maximo descenso, por lo que hay que derivar
J y usar un problema dual para encontrar de manera explicita la derivada del funcional.

En la ultima parte se aplicard el problema inverso a un problema medioambiental que consiste
en predecir el comportamiento del material particulado en suspension en el aire con datos experi-
mentales en una mina de rajo abierto.

Se concluye que es factible poder predecir el comportamiento en todo el dominio, especialmente

en el caso estacionario, pero que existe una gran dependencia de la efectividad del método con la
difusividad, la velocidad del viento y la forma del dominio.
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Capitulo 1

Introduccion

Cuando se trabajan con ecuaciones diferenciales no siempre se requiere encontrar la solucién del
esta, sino, por ejemplo, se desea conocer los coeficientes de la ecuacion, determinar alguna condicién
de borde, etc. Estos problemas son conocidos como problemas inversos.

El problema inverso a tratar es el si el borde de un dominio se separa en dos y se efectiian me-
diciones sobre uno de ellos se quiere recuperar las condiciones de borde el otro. Especificamente,
en un dominio §2 el borde se divide en dos I'y,, y I'; y al interior se tiene polvo en suspension en el
aire. I'; representa el borde donde se realizan las mediciones, no tiene condiciones particulares, ahi
se conoce los valores de la velocidad, concentraciéon del polvo y flujo de este. Con estos datos se quie-
re conocer el flujo del polvo en I';;,, en el cual se suponen condiciones de muro, es decir velocidad nula.

En la primera parte se presentaran las ecuaciones de movimiento involucradas, definiciones y algunas
hipotesis. Luego de algunas simplificaciones la ecuaciéon que gobierna el valor de la concentracion C'
en () es

%C#—VC"U:V-(DVC’),

donde @ es la velocidad de C'y D la difusiéon que es conocida.

Para estudiar este problema inverso se separa en dos grandes partes el caso estacionario y luego
no estacionario. Los dos casos se trabajan de la misma manera, para encontrar el flujo ¢, en I';, se
define un funcional J : L?(T',,) — R con el objetivo de que el minimo de J coincida con ¢,. Se
demuestra que J es convexa por lo que se usaré el método de gradiente conjugado para encontrar el
minimo. Para ello se debe calcular la derivada de Gateaux de J. Con esto se explicita un algoritmo

que entrega una sucesion de flujos g que converge a g;,.

Es importante estudiar como funciona numéricamente el algoritmo, por eso se realizaron pruebas

numeéricas tanto para el caso estacionario como el de evoluciéon. En estas secciones se analizara la
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convergencia del método y algunos problemas que se presentan especialmente en el caso de evolucion.

El estudio de este problema inverso se motivo desde un problema medioambiental relacionado con
la mineria a gran escala. Las minas de rajo abierto son focos de contaminacion debido, entre otras
cosas, al polvo en suspensién en el aire producto de las tronaduras. Es por eso que se colocaron
en los cuatro puntos cardinales puntos de mediciéon de particulas PM10. Las particulas PM10 son
particulas de tamano menor o igual a 10um suspendidas en un gas, en este caso el aire. Particulas
més grande se filtran en la nariz y garganta y no causa generalmente problemas, pero las particulas
més pequenas como las PM 10 se pueden alojar en los bronquios y pulmones causando serios danos
de salud. Es por ello que se quiere conocer el comportamiento del polvo en suspensién al interior del

rajo y para esto se usard el problema inverso visto en los primeros capitulos.

Para finalizar se mostrard parte de un trabajo paralelo a la prediccién que consiste en realizar
una maqueta de la mina de Chuquicamata y estudiar el comportamiento de material en suspensién

en la maqueta.



Capitulo 2

Conceptos tedricos

2.1. Definiciones

El problema a estudiar involucra las ecuaciones de movimiento de particulas dispersas en un
fluido, es decir particulas sélidas interactuando esparcidos en un fluido. Por ello antes de establecer
las ecuaciones de movimientos y dar a conocer el problema inverso a estudiar son necesarias algunas
definiciones (|2]).

Se define la densidad p(Z) de un material en & € R", como

oM
7):= lim —
p(7) = Mm o

donde dM es la masa del volumen V.

Debido a que las particulas dispersas en todo el volumen §V son una cantidad finita, existen dos
posibilidades cuando |§V| tiende a cero, una es que 6V llegue a encerrar s6lo una de las particulas
dispersas o que dV solo involucre el volumen del fluido. Para evitar este problema en las siguientes
definiciones se va a utilizar un 6V volumen limite, donde |5V0‘ > 0 pequeno.

Con esto se pueden definir los coeficientes adimensionales oy, a.:

oVyq

og:= lim —=
sV—sv0 OV’

donde §V 4 es el volumen de la fase dispersa contenida en §V. Andlogamente se define ., pero, para

el volumen de la fase continua (fluido) contenido en 6V. Claramente ag + a, = 1.

La densidad aparente de la fase dispersa (resp. continua) se define como:
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S lim oM,
Pd = 0 BV
. OM.

)7

donde §My (resp. 6M.) es la masa de la fase dispersa (resp. continua) contenida en 0V. Entonces la

e = 1
(resp. pe 5\/1{?\/0 oV

densidad mixta es p,, = pg + pe-

La masa asociada a la fase dispersa puede ser escrita como dMy = pgdVy con pg la densidad material
con se concluye que pg = pgaq. Anadlogamente se obtiene que p. = pc.ae. Por lo que otra expresion

para la densidad mixta es p,, = acpc + agpq.

Por tltimo @ es la velocidad del fluido, ¥ es 1a velocidad de las particulas y D es el coeficiente
de difusion.

2.2. Sistemas de ecuaciones

Sea 2 C R™ un conjunto abierto, conexo y acotado con n € {2,3} y T > 0. La ecuacion de
conservacion de masa para el fluido en  en un intervalo de tiempo (0,7"), usando derivadas totales,

es:

D(aep.)

o~ Oen Q% (0,7) (2.1)

Como se asume que el material disperso se difunde a través del fluido, a la ecuacién de conservaciéon
de masa para las particulas se agrega el término correspondiente a la difusion (ley de Fick):

D(aqpaq)

o =V (DaV(agpa)) en 2 x (0,T) (2.2)

Ahora como se esté analizando el problema con una perspectiva lagrangiana, i.e. = Z(t). Entonces
las ecuaciones (2.1) y (2.2) se pueden escribir respectivamente como:

HOLe) | Vaepe) -it= 0 en 0 x (0.7) Y
y
9(aapa) + V(agpa) - 7=V - (DgV(aapa)) en Q x (0,T) 24

ot
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Las ecuaciones de consevacion de momentum y masa para sistemas acoplados (Navier-Stokes) para

un fluido imcompresible es:

{ Nachc®) 4 (7. V) (appeil) = eV - o(il,p) + Qeped — Blii —T)  en Q x (0,T) 2.5

V-u = 0 en Q x (0,7

La suspension de las particulas solidas se estudiard como la dinamica de dos fluidos imcompresible
acoplados, por lo que la ecuaciéon de conservacion de momentum para las particulas dispersas queda:

{ Noapa®) 4 (5. V) (agpa?d) = gV - o(T.p) + agpad + B(@—7F) en Qx (0,T) (26)

AVA)) = 0 en Q x (0,7

donde p es la presion, § € R” es la constante gravitacional, 3 € R constante de acoplamiento y

o(w,p) € R™ x R™ es el tensor de esfuerzos con o(w,p) = —pl, + 2ue(w), con I, matriz identidad
. . — 1/ 0w; ow;
de n x n, p viscosidad y e(w);; = g(a;”j + Fr)-

2.3. Problema directo y condiciones de borde

I

Mm

Figura 2.1: Dominio €

Sea Q C R™ un abierto, conexo, acotado y 92 = I’y UT',, con I'; y '), curvas conexas y suaves, tal
que [I'y NT,,| = 0. Entonces el problema consiste que en €2 se mueve un flujo de aire (fase continua)
que intercattia con un material particulado (fase discreta) que proviene de I';,, el cual para el aire
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representa un muro (condicién Dirichlet) que emite este material particulado. I'; es una superficie
que no cumple las condiciones tipicas de frontera (Dirichlet o Neumann), es la frontera donde se

Y

conocen todos los valores de las velocidas y concentraciones.

Por lo tanto el problema directo a resolver, suponiendo conocidas todas las condiciones de borde,

ademéas de Dy, By g

(20D 4 (i1 V)(aepeil) = eV - o(id,p) + aeped — B —¥) en ©x (0,T)
% + (- V)(0gpa®) = gV -o(T,p) + aapad + Bld@ — 7) en Qx (0,T)
a—(aai’%) +Viaepe) @ = 0 en Q x (0,7) 2.7)
Aoard) 4 V(aapa) T = V- (DaV(agpa)) en Q x (0,7)
V-7 = 0 en Q x (0,7)
{ V-u 0 en Q x (0,7)
Condiciones sobre I'; x (0,7'):
U =1 U= (2.8)
Pd = Pdi Pe = Pel (2.9)
aq = ag Qe = Qg (2.10)
P =Ppo (2.11)
(2.12)
Condiciones sobre I'y, x (0,7):
T-h=0 77 =0 (2.13)
8(adpd) a(acpc)
D _ Aepe) _ 2.14
5, q o 0 (2.14)
i=0 2.15)
(2.16)

Donde 7 es la normal exterior a ).
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Estudio del problema estacionario

En esta seccién se van a hacer algunas simplificaciones y se va a definir el problema inverso a estudiar

para este modelo.

3.1. Simplificacién del problema

En un comienzo se haran las siguientes hip6tesis que se iran relajando a medida que se avanza en el

estudio del problema.

= (H1) Como se verda méas adelante en la motivacion del problema se vera que el acoplamiento

. . - 2 - = [P
de las particulas con el fluido es muy bajo por lo que se supondrd que @ = 7 y que a_i- ~ 0.

» (H2) El sistema no varia en el tiempo, es decir es un problema estacionario.

3.1.1. Problema estacionario no acoplado
En esta seccion se supondran ciertas las hipotesis (H1) y (H2). Entonces si se cumple (H1), ¥ = 4,

sumando las ecuaciones (2.5) y (2.6) se obtiene que

O((agpg + qepe)V R R R R
(@apa L)Y | (5. 9 (apa + aapa)) = (aa + )V - (5, p) + (aapa + cepe)d en @ x (0,T)

ot
(3.1)
Recordando que la densidad mixta p,, = agpqs + qpq, se tiene que
(pm¥) = R - - 9
5+ (T-V)(pm?) =V - 0(T,p) + pmg en Q x (0,7T) (3.2)
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Y considerando flujo incompresible V - ¥ = 0 el problema se reduce a un sistema de Navier-Stokes
para un sistema no acoplado con densidad p,,, ya que p,, = p.. Incorporando las hipotesis (H1) y
(H2) el sistema se reduce a:

(8- V) (o) = V - 0(T,p) = pg en O (3.3)

Para simplificar atiin més el problema no se consideran los efectos de la gravedad. Por lo tanto el
sistema a resolver es el siguiente:

V.- = 0 en{ '
Por ultimo la ecuacién de conservacién de masa para la fase dispersa bajos estas hipotesis:
VC-7=V-(DgVC) en Q (3.5)

con C := agpq.

3.1.2. Problema inverso

El objetivo es poder conocer el valor del flujo ¢, en I'y, a partir de mediciones sobre I'; (ver figura
2.1). Entonces si se supone conocidos sobre T'j:

C=0q
oC
Dag=a (3.6)
n
U =1

El problema se puede escribir como:

Encontrar ¢, € L*(T,,) tal que (C, 7, p) resuelva

(T V)(pm¥) — V - o(U,p) = 0 en
Vv = 0 en
vC v = V- (DgVC) en (3.7)
v = 1, C =0 P =po sobre I’
v =0, Ddg—(n] =q, sobre I'y,

t.q. C satisfaga Dd% =gq;en I'.



Capitulo 3: Estudio del problema estacionario

3.1.3. Funcional J y sus propiedades

Para encontrar ¢, se define el funcional

J:L*T,) =R
1 oC 2
J(q)—i/rl Dda_n(Q)_QI ds,

donde C(q) es la concentracion en € con flujo ¢ en I'y,. Notar que (7, p) no depende del flujo ¢, por
lo que la velocidad ¥ y la presion p se pueden resolver independiente de la concentracion C'y al flujo

q:

(U V) (pm¥) — V - o(¥,p) = 0 en ()
T — 0
vy v (33)
U =1 P =po sobre I
=0 sobre I',,,
El objetivo es poder encontrar ¢, € L?(T',,) t.q. se tenga que:
VC(q,) v = V- (DVC(q)) en ()
Cl(q},) = C sobre T (3.9)

Da%l(gm) = G sobre I,

Ademas Ddg—g(q;‘n) = q; en I';. Lo que implica que ¢}, es un cero del funcional J y es el que minimiza

el mismo. Por lo tanto el problema se puede pensar como el siguiente problema de optimizacion:

Encontrar ¢, € L*(T,,) t.q.:

2

oC s

da_n(Qm) —q

1
J(q,) = { J(qm) = i — D
(qm) QMEHLI/%I(]Fm) (q ) QMEHE%I(lFm) 2 /Fl

Entonces se quiere buscar el minimo del funcional J, para ello existen varias técnicas dependiendo
de las propiedades de J, como se mostrard J es convexa por lo que para estos casos es natural
usar el método de gradiente conjugado. Para demostrar la convexidad de J, primero, se veré el
comportamiento de C' en funciéon de q.

Estudio de la linealidad de C(q)
Al observar el sistema (3.9) y si se supone que C; = 0, es claro que C' es lineal con respecto a g,

i.e. C(qg+ Ar) = C(q) + AC(r) con ¢, 7 € L*(T}) y A € R. El problema es si C; # 0, puesto que se
pierde la linealidad con respecto a ¢, pero esta no linealidad de C(q) tiene las propiedades suficientes

10
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para demostrar la convexidad de J. En efecto, considerando C(q) y C(r) soluciones de (3.9) con
condicién de borde Neumann ¢ y 7 sobre I'; respectivamente. Al sumar ambas ecuaciones se obtiene
que C(q) + C(r) es solucion de:

V(C(q)+C(r))-v = V-(DgV(C(q) +C(r))) en
C(q) +C(r) 2C, sobre T (3.10)
Ddg—flC(q) +C(r) = q+r sobre Ty,

Con lo que se puede concluir, dado la unicidad del sistema, que C(¢ +r) = C(q) + C(r) — C(0).
Ahora si comparamos el sistema que satisface C(A\r) con el que satisface AC'(1):

VC(r)-v = V- (DgVC(Ar)) en

C(Ar) = ( sobre T (3.11)
Ddg—g()\r) = Ar sobre T,

VAC(r)-v = V- (DgVAC(r)) en ()
AC(r) = A(C; sobre I (3.12)
Dd%C(T) = Ar sobre T,

Se llega a la conclusion que C(Ar) = AC(r) — (A — 1)C(0).

Por lo tanto

C(qg+ Ar)=C(q) + NC(r) — C(0)) (3.13)

Convexidad de J

Para estudiar la convexidad de J, primero hay que analizar la convexidad de C con respecto a g,
usando (3.13) se obtiene que

Cltq+(1-t)g2) = C(tq1)+(1-t)C(g2) — (1-)C(0) = tC(q1)— (t—1)C(0)+(1-1)C(g2) — (1-¢)C(0)

entonces,
Cltqr + (1 —t)ga) = tC(q1) + (1 = 1)C(ga), Vt € (0,1),Yqu1, g2 € L*(T)

Con lo que se obtiene que C es convexa y con ello se concluye la convexidad de J. En efecto,

aC 2
Dd—(tql + (1 — t)QQ) — (] ds

1
J(tqr + (1 —t)g2) = §/r o
l
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Capitulo 3: Estudio del problema estacionario

1 oC oC 2
=3 /Fz Dy <ta—n(Q1) +(1— t)'an'(‘h)) —q| ds
t oC 2 (1—1) aC 2
< 2 = _ = _
<3 /Fz Dy o (1) —q| ds+ 5 /Fz Dy o (@2) —q| ds

=tJ(q) + (1 —t)J(q2)

Minimo global J

Al ser J convexa tiene un minimo que es global y vale cero, pero si suponemos que se alcanza en

dos flujos distintos, es decir ¢}, # ¢2, v J(q},) = J(g%,) = 0. Luego, se tendra que Co(q}, — ¢2,) =

Clgh, —q2) — C(0) = C(q},) — C(g2,), entonces Co(gr, — ¢2,) Ir,= 0y D52 (g, — ¢2) Ir,,= 0. Pero

por las condiciones fisicas del sistema, como lo son la difusion (alta) y que C > 0 en Q, si en I,

existe un flujo distinto de cero no se pueda alcanzar una concentracién C’o(q}n — q%l) Ir,= 0y con
aC

flujo DaSE (¢, — ¢2,) nulo en el borde Ty. Por lo que se llega a una contradiccion, entonces existe

solo un flujo ¢}, € L*(T'y,) t.q. J(g},) = 0.

3.2. Meétodo del Gradiente Conjugado

El método del gradiente conjugado es un método que se utiliza para encontrar el minimo de funciones
convexa, el cual genera una sucesion que converge al minimo [4]. Esta sucesion se genera de la
siguiente manera qx4+1 = qi + €xdg, tal que J(gr4+1) < J(qr) con dp = —DJ(q), donde DJ(q) es la
derivada de Gateaux de J y € escogido de manera adecuada para que el funcional J evaluado en

qx+1 sea el menor posible.

3.2.1. Derivada de Gateaux de J

La derivada de Gateaux se define como

(DJ(q),r) = 7171_)1% J(q“?’;])—J(q),

se define también

6Cq(r) == (DC(q),7),

facilmente se puede mostrar, usando 3.13 que 6C,(r) = C(r) — C(0).

Entonces,
2
DdaC(qunT) ol ds
on

1
J(q+m‘)=§/F
l
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Capitulo 3: Estudio del problema estacionario

1 oC(q) aoc(r) ac(), |
Hawm) =g [ PTG npd G = T —a ds
1 aC(q) 2, Llacr)  ac(o)]? aC(q) oC(r)  aC(0)
_5/111 <‘Dd on X D on  on +20(Da on — ) D on  on )] ds

lo que implica

(C(r) = C(0))

J(g+nr)—Ja) _ %/Fl (an -

n

2
+20,259 4y, (0w - 0(0))) s

por lo tanto

D307} = [ (D2 — D2 g

Iy

Pero el objetivo es poder encontrar DJ(q) explicitamente, es decir encontrar una expresion de la
forma

(DJ(q),r) = [ ¢rds,
Tm

donde DJ(q) :== ¢ |r,, v ¢ es una funciéon a encontrar.

A continuacién se buscan condiciones sobre ¢ para que se cumpla esta igualdad.

Problema dual

Para encontrar condiciones sobre ¢, primero se debe identificar el sistema que satisface §Cy(r), pero
esto no es dificil de obtener teniendo claro que 6Cy(r) = C(r) — C(0) (ver 3.13).

Por esto el sistema que satisface 6Cy(r) es

VoCy(r)- v = V- (DgViCy(r)) en

dC,(r) = 0 sobre I'; (3.14)
Dy 8ggq (ry = r sobre T,

Sea ahora ¢ € H'(£2), entonces si la primera ecuacion de (3.14) se multiplica por ¢ y luego se integra
en todo {2 se obtiene

/Q (SVSC, () - T — &V - (DaV5C,(r))) da = 0 (3.15)

integrando por partes el primer término,

/ ¢V OC,(r) - vdx = dCy(r)pv - nds — / 0Cy(r)V - (¢V)dz
Q o0 Q
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Capitulo 3: Estudio del problema estacionario

Usando que V - (¢7) = ¢V -0+ 0-Vop=0+7-Vo
/ ¢VC,(r) - vdx = | 0Cy(r)¢v - nds + / 0C,(r)pv - nds — / 0C,(r)v - Vodx
Q I m Q

Ademés ¥ =0 en Iy, (ver 3.8) y 6Cy(r) |r,= 0 (ver 3.14) se concluye que

/ ¢V C,(r) - vdx = —/ 0C,(r)v - Vodx
Q Q

Por otro lado, integrando por partes 2 veces el segundo término de (3.15)

/ OV - (DgVSC,(r)dzx = | D ¢a<sc / DaVé - V5C,(r)da
Q o0

B 96C,(r) iy

- | Pt~ | p.ZEacras+ / V - (DaV)5C, (r)da

Utilizando las ecuaciones de borde para 6C,(r) de la ecc. (3.14) se tiena la igualdad

/Qtﬁv-(DdVéCq(r)da: = N Ddgbaégz(r)ds—/rm < g¢50 (r)— qﬁ) ds+/QV-(DdV¢)5C’q(r)dx

Reemplazando estas identidades en la ecuacion (3.14)

, Cy(r) 9¢ _
_/qu(r) (7 Vo + V- (DY) dr — | Dy? o ds +/Fm (Dd%wq(r)_w) ds =

I
(3.16)
Sia¢ec HY(Q) le pedimos que satisfaga el sistema:
7-Vo+V-(DygVep) = 0 en Q
10) = q — Ddg—g(q) sobre I (3.17)
Dd% = 0 sobre I'y,
Entonces, la ecuacion (3.16) se reduce a
oC 06C,
/ Da—=(q) — @i ) Da——2(r)ds = | ¢rds (3.18)
I a 8 I
El problema (3.17) se conoce como problema dual, asociado a C(q).
Por lo tanto
9C(q) 06C,
D = D —q | Dg——(r)ds = d :
w10 = [ (2252~ ) DTG ety = [ o .19
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Capitulo 3: Estudio del problema estacionario

Algoritmo de busqueda del minimo usando gradiente conjugado

Conociendo explicitamente el valor de (DJ(q),r) se puede construir el método del gradiente para el
funcional J.

Si se conoce q € L?(T'y,), el siguiente flujo gz 1 € L2(T'y,) es

Qk+1 = Qi + Erdy

con dp = —DJ(q) = —¢ |r,,, entonces

oC 2
J(qr+1) = J(q + erdy) = / —(qr +erdi) — q| ds
2 Fl (971
1 oC oC oC 2
T =5 [ |+ (G~ 520) —a o

Se sabe que Jep > 0 t.q. J(qr+1) < J(qr) si DJ(q) # 0, por lo que hay que buscar el 6ptimo, es

10 =3 [ 5@+ (G- o) -

on 0 on
Como f es cuadratica, para encontrar el minimo de f sélo hay que derivar e igualar a cero.

P = [ (Gt + o (G - 5200) —a) (G0 - 520 ) ds =0

Por lo tanto

decir, que minimice:

2
ds.

Jo, (55 (@) — ar) (55 (di) — 55(0)) ds
S, (% (dy) — 92(0))” ds

Ep = —

Ademés si se considera que 0Cy(dy) = C(dy) — C(0) entonces
o (%5 (ar) — @) St (di)ds
k= 860
” (dk)HL2(rl

Por lo que el algoritmo para encontrar una sucesion {qx}ren € L?(T'y) t.q.
lim q = ¢,
donde ¢* es solucion de (3.9) se puede escribir de la siguiente manera:
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Capitulo 3: Estudio del problema estacionario

. Escoger qo € L?(T'y,).

. Resolver
VC(qr) -7 = V-(DgVC(qr))  enQ
C(qr) = C sobre T (3.20)
Ddg—g(qk) = qk sobre I',,

usando Ddg—g(qk) Ir, calcular J(qx) si J(gx) < 7, detener el algoritmo. Donde 1 > 0 criterio
de parada.

. Resolver el problema dual

U-Vor +V - (DgVor) = 0 en
¢k = q— Dd%(qk) sobre Pl (3.21)
Dd% = 0 sobre I'y,
. Resolver
ViU = V- (DgVéCy(r)) en ()
Ok = 0 sobre I' (3.22)
Dd% = — ¢ sobre I'y,

usar Dd%% Ir, ¥ ¢k |r,, para calcular e, definir gx+1 = qx — €1 % |, vy volver a 2.
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Capitulo 4

Pruebas numeéricas para el problema
estacionario

Luego de encontrar el algoritmo es necesario estudiar como funciona éste mediante un ensayo nu-

mérico. En este capitulo se mostraran algunas pruebas realizadas para el caso estacionario.

El dominio utilizado para esta prueba es una semicircunferencia con centro en el origen y de ra-
dio 100 m, donde la parte curva representa el muro (I'y,) y la parte recta (I';) es el lugar donde se

hacen las mediciones, ver figura (4.1) :

M

Figura 4.1: Dominio €
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Capitulo 4: Pruebas numéricas para el problema estacionario

La malla es cuadriculada y refinada entorno al borde. Es de gran importancia este refinamiento en

las cercanias del borde puesto que mejora la aproximacién del valor del flujo en los borde. Ver figura

(4.2):

ias

AN e
B
Sess

Figura 4.2: Malla en 2

4.1. Problema directo

En esta prueba el problema directo es el siguiente: El sistema para la velocidad:

(U V) (pm?) — V - o(T, p) 0 en €
T = 0 en €
4.1
i(x,y) = m5(2?,—5z) sobre I (4.1)
U(x,y) = (0,0) sobre Ty,
y para la concentracion:
vVC-v = V- (DgVQ0) en ()
C(x,y) = 200 — x sobre I} (4.2)
Dd%(m, y) = 500 sobre T,

Se resuelven los sistemas y se exporta en dos archivos por separados uno para I'; y otro para [, los
datos de velocidad (), concentracion (C') y flujo (Dd%). Con los datos en I'; se intenta recuperar,
usando el algoritmo visto en el capitulo II, los datos en I';,. En particular el valor de Dd%.
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Capitulo 4: Pruebas numéricas para el problema estacionario

La figura (4.3) muestra la solucion de la velocidad del sistema (4.1) y la solucién de la concen-
tracion del sistema (4.2).

1566401

1408401

1.25e+01

1.09e+01

9.36e+00

7.82e+00

6.27e+00

4.72e+00

3.17e+00

1.63e+00
|

7.87e-02

1.25e+03
1.17e+03
1.09e+03
1.01e+03
9.36e+02
8.58e+02
7.80e+02

7.02e+02
6.24e+02
5.46e+02
4.68e+02
3.90e+02
3.12e+02
2.34e+02
1.56e+02
7.80e+01

0.00e+00

Figura 4.3: Arriba velocidad en €2, abajo concentraciéon en 2
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Capitulo 4: Pruebas numéricas para el problema estacionario

4.2. Resultados numéricos

Hay varios aspectos que hay que mirar para analizar los resultados, como por ejemplo el comporta-
miento del funcional J, el error entre el flujo medido en I'; (¢;) y el flujo al cual converge el algoritmo
(Ddg—g(qk) Ir,) v el error entre el flujo medido en I'y, y el flujo al cual converge el algoritmo.

4.2.1. Funcional J

En los siguientes graficos se ve puede ver el comportamiento del funcional J que comienza en 2,4 x 108,
para disminuir luego de 1000 iteraciones hasta un valor cercano a 1,17 x 1072, En la siguiente tabla
queda claro el comportamiento del algoritmo de méximo descenso, comienza a descender velozmente,
incluso en menos de 100 iteraciones ya se encuentra en menos de 10,0 x 101, Pero luego la velocidad
de convergencia disminuye, esto se debe a que, al encontrarse cerca del minimo, el paso es cada vez
mas pequeno.

Iteracion valor J | Iteracién valor J | Iteracién valor J
1| 2.3742e+-08 10 | 1.3124e+04 100 | 5.5726e-01
2 | 2.2956e+06 20 | 3.7754e+03 200 | 1.2023e-01
3 | 3.2643e+05 30 | 4.1895e+-02 300 | 6.6221e-02
4 | 6.3535e+04 40 | 4.9980e+01 400 | 5.7603e-02
5 | 3.8595e-+04 50 | 1.4398e+01 500 | 4.0990e-02
6 | 2.7641e-+04 60 | 8.0599e+00 600 | 3.0647e-02
7 | 2.2666e+04 70 | 3.0687e+00 700 | 2.1782e-02
8 | 1.8234e+04 80 | 1.2637e+00 800 | 1.5367e-02
9 | 1.5631e+04 90 | 1.1047e+00 900 | 1.4127e-02

10 | 1.3124e+04 100 | 5.5726e-01 1000 | 1.1738e-02

Al mirar los datos de la tabla se podria suponer que el funcional siempre baja, lo que sucede es
que siempre existe una tendencia a la baja, ya entre las iteraciones 210 y 220 (ver los siguientes
graficos que muestran el comportamiento de J ) se puede ver que el funcional sube un poco o se
mantiene para luego descender bruscamente. Estas alzas en el valor de J son causados por errores
numéricos cuando se pasa al siguiente paso de la iteracién. Lo importante es notar que el algoritmo
siempre busca el valor minimo.
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FUNCIONAL J FUNCIONAL J
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Cuando se estudia la tasa de convergencia se estudia el comportamiento de la funcion W (k) = ESL

el objetivo es poder encontrar el orden de la funcién. Realizando pruebas numéricas se llego a la

conclusion de que la funcion W (k) se comporta como x% donde B > 0y a € [1,2], usando un

método simple de interpolacién se llego a que B = 77086 y o = 1,88. En la siguiente figura aparecen

los graficos con las funciones W (k) y T'(k)

__ 77086
11,88
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GRAFICO DE TASA DE CONVERGENCIA DEL FUNCIONAL J
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Capitulo 4: Pruebas numéricas para el problema estacionario

4.2.2. Error en I}

Una forma analoga de estudiar el comportamiento de J es estudiar la convergencia de q; — Dd%(qk)
en todo I';, recordar que J es la norma en L?(I';) de esta funcién. Como es de esperar, la funcién
q — Dd‘g—g(qk) converge a cero si J tiende a cero.

Lo interesante de analizar es donde se concentra el error. Se puede observar que el error se en-
cuentra concentrado en el sector izquierdo, es decir desde aproximadamente x < 0. Esto es causado
por el comportamiento del viento, como se ve en la figura 4.3 el viento se lleva gran parte de las
particulas que provienen de I',,, por el borde izquierdo, por lo que en lado derecho no existe o es
poca la informacién que se puede obtener de las particulas provenientes de I',,,. En otras palabras
el valor medido en el sector derecho casi no depende del valor del flujo en I';,, por lo que se va a
mantener practicamente constante a través de las iteraciones con valores cercanos a g;.

Los errores en la interseccion de I'; y T'y, son atribuibles a un problema de continuidad de las

condiciones de borde, puesto que en I'; se entrega una condicién de valor de la concentracién y en
I';, una condicién de flujo.

En las figuras 4.4 y 4.5 se los gréaficos del flujo para determinadas iteraciones.

DIFERENCIA DE FLUJO EN LA FRONTERA DE MEDICIONES
25 T T T T T T

lter 10

n Iter 15 ||
\\\ Iter 20

20

15

10

VALOR DEL ERROR

-10

-15

20 L L | I | | I | I
-100 -80 -20 0 20 40 60
BORDE (metros)

VALOR DEL ERROR

DIFERENCIA DE FLUJO EN LA FRONTERA DE MEDICIONES

T T T T T T T T

T
lter 20
lter 30
Iter 40

Iter 50

L L L L I L L L L

-20 0 20 40 60 80
BORDE (metros)

100

Figura 4.4: Valor del Error ¢; — Dd%—f(qk) en I';.
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DIFERENCIA DE FLUJO EN LA FRONTERA DE MEDICIONES
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001 1
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Q o
i
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L | | | I I | | |

-0.05
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
BORDF imetros)

Figura 4.5: Valor del Error ¢ — Ddg—g(qk) en I';.

4.2.3. Estimacién del flujo en I,
Luego de analizar el compartamiento en I';, hay que ver si efectivamente se puede obtener una buena

estimacion del flujo en I';,. En los siguientes gréaficos se puede apreciar el acercamiento al valor del
flujo entregado por el algoritmo al valor entregado en el problema directo (ecc. 4.2).
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Figura 4.6: Valor del flujo g en I'y,.
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Capitulo 5

Estudio del problema no estacionario

I

Mm

Figura 5.1: Dominio €

El caso en evolucién es bastante similar en lo que se refiere a la teoria e implementacién del caso
estacionario, por lo que cuando lo amerite se haré referencia a este caso para las demostraciones del
caso no estacionario y algunas secciones s6lo son un reescribimiento de la parte anterior.
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Capitulo 5: Estudio del problema no estacionario

5.1. Simplificacién del problema
Ahora, se estudiara el caso no estacionario, por lo que ahora se consideran solo la siguiente hipotesis.

= (H1) Como se verda méas adelante en la motivacion del problema se vera que el acoplamiento
de las particulas con el fluido es muy bajo por lo que se supondra que & = ¥ y que ‘;‘C—‘Z =~ 0.

5.1.1. Problema no estacionario no acoplados

En esta seccion se supondra cierta la hipotesis (H1) y ademés se considerara que los efectos de la
gravedad son despreciables. Por lo que el sistema de ecuaciones para la velocidad es:

2 (o) + (T V)(pm®) =V - 0(@,p) = 0 en Q x (0,7)
V.- = 0 en Q x (0,7
U(x,y) = T(z,y) sobreI; x (0,7) (5.1)
(x,y) = (0,0) sobreI'y, x (0,T)
0(0, %) Uini (T) en

El sistema de ecuaciones del problema directo no estacionario para la concentracién de material
particulado es:

20—V - (DyVC)+4-VC = 0 en Q x (0,7)
C(v,0) = Cini en
C = (Cp sobre Iy x (0,T) (5.2)
Dda—c = ¢, sobreT,, x(0,7)
on m " ’

Con Dy = Dy(Z,t), C = C(Z,t) etc. donde (Z,t) € Q x (0,T). Es importante hacer una observacion
sobre la densidad p, que como se vio en el capitulo 1 p = agpg + acpc, pero se estd haciendo la

suposicion de que . = 1, entonces se asume que p,, = p. por lo que los sistemas (5.1) y (5.2) son
no acoplados.

5.1.2. Problema inverso

El objetivo es poder conocer el valor del flujo ¢}, en I',, x (0,7") a partir de mediciones sobre
I'; x (0,T). Entonces, se supone conocidos sobre I';:
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Capitulo 5: Estudio del problema no estacionario

D@ 1) 90 (7,1) = (1) (53)

32, t) = 6(7, 1)

~

Recordar que el subindice | indica mediciones sobre I';. Por lo tanto el problema se puede pensar
como el siguiente problema de optimizacion:
Encontrar ¢, € L*(T',,) x L2((0,T)) tal que C(q},) resuelva

9¢ V- (DgVO) +7-grad C = 0 en Q x (0,7)
C(0) = Cini en § (5.4)
C = sobre I'; x (0,7 .
Ddg—g = ¢, sobreD,, x (0,T)

y t.q. C satisfaga Ddg—g =q en ' x (0,7).

5.1.3. Funcional J; y sus propiedades

Para encontrar este ¢, se intenta encontrar g, € L?(I'y,) x L2((0,T)) tal que minimice el siguiente

JT(q)::%/OT/Fl

Jr(ay,) =

funcional:

0

C 2
Dy——(q) —
a5, (q) — qi| dsdt

entonces,

Jr(q)

qeLz(F7gli%2((07T))

Y al igual que en el caso estacionario se quiere buscar el minimo del funcional Jr, para ello existen
varias técnicas dependiendo de las propiedades de Jr, como se mostrara Jr es convexa por lo que
para estos casos es natural usar el método de gradiente conjugado. Para demostrar la convexidad de
J, primero, se vera el comportamiento de C' en funcién de gq.

Estudio de la linealidad de C(q)

Al observar el sistema (5.2) y suponiendo que C; = 0, es claro que C' es lineal con respecto a g, i.e.
C(qg+ Ar) = C(q) + AC(r) con q, r € L*(['}) x (0,T) y A € R. El problema es si C; # 0, puesto
que se pierde la linealidad con respecto a ¢, pero esta no linealidad de C(q) tiene las propiedades
suficientes para demostrar la convexidad de J. En efecto, si se considera C(q) y C(r) soluciones de
(5.2) con condicion de borde Neumann ¢ y r sobre I'; respectivamente.
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Capitulo 5: Estudio del problema no estacionario

Al sumar ambas ecuaciones se obtiene que C(g) + C(r) es solucion de:

ACWACW) | (C(q)+C(r)) -7 = V-(DgV(C(q)+C(r))  en 2 x(0,T)
C(q) +C(r) = 2Cini en €2 (5.5)
C(q)+C(r) = 20, sobre I'; x (0,7) '
Dd%(C’(q) +C(r)) = q+r sobre I'y, x (0,7)

Con lo que se puede concluir, dado la unicidad del sistema, que C(q+ 1) = C(q) + C(r) — C(0).
Ahora si comparamos el sistema que satisface C(A\r) con el que satisface AC(r):

([ (M) +VC(\r) -7 = V- (DgVC(Ar))  enQx(0,T)
C(Ar) = C sobre I'; x (0,7 (5.6)
C(Ar)(Z,0) = Cini en '
Ddg—g()\r) = AT sobre I'y, x (0,T)
(AL (r) + VAC(r) -7 = V- (DgVAC(r))  enQx(0,T)
MW@ = A en 0 .
AC(r) = AC) sobre I'; x (0,7) '
Dd%c(r) = AT sobre I'y, x (0,T)
Se llega a la conclusion que C'(Ar) = AC(r) — (A — 1)C(0).
Por lo tanto
Clg+ Ar)=C(q) + AC(r) — C(0)) (5.8)

Convexidad de Jr

Debido a que C para el caso no estacionario tiene las mismas propiedades con respecto a g que
el caso estacionario, la convexidad de Jr se demuestra igual que en capitulo II y se usa el mismo
argumento para mostrar que ¢, es el tnico valor que hace nula a Jr.

5.2. Meétodo del Gradiente Conjugado

El calculo de del derivadad de Gateaux de Jr como del algoritmo es analoga al caso estacionario,
por lo que, en esta seccién, se reduciran los calculos.
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Capitulo 5: Estudio del problema no estacionario

5.2.1. Derivada de Gateaux de Jr

La derivada de Gateaux se define como

. Jr(g+nr) — Jr(q)
DJ ,r)y =1 ,
(DJr(g), ) = lim p

para reducir nomenclatura se define también

dC,(r) == (DC(q),r).

Entonces,

(DJT / / aC ql)DdeSdt.
I, on

Pero el objetivo es poder encontrar DJr(q) explicitamente, es decir encontrar una expresion de la
forma

T
(DJr(g).r) = /0 ordsdt,

Im
donde DJr(q) := ¢ |r,, ¥y ¢ es una funcién a encontrar.

A continuacién se buscan condiciones sobre ¢ para que se cumpla esta igualdad.

5.2.2. Problema dual

Para encontrar condiciones sobre ¢, primero se debe identificar el sistema que satisface 6C,(r), pero
esto no es dificil de obtener teniendo claro que dCy(r) = C(r) — C(0) (ver 5.5).

Por esto el sistema que satisface 6Cy(r) es

60 (r) +V6C,(r) -7 = V- (DgVéC,(r)) en Q x (0,7)
50()(7) = 0 en ) (5.9)
3C,(r) - 0 sobre Ty x (0,T) '
Dy 825,1 (r) — r sobre I'y,

Sea ahora ¢ € H'(Q2) x L?((0,T)), entonces si la primera ecuacién de (5.9) se multiplica por ¢ y
luego se integra en todo 2 y se integra tambien de 0 a T, se obtiene

/T/ <¢&€7q(r) + GVC,(r) - T— ¢V - (deacq(r))> dadt = 0 (5.10)
0o Jo t

Aplicando Fubini e integrando por partes el primer término:

//¢650 dadt = //T 850 ") dtda
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Capitulo 5: Estudio del problema no estacionario

/ / 30, dtdac+ /Q (H(T)6C, (r)(T) — $(0)3C, (r)(0)) dz

Pero por la condicién inicial de 5Cq( r) = 0, la expresion se reduce a

dar:—/ /50 —d:L"dt

_ /Q B(T)IC, (r)(

Los otros términos quedan:

T
/ / PV IC,(r) - vdzdt =
0 Q

/O ' /Q OV - (DaV3C, (r)dudt /O '

+ /0 /Q V - (DaV)5C, (r)dudt

<25

Reemplazando estas identidades en la ecuacion (5.10)

| o)
s

Si ahora ¢ € H'(2) le pedimos que satisfaga el sistema:

% 13-V + V- (DgVe)
¢
D22

Entonces, la ecuacion (5.11) se reduce a

Por lo tanto

(DJr(q

I 1 (e -a) o5

WACE

QI> D

32

- /0 ' /Q 5C,(r)7 - Vpdadt
ddt—/ / (Dd 5C,(r) — ¢>dsdt

5C,(r)( dx—/ /50 < +T-Vo+ V- (Ddng))d:rdt

qsd dt+// <Dda¢50() gbr)dsdtzo

0 en Q x (0,7)
0 en 2

- Dd‘g—g(q) sobre T
0 sobre I'y,

00C,
" on

r)dsdt = // ¢rdsdt

T
L(r)dsdt = / ¢rdsdt
0 JI'm

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)
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5.2.3. Algoritmo de busqueda del minimo usando gradiente conjugado

Conociendo explicitamente el valor de (DJr(q),r) se puede construir el método del gradiente para
el funcional Jr. Si se conoce qx € L*(T,,) x (0,T), el siguiente flujo qrpy1 € L*(Tyn) x (0,T) es

En este caso el paso 6ptimo es:

foT frl (‘?)—2 (qr) — @) 8;% (dy)dsdt
a 860

(dk)HL2 (Ty)x L2((0,T))

Por lo que el algoritmo para encontrar una sucesion {qx }ren € L?(I'y,) t.q.
lim ¢ =q¢*
oo k=9,

donde ¢* es solucion de (5.4) se puede escribir de la siguiente manera:

1. Escoger qo € L%(T),) x L2((0,T)).

2. Resolver

G (Cr) +VC(a) T = V- (DaVO(aqr))  enQx(0,7)
C(qr)(Z,0) = Cini en (5.15)
C’(qk) = o sobre I'; x (0,7 '
D% o < (qr) = qk sobre Iy, x (0,7

Usando Dd < (qr) Ir,x(0,r) calcular Jr(qg) si Jr(qr) < 7, detener el algoritmo. Donde n > 0

es el criterio de parada.

3. Resolver el problema dual

% 1§V +V - (DaVy) = 0 en Q x (0,7)

or(Z,T) = 0 en (5.16)
¢k = Dd O (qk) sobre Pl X (0, T)

Dy5% 9¢r = 0 sobre I'y, x (0,T)

4. Resolver o

o +VoC, -7 = V- (DgVéCy) en Q x (0,7

6C,(%,0) = Cini en (2
d
0C, = 0 sobre I'; x (0,7) (5.17)

Dd%c‘l = — oy, sobre Iy, x (0,7

usar 6Cq |, x(0,1) ¥ & |1, x(0,r) Para calcular e, definir qy11 = qx — exd% |r,,, y volver a 2.
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Capitulo 5: Estudio del problema no estacionario

Notar que el sistema (5.16), el problema dual, es un problema retrogrado, por lo que puede traer
grandes problemas al momento de la implementacion del algoritmo. Para evitar esta dificultad se
usa el cambio de variable ¢(t) = ¢(T —t), Vt € (0,T). Con esto el sistema (5.16) queda:

— % L H(T — 1) Vo + V- (Dg(T — 1)Vy) = 0 en Q x (0,7)
®k(7,0) = 0 en Q)
O — (g — Da2S(gp))(T —t)  sobre Ty x (0,T)
Dy(T —t) 9% = 0 sobre Ty, x (0,T)

(5.18)
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Capitulo 6

Pruebas numeéricas para el problema no
estacionario

Luego de encontrar el algoritmo es necesario estudiar como funciona este mediante un ensayo nu-
mérico. En este capitulo se mostrard algunas pruebas realizadas para el caso en evolucion. Se vera
que la dependencia de la convergencia con respecto a la cantidad de pasos de tiempo es significativa,
para eso en los distintos casos se tomé el mismo problema, es decir, misma condiciones de borde e
inicial, pero con T=10s, T=20s, T=30s y T=50s.

El dominio y malla utilizados para esta prueba es el mismo de la pruebas estacionarias, ver figura
(4.1).
En estas prueba el problema directo es el siguiente:

El sistema para la velocidad, con difusién constante Dy = 100 y densidad p,,, = 1:

%(pmﬁ) + (T-V)(pm¥) =V -o(¥,p) = 0 en Q x (0,7)
V-7 = 0 en Q x (0,7)
v(x,y) = 1og(a® —2z)  sobre Iy x (0,7) (6.1)
U(x,y) = (0,0) sobre ', x (0,7
7(0, Z) = 0 en

y para la concentracion:

2(C)+VC-7 = V-(DgVC)  enQ
C(x,y) = 400 — x sobre I (6.2)
Ddg—g(:n, y) = 1000 sobre T'y,

Se resuelven los sistemas y se exporta en dos archivos por separados uno para I'; y otro para I';, los
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Capitulo 6: Pruebas numéricas para el problema no estacionario

datos de velocidad (), concentracion (C') y flujo (Dd‘g—g). Con los datos en I'; se intenta recuperar,
usando el algoritmo visto en el capitulo IV, los datos en I';,,. En particular el valor de Ddg—g.

6.1. 1 paso, T=10s

A continuacion los gréficos de las soluciones de la velocidad (ec. (6.1)) y de la concentracion (ec.
(6.2)) ver figura (6.1).

1.43e+01 7.00e+02
1.37e+01 6.72e+02
I 1.31e+01 6.44e+02
1.26e+01 6.16e+02
1.20e+01 5.88e+02
1.14e+01 5.60e+02
1.09e+01 5.32e+02
1.03e+01 5.04e+02
9.71e+00 4.76e+02
9.15e+00 4.48e+02
8.580+00 4.20e+02
8.01e+00 3.92e+02
7.440400 g-gg‘“gg
il .36e+(
B 25rec0 | 30ses02
5730400 2.80e+02
5.166+00 ggﬁ:gg
4.59e+00 ;
1.96e+02
4.026+00 1.680402
| 3.450+00 | 1408402
2.88e+00 1126402
2.31e+00 8400401
1.74e+00 5.606+01
1.18e+00 2806401
6.06e-01 0.00e+00

3.66e-02

Figura 6.1: Izquierda velocidad en €2, derecha concentracion en € con T = 10s

6.1.1. Resultados numeéricos

Los resultados en el caso no estacionario no son tan alentadores como en el caso estacionario. Hay
que entender que los problemas en donde se involucra el tiempo son degenerativo, es decir la solucién
numérica se va alejando de la soluciéon tedrica a medida que se avanza en tiempo.

Los valores del flujo del problema directo en I'; estan entorno a 1000, por lo que si el algoritmo
llegase a una solucién donde el flujo en ese borde difiere en 50 al del problema directo se consideraré
aceptable. Esto va a implicar que si el funcional Jr se encuentra entorno a 10 se considere como
un valor aceptable para detener el algoritmo:

- [ [

Hay varios aspectos que hay que mirar para analizar los resultados, como por ejemplo el comporta-

oC 2 10 ,100
q — Dda—n(qk) dsdt = / / 50%dsdt = 10 - 200 - 2500 = 5 - 105 (6.3)
0

—100

miento del funcional Jr, el error entre el flujo medido en I'; (¢;) y el flujo al cual converge el algoritmo
(Dd%(qk) Ir,) v el error entre el flujo medido en I'y, y el flujo al cual converge el algoritmo.
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Funcional Jr

En los siguientes gréaficos se ve puede ver el comportamiento del funcional Jr, el cual claramente

disminuye pero a una taza mucho mas lenta que para el caso estacionario, de hecho en este ya en

la iteracion 50 el funcional se ecuentra en valor cercano a 10 en cambio en este caso se encuentra

alrededor de 10°, que por un lado es aceptable, pero queda claro que el algoritmo es mucho méas

lento en el caso de evolucion.

Iteracion valor J | Iteracion valor J | Iteracion valor J
1| 5.8090e+08 12 | 1.3185e+07 32 | 4.1773e+06
2 | 1.2612e+08 14 | 1.1136e+07 34 | 3.8610e+06
3 | 6.7009e+07 16 | 9.5797e+06 36 | 3.5782e+06
4 | 4.5730e+07 18 | 8.3657e+06 38 | 3.3237e+06
5 | 3.4302e+07 20 | 7.3965e-+06 40 | 3.0928e+06
6 | 2.7889e+07 22 | 6.6088e-+06 42 | 2.8816e+06
7 | 2.3517e+07 24 | 5.9573e+06 44 | 2.6876e+06
8 | 2.0325e-+07 26 | 5.4094e+06 46 | 2.5085e+06
9 | 1.7990e+07 28 | 4.9410e+06 48 | 2.3423e+06

10 | 1.6026e+07 30 | 4.5344e+06 50 | 2.1876e+06

En este caso el funcional, al menos en las primeras 50 iteraciones, siempre disminuye, no serd asi

para distinta cantidad de pasos que mostraran una dependencia de la cantidad de estos. Las figuras

(6.2) y (6.3) muestran los graficos del funcional.

x10

FUNCIONAL J

I
2

I
4

NUMERO DE ITERACIONES

4.5 5

7
x10

FUNCIONAL J
T T T

35

25

|

| I
7 8 9

NUMERQ DE ITERACIONES

Figura 6.2: Funcional Jp para T=10s

37



Capitulo 6: Pruebas numéricas para el problema no estacionario

% 103 FUNCIONAL J
1" T T T T

15 20 25 30 35 40 45 50
NUMERO DE ITERACIONES

Figura 6.3: Funcional Jp para T=10s

Error en I

Al observar el siguiente grafico se puede ver claramente como la funciéon ¢; — Ddg—g(qk) converge a
cero y que la curva que representa la iteracion 50 se encuentra al interior del intervalos [—50, 50].

DIFERENCIAS DEL FLUJO EN LAS FRONTERAS DE MEDICIONES

80 iter 24 1
iter 32

60 iter 40 ||
iter 48

| | | | 1 | | 1 |
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
COORDENADAS X EN LA FRONTERA DE MEDICIONES
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Estimacién del flujo en I',,

El grafico (6.4) muestra que la estimacion del flujo en I';, no es tan buena, dado que el valor de
Jr no es pequeno, lo importante es ver que efectivamente ¢ se encuentra en torno a 1000 y que a

medida que se itera cada vez se acerca més al valor real 1000.

FLUJO EN EL MURO

—— q=1000
iter 24
1200 11 iter 32
iter 40
— iter48

17

1400

1000

800~

VALOR DEL FLUJO

600

400

200~

| | | 1
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
COORDENADAS X DEL MURO

Figura 6.4: Flujo gj en la coordena x de I';;, con T=10s

La figura (6.5) muestra el progreso de la concentracion en € en iteraciones de 10 en 10.
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7.00e+02 k=0 k=10 k=20
6.72e+02
6.44e+02

6.16e+02
5.88e+02
5.60e+02
5.32e+02
5.04e+02
4.76e+02

4.48e+02
4.20e+02
3.92e+02
3.64e+02
3.36e+02
3.08e+02 k=30 k=40 k=50
2.80e+02

2.52e+02
2.24e+02
1.96e+02
1.68e+02
1.40e+02
1.12e+02
8.40e+01

5.60e+01
2.80e+01
0.00e+00

Figura 6.5: Concentracion C(gx) en Q para k € {0, 10,20, 30,40, 50} con T = 10s

6.2. 2 pasos, T=20s

Los graficos de las soluciones de la velocidad (ec. (6.1)) y de la concentracion (ec. (6.2)) para T' = 20s
se encuentran en las figuras (6.7) y (6.6) respectivamente.

4.310+01

4.140+01

3.97e+01

3.80e+01 t=10s

3632401 t=20s

3.46e+01
3.29e+01
3.12e+01
2.96e+01
2.79e+01
2.62e+01
2.45e+01
2.28e+01
2.11e+01
1.94e+01
1.77e+01
1.60e+01
1.43e+01
1.26e+01
1.09e+01
9.20e+00
7.50e+00
5.810+00
4.110+00
2.42e+00
7.20e-01

Figura 6.6: Velocidad en €2 con T=20s
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7.00e+02
6.72e+02
6.44e+02
6.16e+02 _ =
= 880102 t=10s t=20s
5.60e+02
5.32e+02 e —
5.04e+02
4.76e+02
4.48e+02
4.20e+02
3.92e+02
3.64e+02
| 8.36e+02
3.08e+02
2.80e+02
2.52e+02
2.24e+02
1.96e+02
1.68e+02
1.40e+02

1.12e+02
8.40e+01
5.60e+01
2.80e+01
0.00e+00

Figura 6.7: Concentracion en €2 con T=20s

6.2.1. Resultados numeéricos

En los casos cuando de més de un paso, se va a encontrar un comportamiento anémalo tanto en
Jr, como en la estiamcion del flujo. Al ir observando los datos y los graficos se explicard con més
detalle.

Funcional Jr

El funcional Jr sube y baja alternadamente (figura (6.8)), pero si uno grafica los valores alternados
en 2, es decir los puntos 1+ 2k y los puntos 2 + 2k se puede apreciar como la curva que representa
los valores pares desciende. La otra, descendié pero luego comenzé a oscilar entorno a 107 que en
este caso es el valor de Jr aceptable (ver (6.3) con T=20s).

La siguiente tabla muestra el comportamiento de Jr en las primeras 30 iteraciones.

Iteracion valor J | Iteracién valor J | Iteracién valor J
1| 2.3740e+09 11 | 1.4877e+07 21 | 1.5609e+07
2 | 8.3095e+09 12 | 1.8850e+08 22 | 1.4492e+08
3 | 1.0002e-+08 13 | 1.4409e+07 23 | 9.2615e+-06
4 | 6.8453e+08 14 | 1.8590e-+08 24 | 1.3683e+-08
5 | 4.4009e-+07 15 | 1.3756e-+07 25 | 8.9682e+-06
6 | 4.2312e+08 16 | 1.8291e+08 26 | 1.1646e+08
7 | 1.7210e+07 17 | 1.2496e+07 27 | 1.7592e+07
8 | 2.7183e+08 18 | 1.7594e+08 28 | 9.1722e+07
9 | 1.5475e+07 19 | 1.5726e+07 29 | 2.4503e+07

10 | 2.1499¢-+08 20 | 1.6085e+08 30 | 8.6402e+07
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% 109 FUNCIONAL J % 108 FUNCIONAL J
T
T

’ - ‘ ‘ Y i -
K

i AR AL
0 ‘ L e P ] ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 b

P 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
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Figura 6.8: Funcional Jr con T=20s

Error en I

Para un mejor anélisis, los errores se separaron en 2, los errores para t = 10s en un grafico y los
errores para t = 20s en otro, ver figura (6.9). La convergencia a cero, si uno mira los graficos por
separado no es tan directa como en el caso con T" = 10s, ya que comienza a oscilar entorno a cero
y cuando se acerca a cero por un lado de la curva se aleja en otro. Lo importante es ver que en
promedio las curvas se van acercan a la funcién nula.
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DIFERENCIAS DEL FLUJO EN LA FRONTERA DE MEDICIONES PARA t=20s

DIFERENCIAS DEL FLUJO EN LA FRONTERA DE MEDICIONES PARA t=10s
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Figura 6.9: Error q; — D429 (g;) en Ty con T—20s
g e q d o, \9k l -

Estimacion del flujo en T',,

La figura (6.10) muestra que la estimacion del flujo en T',, para t = 10s y t = 20s. Estos graficos
muestran que el error se concentra en lado derecho del dominio, algo similar que en el caso estaciona-
rio. Como el viento entorno a I';, es tangente y se mueve en sentido del reloj, el material particulado
se concentra en el sector izquierdo de I';, lo que provoca que no se pueda detecar con precisién los

valores del flujo en la seccién derecha del borde.

En las siguientes figuras se muestran el progreso de la concentracion en €2 en iteraciones de 10 en

10.

FLUJO EN EL MURO PARA t=10s

1300

FLUJO EN EL MURO PARA t=20s

T T T T T T T T 1600 [ T T T T T T T
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Figura 6.10: Flujo g en la coordena x de I';;, con T=20s
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6.3. 3 pasos, T=30s

Los graficos de las soluciones de la velocidad (ec. (6.1)) y de la concentracion (ec. (6.2)) para T' = 30s
se encuentran en las figuras (6.11) y (6.12) respectivamente.

4318401

4.14e401
3.97e+01 t=20s
3.808+01 t=10s

3.632+01 t=30s
3460401
3.290401
3126401
2.966+01
2.790401
2620401
2.450401
2280401
2110401
194401
1.77e+01
1.60+01
143401
1260401
1.09e+01
9.200+00
7.508400
5.810+00
4.110400
2426400
7.200-01

Figura 6.11: Velocidad en € con T=30s.
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Figura 6.12: Concentraciéon en €2 con T=30s.

6.3.1. Resultados numeéricos
Funcional Jp

Las anomalias contintian en el funcional Jr, este oscila pero ahora de tres en tres iteraciones es mas
si uno observa la tabla de manera vertical, se ve claramente la disminuciéon de Jp cada 3 iteraciones.
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Iteracion valor J | Iteracion valor J | Iteracion valor J
1] 2.3679¢+09 2 | 8.4848e+09 3 | 1.2801e+10

4 | 7.3584e-+07 51 9.4927e+08 6 | 1.0821e+09

7| 4.2723e+07 8 | 8.0817e+08 9 | 8.6561e+08

10 | 3.6060e+07 11 | 5.3740e+08 12 | 7.5054e+08

13 | 3.0398e+07 14 | 2.4336e+08 15 | 6.6517e+08

16 | 2.5040e+07 17 | 1.8077e+08 18 | 6.1899e+08

19 | 2.2059e+07 20 | 1.2515e+08 21 | 5.8289e+08

22 | 2.1968e-+07 23 | 8.0525e+07 24 | 4.9952¢+-08

La figura a continuacion

contiene los graficos de Jr y muestra las iteraciones por separado. En esta

altima figura se aprecia como por una parte disminuye y por otro lado se mantiene oscilando entorno

a 2-107, el valor razonable de J7 en este caso es de 1,5 - 107 (ver ecuacién (6.3) con T—30s).

% 109 FUNCIONAL J
14 T T T T
—JK)
12t /\
10 \\
st \
6
o \
E \
1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
NUMERO DE ITERACIONES
% 103 FUNCIONAL J CON ITERACIONES DE3 EN 3
12 T T T
J(6+3K)
N J(4+3k)
il —— J(5+3K) ||
\\
8r 9
X
N\
\
1 \
6 \\
\ i
\\
\\
4 \
\
\
X
\
2F e
i -
S P
0 1 — 1 1 1 -
0 5 10 15 20 25

NUMERO DE ITERACIONES

46

g
x10

FUNCIONAL J
T

——J(K)

s\w

1
1

| /\ A /\ A | |
| /\/\/\J/\ /
AT

10

NUMERO DE ITERACIONES

30



Capitulo 6: Pruebas numéricas para el problema no estacionario

Error en I

Para un mejor analisis, los errores se separaron en 3, los errores para t = 10s en un gréfico, los errores
para t = 20s en otro y los errores para t = 30s en el ultimo, ver figura (6.11). La convergencia a la
funcién nula no es tan obvia ya que incluso para t = 10s el error en la iteracién 20 es mayor al de
las otras iteraciones que son iteraciones anteriores. Pero cuando uno mira los gréaficos para t = 20s
y t = 30s el error en la iteraciéon 20 es mucho menor a las otras iteraciones, por lo que se puede
entender como especie de compensaciéon, puesto que para disminuir el error en t = 20s y t = 30s
aumento el error en t = 10s, aunque el total disminuyd.
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Figura 6.13: Error ¢; — Dd‘g—g(qk) en I'; con T=30s
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Estimacién del flujo en I',,

La figura (6.14) muestra que la estimacion del flujo en T, para t = 10s, t = 20s y t = 30s. Al igual
que en T = 20s el error se concentra en lado derecho del dominio, pero ahora existe un problema
mayor ya que no queda claro que la tendencia sea acercarse a un flujo de 1000. De hecho en este
caso la solucion divirgié en la iteracion 30, a pesar de que Jp se mantuvo controlado (ver Funcional

Jr para T = 30s).

FLUJO EN EL MURO PARA t=10s

FLUJO EN EL MURO PARA t=20s

1200 T : : : ' B ! 1600 : | | . : | —
——q=1000 ——q=1000
| iter6 iter6
1406 ‘\ iter 12 A iter 12 ||
e, iter 18 iter 18
\ e
\\\ \;7\' i ~
o 1000 " R o 1200
s e —~— s
2 S — 2
b T, e fre)
o L Hne 8 8 1 o -
& 900 g & & 1000 .
P P o e
g e 9 L
S " s
800 } 800
700 600 -
600 . \ \ | , . , 400 \ , \ \ . \ \ , .
100 -80 60 -40 20 0 20 40 60 80 100 -100 -80 60 -40 20 0 20 40 60 80 100
COORDENADAS X DEL MURO COORDENADAS X DEL MURO
FLUJO EN EL MURO PARA t=30s
I\ ——g=1000
& iter6
2000 iter 12
% iter 18
L
\
YN
\ X
o 1500\ N
-} 1 N
juo’ \ L
2 8 B
o N e
=} Y R
2 =4 A o
S 1000
= % R
g i ™
\\\ T ~—
S e
500 g g
.

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40
COORDENADAS X DEL MURO

Figura 6.14: Flujo gx en la coordena x de I'),, con T=30s

Los siguientes gréaficos muestran el progreso de la concentraciéon en {2 en iteraciones de 5 en 5.
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6.4.

5 pasos, T=50s

Los gréficos a continuacion muestran las soluciones de la velocidad (ec. (6.1)) y de la concentracion
(ec. (6.2)) para T = 50s.
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6.4.1. Resultados numeéricos
Funcional Jr

La tendencia del funcional Jp a tener oscilaciones dependiendo de la cantidad de pasos continua,
ahora de 5 en 5, ver figura (6.15) y la siguiente tabla:

Ite. valor J | Ite. valor J | Ite. valor J | Ite. valor J | Ite. valor J
1| 2.8290e09 2 | 8.1903e09 3 | 1.3093el10 4 | 1.4698e10 5| 1.6547el10

6 | 6.4653e08 7 | 3.6290e08 8 | 1.3389¢09 9 | 1.4655e09 | 10 | 3.1236e09
11 | 5.6680e08 | 12 | 3.3846e08 | 13 | 1.1956e09 | 14 | 1.4253e09 | 15 | 2.8639e09
16 | 4.8082e08 | 17 | 3.2547e¢08 | 18 | 1.1011e09 | 19 | 1.4821e09 | 20 | 2.5656e09
21 | 3.6924e08 | 22 | 3.1519e08 | 23 | 9.6760e08 | 24 | 1.4809e09 | 25 | 2.2709e09
26 | 2.9151e08 | 27 | 3.5267e08 | 28 | 8.2881e08 | 29 | 1.3619¢09 | 30 | 2.0087e09
31 | 1.9544e08 | 32 | 3.4653e08 | 33 | 8.1438e08 | 34 | 1.2519e09 | 35 | 1.7202e09

x10° FUNCIONAL J <10° FUNCIONAL J
T T T T T T T

35 T T

i | 25 \ I

/ ] R / | - /
. \ ] s S L./ \

NUMERO DE ITERACIONES

NUMERO DE ITERACIONES

Figura 6.15: Funcional Jr.

Las figuras (6.15) y (6.16) muestran la tendencia a la disminucion del funcional a un valor cercano
a 10%. Para este caso un valor razonable de .Jr seria en este caso es de 2,5 - 107 (ver ecuaciéon (6.3)
con T-30s), el valor de 10® podria considerarse muy alto, pero por la cantidad de errores numéricos
que se producen a este nivel de calculos se considera aceptable estos valores para realizar un analisis
del. comportamiento del algoritmo.
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«10° FUNCIONAL J SEPARADO DE5 EN 5
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Figura 6.16: Funcional Jr.

Error en I

Las siguientes figuras muestran que sucede algo similar al caso con T=30s, pareciera que para algunos
t (en este caso t = 20s y t = 50s), el error no disminuye sino por el contrario aumenta, pero cuando
aumenta en esos t en otros disminuye (¢t = 10s y ¢ = 30s), haciendo que el total vaya disminuyendo.
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DIFERENCIAS DEL FLUJO EN LA FRONTERA DE MEDICIONES PARA t=30s
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Figura 6.17: Error ¢; — Dd‘g—g(qk) en I'; con T=50s

Estimacién del flujo en I',,

La figura a continuaciéon se observa la estimacién del flujo en I',, para t = 10s, t = 20s, t = 30s,

t = 40s y t = 50s. Aqui se aprecia la tendencia de las soluciones, en la cual donde mas lento se
aproxima es en el sector derecho de I'y,, al igual que en los otros casos. Ademés, muestra coerencia

con los graficos anteriores (6.17), puesto que en los pasos 1 y 3 hay un mayor acercamiento a la
constante 1000 mientras que en los otros pasos hay incluso un alejamiento.

23



Capitulo 6: Pruebas numéricas para el problema no estacionario
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Los siguientes graficos muestran el progreso de la concentracion en €2 en iteraciones de 10 en 10.
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2.00e+02
1.60e+02
1.20e+02
8.00e+01
4.00e+01
0.00e+00

1.00e+03
9.60e+02
9.20e+02
8.80e+02
8.40e+02
8.00e+02
7.60e+02
7.20e+02
6.80e+02
6.40e+02
6.00e+02
5.60e+02
5.20e+02
4.80e+02
4.40e+02
4.00e+02
3.60e+02
3.20e+02
2.80e+02
2.40e+02
2.00e+02
1.60e+02
1.20e+02
8.00e+01
4.00e+01
0.00e+00

t=10s

t=40s

t=10s

t=40s

o6

t=20s

t=50s

t=20s

t=50s

t=30s

t=30s

k—20



Capitulo 6: Pruebas numéricas para el problema no estacionario

6.5. AnaAlisis general del error

Como se vio en los distintos ejemplos del caso no estacionario, la convergencia del método es bastante

irregular, por decirlo menos. En estos casos, donde los valores del error absoluto son bastante grandes

es mejor realizar un andlisis de los errores relativos. La siguiente tabla muestra el error relativo en
L1, . . <. ocC sz : .

la ultima iteracion de g y de Dgg-(qr) Ir, en comparacion con los datos del problema directo:

T | lae=anll | V2
ZEA o]

10 | 3.916e-1 | 3.348e-2 | 50
20 | 4.149e-1 | 9.470e-2 | 30
30 | 4.062e-1 | 3.063e-1 | 20
50 | 4.030e-1 | 3.135e-1 | 35

n

La tercera columna muestra que J es relativamente pequenio lo que mejora las expectativas de en-
contrar el flujo en I';,, aunque el error en I'; aumenta cuando T aumenta. Lo importante a destacar
es que el error relativo en I';, se mantiene entorno a un mismo nivel y hace suponer que no se puede
reducir mucho més el error, al menos en este caso. Una pregunta valida es si los valores entregados
por el algoritmo se pueden considerar aceptables, la respuesta es afirmativa si lo que se quiere es s6lo
obtener una tendencia del comportamiento. Al mirar los graficos que muestran el flujo en I';, todos
los flujos entregados por el algoritmo intersectan al flujo ¢, (en estas pruebas ¢, = 1000), ademés
como se puede conocer la velocidad en Q x (0,7) se puede suponer a proiri que el valor del flujo
en el sector derecho de I';,, es dificilmente predecible, puesto que el viento entorno a I',, se dirije de
derecha a izquierda.

Otro aspecto a considerar es el comportamiento de Jr, teéricamente este funcional debiera siempre
descender si se usa el algoritmo gradiente conjugado, lo que claramente no sucede en todos los casos
de los ejemplos de este capitulo, salvo el caso en que T' = 10s. En los graficos de Jr se puede ver
claramente que existe una dependencia de esta anomalia con el valor de T, esto se puede explicar
pensando que cuando se pasa de g a gx+1 la direccidon entregada por el algoritmo se enfoca a reducir
la diferencia con ¢; en el tiempo t (¢ € {0,10,...,7}) en el cual existe la mayor diferencia. Esto
produce, debido a errores numeéricos, que el total (el valor de Jr) sea mayor que en la iteracion

anterior, salvo en la iteraciéon donde se vuelve a enfocar en el mismo tiempo t.
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Capitulo 7

Aplicacion del problema inverso

7.1. Motivacion

La contaminacién ambiental en faenas de la gran mineria es practicamente inevitable, en particular,
las minas a rajo abierto usualmente generan una gran cantidad de polvo en suspensién atn cuando
no existan tronaduras en ese momento, lo cual puede generar graves problemas a la salud de los
trabajadores de la mina y a las personas que habiten en las cercanias de ésta. Es por eso que ya
hace bastante tiempo se ha querido regular el tema tal como lo muestra la siguente cita:

“Considerando: Que la Constitucion Politica de la Repiblica garantiza a los habitantes el derecho a
vivir en un ambiente libre de contaminacion y, por consiguiente, constituye deber del Estado velar
para que este derecho no sea afectado y tutelar la preservacion de la naturaleza. Que los estudios
realizados por el Ministerio de Mineria revelan que mds del 90% de las emisiones de anhidrido
sulfuroso en el pais provienen de instalaciones mineras, existiendo la necesidad de reglamentar la
operacion de estas fuentes, con el propdsito de evitar la contaminacion del aire. Que para ello es
menester realizar estudios destinados a medir la calidad del aire, instalar redes permanentes de
monitoreo de calidad del aire y desarrollar planes de descontaminacion atmosférica en las dreas

donde no hay condiciones para dar inmediato cumplimiento a esta reglamentacion ambiental.”(pag.
1 [5])

Para tratar de solucionar este problema se colocaron cuatro estaciones de mediciones de particulas
PM10 ubicadas en los cuatro puntos cardinales al borde superior del rajo, estas estaciones entregan
cada 30 minutos el valor de la concentracion de las particulas, también se tiene informacién de la velo-
cidad del viento en una zona a un par de kilometros del rajo. El objetivo es poder identificar como es
el flujo de contaminantes en el rajo, ya que se debe reducir la cantidad de contaminantes producidos.

Las particulas PM10 son particulas que se encuentran en suspensiéon en el aire con un tamano

igual o inferior a 10 micrones.
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Capitulo 7: Aplicacién del problema inverso

En el presente capitulo se mostrara como se resolvié el problema de predecir el flujo de mate-
rial particulado usando el problema inverso visto en los capitulos anteriores.

7.2. Esquema del rajo y algunas hipo6tesis

Se representa la mina y sus alredores por 2 dominios Q y Qp, esquematizados en la figura (7.1).
Donde Q2 es el mina misma y donde sus bordes son el rajo I'; y I'e que es la unién mediante una
linea imaginaria de 2 estaciones de monitoreo que se encuentran en los bordes del rajo. El dominio
Qr representa la parte externa a la mina, sus bordes son I'¢, I';;, v I'oyt, lugares donde se monitora
el viento, I'y,, representa el cielo y I'j, es la superficie terrestre que no se considera como parte de

la mina.

Se desea determinar la fuente de material particulado, en particular el flujo de particulas gene-
rado al interior del rajo I';, a partir de los datos experimentales de la concentracion de PM10 (C) y
velocidad del viento (7), medidos en el borde superior del rajo(T.) y lejos de él (T';,) respectivamente.

Por simplicidad se resolveré el problema 2D.

]—t-op
En “F ]::nut
L O La

Figura 7.1: Esquema de una mina de rajo abierto en 2d

Una primera suposicién es asumir que se conoce la concentracién en un plano que une las estaciones,
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Capitulo 7: Aplicacién del problema inverso

el que se denominaré tapa del rajo(I'.). Otra suposicion es que es conocido el flujo fuera del rajo
(T'1q) y la velocidad ahi como en I'; es nula. Ademaés se considerara que la velocidad del viento en
I'4op tiene derivada normal nula. Por dltimo se considera que el fluido es isotérmico.

7.3. Ecuaciones de movimientos y problema directo

Las ecuaciones de movimiento isotérmicas para el fluido en Q U Qp son [2]:

0

57 (@ere) + V- (peactd) =0 (7.1)
O faepeii) + (- V)(peerci) = ~aeVp -+ 057 + peori — By — ) (72)
v para las particulas:
%(Oédpd) + V- (paca¥) =V - (DgVaipa) (7.3)
%(%Pdﬁ) + (T V)(paaa?) = —aaVp + aaVT + paaag + By (i@ — v) (7.4)

El nivel de acoplamiento de las ecuaciones para las particulas con las ecuaciones del fluido dependera

de los siguientes nameros adimensionales:

K K
11 = 11 =
masa Stoaes y mom 1+ Stuom
Donde K = (13“1&%%, Stmasa = ™32% y Styom = ™92%. Si se supone particulas de densidad

p = 2500 kg/m? inmersas en aire y en el peor de los casos se miden 1000 ug/m? en las estaciones
d it de deci 1000x10~%%g/m3 __ 4% 10-10 t -

e monitoreo, se puede decir que ag ~ ——grrra— = 4 X uego, esta suspension es muy
diluida y por lo tanto K ~ 0. Esto quiere decir que los efectos de acoplamiento son despreciables y
por ello las particulas siguen el movimiento del fluido. Luego si se desprecia ag ~ 0, el sistema de

ecuaciones queda:

L0+ Y (o) = 0 (75)

O () 4+ TV () = ~Vp+ Vet pd (7.6)
%(CH—V-(C%?) = V.- (DyV0) (7.7)

(7.8)

donde C = agpq.
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Capitulo 7: Aplicacién del problema inverso

Si se supone que el viento satisface Navier-Stokes en Qp U €2, entonces el sistema para determinar

la velocidad del viento queda:

%(pmv)—i-w-(pmﬁ)—v-a(ﬁ,p) = 0 en QpUQN
V-7 = 0 en Qp UQ
i = U sobre I';, (7.9)
i = Vout sobre Iy
i = 0 sobre I';, UT;
g—g = 0 sobre L'y

y el sistema de ecuaciones para la concentracion en Qp U2 :

20+VC - 5-V-(DVC) = 0 en Qp UQ
C = 0 sobre 'y, UL UTy, (7.10)
Dg—g = qla sobre I', '
Dg_g = q sobre I';

7.4. Aplicaciéon del problema inverso en el caso estacionario

El problema de encontrar el flujo de particulas al interior del rajo se puede escribir como sigue:

Determinar ¢f € L%(T';) conociendo Cy Ir.= Ce y las condiciones de borde de la velocidad como en

el sistema (7.9), donde Cy es la solucion de:

-V - (D(x)VCy) +7-VCf 0 en Qp UQ
C’f 0 sobre I'top U L'z, U g
D(x)%? = qa(x) sobre T, (7.11)
D(az)a—nf = ¢ (z) sobre T

Para aplicar el problema inverso estudiado en los capitulos anteriores es necesario conocer en I', la

%Ce. Por hipotesis solo se conoce
n

concentracion Cp, la velocidad ¥, y el flujo de la concentracion D

C., faltan los otros dos.

Para conocer la velocidad en T, se resuelve el sistema (7.9) en todo QU Q g, despreciando el término
de la derivada parcial con respecto a t, y luego se exporta la velocidad en Ty, ¥ |p,= . Solo falta
conocer la derivada normal de la concentraciéon en I', pero para ello se resuelve las ecuaciones esta-

cionarias de la concentracion sélo en Qp.
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Capitulo 7: Aplicacién del problema inverso

Se considera C']q la solucion de:

~V - (D(x)VCY) +7-VC) = 0 en QF
C]Q = 0 sobre I'top UL, UT gyt
o )8(7}) o (7.12)
2)—1 = qla sobre T'y,
on
C']Q = C, sobre T',

oC
Ahora se define f; := —D(x)

0
8—f en I'., donde, en este caso, n es la normal exterior a Qp.
n

2
Sea J: L2(Fi) — R definido por:  J(q) = %/ D(x)%fzq) — f1| ds
e

donde n la normal exterior a Q y C(q) la solucion unica del sistema:

-V - (D(@z)VC)+7-VC = 0 en
C = (., sobrel, (7.13)
Dd(x)a—c = q(z) sobrel
on

Se vio en los capitulos anteriores que J es una funciéon convexa a valores positivos, ademés J(g) = 0,
por lo tanto ¢ es un minimo global de J, pero si existe otro minimo global ¢;, este tendra también
que ser cero de J, luego las soluciones C’JQ y C(q;) se pegaran bien en I'. por lo cual la solucion
Cy coincidird con estas funciones en sus respectivos dominios, es decir, ¢ = ¢; lo que implica la

unicidad del minimo. Entonces la condicién de primer orden para ¢*:

= [ (P52 - 1) )25 as (.14

donde dC(r) es solucion de:
-V - (D(z)VéC)+v-VéC = 0 en

6C = 0 sobrel, (7.15)
96C
D(x)m = r sobrel}

Sabiendo que V- = 0, multiplicando la ecuacion de 6C(r) por p e integrando por partes se obtiene:

0 = —/ SC(r)(V - (D(x)Vp) +7-Vp)+ | 6Cr)(D(x)Vp -7+ pi-7)
Q o0

/ pD(x)VoC(r) - n
o0N

bajo el supuesto que: V- (D(x)Vp)+©-Vp = 0. Ademas usando las condiciones de contorno

de 6C(r):
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Capitulo 7: Aplicacién del problema inverso

FZ 7 e

por lo tanto, si se impone que p sea soluciéon de:

V- (D(x)Vp)+v-Vp = 0 en €
oC
p = f1—D(x) 87(1(1) sobre I', (7.16)
D(x )gz = 0 sobre T

conociendo explicitamente el valor de (DJ(q),r), se puede implementar el método del gradiente para
el funcional J. Si se conoce g, € L?(T;), el siguiente flujo gz 1 € L%(T;) es

Qk+1 = Qk + Exdy;

con d, = —DJ(q) = —p |r,, entonces

2

1 [ |oC
J(qr+1) = J(qr + erdy) = / 8—(% +erdy) — q| ds
1 oC oC oC 2
S = [ |G+ o (Gt - o) —a as

Se sabe que existe e > 0 t.q. J(gxr1) < J(qx) si DJ(q) # 0, por lo que hay que buscar el que

1= [ |G+ e (G - 5o0) —a

minimice: )

9 an ds

Como f es cuadratica, para encontrar el minimo de f sélo hay que derivar e igualar a cero.

fie= [ (Z—fww e @—S(dw - g—Sm)) —m) (g—gww - g—fm)) ds = 0

Por lo tanto

Jr., (55 (ar) — @) (55 (di) = 55(0)) ds
fre (% (dk) — 25(0)) " ds

Ademas si se considera que 6C,(dy) = C(dj) — C(0) entonces

Jo (B (ar) — ar) &%

95C
1555 (i) 12,

Ep — —

L (dg)ds
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Capitulo 7: Aplicacién del problema inverso

Por lo que el algoritmo para encontrar una sucesion {qx }ren € L?(I';) t.q.
lim ¢, =g,
k—oo

donde ¢ es solucion de (7.10) se puede escribir de la siguiente manera:

1. Escoger qo € L*(I';) y n > 0 criterio de parada.

2. Resolver
VCO(gr) 7 = V- (DaVC(qx))  en
C(qr) = C sobre I', (7.17)
Ddg—g(qk) = qx sobre T';

Usando Ddg—g(qk) Ir, calcular Jr(qx) si Jr(gx) < n, detener el algoritmo.

3. Resolver el problema dual

v-Vpp+ V- (Ddek) = 0 en )
Pk = q - Ddg—g(qk) sobre I', (7.18)
Dd%irf = 0 sobre T';

4. Resolver
VoCy(r)-v = V- (DgViCy(r)) en 2

dC,(r) = 0 sobre I, (7.19)
Dy 622‘1 (r)y = — Pk sobre T';

Usar 6Cy |r, ¥ ¢k |r. para calcular ey, definir gx41 = qx — k¢ |, y volver a 2.

7.4.1. Resultados obtenidos

Para probar la eficacia del algoritmo en este dominio, se intento recuperar un flujo dado de 1000 en
todo I';, para ello se usé la siguiente malla:
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(I | | |
r
| |

L 111

IR A
!
|
y
1

[ FENFFrilEnmennd BN

41—+

T

aEEEE

Figura 7.2: Dominio Q U Qp

Figura 7.3: Zoom del dominio en la zona del rajo

Para que el método numérico fuese méas estable se multiplicé la difusién por un factor n > 0. Desde
ahora en adelante, cuando aparezca D(z) en las ecuaciones se quiere decir nD(x). Los resultados se
ven en la tabla para 1 = 100:

llgx—1000]12,

iteracion ||, — 1000]|7, 000, J(qr)

1 2768140544 0,771758 5102627840
) 654273216 0,182411 789985664
10 295951552 0,082511 98984800
15 953511104 0,154319 22591362

Se aprecia que la solucion se aproxima dentro de un 8,3 % en 10 iteraciones y ocurre que efectivamente
el funcional J(q) desciende en cada iteracion. Notar que hay un amuento del error desde la iteracion
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Capitulo 7: Aplicacién del problema inverso

10 a la 15, pero eso se debe a que el flujo numericamente no es exactamente 1000.

7.4.2. Resultados con datos experimentales

Realizando algunos experimentos se obtuvo las siguientes concentraciones de PM10 medidas por las
cuatro estaciones:

x c(x)
—23498 102
—22088 25
—20109 233
—21347 283

Ademas se mide una velocidad de 1.86 |m/s|. Dado que en realidad so6lo se tienen estas cuatro
mediciones es necesario interpolar la concentracién pues el algoritmo supone que se conoce en todo

el plano I, asi se interpolé linealmente la concentraciéon en la tapa y se obtuvo un flujo g., ver figura
(7.4).

800 T T T, T
fpﬁ»& "soluciondat®u1:3  +
b
oo
600 s + -
+ +
5
+ +
5
400 + N 4
+
+
% ;
200 + + 4
“ +
+j— + + . J:;-Jr*"'thgr
+ +
Foy + + +
ol ¥ tﬁ P ¥ + * e ]
5
k= et - ++ ++ v
2 + + +
+
-200 - Lot E 4
4+
+ + o+
e+
+
400 | v -
T
I
+ 4
600 |- I e
800 1 I I I I I I
-23500 -23000 -22500 -22000 -21500 -21000 -20500 -20000 -19500

Figura 7.4: Flujo ¢ en el rajo con n = 100 y usando una interpolacién lineal de los datos

Luego se resolvio el sistema (7.11) con este flujo ¢. en T'c. El resultado con n = 100 aparece en el

grafico (7.5).
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4.430+03
I 3.830+03

3.240403

2640403

2.040+03

1.456+03

8.530+402

2.57+02 e

-3.380+402

-9.346402

-1.53e+03

Figura 7.5: Concentracion C(ge) en QU Qp con n = 100

Estos resultados no son los esperados, pues se observan concentraciones negativas. Lo que si es
razonable esperar es que esta solucién coincida en Qg con la solucion de la ecuacion (7.12). Se
comparé la solucién en Q U Qp usando ¢; € L?(T;) con la solucién en Qg usando C(g;) |, (con
n = 100), en Qp las soluciones se parecen bastante, los resultados aparecen en la siguiente figura:

2.820+02
I 2.54e+02
2.260+02

1.97e+02

8.46e+01
5.64e+01
2.82e+01

-1.00e-03

Dada la baja velocidad, era razonable intentar disminuir 7, en efecto esto fue posible. Para el factor
n = 30, el algoritmo hace disminuir J, es decir funciona, pero para 7 = 10 la rutina diverge. Los
resultados para n = 30 fueron similares al caso anterior, el flujo ¢* se ve en la figura (7.6).
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600

e "sollcion.dat’ u1:3  +
+ +
500 + + 4
n +
N

400 | N + i

+ +
300 | + n |

n

* +
200 B

+ + s

FA
100 n + + + i
+ 1+ fﬁt + + + + ++ W‘? "
o T Top A 1
Yo + 14
fy + + o
+
-100 -, . . R
+ +
N
-200 |- * N . e
+ N :
-300 . T |
+ T

_400 Il Il Il Il g Il Il Il
-23500 -23000 -22500 -22000 -21500 -21000 -20500 -20000 -19500

Figura 7.6: Concentracion C(ge) en QU Qp con n = 30

La siguiente figura muestra los resultados para n = 30. A la izquierda la concentracion en QU Qp
usando ¢; € L?(T;) y a la derecha la concentracién en Qp usando C(g;) |r,:

2.74e+02
2.55e+02
2.35e+02
2.16e+02
1.96e+02
1.76e+02
1.57e+02
1.37e+02
1.18e+02
9.79e+01
7.83e+01
5.87e+01
391e+01
1.95e+01
-9.00e-02

Todavia se aprecian concentraciones negativas, es decir ain no es un buen resultado. Esto muestra
que mas que un problema de la magnitud de la difusién es un problema de que la interpolacion lineal
no es la mejor. Lo que motiva a graficar como es la concentracion en la tapa para distintos casos. En
la figura (7.7) se muestran las concentraciones sobre la tapa para un ¢* = 1000 en el rajo y distintos

valores de 7.
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10000

0 T T T T T T T T
-23500 —23000

T T T T T T T
-22500 —22000 -21500 —-21000 -20500 —-20000 -19500

Figura 7.7: Concentracion en I', para n 10 (negro), 30 (verde), 50 (azul), 100 (rojo)

En la siguiente figura se visualiza las concentraciones para = 100, flujo 1000 constante en el
rajo (curva roja), y la otra curva corresponde a concentracion en la tapa para n = 100 y un flujo
parabalico entre -22750 y -20750 con un méximo de 600, y cero fuera de este intervalo (curva verde).

“conc_tapa_Dif=100.dat"  +
"datos_tapa.dat"”

4500
4000 | N

3500 | e
3000 | -

2500 |
2000 - J—
1500

1000 4
500 |
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Debido a estos resultados se intent6 una nueva interpolacion, usando sélo tres puntos, y trazando
una parabola entre ellos, la cual se ve en la figura (7.8).

300

T T
"datos_tapa.dat'u 1:3 ———

280 | T T ]
260 | E
240 | E

220 | q

200 | / q

180 | / g
160 / 4

/

140 L L L L L L L
-23500 -23000 -22500 -22000 -21500 -21000 -20500 -20000 -19500

Figura 7.8: Interpolacién parabdlica, dif 100

Con este nuevo Cy se corrié de nuevo el algoritmo con n = 100, logrando buenos resultados, que
aparecen en las figuras (7.9), (7.10).

Y

400 T T T
g "solucion.dat'u1:3  +

350 |
300 |
250 b
200 |
150 | Ty
.
100 | : S
50
£
.

ol
b

E
E
+ f

N
# e
;
;
50 | + / ]

J

-100 | +

-150 L L L L L L L
-23500 -23000 -22500 -22000 -21500 -21000 -20500 -20000 -19500

Figura 7.9: Flujo ¢* en el rajo, n = 100
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. 2.08e+03

1.93e+03
1.79e+03
1.64e+03
1.49e+03
1.34e+03
1.18e+03
I 1.04e403

8.893e+02

7.4e+02
5.85e+02
4.46e+02
2.98e+02
1.48e+02
-7.53e-03

Figura 7.10: Particulas bajo un flujo ¢*, n = 100

Luego se disminuy6 7 a 30, y se obtuvo los resultados que aparecen en las figuras (7.11), (7.12)

350 T T
“"solucion.dat"u1:3  +
,p
300 | by *‘“3 g
+ ¥
+ T
N + +
250 [ + + |
N +
4 + +
e +
200 L * * q
.
N +
L + +
150 + + * g
o, +
1 * +
b +
100 . L . N 4
: 5, 4
50 | ET - ]
E :
0 ks % e
Foo i . ]
+ +
+ f
50 | i ++++ 4
1
-100 I I I TR I I
-23500 -23000 -22500 -22000 -21500 -21000 -20500

-20000 -19500

Figura 7.11: Flujo ¢* en el rajo, n = 30
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5.07e+03
. 4.70e+03
4.34e+03
3.98e+03
3.62e+03
3.26e+03
2.90e+03
2.53e+03
2.17e+03

1.81e+03
1.45e+03
1.02e+03
7.24e+02
3.62e+02
0.00e+00

Figura 7.12: Particulas bajo un flujo ¢*, n = 30

7.5. Problema estacionario agregando una fuente

La idea ahora es agregar una fuente pequena al lado derecho del caso estacionario 2D para poder
disminuir el coeficiente que acompana a la difusién en el algoritmo que lo resuelve, con lo que las

ecuaciones quedan:

—V-(D($)V0f)+l7'VCf = uCy en Qp UQ
Cy = 0 sobre I'yop U T, UT o
oCy
D(x)@ = 0 sobre Ty, (7.20)
D(x)a—nf = q"(z) sobre T';
u < 0

para esto nuevamente consideremos C'JQ la solucién de:

-V (D(:E)VCJQ) +7- VC’? = ,uC’JQ en Qp
C']Q = 0 sobre I'yop U T, U T o
oC?
D(:L')a—nf = 0 sobre T, (7.21)
C']Q = () sobre I',
I < 0
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0
Consideremos f1 = —D(x)a—f en I', donde n es la normal exterior a Qp. Se define:
n
1 2
752w = g0 = 3 [ [P S — p| s

donde n la normal exterior a Q y C(q) la solucion unica del sistema:

-V - (D(@)VC)+7-VC = uC en

C = (y sobrel,
7.22
D(x)g—g = q(z) sobrel (7.22)
jz < 0

Notar que J es una funcién convexa a valores positivos, ademas:
J(q*)=0

por lo tanto ¢* es un minimo global de J pero si existe otro minimo global ¢, este tendra también
que ser cero de J luego las soluciones C']Q y C(q1) se pegaran bien en I'c por lo cual la solucién Cy
coincidira con estas funciones en sus respectivos dominios, es decir ¢* = g1 lo que implica la unicidad

= [ (p@ G2 1) D) 5 ds (.23

del minimo.

donde 6C(r) es solucion de:

_V - (D(2)VSC) +7-V6C = udC  en Q

6C = 0 sobre I,
00C (7.24)
D(x)m = r sobre I';
W < 0

Suponiendo que V - ¥ = 0 y multiplicando la ecuacion de dC(r) por p e integrando por partes se
obtiene:

’ /Q 5C(r)p = — /Q ST - (D(E)Ve) +7-Vo) + | 6CONDE)Vp 7+ o)
- / pD(z)VoC(r)-n
o0

Con lo cual, imponiendo que:

div(D(z)Vp) +7-Vp=—pup (7.25)
y usando las condiciones de contorno de 6C(r) se obtiene:

B ap L 96C(r)
0 = 5 5C(r)(D(x)%+pv-n)—/i,or—/epD(x) o
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Por lo tanto si pedimos que p sea solucién de:

V- (D(x)Vp)+v-Vp = —pC en €
p = 7-p@ %9 e,
P 15 = 0 ” bre T (720
o, TPUT sobre I';
s < 0
Se concluye que:
G = [ pras = T =l (7.27)
Ademas notando que C(q) = 6C(q) + C’(O)Z se tiene:
San=s+ 0+ [ 200
tomando r = —eJ'(q) , se obtiene una parabola en ¢, luego el paso 6ptimo para el método de la

direccién de maximo descenso es:

||J/(Q)||%2(ri)

/ 96C(J'(q))
. on

por lo tanto: (g — o' (4)) = J(g) — 1T (@) 2o,

6opt -

2

7.5.1. Algoritmo

Nuevamente en este caso, el problema inverso se reduce a un problema de optimizacion y utilizaremos
el mismo algoritmo de la direccién de méximo descenso para resolver, el esquema es el siguiente:
0) Escoger qo y 6 > 0 criterio de parada del algoritmo.

1) Dado g encontrar C(gy), la solucion de:

V.- (D(@)VC)+v-VC = uC en

C = Cy sobrel,
7.28
D(w)g—g = q sobrel} (7.28)
W < 0

2) d = p |r, donde py es solucion de:

—div(D(z)Vpg) — V- Vpr, =0 = 1Pk en €
Pk = fi—D(x) 9C (ar) sobre T'¢
9p on (7.29)
D(x)a—; +pr¥-n = 0 sobre T;
j < 0
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. HdkH%z(Fi)
3) &= s
.

onde ¢ es solucién de:

-V -(D(@)Ve)+7-Vo = pup en

%) = 0 sobrel,
7.30
D(az)g—i = di sobrel} (7.30)
W < 0

4) qry1:=qr — €k di

5) Verificar que J(qr11) < 0, si es asi detener la iteracion, en caso contrario continuar en el paso

(1).

7.5.2. Resultados

Dado que ya se habian hecho pruebas en el no estacionario con n = 75, se decidi6 probar con
este valor, ahora el problema era determinar el p adecuado mediante ensayo y error. Las pruebas
arrojaron que u = —0,005 era adecuado llegando a un error del 6,3 %, después de 500 iteraciones,
entre el flujo estimado ¢, y el flujo entregado inicialmente ¢* = 1000. Cabe notar que este valor
corresponde a menos el inverso del paso dt usado para resolver el no estacionario. Aqui podemos ver

en un grafico la solucién obtenida:

"solucion9.dat" +

1300 .
1200 i

+
L + #
1100 ﬁr tﬁ i‘ﬁ% iﬁM
1000 i Wy T

900 *
800
700
600

75



Capitulo 7: Aplicacién del problema inverso

La solucién debiera estar entorno al valor 1000, pues es el valor del flujo ¢* usado en problema
(7.20), podemos ver que se aproxima salvo en las puntas, lo que ha sido caracteristico en los ensayos
numeéricos.

Una vez que esto dio resultado se prob6é con n = 50 y con pu = —0,0025 se obtuvo un error del
7,7% después de 200 iteraciones, en el grafico se muestra la solucion obtenida:

"soll7.dat"  +

s

i

i

1200 -t y
1100 | SN L
F+ i f"* %
1000 - k [ 1

900
800
700
600
500 [

+

Nuevamente la solucién se mantiene en una franja entorno al valor 1000, aunque se nota el mayor
porcentaje de error pues esta solucién oscila un poco més que la anterior.

7.6. Problema estacionario con 7 = 10.

El objetivo de esta seccion es lograr que el algoritmo que resuelve una pertubacion del problema
estacionario funcione un n = 10. Para esto se tiene dos estrategias, la primera consiste en pertur-
bar el problema de la siguiente manera, introducir u’s distintos en las ecuaciones que resuelve el
algoritmo, dandole més peso al i donde la ecuaciéon presente, empiricamente, mayores problemas de
convergencia. En el caso en general la ecuacion (7.12) resulto ser la més problemética. La segunda
estrategia es aumentar el valor absoluto de g por sobre 100 dejandolo igual en las tres ecuaciones
que resuelva el algoritmo.
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7.6.1. Resultados

Usando varias combinaciones distintas se logrd correr el algoritmo y hasta un cierto ntamero de
iteraciones el funcional J disminuye. El problema es que con un n tan bajo como 10 la solucién que
queda es ¢ = 0, dado que f; es practicamente 0.

7.7. Problema inverso de evolucion

Dado T > 0, se desea a partir de los antecedentes experimentales: concentracion de pm10 (C') en la
boca del rajo, la velocidad del viento (¥) Vt € (0,7T) en el rajo y la concentracion en t = 0 (C(Z,0) =
Cini(%)) en el rajo, encontrar el problema inverso, es decir conocer la fuente de material particu-
lado, en particular el flujo de particulas generado al interior del rajo (¢(Z,t) = n - D(Z,t)Vc(Z, 1))
vVt € (0,T).

Se quiere resolver el problema inverso de emisién dentro del rajo. Es decir, dadas las velocidades
del viento, la concentracién inicial de polvo y la medicién en el borde del rajo de la concentracién
para todo ¢, encontrar la fuente g de particulas al interior del rajo. Se tiene el siguiente sistema de
ecuaciones y condiciones de borde si se supone que el sistema satisface Navier-Stokes, se define Qp
y  tales que:

op =T, Ul Ul U, U Ftop

oN=r.uly

Se desea determinar ¢* € L?(I';) x (0,T) solo conociendo Cj Ir.x(0,7)= Co donde Cf es la solucion
de:

40—V - (D(t,2)VCy) +7-VC; = 0 en (QpUQ) x (0,7)
Cy(0) = Cin en Qp UQ
Cy = 0 sobre (I'yop UT ULGy:) x (0,7)
oCy (7.31)
D(t,x)@ = 0 sobre I'y, x (0,7
D(t,x)—f = q*(t,x) sobre I'; x (0,7
on
para esto consideremos C]Q la solucién de
([ 4C9 -V - (D(t,z)VCY) +7-VC) = 0 en Qp x (0,7)
CJQ(O) = sz en QF
CJQ(‘)CO = 0  sobre (Ttop Ul Ul ) x (0,7) (7.32)
D(t,a:)a—nf = 0 sobre T'y, x (0,T)
C'Joc = () sobre I'e x (0,T)
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0
consideremos f; = —D(t,x)a—f en I'. x (0,7") donde n es la normal exterior a Q.
n

Se define
Jr:C((0,T),L*(T;)) — R

Jr(q) = % /T / ‘D(tw)ag(q) | as ar

on

con n la normal exterior a Q y C(g) la solucién tnica del sistema

L0 -V - (Dt,z)VC)+0-VC = 0 en Q x (0,7)
C = (p sobre I'e x (0,T) (7.33)
D(t,:v)g—g = gq(t,z) sobreI'; x (0,7)

notando que Jr es una funcién convexa a valores positivos, ademas
*
Jr(q") =0

por lo tanto ¢* es un minimo global de Jr, pero, si existe otro minimo global g;, este tendra también
que ser cero de Jr y por lo tanto la soluciones C}) y C(q1) se pegaran bien en I'c por lo cual la
solucion 'y coincidira con estas funciones en sus respectivos dominios, es decir ¢* = ¢ lo que
implica la unicidad del minimo.

T
, B oC(q) 96C(r)
(Jr(q),r) = // (D(t,x)—an fi D(t,x)ian ds dt (7.34)
0 Te
donde 0C(r) es solucion de
46C -V - (D(t,z)VSC)+T-VsC = 0  enQx (0,T)
5C(0) =0 en ()
oC = 0 sobreI'. x (0,7) (7.35)
96C
D(t,x)W = r sobreI; x (0,T)

suponiendo que V - ¥ = 0 y multiplicando la ecuacién de 6C(r) por p e integrando por partes se

obtiene

T d )
0 = /QéCp IOT—/O /QéC(r)(Ep—FV-(D(t,x)Vp)+v~Vp)

T T
+ / / 0C(r)(D(t,x)Vp-n+ pv-n) — / / pD(t,x)VoC(r) - n
0 JoQ 0 o0
si d
Tk +V - (D(t,x)Vp)+7-Vp=0, en Q x (0,7T) (7.36)
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ademas usando las condiciones de contorno de 6C(r)

0 :/Q //150 tx)g——k,zn) n) — /OT/ipr

/ re pDI, )%gn

por lo tanto si pedimos que p sea soluciéon de

4y V- (D(t,x)Vp)+7-Vp = 0 en Q x (0,T)
p(T) = 0 en
p = fi—D(t,x) ag(Q) sobre I'e x (0,T")
n
D(t,a:)% +pU-n = 0 sobre T'; x (0,7

tenemos

T
r)z//prdsdt
o Jr;

J/T(Q) =p ’Fix(O,T)

con lo cual

Ademés notando que C(qg+ 1) = C(q) + 0C(r) se obtiene

Jr(q+7) = Jr(q) + / /e

r=—eJr(q)

050 )

tomando

(7.37)

(7.38)

(7.39)

y gracias a la linealidad de las ecuaciones queda una pardbola en ¢ con lo cual se obtiene que el paso

optimo es
T
fo fr Jr(q)

fo fF ‘D 350(%((1))‘

3 opt —

por lo tanto

Eo
Tr(q — eopTp(@)) = Jr(g) — 22" / / Jh(

7.7.1. Algoritmo para el problema no estacionario

0) Escoger qo y 0 > 0 criterio de parada del algoritmo.
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1) Dado g encontrar C(gz), la solucion de:

40—V - (D(t,z)VC)+7-VC = 0
C = Cy
oC
D(t,x)% = g
2)
di, = pr |r,

donde py es solucion de:

en Q x (0,7
en ()
sobre Iy x (0,T) (7.40)

sobre T'; x (0,7

Lo+ V- (D(t,x)Vp) +7-Vpp = 0 en Q x (0,T)
pi(T) = 0 en 2
Pk = f1—D(t,x) 8Ca(qk) sobre T, x (0,7) (7.41)
n
D(t,x)% +peU- 1 = 0 sobre I'; x (0,7
n
r 2
d
3) copt = o fo fr" ka 3 donde ¢y, es soluciéon de:
Jo e, |ty %
%@k—v'(D(t,a:)Vgpk)—kﬁ.V(pk = 0 en Q x (0,7)
©x(0) = 0 sobre I'
Pk = 0 sobreI'. x (0,7) (7.42)
ok _
D(t,x)a— = d sobreT'; x (0,T)
n

4) qry1:=qr — €k di

5) Verificar que Jr(qg+1) < 0 si es asi detener la iteracion, en caso contrario continuar en (1).

7.7.2. La ecuaciéon retrograda

En este algortimo, ocurre que la segunda ecuacién a resolver es:

Ly V- (D(t,x)Vp)+7-Vp = 0
p(T) = 0 o
P = fl —D(t,.’,l') a(qk)
op "
D(t,:n)% +pU-n = 0
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que tiene como condicion de borde temporal p(T') = 0. Esto genera un problema en la implementacion
pues el software utilizado (Fluent) solomente resuelve problemas de evolucién donde la concentracion
se supone conocida en el instante inicial, es decir en ¢ = 0. Esto obliga a hacer el siguiente cambio

de variable

p(t) = p(T —1)
que cumple
45—V - (D(T —t,x)Vp) = H(T —t,x)-Vp en (0,T) x Q
5(0,z) = 0 en Q
p(t, @) = (D% (T —tz) en(0,T)xT,  (T44)
D(T—t,x)%—i—ﬁﬁ(T—t,x)-ﬁ = 0 en (0,7) x Ty

Una de las diferencias relevantes con respecto al caso estacionario, es que ya no observamos tantas
irregularidades de las soluciones en los bordes del rajo. Esto se debe a que las ecuaciones escalares
que se resuelven son del tipo parabélico, es decir una ecuacion tipo calor, y es sabido que este tipo
de problemas tienen un efecto regularizante. Otra caracteristica interesante es que a partir de cierto
instante la soluciéon se vuelve un poco inestable, esto puede deberse a que lo problemas de evoluciéon

son degenerativos en el tiempo.

7.7.3. Resultados

Lo resultados obtenidos fueron los siguientes:

iteracion flgx —qls 42 (g s

1 1440783,965796 0,467608 13142638723072 142,156877
7 591428,927585  0,191949 87147618304 21,469051
15 539194,405194  0,174996 34474008576 13,503022
21 536856,018538  0,174237 27408451584 12,040024

Esto senala altas variaciones porcentuales de J que indican un avance de nuestra solucién hacia
el objetivo, y que en la practica el algoritmo deberia detenerse si J aumenta o si no muestra un

descenso notorio.

7.8. El problema de estimar la concentraciéon

Se comenz6 estudiando el problema de estimaciéon estacionario, se quiere resolver el problema de
estimacion dentro del dominio, es decir, dadas las velocidades del viento en el dominio y las medicio-
nes puntuales de la concentracién de polvo en el borde del rajo, encontrar la fuente ¢ de particulas
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al interior del rajo. Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones y condiciones de borde si suponemos

que el sistema satisface Navier-Stokes: definimos €2 el dominio tal que

oN=ryul;uly,

donde I'y y I';, representan la parte de la frontera con condicién Dirichlet y Neumann respectivamen-

te, la frontera I'; es donde se desea determinar el flujo de concentracion, es decir se desea determinar
q* € L*(I;) solo conociendo C, € R Ya € P. con P. C Q finito donde C, es la medicién promedio

en el punto a es decir dados ¢ y g1 si Cy es la solucion de

-V - (D(x)VCf)+0v-VC; = 0 en )
D(w)% = q sobre I',
Cy = ¢ sobre I'y
D(ZE)% = ¢*(z) sobrel}

(7.45)

entonces C = (fQﬂB(a,a) Cf)/(meB(a@) 1) donde B(a,¢) es la bola de centro a y radio € en todo esto

¢ representa el radio de certidumbre de la medicion. Definamos

J.: L*(T;) - R

2
1
L@ =Y 5 | [ 156 €@~ C)
acP: Q
donde
1 six e Ba,e
1B(a,a) (‘T) = { 0 N ( )
y C(q) la solucion tunica del sistema
V- (D@)VC)+v-VC = 0 en
D(x)g—g = qi(z) sobrel),
C = (Cy sobre I'y
D(x)g—g = q(z) sobrel}

notamos que J; es una funcién convexa a valores positivos, ademas

Ja(q*) =0

(7.46)

(7.47)

por lo tanto ¢* es un minimo global de J. pero no podemos garantizar que sea el tinico minimo de J;

es por ello que este método solo pretende dar una metodologia de aproximacién es decir minimizar

Je tratando de partir cerca de g*.
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gy =S / 1 5ae) (C(g) — Ca) - / | Bae) 5C(r) (7.48)
Q

donde 0C(r) es solucion de

-V - (D(z)VéC)+v-VéC = 0 en
D(w)% = 0 sobrel,
on (7.49)
C = 0 sobrely
oC
D(:E)a—n = r sobrel}

suponiendo que V - ¥ = 0 y multiplicando la ecuacién de 6C(r) por p e integrando por partes se
obtiene

0 = —/ SC(r)(V - (D(@)Vp) +7-Vp)+ | 6C(r)D(@)Vp -7+ pis-7)
Q o0

- / pD(z)ViC(r)-n
o0
-V (D(‘T)vp) —U-Vp= Z (/ 1B(a,e) (C(Q) - Ca)) ’ 1B(a,e)7 (7-50)
acP: [e)

ademés usando las condiciones de contorno de 6C'(r)

s @t +or:- [ o= [ 00T

0 = o+ [

I'pyuly

por lo tanto si pedimos que p sea soluciéon de

a€P:

-V (D(l‘)Vp) - v- Vp = Z (/ ]B(a,e) (C(Q) - Ca)) : ]B(a,e) en
Q

(7.51)
p = 0 sobre I'y
dp
D(z)=—+p0-n = 0 sobre I'; N Iy,
\ on
tenemos
(JL(q),r) :/ p rds (7.52)
I

con lo cual

Jiq)=plr; (7.53)
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Ademés notando que C(¢+ 1) = C(q) + 0C(r) se tiene

2

Tla+1) =30+ T + 3 5 | [ 5e 500
Q

a€P;

tomando
r=—eJ.(q)

de esta manera queda una parabola en € con lo cual se obtiene que el paso 6ptimo es

@) e
Eopt = 2

S| [ 15ae 500)

a€P; Q

por lo tanto
€o,

Jo(a = 2o (@) = Jo() = 2@ r,

7.8.1. Algoritmo

0) Escoger qo y n > 0 coeficiente de criterio de parada

1) Dado g encontrar C'(gx), la solucion de

-V - (D(z)VC)+7-VC = 0 en ()
D(:E)a—c = ¢ sobrel,
on (7.54)

C = (Cy sobrely

D(w)g—g = gq sobrel}

2)
dk =p ‘Fi
donde py es solucion de
—V - (D(x)Vpr) = T-Vor = Y. /1B(a,e) (Cgr) — Ca) | - 1B(ae) en Q
a€P: Q
Pk = 0 sobre T'y
D(iﬂ)% +pxU- 1 = 0 sobre Iy N Ty,
n

(7.55)
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3)
1720) 22 1,
Eopt = P)
Z /1B(a,€) Pk
acP: \ g

donde ¢y, es solucién de

-V - (D(x)Ver)+7-Vor, = 0 en €
D(az)% = 0 sobrel,
on (7.56)
Pk = 0 sobrely
Oy . .
D(ZE)% = dj sobreI

4)
Qk+1 = q — €k di,

5) Verificar que  J(qx4+1) < d  si es asi detener la iteracion, en caso contrario, continuar en
paso 1).

7.9. Conclusion

Se ha considerado un modelo matematico simplificado, mediante suposiciones fisicas adecuadas, para
el estudio del problema medioambinetal de la emisiéon de material particulado PM10 al interior del
rajo de la mina, el cual permite calcular el flujo y la concentraciéon de material particulado en este
dominio.

Los calculos numéricos muestran la forma en la que el flujo evoluciona, informaciéon que puede
ser 1til para predecir la contaminacién atmosférica y la emision de contaminantes en la mina y sus
alrededores, cabe notar que para esto es necesario que el factor que acompana a la difusividad sea
grande (>=50) pues, de no ser asi, los calculos numeéricos pierden sentido.
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Modelo Fisico del Rajo - Diseno

Paralelamente al estudio de la prediccion del flujo del material disperso en el aire usando el concepto
de problema inverso, el Instituo de Innovacion en Mineria y Metalurgia (IM2) se creo una maqueta
del rajo para estudiar de manera empririca el movimientos del material particulado. El siguiente
capitulo es un extracto del trabajo realizado por R. Hernandez, A. Alvarez y R. Fuentes.

8.1. Detalles técnicos del modelo

La siguiente figura muestra las dimensiones de la maqueta:

an: . HEn bt ] 20 ¥

1. _ |

BB

1om

Dimensiones de la maquela
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La simbologia (") va a representar valores dependiente del prototipo y (") representa el modelo. La

escala es de A = % = ﬁ.
Los requerimientos del extractor de aire es de una velocidad de V'[1 — 10m/s], pero si se acepta la
similitud de Reynolds Re” = Re’, entonces se debiera obtener que A\,A\; = A, y Ay A; = 1 por lo que

Ay = )\ll = 1000, lo cual no es posible.

Por ello se recurre al modelo Euleriano ([3|, p.116 Fig.11.7, ver (8.1)), el cual indica que en buena
parte de los casos los pardmetros que se desean medir no varian en forma apreciable cuando el

numero de Reynolds R, es mayor que un cierto valor critico. Guias recopiladas en la literatura dan
Req = 40000.

Figura 8.1: Definicion de un modelo euleriano

Luego, si el numero de Reynolds en el prototipo R/ es superior a Req, la condicion de Reynolds
D nV
H

puede relajarse. Si R/e’ > 40000 entonces —£L7— > 40000

donde v": viscosidad cinematica del aire y Dy»: diametro hidrdulico.
Entonces si: " =15 x 107%m? /s a 20C, Dgn = 4Ryn y Rpn = %1 = i
Con esto, V" > 40000 x 15 x 107%m/s y V" > 0,6m/s

Provisoriamente, se toma un valor conveniente para el uso de trazador (gas, plumas u orégano):
V" = 10m/s, ademés se usa un extractor y no un ventilador debido a que permite un mejor control
de la capa limite de entrada.
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Pérdida de carga: AP = KtomlgVQ
Kiota = Kfricci(')n + Ksingular
L

Kfricci()n — Dpu

[+ factor de friccion de Darcy, f~ 0,020 Kpiecign = w =0,16

Ksingular =1

Ktotal = 1716 ~ 2

1,3

AP =2x x 100 = 130Pa ~ 13mm

de agua (10mm de agua equivale 101325 Pa)
Q, flujo en volumen: Q = VA =10 x 1 = 10m?/s = 36000m3 /h

En estas condiciones de altos caudal y perdida de carga, se recomienda:

1) Probar con el extractor de Genaro

2) Probar con los extractores medianos disponible en el laboratorio del IM2, las curvas caudal /presi’on
de estos extractores muestra que serd necesario usar 2 extractores. Con estos equipos, se pue-
de lograr un caudal de salida de 3000[m3/h], correspondiente a una velocidad del orden de
1m/s, la cual es suficiente para que no haya problema con los trazadores. Se consideraran las
posibilidades de ocupar estos extractores en paralelo y en serie.

8.1.1. Extractor convergente

Para evitar torbellinos de salida, se recomienda construir una salida convergente. Un convergente
correspondiente a una parabola ctubica tangente en los dos extremos seria ideal pero impractico de
reproducir en laboratorio. Se recomienda el uso de placas convergentes como es ilustrado en las

siguientes figuras.
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Sin convergente

— - —m= EXTRACTORES

@

Convergente ideal

\_
/

Convergente recomendado
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8.1.2. Rugosidades

Las rugosidades corresponden a los escalones (cada 2cm en el modelo cada 20m en el prototipo) en
el rajo. El Reynold de rugosidad esta definido por R, = V{/ks, donde V; es la velocidad de friccion y

ks: rugosidad equivalente.

10,02
Vf:V\/gzlx %:0705771/5:56771/8

ks = 2cm = 0,02m

~5-1072-2-1072  10°

5105 130

R

El valor del Reynolds de rugosidad confirma que el sistema esta en régimen rugoso (3|, p.88 Fig.10.2,
ver (8.2)).
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Figura 8.2: Funcion By = Bpik(Renir) para la rugosidad de Nikuradse
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8.2. Resultados

8.2.1. Imtroduccion

Se reportan las medidas experimentales del flujo del fluido en un modelo de laboratorio del Rajo
de Chuquicamata en el IM2. El alambre caliente anemdémetro proporciona medidas detalladas de la
velocidad en cada una de las 11 estaciones del modelo. Estadisticas de primer y segundo orden se
obtienen a través de cada una de las secciones. Las circulaciones locales del fluido y algunas propie-
dades del comportamiento del fluido del modelo fueron deducidos de los datos experimentales.

8.2.2. Modelo experimental

Un 2D modelo experimental (escala 1:1000) del Rajo de Chuquicamata fue desarrollado en el labora-
torio de fluido dinamica del IM2. En la figura (8.3) se muestra un esquema del modelo experimental
donde se indican las secciones relevantes donde las medidas del alambre caliente anemémetro fueron
realizadas para caracterizar el comportamiento del fluido con diversos niimeros de Reynods.

Sh S0 89 58 87 86 85 54 S3 s2 Si

S T T I )

RRRERNIRI

- A T
- : |

Figura 8.3: Esquema del modelo experimental del laboratorio inidicando las secciones relevantes.

La velocidad del flujo fue controlada con una impulsion de PWM Hitachi que gobernaba el motor y
el extractor de CA. Los ajustes autométicos de la frecuencia de la impulsién fueron hechos con un
sistema de adquisicion con D/A. Un voltaje externo pequeno 0 <e <10 [voltios| se puede utilizar
para cambiar la frecuencia de la impulsion en el rango 0 <F <50 [Hz|. Este control externo permiti6
realizar las mediciones de la velocidad del flujo en cada uno de las 11 secciones indicadas en la figura
(8.3) con un computador remoto. El estudio considera diversos regimenes del fluido en funcion del
namero de Reynolds, definido por R, = Uyz/v donde Uj es la velocidad promedio del flujo, z es la
altura de la seccién y el v es la viscosidad cinematica del aire. En el rango completo de la impulsiéon
de Hitachi se consigui6 regimenes completamente turbulentos con R, = 410°.
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i

Figura 8.4: Disposicion experimental. (1) Seccién de entrada del modelo. (2) Posisionamiento
del sistema-Z. (3) Punta de prueba caliente TSI del alambre. (4) Anemoémetro termal. (5) Pre-
amplificador SR 560 . (6) Sistema de adquisicion DT322. (7) Interfaz digital para manobriar el
sistema-Z. (8) Sensor de temperatura LM35DZ. (9) Filtro del antialiasing. (10) PC. (11) Conductor
Hitachi HFC-VWS.

La figura (8.4) muestra los detalles de la disposicion experimental usada en cada seccién del modelo
para registrar la serie de tiempo de velocidad del fluido. Una prueba de punta caliente del alambre
conectada con un anemoémetro termal entrega una senial del voltaje asociada a la velocidad del fluido.
La senal es filtrada y ampliada (pre amplificador SR560) y entonces muestreada con una tarjeta de
adquisicion de datos DT322. Un interfaz digital D/A controla el sistema que conduce de la punta
de prueba caliente del alambre para hacer la exploraciéon automatica de velocidad del fluido a través
de la seccién del modelo.

Para conseguir una velocidad suave favorable a ntimeros tan altos de Reynolds, el tiempo de la
adquisicion debiera ser considerablemente largo, del orden de 5 minutos por series de tiempo en
cada posicién vertical de la punta de prueba caliente del alambre. Tales series de muy largo tiempo
son necesarias para realizar la estadistica de una orden més alto (espectros de energia, histogramas,
funciones de densidad de la probabilidad, etc). Se utiliza una frecuencia de muestreo constante de
8.192 [kHZ] en series de tiempo del orden de 5 millones de puntos de referencias. La frecuencia del
filtro antialiasing era 3 [kilociclo| con una pendiente de 12 [dB/Oct].
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8.2.3. Posisonamiento del sistema-Z

Para medir favorablemente los datos de la velocidad en tan grandes secciones, se desarrollo un sis-
tema automatico para conducir la punta del alambre caliente de prueba a través de cada uno de las
11 secciones del modelo.

Figura 8.5: Sistema motorizado para la posicién y el movimiento de la punta del alambre caliente
de prueba. (a) Detalles del soporte de la punta del alambre caliente de prueba, del motor de pasos y
del carril. (b) Detalles del posisonamiento del sistema-Z con la punta del alambre caliente de prueba
montado en la secciéon S10 del modelo.

Este sistema consiste en un tubo dural cilindrico con una guia donde un marco de soporte que resba-
laba fue concebido para unir el sensor del alambre caliente (ver fig 8.5). El sistema se puede instalar
manualmente en cada seccién que mide permitiendo conducir la punta del alambre caliente de prue-
ba con una exactitud de 10 [um] a través de una exploracion vertical total de 1.9 |m]|. El sistema es
gobernado por un motor de pasos a través de un interfaz digital conectado con una computadora.

8.2.4. Resultados

En cada seccién del modelo, el sensor caliente del alambre realiza una exploracién vertical completa
de la velocidad del flujo en pasos verticales de dz = 2.54 cm. El movimiento del sensor del alambre
caliente es una secuencia controlada por el ordenador usando el sistema-Z descrito anteriormente.
El resultado es un campo de velocidades turbulentas en dos dimensiones(valores absolutos) U(z,t).

Se registraron series de tiempo grandes de la velocidad del flujo usando una punta de alambre ca-
liente de prueba de TSI y el anemémetro termal. Un registro muy de largo plazo de la orden de 5
minutos fue requerido (v 5 x 10 puntos de referencias por series), en una frecuencia de muestreo
de 8192 |Hz|. El tiempo requerido para cubrir una favorable medicién de la velocidad era entre

93



Capitulo 8: Modelo Fisico del Rajo - Diseno

Mean velozity saction S4

Mean valccity section S8
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Figura 8.6: Velocidades promedio (U(z,t)). (a) En la secciéon S4 y (b) la seccion S8 en funcion de la
coordenada vertical Z.

18 y 40 horas dependiendo del tamano vertical de cada seccion (resolucion espacial constante de
dz = 2,54cm). Una resolucion espacial tan gruesa fue encontrada adecuado para resolver en la ca-
pa del borde cerca de las paredes del fondo y de la tapa cuando era fisicamente significativo medir ahi.

La figura (8.6) muestra la velocidad promedio en la seccién S4 y S8 la cual corresponde al principio
y al final de la seccién grande del modelo respectivamente. Se observa un cambio dramatico de la
velocidad méxima cuando se levanta la frecuencia del conductor Hitachi sobre 10 Hz. El flujo es

completamente turbulento en ambos casos y la zona de la alta velocidad esta bien se localizada en
la parte superior del grafico mientras que el nimero de Reynolds crece.

(@)

hean velocity section 52

(o) Velocity lluctuations section 52
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Figura 8.7: (a) Velocidad promedio (U(z,t)) y (b) Fluctuaciones de velocidad Uyps(z) en funcion dela

coordenada vertical z para 4 valores de la frecuencia de la impulsion de Hitachi (motor-ventilador)

en la seccién S2.

La figura (8.7) muestra la velocidad promedio y las fluctuaciones de velocidad en funcion de la

coordenada vertical z en la seccién S2; la cudl es la entrada del modelo experimental. Se observa
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que el flujo es absolutamente suave para todos los niimeros de Reynolds y los fluctuaciones del flujo
son absolutamente uniformes a través de la seccion aunque aumentan con el nimero de Reynolds.
Encontramos que las fluctuaciones de la velocidad del flujo son absolutamente pequenas en esta sec-
cion de la entrada, de la orden de 3 %, no obstante en las secciones del interés principal (S4, S5, S6,

S7, S8) que corresponden al modelo del Rajo, las fluctuaciones del flujo pueden alcanzar facilmente
hasta 20 %.

8.2.5. Funcién de densidad de probabilidad y espectro de energia

La figura (8.8) muestra estadisticas de segundo orden para la seccion S4, bajo la forma del espectro
de energia y funciones de densidad de probabilidad normalizadas(pdf). Los espectros de energia
son funciones continuas como en el flujo completamente turbulento. Aunque, diversos escalamientos
inerciales se encuentra en regiones cerca de la pared inferior y en la seccion central. En esos niimeros
relativamente altos de Reynolds no hay evidencia de ningiin movimiento periédico en la seccién S4.
Sin embargo, los histogramas computados (PDFs) no son simétricos, con colas logaritmicas hacia
fluctuaciones de baja velocidad que indican la presencia de explosiones de baja velocidad encontrada
en la serie de velocidad del tiempo.

8.2.6. Velocidad promedio y fluctuaciones
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Figura 8.8: Los espectros de energia tipicos (izquierda) y las funciones de la densidad de probabilidad
(derecha) de la serie de la velocidad del tiempo en la seccion S4 para 2 valores del ntimero de Reynolds
local ;, R, = 1,2105 y R. = 5105 que corresponden a la velocidad de la capa limite (z — 15 ¢cm) y a
la velocidad en la seccion del centro (z = 66 cm).

95



Capitulo 8: Modelo Fisico del Rajo - Diseno

8.2.7. Observaciones y trabajo en progreso

Estadisticas de primer y segundo orden fueron obtenidas sobre el modelo experimental entero.La
velocidad del flujo y las fluctuaciones de la velocidad correspondientes indican que los regimenes com-
pletamente turbulentos estan generados en cada seccidon del modelo. Particular énfasis fue desplegado
en el estudio de las secciones 5S4 a S8 que corresponden al Rajo en si mismo. Fuertes circulaciones
fueron encontradas en la entrada del Rajo asi como en la salida del Rajo que indicaba un compli-
cado e inestable patrén del flujo en los valores particulares del niimero de Reynolds. Los espectros
de energia realizados en serie de la velocidad del tiempo son caracteristicos de flujo completamente
turbulentos, donde las leyes del escalamiento entre la energia y las escalas del flujo (nameros de la
onda) estan cerca del escalamiento universal de Kolmogorov en la region interna de los espectros.
La parte del trabajo pendiente es una visualizacién completa del flujo usando una hoja con luz laser
y trazalineas de particulas, para determinar las regiones donde la recirculancién es la mas intensas
en el modelo.

Para ver bibliografia de este capitulo observar las siguientes referencias: [6], [7], [8], [9] v [10].

Las imagenes 8.9, 8.10, 8.11 y 8.12 muestran la maqueta cubierta por una cubierta oscura con el
objetivo de fotografiar el movimiento.

- ,/i\

Ao SN

Figura 8.9: Fotografia de la maqueta

Y por dltimo, la imagen 8.13 es la fotografia entregada por el computador de la velocidad.
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Figura 8.11: Fotografia del costado cubierto de la maqueta
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Figura 8.12: Fotografia del costado descubierto de la maqueta

Figura 8.13: Fotografia de la velocidad
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Conclusi6n

En aspectos generales, conocer el flujo del polvo en suspensiéon a partir de mediciones en el otro
extremo del dominio de manera exacta es bastante dificil. Todo depende de la forma del dominio
Q , de la difusion y de la velocidad. Estos tres factores combinados son determinantes en la presi-
cion con que se encuentra el flujo ¢f,. Lo fundamental es que el lugar de medicion (I';) obtenga la
mayor informacion posible de lo que ocurre en el borde donde se quiere predecir el flujo (T',,). En
otras palabras, que las particulas sélidas provenientes del muro lleguen al lugar de medicién lo mas
distribuidas posibles. El valor de la difusién es trasendental, si la difusiéon es pequena comparada
con la velocidad la concentraciéon que se encuentra cercana al muro se va a mantener alrededor a
este, concentrando las mediciones significativas s6lo en una seccién del borde. Hay que considerar
la forma del dominio, especialmente el borde de medicién, el cual debe ser de una forma tal que
obtenga la mayor cantidad de informacién lo mas distribuida posible.

En el caso de los ensayos numéricos realizados con un dominio particular se obtuvo que para el
caso estacionario, flujo a estimar constante y alta difusién es bastante factible encontrar este flujo.
El funcional J se pudo reducir a un nivel considerado numéricamente como cero, tomando en cuenta
el largo del borde ¢; y en las dimensiones que se estaban trabajando, se comenzé desde un valor J
del orden de 10® y se redujo hasta el orden de 1072 en 1000 iteraciones, numéricamente el problema
se mantuvo bastante estable, ya al final tuvo algunos problemas en que J aumentaba el valor pero
la tendencia siempre fue a la baja. Incluso la tasa de convergencia fue del orden o(xl%). Pero, no
s6lo hay que analizar el comportamiento de J sino que también comparar el valor de ¢, (flujo en
'), del problema directo) con el valor g encontrado por el algoritmo. Estos resultados también son
muy auspiciosos ya que el error relativo en I',, es ”qﬁq;:ﬁr” =1,12-1073.

Las pruebas para el caso en evolucién fueron menos favorables que en el caso estacionario debi-

do a que el funcional Jr no disminuy6 a un nivel significativo aunque en los casos disminuy6 un

. . ., . —qg* \/2J71(q
orden de magnitud. Debido a estos resultados, se estudi6 el error relativo % como #, con
m
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estos valores y analisando los graficos asociados se llegd a la conclusion que en este caso es posible
s6lo encotrar una tendencia del valor de ¢}, pero por la velocidad en el espacio 2 y especialmente
entorno a I'y, es dificil encontrar de manera precisa ¢,. La otra complicacion que se enfrenté en las
pruebas del problema no estacionario fue el comportamiento anémalo de Jr el cual tiene una osci-
lacion dependiente del valor de T, esto se explica principalmente a errores numeéricos presente en la
resolucion del algoritmo, dado que los problemas en evolucién son degenerativos a través del tiempo,
si ademaés se le agrega que por cada iteraciéon se resuelven 3 sistemas de ecuaciones, la acomulacién
de errores es significativa.

La aplicacion del problema inverso a la estimacion de las particulas PM10 al interior del rajo de la
mina es factible bajo algunos supuesto como es de conocer la concentracién en todo un borde. En
el caso real s6lo se conoce el valor de las concentraciones en las estaciones de monitoreo. El mayor
problema que se present6 fue el valor de la difusién ya que estos eran muy pequenos para la velocidad
utilizada, lo que producia que el sistema asociado al problema dual divergiera, para solucionar este
inconveniente se usaron algunos artificios como ponderar la difusién por un valor alto y suponer que
existe una fuente en el dominio, todo esto ayud6 significativamente a la convergencia del algoritmo,
pero la solucién encontrada con estos cambios debe coincidir o semejarse al resultado buscado en el
caso inicial. Realizando varias pruebas numéricas se pudo reducir el coeficiente acompanando a la
difusion a 50 y el valor del factor asociado a la fuente se tomd como —0,0025, lo cual entregaron
resultados muy acorde al valor buscado en el caso inicial.
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