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RESUMEN DE LA MEMORIAPARA OPTAR AL TÍTULO DEINGENIERO CIVIL MATEMÁTICOPOR: Á. FELIPE MACÍAS ARAYAFECHA: 20 DE AGOSTO 2007PROF. GUÍA: CARLOS CONCA R.
�ESTUDIO DE PROBLEMA INVERSO ASOCIADO A LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTOS DEPARTÍCULAS SÓLIDAS ACOPLADAS CON UN FLUIDO�

El presente trabajo de título presenta el estudio en onjunto del Centro de Modelamiento Matemátio(CMM) y el Instituto de Innovaión en Minería y Metalurgía (IM2) para estimar el omportamientodel material partiulado aoplado on el aire al interior de un dominio, sólo haiendo mediiones enuna seión de un borde.En la primera parte se presentarán las euaiones de movimientos involuradas, de�niiones y algu-nas hipótesis. Luego, se presenta el problema inverso a estudiar, donde se estudia el aso estaionariono aoplado en un dominio ualquiera, para entregar un algoritmo que entregue una estimaión dela soluión. También se analizarán pruebas numérias realizas para este aso. Posteriormente, se es-tudiará el aso no estaionario entregando un algoritmo similar al aso estaionario y se analizaránlos ensayos numérios respetivos. Para esto se de�ne un funional J apropiado para minimizar, talque, el �ujo que hae mínimo este funional oinida on el valor del �ujo sobre el rajo del problemadireto. Para enontrar el mínimo se usa el método de máximo desenso, por lo que hay que derivar
J y usar un problema dual para enontrar de manera explíita la derivada del funional.En la última parte se apliará el problema inverso a un problema medioambiental que onsisteen predeir el omportamiento del material partiulado en suspensión en el aire on datos experi-mentales en una mina de rajo abierto.Se onluye que es fatible poder predeir el omportamiento en todo el dominio, espeialmenteen el aso estaionario, pero que existe una gran dependenia de la efetividad del método on ladifusividad, la veloidad del viento y la forma del dominio.ii
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Capítulo 1Introduión
Cuando se trabajan on euaiones difereniales no siempre se requiere enontrar la soluión delesta, sino, por ejemplo, se desea onoer los oe�ientes de la euaión, determinar alguna ondiiónde borde, et. Estos problemas son onoidos omo problemas inversos.El problema inverso a tratar es el si el borde de un dominio se separa en dos y se efetúan me-diiones sobre uno de ellos se quiere reuperar las ondiiones de borde el otro. Espei�amente,en un dominio Ω el borde se divide en dos Γm y Γl y al interior se tiene polvo en suspensión en elaire. Γl representa el borde donde se realizan las mediiones, no tiene ondiiones partiulares, ahíse onoe los valores de la veloidad, onentraión del polvo y �ujo de este. Con estos datos se quie-re onoer el �ujo del polvo en Γm, en el ual se suponen ondiiones de muro, es deir veloidad nula.En la primera parte se presentarán las euaiones de movimiento involuradas, de�niiones y algunashipótesis. Luego de algunas simpli�aiones la euaión que gobierna el valor de la onentraión Cen Ω es

∂

∂t
C + ∇C · ~v = ∇ · (D∇C),donde ~v es la veloidad de C y D la difusión que es onoida.Para estudiar este problema inverso se separa en dos grandes partes el aso estaionario y luegono estaionario. Los dos asos se trabajan de la misma manera, para enontrar el �ujo q∗m en Γm sede�ne un funional J : L2(Γm) −→ R on el objetivo de que el mínimo de J oinida on q∗m. Sedemuestra que J es onvexa por lo que se usará el método de gradiente onjugado para enontrar elmínimo. Para ello se debe alular la derivada de Gateaux de J . Con esto se expliita un algoritmoque entrega una suesión de �ujos qk que onverge a q∗m.Es importante estudiar omo funiona numériamente el algoritmo, por eso se realizaron pruebasnumérias tanto para el aso estaionario omo el de evoluión. En estas seiones se analizará la2



Capítulo 1: Introduiónonvergenia del método y algunos problemas que se presentan espeialmente en el aso de evoluión.El estudio de este problema inverso se motivó desde un problema medioambiental relaionado onla minería a gran esala. Las minas de rajo abierto son foos de ontaminaión debido, entre otrasosas, al polvo en suspensión en el aire produto de las tronaduras. Es por eso que se oloaronen los uatro puntos ardinales puntos de mediión de partíulas PM10. Las partíulas PM10 sonpartíulas de tamaño menor o igual a 10µm suspendidas en un gas, en este aso el aire. Partíulasmás grande se �ltran en la nariz y garganta y no ausa generalmente problemas, pero las partíulasmás pequeñas omo las PM10 se pueden alojar en los bronquios y pulmones ausando serios dañosde salud. Es por ello que se quiere onoer el omportamiento del polvo en suspensión al interior delrajo y para esto se usará el problema inverso visto en los primeros apítulos.Para �nalizar se mostrará parte de un trabajo paralelo a la prediión que onsiste en realizaruna maqueta de la mina de Chuquiamata y estudiar el omportamiento de material en suspensiónen la maqueta.
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Capítulo 2Coneptos teórios
2.1. De�niionesEl problema a estudiar involura las euaiones de movimiento de partíulas dispersas en un�uido, es deir partíulas sólidas interatuando esparidos en un �uido. Por ello antes de estableerlas euaiones de movimientos y dar a onoer el problema inverso a estudiar son neesarias algunasde�niiones ([2℄).Se de�ne la densidad ρ(~x) de un material en ~x ∈ R

n, omo
ρ(~x) := ĺım

|δV |→0

δM

δV
,donde δM es la masa del volumen δV .Debido a que las partíulas dispersas en todo el volumen δV son una antidad �nita, existen dosposibilidades uando |δV | tiende a ero, una es que δV llegue a enerrar sólo una de las partíulasdispersas o que δV sólo involure el volumen del �uido. Para evitar este problema en las siguientesde�niiones se va a utilizar un δV 0 volumen límite, donde ∣∣δV 0

∣∣ > 0 pequeño.Con esto se pueden de�nir los oe�ientes adimensionales αd, αc:
αd := ĺım

δV →δV 0

δV d

δV
,donde δV d es el volumen de la fase dispersa ontenida en δV . Análogamente se de�ne αc, pero, parael volumen de la fase ontinua (�uido) ontenido en δV . Claramente αd + αc = 1.La densidad aparente de la fase dispersa (resp. ontinua) se de�ne omo:4



Capítulo 2: Coneptos teórios
ρ̄d := ĺım

δV →δV 0

δMd

δV

(resp. ρ̄c := ĺım
δV →δV 0

δMc

δV
),donde δMd (resp. δMc) es la masa de la fase dispersa (resp. ontinua) ontenida en δV . Entones ladensidad mixta es ρm = ρ̄d + ρ̄c.La masa asoiada a la fase dispersa puede ser esrita omo δMd = ρdδVd on ρd la densidad materialon se onluye que ρ̄d = ρdαd. Análogamente se obtiene que ρ̄c = ρcαc. Por lo que otra expresiónpara la densidad mixta es ρm = αcρc + αdρd.Por último ~u es la veloidad del �uido, ~v es la veloidad de las partíulas y Dd es el oe�ientede difusión.2.2. Sistemas de euaionesSea Ω ⊆ R

n un onjunto abierto, onexo y aotado on n ∈ {2, 3} y T > 0. La euaión deonservaión de masa para el �uido en Ω en un intervalo de tiempo (0, T ), usando derivadas totales,es:
D(αcρc)

Dt
= 0 en Ω × (0, T ) (2.1)Como se asume que el material disperso se difunde a través del �uido, a la euaión de onservaiónde masa para las partíulas se agrega el término orrespondiente a la difusión (ley de Fik):

D(αdρd)

Dt
= ∇ · (Dd∇(αdρd)) en Ω × (0, T ) (2.2)Ahora omo se está analizando el problema on una perspetiva lagrangiana, i.e. ~x = ~x(t). Entoneslas euaiones (2.1) y (2.2) se pueden esribir respetivamente omo:

∂(αcρc)

∂t
+ ∇(αcρc) · ~u = 0 en Ω × (0, T ) (2.3)y

∂(αdρd)

∂t
+ ∇(αdρd) · ~v = ∇ · (Dd∇(αdρd)) en Ω × (0, T ) (2.4)5



Capítulo 2: Coneptos teóriosLas euaiones de onsevaión de momentum y masa para sistemas aoplados (Navier-Stokes) paraun �uido imompresible es:
{

∂(αcρc~u)
∂t + (~u · ∇)(αcρc~u) = αc∇ · σ(~u, p) + αcρc~g − β(~u − ~v) en Ω × (0, T )

∇ · u = 0 en Ω × (0, T )
(2.5)La suspensión de las partíulas sólidas se estudiará omo la dinámia de dos �uidos imompresibleaoplados, por lo que la euaión de onservaión de momentum para las partíulas dispersas queda:

{
∂(αdρd~v)

∂t + (~v · ∇)(αdρd~v) = αd∇ · σ(~v, p) + αdρd~g + β(~u − ~v) en Ω × (0, T )

∇ · v = 0 en Ω × (0, T )
(2.6)donde p es la presión, ~g ∈ R

n es la onstante gravitaional, β ∈ R onstante de aoplamiento y
σ(~w, p) ∈ R

n × R
n es el tensor de esfuerzos on σ(~w, p) = −pIn + 2µε(~w), on In matriz identidadde n × n, µ visosidad y ε(~w)ij = 1

2(∂wi
∂xj

+
∂wj

∂xi
).2.3. Problema direto y ondiiones de borde

Figura 2.1: Dominio ΩSea Ω ⊆ R
n un abierto, onexo, aotado y ∂Ω = Γl ∪ Γm on Γl y Γm urvas onexas y suaves, talque |Γl ∩ Γm| = 0. Entones el problema onsiste que en Ω se mueve un �ujo de aire (fase ontinua)que interatúa on un material partiulado (fase disreta) que proviene de Γm, el ual para el aire6



Capítulo 2: Coneptos teóriosrepresenta un muro (ondiión Dirihlet) que emite este material partiulado. Γl es una super�ieque no umple las ondiiones típias de frontera (Dirihlet o Neumann), es la frontera donde seonoen todos los valores de las veloidas y onentraiones.Por lo tanto el problema direto a resolver, suponiendo onoidas todas las ondiiones de borde,además de Dd, β y ~g:





∂(αcρc~u)
∂t + (~u · ∇)(αcρc~u) = αc∇ · σ(~u, p) + αcρc~g − β(~u − ~v) en Ω × (0, T )

∂(αdρd~v)
∂t + (~v · ∇)(αdρd~v) = αd∇ · σ(~v, p) + αdρd~g + β(~u − ~v) en Ω × (0, T )

∂(αcρc)
∂t + ∇(αcρc) · ~u = 0 en Ω × (0, T )

∂(αdρd)
∂t + ∇(αdρd) · ~v = ∇ · (Dd∇(αdρd)) en Ω × (0, T )

∇ · ~v = 0 en Ω × (0, T )

∇ · ~u = 0 en Ω × (0, T )

(2.7)
Condiiones sobre Γl × (0, T ):

~u = ~ul ~v = ~vl (2.8)
ρd = ρdl ρc = ρcl (2.9)
αd = αdl αc = αcl (2.10)
p = p0 (2.11)(2.12)Condiiones sobre Γm × (0, T ):

~v · n̂ = 0 ~v · τ̂ = 0 (2.13)
Dd

∂(αdρd)

∂n
= q

∂(αcρc)

∂n
= 0 (2.14)

~u = 0 (2.15)(2.16)Donde n̂ es la normal exterior a Ω.
7



Capítulo 3Estudio del problema estaionario
En esta seión se van a haer algunas simpli�aiones y se va a de�nir el problema inverso a estudiarpara este modelo.3.1. Simpli�aión del problemaEn un omienzo se harán las siguientes hipótesis que se irán relajando a medida que se avanza en elestudio del problema.(H1) Como se verá más adelante en la motivaión del problema se verá que el aoplamientode las partíulas on el �uido es muy bajo por lo que se supondrá que ~u = ~v y que αd

αc
≈ 0.(H2) El sistema no varía en el tiempo, es deir es un problema estaionario.3.1.1. Problema estaionario no aopladoEn esta seión se supondrán iertas las hipótesis (H1) y (H2). Entones si se umple (H1), ~v = ~u,sumando las euaiones (2.5) y (2.6) se obtiene que

∂((αdρd + αcρc)~v)

∂t
+ (~v · ∇)((αdρd + αdρd)~v) = (αd + αc)∇ · σ(~v, p) + (αdρd + αcρc)~g en Ω × (0, T )(3.1)Reordando que la densidad mixta ρm = αdρd + αdρd, se tiene que

∂(ρm~v)

∂t
+ (~v · ∇)(ρm~v) = ∇ · σ(~v, p) + ρm~g en Ω × (0, T ) (3.2)8



Capítulo 3: Estudio del problema estaionarioY onsiderando �ujo inompresible ∇ · ~v = 0 el problema se redue a un sistema de Navier-Stokespara un sistema no aoplado on densidad ρm, ya que ρm ≈ ρc. Inorporando las hipótesis (H1) y(H2) el sistema se redue a:
(~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = ρm~g en Ω (3.3)Para simpli�ar aún más el problema no se onsideran los efetos de la gravedad. Por lo tanto elsistema a resolver es el siguiente:

{
(~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω

∇ · ~v = 0 en Ω
(3.4)Por último la euaión de onservaión de masa para la fase dispersa bajos estas hipótesis:

∇C · ~v = ∇ · (Dd∇C) en Ω (3.5)on C := αdρd.3.1.2. Problema inversoEl objetivo es poder onoer el valor del �ujo q∗m en Γm a partir de mediiones sobre Γl (ver �gura2.1). Entones si se supone onoidos sobre Γl:
C = Cl

Dd
∂C

∂n
= ql

~v = ~vl

(3.6)El problema se puede esribir omo:Enontrar q∗m ∈ L2(Γm) tal que (C,~v, p) resuelva





(~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω

∇ · ~v = 0 en Ω

∇C · ~v = ∇ · (Dd∇C) en Ω

~v = ~vl, C = Cl p = p0 sobre Γl

~v = 0, Dd
∂C
∂n = q∗m sobre Γm

(3.7)t.q. C satisfaga Dd
∂C
∂n = ql en Γl. 9



Capítulo 3: Estudio del problema estaionario3.1.3. Funional J y sus propiedadesPara enontrar q∗m, se de�ne el funional
J : L2(Γm) → R

J(q) =
1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(q) − ql

∣∣∣∣
2

ds,donde C(q) es la onentraión en Ω on �ujo q en Γm. Notar que (~v, p) no depende del �ujo q, porlo que la veloidad ~v y la presión p se pueden resolver independiente de la onentraión C y al �ujo
q:






(~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω

∇ · ~v = 0 en Ω

~v = ~vl p = p0 sobre Γl

~v = 0 sobre Γm

(3.8)El objetivo es poder enontrar q∗m ∈ L2(Γm) t.q. se tenga que:





∇C(q∗m) · ~v = ∇ · (Dd∇C(q∗m)) en Ω

C(q∗m) = Cl sobre Γl

Dd
∂C
∂n (q∗m) = q∗m sobre Γm

(3.9)Además Dd
∂C
∂n (q∗m) = ql en Γl. Lo que implia que q∗m es un ero del funional J y es el que minimizael mismo. Por lo tanto el problema se puede pensar omo el siguiente problema de optimizaión:Enontrar q∗m ∈ L2(Γm) t.q.:

J(q∗m) = mı́n
qm∈L2(Γm)

J(qm) = mı́n
qm∈L2(Γm)

1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(qm) − ql

∣∣∣∣
2

dsEntones se quiere busar el mínimo del funional J , para ello existen varias ténias dependiendode las propiedades de J , omo se mostrará J es onvexa por lo que para estos asos es naturalusar el método de gradiente onjugado. Para demostrar la onvexidad de J , primero, se verá elomportamiento de C en funión de q.Estudio de la linealidad de C(q)Al observar el sistema (3.9) y si se supone que Cl = 0, es laro que C es lineal on respeto a q,i.e. C(q + λr) = C(q) + λC(r) on q, r ∈ L2(Γl) y λ ∈ R. El problema es si Cl 6= 0, puesto que sepierde la linealidad on respeto a q, pero esta no linealidad de C(q) tiene las propiedades su�ientes10



Capítulo 3: Estudio del problema estaionariopara demostrar la onvexidad de J . En efeto, onsiderando C(q) y C(r) soluiones de (3.9) onondiión de borde Neumann q y r sobre Γl respetivamente. Al sumar ambas euaiones se obtieneque C(q) + C(r) es soluión de:





∇(C(q) + C(r)) · ~v = ∇ · (Dd∇(C(q) + C(r))) en Ω

C(q) + C(r) = 2Cl sobre Γl

Dd
∂(
∂nC(q) + C(r)) = q + r sobre Γm

(3.10)Con lo que se puede onluir, dado la uniidad del sistema, que C(q + r) = C(q) + C(r) − C(0).Ahora si omparamos el sistema que satisfae C(λr) on el que satisfae λC(r):





∇C(λr) · ~v = ∇ · (Dd∇C(λr)) en Ω

C(λr) = Cl sobre Γl

Dd
∂C
∂n (λr) = λr sobre Γm

(3.11)





∇λC(r) · ~v = ∇ · (Dd∇λC(r)) en Ω

λC(r) = λCl sobre Γl

Dd
∂λ
∂nC(r) = λr sobre Γm

(3.12)Se llega a la onlusión que C(λr) = λC(r) − (λ − 1)C(0).Por lo tanto
C(q + λr) = C(q) + λ(C(r) − C(0)) (3.13)Convexidad de JPara estudiar la onvexidad de J , primero hay que analizar la onvexidad de C on respeto a q,usando (3.13) se obtiene que

C(tq1+(1−t)q2) = C(tq1)+(1−t)C(q2)−(1−t)C(0) = tC(q1)−(t−1)C(0)+(1−t)C(q2)−(1−t)C(0)entones,
C(tq1 + (1 − t)q2) = tC(q1) + (1 − t)C(q2), ∀t ∈ (0, 1),∀q1, q2 ∈ L2(Γl)Con lo que se obtiene que C es onvexa y on ello se onluye la onvexidad de J . En efeto,

J(tq1 + (1 − t)q2) =
1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(tq1 + (1 − t)q2) − ql

∣∣∣∣
2

ds11



Capítulo 3: Estudio del problema estaionario
=

1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd

(
t
∂C

∂n
(q1) + (1 − t)

∂C

∂n
(q2)

)
− ql

∣∣∣∣
2

ds

6
t

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(q1) − ql

∣∣∣∣
2

ds +
(1 − t)

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(q2) − ql

∣∣∣∣
2

ds

= tJ(q1) + (1 − t)J(q2)Mínimo global JAl ser J onvexa tiene un mínimo que es global y vale ero, pero si suponemos que se alanza endos �ujos distintos, es deir q1
m 6= q2

m y J(q1
m) = J(q2

m) = 0. Luego, se tendrá que C0(q
1
m − q2

m) :=

C(q1
m − q2

m)−C(0) = C(q1
m)−C(q2

m), entones C0(q
1
m − q2

m) |Γl
= 0 y Dd

∂C0

∂n (q1
m − q2

m) |Γm= 0. Peropor las ondiiones físias del sistema, omo lo son la difusión (alta) y que C > 0 en Ω, si en Γmexiste un �ujo distinto de ero no se pueda alanzar una onentraión C0(q
1
m − q2

m) |Γl
= 0 y on�ujo Dd

∂C
∂n (q1

m − q2
m) nulo en el borde Γl. Por lo que se llega a una ontradiión, entones existesólo un �ujo q∗m ∈ L2(Γm) t.q. J(q∗m) = 0.3.2. Método del Gradiente ConjugadoEl método del gradiente onjugado es un método que se utiliza para enontrar el mínimo de funionesonvexa, el ual genera una suesión que onverge al mínimo [4℄. Esta suesión se genera de lasiguiente manera qk+1 = qk + εkdk, tal que J(qk+1) < J(qk) on dk = −DJ(q), donde DJ(q) es laderivada de Gateaux de J y ε esogido de manera adeuada para que el funional J evaluado en

qk+1 sea el menor posible.3.2.1. Derivada de Gateaux de JLa derivada de Gateaux se de�ne omo
〈DJ(q), r〉 := ĺım

η→0

J(q + ηr) − J(q)

η
,se de�ne también

δCq(r) := 〈DC(q), r〉,fáilmente se puede mostrar, usando 3.13 que δCq(r) = C(r) − C(0).Entones,
J(q + ηr) =

1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C(q + ηr)

∂n
− ql

∣∣∣∣
2

ds12



Capítulo 3: Estudio del problema estaionario
J(q + ηr) =

1

2

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C(q)

∂n
+ ηDd(

∂C(r)

∂n
− ∂C(0)

∂n
) − ql

∣∣∣∣
2

ds

=
1

2

∫

Γl

(∣∣∣∣Dd
∂C(q)

∂n
− ql

∣∣∣∣
2

+ η2D2
d

∣∣∣∣
∂C(r)

∂n
− ∂C(0)

∂n

∣∣∣∣
2

+ 2η(Dd
∂C(q)

∂n
− ql)Dd(

∂C(r)

∂n
− ∂C(0)

∂n
)

)
dslo que implia

J(q + ηr) − J(q)

η
=

1

2

∫

Γl

(

ηD2
d

∣∣∣∣
∂

∂n
(C(r) − C(0))

∣∣∣∣
2

+ 2(Dd
∂C(q)

∂n
− ql)Dd

∂

∂n
(C(r) − C(0))

)

dspor lo tanto
〈DJ(q), r〉 =

∫

Γl

(Dd
∂C(q)

∂n
− ql)Dd

∂δCq(r)

∂n
ds.Pero el objetivo es poder enontrar DJ(q) expliitamente, es deir enontrar una expresión de laforma

〈DJ(q), r〉 =

∫

Γm

φrds,donde DJ(q) := φ |Γm y φ es una funión a enontrar.A ontinuaión se busan ondiiones sobre φ para que se umpla esta igualdad.Problema dualPara enontrar ondiiones sobre φ, primero se debe identi�ar el sistema que satisfae δCq(r), peroesto no es difíil de obtener teniendo laro que δCq(r) = C(r) − C(0) (ver 3.13).Por esto el sistema que satisfae δCq(r) es





∇δCq(r) · ~v = ∇ · (Dd∇δCq(r)) en Ω

δCq(r) = 0 sobre Γl

Dd
∂δCq

∂n (r) = r sobre Γm

(3.14)Sea ahora φ ∈ H1(Ω), entones si la primera euaión de (3.14) se multiplia por φ y luego se integraen todo Ω se obtiene
∫

Ω
(φ∇δCq(r) · ~v − φ∇ · (Dd∇δCq(r))) dx = 0 (3.15)integrando por partes el primer término,

∫

Ω
φ∇δCq(r) · ~vdx =

∫

∂Ω
δCq(r)φ~v · n̂ds −

∫

Ω
δCq(r)∇ · (φ~v)dx13



Capítulo 3: Estudio del problema estaionarioUsando que ∇ · (φ~v) = φ∇ · ~v + ~v · ∇φ = 0 + ~v · ∇φ
∫

Ω
φ∇δCq(r) · ~vdx =

∫

Γl

δCq(r)φ~v · n̂ds +

∫

Γm

δCq(r)φ~v · n̂ds −
∫

Ω
δCq(r)~v · ∇φdxAdemás ~v = 0 en Γm (ver 3.8) y δCq(r) |Γl

= 0 (ver 3.14) se onluye que
∫

Ω
φ∇δCq(r) · ~vdx = −

∫

Ω
δCq(r)~v · ∇φdxPor otro lado, integrando por partes 2 vees el segundo término de (3.15)

∫

Ω
φ∇ · (Dd∇δCq(r)dx =

∫

∂Ω
Ddφ

∂δCq(r)

∂n
ds −

∫

Ω
Dd∇φ · ∇δCq(r)dx

=

∫

∂Ω
Ddφ

∂δCq(r)

∂n
ds −

∫

∂Ω
Dd

∂φ

∂n
δCq(r)ds +

∫

Ω
∇ · (Dd∇φ)δCq(r)dxUtilizando las euaiones de borde para δCq(r) de la e. (3.14) se tiena la igualdad

∫

Ω
φ∇·(Dd∇δCq(r)dx =

∫

Γl

Ddφ
∂δCq(r)

∂n
ds−

∫

Γm

(
Dd

∂φ

∂n
δCq(r) − φ

)
ds+

∫

Ω
∇·(Dd∇φ)δCq(r)dxReemplazando estas identidades en la euaión (3.14)

−
∫

Ω
δCq(r) (~v · ∇φ + ∇ · (Dd∇φ)) dx −

∫

Γl

Ddφ
∂δCq(r)

∂n
ds +

∫

Γm

(
Dd

∂φ

∂n
δCq(r) − φr

)
ds = 0(3.16)Si a φ ∈ H1(Ω) le pedimos que satisfaga el sistema:






~v · ∇φ + ∇ · (Dd∇φ) = 0 en Ω

φ = ql − Dd
∂C
∂n (q) sobre Γl

Dd
∂φ
∂n = 0 sobre Γm

(3.17)Entones, la euaión (3.16) se redue a
∫

Γl

(
Dd

∂C

∂n
(q) − ql

)
Dd

∂δCq

∂n
(r)ds =

∫

Γm

φrds (3.18)El problema (3.17) se onoe omo problema dual, asoiado a C(q).Por lo tanto
〈DJ(q), r〉 =

∫

Γl

(
Dd

∂C(q)

∂n
− ql

)
Dd

∂δCq

∂n
(r)ds =

∫

Γm

φrds (3.19)14



Capítulo 3: Estudio del problema estaionarioAlgoritmo de busqueda del mínimo usando gradiente onjugadoConoiendo explíitamente el valor de 〈DJ(q), r〉 se puede onstruir el método del gradiente para elfunional J.Si se onoe qk ∈ L2(Γm), el siguiente �ujo qk+1 ∈ L2(Γm) es
qk+1 = qk + εkdkon dk = −DJ(q) = −φ |Γm , entones

J(qk+1) = J(qk + εkdk) =
1

2

∫

Γl

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk + εkdk) − ql

∣∣∣∣
2

ds

J(qk+1) =
1

2

∫

Γl

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk) + εk

(
∂C

∂n
(dk) −

∂C

∂n
(0)

)
− ql

∣∣∣∣
2

dsSe sabe que ∃εk > 0 t.q. J(qk+1) < J(qk) si DJ(q) 6= 0, por lo que hay que busar el óptimo, esdeir, que minimie:
f(ε) :=

1

2

∫

Γl

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk) + ε

(
∂C

∂n
(dk) − ∂C

∂n
(0)

)
− ql

∣∣∣∣
2

ds.Como f es uadrátia, para enontrar el mínimo de f sólo hay que derivar e igualar a ero.
f ′(εk) =

∫

Γl

(
∂C

∂n
(qk) + εk

(
∂C

∂n
(dk) −

∂C

∂n
(0)

)
− ql

)(
∂C

∂n
(dk) −

∂C

∂n
(0)

)
ds = 0Por lo tanto

εk = −
∫
Γl

(
∂C
∂n (qk) − ql

) (
∂C
∂n (dk) − ∂C

∂n (0)
)
ds

∫
Γl

(
∂C
∂n (dk) − ∂C

∂n (0)
)2

dsAdemás si se onsidera que δCq(dk) = C(dk) − C(0) entones
εk = −

∫
Γl

(
∂C
∂n (qk) − ql

) ∂δCq

∂n (dk)ds

‖∂δCq

∂n (dk)‖2
L2(Γl)Por lo que el algoritmo para enontrar una suesión {qk}k∈N ⊆ L2(Γm) t.q.

ĺım
k→∞

qk = q∗,donde q∗ es soluión de (3.9) se puede esribir de la siguiente manera:15



Capítulo 3: Estudio del problema estaionario1. Esoger q0 ∈ L2(Γm).2. Resolver 




∇C(qk) · ~v = ∇ · (Dd∇C(qk)) en Ω

C(qk) = Cl sobre Γl

Dd
∂C
∂n (qk) = qk sobre Γm

(3.20)usando Dd
∂C
∂n (qk) |Γl

alular J(qk) si J(qk) < η, detener el algoritmo. Donde η > 0 riteriode parada.3. Resolver el problema dual





~v · ∇φk + ∇ · (Dd∇φk) = 0 en Ω

φk = ql − Dd
∂C
∂n (qk) sobre Γl

Dd
∂φk
∂n = 0 sobre Γm

(3.21)4. Resolver 




∇ϕk · ~v = ∇ · (Dd∇δCq(r)) en Ω

ϕk = 0 sobre Γl

Dd
∂ϕk
∂n = −φk sobre Γm

(3.22)usar Dd
∂ϕk
∂n |Γl

y φk |Γm para alular εk, de�nir qk+1 = qk − εkφk |Γm y volver a 2.

16



Capítulo 4Pruebas numérias para el problemaestaionario
Luego de enontrar el algoritmo es neesario estudiar omo funiona éste mediante un ensayo nu-mério. En este apítulo se mostraran algunas pruebas realizadas para el aso estaionario.El dominio utilizado para esta prueba es una semiirunferenia on entro en el origen y de ra-dio 100 m, donde la parte urva representa el muro (Γm) y la parte reta (Γl) es el lugar donde sehaen las mediiones, ver �gura (4.1) :

Figura 4.1: Dominio Ω

17



Capítulo 4: Pruebas numérias para el problema estaionarioLa malla es uadriulada y re�nada entorno al borde. Es de gran importania este re�namiento enlas eranías del borde puesto que mejora la aproximaión del valor del �ujo en los borde. Ver �gura(4.2):

Figura 4.2: Malla en Ω

4.1. Problema diretoEn esta prueba el problema direto es el siguiente: El sistema para la veloidad:





(~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω

∇ · ~v = 0 en Ω

~v(x, y) = 1
500(x2,−5x) sobre Γl

~v(x, y) = (0, 0) sobre Γm

(4.1)y para la onentraión:





∇C · ~v = ∇ · (Dd∇C) en Ω

C(x, y) = 200 − x sobre Γl

Dd
∂C
∂n (x, y) = 500 sobre Γm

(4.2)Se resuelven los sistemas y se exporta en dos arhivos por separados uno para Γl y otro para Γm losdatos de veloidad (~v), onentraión (C) y �ujo (Dd
∂C
∂n ). Con los datos en Γl se intenta reuperar,usando el algoritmo visto en el apítulo II, los datos en Γm. En partiular el valor de Dd

∂C
∂n .18



Capítulo 4: Pruebas numérias para el problema estaionario
La �gura (4.3) muestra la soluión de la veloidad del sistema (4.1) y la soluión de la onen-traión del sistema (4.2).

Figura 4.3: Arriba veloidad en Ω, abajo onentraión en Ω

19



Capítulo 4: Pruebas numérias para el problema estaionario4.2. Resultados numériosHay varios aspetos que hay que mirar para analizar los resultados, omo por ejemplo el omporta-miento del funional J, el error entre el �ujo medido en Γl (ql) y el �ujo al ual onverge el algoritmo(Dd
∂C
∂n (qk) |Γl

) y el error entre el �ujo medido en Γm y el �ujo al ual onverge el algoritmo.4.2.1. Funional JEn los siguientes grá�os se ve puede ver el omportamiento del funional J que omienza en 2,4×108,para disminuir luego de 1000 iteraiones hasta un valor erano a 1,17× 10−2. En la siguiente tablaqueda laro el omportamiento del algoritmo de máximo desenso, omienza a desender velozmente,inluso en menos de 100 iteraiones ya se enuentra en menos de 10,0×10−1. Pero luego la veloidadde onvergenia disminuye, esto se debe a que, al enontrarse era del mínimo, el paso es ada vezmás pequeño.Iteraión valor J Iteraión valor J Iteraión valor J1 2.3742e+08 10 1.3124e+04 100 5.5726e-012 2.2956e+06 20 3.7754e+03 200 1.2023e-013 3.2643e+05 30 4.1895e+02 300 6.6221e-024 6.3535e+04 40 4.9980e+01 400 5.7603e-025 3.8595e+04 50 1.4398e+01 500 4.0990e-026 2.7641e+04 60 8.0599e+00 600 3.0647e-027 2.2666e+04 70 3.0687e+00 700 2.1782e-028 1.8234e+04 80 1.2637e+00 800 1.5367e-029 1.5631e+04 90 1.1047e+00 900 1.4127e-0210 1.3124e+04 100 5.5726e-01 1000 1.1738e-02Al mirar los datos de la tabla se podría suponer que el funional siempre baja, lo que suede esque siempre existe una tendenia a la baja, ya entre las iteraiones 210 y 220 (ver los siguientesgrá�os que muestran el omportamiento de J ) se puede ver que el funional sube un poo o semantiene para luego desender brusamente. Estas alzas en el valor de J son ausados por erroresnumérios uando se pasa al siguiente paso de la iteraión. Lo importante es notar que el algoritmosiempre busa el valor mínimo.
20
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Capítulo 4: Pruebas numérias para el problema estaionario

Tasa de onvergenia de JCuando se estudia la tasa de onvergenia se estudia el omportamiento de la funión W (k) = J(k)
J(k+1) ,el objetivo es poder enontrar el orden de la funión. Realizando pruebas numérias se llego a laonlusión de que la funión W (k) se omporta omo B

xα donde B > 0 y α ∈ [1, 2], usando unmétodo simple de interpolaión se llego a que B = 77086 y α = 1,88. En la siguiente �gura apareenlos grá�os on las funiones W (k) y T (k) = 77086
k1,88 .
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Capítulo 4: Pruebas numérias para el problema estaionario4.2.2. Error en ΓlUna forma análoga de estudiar el omportamiento de J es estudiar la onvergenia de ql −Dd
∂C
∂n (qk)en todo Γl, reordar que J es la norma en L2(Γl) de esta funión. Como es de esperar, la funión

ql − Dd
∂C
∂n (qk) onverge a ero si J tiende a ero.Lo interesante de analizar es donde se onentra el error. Se puede observar que el error se en-uentra onentrado en el setor izquierdo, es deir desde aproximadamente x < 0. Esto es ausadopor el omportamiento del viento, omo se ve en la �gura 4.3 el viento se lleva gran parte de laspartíulas que provienen de Γm por el borde izquierdo, por lo que en lado dereho no existe o espoa la informaión que se puede obtener de las partíulas provenientes de Γm. En otras palabrasel valor medido en el setor dereho asi no depende del valor del �ujo en Γm, por lo que se va amantener pratiamente onstante a través de las iteraiones on valores eranos a ql.Los errores en la interseión de Γl y Γm son atribuibles a un problema de ontinuidad de lasondiiones de borde, puesto que en Γl se entrega una ondiión de valor de la onentraión y en

Γm una ondiión de �ujo.En las �guras 4.4 y 4.5 se los grá�os del �ujo para determinadas iteraiones.

Figura 4.4: Valor del Error ql − Dd
∂C
∂n (qk) en Γl.

24
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Figura 4.5: Valor del Error ql − Dd
∂C
∂n (qk) en Γl.4.2.3. Estimaión del �ujo en ΓmLuego de analizar el ompartamiento en Γl, hay que ver si efetivamente se puede obtener una buenaestimaión del �ujo en Γm. En los siguientes grá�os se puede apreiar el aeramiento al valor del�ujo entregado por el algoritmo al valor entregado en el problema direto (e. 4.2).

25
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Figura 4.6: Valor del �ujo qk en Γm.26



Capítulo 5Estudio del problema no estaionario

Figura 5.1: Dominio ΩEl aso en evoluión es bastante similar en lo que se re�ere a la teoría e implementaión del asoestaionario, por lo que uando lo amerite se hará referenia a este aso para las demostraiones delaso no estaionario y algunas seiones sólo son un reesribimiento de la parte anterior.
27



Capítulo 5: Estudio del problema no estaionario5.1. Simpli�aión del problemaAhora, se estudiará el aso no estaionario, por lo que ahora se onsideran sólo la siguiente hipótesis.(H1) Como se verá más adelante en la motivaión del problema se verá que el aoplamientode las partíulas on el �uido es muy bajo por lo que se supondrá que ~u = ~v y que αd
αc

≈ 0.5.1.1. Problema no estaionario no aopladosEn esta seión se supondrá ierta la hipótesis (H1) y además se onsiderará que los efetos de lagravedad son despreiables. Por lo que el sistema de euaiones para la veloidad es:





∂
∂t(ρm~v) + (~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω × (0, T )

∇ · ~v = 0 en Ω × (0, T )

~v(x, y) = ~vl(x, y) sobre Γl × (0, T )

~v(x, y) = (0, 0) sobre Γm × (0, T )

~v(0, ~x) = ~vini(~x) en Ω

(5.1)El sistema de euaiones del problema direto no estaionario para la onentraión de materialpartiulado es:





∂
∂tC −∇ · (Dd∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω × (0, T )

C(~v, 0) = Cini en Ω

C = C0 sobre Γl × (0, T )

Dd
∂C

∂n
= q∗m sobre Γm × (0, T )

(5.2)Con Dd = Dd(~x, t), C = C(~x, t) et. donde (~x, t) ∈ Ω× (0, T ). Es importante haer una observaiónsobre la densidad ρ, que omo se vio en el apítulo 1 ρ = αdρd + αcρc, pero se está haiendo lasuposiión de que αc ≈ 1, entones se asume que ρm = ρc por lo que los sistemas (5.1) y (5.2) sonno aoplados.5.1.2. Problema inversoEl objetivo es poder onoer el valor del �ujo q∗m en Γm × (0, T ) a partir de mediiones sobre
Γl × (0, T ). Entones, se supone onoidos sobre Γl:

28



Capítulo 5: Estudio del problema no estaionario
C(~x, t) = Cl(~x, t)

Dd(~x, t)
∂C

∂n
(~x, t) = ql(~x, t)

~v(~x, t) = ~vl(~x, t)

(5.3)Reordar que el subíndie l india mediiones sobre Γl. Por lo tanto el problema se puede pensaromo el siguiente problema de optimizaión:Enontrar q∗m ∈ L2(Γm) × L2((0, T )) tal que C(q∗m) resuelva





∂C
∂t −∇ · (Dd∇C) + ~v · grad C = 0 en Ω × (0, T )

C(0) = Cini en Ω

C = Cl sobre Γl × (0, T )

Dd
∂C
∂n = q∗m sobre Γm × (0, T )

(5.4)y t.q. C satisfaga Dd
∂C
∂n = ql en Γl × (0, T ).5.1.3. Funional JT y sus propiedadesPara enontrar este q∗m se intenta enontrar qm ∈ L2(Γm)×L2((0, T )) tal que minimie el siguientefunional:

JT (q) :=
1

2

∫ T

0

∫

Γl

∣∣∣∣Dd
∂C

∂n
(q) − ql

∣∣∣∣
2

dsdtentones,
JT (q∗m) := mı́n

q∈L2(Γm)×L2((0,T ))
JT (q)Y al igual que en el aso estaionario se quiere busar el mínimo del funional JT , para ello existenvarias ténias dependiendo de las propiedades de JT , omo se mostrará JT es onvexa por lo quepara estos asos es natural usar el método de gradiente onjugado. Para demostrar la onvexidad de

J , primero, se verá el omportamiento de C en funión de q.Estudio de la linealidad de C(q)Al observar el sistema (5.2) y suponiendo que Cl ≡ 0, es laro que C es lineal on respeto a q, i.e.
C(q + λr) = C(q) + λC(r) on q, r ∈ L2(Γl) × (0, T ) y λ ∈ R. El problema es si Cl 6= 0, puestoque se pierde la linealidad on respeto a q, pero esta no linealidad de C(q) tiene las propiedadessu�ientes para demostrar la onvexidad de J . En efeto, si se onsidera C(q) y C(r) soluiones de(5.2) on ondiión de borde Neumann q y r sobre Γl respetivamente.29
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Al sumar ambas euaiones se obtiene que C(q) + C(r) es soluión de:





∂(C(q)+C(r))
∂t + ∇(C(q) + C(r)) · ~v = ∇ · (Dd∇(C(q) + C(r))) en Ω × (0, T )

C(q) + C(r) = 2Cini en Ω

C(q) + C(r) = 2Cl sobre Γl × (0, T )

Dd
∂
∂n(C(q) + C(r)) = q + r sobre Γm × (0, T )

(5.5)Con lo que se puede onluir, dado la uniidad del sistema, que C(q + r) = C(q) + C(r) − C(0).Ahora si omparamos el sistema que satisfae C(λr) on el que satisfae λC(r):





∂C
∂t (λr) + ∇C(λr) · ~v = ∇ · (Dd∇C(λr)) en Ω × (0, T )

C(λr) = Cl sobre Γl × (0, T )

C(λr)(~x, 0) = Cini en Ω

Dd
∂C
∂n (λr) = λr sobre Γm × (0, T )

(5.6)





λ∂C
∂t (r) + ∇λC(r) · ~v = ∇ · (Dd∇λC(r)) en Ω × (0, T )

λC(r)(~x, 0) = λCini en Ω

λC(r) = λCl sobre Γl × (0, T )

Dd
∂λ
∂nC(r) = λr sobre Γm × (0, T )

(5.7)Se llega a la onlusión que C(λr) = λC(r) − (λ − 1)C(0).Por lo tanto
C(q + λr) = C(q) + λ(C(r) − C(0)) (5.8)Convexidad de JTDebido a que C para el aso no estaionario tiene las mismas propiedades on respeto a q queel aso estaionario, la onvexidad de JT se demuestra igual que en apítulo II y se usa el mismoargumento para mostrar que q∗m es el únio valor que hae nula a JT .5.2. Método del Gradiente ConjugadoEl álulo de del derivadad de Gateaux de JT omo del algoritmo es análoga al aso estaionario,por lo que, en esta seión, se reduirán los álulos.30



Capítulo 5: Estudio del problema no estaionario5.2.1. Derivada de Gateaux de JTLa derivada de Gateaux se de�ne omo
〈DJT (q), r〉 := ĺım

η→0

JT (q + ηr) − JT (q)

η
,para reduir nomenlatura se de�ne también

δCq(r) := 〈DC(q), r〉.Entones,
〈DJT (q), r〉 =

∫ T

0

∫

Γl

(Dd
∂C(q)

∂n
− ql)Dd

∂δCq(r)

∂n
dsdt.Pero el objetivo es poder enontrar DJT (q) explíitamente, es deir enontrar una expresión de laforma

〈DJT (q), r〉 =

∫ T

0

∫

Γm

φrdsdt,donde DJT (q) := φ |Γm y φ es una funión a enontrar.A ontinuaión se busan ondiiones sobre φ para que se umpla esta igualdad.5.2.2. Problema dualPara enontrar ondiiones sobre φ, primero se debe identi�ar el sistema que satisfae δCq(r), peroesto no es difíil de obtener teniendo laro que δCq(r) = C(r) − C(0) (ver 5.5).Por esto el sistema que satisfae δCq(r) es





∂Cq(r)
∂t + ∇δCq(r) · ~v = ∇ · (Dd∇δCq(r)) en Ω × (0, T )

δCq(r)(~x, 0) = 0 en Ω

δCq(r) = 0 sobre Γl × (0, T )

Dd
∂δCq

∂n (r) = r sobre Γm

(5.9)Sea ahora φ ∈ H1(Ω) × L2((0, T )), entones si la primera euaión de (5.9) se multiplia por φ yluego se integra en todo Ω y se integra tambien de 0 a T , se obtiene
∫ T

0

∫

Ω

(
φ

∂δCq(r)

∂t
+ φ∇δCq(r) · ~v − φ∇ · (Dd∇δCq(r))

)
dxdt = 0 (5.10)Apliando Fubini e integrando por partes el primer término:

∫ T

0

∫

Ω
φ

∂δCq(r)

∂t
dxdt =

∫

Ω

∫ T

0
φ

∂δCq(r)

∂t
dtdx31
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= −

∫

Ω

∫ T

0
δCq(r)

∂φ

∂t
dtdx +

∫

Ω
(φ(T )δCq(r)(T ) − φ(0)δCq(r)(0)) dxPero por la ondiión iniial de δCq(r) = 0, la expresión se redue a

=

∫

Ω
φ(T )δCq(r)(T )dx −

∫ T

0

∫

Ω
δCq(r)

∂φ

∂t
dxdtLos otros términos quedan:

∫ T

0

∫

Ω
φ∇δCq(r) · ~vdxdt = −

∫ T

0

∫

Ω
δCq(r)~v · ∇φdxdt

∫ T

0

∫

Ω
φ∇ · (Dd∇δCq(r)dxdt =

∫ T

0

∫

Γl

Ddφ
∂δCq(r)

∂n
dsdt −

∫ T

0

∫

Γm

(
Dd

∂φ

∂n
δCq(r) − φ

)
dsdt

+

∫ T

0

∫

Ω
∇ · (Dd∇φ)δCq(r)dxdtReemplazando estas identidades en la euaión (5.10)

∫

Ω
φ(T )δCq(r)(T )dx −

∫ T

0

∫

Ω
δCq(r)

(
∂φ

∂t
+ ~v · ∇φ + ∇ · (Dd∇φ)

)
dxdt

−
∫ T

0

∫

Γl

Dd
∂δCq(r)

∂n
φdsdt +

∫ T

0

∫

Γm

(
Dd

∂φ

∂n
δCq(r) − φr

)
dsdt = 0 (5.11)Si ahora φ ∈ H1(Ω) le pedimos que satisfaga el sistema:






∂φ
∂t + ~v · ∇φ + ∇ · (Dd∇φ) = 0 en Ω × (0, T )

φ(~x, T ) = 0 en Ω

φ = ql − Dd
∂C
∂n (q) sobre Γl

Dd
∂φ
∂n = 0 sobre Γm

(5.12)Entones, la euaión (5.11) se redue a
∫ T

0

∫

Γl

(
Dd

∂C

∂n
(q) − ql

)
Dd

∂δCq

∂n
(r)dsdt =

∫ T

0

∫

Γm

φrdsdt (5.13)Por lo tanto
〈DJT (q), r〉 =

∫ T

0

∫

Γl

(
Dd

∂C(q)

∂n
− ql

)
Dd

∂δCq

∂n
(r)dsdt =

∫ T

0

∫

Γm

φrdsdt (5.14)32



Capítulo 5: Estudio del problema no estaionario5.2.3. Algoritmo de busqueda del mínimo usando gradiente onjugadoConoiendo explíitamente el valor de 〈DJT (q), r〉 se puede onstruir el método del gradiente parael funional JT . Si se onoe qk ∈ L2(Γm) × (0, T ), el siguiente �ujo qk+1 ∈ L2(Γm) × (0, T ) esEn este aso el paso óptimo es:
εk = −

∫ T
0

∫
Γl

(
∂C
∂n (qk) − ql

) ∂δCq

∂n (dk)dsdt

‖∂δCq

∂n (dk)‖2
L2(Γl)×L2((0,T ))Por lo que el algoritmo para enontrar una suesión {qk}k∈N ⊆ L2(Γm) t.q.

ĺım
k→∞

qk = q∗,donde q∗ es soluión de (5.4) se puede esribir de la siguiente manera:1. Esoger q0 ∈ L2(Γm) × L2((0, T )).2. Resolver





∂C
∂t (Ck) + ∇C(qk) · ~v = ∇ · (Dd∇C(qk)) en Ω × (0, T )

C(qk)(~x, 0) = Cini en Ω

C(qk) = Cl sobre Γl × (0, T )

Dd
∂C
∂n (qk) = qk sobre Γm × (0, T )

(5.15)Usando Dd
∂C
∂n (qk) |Γl×(0,T ) alular JT (qk) si JT (qk) < η, detener el algoritmo. Donde η > 0es el riterio de parada.3. Resolver el problema dual






∂φk
∂t + ~v · ∇φk + ∇ · (Dd∇φk) = 0 en Ω × (0, T )

φk(~x, T ) = 0 en Ω

φk = ql − Dd
∂C
∂n (qk) sobre Γl × (0, T )

Dd
∂φk
∂n = 0 sobre Γm × (0, T )

(5.16)4. Resolver 




∂δCq

∂t + ∇δCq · ~v = ∇ · (Dd∇δCq) en Ω × (0, T )

δCq(~x, 0) = Cini en Ω

δCq = 0 sobre Γl × (0, T )

Dd
∂δCq

∂n = −φk sobre Γm × (0, T )

(5.17)usar δCq |Γl×(0,T ) y φk |Γm×(0,T ) para alular εk, de�nir qk+1 = qk − εkφk |Γm y volver a 2.33



Capítulo 5: Estudio del problema no estaionarioNotar que el sistema (5.16), el problema dual, es un problema retrógrado, por lo que puede traergrandes problemas al momento de la implementaión del algoritmo. Para evitar esta di�ultad seusa el ambio de variable φ̂(t) = φ(T − t), ∀t ∈ (0, T ). Con esto el sistema (5.16) queda:





−∂φ̂k
∂t + ~v(T − t) · ∇φ̂k + ∇ · (Dd(T − t)∇φ̂k) = 0 en Ω × (0, T )

φ̂k(~x, 0) = 0 en Ω

φ̂k = (ql − Dd
∂C
∂n (qk))(T − t) sobre Γl × (0, T )

Dd(T − t)∂φ̂k
∂n = 0 sobre Γm × (0, T )(5.18)

34



Capítulo 6Pruebas numérias para el problema noestaionario
Luego de enontrar el algoritmo es neesario estudiar omo funiona este mediante un ensayo nu-mério. En este apítulo se mostrará algunas pruebas realizadas para el aso en evoluión. Se veráque la dependenia de la onvergenia on respeto a la antidad de pasos de tiempo es signi�ativa,para eso en los distintos asos se tomó el mismo problema, es deir, misma ondiiones de borde einiial, pero on T=10s, T=20s, T=30s y T=50s.El dominio y malla utilizados para esta prueba es el mismo de la pruebas estaionarias, ver �gura(4.1).En estas prueba el problema direto es el siguiente:El sistema para la veloidad, on difusión onstante Dd = 100 y densidad ρm = 1:






∂
∂t(ρm~v) + (~v · ∇)(ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en Ω × (0, T )

∇ · ~v = 0 en Ω × (0, T )

~v(x, y) = 1
1000 (x2,−2x) sobre Γl × (0, T )

~v(x, y) = (0, 0) sobre Γm × (0, T )

~v(0, ~x) = ~0 en Ω

(6.1)y para la onentraión:





∂
∂t(C) + ∇C · ~v = ∇ · (Dd∇C) en Ω

C(x, y) = 400 − x sobre Γl

Dd
∂C
∂n (x, y) = 1000 sobre Γm

(6.2)Se resuelven los sistemas y se exporta en dos arhivos por separados uno para Γl y otro para Γm los35



Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionariodatos de veloidad (~v), onentraión (C) y �ujo (Dd
∂C
∂n ). Con los datos en Γl se intenta reuperar,usando el algoritmo visto en el apítulo IV, los datos en Γm. En partiular el valor de Dd

∂C
∂n .6.1. 1 paso, T=10sA ontinuaión los grá�os de las soluiones de la veloidad (e. (6.1)) y de la onentraión (e.(6.2)) ver �gura (6.1).

Figura 6.1: Izquierda veloidad en Ω, dereha onentraión en Ω on T = 10s6.1.1. Resultados numériosLos resultados en el aso no estaionario no son tan alentadores omo en el aso estaionario. Hayque entender que los problemas en donde se involura el tiempo son degenerativo, es deir la soluiónnuméria se va alejando de la soluión teória a medida que se avanza en tiempo.Los valores del �ujo del problema direto en Γl están entorno a 1000, por lo que si el algoritmollegase a una soluión donde el �ujo en ese borde di�ere en 50 al del problema direto se onsideraráaeptable. Esto va a impliar que si el funional JT se enuentra entorno a 106 se onsidere omoun valor aeptable para detener el algoritmo:
2 · JT (qk) =

∫ T

0

∫

Γl

∣∣∣∣ql − Dd
∂C

∂n
(qk)

∣∣∣∣
2

dsdt =

∫ 10

0

∫ 100

−100
502dsdt = 10 · 200 · 2500 = 5 · 106 (6.3)Hay varios aspetos que hay que mirar para analizar los resultados, omo por ejemplo el omporta-miento del funional JT , el error entre el �ujo medido en Γl (ql) y el �ujo al ual onverge el algoritmo(Dd

∂C
∂n (qk) |Γl

) y el error entre el �ujo medido en Γm y el �ujo al ual onverge el algoritmo.36



Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionarioFunional JTEn los siguientes grá�os se ve puede ver el omportamiento del funional JT , el ual laramentedisminuye pero a una taza muho más lenta que para el aso estaionario, de heho en este ya enla iteraión 50 el funional se euentra en valor erano a 10 en ambio en este aso se enuentraalrededor de 106, que por un lado es aeptable, pero queda laro que el algoritmo es muho máslento en el aso de evoluión.Iteraión valor J Iteraión valor J Iteraión valor J1 5.8090e+08 12 1.3185e+07 32 4.1773e+062 1.2612e+08 14 1.1136e+07 34 3.8610e+063 6.7009e+07 16 9.5797e+06 36 3.5782e+064 4.5730e+07 18 8.3657e+06 38 3.3237e+065 3.4302e+07 20 7.3965e+06 40 3.0928e+066 2.7889e+07 22 6.6088e+06 42 2.8816e+067 2.3517e+07 24 5.9573e+06 44 2.6876e+068 2.0325e+07 26 5.4094e+06 46 2.5085e+069 1.7990e+07 28 4.9410e+06 48 2.3423e+0610 1.6026e+07 30 4.5344e+06 50 2.1876e+06En este aso el funional, al menos en las primeras 50 iteraiones, siempre disminuye, no será asípara distinta antidad de pasos que mostrarán una dependenia de la antidad de estos. Las �guras(6.2) y (6.3) muestran los grá�os del funional.

Figura 6.2: Funional JT para T=10s
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Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionario

Figura 6.3: Funional JT para T=10sError en ΓlAl observar el siguiente grá�o se puede ver laramente omo la funión ql − Dd
∂C
∂n (qk) onverge aero y que la urva que representa la iteraión 50 se enuentra al interior del intervalos [−50, 50].
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Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionarioEstimaión del �ujo en ΓmEl grá�o (6.4) muestra que la estimaión del �ujo en Γm no es tan buena, dado que el valor de
JT no es pequeño, lo importante es ver que efetivamente qk se enuentra en torno a 1000 y que amedida que se itera ada vez se aera más al valor real 1000.

Figura 6.4: Flujo qk en la oordena x de Γm on T=10sLa �gura (6.5) muestra el progreso de la onentraión en Ω en iteraiones de 10 en 10.
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Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionario

Figura 6.5: Conentraión C(qk) en Ω para k ∈ {0, 10, 20, 30, 40, 50} on T = 10s6.2. 2 pasos, T=20sLos grá�os de las soluiones de la veloidad (e. (6.1)) y de la onentraión (e. (6.2)) para T = 20sse enuentran en las �guras (6.7) y (6.6) respetivamente.

Figura 6.6: Veloidad en Ω on T=20s
40



Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionario

Figura 6.7: Conentraion en Ω on T=20s6.2.1. Resultados numériosEn los asos uando de más de un paso, se va a enontrar un omportamiento anómalo tanto en
JT , omo en la estiamión del �ujo. Al ir observando los datos y los grá�os se expliará on másdetalle.Funional JTEl funional JT sube y baja alternadamente (�gura (6.8)), pero si uno grá�a los valores alternadosen 2, es deir los puntos 1 + 2k y los puntos 2 + 2k se puede apreiar omo la urva que representalos valores pares desiende. La otra, desendió pero luego omenzó a osilar entorno a 107 que eneste aso es el valor de JT aeptable (ver (6.3) on T=20s).La siguiente tabla muestra el omportamiento de JT en las primeras 30 iteraiones.Iteraión valor J Iteraión valor J Iteraión valor J1 2.3740e+09 11 1.4877e+07 21 1.5609e+072 8.3095e+09 12 1.8850e+08 22 1.4492e+083 1.0002e+08 13 1.4409e+07 23 9.2615e+064 6.8453e+08 14 1.8590e+08 24 1.3683e+085 4.4009e+07 15 1.3756e+07 25 8.9682e+066 4.2312e+08 16 1.8291e+08 26 1.1646e+087 1.7210e+07 17 1.2496e+07 27 1.7592e+078 2.7183e+08 18 1.7594e+08 28 9.1722e+079 1.5475e+07 19 1.5726e+07 29 2.4503e+0710 2.1499e+08 20 1.6085e+08 30 8.6402e+0741
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Figura 6.8: Funional JT on T=20sError en ΓlPara un mejor análisis, los errores se separaron en 2, los errores para t = 10s en un grá�o y loserrores para t = 20s en otro, ver �gura (6.9). La onvergenia a ero, si uno mira los grá�os porseparado no es tan direta omo en el aso on T = 10s, ya que omienza a osilar entorno a eroy uando se aera a ero por un lado de la urva se aleja en otro. Lo importante es ver que enpromedio las urvas se van aeran a la funión nula.
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Figura 6.9: Error ql − Dd
∂C
∂n (qk) en Γl on T=20sEstimaión del �ujo en ΓmLa �gura (6.10) muestra que la estimaión del �ujo en Γm para t = 10s y t = 20s. Estos grá�osmuestran que el error se onentra en lado dereho del dominio, algo similar que en el aso estaiona-rio. Como el viento entorno a Γm es tangente y se mueve en sentido del reloj, el material partiuladose onentra en el setor izquierdo de Γl, lo que provoa que no se pueda detear on preisión losvalores del �ujo en la seión dereha del borde.

Figura 6.10: Flujo qk en la oordena x de Γm on T=20sEn las siguientes �guras se muestran el progreso de la onentraión en Ω en iteraiones de 10 en10. 43
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Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionario6.3. 3 pasos, T=30sLos grá�os de las soluiones de la veloidad (e. (6.1)) y de la onentraión (e. (6.2)) para T = 30sse enuentran en las �guras (6.11) y (6.12) respetivamente.

Figura 6.11: Veloidad en Ω on T=30s.

Figura 6.12: Conentraión en Ω on T=30s.6.3.1. Resultados numériosFunional JTLas anomalías ontinúan en el funional JT , este osila pero ahora de tres en tres iteraiones es mássi uno observa la tabla de manera vertial, se ve laramente la disminuión de JT ada 3 iteraiones.
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Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionarioIteraión valor J Iteraión valor J Iteraión valor J1 2.3679e+09 2 8.4848e+09 3 1.2801e+104 7.3584e+07 5 9.4927e+08 6 1.0821e+097 4.2723e+07 8 8.0817e+08 9 8.6561e+0810 3.6060e+07 11 5.3740e+08 12 7.5054e+0813 3.0398e+07 14 2.4336e+08 15 6.6517e+0816 2.5040e+07 17 1.8077e+08 18 6.1899e+0819 2.2059e+07 20 1.2515e+08 21 5.8289e+0822 2.1968e+07 23 8.0525e+07 24 4.9952e+08La �gura a ontinuaión ontiene los grá�os de JT y muestra las iteraiones por separado. En estaúltima �gura se apreia omo por una parte disminuye y por otro lado se mantiene osilando entornoa 2 · 107, el valor razonable de JT en este aso es de 1, 5 · 107 (ver euaión (6.3) on T=30s).
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Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionarioError en ΓlPara un mejor análisis, los errores se separaron en 3, los errores para t = 10s en un grá�o, los errorespara t = 20s en otro y los errores para t = 30s en el último, ver �gura (6.11). La onvergenia a lafunión nula no es tan obvia ya que inluso para t = 10s el error en la iteraión 20 es mayor al delas otras iteraiones que son iteraiones anteriores. Pero uando uno mira los grá�os para t = 20sy t = 30s el error en la iteraión 20 es muho menor a las otras iteraiones, por lo que se puedeentender omo espeie de ompensaión, puesto que para disminuir el error en t = 20s y t = 30saumentó el error en t = 10s, aunque el total disminuyó.

Figura 6.13: Error ql − Dd
∂C
∂n (qk) en Γl on T=30s

47



Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionarioEstimaión del �ujo en ΓmLa �gura (6.14) muestra que la estimaión del �ujo en Γm para t = 10s, t = 20s y t = 30s. Al igualque en T = 20s el error se onentra en lado dereho del dominio, pero ahora existe un problemamayor ya que no queda laro que la tendenia sea aerarse a un �ujo de 1000. De heho en esteaso la soluión divirgió en la iteraión 30, a pesar de que JT se mantuvo ontrolado (ver Funional
JT para T = 30s).

Figura 6.14: Flujo qk en la oordena x de Γm on T=30sLos siguientes grá�os muestran el progreso de la onentraión en Ω en iteraiones de 5 en 5.
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Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionario6.4. 5 pasos, T=50sLos grá�os a ontinuaión muestran las soluiones de la veloidad (e. (6.1)) y de la onentraión(e. (6.2)) para T = 50s.
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Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionario6.4.1. Resultados numériosFunional JTLa tendenia del funional JT a tener osilaiones dependiendo de la antidad de pasos ontinúa,ahora de 5 en 5, ver �gura (6.15) y la siguiente tabla:Ite. valor J Ite. valor J Ite. valor J Ite. valor J Ite. valor J1 2.8290e09 2 8.1903e09 3 1.3093e10 4 1.4698e10 5 1.6547e106 6.4653e08 7 3.6290e08 8 1.3389e09 9 1.4655e09 10 3.1236e0911 5.6680e08 12 3.3846e08 13 1.1956e09 14 1.4253e09 15 2.8639e0916 4.8082e08 17 3.2547e08 18 1.1011e09 19 1.4821e09 20 2.5656e0921 3.6924e08 22 3.1519e08 23 9.6760e08 24 1.4809e09 25 2.2709e0926 2.9151e08 27 3.5267e08 28 8.2881e08 29 1.3619e09 30 2.0087e0931 1.9544e08 32 3.4653e08 33 8.1438e08 34 1.2519e09 35 1.7202e09

Figura 6.15: Funional JT .Las �guras (6.15) y (6.16) muestran la tendenia a la disminuión del funional a un valor eranoa 108. Para este aso un valor razonable de JT sería en este aso es de 2, 5 · 107(ver euaión (6.3)on T=30s), el valor de 108 podría onsiderarse muy alto, pero por la antidad de errores numériosque se produen a este nivel de álulos se onsidera aeptable estos valores para realizar un análisisdel. omportamiento del algoritmo.
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Figura 6.16: Funional JT .Error en ΓlLas siguientes �guras muestran que suede algo similar al aso on T=30s, pareiera que para algunost (en este aso t = 20s y t = 50s), el error no disminuye sino por el ontrario aumenta, pero uandoaumenta en esos t en otros disminuye (t = 10s y t = 30s), haiendo que el total vaya disminuyendo.
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Figura 6.17: Error ql − Dd
∂C
∂n (qk) en Γl on T=50sEstimaión del �ujo en ΓmLa �gura a ontinuaión se observa la estimaión del �ujo en Γm para t = 10s, t = 20s, t = 30s,

t = 40s y t = 50s. Aquí se apreia la tendenia de las soluiones, en la ual donde mas lento seaproxima es en el setor dereho de Γm, al igual que en los otros asos. Además, muestra oereniaon los grá�os anteriores (6.17), puesto que en los pasos 1 y 3 hay un mayor aeramiento a laonstante 1000 mientras que en los otros pasos hay inluso un alejamiento.
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Los siguientes grá�os muestran el progreso de la onentraión en Ω en iteraiones de 10 en 10.54



Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionario k=0

k=10
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Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionario k=20

k=30
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Capítulo 6: Pruebas numérias para el problema no estaionario6.5. Análisis general del errorComo se vio en los distintos ejemplos del aso no estaionario, la onvergenia del método es bastanteirregular, por deirlo menos. En estos asos, donde los valores del error absoluto son bastante grandeses mejor realizar un análisis de los errores relativos. La siguiente tabla muestra el error relativo enla última iteraión de qk y de Dd
∂C
∂n (qk) |Γl

en omparaión on los datos del problema direto:T ‖qk−q∗m‖
‖q∗m‖

√
2∗J(qk)

‖ql‖
n10 3.916e-1 3.348e-2 5020 4.149e-1 9.470e-2 3030 4.062e-1 3.063e-1 2050 4.030e-1 3.135e-1 35La terera olumna muestra que J es relativamente pequeño lo que mejora las expetativas de en-ontrar el �ujo en Γm, aunque el error en Γl aumenta uando T aumenta. Lo importante a destaares que el error relativo en Γm se mantiene entorno a un mismo nivel y hae suponer que no se puedereduir muho más el error, al menos en este aso. Una pregunta válida es si los valores entregadospor el algoritmo se pueden onsiderar aeptables, la respuesta es a�rmativa si lo que se quiere es sóloobtener una tendenia del omportamiento. Al mirar los grá�os que muestran el �ujo en Γm todoslos �ujos entregados por el algoritmo intersetan al �ujo q∗m (en estas pruebas q∗m ≡ 1000), ademásomo se puede onoer la veloidad en Ω × (0, T ) se puede suponer a proiri que el valor del �ujoen el setor dereho de Γm es difíilmente predeible, puesto que el viento entorno a Γm se dirije dedereha a izquierda.Otro aspeto a onsiderar es el omportamiento de JT , teóriamente este funional debiera siempredesender si se usa el algoritmo gradiente onjugado, lo que laramente no suede en todos los asosde los ejemplos de este apítulo, salvo el aso en que T = 10s. En los grá�os de JT se puede verlaramente que existe una dependenia de esta anomalía on el valor de T , esto se puede expliarpensando que uando se pasa de qk a qk+1 la direión entregada por el algoritmo se enfoa a reduirla diferenia on ql en el tiempo t (t ∈ {0, 10, ..., T}) en el ual existe la mayor diferenia. Estoprodue, debido a errores numérios, que el total (el valor de JT ) sea mayor que en la iteraiónanterior, salvo en la iteraión donde se vuelve a enfoar en el mismo tiempo t.
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Capítulo 7Apliaión del problema inverso
7.1. MotivaiónLa ontaminaión ambiental en faenas de la gran minería es prátiamente inevitable, en partiular,las minas a rajo abierto usualmente generan una gran antidad de polvo en suspensión aún uandono existan tronaduras en ese momento, lo ual puede generar graves problemas a la salud de lostrabajadores de la mina y a las personas que habiten en las eranías de ésta. Es por eso que yahae bastante tiempo se ha querido regular el tema tal omo lo muestra la siguente ita:�Considerando: Que la Constituión Polítia de la Repúblia garantiza a los habitantes el dereho avivir en un ambiente libre de ontaminaión y, por onsiguiente, onstituye deber del Estado velarpara que este dereho no sea afetado y tutelar la preservaión de la naturaleza. Que los estudiosrealizados por el Ministerio de Minería revelan que más del 90% de las emisiones de anhídridosulfuroso en el país provienen de instalaiones mineras, existiendo la neesidad de reglamentar laoperaión de estas fuentes, on el propósito de evitar la ontaminaión del aire. Que para ello esmenester realizar estudios destinados a medir la alidad del aire, instalar redes permanentes demonitoreo de alidad del aire y desarrollar planes de desontaminaión atmosféria en las áreasdonde no hay ondiiones para dar inmediato umplimiento a esta reglamentaión ambiental.�(pág.1 [5℄)Para tratar de soluionar este problema se oloaron uatro estaiones de mediiones de partíulasPM10 ubiadas en los uatro puntos ardinales al borde superior del rajo, estas estaiones entreganada 30 minutos el valor de la onentraión de las partíulas, también se tiene informaión de la velo-idad del viento en una zona a un par de kilómetros del rajo. El objetivo es poder identi�ar omo esel �ujo de ontaminantes en el rajo, ya que se debe reduir la antidad de ontaminantes produidos.Las partíulas PM10 son partíulas que se enuentran en suspensión en el aire on un tamañoigual o inferior a 10 mirones. 58



Capítulo 7: Apliaión del problema inverso
En el presente apítulo se mostrará omo se resolvió el problema de predeir el �ujo de mate-rial partiulado usando el problema inverso visto en los apítulos anteriores.7.2. Esquema del rajo y algunas hipótesisSe representa la mina y sus alredores por 2 dominios Ω y ΩF , esquematizados en la �gura (7.1).Donde Ω es el mina misma y donde sus bordes son el rajo Γi y Γe que es la unión mediante unalínea imaginaria de 2 estaiones de monitoreo que se enuentran en los bordes del rajo. El dominio
ΩF representa la parte externa a la mina, sus bordes son Γe, Γin y Γout, lugares donde se monitorael viento, Γtop representa el ielo y Γla es la super�ie terrestre que no se onsidera omo parte dela mina.Se desea determinar la fuente de material partiulado, en partiular el �ujo de partíulas gene-rado al interior del rajo Γi, a partir de los datos experimentales de la onentraión de PM10 (C) yveloidad del viento (~v), medidos en el borde superior del rajo(Γe) y lejos de él (Γin) respetivamente.Por simpliidad se resolverá el problema 2D.

Figura 7.1: Esquema de una mina de rajo abierto en 2dUna primera suposiión es asumir que se onoe la onentraión en un plano que une las estaiones,59



Capítulo 7: Apliaión del problema inversoel que se denominará tapa del rajo(Γe). Otra suposiión es que es onoido el �ujo fuera del rajo(Γla) y la veloidad ahí omo en Γi es nula. Además se onsiderará que la veloidad del viento en
Γtop tiene derivada normal nula. Por último se onsidera que el �uido es isotérmio.7.3. Euaiones de movimientos y problema diretoLas euaiones de movimiento isotérmias para el �uido en Ω ∪ ΩF son [2℄:

∂

∂t
(αcρc) + ∇ · (ρcαc~u) = 0 (7.1)

∂

∂t
(αcρc~u) + (~u · ∇)(ρcαc~u) = −αc∇p + αc∇τ + ρcαc~g − βV (~u − ~v) (7.2)y para las partíulas:

∂

∂t
(αdρd) + ∇ · (ρdαd~v) = ∇ · (Dd∇αdρd) (7.3)

∂

∂t
(αdρd~v) + (~v · ∇)(ρdαd~v) = −αd∇p + αd∇τ + ρdαd~g + βV (~u − ~v) (7.4)El nivel de aoplamiento de las euaiones para las partíulas on las euaiones del �uido dependeráde los siguientes números adimensionales:

Πmasa =
K

Stmasa
y Πmom =

K

1 + Stmom
.Donde K = αdρd

(1−αd)ρc
, Stmasa = τmasau

L y Stmom = τmomu
L . Si se supone partíulas de densidad

ρ = 2500 kg/m3 inmersas en aire y en el peor de los asos se miden 1000 µg/m3 en las estaionesde monitoreo, se puede deir que αd ∼ 1000×10−9kg/m3

2500kg/m3 = 4 × 10−10 luego, esta suspensión es muydiluida y por lo tanto K ∼ 0. Esto quiere deir que los efetos de aoplamiento son despreiables ypor ello las partíulas siguen el movimiento del �uido. Luego si se despreia αd ∼ 0, el sistema deeuaiones queda:
∂

∂t
(ρc) + ∇ · (ρc~v) = 0 (7.5)

∂

∂t
(ρc~v) + ~v∇ · (ρc~v) = −∇p + ∇τ + ρc~g (7.6)
∂

∂t
(C) + ∇ · (C~v) = ∇ · (Dd∇C) (7.7)(7.8)donde C = αdρd. 60



Capítulo 7: Apliaión del problema inversoSi se supone que el viento satisfae Navier-Stokes en ΩF ∪ Ω, entones el sistema para determinarla veloidad del viento queda:





∂

∂t
(ρm~v) + ~v∇ · (ρm~v) −∇ · σ(~v, p) = 0 en ΩF ∪ Ω

∇ · ~v = 0 en ΩF ∪ Ω

~v = ~vin sobre Γin

~v = ~vout sobre Γout

~v = 0 sobre Γla ∪ Γi
∂~v
∂n = ~0 sobre Γtop

(7.9)
y el sistema de euaiones para la onentraión en ΩF ∪ Ω :






∂
∂tC + ∇C · ~v −∇ · (Dd∇C) = 0 en ΩF ∪ Ω

C = 0 sobre Γin ∪ Γout ∪ Γtop

D ∂C
∂n = qla sobre Γla

D ∂C
∂n = q∗i sobre Γi

(7.10)
7.4. Apliaión del problema inverso en el aso estaionarioEl problema de enontrar el �ujo de partíulas al interior del rajo se puede esribir omo sigue:Determinar q∗i ∈ L2(Γi) onoiendo Cf |Γe= Ce y las ondiiones de borde de la veloidad omo enel sistema (7.9), donde Cf es la soluión de:






−∇ · (D(x)∇Cf ) + ~v · ∇Cf = 0 en ΩF ∪ Ω

Cf = 0 sobre Γtop ∪ Γin ∪ Γout

D(x)
∂Cf

∂n
= qla(x) sobre Γla

D(x)
∂Cf

∂n
= q∗(x) sobre Γi

(7.11)Para apliar el problema inverso estudiado en los apítulos anteriores es neesario onoer en Γe laonentraión Ce, la veloidad ~ve y el �ujo de la onentraión D ∂Ce
∂n . Por hipótesis sólo se onoe

Ce, faltan los otros dos.Para onoer la veloidad en Γe se resuelve el sistema (7.9) en todo Ω∪ΩF , despreiando el términode la derivada parial on respeto a t, y luego se exporta la veloidad en Γe, ~v |Γe= ~ve. Sólo faltaonoer la derivada normal de la onentraión en Γe pero para ello se resuelve las euaiones esta-ionarias de la onentraión sólo en ΩF . 61



Capítulo 7: Apliaión del problema inverso
Se onsidera C0

f la soluión de:





−∇ · (D(x)∇C0
f ) + ~v · ∇C0

f = 0 en ΩF

C0
f = 0 sobre Γtop ∪ Γin ∪ Γout

D(x)
∂C0

f

∂n
= qla sobre Γla

C0
f = Ce sobre Γe

(7.12)
Ahora se de�ne f1 := −D(x)

∂C0
f

∂n
en Γe, donde, en este aso, n es la normal exterior a ΩF .Sea J : L2(Γi) → R de�nido por: J(q) =

1

2

∫

Γe

∣∣∣∣D(x)
∂C(q)

∂n
− f1

∣∣∣∣
2

dsdonde n la normal exterior a Ω y C(q) la soluión únia del sistema:





−∇ · (D(x)∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω

C = Ce sobre Γe

Dd(x)
∂C

∂n
= q(x) sobre Γi

(7.13)Se vio en los apítulos anteriores que J es una funión onvexa a valores positivos, además J(q∗i ) = 0,por lo tanto q∗i es un mínimo global de J , pero si existe otro mínimo global qi, este tendrá tambiénque ser ero de J , luego las soluiones C0
f y C(qi) se pegarán bien en Γe por lo ual la soluión

Cf oinidirá on estas funiones en sus respetivos dominios, es deir, q∗i = qi lo que implia launiidad del mínimo. Entones la ondiión de primer orden para q∗:
〈J ′(q), r〉 =

∫

Γe

(
D(x)

∂C(q)

∂n
− f1

)
D(x)

∂δC(r)

∂n
ds (7.14)donde δC(r) es soluión de:






−∇ · (D(x)∇δC) + ~v · ∇δC = 0 en Ω

δC = 0 sobre Γe

D(x)
∂δC

∂n
= r sobre Γi

(7.15)Sabiendo que ∇·~v = 0, multipliando la euaión de δC(r) por ρ e integrando por partes se obtiene:
0 = −

∫

Ω
δC(r)(∇ · (D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ) +

∫

∂Ω
δC(r)(D(x)∇ρ · n̂ + ρ~v · n̂)

−
∫

∂Ω
ρD(x)∇δC(r) · n̂bajo el supuesto que: ∇·(D(x)∇ρ)+~v ·∇ρ = 0. Además usando las ondiiones de ontornode δC(r): 62



Capítulo 7: Apliaión del problema inverso
0 =

∫

Γi

δC(r)D(x)
∂ρ

∂n
−
∫

Γi

ρ r −
∫

Γe

ρD(x)
∂δC(r)

∂npor lo tanto, si se impone que ρ sea soluión de:





∇ · (D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = 0 en Ω

ρ = f1 − D(x)
∂C(q)

∂n
sobre Γe

D(x)
∂ρ

∂n
= 0 sobre Γi

(7.16)onoiendo explíitamente el valor de 〈DJ(q), r〉, se puede implementar el método del gradiente parael funional J . Si se onoe qk ∈ L2(Γi), el siguiente �ujo qk+1 ∈ L2(Γi) es
qk+1 = qk + εkdkon dk = −DJ(q) = −ρ |Γi , entones

J(qk+1) = J(qk + εkdk) =
1

2

∫

Γe

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk + εkdk) − ql

∣∣∣∣
2

ds

J(qk+1) =
1

2

∫

Γe

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk) + εk

(
∂C

∂n
(dk) − ∂C

∂n
(0)

)
− ql

∣∣∣∣
2

dsSe sabe que existe εk > 0 t.q. J(qk+1) < J(qk) si DJ(q) 6= 0, por lo que hay que busar el queminimie:
f(ε) :=

1

2

∫

Γe

∣∣∣∣
∂C

∂n
(qk) + ε

(
∂C

∂n
(dk) −

∂C

∂n
(0)

)
− ql

∣∣∣∣
2

dsComo f es uadrátia, para enontrar el mínimo de f sólo hay que derivar e igualar a ero.
f ′(εk) =

∫

Γe

(
∂C

∂n
(qk) + εk

(
∂C

∂n
(dk) − ∂C

∂n
(0)

)
− ql

)(
∂C

∂n
(dk) − ∂C

∂n
(0)

)
ds = 0Por lo tanto

εk = −
∫
Γe

(
∂C
∂n (qk) − ql

) (
∂C
∂n (dk) − ∂C

∂n (0)
)
ds

∫
Γe

(
∂C
∂n (dk) − ∂C

∂n (0)
)2

dsAdemás si se onsidera que δCq(dk) = C(dk) − C(0) entones
εk = −

∫
Γe

(
∂C
∂n (qk) − ql

) ∂δCq

∂n (dk)ds

‖∂δCq

∂n (dk)‖2
L2(Γe)63



Capítulo 7: Apliaión del problema inversoPor lo que el algoritmo para enontrar una suesión {qk}k∈N ⊆ L2(Γi) t.q.
ĺım

k→∞
qk = q∗i ,donde q∗i es soluión de (7.10) se puede esribir de la siguiente manera:1. Esoger q0 ∈ L2(Γi) y η > 0 riterio de parada.2. Resolver 





∇C(qk) · ~v = ∇ · (Dd∇C(qk)) en Ω

C(qk) = Cl sobre Γe

Dd
∂C
∂n (qk) = qk sobre Γi

(7.17)Usando Dd
∂C
∂n (qk) |Γe alular JT (qk) si JT (qk) < η, detener el algoritmo.3. Resolver el problema dual






~v · ∇ρk + ∇ · (Dd∇ρk) = 0 en Ω

ρk = ql − Dd
∂C
∂n (qk) sobre Γe

Dd
∂ρk
∂n = 0 sobre Γi

(7.18)4. Resolver 




∇δCq(r) · ~v = ∇ · (Dd∇δCq(r)) en Ω

δCq(r) = 0 sobre Γe

Dd
∂δCq

∂n (r) = −ρk sobre Γi

(7.19)Usar δCq |Γe y φk |Γe para alular εk, de�nir qk+1 = qk − εkφk |Γm y volver a 2.7.4.1. Resultados obtenidosPara probar la e�aia del algoritmo en este dominio, se intento reuperar un �ujo dado de 1000 entodo Γi, para ello se usó la siguiente malla:
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Capítulo 7: Apliaión del problema inverso

Figura 7.2: Dominio Ω ∪ ΩF

Figura 7.3: Zoom del dominio en la zona del rajoPara que el método numério fuese más estable se multiplió la difusión por un fator η > 0. Desdeahora en adelante, uando apareza D(x) en las euaiones se quiere deir ηD(x). Los resultados seven en la tabla para η = 100:iteraión ‖qk − 1000‖2
L2

‖qk−1000‖2

L2

‖1000‖2

L2

J(qk)

1 2768140544 0,771758 5102627840

5 654273216 0,182411 789985664

10 295951552 0,082511 98984800

15 553511104 0,154319 22591362Se apreia que la soluión se aproxima dentro de un 8,3% en 10 iteraiones y ourre que efetivamenteel funional J(q) desiende en ada iteraión. Notar que hay un amuento del error desde la iteraión65



Capítulo 7: Apliaión del problema inverso10 a la 15, pero eso se debe a que el �ujo numeriamente no es exatamente 1000.7.4.2. Resultados on datos experimentalesRealizando algunos experimentos se obtuvo las siguientes onentraiones de PM10 medidas por lasuatro estaiones:
x c(x)

−23498 102

−22088 25

−20109 233

−21347 283Además se mide una veloidad de 1.86 [m/s℄. Dado que en realidad sólo se tienen estas uatromediiones es neesario interpolar la onentraión pues el algoritmo supone que se onoe en todoel plano Γe, así se interpoló linealmente la onentraión en la tapa y se obtuvo un �ujo qe, ver �gura(7.4).

Figura 7.4: Flujo q̄ en el rajo on η = 100 y usando una interpolaión lineal de los datosLuego se resolvió el sistema (7.11) on este �ujo qe en Γe. El resultado on η = 100 aparee en elgrá�o (7.5).
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Capítulo 7: Apliaión del problema inverso

Figura 7.5: Conentraión C(qe) en Ω ∪ ΩF on η = 100Estos resultados no son los esperados, pues se observan onentraiones negativas. Lo que sí esrazonable esperar es que esta soluión oinida en ΩF on la soluión de la euaión (7.12). Seomparó la soluión en Ω ∪ ΩF usando qi ∈ L2(Γi) on la soluión en ΩF usando C(qi) |Γe (on
η = 100), en ΩF las soluiones se pareen bastante, los resultados apareen en la siguiente �gura:

Dada la baja veloidad, era razonable intentar disminuir η, en efeto esto fue posible. Para el fator
η = 30, el algoritmo hae disminuir J , es deir funiona, pero para η = 10 la rutina diverge. Losresultados para η = 30 fueron similares al aso anterior, el �ujo q∗ se ve en la �gura (7.6).67



Capítulo 7: Apliaión del problema inverso
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Figura 7.6: Conentraión C(qe) en Ω ∪ ΩF on η = 30La siguiente �gura muestra los resultados para η = 30. A la izquierda la onentraión en Ω ∪ ΩFusando qi ∈ L2(Γi) y a la dereha la onentraión en ΩF usando C(qi) |Γe :

Todavía se apreian onentraiones negativas, es deir aún no es un buen resultado. Esto muestraque más que un problema de la magnitud de la difusión es un problema de que la interpolaión linealno es la mejor. Lo que motiva a gra�ar omo es la onentraión en la tapa para distintos asos. Enla �gura (7.7) se muestran las onentraiones sobre la tapa para un q∗ = 1000 en el rajo y distintosvalores de η. 68



Capítulo 7: Apliaión del problema inverso
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Figura 7.7: Conentraión en Γe para η 10 (negro), 30 (verde), 50 (azul), 100 (rojo)En la siguiente �gura se visualiza las onentraiones para η = 100, �ujo 1000 onstante en elrajo (urva roja), y la otra urva orresponde a onentraión en la tapa para η = 100 y un �ujoparabálio entre -22750 y -20750 on un máximo de 600, y ero fuera de este intervalo (urva verde).
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Capítulo 7: Apliaión del problema inversoDebido a estos resultados se intentó una nueva interpolaión, usando sólo tres puntos, y trazandouna parábola entre ellos, la ual se ve en la �gura (7.8).
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Figura 7.8: Interpolaión parabólia, dif 100Con este nuevo C0 se orrió de nuevo el algoritmo on η = 100, logrando buenos resultados, queapareen en las �guras (7.9), (7.10).
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Figura 7.9: Flujo q∗ en el rajo, η = 100
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Capítulo 7: Apliaión del problema inverso

Figura 7.10: Partíulas bajo un �ujo q∗, η = 100Luego se disminuyó η a 30, y se obtuvo los resultados que apareen en las �guras (7.11), (7.12).
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Figura 7.11: Flujo q∗ en el rajo, η = 30

71



Capítulo 7: Apliaión del problema inverso

Figura 7.12: Partíulas bajo un �ujo q∗, η = 307.5. Problema estaionario agregando una fuenteLa idea ahora es agregar una fuente pequeña al lado dereho del aso estaionario 2D para poderdisminuir el oe�iente que aompaña a la difusión en el algoritmo que lo resuelve, on lo que laseuaiones quedan:





−∇ · (D(x)∇Cf ) + ~v · ∇Cf = µCf en ΩF ∪ Ω

Cf = 0 sobre Γtop ∪ Γin ∪ Γout

D(x)
∂Cf

∂n
= 0 sobre Γla

D(x)
∂Cf

∂n
= q∗(x) sobre Γi

µ < 0

(7.20)
para esto nuevamente onsideremos C0

f la soluión de:





−∇ · (D(x)∇C0
f ) + ~v · ∇C0

f = µC0
f en ΩF

C0
f = 0 sobre Γtop ∪ Γin ∪ Γout

D(x)
∂C0

f

∂n
= 0 sobre Γla

C0
f = C0 sobre Γe

µ < 0

(7.21)
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Capítulo 7: Apliaión del problema inversoConsideremos f1 = −D(x)
∂C0

f

∂n
en Γe donde n es la normal exterior a ΩF . Se de�ne:

J : L2(Γi) → J(q) =
1

2

∫

Γe

∣∣∣∣D(x)
∂C(q)

∂n
− f1

∣∣∣∣
2

dsdonde n la normal exterior a Ω y C(q) la soluión únia del sistema:





−∇ · (D(x)∇C) + ~v · ∇C = µC en Ω

C = C0 sobre Γe

D(x)
∂C

∂n
= q(x) sobre Γi

µ < 0

(7.22)Notar que J es una funión onvexa a valores positivos, además:
J(q∗) = 0por lo tanto q∗ es un mínimo global de J pero si existe otro mínimo global q1, este tendrá tambiénque ser ero de J luego las soluiones C0

f y C(q1) se pegaran bien en Γe por lo ual la soluión Cfoinidirá on estas funiones en sus respetivos dominios, es deir q∗ = q1 lo que implia la uniidaddel mínimo.
〈J ′(q), r〉 =

∫

Γe

(
D(x)

∂C(q)

∂n
− f1

)
D(x)

∂δC(r)

∂n
ds (7.23)donde δC(r) es soluión de:






−∇ · (D(x)∇δC) + ~v · ∇δC = µδC en Ω

δC = 0 sobre Γe

D(x)
∂δC

∂n
= r sobre Γi

µ < 0

(7.24)Suponiendo que ∇ · ~v = 0 y multipliando la euaión de δC(r) por ρ e integrando por partes seobtiene:
µ

∫

Ω
δC(r)ρ = −

∫

Ω
δC(r)(∇ · (D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ) +

∫

∂Ω
δC(r)(D(x)∇ρ · n̂ + ρ~v · n̂)

−
∫

∂Ω
ρD(x)∇δC(r) · n̂Con lo ual, imponiendo que:

div(D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = −µρ (7.25)y usando las ondiiones de ontorno de δC(r) se obtiene:
0 =

∫

Γi

δC(r)(D(x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂) −

∫

Γi

ρ r −
∫

Γe

ρD(x)
∂δC(r)

∂n73



Capítulo 7: Apliaión del problema inversoPor lo tanto si pedimos que ρ sea soluión de:





∇ · (D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = −µC en Ω

ρ = f1 − D(x)
∂C(q)

∂n
sobre Γe

D(x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂ = 0 sobre Γi

µ < 0

(7.26)Se onluye que:
〈J ′(q), r〉 =

∫

Γi

ρ rds =⇒ J ′(q) = ρ |Γi (7.27)Además notando que C(q) = δC(q) + C(0) se tiene:
J(q + r) = J(q) + 〈J ′(q), r〉 +

1

2

∫

Γe

∣∣∣∣
∂δC(r)

∂n

∣∣∣∣
2tomando r = −εJ ′(q) , se obtiene una parábola en ε, luego el paso óptimo para el método de ladireión de máximo desenso es:

εopt =
‖J ′(q)‖2

L2(Γi)∫

Γe

∣∣∣∣
∂δC(J ′(q))

∂n

∣∣∣∣
2por lo tanto: J(q − εoptJ

′(q)) = J(q) − εopt

2 ‖J ′(q)‖2
L2(Γi)

.7.5.1. AlgoritmoNuevamente en este aso, el problema inverso se redue a un problema de optimizaión y utilizaremosel mismo algoritmo de la direión de máximo desenso para resolver, el esquema es el siguiente:0) Esoger q0 y δ > 0 riterio de parada del algoritmo.1) Dado qk enontrar C(qk), la soluión de:





−∇ · (D(x)∇C) + ~v · ∇C = µC en Ω

C = C0 sobre Γe

D(x)
∂C

∂n
= qk sobre Γi

µ < 0

(7.28)2) dk := ρk |Γi donde ρk es soluión de:





−div(D(x)∇ρk) − ~v · ∇ρk = 0 = µρk en Ω

ρk = f1 − D(x)
∂C(qk)

∂n
sobre Γe

D(x)
∂ρk

∂n
+ ρk~v · n̂ = 0 sobre Γi

µ < 0

(7.29)
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Capítulo 7: Apliaión del problema inverso3) εk :=
‖dk‖2

L2(Γi)

‖∂ϕ
∂n‖2

L2(Γe)

donde ϕ es soluión de:





−∇ · (D(x)∇ϕ) + ~v · ∇ϕ = µϕ en Ω

ϕ = 0 sobre Γe

D(x)
∂ϕ

∂n
= dk sobre Γi

µ < 0

(7.30)4) qk+1 := qk − εk dk5) Veri�ar que J(qk+1) < δ, si es así detener la iteraión, en aso ontrario ontinuar en el paso(1).7.5.2. ResultadosDado que ya se habían heho pruebas en el no estaionario on η = 75, se deidió probar oneste valor, ahora el problema era determinar el µ adeuado mediante ensayo y error. Las pruebasarrojaron que µ = −0,005 era adeuado llegando a un error del 6, 3%, después de 500 iteraiones,entre el �ujo estimado qe y el �ujo entregado iniialmente q∗ = 1000. Cabe notar que este valororresponde a menos el inverso del paso dt usado para resolver el no estaionario. Aquí podemos veren un grá�o la soluión obtenida:
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Capítulo 7: Apliaión del problema inversoLa soluión debiera estar entorno al valor 1000, pues es el valor del �ujo q∗ usado en problema(7.20), podemos ver que se aproxima salvo en las puntas, lo que ha sido araterístio en los ensayosnumérios.Una vez que esto dio resultado se probó on η = 50 y on µ = −0,0025 se obtuvo un error del7,7% después de 200 iteraiones, en el grá�o se muestra la soluión obtenida:
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Nuevamente la soluión se mantiene en una franja entorno al valor 1000, aunque se nota el mayorporentaje de error pues esta soluión osila un poo más que la anterior.7.6. Problema estaionario on η = 10.El objetivo de esta seión es lograr que el algoritmo que resuelve una pertubaión del problemaestaionario funione un η = 10. Para esto se tiene dos estrategias, la primera onsiste en pertur-bar el problema de la siguiente manera, introduir µ's distintos en las euaiones que resuelve elalgoritmo, dándole más peso al µ donde la euaión presente, empíriamente, mayores problemas deonvergenia. En el aso en general la euaión (7.12) resultó ser la más problemátia. La segundaestrategia es aumentar el valor absoluto de µ por sobre 100 dejándolo igual en las tres euaionesque resuelva el algoritmo.
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Capítulo 7: Apliaión del problema inverso7.6.1. ResultadosUsando varias ombinaiones distintas se logró orrer el algoritmo y hasta un ierto número deiteraiones el funional J disminuye. El problema es que on un η tan bajo omo 10 la soluión quequeda es q = 0, dado que f1 es prátiamente 0.7.7. Problema inverso de evoluiónDado T > 0, se desea a partir de los anteedentes experimentales: onentraión de pm10 (C) en laboa del rajo, la veloidad del viento (~v) ∀t ∈ (0, T ) en el rajo y la onentraión en t = 0 (C(~x, 0) =

Cini(~x)) en el rajo, enontrar el problema inverso, es deir onoer la fuente de material partiu-lado, en partiular el �ujo de partíulas generado al interior del rajo (q(~x, t) = n̂ · D(~x, t)∇c(~x, t))
∀t ∈ (0, T ).Se quiere resolver el problema inverso de emisión dentro del rajo. Es deir, dadas las veloidadesdel viento, la onentraión iniial de polvo y la mediión en el borde del rajo de la onentraiónpara todo t, enontrar la fuente q de partíulas al interior del rajo. Se tiene el siguiente sistema deeuaiones y ondiiones de borde si se supone que el sistema satisfae Navier-Stokes, se de�ne ΩFy Ω tales que:

∂ΩF = Γin ∪ Γla ∪ Γe ∪ Γout ∪ Γtopy
∂Ω = Γe ∪ ΓiSe desea determinar q∗ ∈ L2(Γi) × (0, T ) sólo onoiendo Cf |Γe×(0,T )= C0 donde Cf es la soluiónde:






d
dtCf −∇ · (D(t, x)∇Cf ) + ~v · ∇Cf = 0 en (ΩF ∪ Ω) × (0, T )

Cf (0) = Cini en ΩF ∪ Ω

Cf = 0 sobre (Γtop ∪ Γin ∪ Γout) × (0, T )

D(t, x)
∂Cf

∂n
= 0 sobre Γla × (0, T )

D(t, x)
∂Cf

∂n
= q∗(t, x) sobre Γi × (0, T )

(7.31)
para esto onsideremos C0

f la soluión de





d
dtC

0
f −∇ · (D(t, x)∇C0

f ) + ~v · ∇C0
f = 0 en ΩF × (0, T )

C0
f (0) = Cini en ΩF

C0
f = 0 sobre (Γtop ∪ Γin ∪ Γout) × (0, T )

D(t, x)
∂C0

f

∂n
= 0 sobre Γla × (0, T )

C0
f = C0 sobre Γe × (0, T )

(7.32)
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Capítulo 7: Apliaión del problema inversoonsideremos f1 = −D(t, x)
∂C0

f

∂n
en Γe × (0, T ) donde n es la normal exterior a ΩF .Se de�ne

JT : C((0, T ), L2(Γi)) → R

JT (q) =
1

2

T∫

0

∫

Γe

∣∣∣∣D(t, x)
∂C(q)

∂n
− f1

∣∣∣∣
2

ds dton n la normal exterior a Ω y C(q) la soluión únia del sistema





d
dtC −∇ · (D(t, x)∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω × (0, T )

C(0) = Cini en Ω

C = C0 sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂C

∂n
= q(t, x) sobre Γi × (0, T )

(7.33)notando que JT es una funión onvexa a valores positivos, además
JT (q∗) = 0por lo tanto q∗ es un mínimo global de JT , pero, si existe otro mínimo global q1, este tendrá tambiénque ser ero de JT y por lo tanto la soluiones C0

f y C(q1) se pegarán bien en Γe por lo ual lasoluión Cf oinidirá on estas funiones en sus respetivos dominios, es deir q∗ = q1 lo queimplia la uniidad del mínimo.
〈J ′

T (q), r〉 =

T∫

0

∫

Γe

(
D(t, x)

∂C(q)

∂n
− f1

)
D(t, x)

∂δC(r)

∂n
ds dt (7.34)donde δC(r) es soluión de






d
dtδC −∇ · (D(t, x)∇δC) + ~v · ∇δC = 0 en Ω × (0, T )

δC(0) = 0 en Ω

δC = 0 sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂δC

∂n
= r sobre Γi × (0, T )

(7.35)suponiendo que ∇ · ~v = 0 y multipliando la euaión de δC(r) por ρ e integrando por partes seobtiene
0 =

∫

Ω
δCρ |T0 −

∫ T

0

∫

Ω
δC(r)(

d

dt
ρ + ∇ · (D(t, x)∇ρ) + ~v · ∇ρ)

+

∫ T

0

∫

∂Ω
δC(r)(D(t, x)∇ρ · n̂ + ρ~v · n̂) −

∫ T

0

∫

∂Ω
ρD(t, x)∇δC(r) · n̂si

d

dt
ρ + ∇ · (D(t, x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = 0, en Ω × (0, T ) (7.36)78



Capítulo 7: Apliaión del problema inversoademás usando las ondiiones de ontorno de δC(r)

0 =

∫

Ω
δC(T )ρ(T ) +

∫ T

0

∫

Γi

δC(r)(D(t, x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂) −

∫ T

0

∫

Γi

ρ r

−
∫ T

0

∫

Γe

ρD(t, x)
∂δC(r)

∂npor lo tanto si pedimos que ρ sea soluión de





d
dtρ + ∇ · (D(t, x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = 0 en Ω × (0, T )

ρ(T ) = 0 en Ω

ρ = f1 − D(t, x)
∂C(q)

∂n
sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂ = 0 sobre Γi × (0, T )

(7.37)tenemos
〈J ′

T (q), r〉 =

∫ T

0

∫

Γi

ρ r ds dt (7.38)on lo ual
J ′

T (q) = ρ |Γi×(0,T ) (7.39)Además notando que C(q + r) = C(q) + δC(r) se obtiene
JT (q + r) = JT (q) + 〈J ′

T (q), r〉 +
1

2

∫ T

0

∫

Γe

∣∣∣∣D(t, x)
∂δC(r)

∂n

∣∣∣∣
2tomando

r = −εJ ′
T (q)y graias a la linealidad de las euaiones queda una parábola en ε on lo ual se obtiene que el pasoóptimo es

εopt =

∫ T
0

∫
Γi

J ′
T (q)2

∫ T
0

∫
Γe

∣∣∣D(t, x)
∂δC(J ′

T (q))
∂n

∣∣∣
2por lo tanto

JT (q − εoptJ
′
T (q)) = JT (q) − εopt

2

∫ T

0

∫

Γi

J ′
T (q)27.7.1. Algoritmo para el problema no estaionario0) Esoger q0 y δ > 0 riterio de parada del algoritmo.
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Capítulo 7: Apliaión del problema inverso1) Dado qk enontrar C(qk), la soluión de:





d
dtC −∇ · (D(t, x)∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω × (0, T )

C(0) = Cini en Ω

C = C0 sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂C

∂n
= qk sobre Γi × (0, T )

(7.40)2)
dk = ρk |Γidonde ρk es soluión de:






d
dtρk + ∇ · (D(t, x)∇ρk) + ~v · ∇ρk = 0 en Ω × (0, T )

ρk(T ) = 0 en Ω

ρk = f1 − D(t, x)
∂C(qk)

∂n
sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂ρk

∂n
+ ρk~v · n̂ = 0 sobre Γi × (0, T )

(7.41)
3) εopt :=

∫ T
0

∫
Γi

d2
k

∫ T
0

∫
Γe

∣∣∣D(t, x)∂ϕk
∂n

∣∣∣
2 donde ϕk es soluión de:






d
dtϕk −∇ · (D(t, x)∇ϕk) + ~v · ∇ϕk = 0 en Ω × (0, T )

ϕk(0) = 0 sobre Γ

ϕk = 0 sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂ϕk

∂n
= dk sobre Γi × (0, T )

(7.42)4) qk+1 := qk − εk dk5) Veri�ar que JT (qk+1) < δ si es así detener la iteraión, en aso ontrario ontinuar en (1).7.7.2. La euaión retrógradaEn este algortimo, ourre que la segunda euaión a resolver es:





d
dtρ + ∇ · (D(t, x)∇ρ) + ~v · ∇ρ = 0 en Ω × (0, T )

ρ(T ) = 0 en Ω

ρ = f1 − D(t, x)
∂C(qk)

∂n
sobre Γe × (0, T )

D(t, x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂ = 0 sobre Γi × (0, T )

(7.43)
80



Capítulo 7: Apliaión del problema inversoque tiene omo ondiión de borde temporal ρ(T ) = 0. Esto genera un problema en la implementaiónpues el software utilizado (Fluent) solomente resuelve problemas de evoluión donde la onentraiónse supone onoida en el instante iniial, es deir en t = 0. Esto obliga a haer el siguiente ambiode variable
ρ̃(t) = ρ(T − t)que umple






d
dt ρ̃ −∇ · (D(T − t, x)∇ρ̃) = ~v(T − t, x) · ∇ρ̃ en (0, T ) × Ω

ρ̃(0, x) = 0 en Ω

ρ̃(t, x) = (f1 − D ∂C(qk)
∂n )(T − t, x) en (0, T ) × Γe

D(T − t, x)
∂ρ̃

∂n
+ ρ̃~v(T − t, x) · n̂ = 0 en (0, T ) × Γi

(7.44)Una de las diferenias relevantes on respeto al aso estaionario, es que ya no observamos tantasirregularidades de las soluiones en los bordes del rajo. Esto se debe a que las euaiones esalaresque se resuelven son del tipo parabálio, es deir una euaión tipo alor, y es sabido que este tipode problemas tienen un efeto regularizante. Otra araterístia interesante es que a partir de iertoinstante la soluión se vuelve un poo inestable, esto puede deberse a que lo problemas de evoluiónson degenerativos en el tiempo.7.7.3. ResultadosLo resultados obtenidos fueron los siguientes:iteraión ‖qk − q‖L2

‖qk−q‖L2

‖q‖L2
J(qk)

J(qk)1/2

‖f1‖L

1 1440783,965796 0,467608 13142638723072 142,156877

7 591428,927585 0,191949 87147618304 21,469051

15 539194,405194 0,174996 34474008576 13,503022

21 536856,018538 0,174237 27408451584 12,040024Esto señala altas variaiones porentuales de J que indian un avane de nuestra soluión haiael objetivo, y que en la prátia el algoritmo debería detenerse si J aumenta o si no muestra undesenso notorio.7.8. El problema de estimar la onentraiónSe omenzó estudiando el problema de estimaión estaionario, se quiere resolver el problema deestimaión dentro del dominio, es deir, dadas las veloidades del viento en el dominio y las mediio-nes puntuales de la onentraión de polvo en el borde del rajo, enontrar la fuente q de partíulas81



Capítulo 7: Apliaión del problema inversoal interior del rajo. Se tiene el siguiente sistema de euaiones y ondiiones de borde si suponemosque el sistema satisfae Navier-Stokes: de�nimos Ω el dominio tal que
∂Ω = Γd ∪ Γi ∪ Γndonde Γd y Γn representan la parte de la frontera on ondiión Dirihlet y Neumann respetivamen-te, la frontera Γi es donde se desea determinar el �ujo de onentraión, es deir se desea determinar

q∗ ∈ L2(Γi) solo onoiendo Ca ∈ R ∀a ∈ Pε on Pε ⊂ Ω �nito donde Ca es la mediión promedioen el punto a es deir dados c0 y q1 si Cf es la soluión de





−∇ · (D(x)∇Cf ) + ~v · ∇Cf = 0 en Ω

D(x)
∂Cf

∂n
= q1 sobre Γn

Cf = c0 sobre Γd

D(x)
∂Cf

∂n
= q∗(x) sobre Γi

(7.45)entones Ca = (
∫
Ω∩B(a,ε) Cf )/(

∫
Ω∩B(a,ε) 1) donde B(a, ε) es la bola de entro a y radio ε en todo esto

ε representa el radio de ertidumbre de la mediión. De�namos
Jε : L2(Γi) → R

Jε(q) =
∑

a∈Pε

1

2




∫

Ω

↿B(a,ε) (C(q) − Ca)




2donde

↿B(a,ε) (x) =

{
1 si x ∈ B(a, ε)

0 ∼ (7.46)y C(q) la soluión únia del sistema





−∇ · (D(x)∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω

D(x)
∂C

∂n
= q1(x) sobre Γn

C = C0 sobre Γd

D(x)
∂C

∂n
= q(x) sobre Γi

(7.47)notamos que Jε es una funión onvexa a valores positivos, además
Jε(q

∗) = 0por lo tanto q∗ es un mínimo global de Jε pero no podemos garantizar que sea el únio mínimo de Jεes por ello que este método solo pretende dar una metodología de aproximaión es deir minimizar
Jε tratando de partir era de q∗. 82



Capítulo 7: Apliaión del problema inverso
〈J ′

ε(q), r〉 =
∑

a∈Pε

∫

Ω

↿B(a,ε) (C(q) − Ca) ·
∫

Ω

↿B(a,ε) δC(r) (7.48)donde δC(r) es soluión de





−∇ · (D(x)∇δC) + ~v · ∇δC = 0 en Ω

D(x)
∂C

∂n
= 0 sobre Γn

C = 0 sobre Γd

D(x)
∂C

∂n
= r sobre Γi

(7.49)suponiendo que ∇ · ~v = 0 y multipliando la euaión de δC(r) por ρ e integrando por partes seobtiene
0 = −

∫

Ω
δC(r)(∇ · (D(x)∇ρ) + ~v · ∇ρ) +

∫

∂Ω
δC(r)(D(x)∇ρ · n̂ + ρ~v · n̂)

−
∫

∂Ω
ρD(x)∇δC(r) · n̂si

−∇ · (D(x)∇ρ) − ~v · ∇ρ =
∑

a∈Pε




∫

Ω

↿B(a,ε) (C(q) − Ca)



 · ↿B(a,ε), (7.50)además usando las ondiiones de ontorno de δC(r)

0 = 〈J ′
ε(q), r〉 +

∫

Γn∪Γi

δC(r)(D(x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂) −

∫

Γi

ρ r −
∫

Γd

ρD(x)
∂δC(r)

∂npor lo tanto si pedimos que ρ sea soluión de





−∇ · (D(x)∇ρ) − ~v · ∇ρ =
∑

a∈Pε




∫

Ω

↿B(a,ε) (C(q) − Ca)



 · ↿B(a,ε) en Ω

ρ = 0 sobre Γd

D(x)
∂ρ

∂n
+ ρ~v · n̂ = 0 sobre Γi ∩ Γn

(7.51)tenemos
〈J ′

ε(q), r〉 =

∫

Γi

ρ rds (7.52)on lo ual
J ′

ε(q) = ρ |Γi (7.53)83



Capítulo 7: Apliaión del problema inversoAdemás notando que C(q + r) = C(q) + δC(r) se tiene
Jε(q + r) = Jε(q) + 〈J ′

ε(q), r〉 +
∑

a∈Pε

1

2




∫

Ω

↿B(a,ε) δC(r)




2tomando

r = −εJ ′
ε(q)de esta manera queda una parabola en ε on lo ual se obtiene que el paso óptimo es

εopt =
‖J ′

ε(q)‖2
L2(Γi)

∑

a∈Pε




∫

Ω

↿B(a,ε) δC(r)




2por lo tanto

Jε(q − εoptJ
′
ε(q)) = Jε(q) −

εopt

2
‖J ′

ε(q)‖2
L2(Γi)7.8.1. Algoritmo0) Esoger q0 y η > 0 oe�iente de riterio de parada1) Dado qk enontrar C(qk), la soluión de






−∇ · (D(x)∇C) + ~v · ∇C = 0 en Ω

D(x)
∂C

∂n
= q1 sobre Γn

C = C0 sobre Γd

D(x)
∂C

∂n
= qk sobre Γi

(7.54)2)
dk = ρ |Γidonde ρk es soluión de






−∇ · (D(x)∇ρk) − ~v · ∇ρk =
∑

a∈Pε




∫

Ω

↿B(a,ε) (C(qk) − Ca)



 · ↿B(a,ε) en Ω

ρk = 0 sobre Γd

D(x)
∂ρk

∂n
+ ρk~v · n̂ = 0 sobre Γi ∩ Γn(7.55)84



Capítulo 7: Apliaión del problema inverso3)
εopt =

‖J ′
ε(q)‖2

L2(Γi)

∑

a∈Pε




∫

Ω

↿B(a,ε) ϕk




2donde ϕk es soluión de






−∇ · (D(x)∇ϕk) + ~v · ∇ϕk = 0 en Ω

D(x)
∂ϕk

∂n
= 0 sobre Γn

ϕk = 0 sobre Γd

D(x)
∂ϕk

∂n
= dk sobre Γi

(7.56)4)
qk+1 = qk − εk dk5) Veri�ar que J(qk+1) < δ si es así detener la iteraión, en aso ontrario, ontinuar enpaso 1).7.9. ConlusiónSe ha onsiderado un modelo matemátio simpli�ado, mediante suposiiones físias adeuadas, parael estudio del problema medioambinetal de la emisión de material partiulado PM10 al interior delrajo de la mina, el ual permite alular el �ujo y la onentraión de material partiulado en estedominio.Los álulos numérios muestran la forma en la que el �ujo evoluiona, informaión que puedeser útil para predeir la ontaminaión atmosféria y la emisión de ontaminantes en la mina y susalrededores, abe notar que para esto es neesario que el fator que aompaña a la difusividad seagrande (>=50) pues, de no ser así, los álulos numérios pierden sentido.
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Capítulo 8Modelo Físio del Rajo - Diseño
Paralelamente al estudio de la prediión del �ujo del material disperso en el aire usando el oneptode problema inverso, el Instituo de Innovaión en Minería y Metalurgía (IM2) se reo una maquetadel rajo para estudiar de manera empríria el movimientos del material partiulado. El siguienteapítulo es un extrato del trabajo realizado por R. Hernandez, A. Álvarez y R. Fuentes.8.1. Detalles ténios del modeloLa siguiente �gura muestra las dimensiones de la maqueta:
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Capítulo 8: Modelo Físio del Rajo - DiseñoLa simbología (′) va a representar valores dependiente del prototipo y (′′) representa el modelo. Laesala es de λ = (′′)
(′) = 1

1000 .Los requerimientos del extrator de aire es de una veloidad de V ′[1 − 10m/s], pero si se aepta lasimilitud de Reynolds Re′′ = Re′, entones se debiera obtener que λvλl = λν y λvλl ≈ 1 por lo que
λv = 1

λl
= 1000, lo ual no es posible.Por ello se reurre al modelo Euleriano ([3℄, p.116 Fig.11.7, ver (8.1)), el ual india que en buenaparte de los asos los parámetros que se desean medir no varían en forma apreiable uando elnúmero de Reynolds Re es mayor que un ierto valor rítio. Guías reopiladas en la literatura dan

Re0 = 40000.

Figura 8.1: De�niión de un modelo eulerianoLuego, si el número de Reynolds en el prototipo R′′
e es superior a Re0, la ondiión de Reynoldspuede relajarse. Si R′′

e ≥ 40000 entones D
H

′′ V
′′

ν′′ ≥ 40000donde ν
′′ : visosidad inemátia del aire y DH′′ : diámetro hidráulio.Entones si: ν ′′ = 15 × 10−6m2/s a 20C, DH′′ = 4RH′′ y RH′′ = 1×1

4 = 1
4Con esto, V ′′ ≥ 40000 × 15 × 10−6m/s y V ′′ ≥ 0,6m/sProvisoriamente, se toma un valor onveniente para el uso de trazador (gas, plumas u orégano):

V ′′ = 10m/s, además se usa un extrator y no un ventilador debido a que permite un mejor ontrolde la apa límite de entrada. 87



Capítulo 8: Modelo Físio del Rajo - DiseñoPérdida de arga: ∆P = Ktotal
ρ
2V 2

Ktotal = Kfriión + Ksingular

Kfriión = Lf
DHf : fator de friión de Dary, f≈ 0,020 Kfriión = 8×0,2

1 = 0,16

Ksingular = 1

Ktotal = 1,16 ≈ 2

∆P = 2 × 1,3

2
× 100 = 130Pa ≈ 13mmde agua (10mm de agua equivale 101325 Pa)Q, �ujo en volumen: Q = V A = 10 × 1 = 10m3/s = 36000m3/hEn estas ondiiones de altos audal y perdida de arga, se reomienda:1) Probar on el extrator de Genaro2) Probar on los extratores medianos disponible en el laboratorio del IM2, las urvas caudal/presi′onde estos extratores muestra que será neesario usar 2 extratores. Con estos equipos, se pue-de lograr un audal de salida de 3000[m3/h], orrespondiente a una veloidad del orden de

1m/s, la ual es su�iente para que no haya problema on los trazadores. Se onsideraran lasposibilidades de oupar estos extratores en paralelo y en serie.8.1.1. Extrator onvergentePara evitar torbellinos de salida, se reomienda onstruir una salida onvergente. Un onvergenteorrespondiente a una parábola úbia tangente en los dos extremos sería ideal pero imprátio dereproduir en laboratorio. Se reomienda el uso de plaas onvergentes omo es ilustrado en lassiguientes �guras.
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Capítulo 8: Modelo Físio del Rajo - DiseñoSin onvergente

Convergente ideal

Convergente reomendado
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Capítulo 8: Modelo Físio del Rajo - Diseño8.1.2. RugosidadesLas rugosidades orresponden a los esalones (ada 2m en el modelo ada 20m en el prototipo) enel rajo. El Reynold de rugosidad esta de�nido por Re =
Vf ks

V , donde Vf es la veloidad de friión y
ks: rugosidad equivalente.

Vf = V

√ f
8

= 1 ×
√

0,02

8
= 0,05m/s = 5cm/s

ks = 2cm = 0,02m

Re =
5 · 10−2 · 2 · 10−2

15 · 10−6
=

103

15
≈ 70El valor del Reynolds de rugosidad on�rma que el sistema esta en régimen rugoso ([3℄, p.88 Fig.10.2,ver (8.2)).

Figura 8.2: Funión Bnik = Bnik(Renik) para la rugosidad de Nikuradse
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Capítulo 8: Modelo Físio del Rajo - Diseño8.2. Resultados8.2.1. IntroduiónSe reportan las medidas experimentales del �ujo del �uido en un modelo de laboratorio del Rajode Chuquiamata en el IM2. El alambre aliente anemómetro proporiona medidas detalladas de laveloidad en ada una de las 11 estaiones del modelo. Estadístias de primer y segundo orden seobtienen a través de ada una de las seiones. Las irulaiones loales del �uido y algunas propie-dades del omportamiento del �uido del modelo fueron deduidos de los datos experimentales.8.2.2. Modelo experimentalUn 2D modelo experimental (esala 1:1000) del Rajo de Chuquiamata fue desarrollado en el labora-torio de �uido dinámia del IM2. En la �gura (8.3) se muestra un esquema del modelo experimentaldonde se indian las seiones relevantes donde las medidas del alambre aliente anemómetro fueronrealizadas para araterizar el omportamiento del �uido on diversos números de Reynods.

Figura 8.3: Esquema del modelo experimental del laboratorio inidiando las seiones relevantes.La veloidad del �ujo fue ontrolada on una impulsión de PWM Hitahi que gobernaba el motor yel extrator de CA. Los ajustes automátios de la freuenia de la impulsión fueron hehos on unsistema de adquisiión on D/A. Un voltaje externo pequeño 0 <e <10 [voltios℄ se puede utilizarpara ambiar la freuenia de la impulsión en el rango 0 <F <50 [Hz℄. Este ontrol externo permitiórealizar las mediiones de la veloidad del �ujo en ada uno de las 11 seiones indiadas en la �gura(8.3) on un omputador remoto. El estudio onsidera diversos regímenes del �uido en funión delnúmero de Reynolds, de�nido por Re = U0z/ν donde U0 es la veloidad promedio del �ujo, z es laaltura de la seión y el ν es la visosidad inemátia del aire. En el rango ompleto de la impulsiónde Hitahi se onsiguió regímenes ompletamente turbulentos on Resim = 4105.91



Capítulo 8: Modelo Físio del Rajo - Diseño

Figura 8.4: Disposiión experimental. (1) Seión de entrada del modelo. (2) Posisionamientodel sistema-Z. (3) Punta de prueba aliente TSI del alambre. (4) Anemómetro termal. (5) Pre-ampli�ador SR 560 . (6) Sistema de adquisiión DT322. (7) Interfaz digital para manobriar elsistema-Z. (8) Sensor de temperatura LM35DZ. (9) Filtro del antialiasing. (10) PC. (11) CondutorHitahi HFC-VWS.La �gura (8.4) muestra los detalles de la disposiión experimental usada en ada seión del modelopara registrar la serie de tiempo de veloidad del �uido. Una prueba de punta aliente del alambreonetada on un anemómetro termal entrega una señal del voltaje asoiada a la veloidad del �uido.La señal es �ltrada y ampliada (pre ampli�ador SR560) y entones muestreada on una tarjeta deadquisiión de datos DT322. Un interfaz digital D/A ontrola el sistema que ondue de la puntade prueba aliente del alambre para haer la exploraión automátia de veloidad del �uido a travésde la seión del modelo.Para onseguir una veloidad suave favorable a números tan altos de Reynolds, el tiempo de laadquisiión debiera ser onsiderablemente largo, del orden de 5 minutos por series de tiempo enada posiión vertial de la punta de prueba aliente del alambre. Tales series de muy largo tiemposon neesarias para realizar la estadístia de una orden más alto (espetros de energía, histogramas,funiones de densidad de la probabilidad, et). Se utiliza una freuenia de muestreo onstante de8.192 [kHZ℄ en series de tiempo del orden de 5 millones de puntos de referenias. La freuenia del�ltro antialiasing era 3 [kiloilo℄ on una pendiente de 12 [dB/Ot℄.
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Capítulo 8: Modelo Físio del Rajo - Diseño8.2.3. Posisonamiento del sistema-ZPara medir favorablemente los datos de la veloidad en tan grandes seiones, se desarrollo un sis-tema automátio para onduir la punta del alambre aliente de prueba a través de ada uno de las11 seiones del modelo.

Figura 8.5: Sistema motorizado para la posiión y el movimiento de la punta del alambre alientede prueba. (a) Detalles del soporte de la punta del alambre aliente de prueba, del motor de pasos ydel arril. (b) Detalles del posisonamiento del sistema-Z on la punta del alambre aliente de pruebamontado en la seión S10 del modelo.Este sistema onsiste en un tubo dural ilíndrio on una guía donde un maro de soporte que resba-laba fue onebido para unir el sensor del alambre aliente (ver �g 8.5). El sistema se puede instalarmanualmente en ada seión que mide permitiendo onduir la punta del alambre aliente de prue-ba on una exatitud de 10 [µm℄ a través de una exploraión vertial total de 1.9 [m℄. El sistema esgobernado por un motor de pasos a través de un interfaz digital onetado on una omputadora.8.2.4. ResultadosEn ada seión del modelo, el sensor aliente del alambre realiza una exploraión vertial ompletade la veloidad del �ujo en pasos vertiales de dz = 2.54 m. El movimiento del sensor del alambrealiente es una seuenia ontrolada por el ordenador usando el sistema-Z desrito anteriormente.El resultado es un ampo de veloidades turbulentas en dos dimensiones(valores absolutos) U(z, t).Se registraron series de tiempo grandes de la veloidad del �ujo usando una punta de alambre a-liente de prueba de TSI y el anemómetro termal. Un registro muy de largo plazo de la orden de 5minutos fue requerido (∽ 5 × 106 puntos de referenias por series), en una freuenia de muestreode 8192 [Hz℄. El tiempo requerido para ubrir una favorable mediión de la veloidad era entre93
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Figura 8.6: Veloidades promedio 〈U(z, t)〉. (a) En la seión S4 y (b) la seión S8 en funión de laoordenada vertial Z.18 y 40 horas dependiendo del tamaño vertial de ada seión (resoluión espaial onstante de
dz = 2,54cm). Una resoluión espaial tan gruesa fue enontrada adeuado para resolver en la a-pa del borde era de las paredes del fondo y de la tapa uando era físiamente signi�ativo medir ahí.La �gura (8.6) muestra la veloidad promedio en la seión S4 y S8 la ual orresponde al prinipioy al �nal de la seión grande del modelo respetivamente. Se observa un ambio dramátio de laveloidad máxima uando se levanta la freuenia del ondutor Hitahi sobre 10 Hz. El �ujo esompletamente turbulento en ambos asos y la zona de la alta veloidad esta bien se loalizada enla parte superior del grá�o mientras que el número de Reynolds ree.

Figura 8.7: (a) Veloidad promedio 〈U(z, t)〉 y (b) Flutuaiones de veloidad Urms(z) en funión delaoordenada vertial z para 4 valores de la freuenia de la impulsión de Hitahi (motor-ventilador)en la seión S2.La �gura (8.7) muestra la veloidad promedio y las �utuaiones de veloidad en funión de laoordenada vertial z en la seión S2, la uál es la entrada del modelo experimental. Se observa94



Capítulo 8: Modelo Físio del Rajo - Diseñoque el �ujo es absolutamente suave para todos los números de Reynolds y los �utuaiones del �ujoson absolutamente uniformes a través de la seión aunque aumentan on el número de Reynolds.Enontramos que las �utuaiones de la veloidad del �ujo son absolutamente pequeñas en esta se-ión de la entrada, de la orden de 3%, no obstante en las seiones del interés prinipal (S4, S5, S6,S7, S8) que orresponden al modelo del Rajo, las �utuaiones del �ujo pueden alanzar fáilmentehasta 20%.8.2.5. Funión de densidad de probabilidad y espetro de energíaLa �gura (8.8) muestra estadístias de segundo orden para la seión S4, bajo la forma del espetrode energía y funiones de densidad de probabilidad normalizadas(pdf). Los espetros de energíason funiones ontinuas omo en el �ujo ompletamente turbulento. Aunque, diversos esalamientosineriales se enuentra en regiones era de la pared inferior y en la seión entral. En esos númerosrelativamente altos de Reynolds no hay evidenia de ningún movimiento periódio en la seión S4.Sin embargo, los histogramas omputados (PDFs) no son simétrios, on olas logaritmias haia�utuaiones de baja veloidad que indian la presenia de explosiones de baja veloidad enontradaen la serie de veloidad del tiempo.8.2.6. Veloidad promedio y �utuaiones

Figura 8.8: Los espetros de energía típios (izquierda) y las funiones de la densidad de probabilidad(dereha) de la serie de la veloidad del tiempo en la seión S4 para 2 valores del número de Reynoldsloal , Re = 1,2105 y Re = 5105 que orresponden a la veloidad de la apa límite (z = 15 m) y ala veloidad en la seión del entro (z = 66 m).
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Capítulo 8: Modelo Físio del Rajo - Diseño8.2.7. Observaiones y trabajo en progresoEstadístias de primer y segundo orden fueron obtenidas sobre el modelo experimental entero.Laveloidad del �ujo y las �utuaiones de la veloidad orrespondientes indian que los regímenes om-pletamente turbulentos están generados en ada seión del modelo. Partiular énfasis fue desplegadoen el estudio de las seiones S4 a S8 que orresponden al Rajo en sí mismo. Fuertes irulaionesfueron enontradas en la entrada del Rajo así omo en la salida del Rajo que indiaba un ompli-ado e inestable patrón del �ujo en los valores partiulares del número de Reynolds. Los espetrosde energía realizados en serie de la veloidad del tiempo son araterístios de �ujo ompletamenteturbulentos, donde las leyes del esalamiento entre la energía y las esalas del �ujo (números de laonda) estan era del esalamiento universal de Kolmogorov en la región interna de los espetros.La parte del trabajo pendiente es una visualizaión ompleta del �ujo usando una hoja on luz lasery trazalíneas de partíulas, para determinar las regiones donde la reirulanión es la más intensasen el modelo.Para ver bibliografía de este apítulo observar las siguientes referenias: [6℄, [7℄, [8℄, [9℄ y [10℄.Las imagenes 8.9, 8.10, 8.11 y 8.12 muestran la maqueta ubierta por una ubierta osura on elobjetivo de fotogra�ar el movimiento.

Figura 8.9: Fotografía de la maquetaY por último, la imagen 8.13 es la fotografía entregada por el omputador de la veloidad.96



Capítulo 8: Modelo Físio del Rajo - Diseño

Figura 8.10: Fotografía de la maqueta, a la izquierda se puede observar el extrator de aire

Figura 8.11: Fotografía del ostado ubierto de la maqueta97
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Figura 8.12: Fotografía del ostado desubierto de la maqueta

Figura 8.13: Fotografía de la veloidad98



Capítulo 9Conlusión
En aspetos generales, onoer el �ujo del polvo en suspensión a partir de mediiones en el otroextremo del dominio de manera exata es bastante difíil. Todo depende de la forma del dominio
Ω , de la difusión y de la veloidad. Estos tres fatores ombinados son determinantes en la presi-ión on que se enuentra el �ujo q∗m. Lo fundamental es que el lugar de mediión (Γl) obtenga lamayor informaión posible de lo que ourre en el borde donde se quiere predeir el �ujo (Γm). Enotras palabras, que las partíulas sólidas provenientes del muro lleguen al lugar de mediión lo másdistribuidas posibles. El valor de la difusión es trasendental, si la difusión es pequeña omparadaon la veloidad la onentraión que se enuentra erana al muro se va a mantener alrededor aeste, onentrando las mediiones signi�ativas sólo en una seión del borde. Hay que onsiderarla forma del dominio, espeialmente el borde de mediión, el ual debe ser de una forma tal queobtenga la mayor antidad de informaión lo más distribuida posible.En el aso de los ensayos numérios realizados on un dominio partiular se obtuvo que para elaso estaionario, �ujo a estimar onstante y alta difusión es bastante fatible enontrar este �ujo.El funional J se pudo reduir a un nivel onsiderado numériamente omo ero, tomando en uentael largo del borde ql y en las dimensiones que se estaban trabajando, se omenzó desde un valor Jdel orden de 108 y se redujo hasta el orden de 10−2 en 1000 iteraiones, numériamente el problemase mantuvo bastante estable, ya al �nal tuvo algunos problemas en que J aumentaba el valor perola tendenia siempre fue a la baja. Inluso la tasa de onvergenia fue del orden o( 1

x1,88 ). Pero, nosólo hay que analizar el omportamiento de J sino que también omparar el valor de q∗m (�ujo en
Γm del problema direto) on el valor qk enontrado por el algoritmo. Estos resultados también sonmuy auspiiosos ya que el error relativo en Γm es ‖qk−q∗m‖

‖q∗m‖ = 1,12 · 10−3.Las pruebas para el aso en evoluión fueron menos favorables que en el aso estaionario debi-do a que el funional JT no disminuyó a un nivel signi�ativo aunque en los asos disminuyó unorden de magnitud. Debido a estos resultados, se estudió el error relativo ‖qk−q∗m‖
‖q∗m‖ omo √

2JT (qk)

‖ql‖
, on99



Capítulo 9: Conlusiónestos valores y analisando los grá�os asoiados se llegó a la onlusión que en este aso es posiblesólo enotrar una tendenia del valor de q∗m, pero por la veloidad en el espaio Ω y espeialmenteentorno a Γm es difíil enontrar de manera preisa q∗m. La otra ompliaión que se enfrentó en laspruebas del problema no estaionario fue el omportamiento anómalo de JT el ual tiene una osi-laión dependiente del valor de T , esto se explia prinipalmente a errores numérios presente en laresoluión del algoritmo, dado que los problemas en evoluión son degenerativos a través del tiempo,si además se le agrega que por ada iteraión se resuelven 3 sistemas de euaiones, la aomulaiónde errores es signi�ativa.La apliaión del problema inverso a la estimaión de las partíulas PM10 al interior del rajo de lamina es fatible bajo algunos supuesto omo es de onoer la onentraión en todo un borde. Enel aso real sólo se onoe el valor de las onentraiones en las estaiones de monitoreo. El mayorproblema que se presentó fue el valor de la difusión ya que estos eran muy pequeños para la veloidadutilizada, lo que produía que el sistema asoiado al problema dual divergiera, para soluionar esteinonveniente se usaron algunos arti�ios omo ponderar la difusión por un valor alto y suponer queexiste una fuente en el dominio, todo esto ayudó signi�ativamente a la onvergenia del algoritmo,pero la soluión enontrada on estos ambios debe oinidir o semejarse al resultado busado en elaso iniial. Realizando varias pruebas numérias se pudo reduir el oe�iente aompañando a ladifusión a 50 y el valor del fator asoiado a la fuente se tomó omo −0,0025, lo ual entregaronresultados muy aorde al valor busado en el aso iniial.
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