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RESUMEN

Este trabajo estd dedicado al estudio tedrico de experimentos en espectroscopia de
absorcidn de dos fotones. Nuestra atencidn sera focalizada al caso particular correspondiente
a la co-propagacion de los dos haces a lo largo del eje de cuantizacion. Existen a lo menos
otras dos situaciones de interés, por ejemplo (2) los haces se propagan a lo largo del eje de
cuantizacion, con la misma direccion pero con sentido opuesto y (b) ambos haces se
intersectan formando un angulo de 90",

Para efectos ilustrativos, consideraremos experimentos de dos fotones en el caso del

ion hexafluoruro de manganeso (V) con referencia a la transicion 4Azg—>4Tzg del ion

manganeso (1V) en sistemas cristalinos dopados del tipo Cs,GeF : Mn**.

Estos sistemas son interesantes, por cuanto en los dos primeros casos, sefialados en
el parrafo anterior, la impureza manganeso (IV) ocupa sitios de simetria octaédrica.
Dedicaremos parte de nuestro esfuerzo a desarrollar un modelo de célculo adaptado por
simetria, el cual sea lo suficientemente flexible y general, como para acomodar efectos
relativistas y no relativistas en segundo orden y en la situacion particular de experimentos de
un color (ambos haces se co-propagan a lo largo del eje Z). Generalizaciones de este trabajo
a correcciones de tercer y cuarto orden son directas, sin embargo, estan fuera de los objetivos

de esta memoria.



INTRODUCCION

El estudio de la espectroscopia multifotonica ha sido una gran contribucion a la
espectroscopia molecular. Esta técnica basicamente consiste en la excitacién de moléculas por
dos o més fotones de frecuencias que caen en el rango visible e infrarrojo cercano, para medir
transiciones electrénicas que corresponden a energias en la region ultravioleta. Como toda
espectroscopia electrdnica, la finalidad es conocer la naturaleza de los estados excitados. En este
sentido esta técnica es complementaria a la espectroscopia convencional de un fotén, ya que, por
ejemplo, son los modos normales pares de vibracion los que dan origen a una estructura
vibracional de las bandas y no los modos impares como en el caso de espectros de un foton.

La posibilidad de que un atomo absorba o emita simultaneamente dos fotones fue sefialada
primeramente por Maria GOppert-Mayer en 1931 [1], quien aplico la teoria de dispersion de
Dirac. Sin embargo la observacion experimental de la absorcion de dos fotones (TPA, del inglés
Two Photon Absorption) o de mas de dos fotones s6lo fue posible después que la tecnologia

laser fuera desarrollada, especialmente después de la década del 1960. Dado que la probabilidad

de que ocurra un proceso de n — fotones depende proporcionalmente de 1", donde | es la
intensidad de radiacion, es necesario disponer de fuentes de radiacién de alta intensidad para
observar procesos de orden superior a uno. De hecho, la seccién cruzada de transicion en
procesos de un fotén es del orden de 10" cm? mientras que la seccion cruzada para procesos de
dos y tres fotones son del orden de 10 cm? y 10 cm? [2], respectivamente, para intensidades
de de fuentes de luz convencional. Actualmente se realizan experimentos con laseres de longitud
de onda ajustable de alta intensidad, para registrar espectros de dos 0 méas fotones.

La diferencia fundamental entre las espectroscopias de uno y dos fotones se evidencia para
moléculas que poseen un centro de inversion. Este es el caso de muchas moléculas orgénicas e
inorganicas. Para este tipo de moléculas, los estados electronicos y vibracionales se clasifican
como gerade y ungerade, que significan par e impar, respectivamente. La pregunta es entonces:
¢De que forma influye la simetria de inversion de un estado en su interaccion con la radiacion?

La operacion de inversién, también llamado operador de paridad, invierte el sentido de los
ejes cartesianos. Ademas, es una operacion de simetria cuando al ser aplicada a una entidad
definida en coordenadas cartesianas — con dependencia directa o paramétrica — la configuracion

final es fisicamente indistinguible de la configuracion original.



Una entidad que cambia de signo al aplicarse el operador de inversién se denomina impar o
ungerade, una entidad que es invariante ante el operador de inversion se denomina par o gerade.
El parametro de que representa la fuerza de la interaccion entre el estado molecular y el

campo de la radiacion, que liga los estados inicial y final es
M opa :J.‘//f Heydr
Como M, es una cantidad escalar, no depende de la direccion de los ejes coordenados. Esto

significa que el producto de funciones que se esta integrando sobre un espacio de configuracién
multidimensional debe ser par ante el operador de inversion.

El operador que liga las funciones de onda final e inicial es un operador vectorial. Es evidente
que los vectores cambian de signo al invertir el sentido de los ejes coordenados, por lo tanto el
operador vectorial es un factor impar. Esto significa que si el estado inicial es impar, el estado
final debe tener simetria par, de lo contrario la integral se anula. Si el estado inicial tiene simetria
impar, el estado final debe tener simetria par. Esta es la conocida Regla de Laporte.

Para procesos que involucran dos fotones, el parametro de fuerza del acoplamiento entre los
estados inicial y final, por medio del campo de radiacién depende directamente de integrales del
tipo

[ v py v iz
En este caso, la componente X y la componente y del operador vectorial z, también cambian

de signo ante la operacion de inversion. El operador x, liga el estado inicial con un estado

intermediario . Por lo tanto, si el estado inicial es par, el estado intermediario debe ser impar,
esto restringe la simetria del estado final a una simetria par. Si el estado inicial es impar, el
estado intermediario debe ser par y el estado final debe ser impar.

En resumen, para procesos de un foton las transiciones g — g y U — U estan prohibidas y
las transiciones g — U y U — ¢ estan permitidas. Al contrario, para procesos de dos fotones
las transiciones g — g y U — U estan permitidas, y las transiciones g — U y U — g estan
prohibidas.

Generalmente los estados electronicos fundamentales tienen simetria gerade, de manera que

la espectroscopia de dos fotones permite estudiar estados excitados gerade que son invisibles en

la espectroscopia de un fotdén. Ademas, la espectroscopia electrénica de dos fotones tiene — como



toda espectroscopia electrénica molecular — las mismas caracteristicas que la espectroscopia de
un fotdn: estructura vibrénica, desdoblamientos espin — 6rbita, etc. La complementariedad que
tienen las espectroscopias electrénicas de uno y dos fotones, es andloga a la complementariedad
que tienen la espectroscopia infrarroja y Raman. Este es uno de los motivos que fundamentan el
interés por realizar una memoria de pregrado sobre este tema.

Desde la década del 60, se han estudiado espectros de absorcion y excitacion dos fotones en
moléculas orgénicas e inorganicas, en las fases solida, liquida y gaseosa. Se ha estudiado tedrica
y experimentalmente la dependencia de la probabilidad de transicion molecular con las
propiedades de polarizacion y coherencia de la radiacion [3], ademas se ha obtenido valiosa
informacion de la estructura vibracional de las transiciones electronicas, tanto de espectros en
fase solida como de espectros en fase gaseosa. Ademas, a partir de mediados de los afios 70 se
ha desarrollado la técnica de ionizacion multifotonica [4]. Este método consiste en recolectar
electrones liberados por moléculas después de ser irradiados por un pulso de laser, amplificando
el pulso y registrando la sefial como una funcién de la frecuencia del laser. Incluso se ha
desarrollado una rama de estd técnica de ionizacion llamada Espectroscopia de Masa de
lonizacién Multifotdnica [5], en la cual se usa un espectrémetro de masas para identificar los
productos de la ionizacidn.

Ademas del interés experimental que despierta la técnica de espectroscopia molecular de dos
fotones, desde un punto de vista tedrico esta técnica ofrece una motivacion adicional a su
estudio. Al ser un fendmeno no lineal, las reglas de seleccion deben ser revisadas bajo el
esquema de inclusion de términos de segundo, tercer y hasta cuarto orden de perturbacién. Esto
significa que se deben considerar simultdneamente efectos del campo de radiacion sobre los
estados que se acoplan, asi como efectos de interaccion electrostatica, efectos de acoplamiento
de los estados vibracional y electronicos y efectos de interaccion espin — 6rbita, por mencionar
los que evidencian mayor incidencia en los espectros.

Para comprender al menos cualitativamente un espectro de dos fototes, es necesario conocer
los niveles de energia molecular, y las simetrias de los estados electronicos y vibracionales
asociados a los estados terminales de cada transicion. De esta manera es posible asignar algunas
de las bandas méas importantes de acuerdo con los términos del Hamiltoniano molecular
considerados y sus reglas de seleccion correspondientes. La compresion de los efectos que
determinan la estructura de los niveles de energia molecular, est4 ligada a la obtencién de las

funciones de onda del sistema y los valores propios del operador Hamiltoniano asociado al



fendmeno que se intenta describir. Este procedimiento, junto con la clasificacion de los estados
moleculares de acuerdo con su simetria, constituyen una primera etapa en un estudio teérico de
un espectro atbmico o molecular, y es aqui hasta donde llegaremos en esta memoria. La segunda
etapa consiste en utilizar las funciones de onda para calcular explicitamente las integrales que
representa la probabilidad de una transicion, y asi reproducir las intensidades absolutas o
relativas de las bandas espectrales.

Para ilustrar un esquema de trabajo general, nos dedicaremos a estudiar el comportamiento
espectroscopico del ion Mn*". En el tercer capitulo discutiremos un experimento absorcion de

dos fotones para el complejo MnFGZ‘, alojado como impureza en un cristal anfitrion del tipo

CeMF,, donde M es un metal de transicién de radio i6nico similar al del ion Mn** [6]. Para

dar un sustento l6gico a las hipotesis que se realizan en el estudio del espectro electrénico,

hemos incluido un primer capitulo dedicado a resolver los niveles energéticos del ion libre
Mn*", y un segundo capitulo que nos permitira comprender el origen de los desdoblamientos de

niveles electronicos al disminuir la simetria desde el grupo tridimensional de rotaciones SO, —
al que pertenece el ion libre —, hasta el grupo octaédrico O, - al que pertenece la molécula

MnF.".



I DIAGONALIZACION DEL HAMILTONIANO PARA EL ION LIBRE MANGANESO (IV)

CAPITULO I. DIAGONALIZACION DEL HAMILTONIANO PARA EL ION
LIBRE MANGANESO (1V)

ATOMOS POLIELECTRONICOS

Comenzaremos por describir la naturaleza del operador Hamiltoniano electrénico y el

tipo de funcidn de onda que usaremos para obtener los valores de los niveles energéticos del

ion Mn**en términos de parametros radiales a ser determinados por métodos semi-
empiricos.

Los electrones son clasificados como fermiones porque su comportamiento macroscopico
se describe en términos de la estadistica de Fermi-Dirac. Esto significa que las funciones de
onda cumplen con el Principio de Antisimetria, es decir, cambian su signo ante un
intercambio de las coordenadas de dos electrones del sistema. Como consecuencia, los
electrones cumplen con el Principio de Exclusién de Pauli, que indica que la funcion de onda
se anula cuando hay dos electrones que estan asociados al mismo conjunto de ndmeros
cuanticos.

Un electrdn, esta representado por el producto directo de dos funcines de onda. Una es
una funcién de onda espacial, etiquetada por el nimero cuantico principal n, el de momento

angular orbital I, y el de proyeccion del momento angular orbital sobre un eje de

cuantizacion m,. La segunda funcion es depende del nimero cuantico de momento angular
de espin s,y el de su proyeccion sobre un eje de cuantizacion m,. A este se le llama espin-

orbital y de denota como

X (i)s|nlm|>|sms>?j)),

donde el superindice i sirve para distinguir matematicamente a dos electrones, y el subindice
J sirve para etiquetar el conjunto de nimeros cuanticos asociados al espin-orbital.

En un sistema polielectronico la funcion de onda total debe cumplir con el Principio de
Antisimetria. Para el caso de dos electrones descritos por dos espin-orbitales distintos, la

funcion de onda normalizada del sistema compuesto tiene la forma
1
‘P(1,2)=3(11(1)12(2)—;51(2);(2(1)). (1.1)

De esta forma, cuando permutamos el electron (1) y el electron (2), la funcién de onda

cambia de signo. Fisicamente esto significa que ambos electrones tienen la posibilidad de

ocupar los nimeros cuanticos asociados a cada espin-orbital, dado que son indistinguibles.
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Ademas se deduce gque para ambos electrones no esta permitido ocupar el mismo conjunto de
numeros cuanticos, porque la funcion de onda se anularia.

Cuando se trata con 4&tomos con N electrones distribuidos en N estados, la funcion de
onda debe ser antisimétrica con respecto al intercambio de todos ellos. Una situacion simple
ocurre cuando el 4tomo posee un numero par de electrones distribuidos en n niveles
energéticos (N = 2n). El determinante que describe el sistema se Ilama Determinante de

Slater y se escribe como

Q) @) - x(2n)

1 .0 x,(2) - x,(2n)
\11(1,2,...2n):ﬁ : : : : (1.2)

i@ (2 o 2y (2n)

El determinante es una sumatoria alternada de productos del tipo z,(1),(2)--z; (i). ..z (2n),

gue se diferencian por la diferentes permutaciones que se realizan con los 2n electrones,
manteniendo el indice del espin-orbital fijo. Es por esto que cominmente se denota una
funcién de onda determinantal solamente por su diagonal principal. Asi, expresamos el

determinante (2) como

\P(l’z""’zn)z‘Zl(]')ZZ(Z)'“Zj(i)"'ZN (an- (1.3)
Podemos especificar la notacion, tomemos en cuenta que dos electrones pueden tener el
mismo conjunto de nimeros cuanticos n, | y m,, pero diferir en el nimero cuéntico de
espin m,. Si el electron i —ésimo tiene asociado el nimero cuantico m, =1/2, entonces

tiene asociado el j —eésimo espin-orbital (i). Y siel electron tiene asociado un valor de

m, = —1/2, entonces tiene asociado el espin-orbital 7 (i), donde la barra superior indica el

S =—
valor negativo de m,. Usando esta notacion podemos reescribir la expresion para la funcion

de onda determinantal para un adtomo de capa cerrada con norbitales y 2n electrones.

Hacemos esto con (3) para obtener
W(L2,...20)= |1 (0)7.2)- 2,7, +1)... 7, (2n 17, (2n) . (1.4)
Las funciones de onda determinantales tienen un amplio uso en teoria atbmica. Esto se

debe, en parte, al hecho que son funciones propias del operador Hamiltoniano

monoelectrénico aproximado o Hamiltoniano efectivo
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2 2
=Zhi(i)=zi:—;’—mv i Zri (1.5)
Un Hamiltoniano efectivo de este tipo, considera al &tomo como seudo-hidrogenoide. No
considera el potencial de interaccion electrostatica electron — electrén, ni otras interacciones
dependientes del espin electronico.

Como una primera mejora, se incluye la energia de repulsion electrostatica electrén-

electrén V de manera que los electrones no sean considerados como particulas

el—el »

independientes entre si. Con la inclusion de este término, la forma del Hamiltoniano es

H= Zh Z,Z‘r.—r (1.6)
Heff \iel—el

Un Hamiltoniano como el anterior considera que los electrones sélo interactlan de

manera electrostatica. Se omite la influencia de la interaccién magnética entre los vectores

de momento angular de espin S; y de momento angular orbital |, para un electron

1
i —ésimo. Al considerar dicha interaccion, se incluye el término de interaccion espin-orbita

H,, . La forma de este Hamiltoniano mejorado es

H = Zi:hi ZZ +Z§ 1.7)

i j<i i
%,—J A'V‘
Heff v Heo

el—el

Ademas del operador Hamiltoniano, los operadores de momento angular son de gran
utilidad para resolver problemas polielectronicos. En el apéndice | se entrega un resumen de
algunos resultados de la teoria del momento angular, que haremos uso a lo largo de este
trabajo.

Para atomos ligeros (Z<12), se considera que el momento angular orbital de cada electron

|, se suma vectorialmente para formar un vector de momento angular orbital total L.

Asimismo, el espin de cada electrdn S, se suma vectorialmente para generar un vector de

i
espin total S. No obstante, para atomos pesados los efectos de acoplamiento entre el

momento angular orbital y el momento angular de espin tienen mayor incidencia en la

energia de los niveles electronicos. Para tomar en cuenta este efecto se define un vector de

momento angular total J=L+S . Esteesel esquema de acoplamiento Russell-Saunders.
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Para un sistema de N electrones, debemos obtener expresiones explicitas para los
operadores L* y S? en términos de las componentes de los operadores I, y S, de cada

electrén. La utilidad de esto se hara evidente en la seccién siguiente cuando utilicemos los
métodos del momento angular para clasificar y obtener las funciones propias del

Hamiltoniano atémico (1.6)

Cada electrén tiene momento angular orbital I, dado por el vector (I, iy, 13, ) en base
cartesiana. Luego la cantidad If viene dada por
2 _ 1.1 2 2 2
17 =11 =1+ 15 + 1. (1.8)

Dado que el operador L? es la suma vectorial de los l;, podemos expresarlo de manera

analoga a (1.8) como

L2 =E-E=(Zﬁj. S = 2T =D (e 1y +1,1,)- (09)

L]

Para i = j obtenemos términos del tipo Z(Iii +1 + Ii§)=ZIi2 , es decir, la suma de
i

i
(1.8) sobre cada electrén. Para i# j, tenemos términos cruzados del tipo
Z(IiX o T O P I ) que deben reescribirse de una forma mas dtil.
i, ji
Tomando en cuenta que las componentes del momento angular siguen las mismas reglas

de conmutacion adn para electrones distintos, podemos usar la expresion (Ver Apéndice |)

12 =02 402 402 =2 +%(l;r_ +i7), (L.10)
para escribir el operador L? como
~~ 1 ~ o~ A A
2 2
L= S 23Rl () (111)

Para completar, escribimos el operador de proyeccién total del momento angular sobre el
eje z, se escribe simplemente como la suma de las componentes individuales de cada

electron, es decir
L,=>1,. (1.12)
i

De manera analoga se obtienen las expresiones para los operadores de momento angular

espin electrdnico
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S L) SRRy CENPER I P e

i<j i, j#i
Los operadores del conjunto {I:z, [Z,éz,éz} conmutan entre si. Por lo tanto, se puede

construir una funcion de onda comdn formada por el producto directo de un estado propio de
los operadores de momento angular orbital, con un estado propio del momento angular de
espin. Dicha funcién corresponde al esquema de acoplamiento de Russell-Saunders y se
etiqueta usando los nimeros cuanticos asociados a los valores propios de los operadores del

conjunto. Las funciones de Russell-Saunders tienen la forma
lPRSE|L,ML>|S,MS>:|L,ML,S,MS>, (1.14)
y cumplen con las ecuaciones de valores propios (Ver Apéndice I)

L|L,M,S,M¢)=L(L+1fL,M,S,M{), L[LM_,S,M{)=M_|L,M_,S, M),

S2LM,,S,M¢)=S(S+1 LM, S, M)y S,[LM_,S,M¢)=Mg|L,M_,S,M).

Las funciones de Russell-Saunders también son llamadas funciones multiplete, y estan
asociadas a los términos espectroscdpicos o multipletes no-relativistas. Los términos se usan
para clasificar los estados electronicos que se derivan de una configuracion electronica dada
y se denotan como ***'L . En esta notacién, 2S +1 es un nimero que indica el nimero de
proyecciones que tiene el momento angular de espin total sobre el eje de cuantizacion del
atomo —que siempre se considera el eje Z- y se conoce como multiplicidad de espin
electrénico. ElI nimero cuéantico L es reemplazado por una letra de acuerdo con la

nomenclatura’:. L=1,2,3,4,5..., corresponden a S,P,D,F,G,H ..., respectivamente La
degeneracion de cada nivel electrénico es g, = (2L +1)(2S +1).

La funcion de onda multiplete es funcién propia comin para el conjunto de operadores
{I:z, I:Z,§2,§Z}. Se puede demostrar que el operador Hamiltoniano (1.6) conmuta con los
cuatro operadores de momento angular sefialados. Por lo tanto, las funciones de Russell-

Saunders son funciones propias de H dado por (1.6).

Usaremos las funciones de onda multiplete como base funcional para diagonalizar la

matriz de H dado por (1.6), y asi encontrar los valores de energia para cada uno de los

términos espectroscopicos.

YLasletras S, P, D y F vienen del inglés Sharp, Principal, Diffuse y Fundamental, haciendo referencia a la
apariencia de algunas lineas de emisién atdmicas sobre una pelicula fotografica. Las demas letras siguen un
orden alfabético, comenzando de la letra G.
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Si tratamos con atomos pesados (Z>12), los efectos relativistas nos obligan a considerar
la interaccion espin-drbita. En este caso los vectores L y S estan acoplados, y dan origen al
vector de momento angular total J=L+S.

Las funciones de onda acopladas |J, M, > , son funciones propias de los operadores del

conjunto {jz,jz, I:2,§2, I:|} donde I:| es el Hamiltoniano relativista dado por la expresion
(2.17). Al incluir la interaccién espin-6rbita, los términos espectroscopicos se clasifican

ademas por el valor del nimero cuantico de momento angular total J . Dicho término se

escribe 25*'L, . La degeneracion de cada nivel es g = 2J +1= (2L +1)(2S +1).
Las funciones acopladas |J,M ) y las funciones desacopladas |L,M ,S, M) generan

el mismo subespacio vectorial. Por lo tanto, mediante una transformacién unitaria se pueden
escribir las funciones acopladas como combinacidn lineal de las funciones desacopladas, es

decir,

[3.M;) =2 (LM, S, Mg [I,M, ) LM, S, M), (L15)

donde (L,M_,S,M;|J, M) es el coeficiente de Clebsh-Gordan (Ver Apéndice I).

En lo que sigue de este capitulo, aplicaremos los conceptos mencionados en esta seccion

al problema de encontrar la energia de los estados electrénicos del ion gaseoso Mn ™. Para
esto buscaremos las funciones de onda asociadas a cada uno de los términos
espectroscopicos del ion, luego usaremos esas funciones para evaluar los elementos de
matriz del Hamiltoniano, y posteriormente encontraremos los valores propios de dicho

operador.

FUNCIONES DE ONDA PERTURBADAS

Llamaremos funcién de onda no-perturbada, al determinante de Slater que es funcion

propia del Hamiltoniano efectivo (1.5). El término de repulsion electron-electrén V se

elec—elec
considera como una perturbacion en el Hamiltoniano, y es necesario encontrar las funciones
propias del Hamiltoniano (1.6). Como la interaccion es fuerte comparada con otros efectos,

el término V se incorpora en el Hamiltoniano y se diagonaliza la matriz completa

elec—elec
partiendo de la base de funciones no perturbadas. Los vectores propios que resultan, son

combinaciones lineales de los determinantes de Slater y les llamaremos funciones

10
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perturbadas. Las funciones perturbadas son las funciones de Russell-Saunders
| L,M_,S,Mq > . En esta seccion es encontrar la forma de estas funciones.
La configuracion electrénica del ion Mn** es 1s*2s°3s*3p®3d®. Considerando sélo la

capa electronica de valencia tenemos una configuracion d*. Luego los tres electrones
pueden distribuirse en 10 estados distintos, respetando el Principio de Exclusion de Pauli. Al

estar en un orbital d, los tres electrones tienen asociados los nimeros cuanticos 1 =2 y

s=1/2. Por lo tanto se distinguen por el valor de los nimeros cudnticos m, y m,. Por
ejemplo: Suponga que el primer electrén estd asociado a los nimeros cuanticos m, =2 y
m, =1/2,elsegundoa m, =2y m, =-1/2,yel terceroa m, =1y m, =1/2. Entonces
el determinante de Slater asociado es ¥(1,2,3) = ‘2(1)5(2)1(31, o0 simplemente ¥ = ‘251‘.
Este determinante estd compuesto por términos del tipo

...+|2>‘§>|1>_..., (1.16)
donde cada término involucra una permutacion de los electrones. Luego, al aplicar los

operadores I:Z = Zflz y §Z = Z§iz se obtienen los valores propios M, = z;ml =5

y Mg =" m, =1/2, respectivamente.

El nimero total de microestados permitidos por el Principio de Exclusion de Pauli es

10 10!
(?J_m_uo. (1.17)

En el Apéndice Il estan tabulados los 120 determinantes de Slater asociados a cada

microestado, con sus respectivos valoresde M| y M.

Para obtener las funciones propias de S y L?, necesitamos conocer la accién de estos
operadores sobre cada funcidn determinantal. Luego usaremos un método de proyectores

para obtener las combinaciones lineales que corresponderan a las funciones
|L,ML,S,MS>.
Como las transiciones electrénicas se realizan entre estados de igual multiplicidad,

comenzaremos por obtener las funciones propias de S° y S,.

Para encontrar la accion de S? sobre cada determinante, reescribimos la expresion (1.13)

como

11
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S D.8E+2) 8,8, + Z(§§,) (1.18)

i<j i#]
donde la doble sumatoria del tercer término se ha escrito como una sumatoria simple.

Usemos como ejemplo la funcion A, :

S2a, = 7221~ 3(;(;+1n221+ {-2+2-Lt)m
[ e
(e 3 G e

Note que en el tercer término, el primer electrén tiene igual nimero cuantico que el segundo
electrdn, por lo tanto el determinante se anula. Ademas, en el segundo término el primer
electrdon se intercambié con el segundo, por lo que el determinante cambia de signo.

Teniendo en cuenta esto, el resultado es
32 32|y s 5 3
S°A =S%221 = 2\2214—\2214 = A

Vemos que la funcion A, es funcion propia del operador §2, y su valor propio es
S(S+1) =¥,. Esto significa que A, es una funcién doblete.

Muchas de las funciones de onda A, que se muestran en el Apéndice Il, son por si
mismas funciones propias de S?. Los determinantes asociados a dichas funciones cumplen
con dos condiciones: Sus valores de M y M son Unicos en la lista de 120 funciones, y el
conjunto de numeros cuanticos azimutales {m,l, m,z,m|3} de la diagonal principal también

es unico.

El resto de los determinantes de Slater no son funciones propias de S?. Tomemos como
ejemplo las funciones Ag, A, y A, . Si miramos el Apéndice Il, notaremos que las tres

funciones tienen el mismo valor de M| y M. Ademas, las tres funciones tienen el mismo
conjunto de nimeros cuanticos azimutales {m,l, m,,, m,3} en la diagonal principal.

Si aplicamos el operador S2 , dado por (1.18), a A; tenemos que

2 7
S*Ay =25t A A
donde el segundo y tercer término surgen de la accion de Z#J_ S,;S_; sobre A;.

El lector podra comprobar que los resultados para las funciones A, y A, son

12
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2 7 A 7
2 2
S°A ZZA9+A8+A10 ysS Am:ZAio"‘Aa"‘Ag'
Las tres combinaciones lineales obtenidas son linealmente dependientes. De manera
analoga se obtienen expresiones linealmente dependientes para cada conjunto en que las

funciones estén relacionadas por las condiciones sefialadas anteriormente. En el Apéndice |1
se muestra la accion del operador S? sobre los 120 determinantes de Slater de la
configuracion d®.

Si observamos las funciones en el Apéndice Il, veremos que los valores permitidos de Ms
son 3/2, 1/2, -1/2'y -3/2. Como M4 =S,S-1,...,-S+1,-S, entonces S podria ser igual a 3/2
0 1/2. Segln la multiplicidad asociada a cada valor de S, las funciones propias seran dobletes

0 cuadrupletes.

Para encontrar las funciones propias de §2, sean dobletes o cuadrupletes, usaremos
proyectores de momento angular. Estos proyectores son operadores que al aplicarse sobre
una funcién determinantal, el resultado es una funcién propia de un operador de momento
angular dado. Consideremos por ejemplo, que queremos encontrar una funcién propia de
52 , asociada al valor propio S(S +1) =% (3 +1) =13, . Como el otro valor posible de S es
1, el proyector tiene la siguiente forma:

o(s =g)s(§2 _f’J
Esto significa que el proyector aplicado a una funcién propia doblete, anula la funcién.

Veamos el caso de las funciones Ay, A, y A, que dan origen a tres combinaciones
lineales que son linealmente dependientes. A su vez, estas tres combinaciones lineales deben
dar origen a tres funciones propias, cada una debe estar asociada a uno de los dos valores
propios posibles.

Aplicando el proyector 6(8 = %) sobre las funciones queda®

A 7 3
OS =$)A =J A+ A+ A=A = A+ A+ Ay,

OS = DA =L A+ At Ay =2 A = A A+ Ay,

2 En el apéndice 111, se muestra la accién que tiene S?sobre las 120 funciones determinantales que

derivan de la configuracion d % Dicha tabla define una matriz de 120x120 que se usa para obtener
la accion de los proyectores de momento angular sobre los determinantes de Slater.

13
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v O8= o= Ayt A+ A= Ay = AT A T Ay,

Vemos que las tres combinaciones dan origen a una Gnica combinacion lineal. Al normalizar

esta combinacion lineal se obtiene la siguiente funcidn propia cuadruplete:
1
ﬁ(As +A A

Para encontrar las funciones doblete, necesitamos aplicar el proyector

sobre las funciones A;, Ay y Ay, . El resultado es el siguiente:

OS = DA =T A+ A+ Ag = A = 2R+ A+ Ay,
Ao 4 7 15
O =$)A = A+ At Ag = A = A —2A + Ay,
A 7 15
OfS =)A= Ao+ A+ A =5 A = A+ A =24,

Podemos eliminar una de las funciones al restar la primera y la tercera combinacion, y asi
obtener la primera funcion doblete,
A+ A —2A,
(0) —2A+A+A,
3(A, — Ag) (1)

La segunda funcion doblete sera la combinacion lineal A, —2A, + A, (11).

En resumen, a partir de tres combinaciones linealmente dependientes hemos obtenido tres

funciones propias de S?, una cuadruplete y dos dobletes. Las funciones normalizadas son

1
ﬁ(AS_ZAQ'FAlO) L

3

Dobletes (A, + A +A, )}Cuadruplete :

&

1
E(%—Am)

A

En el Apéndice IV se listan las 120 funciones propias de S?, divididas en dobletes y
cuadrupletes.

Ya que hemos separado las funciones de onda segn su multiplicidad, usaremos el mismo

método de los proyectores para encontrar las funciones propias de los operadores L? y L,.

14
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Necesitamos conocer la accion del operador L2 sobre cada uno de los determinantes de
Slater (Apéndice Il), y asi construir la matriz de dicho operador en la base de los 120
funciones determinantales. Para hacer esto, reescribiremos el tercer término de (1.11),

obteniendo

= ZIA,2 +23° ﬂzsz + Z(IA”IAj_ + IAi_IAH). (1.19)

i<j i)
Al operar 2 sobre A, , obtenemos que
(A, = [18+2(4+2+2)]221 + (V16 122 + (V16 212,

El segundo término cambia de signo por intercambio de electrones y el tercero se anula por

Principio de Exclusion, quedando
LA, =34A —4A =30A,.

Asf, podemos aplicar el operador L* sobre cada una de las funciones determinantales que

se muestran en el Apéndice Il. Primero se obtiene el resultado para todas las funciones con

valor no-negativo de M . Luego obtenemos las combinaciones lineales que corresponden a
valores de M| negativos, por simetria con respecto a los valores positivos. llustremos esto
con un ejemplo: Sea A;; = |20 —]4 , cuyos valores de M, y Ms son 1y 3/2 respectivamente.
Al aplicar L2 sobre esta funcién se obtiene

(2A,, = [18+2(0—2+0)]]20 1+ (v24 |21 - 2] + 6[2-10| = 8A,, + 2J/6A,,.
Ahora tomamos A, = |— 20]4, donde los valores de m, asociados a la diagonal principal

son los negativos de los valores asociados a A, . Cuando se aplica L2 sobre A, se obtiene
(?A,, =[18+2(0—2+0)]- 201 + (vV24 |- 212 + 6|- 210]= 8A,, + 2//6 A,,.
La matriz completa del operador |2 puede ser obtenida de esta manera. Ahora
utilizaremos los operadores de proyeccion de momento angular orbital para obtener las
funciones propias de L2 y I:Z. Como necesitamos funciones propias comunes del conjunto
de operadores {I:I , I:z, I:Z , §2,§Z } aplicaremos los proyectores de momento angular orbital

sobre las funciones propias doblete y cuadruplete que se listan en el Apéndice IV.

Segln los valores de M, posibles para la configuracion d*® (Ver Apéndice 1), los

proyectores de momento angular orbital total son

15
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O(L =5)= (2 —20)* —12)* -6 - 2 )
O(L=4)=(? -30)(? ~12J > 6> - 2)?)
O(L =3)=((* -30)* - 20) 2 - 6)* - 2)?)
O(L =2)= (2 -30) % - 20) * ~12) > -2 )
O(L =1)=((* -30)(* - 20)* —12)* - 6 ?)

O(L=0)=(2-30)(* ~20)* -12) > - 6) 2 -2).

Los términos espectroscopicos asociados a la configuracion d* son: *F, *P, ?H , °G,
’F, °D,, °D, y 2P. Usaremos los proyectores para obtener las funciones propias
asociadas a cada uno de éstos términos.

llustraremos el procedimiento con el término *H . Al aplicar el proyector 6(L=5)
sobre algunas funciones de la tabla de los dobletes (Apéndice 1V) se obtiene que

(1) O(L =5)A, =3.628.800A,

2) O(L =5)A, =3.628.800A,
(3) O(L =5)A, = 725.760(3A, — 6 A, )~ 3A, — /6 A,
@) O(L=5)A, ~3A, —6A,
(8) O(L =5)A, ~ 2A, —6A,

(6) O(L=5)A, ~ 2A, ~/6A,
Podemos notar que tanto A, como A, son componentes del término “H con sus valores

de M.y Ms correspondientes. Los pares de funciones (3) — (5) y (4) — (6), consisten en
combinaciones linealmente dependientes entre si. Por lo tanto podemos escoger una de cada

par para construir una funcién propia asociada al término *H . De esta forma obtenemos las

siguientes funciones normalizadas:

1
L -2n) w,s W, v

T(\/_A _2A) M, =4 M, =-12.

16
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El factor de fase de la funcion es arbitrario y el coeficiente de proporcionalidad se puede
omitir en todos los casos, puesto que finalmente se normalizan las combinaciones

linealmente independientes.
Finalmente veamos la accion de é(L =5) sobre la funcion A, que tiene M| =2 y
M, =1/2. Tenemos que
6(L =5)As ~ —VBA +3V6A, — 216 A, +B6A, —3VBA, —BA,.
De modo que la funcién normalizada es
1
V30

Usando este método se pueden obtener las funciones de onda asociadas a cada uno de los

(_ A18 + 3'0‘19 - 2A20 + \/gAzs _3A27 - A29 )

términos espectroscopicos. Solo basta con aplicar el operador de proyeccion correspondiente
al valor de L del término, sobre cada una de las funciones dobletes o cuadrupletes, segin
corresponda. Asi obtenemos las funciones de Russell-Saunders, que son funciones propias
del Hamiltoniano dado por (16).

El nimero de funciones propias asociadas a cada término espectroscépico, esta dado por
la multiplicidad total de cada término. Esta corresponde al producto de la multiplicidad de

espin total y la multiplicidad de momento angular orbital total. En el Apéndice V se entrega

la lista de funciones \L,ML,S,MS> asociadas a cada uno de los ocho términos

espectroscopicos de la configuracion d°.

DIAGONALIZACION DEL HAMILTONIANO
Hemos encontrado las funciones propias del conjunto completo de operadores

{LZ,LZ,SZ,SZ}, usando los métodos del momento angular polielectronico. Como el

operador H dado por (1.6) conmuta con los cuatro operadores de este conjunto, entonces las

funciones |L,M,S,M;) también son funciones propias de H . Al construir la matriz de

~

H en esta base de éstas funciones propias, obtenemos una matriz diagonal cuyos elementos
de la diagonal son los valores de la energia de cada término espectroscépico. Todas las
funciones de un mismo término espectroscopico son degeneradas. Por lo tanto, basta elegir
una funcién por cada término y encontrar el elemento de matriz diagonal del Hamiltoniano

que indique la energia de ese término.

Un tipico elemento de matriz de H tiene la forma

17
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<LMLSMS‘HA‘LMLSMS>,

donde \ LM_,S,M S) es un componente del término 25*1 Cada uno de estos componentes

esta definido como una combinacion lineal de determinantes de Slater A, por lo tanto sera

necesario resolver integrales del tipo
< ‘H‘Ak> < )ZZ(Z)ZJ()

Recordemos que el Hamiltoniano esta dado por

ﬁzzi:hi ZZ -

i j<i | J

14

7072) 20)-++).0.20)

(1.21)

De esta forma tenemos dos tipos de integrales que resolver:
e Integrales monoelectronicas: Son las que involucran las variables de un solo

electron.

<zl<1>zz @) 2.0)- > .20

e Integrales bielectronicas: Son las que involucran las variables de dos electrones.

<11(1)12 2) ZJ(I 22711(1)12(2) Zk() >'(1‘22)

Ij<|i

Denotemos un operador monoelectronico general por O, . En este caso O, = Zi hi(i)

Se puede demostrar que al evaluar elementos de matriz entre determinantes de Slater para
operadores monoelectrdnicos, sdlo se obtienen valores no-nulos en dos casos.

En la Tabla 1 se resumen los casos en que se obtienen elementos de matriz no-nulos entre

determinantes de Slater para operadores O, . Los determinantes se denotan por los espines-

orbitales de su diagonal principal. Por ejemplo, en los determinantes |K)=|---mn---) y
|L)=|--- pn---), se ha reemplazado el espin-orbital m por p en el determinante |K) para

formar el determinante |L).

18
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TABLA 1. Elementos de matriz de operadores monoelectrénicos O, .

O’\1 = ZiNzlﬁi (I)

Caso 1
|K>= ...mn---
Caso 2
|K>: -.-mn---
||_>= - pn---
Caso 3
|K>= ...mn---

(il

Denotaremos por O, a los operadores bielectronicos. También es posible derivar una

regla para saber si los elementos de matriz entre determinantes seran no-nulos. La Tabla 2

muestra los casos que se derivan para este tipo de operadores. La notacién es la misma que

para el caso de operadores O, .
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TABLA 2. Elementos de matriz para operadores bielectronicos 62 .

6,-TF 33 E

P (el SRt
Caso 1
KVY=|---mn--- ~ g? g?
[K) ) <K|O2 K>: > (mnj—|mn)—( mn|—|nm
Pares rij rij
ocupados
Nota: Se suma sobre todos los pares de espin-orbitales
ocupados
Caso 2
KY=1|---mn--- R N g2 ez
) ) <K|O2 L>=Z mn|—/| pn )—( mn|—|np
f) fS
i i

||_>:|pn> n
Nota: Se suma sobre todos los pares de electrones en los
cuales un miembro del par esta en el espin-orbital ;.

Caso 3.

[K)=]---mn--) <K|(52 L>: mni—z_ pqg ) — mn:—z_ qp
L) =] pg--) Y Y
Caso 4

[K)=[wemno--s) (K]S, |L) =0

L) =] pqr--)

Podemos ilustrar el significado de estas reglas, por ejemplo, analizando el segundo caso
de la Tabla 2. Aqui, los determinantes |K) =|---mn---) y |L) =|--- pn---) tienen todos los

espin-orbitales de la diagonal idénticos y en el mismo orden, salvo que el espin-orbital m ha

sido reemplazado por el espin-orbital p .

El elemento de matriz <K‘z ez/rij L) consiste en una suma sobre todos los pares de

electrones, de integrales definidas con respecto a las coordenadas de los N electrones, es

decir,
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Como cada término de la sumatoria involucra una integral sobre productos de espin-orbitales
ortonormales, la integral serd diferente de cero sélo cuando todos los espin-orbitales
complejo conjugados sean idénticos a los no-conjugados, con excepcion de los electrones i

y ] . Esto quiere decir que el electron 1 esta en el mismo espin orbital a la izquierda y a la

derecha del operador ez/rij , que el electrén k estd en el mismo orbital a la izquierda y a la

derecha del operador ez/r

i » etc. De esta manera la integral no se anula por ortogonalidad.

El dnico par de electrones que pueden estar asociados a distintos espin-orbitales son aquellos

que estén involucrados en el operador de ez/rij . De esta manera, la integral se reduce a una

integral bielectrénica del tipo
. e’ ) .
[l 02T L, )z (D Mz (1.24)
i
donde dz incluye las coordenadas espaciales y de espin de cada electron. Los sub-indices

m,n y p representan conjuntos distintos de nimeros cuanticos {n,l, ml,ms}asociados a

cada espin-orbital. EI operador ez/rij no actla sobre las coordenadas de espin. Por lo tanto,

para asegurar que la integral no se anule por ortogonalidad de los kets |m5>im, |ms>ip y

|ms>rj‘, el electron i —ésimo debe tener el mismo espin tanto en el orbital m —ésimo como

en el orbital p—ésimo. Entonces, se puede escribir la integral con respecto a las

coordenadas espaciales solamente de la forma
n . 1 €7 : T o
52, m?)[[Lzn (D] Lz, O (DR, 2.25)
ij

donde S(m.',m!) es el simbolo delta de Kronecker y dX representa las coordenadas

espaciales de un electron.

Como los determinantes involucran permutaciones de electrones, es posible tener otro

término no-nulo. En el caso en que la permutacion de la izquierda del operador ez/rij sea
idéntica a la permutacion de la derecha, salvo que el electron j esté en el espin-orbital Xo Y
el electron i esté en el espin-orbital y,,, la integral es distinta de cero. Como el factor a la
derecha del operador ez/rij difiere sdlo en una permutacién con respecto a la integral

anterior, se antepone un factor (—1) al término de la energia, correspondiente a la
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permutacion impar. Las restricciones para el espin de los electrones se deducen de manera

analoga a la integral anterior.

En resumen, el elemento de matriz no diagonaI<K‘O2

L> para el segundo caso de la

Tabla 2 consiste en una suma de términos del tipo

St ) [zn 02D L, 02 (DK,

=ty m)(d,m?) [l 02, (D] [ Oz, (Dbt

Se suma sobre todos los pares de electrones en los que un miembro esta en el espin orbital

X, Y €l otro esta en un espin-orbital y,, donde nindica cualquier otro espin-orbital de la
configuracion electrénica.

En el caso del elemento de matriz diagonal <K‘C32

K> , la suma se realiza sobre los pares

de espin-orbitales ocupados. Los términos de la sumatoria son dos integrales que difieren de
signo porque difieren s6lo en una permutacion de electrones. Estas integrales son de gran
importancia en el tratamiento de sistemas poliatémicos. La integral con signo positivo se
denomina Integral Coulombica y se denota como J(m;n). La integral de con signo negativo
es la Integral de Resonancia, y se denota como K(m;n).
Las expresiones, en coordenadas espaciales, para las integrales J(m;n) y K(m;n) son
2
min) = [[Lzn 020 (D] L Dz, (D]d%0x, w20
ij

K(m;n) = smg",m)) [[ [z ()2, ()] ‘j—[z (3) 7, (D]d%dX; . (1.27)

La integral J(m;n) es independiente del espin de los electrones del par, pero la integral
K (m;n) sélo aporta al término de la energia cuando los electrones tienen espin-paralelo.

El término monoelectrénico del Hamiltoniano (1.6) corresponde a la suma de la energia

cinética de cada electron. Para elementos diagonales <K‘O1

K> , la Tabla 1 nos muestra que

se debe sumar las integrales

1(m) = [ Lo )] 0G) 2, () 0%, (1.28)
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para todos los espin-orbitales ocupados. Generalmente se omiten los términos que involucran
estas integrales porque son términos que se repiten en la expresion de energia de todos los
términos espectroscopicos.

Ademaés de la consideracion sobre la irrelevancia de las integrales 1(m) en el estudio del
espectro atémico, se puede demostrar que la diferencia de energia entre los términos
espectroscopicos no cambia si consideramos todos los electrones del atomo y no sélo los
electrones de valencia. Sin embargo, la demostracion es larga y no esta dentro del alcance de
este trabajo.

Volvamos a las integrales bielectronicas y exploremos el método para resolverlas.

Primero, necesitamos escribir los orbitales involucrados en forma explicita. Luego la integral

eZ

k.

se escribe en coordenadas esféricas como (Ver Apéndice I):

s(m mPYo(m?, md R™(r,)Y," (8,,¢)R" (r,)Y,” (6,, ‘97
(mrm)s(m?, m) ([ [[TRR (Y @ 4IRE (Ve 0, ¢2)T[ 4

xRy (ny )YlmI (@, )R (1 )Y|mI (6. 4,) '
x r’send, dr,d@,dg,rsend, dr,dd,dg,

<zm D x.(2) XM, (2)>

o0 simplemente

Im, Im,

§(m;“,msp)§(m§,m§)<R Yim RO Yim, (€

R”Yp RAY,. >.(1.29)

Escribiendo el operador de energia potencial ez/rij como combinacién lineal de

operadores tensoriales de Slater C: (8, ¢) tenemos que

k g=k

e - e°T z er .
& >R leosh,)=Y S Y CEGL.AICE (0,.4,), (130)
i ko I ot &
donde
4
C.(0.4) = qu (0,9). (1.31)

Definimos la fase del operador de Slater y de las funciones arménicas esféricas por medio de

la igualdad
Cy (6.9)=(-1)'C(0,9). (132)

Ahora reemplazamos ez/rij en (1.29) por (1.30), para obtener
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5(m:“.m£)5<m:,m3)<R;“.Y.;:, RO,

RanYInF:| R:IYIr?], > =

Q2
: f,

0 e2rk
=5(m,m)s(m;,m): > (RARN

_>
k+1

k=0 <

RyR > .(1.33)

x qi‘i <Y|nTI
4—k

Podemos imponer algunas restricciones adicionales sobre las funciones involucradas en las

Ca (0|8 NYm[Cy 0. 80|V >}
integrales <Y,mI ‘C: (6’1,¢1)‘Y,mI > , a partir de lo que dice el Teorema de Wigner-Eckart:

, kI,
-m_ g m,

]<Y,1 e v, ). @ss

El simbolo 3] (Apéndice I) nos muestra la simetria del elemento de matriz. Para que este

inle2 0 )= 0

factor sea distinto de cero, se debe satisfacer que:

o k=l+l L+ =1 =1 6 l=k+1,,k+1, -1, k=1, 6
l, =k+I,k+1,-1,...,k=1], lo que se conoce como relacion triangular

A(1KL).
e —m+qg+m,=0,porlotanto g =m, —m,.

Si consideramos que g =m, —m,, entonces segln la ecuacion (1.33) q=m" —-m/.

Ademas podemos reescribir el elemento de matriz <Y|;‘1I

C:*(ez ' ¢2)‘er?1| > en (1.33),

eliminando el conjugado del operador de Slater para obtener (—1)“<Y|;‘1I

k
CY 0,V ).
De este modo, se debe cumplir la relacion g =m' —m;", lo que genera la restriccion
m"+m' =m!+mP. (1.35)

Para simplificar la notacion, definiremos las integrales Rk(n"‘lm,nnln n®l p,n“lq) y

c*(1,m,J1,m, ) como

m;—m,

c(1,m,I,m, )= <Y,1m1 ‘C"

Yim, ). (1.36)

Rnpl Rr?l > :

Usaremos esta notacion para reescribir el elemento de matriz (1.33) como

r
r k+1

<

Rk(n"‘l"‘,n”ln

nplp,nqw)E<R;“,R:,
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(201, Qe /1| 2, W1, (2)) =
om, m’)s(m,mHs(m" +m’,m" + m?) (1.37)
><(—1)mq‘m"eZZR"(nm m nn’)l",nqlq)c"(lmmm mp):"(” nIqm“)
k

La integral ck(llml|lzm2) (1.36) resuelve en términos de un producto de simbolos 3j,

segun indica la igualdad

c*(ImjI'm’)=(~2)" 2|+1)2|’+1)((') E g)[_'m mfm, U

Las propiedades de simetria de los simbolos 3 (Ver Apéndice 1), le confieren
propiedades de simetria a las integrales Ck(llml|lzm2). La Tabla 3 muestra algunas de las

propiedades mas utiles.

TABLA 3. Propiedades de las integrales Ck(l ml‘l mz).

k

1. | c*(ImI'm’)=0, si I+k+1’es impar.

k

3.]¢C

> (mim)

Im||m) 0si k <|m-m]|

(

2. | c*(Im m) )™k (I'm’fim)
(=m
(

4. | c*

5. | (Iml'm’)= 6,8,

6. | c°(Im00)= ——=2—

\/Zk +1

Usando la propiedad 2 de la Tabla 3, podemos expresar el elemento de matriz (1.37)

como
Vy, =8(m",mP)s(m¢, mq)é(m,m +m,m"” +mJ)

erZR( n?1?,n?1e K (mm i eme B lemere

En la Tabla 4 se entregan los valores de las integrales para electrones en orbitalesd , que

n) (1.38)

tienen diferentes valores de m, .
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TABLA 4. Integrales c* para electrones d .

m m c 7¢?  21c?
+2  +2 1 -2 1

+2 1 O NN
+2 0 0 -2 15
+1  +1 1 1 —4

+1 0 0 1 V30
0 0 1 2 6

+2 F2 0 0 J70
+2 F1 0 0 -+/35
+2 F1 0 ~J6 —+40

Segun las propiedades de c“, la integral (1.38) queda expresada como combinacién

lineal de integrales radiales R¥con k=0,2,4. Las integrales radiales son consideradas
como pardmetros semi-empiricos, ya que la forma de la funcién radial de un &omo
polielectrénico no esta definida de manera exacta. Por conveniencia aritmética se redefinen
los parametros radiales en términos de los pardmetros F,, F, y F, segun las igualdades
e’R?
49

_e’R*

F =e’R°, F -
0 2 441

y F, (1.39)

Para configuraciones electrénicas d", se definen los parametros de Racah A, B y C
mediante las igualdades

A=F,-49F,, B=F,-5F, y C=35F,. (1.40)
Ahora calcularemos los elementos diagonales de la matriz de H , que corresponden a los
valores de energia asociada a las funciones propias.
Tomemos como ejemplo el término *F . Este término tiene multiplicidad 28, lo que
significa que hay 28 elementos diagonales idénticos de la matriz H . Por ejemplo, elegimos

r1>.

Considerando sélo las interacciones bielectronicas, y usando las reglas de la Tabla 2 se

la funcion I'; = A, (Ver Apéndice VI), y calculamos el elemento diagonal <1“1‘I:|

obtiene que
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E(*F)= (|210[H [[220]) = 3.1 = Koy + 3y = Koy + 310 — Kyo.
Para electrones 3d se utilizan las integrales J(m,;m/) y K(m,;m/), o simplemente

‘]m|m,’y Kmlm; ’
Segun las igualdades (1.38) y (1.40), el valor de la integral J,, esta dado por
3,0 =c°(22)c°(We?R +c?(22)c? (UL)e?R? +c*(2J2)c* (UL)e?R*
— e2R0 _iesz _iezRél
49 441

=F,-2F, -4F,

Luego, si sumamos las contribuciones de todas las integrales obtenemos que
E(*F)= (|210[H |[220) = 3F, - 15F, - 72F,
=3A-15B

En el Apéndice VI se calcula la separacion de las energias de los términos fD y ZZD

diagonalizando un bloque de 2x 2, puesto que en la base de funciones de Russell-Saunders
ambos términos tendrian la misma energia.

En la Tabla 5 se entregan las energias de los términos espectroscdpicos correspondientes
a la configuracién d?. Estas energias son validas para cualquier &omo neutro o ion atémico
gue tenga la configuracién sefialada. Lo que distingue a cada caso son los valores de los
parametros de Racah A, B y C, que se obtienen por espectroscopia electrénica mediante

un proceso de optimizacion.

TABLA 5. Energia de los términos espectroscopicos B para la configuracion d 3
E(‘F)=3A-15B

E(‘P)=3A

EEZG 3A-11B +3C
(*H
(*F
(?p

(

)=
)=

m

3A-6B+3C

2

m

3A+9B+3C

2

E

3A-6B+3C

)
)
E(2D)=3A+5B+5C ++193B% +4C? +8BC
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EFECTOS DE LA INTERACCION ESPIN-ORBITA

Como se menciond anteriormente en este capitulo, en todos los sistemas polielectrénicos
se produce una interaccion magnética entre los momentos angulares orbital y de espin de los

electrones. Esta interaccion da origen al nimero cuantico J de momento angular total, el que

permite definir funciones de onda acopladas |JMJ>. Podemos expresar la contribucién

espin-orbita en el Hamiltoniano como Hg,, y se define como una suma de operadores de

acoplamiento vectorial monoelectrénico, es decir,

HAso = E E)I -5, (1.41)
El parametro &(r;) esta definido por
a’(1ev
£(r) z(raﬁj (142

donde « es la constante de estructura fina y V es una funcion de energia potencial que

incluye contribuciones nucleares y electronicas, cuya dependencia con r; no esta claramente

definida. El pardmetro &(r;) es especifico para cada electron. Al calcular el elemento de

matriz <LM L SM S|I—AISO|LM L SM S> en la base de Russell-Saunders, el pardmetro &(r;) se

convierte en la integral radial ¢, ='|.: an,(r)rlaa—vrzdr, que depende de los ndmeros
r

cuanticos principal y de momento angular orbital de los electrones. Es comUn considerar esta
integral como un parametro cuyo valor se obtiene por comparacion de las energias de la
interaccion espin-orbita con los espectros atdmicos experimentales.

Podemos obtener un valor aproximado de la energia de interaccion espin-orbita en
términos de los nimeros cuanticos J, L y S. Para esto se define el Hamiltoniano espin-

orbita efectivo como

(§2-r2-82) (1.43)

qeff
HSO_

N |

Como el operador depende de J, actla sobre las funciones acopladas |(LS)JMJ>

asociadas a los términos ***'L, . Ademas, el valor de A depende de los nimeros cuanticos
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del término espectroscopico, contrario al valor de &, que depende intrinsecamente de la
naturaleza de los electrones.
El elemento de matriz general para este operador es

<(|_'s')3 M /21(52 _[2 _éz)(LS)JMJ> =’215J,J,5MJ,MJ, (I +)-LL+1)-S(S+1). (1.44)

Entonces, el operador Hgg sirve so6lo para calcular de manera aproximada los elementos

diagonales de la matriz en la base de funciones acopladas.

Para la configuracién d>tenemos ocho términos espectroscépicos desacoplados 2**'L,

cada uno de ellos asociados a los valores de energia de la Tabla 5. Un término de este tipo se

desdobla en un conjunto de términos acoplados ***'L;, con J =L+S,...|L—S|.Esto es

consecuencia de la inclusion de la interaccidn espin-orbita en el Hamiltoniano atémico.

Veamos por ejemplo el término *F. Como L=3y S=23/2, Jtoma los valores 9/2,
7/2,5/2 y 3/2. Luego, los valores de energia dados por (1.44) son

)L e o, ef)-—La. el

2 2 2

cumpliendo con la Regla de Intervalos de Landé: E(J)—E(J —1)=AJ .
La Tabla 6 muestra las energias de la interaccidn espin-drbita, en primer orden, para cada

uno de los términos de la configuracion d®.

TABLA 6. Interaccion espin-orbita dada por (1.44) para electrones d % enlabase ‘(LS)\]M ; > .

E(“Fg):%ﬂ, E(“Pg)zgﬂ, E(ng)zg
E'F, )=0 E(*p,)=-2 E(*P,)=-2
E(4Fg)=—%4 E(“P;)=—gl E(ZG%)= 22
e --o1 o)1
E(2H121)=§/1 E(ze)zg/I EkzDg):l
E(*H, ]=-32 E’F, J=-22 E(ZDg)z -2,1
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La siguiente etapa es calcular la accion del operador H ¢, sobre las funciones de Russell-

Saunders asociadas a cada término. Para esto escribimos H so dado por (1.41) como
A~ ~ A " 1 ~ " " A~
Heo = Zf(ri )Ii 5 = zg(ri I -S, +E L, -Si+S;, -1i_f|. (1.45)

Sabemos que el nivel de energia término *F se desdobla en cuatro niveles de acuerdo

con los valores de J, usando teoria de perturbaciones de primer orden. Por lo tanto,
usaremos la funcion I = |33%%> = A, ,correspondiente al término “F (Ver Apéndice VI)

para calcular la energia espin-drbita en primer orden de perturbacion.

Usando el operador (1.45) podemos calcular que

Ho|220| = &(r,)[210] + 5(25) [210] + 5(25) V2|220 +¥\/E [211].

Dado que todos los electrones son equivalentes y que las funciones determinantales son

ortogonales, el elemento de matriz de la perturbacion en la base no perturbada es
4 3
(|210]|Fi 5| [220]) = 26 (1.46)
donde se considera que &(r,) = &(r,) =<&(r;) =¢&.

Si escribimos el operador HS en la forma

HA§2:/1I:'§=/1[EZ§Z+%{E+§+§+E}] (La)
se puede calcular la energia de la perturbacién en la base de Russell-Saunders asociada a la

funcién A,. En efecto tenemos que <33%%|ﬁ50 |33% %> :%ﬂ, y comparando con el

valor dado por (1.46) obtenemos que /1(4F)= % Luego las energias de perturbacion
sobre los niveles del término *F en funcién del parametro & son
3 4 7 4
E(“F%):Ef, E(‘F,)=0, E(“F%):—gf y E('F,)=-2¢.

Ademas de las energias, en algunas aplicaciones es necesario conocer las funciones de

25+1L
J

onda asociadas a los términos . Para encontrar las funciones de onda acopladas

|JMJ> asociadas al término 4F%, primero reconocemos que la funcidon desacoplada

|33 %) satisface la funcion propia: jz|33% %) = %|33% %), luego |% %) =(33%%).
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Aplicando el operador j_ sobre |%%> (Ver Apéndice 1) obtenemos que
I|%%)=30%7%).
o en forma equivalente: (I:f +S. )| 33% %)= \/E|32% %)+ \/§| 33% %)
Se deduce entonces que
15474) = 5 [Bl323434) + V3l335 )]
Haciendo uso de los operadores escalera podemos encontrar el resto de las funciones de

onda del término 4F%. Para obtener las funciones del término 4F% reconocemos que la

funcion con el valor de M; mayor es |%%> que equivale a una combinacion lineal de

funciones de Russell-Saunders cuyo valor de M ; es 75 . Dicha combinacion lineal debe

tener la forma
|%474) = C1|323% %) +C,|33% 1),
por lo tanto los coeficientes C, y C, deben ser escogidos de tal modo que la funcién |%%>

esté normalizada y sea ortogonal a la funcién |%%> correspondiente al término 4F%. La

funcion que cumple con estas condiciones es
1
7474) = 5 WBl387 ) —Bl3235) |
Se puede comenzar a obtener las demas funciones del término 4F% aplicando los

operadores escalera sobre la funcion |%%> De manera analoga a la mostrada aqui se

obtienen las funciones de los demas términos. Los resultados se muestran en el Apéndice
VII.
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CAPITULO Il. HAMILTONIANO PARA EL COMPLEJO MnF:’.

En el capitulo anterior hemos desarrollado en detalle el método de obtencion de las
funciones de onda polielectronicas asociadas a los términos relativistas y no-relativistas
asociados a una configuracion electronica. Sin embargo, para el caso de moléculas
poliatémicas el tratamiento es mas complicado.

Entre las diferencias mas importantes tenemos, en primer lugar, que los estados
electronicos se clasifican de acuerdo con las representaciones irreductibles del grupo puntual
al que pertenece la molécula y no de acuerdo con los nimeros cuanticos de momento
angular, ya que estos Gltimos no son buenos nimeros cuanticos. Ademas se deben incorporar
nuevos términos en el Hamiltoniano, que provienen de la interaccién electrostatica entre las
nubes electronicas centradas sobre distintos atomos o de la interaccidn espin electrénico-
otras orbitas, que da origen a la estructura hiperfina en los espectros de resonancia de espin
electrdnico, por ejemplo.

Cuando se realizan experimentos espectroscopicos a bajas temperaturas en estado sélido,
es posible identificar bandas que se originan debido a que los estados electrénicos no son
completamente separables de los estados vibracionales, por lo tanto son acoplados a través
de un término de acoplamiento vibrénico que se debe incluir en el Hamiltoniano molecular.

Para compuestos de coordinacion de metales de transicidn se han desarrollado teorias que
permiten explicar aspectos relevantes de los espectros electronicos, como algunas
propiedades de reactividad quimica. Los esquemas tedricos mas importantes son la teoria de
campo cristalino y la teoria de campo de ligandos. Esta Ultima incorpora elementos de la
teoria de orbitales moleculares. En este capitulo discutiremos algunos elementos de la Teoria

de Campo Cristalino que nos permitiran describir de manera cualitativa las caracteristicas del

espectro electrénico del complejo MnFﬁz’.

TEORIA DE CAMPO CRISTALINO

La teoria de campo cristalino fue por primera vez tratada en detalle por Bethe [7]. Otras
contribuciones fueron realizadas por Van Vleck [8], demostrando la utilidad de la teoria para
explicar propiedades magnéticas. El interés creciente en la espectroscopia de resonancia
paramagnética a finales de los afios 40 estimul6 el trabajo en esta area. Una serie de trabajos
tedricos dirigidos hacia la interpretacion de espectros electrénicos fueron realizados por
Orgel [9], Tanabe y Sugano [10], Jorgensen [11], Ballhausen [12] y Owen [13].
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La teoria de campo cristalino tiene un caracter esencialmente electrostatico. En este
sentido, un complejo de coordinacién es considerado como una distribucién discreta de
cargas sobre el metal central (M) que interactia con las distribuciones discretas de cada
ligando (L), separada del metal por una distancia R, , a través de potencial [14]

w%klquz(kk K
=2 2 2 2T (R0, )Dg (M)Dg: (L) (2.1)
k=00 =—k; k;=00,=—k,

La ecuacion anterior es la forma mas general del potencial de interaccion electrostatico.

El factor D(;‘;(M) representa el multipolo eléctrico de rango k; del metal central. Para

k, =0 se representa la carga del ion metélico, para k, =1 se representa el momento dipolar

eléctrico, para k;, =2, el momento cuadupolar eléctrico, etc. Cada valor de K tiene 2k +1

componentes en coordenadas esféricas, las que mediante una transformacién de coordenadas

se pueden expresar en coordenadas cartesianas. Los operadores de Gartang [15]

D! (0,4)=—er*Ci(0,4), se definen en términos de los operadores de Slater

presentados en el capitulo 1.
El potencial dado por (2.1) consiste en una suma de términos de interacciones carga-
carga, carga — dipolo eléctrico, dipolo eléctrico — dipolo eléctrico, y otras que tienen menor

relevancia en el espectro molecular.

Los factores T(E‘qu 2)) contienen informacién sobre la dependencia geométrica de las

interacciones, puesto que dependen de las coordenadas del ligando relativas al metal central.
Una forma particular del potencial de interaccion (2.1) se obtiene cuando se imponen las
siguientes restricciones:
e El cation central es considerado como una densidad de cargas discreta. Esta densidad
de cargas es perturbada por la interaccién con los ligandos.

e Los ligandos son considerados como cargas efectivas del tipo Z, e, que estan

separadas del cation central por una distancia R .

e La funcién de onda del complejo de coordinacion no tiene contribuciones de los
ligandos.

Considerando estas restricciones, el potencial de interaccion (2.1) para un complejo

ML se expresa como
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“—-¥2.63, 3.6E, (0.,4.)0%(00). @2)

ki=00y=—k,
El factor geométrico G ., de esta ecuacion se deriva del factor T(g 1q 2)y se escribe como
le G (HL ) ¢L) ( )ql R (k1+1)ck1 (9L1¢L) (2-3)

En la interpretacion de los espectros, el factor G . genera parametros radiales que son

determinados por el experimento. La distribucion de cargas es demasiado complicada para
permitir un célculo confiable de estas constantes de campo. Ademas, el recubrimiento de los
orbitales d del cation central con los orbitales de los ligandos es apreciablemente elevado.
Asi, lo revelan las bandas de transferencia de carga, que son relativamente mas intensas que

las bandas de campo cristalino.

El Hamiltoniano molecular relativista para el complejo ML} es

H :Z‘hi ZZ

iJ<Ii

+Z§(ri NS +V . (2.4)

Como el Hamiltoniano del sistema debe ser invariante ante cualquier operacion de simetria,
este debe pertenecer a la representacion irreductible totalmente simétrica del grupo puntual

al que pertenece la molécula, o bien, puede pertenecer a una representacion reductible que
contenga la representacion A, en su descomposicion.
Al incorporar el potencial de campo cristalino al Hamiltoniano relativista correspondiente

a un atomo de simetria esférica SO,, se reduce la simetria segin la cadena de subgrupos

SO, 50, 20 >..oC,. El grupo O, corresponde al producto directo O x i, entre el

grupo octaédrico de las rotaciones y el operador de inversién. Las moléculas que no tienen

otro elemento de simetria mas que la identidad, pertenecen al grupo C,.
Si el complejo ML} pertenece al grupo octaédrico O, , la representacion reductible del

potencial V “", expresado como una combinacién lineal de multipolos eléctricos segun la

ecuacion (2.2), debe contener a la representacion A, . La Tabla 7 muestra la reduccion de

las representaciones de cada uno de los multipolos eléctricos de rango k , en el grupo O, .
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TABLA 1. Reduccion de las representaciones de los multipolos eléctricos en el grupo O,

k >.al

0 A

1 T,

2 E, +T,

3 A, +T, +T,

4 Ay +Ey +Ty +T,

5 E,+aT, +bT, +T,,

6 Ay + Ay + By +T, +aT,, +bT,,

Al simetrizar el potencial de interaccion de campo cristalino, se deduce que sélo los
términos con k =0,4,6 contribuyen en la expresion (2.2) para campos de simetria O, .
Para cationes centrales con electrones de valencia en orbitalesd , se consideran los términos
con k =0 y k =4. Para electrones de valencia en orbitales f , se debe considerar ademas

el términocon k = 6.
Incluyendo los términos mas importantes, el potencial de interaccion (2.2) para metales
de transicidn en complejos de simetria octaédrica queda

0, =4
Ve =—Z(2Le%eo°,5 (6..4.)D5(0.4)+ >G5, (6.4, )Dg (w)}- (25)
L q=—4
Una vez definidas las coordenadas cartesianas de los ligandos con respecto al metal central,

se pueden calcular los factores geométricos ch'; Haciendo esto, y utilizando la relacion

D; (0,¢)=—er*Ck(6.¢). el potencial de campo cristalino queda

V(0,)= 84{%C3 +@(Cf4 +C, )} (2.6)

Generalmente no se considera la contribucion elastica (—GZeZ/RO) correspondiente al

término de rango k = 0, puesto que es igual para complejos de todo tipo de simetria con seis

ligandos, y de él no se genera desdoblamiento de los orbitales d .
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El parametro radial B, = Ze’r*/R’, da origen a integrales radiales al evaluar los

elementos de matriz de V7, que son consideradas como parametros a ser determinados
experimentalmente.

Mediante consideraciones de simetria, es posible determinar el tipo de desdoblamiento
que tienen los orbitales atémicos bajo la influencia de un potencial de campo cristalino
correspondiente a la simetria del complejo.

Los orbitales monoelectrénicos pueden ser considerados como funciones base de una
representacién de un grupo puntual dado. Las trazas de las matrices de dicha representacién
pueden ser utilizadas para descomponer la representacion reducible en las representaciones
irreductibles que generan. De esta manera, se puede decir que cada orbital atbmico se
desdobla de acuerdo con las representaciones irreductibles que genera. En la Tabla 8 se

muestra el desdoblamiento de niveles mono-electrénicos bajo la influencia de potenciales en

la cadena de subgrupos O, T, o D,,.

TABLA 2. Desdoblamiento de niveles monoelectrénicos en la cadena O, > T, > D,,,.

NIVEL | O, T, D,,
S a1g a, alg
p t, t, a,, +¢e,
d e, +1,, e+t a,, +b, +by, +e,
f a,, +t, +1t,, a, +t, +t, a,, +b, +b,, +2e,
g a, +ey +1, +1, a, +e+t +t, 2a,, +a,, +b, +b,, +2e,
h e, +2t, +t,, e+2t +t, a,, +2a,, +b, +b,, +3e,

Podemos notar que para una configuracion electrénica nd*, los orbitales se desdoblan en

orbitales de simetria e, y t,,, para un potencial dado por la ecuacion (2.6). Si observamos

la tabla de caracteres del Apéndice IX, vemos que los orbitales dZz y dxz,yz se transforman

de acuerdo con la representacion bidimensional e, . En cambio los orbitales d, ,d_vyd

xz1 Yz Xy !

forman un base para la representacion tridimensional t, .
Al diagonalizar el operador V (O, ) dado por (2.6) en la base de funciones mono-

electrénicas |Im,> , se puede demostrar que las energias asociadas con los niveles e, y t,,
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son las que se indican en la Tabla 9. También se muestran las funciones de onda en

coordenadas esféricas asociadas a las funciones reales tipo d .

TABLA 3. Funciones propias y valores propios del operador V (Oh )
FUNCION PROPIA VALOR PROPIO

d. .o |E0)=1(22)+]2-2))

X

+6Dq
d. © |E.e)=|20)
d, ©|T,1)=|2-1)
d,, &[T, 0)=%(22)-|2-2)) ~4Dq

d, ©|T,, —~1)=-21)

El pardmetro Dq indica la fuerza del campo electrostatico que ejercen los ligandos. Es

un parametro semi-empirico puesto que tiene la forma
Ze® <r4>
dd

Dq =
=768

: 2.7)

gue como hemos mencionado antes, no se pueden obtener calculos confiables de integrales

radiales para funciones de onda monoelectrénicas en &tomos polielectronicos.

Vemos que la separacion energética de los niveles e, y t,, es 10Dg . Cominmente se

reemplaza este valor por el parametro A, que finalmente se utiliza para describir la fuerza

de los ligandos en términos de este Ultimo parametro. Dependiendo de la fuerza de la
interaccion electrostatica metal — ligando, se definen situaciones de campo cristalino débil,
fuerte e intermedio.

ESQUEMAS DE ACOPLAMIENTO DEBIL, FUERTE E INTERMEDIO

Cuando se trata de la fuerza del campo cristalino, hay dos casos limites que deben ser
considerados. Un atomo que tiene varios electrones d equivalentes puede tener niveles de
energia que estan determinados predominantemente por el campo cristalino, o sus niveles de
energia son levemente afectados por el campo cristalino y estan determinados por fuerzas
gue ya estan presentes en el atomo libre. En el segundo caso, la fuerza es la interaccion
electrostatica entre electrones equivalentes del metal. Entre los dos casos limites hay una
region intermedia en la que la fuerza del campo cristalino y la fuerza electrostatica entre los

electrones del metal son comparables.
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Para el caso de sistemas en que los efectos de la interaccidn espin — orbita en el metal
central no es mayor que la fuerza de repulsion interelectrénica en el metal o la fuerza del
campo cristalino, el Hamiltoniano es

N 2
H=3h([)+ Yy ——+v© @8
i

P

En el caso limite de campo cristalino débil, el potencial dado por la ecuacion (2.6) se
considera como una perturbacién en el Hamiltoniano no-relativista, que actda sobre los
estados del ion libre. La simetria definida por el término de perturbacion determina el tipo de

desdoblamiento que ocurre para cada término multiplete del ion libre.

En el caso del complejo MnFGZ‘, cada uno de los términos espectroscépicos no-

relativista definidos por la configuracion de valencia d?® se desdobla de manera analoga al

desdoblamiento de un nivel monoelectrénico indicado en la Tabla 8. Por ejemplo, el término

no-relativista ‘F da origen a los estados electrénicos A, +‘T, +T, . A diferencia de lo

que se sefiala en la Tabla 8, los estados moleculares generados por el término *F tienen
caracter gerade, porque las funciones de onda monoelectrénicas que conforman el término
son orbitales d , los que tienen caréacter par ante la operacion de inversion. La multiplicidad
de espin se mantiene al pasar del estado atdmico al molecular porque el ambiente quimico no
interactia con el espin electrénico. Las letras mayusculas se usan para denotar a los estados
polielectrénicos y las minusculas para los estados monoelectrénicos.

En el célculo exacto de los niveles de energia en el limite de campo débil, los estados del
ion libre son diagonales con respecto al término de repulsién electrostatica. Por lo tanto, se
diagonaliza el término de la perturbacion de campo cristalino con respecto a base de Russell-
Saunders y se obtienen las energias de los términos moleculares [16, 17]. En este esquema
los estados del ion libre no interaccionan entre si.

En el grupo octaédrico, y segun los resultados de la Tabla 8, los estados moleculares que
se generan en la aproximacion de campo débil para la configuracién d® son
4 4 4 2 2 2 2 2
Ay +2°T  + T, +° A + A +47E +57T, +5°T, .
En el limite de un campo cristalino fuerte un estado polielectrénico pertenece a una

configuracion de campo cristalino dada. Para un campo de simetria octaédrica dado por el

potencial (2.6) las configuraciones son obtenidas asignando electrones a los orbitales e, o
t,, . Para electrones equivalentes los términos que se derivan de la configuracion de campo

deben satisfacer el Principio de Exclusion de Pauli. En el caso del ion Mn* las
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configuraciones posibles son tfg, tzzgeg, 26€ g y €%, en orden creciente de energfa. En la
Tabla 10 se muestran los estados adaptados por simetria que se generan a partir de cada
configuracion para union d?.

TABLA 4. Términos permitidos para el ion Mn** en el limite de campo fuerte.

CONFIGURACION | ESTADOS MOLECULARES
3 4 2
'[2g Azg, E Tlg, ng
t2 e TOAT 2AlZA 2E 2°T ZT
29 g 1g? 29 g’ 29! 1g?
t, 82 T,,.2°T,,,2°T,,
e? ’E,

El nimero y tipo de estados deben ser los mismos tanto en el limite de campo débil como
en el limite de campo fuerte. De hecho debe ser posible dibujar un diagrama de correlacion
que una los estados de los casos limite, pasando por una region de campos cristalinos
intermedios.

En el calculo de los niveles de energia en el limite de campo fuerte, los estados son
diagonales con respecto al potencial V “© dado por (2.6). Por lo tanto, se diagonaliza con
respecto al término de repulsion inter-electronica.

Al igual que para el caso del ion libre, se deben resolver integrales bielectronicas entre

estados de campo fuerte, como por ejemplo
2
3 (4 € (.3 (4
<t29( AZg )|r_|t29( AZg )> :
12
Ya sabemos que dichas integrales se expresan en términos de los pardmetros de Racah A,
B y C. Como los estados son diagonales con respecto a potencial V °", los elementos de

matriz diagonales incluyen ademas el parametro D( .

Los estados de la misma simetria que provienen de configuraciones distintas interactian
cuando se incluye el término de repulsién inter-electronica. Tales interacciones generan los
elementos no-diagonales de la ecuacion secular para los estados de una simetria dada. Las
matrices electrostaticas estan tabuladas [16] para todas las configuraciones electronicas d" .

En el esquema de acoplamiento intermedio, tanto el término de potencial de campo
cristalino como el término de repulsidn inter-electronico deben ser incluidos en el

Hamiltoniano. Los estados del ion libre y los estados de campo fuerte no son diagonales en
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este Hamiltoniano por lo tanto se debe resolver un determinante secular cuya magnitud

aumenta con la cantidad de electrones del sistema.

La Figura 1 muestra el diagrama de correlacién de Tanabe-Sugano para el ion Mn*"en

funcion de la razén entre la fuerza del campo cristalino y la repulsién inter-electrénica,

representada por Dq/B . La energia del término *F se considera como el origen de eje de

la ordenada. Se aprecia que el término 4A2 no cambia su energia al pasar del limite de
campo débil al limite de campo fuerte. Se omiten los subindices de paridad porque se
consideran los estados bajo la simetria del grupo octaédrico de las rotaciones O, que no

contiene el operador de inversién. Sin embargo sabemos que los estados electronicos tienen

simetria @ .
123
(8 8]
2
F
jG_zo_
P
il
4
4F__0 I|III||||||||II|||||A2
0 1 2 3 4
Dqg/B

FIGURA 1. Diagrama de Tanabe-Sugano para la configuracion d 3

ACOPLAMIENTO ESPIN - ORBITA

En general, el acoplamiento espin-érbita en los metales de transicidon es tan pequefio
comparado con el acoplamiento de campo cristalino que puede ser despreciado en una

primera aproximacién. Sin embargo, a medida que el estado de oxidacion del metal central

aumenta, el valor del parametro monoelectronico de acoplamiento espin-6rbita &, aumenta.

Por lo tanto, el efecto espin-orbita puede inducir desdoblamiento incluso en el ion Mn**.
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Se pueden racionalizar los desdoblamientos en forma cualitativa si utilizamos los estados

de campo débil descritos por las funciones |JMJ>, que son funciones propias del

Hamiltoniano

S YY015%) ¢

i ja b

+ Zi“f(ri ) -s, . (2.9)

T
En este esquema, la magnitud de la interaccion espin-orbita es mayor que la interaccién
de campo cristalino, por lo tanto se estudia la reduccién de simetria desde el grupo continuo

de las rotaciones SO, al grupo doble octaédrico O, que incluye las representaciones de

momento angular semi-entero. Una vez se conocen los estados pertenecientes al grupo O,
se calculan los elementos de matriz del potencial de campo cristalino V “F sobre los estados

|(JLS )I“;/) , donde I" es una representacion irreductible del grupo doble octaédrico.

Los términos espectroscopicos relativistas para el ion Mn** se listan en la Tabla 6 junto
con sus energias en primer orden. Los estados estan descritos por el nimero de momento
angular total J. Los (2J +1) estados asociados a cada término con un valor dado de J
pueden ser descompuestos en las representaciones irreductibles del grupo octaédrico doble.
Para sistemas que tienen un nimero impar de electrones de valencia, el valor de J es semi-
entero y su reduccion esta definida segtn la Tabla 10.

TABLA 5. Representaciones irreductibles que generanlos (2J +1) estados del término 25+1LJ
J o}

NI

EI
U!

N

oo

E"+U’
E'+E"+U’

N~

E'+2U’'

N[

E'+E"+2U’'

N[

llustremos este punto con el estado fundamental *F . Usando los resultados de la Tabla
10, es posible puede dibujar un diagrama de niveles de energia que muestre cualitativamente

el esquema de disminucion de simetria para este estado.
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4 F ///// 4 U '
Foro o ——FE"
\

E
F
w52 E
\ Ul
4':3/2 U
SO, o

FIGURA 2. Diagrama de desdoblamiento para el término ‘F
hasta el grupo O

No es posible usar la teoria de grupos para determinar el orden relativo de los niveles de
energias en el grupo O. Sélo diagonalizando la matriz del Hamiltoniano
- . e’ -
H=>h()+>> + > E -8 +V T, (2.10)
i i

P el

se podran conocer las energias exactas de las transiciones posible mezcla de estados de igual
simetria en segundo orden de perturbacidn [16].
Otra forma de tratar el problema se utiliza cuando el acoplamiento espin-6rbita es

relativamente pequefio comparado con la fuerza del campo cristalino. En este caso se utilizan

los estados de campo fuerte |F7/> independientes del espin total, y se acoplan con la

representacion irreductible del espin total del estado para generar un estado que pertenece al

grupo doble octaédrico.

Usaremos como ejemplo el término “F . Sabemos que en el limite de campo fuerte este
término genera los estados electrénicos 4A2,4T1 y 4T2, en el grupo octaédrico de las
rotaciones. Podemos ver ademas que el momento angular de espin de estos estados es
S =3/2. Si observamos la Tabla 10, veremos que el estado de espin se transforma segun la

representacion U ', en el grupo octaédrico doble. Por lo tanto, hacemos el producto directo
de cada uno de los estados electrdnicos con la representacidn del espin total, haciendo uso de

la tabla de productos directos del Apéndice IX. Tenemos por ejemplo que A, xU'=U".
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En la Figura 2 se muestra un diagrama cualitativo de este esquema de acoplamiento.
Recordemos que las posiciones relativas de los niveles se obtienen diagonalizando el
Hamiltoniano (2.10). Las matrices de interaccion espin-érbita se encuentran tabuladas para

estados de campo débil y estados de campo fuerte [16].

4 4 A,
*

o, o) o

FIGURA 3. Diagrama de desdoblamiento para el término ‘F
hasta el grupo O

Note al comparar las figuras 1 y 2, vemos que el tipo y nimero de estados en el grupo

doble son el mismo para ambos esquemas de acoplamiento.

ACOPLAMIENTO VIBRONICO

Contrario al caso de un atomo, el Hamiltoniano molecular debe incluir términos
correspondientes a la energia cinética de los nucleos y a la energia potencial asociada a las
coordenadas nucleares. Dicho Hamiltoniano puede ser separado en un Hamiltoniano
electrénico y un Hamiltoniano nuclear si se asume que la funcion de ondas molecular tiene la

forma

v (F.Q)~w,(r.Q)., Q). (2.11)
donde r denota las coordenadas de los electrones y Q denota las coordenadas de los
nucleos. Estos son los estados vibrénicos en la llamada aproximacion de Born-
Oppenheimer. Vemos que la funcién de ondas vibracional ﬁnv((j) depende del conjunto de

nlmeros cuanticos electrénicos, denotados por n, asi como del conjunto de ndmeros

cuanticos vibracionales, denotados por v .
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Las funciones de onda electrénica y vibracional satisfacen las ecuaciones de valores

T, +v(r.Q). [F.G)=u, . F.Q). 2.12)
. +u, Q). Q)=E.0.0Q) (2.13)

en las cuales T, y T, son términos de energia cinética electronica y nuclear,

propios

respectivamente. Tenemos ademas que en la aproximacion dada por la ecuacion (2.11), la
energia potencial electronica depende tanto de las coordenadas de los electrones como de las

coordenadas nucleares. Por lo tanto, la energia de un nivel electrénico n, denotada como
Un(Q), varia con el movimiento vibracional de la molécula. Mas aln, el potencial que

sienten los ndcleos en movimiento equivale a dicha funcion de energia electrénica con
respecto al movimiento nuclear.

La mayor complejidad en el problema electronico-vibracional esta en la forma que tiene
el potencial que sienten los electrones, denotado como V(F,Q). Comunmente se utiliza una
aproximacién armonica, si consideramos que los desplazamientos nucleares se alejan s6lo
infinitesimalmente de las coordenadas de equilibrio {QO} En la aproximacion armonica, el

potencial electrénico esta dado por las ecuaciones

V(F,Q);V(F,QO)+ SV Q, +1> 0l Q} (2.14)
k k
oV
V, =| — | . 2.15
<=l 2q, . (2.15)

En esta aproximacion, la funcién de onda vibracional puede ser escrita como una funcién

de las coordenadas normales de vibracién Q, como
env(é):Hvak (Qk)7 (216)
k

donde vak( .) es una funcién de onda para el oscilador arménico simple, definida en

términos de los polinomios de Hermite [18].

Los modos normales de vibracién pueden ser vistos como combinaciones lineales de los
desplazamientos de todos los 4&tomos de manera tal que mientras la molécula ejecuta la
vibracién normal, las magnitudes relativas y las direcciones de estos desplazamientos

permancen fijas, pero sus magnitudes absolutas varian periddicamente de acuerdo con la
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frecuencia del modo. Correspondiente a cada modo normal k —ésimo, se define una

coordenada normal Q, .

Podemos ver que, seglin las ecuaciones (2.12)-(2.15), el Hamiltoniano molecular

depende explicitamente de las coordenadas normales Q,. Ademas, la funcién de onda

molecular involucra polinomios de Hermite definidos sobre las coordenadas normales. Es
por esto que para representar cuantitativamente los fendmenos de acoplamiento electronico —
vibracional necesitamos resolver la ecuacién matricial de movimiento vibracional clasico
GFL =LA, (2.17)
que permite conocer las frecuencias de vibracion de cada uno de los modos normales por
medio de la matriz de valores propios A . La matriz de vectores propios L, proporciona los
coeficientes que relacionan las coordenadas cartesianas de desplazamiento nuclear con las
coordenadas normales de vibracién [19, 20].
Una vez que se conocen las frecuencias de los modos normales de vibracién, se
construyen las funciones de onda vibracionales dadas por la expresion (2.16) y se analizan

las transiciones electronicas en términos de la contribucion vibracional al momento de la
transicion que imparte la funcién HHV(Q).

En la aproximacion que estamos considerando, los estados electrénicos y vibracionales
no son completamente separables. Si consideramos sélo los términos hasta primer orden en
la energia potencial dada por la ecuacion (2.14), el Hamiltoniano electrénico molecular para

un complejo octaédrico es

A A s v
H=H, +VO+Z Q.. (2.18)

i 9Q«
donde V, =V, . +Hg +V . Luego el término que acopla los estados electronicos y

vibracionales esta dado por ZVka , segun la notacion (2.15).
k
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CAPITULO IIl. TEORIA FORMAL DE LA ESPECTROSCOPIA DE DOS
FOTONES

El desarrollo de fuentes del tipo laser de alta potencia ha permitido a la comunidad
cientifica acceder a la observacion de procesos multifotéonicos. La primera observacion

experimental de una absorcion de dos fotones (TPA: “two photon absorption”) fue reportada
por Garret [21] en el sistema Eu™ : CaF,. Posteriormente Axe Jr. [22] realizd un
desarrollo tensorial con el objetivo de calcular los elementos de matriz no diagonales, en el
caso de configuraciones del tipo | N para iones lantanidos trivalentes positivos. El enfoque

empleado por Axe Jr. es perfectamente aplicable a la teoria de experimentos de dos fotones y
de dispersion Raman electronico. En un articulo posterior, Bader y Gold [23] desarrollaron
un formalismo para avanzar en la compresion de la dependencia de la polarizacion de los
fenémenos de absorcion de dos fotones en materia condensada. Los resultados de estos
autores son perfectamente aplicables al estudio de transiciones en defectos puntuales, como
también transiciones de excitacion banda a banda en el centro de la zona de Brillouin. En los
dos casos comentados anteriormente, se han considerado solo correcciones de orden dos a
las velocidades de decaimiento en procesos del tipo TPA. También resulta relevante
mencionar los trabajos de Judd y Pooler [24], quienes introdujeron contribuciones de
segundo orden con la inclusion de términos de interaccion espin-orbita. Siguiendo este
camino, Downer y Bivas [25], introdujeron correcciones de orden tres en un mecanismo de
campo cristalino estatico involucrando estados electronicos intermedios y la contribucion de
orden cuatro, la cual es el producto de interacciones espin-orbita y de campo cristalino. Las
contribuciones dindmicas de polarizacion de ligandos han sido consideradas en detalle por
Richardson y Reid [26], los cuales demostraron que cuando se incorporan términos de orden
tres, el mecanismo de polarizacion de ligandos produce contribuciones comparables a la de
campo cristalino con referencia a estos procesos de absorcion de dos fotones.

Considerando la riqueza de la informacion experimental y los resultados pioneros en

esta area de McClure y colaboradores [6, 27], hemos decidido realizar una aplicacion general

con referencia a la transicion 4Azg —>4T2g en experimentos de un color en un sistema del
tipo MnF;~, alojado como impureza en un cristal de estructura Cs,MF, : Mn*". En este

. . . 4 4 . e, .
tipo de sistemas se escogen los iones Mn*" y M ™", de forma que sus radios i6nicos sean

similares de modo que no se rompa la simetria traslacional.
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Antes de discutir el experimento realizado por McClure, desarrollaremos con cierto
detalle las ecuaciones que estan involucradas en la descripcion de los procesos de absorcion
de dos fotones. En el Apéndice X se resumen los resultados del método de perturbaciones
dependiente del tiempo, que permiten definir las probabilidades de transicion hasta términos
de segundo orden. Sin embargo, para aplicar estos resultados en los problemas
espectroscopicos, es necesario tener una descripcion adecuada del campo de radiacion y
realizar las aproximaciones necesarias para representar la interaccion entre una molécula y el
campo de radiacion. Es por esto que en el Apéndice XI se resume el desarrollo que permite

definir un Hamiltoniano de interaccion.

PROBABILIDAD DE TRANSICION EN PROCESOS DE UNO Y DOS FOTONES

Una vez que se tiene una expresion util para el potencial de interaccion radiacion-materia
dependiente del tiempo (Ver Apéndice XI), podemos utilizar las expresiones de
probabilidades de transicion en primer y segundo orden derivadas del método de
perturbaciones dependiente del tiempo para calcular la probabilidad de transicion en

procesos de uno y dos fotones.

Primero consideremos un proceso de absorcion de un foton. Los estados inicial ||> y
final | F> estan dados por
) =le.mna) |[F)=|e.(n -1 3.1)

El lector podra advertir que los estados corresponden a productos directos entre estados

moleculares y estados del campo de radiaciéon. En este caso consideramos una transicion

desde el estado electronico |ei> al estado |gf > , con la absorcion de un foton desde el haz

de luz monocromatica de frecuencia @ .

Usando la ecuacion (Apéndice X),
2
Wk(l:m = (%)Nmkr 5(Em - Ek) (32)

para los estados definidos por (3.1), obtenemos que’

2 2
WI(BF = %IVFI |25(EF - EI ): h_flvFl |25(a)ﬁ _a)l) (3.3)

? Note que & (ax) =0 (X)/ |a| , donde & (X) es la funcion delta de Dirac
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Luego usamos las propiedades de los operadores de creacion y aniquilacion del potencial

( 27 ](ak +4;), (3.4)

3
oL

de interaccion

V= ‘Z(ék ’ 5)E

K m

. 2 .
para obtener el elemento de matriz |\/FI | . Siendo wy = ({;‘f — & )/ 7, tenemos que

WI(L)F :(:[Uh] | Pf|| 560ﬂ CO,) 3.9

. ., = imog; /-
Considerando la expresion para el momento total de los electrones: Py = [ %j o

y que @y = ®,, podemos expresar W( )F en términos del momento dipolar eléctrico de la

molécula como

W, :(w) /Uf.| 5((% 50|) (3.6)
L7
Para explicar las intensidades experimentales, se debe sumar sobre todos los posibles
estados finales, y sobre los estados iniciales ponderados por su distribucion de poblacion
inicial.
Denotamos por W ) la probabilidad total de absorcién de la molécula, que esta dada por

la expresion
W (4”(:;” - JZZ | ﬁﬁ|25(a)ﬁ - o ) G.7)
i f

donde P es la distribucion de poblacion inicial del estado i —€simo,y zg; = <8f | ,[t|8

1
Podemos notar que en procesos de absorcion de un foton, la probabilidad de absorcion es
directamente proporcional tanto a la frecuencia @, como a la intensidad |, = I’l,C/ L,

definida como el ntimero de fotones que atraviesa una superficie unitaria por unidad de
tiempo

Ahora dejaremos de lado el tratamiento de los procesos de emision de fotones para
enfocarnos en los procesos de absorcion de dos fotones.

Comenzaremos derivando una expresion para la probabilidad de absorcion de dos fotones

distintos y luego exploraremos las reglas de seleccion asociadas a estas transiciones.
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La Figura 4 muestra esquematicamente como dos fotones con energias 7w, y hw, son
absorbidos simultaneamente por un sistema material, alcanzando la condicion de resonancia
& —& =ho +ho,.

Dado que no hay niveles energéticos entre los estados terminales &; y &, se definen

estados intermedios virtuales | M > y | M '> . En el caso que exista un estado intermedio real

entre los estados finales, puede haber resonancia para uno de los fotones y la diferencia de
energia entre el estado inicial y el intermedio real. En el caso de haber resonancia, la

probabilidad de transicion entre los estados terminales se vera aumentada considerablemente.

Fy Ef Fy E'f

@y @

""""" Tt L
--------- iR

) -

2
£ 5

(& (k)

FIGURA 1. Posibilidades de absorcion de dos fotones con frecuencia @, y @, . En azul se

muestran los dos posibles estados virtuales intermedios: (a)| M > , (b) ‘ M ’> .

Consideremos la expresion para la probabilidad de segundo orden W,(i),: ,

2
we, = 2% S5(E: -E,), (338

2 . Z VFMVMI

m EM_EI

para los estados inicial y final dados por
| I> = |8i,n]ha)],n2hw2> y |F> = |gf ,(n1 —l)ha)l,(n2 —l)ha)2>.(3.9)

Para derivar la probabilidad de absorcion de dos fotones, tenemos que considerar los

estados intermedios
|M > = |£m9(n1 _l)hw1an2hw2>’| M '> = |€m’n1hwl’(n2 —l)ha)2> (3.10)

Luego usamos (3.4) para evaluar los elementos de matriz en la expresion (3.8). Se suma

sobre los dos estados intermedios posibles y se obtiene que
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.(3.11)

» Z(AZ 'Isfm él 'ﬁmi)+(él 'IsmeéZ 'lsmi)

2
5(a)fi -, _a’z)
i~ Wi — W,

2 . . . .

Podemos notar que W,( JF es proporcional a la intensidad cada haz de frecuencias @, y
, . Ademés, el denominador de cada término de la sumatoria nos indica que la probabilidad
se vera incrementada si se cumple la condicién de resonancia @,; = @;, con j=12. Estas

caracteristicas son utiles cuando se analizan espectros de absorcion de dos fotones de atomos
o moléculas.
En experimentos de un color, los dos fotones son indistinguibles. Por lo tanto el término

de interaccion radiacidn-materia se reduce a un solo término de la forma

e <y & Pule P

m @i — @

(3.12)

TEORIA DE ABSORCION DE DOS FOTONES EN IONES COMPLEJOS

En una primera aproximacion, GoOppert-Mayer [1] y posteriormente Axe Jr.
[22]desarrollaron una teoria de dos fotones que solo incluye términos de segundo orden de
perturbacion, como lo hemos desarrollado en la seccion anterior. A continuacion
discutiremos con algo de detalle esta aproximacion y posteriormente mencionaremos las
formas de expandir este tratamiento, haciendo referencia al experimento de McClure en el
complejo hexafluoruro de manganeso (IV).

Consideremos dos haces de luz de alta intensidad que inciden sobre una muestra

cristalina. Uno de los haces estd compuesto por fotones con energia /i@, y direccion de
polarizacion €. El otro se compone de fotones con energia /1@, y direccion de polarizacion
€, . Ambos haces de luz tienen direcciones de propagacion distintas con respecto un sistema

de referencia definido en el cristal.
En muchas situaciones de interés espectroscopico, el solido adquiere propiedades
luminiscentes debido a la presencia de impurezas en la estructura cristalina. Las impurezas

son generalmente iones de metales de transicion, lantanidos o actinicos. Un ejemplo de este

tipo es el cristal Cs,MF, : Mn*", donde M =Si, Ge. En este tipo de cristales, el ion

Mn** ocupa aleatoriamente el sitio del ion M ** dada la semejanza de sus radios iénicos. El
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complejo l\/lnF62_ es el centro de la actividad luminiscente, debido a que la interaccion del

campo de radiacion con este complejo tiene una mayor probabilidad de originar transiciones

electronicas.

Sean 6 =(I,,m,,n,) y &, =(1,,m,,n,), definidos con respecto al sistema de referencia

molecular centrado en el ion Mn** . El coeficiente de absorcion de dos fotones dado por la

ecuacion (3.11) es proporcional a

|MTPA|2 _ z<5f|é1 iy ‘8m><8m|é2 <y |gi> . <gf|é2 [y ‘gm><gm|é1 i, |€i>|2

(3.13)
m E,-E —ho, E, -E, —ho, ‘
donde /i, es el momento dipolar eléctrico del metal central.
Introducimos la cantidad
EnNE
A(%)=Z—| )% (3.14)

—E,-E -hao,’

luego
Miea = (&, [(@ - B )A(@, X&, - 2y )| 1) + (&4 ](8, - i JA (@ N&, - 2y )] &) - 3.15)
Abhora definimos las cantidades
A, =Aw)+Al@)y A =Ao,)-Ae), (3.16)
lo que implica que

A@,)=1[A, +A ]y Alw)=1[A, -A_]. (3.17)

Usando la expresion (3.16) junto con el hecho que [é, ﬁ]zO podemos reescribir (3.15)

como
T U
MTPA:§<€f € Hiy Nty €, +€, -ty Ay €, 5i>
| _(3.13)
+5<£f & - A _fiy €, —€, - iy A_fy, 'é1|5i>

Cada término en (3.18) puede expresarse en términos de las componentes del producto

H-A.-u. Las nueve componentes de este producto escalar pueden escribirse en forma

matricial. De esta manera escribimos, por ejemplo, el producto €, -, A, f,, -€, como

;ZZXA+IZIX /leAHBy ;ZZXAH[[Z |2
él '/uMA+/uM 'e2 :(Il ml n1 /ayA+/'7x IayA+/ay /[lyA-H[IZ m2

IZZZA+IL7X :ZIZAJr/uy ﬁzAMuz r]2
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Para simplificar las expresiones definimos las cantidades
oy = A L, y ﬂij = A _p;, con Li=xy,z . (3.19)

Luego reescribimos M, dado por (3.18) como

1 N A A BA A B oa
MTPA=E<5f € a6 +6 -a-€+€ - -p-6, -6, -5-¢ 5i>
1 axx axy axz |2 ﬁxx ﬁxy ﬂxz Il
=E<8f ‘(Il m.n ayx ayy ayz m, +"'_(|2 m, n, ﬂyx ﬂyy ﬁyz m, ‘€i>
azx azy azz n2 ﬂzx ﬂzy ﬂzz nl

Por definicién de triple producto matricial tenemos que

[él ‘a6, ]ij = ai(jl) = ;eilkakleﬁ
[éz ‘a-€ ]ij = ai(jZ) = ;eizkaklellj
I:Al ':B'éz ]’j = bﬁ” = ;eilkﬁkleﬁ
[Az ‘B'é1 ]‘j = bi(jz) = ;eiiﬂklellj

(3.20)

Los tinicos elementos no-nulos del producto triple son &\, a7, b’ y b, puesto que el

resultado para cada factor es un escalar. De esta forma M., queda
Mg =4 +af? 450 -6
=1 (e, (L, + 1,1, e +(m, +1,m, N, + e, )+ (10, +1,0 Yery, + )
+(mym, +m,m, Jer,, +(mn, erznl)(ozyZ +azy) .(3.21)
+(n1n2 +nn )azz +(|1m2 —I,m, )(ﬂxy _ﬂyx)
+(Ilnz _Iznl)(ﬁxz _/Bzx)+(m1n2 —-m,n, /Byz _ﬁzy}gi>
Para llegar a la forma definitiva del momento de transicion de dos fotones Mqp,,

definimos las cantidades

A Z%Eaij Ta ))

Bx :% ﬂyz _ﬂzy

By :%(ﬂzx _ﬁxz ’ (322)
Bz :%(ﬂxy_ﬂyx)

con I, j =X,Y,Z. Luego, la ecuacion (3.21) queda
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Mips = <5f ‘Illexx +(Ilmz +|2m1)A<y +(|1n2 +1,n, )A(z +m1m2A/y +(mlnz +m,n, )A\/z

.(3.23)
+nn,A, +(|1mz _I2ml)Bz _(Ian _I2nl)By +(mlnz _mznl)Bx“c"i>
Asi obtenemos una forma compacta para M, dada por
Mies = (& |6, T -6,]&). (3.24)

donde €, y €, son vectores fila y columna, respectivamente, y el operador tensorial T se
escribe como la suma de una parte simétrica y una antisimétrica
Axx Axy + Bz A(z - By A<>< A<y A(z 0 Bz - By
T=|A,-B, A, A, +B, 1=l Ay Ay A.|+|-B, 0 B, | (3.25)
A<z + By Ayz - Bx Azz A(z Ayz Azz By - Bx 0

Ahora usamos las definiciones (3.14), (3.19) y (3.22), para escribir el tensor T en

términos de las componentes del momento dipolar del metal, obteniendose

m m m

Hlalaln slafaln] Jualals alalals| < ulalals 4a)lalu
P T B Tl
ulalaln wlalaly) <ulalaly ulalaln] Julalaln dalaly
P Teen e Tl
Halaln malaln] <[dalals slalan] <y alaly  yalsls
Z{En—ﬁ—h@ ' Em—E—hﬁl} Z{Em—a—ha; | Em—ﬁ—haz} Z{Em—ﬁ—h@ ' Em—E—hﬂf}

—1>
Il

m m m

m m m

Designaremos como T con i, j=1,2,3, a cada uno de las componentes de la matriz de

A

T . Para encontrar el valor de M, y en definitiva la probabilidad de absorcion de dos
fotones por un sistema molecular, serd necesario evaluar todos los elementos de matriz

<8f |Tij |8i> que sean distintos de cero. Para hacer esto se utilizard un formalismo simetrizado

en el cual las funciones propias moleculares, €l operador electronico T y los operadores del
campo de radiacion €, y €, son expresados como bases de las representaciones irreductibles

del grupo puntual de la molécula donde se produce la transicion electronica.

Etiquetamos los estados |8f> y |8i> como |F1 7/1> y |F2 }/2> , respectivamente. Seglin esta
notacion, I es la representacion irreductible del grupo puntual molecular para la cual la

funcién propia |Fi Vi > es base, y 7, es la componente de ese conjunto base.
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Es conveniente hacer dos aproximaciones: (1) Los estados intermedios |5m> cumplen con

la condicion de clausura Zm|gm ><8m | =1. (2) Las diferencias de energias E  —E, 7w,

m

son constantes para cada valor de M y equivalen a una diferencia de energia efectiva AE .
Asi podemos expresar, por ejemplo, el elemento de matriz T,, como

T12 = AE - (/ux,uy + ;uy/ux)' (326)

Analogamente al acoplamiento de dos momentos angulares por medio de los coeficientes

de Clebsh-Gordan (Ver Apéndice I), podemos acoplar los tensores de rango uno

correspondientes a las componentes del momento dipolar eléctrico.

T; T . , .
Sea u,' un tensor de rango uno y Oy un tensor de momento dipolar eléctrico en la
1

representacion acoplada definido por

O = (Lrloy [Ty w1y (3.27)

Nnr:

donde Iy, I', son las representaciones irreductibles segun las cuales se transforman los
operadores de momento dipolar eléctrico, y; y ¥, son sus respectivas componentes, I' es
una representacion que aparezca en el producto directo Iy xI,, » es su respectiva
componente y <F1 AN |F7/> es el coeficiente de acoplamiento.

Dado que la molécula MnFézf pertenece al grupo puntual O, , y al hecho que un tensor
de rango uno en coordenadas cartesianas se transforma como las coordenadas X y z, vemos
que los operadores f,, 4, y u, se transforman como la representacion irreductible T, (Ver

Apéndice VIII). El producto directo T, xT, se descompone en A + E+T, +T,, por lo tanto

la ecuacion (3.27) queda

0] =AM (-7 YV

nr2

T, T r
O T om
Vi Va2 7

donde I'=A,, E, T,, T, . Para obtener (3.28) hemos usado que
Fl FZ

1 }/2

U rea r
Ty, [Ty) = (=D A% (1) VV( f], (3.29)

con (=1)"" =1.
Reemplazando los valores de los coeficientes V y los factores de fase apropiados [28], se

. . O T
obtienen las expresiones para los operadores electronicos O, que se muestran en la Tabla 8.
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TABLA 1. Operadores Oyr en coordenadas esféricas.

OaA’ = %(/’l+1ﬂ71 ~HoHy T /~L1;u+1)

(10, e+ 2ty + AL

Sl*

/Ll+lltl+1 +/u lu 1)

a

O = (a1 1ty — 18,1

Oy = (u, 1y — pon.,)
O = (ot — 411,

OF =& (aotty + 11,4

Oy = (st — 11,
Of = (ue ey + 1)

En experimentos de dos fotones y dos colores, cada factor del producto gu;

corresponde a un momento dipolar asociado a la interaccion con uno de los dos fotones. Se
considera que los momentos dipolares actiian sobre espacios distintos de modo que un

producto del tipo
D (2) = ;M (2)
no es necesariamente nulo.

Podemos detenernos un momento para sefialar un punto importante respecto a las reglas

de seleccion. Supongamos que en un experimento de doble haz queremos provocar la
e, 4 4 . . .y 1. .y
transicion “A, —"T, . Si la aproximacion de clausura es valida, para que haya transicion
es necesario que la integral electronica (ecuacion 3.24)
4 © |4
(Tao | T 1"
no se anule. La tabla de productos directos en el grupo octaédrico (Apéndice IX) nos dice
que el tensor electronico T debe tener simetria T, . Sin embargo, si los dos fotones son

distinguibles, el resultado de la Tabla 11 nos muestra que el tensor electronico es

idénticamente cero. Esto significa que, segun la teoria de segundo orden, no se observaria la

i 4 4
transicion " A,; T, .
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. r
Para finalizar el desarrollo podemos expresar los operadores O, en coordenadas
cartesianas usando las ecuaciones de transformacion
=i —
|FX>_ﬁ(IF+1> |F—l>)

|Fy>=ﬁ(|111>+|r_l>). (3.30)
) =-iT,)

o r .
En la Tabla 9 se muestran los operadores electronicos Oy en coordenadas cartesianas.

TABLA 2. Operadores OyF en coordenadas cartesianas.

Of =L(ul + 4 +12)

OF =L (uyu, +p,1,)
Op =~ (uu, + 1,11,

OF =—L{up, +p u1,)

S

Para finalizar esta seccion, reescribiremos la ecuacion (3.24) en una forma mas apropiada
para el calculo de M, .
Usando la representacion acoplada de los momentos dipolares eléctricos, dada por el

operador OyF , podemos escribir la ecuacion (3.24) como

M e < |Z }/)O |g
(3.30)
_ Z<R(gf ). 7 RN e O] &)

donde |R> representa estados propios del campo de radiacion, que son acoplados por los

operadores de campo eléctrico €, que aqui se expresan en una forma adaptada por simetria

é(F, }/).
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Para una transicion particular |T1 7/1>—>|F2]/2> en experimentos de un haz de luz

monocromatico, la ecuacion (3.30) queda

Men = Y (RO, RN, [OF | Ty, )

Ly
:rz(_l)r;w\/@ 2 ;)<Fl||of||1”2><R(l)
e

En la segunda igualdad hemos usado el Teorema de Wigner-Eckart simetrizado. Este separa

. (33D
&(T,7)R(2))

el elemento de matriz de un tensor cualquiera en el producto de una componente geométrica,
dada por el simbolo V, y de una componente dindmica que depende sélo de las

representaciones irreductibles de los estados terminales, dada por el elemento de matriz

reducido <F1 "OyF ||F2> , independiente de las componentes de cada representacion.

En el Apéndice XII se desarrolla con mayor detalle la teoria de segundo orden para un
experimento de dos fotones indistinguibles. Estos experimentos mono-haz son los que
presentan menor dificultad experimental y por eso es recomendable estudiarlos con mas

detencion.

APLICACIONES PARA LA TRANSICION ‘A,  —T,  EN EL COMPLEJO MnF;".

Es espectro electronico de iones metalicos de transicion en ambientes simétricos son
complejos debido a los numerosos falsos origenes causados por acoplamiento vibronico. Las
transiciones d — d estdn prohibidas para procesos de un foton porque son par— par. Sin
embargo, las transiciones de dos fotones estan permitidas y los falsos origenes causados por
modos de vibracion impar no estan presentes en el espectro. En este sentido, los espectros de
uno y dos fotones son complementarios en el mismo sentido que los son la espectroscopia

infrarroja con la espectroscopia Raman.

Analicemos el espectro de dos fotones del compuesto Cs,GeF; : Mn*", comparandolo

con el espectro de un fotén [27]. En este sistema, el ion manganeso IV (d 3) ocupa los sitios

del ion germanio (IV) (d'*) y es coordinado octaédricamente por los iones fluoruro, como
se muestra en la Figura 5. El espectro visible y ultravioleta cercano del ion Mn(IV) consiste

por completo de transiciones d — d . Una forma simple de intentar la comprension de estos
. . . . . . 2— ,
sistemas consiste considerar que las vibraciones internas del grupo MnF,” estén

desacopladas de las vibraciones de la red. Sin embargo, un estudio detallado de los espectros

de uno y dos fotones demuestra que esta aproximacion no es completamente valida.
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A

G5 .F ) Mn

FIGURA 2. Diagrama de la red ctbica Cs,GeF, : Mn**. (Radio Mn*'=0.67 A%

El diagrama de niveles de energias para el ion MnFGZ‘ en el cristal, se muestra en la

Figura 6. Para interpretar el espectro se realiza un célculo completo de campo cristalino con
contribucion espin-orbita [27]. Los parametros utilizados en el calculo fueron: A =21.850

em’, B=500cm”, C=4.042cm™ y E=80 cm™.

025 0 4
[} TEQ
16742 __| T
16037 — T ¢
g
1
Fotonies [F.
S

FIGURA 3. Diagrama de energia del ion MnF:’ en el cristal.
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El espectro de dos fotones es de hecho un espectro de excitacion que se obtiene al
registrar la fluorescencia del ion Manz_ [27], que se distribuye sobre el rango de energias
entre los 16.037 cm™ a los 16.900 cm™. El maximo de intensidad est4 entre los 16.260 y los
16.380 cm™. Los fotones que interactian con el sistema, que tienen la mitad de la energia de
excitacion, estan entre los 8.000 y los 15.000 cm™. Por lo tanto, se necesita una fuente
intensa de fotones en el infrarrojo cercano para observar una transicion en el ultravioleta. Los

espectros fueron tomados a una temperatura del cristal de 10 K.

. . 1 .., 4 4 .
En la Figura 7 se muestran los primeros 800 cm™ de la transicion Azg - ng . El origen

de la transicion se encuentra alrededor de los 20.625 cm™, y estd seguida por una serie

bandas correspondientes a modos de vibracion par.

{7}2' |;r| " 228 246 275 290 T
a) 2-photon
2 P 129 mn eg Qg E
spin-orbit 487 525
i multiplet In iy
- 010 54 64 lattice i}
890 180

1
T T T J

- 1
+

1

| (20625.8¢cm ') él

Emission Intensity {arb. units)
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i i 1 i
-200 Q 200 400 8600 800
Energy (cm)

FIGURA 4. Los primeros 800 cm™ del espectro de Cs,GeF, : Mn*" mostrando el multiplete en el

origen, el multiplete vibracional T, 9> la vibracion € gy la vibracion a, g

Inmediatamente después del cuarteto en el origen de la transicion se aprecian dos bandas

pequefias que son asignadas a vibraciones de red. Posteriormente se evidencia un intenso

multiplete que aparece en la zona esperada para una vibracion t,,. La estructura de
multiplete se deberia a la interaccion vibronica entre el multiplete 4T2g con el modo t,,.

Finalmente a los 487 y 525 cm™ se observan las vibraciones €, ¥ 8,4, respectivamente.

19 »
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Al comparar con el espectro de un foton, vemos una relativa simplificacion en el espectro
de dos fotones. El espectro de un foton es complicado por las vibraciones impares del
complejo octaédrico, que se acoplan con las vibraciones impares del contra-ion Cs™'.

Se puede demostrar [20] que la descomposicion de los modos normales de vibracion del

complejo octaédrico se reduce a las representaciones irreductibles
Lip =a,(v) +e,(vy) +1, (V) +1,(v) +1,, (vs) +1,(vy).
En el espectro de un foton se observan las bandas asociadas con los modos impares de

vibracion, y en el espectro de dos fotones las vibraciones pares. La mutua exclusion de los

modos pares e impares puede verse claramente en la transicion al primer estado excitado

(4A2g —)zEg ), que se muestra en la Figura 8.
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FIGURA 5. Comparacion entre el espectro de 2-F. y de 1-F. para la transicion 4A2 o —>2Eg en el

sistema Cs,GeF, : Mn**
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REGLAS DE SELECCION

, e . ., 4 4
Serd de gran utilidad comparar los mecanismos para la transicion A29—> ng en

espectroscopia de uno y dos fotones. En las transiciones de un fotéon tenemos que las
vibraciones t,, y t,, actian como promotores de una transicion electronica prohibida entre
estados de la misma paridad. Si en el Hamiltoniano se considera, ademdas del término de
interaccion radiacion-materia, una perturbacion debida al término de acoplamiento
vibroénico, la teoria de perturbacion de segundo orden predice que los elementos de matriz

relevantes tienen la forma

oH,

GQtlu |T29 >Qllu ’

(Asg |ii|m)(m]

donde M puede ser un estado intermediario T,, y Q, representa la coordenada normal

asociada al modo normal de simetria t,, .

Hay nueve componentes del producto de los operadores, que pueden ser escritos como

XVy , YV,, etc., de manera analoga al producto desarrollado anteriormente para el operador

A

T . Representamos por X a una componente del vector momento dipolar eléctrico y por Vy

a la componente del operador vibronico (¢H, /5Qy)Qy' En la aproximacion de clausura los
. .., 4 4

estados |m><m| se omiten. De manera que para que la transicion “A, —"T, ~ocurra, el

operador de transicion debe tener simetria A, x T, =T, . El operador vibrénico adaptado

por simetria que se transforma como T, tiene tres componentes del tipo

Ty =XV, —yV

y x>
Estas componentes tensoriales evidentemente pueden ser distintas de cero, lo que permite la
transicion sefialada.

En espectros de dos fotones, la teoria de segundo orden predice que la probabilidad de

transicion es proporcional a integrales del tipo
<A2g |ﬂ1|m><m|ﬂ2|ng > .
Seglin se discutié anteriormente, en experimentos mono-haz (dos fotones indistinguibles)

no existe una componente de simetria T, . Por lo tanto, en segundo orden, la transicion

1g *
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estaria formalmente prohibida. No obstante, la transicion 4A29 —>4ng si estaria permitida

cuando se utilizan dos haces que estan polarizados a lo largo de los diferentes ejes del cristal.

Sin embargo, la Figura 7 muestra una transicion de dos fotones directa en un experimento
mono-haz. De hecho se observan cuatro componentes de multiplete, cuyo origen se puede
explicar por procesos de acoplamiento espin-orbita.

Si consideramos que los estados terminales se desdoblan por efectos del acoplamiento

espin-orbita (ver Capitulo II), tenemos que la transicion 4A29 —>4T2g se convierte en
U'— E',E",U",U’. Dichas transiciones estdn formalmente permitidas por los operadores

Lo Tr : r
electronicos O, de simetrias Ay,

E,. T,y los cuales se muestran en Tabla 13 del capitulo

II.
La estructura vibracional del espectro de dos fotones muestra como la transicion

prohibida se vuelve permitida: el modo vibracional t,; es muy fuerte comparado con el
cuarteto de origen, por lo que claramente es el mayor origen espectral. El modo t,; provee
la simetria necesaria en las integrales de tercer orden de perturbacion

B} oH,
(Ao mifm|

[n)(n|2,|Tsg ).

t]U
En el primer elemento de matriz M =T, es un estado intermediario virtual. Si hacemos los

productos directos para cada uno de los tres elementos de matriz, veremos que el producto

delas tres integrales es distinto de cero siempre que | tenga una de las simetrias del
producto directo T,, xT,, = A, +E, +T,, +T,,.

Si construimos el triple producto tensorial de los operadores de momento dipolar de

simetria T, con el operador de acoplamiento vibronico

oH,
Vi :(5Qi jQ.

Aqui V; pertenece a la misma componente de T, que la coordenada Q,, donde Q,

es la
componente i—e€sima del modo vibracional t,; y (6H,/0Q;) es el término de

acoplamiento electronico-vibracional. En la aproximacion de clausura, podemos ver que

tanto las componentes Eg como ng del operador electronico acoplado OyF se pueden
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acoplar con el operador V; para formar un operador compuesto Tlg’ y permitir una

transicion.

Este andlisis muestra como los operadores de transicion acoplados permiten explicar la

presencia de la banda lateral vibronica asociada al modo t,,, pero no explica su intensidad

relativa al cuarteto del origen. Experimentalmente la contribucion vibronica a la intensidad

es hasta 10 veces mayor que la contribucion espin-orbita. Ademas se ha demostrado que el

. 4 . , 4 . . ., N
estado excitado Tlg interactiia con el estado ng por medio de la interaccion espin-Orbita y

la perturbacion vibronica, ya que proviene de la misma configuracion (t*e) que el estado
4Tzg . Esto genera una mezcla de las funciones de onda, que podria explicar las intensidades

relativas de las bandas.
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I. MOMENTO ANGULAR

APENDICE |
MOMENTO ANGULAR

El objetivo de este Apéndice es recordar al lector los elementos basicos de la teoria del
momento angular, que son utilizados a lo largo de este trabajo. Existe una gran cantidad de obras
dedicadas a discutir la utilidad de los operadores de momento angular en mecénica cuantica’, por

lo que en este Apéndice los resultados se entregan sin demostracion.
OPERADORES DE MOMENTO ANGULAR
Denotemos como ] a un operador de momento angular general. Un vector j cumple
ixi=ij, (1.1)
lo que significa que
LieJy =i, iy J. J=i,. [i.. =iy (12)

El cuadrado del momento angular esté definido por

PEii=iirig il (13)
y cumple con las reglas de conmutacion
% i =130, 1= 17 0. ]=0. (1.4)

Los estados sobre los cuales actlan los operadores de momento angular, se construyen

haciendo uso del hecho que 12 y J, conmutan. Debido a que conmutan, se pueden hacer

mediciones simultaneas de estos observables. Por lo tanto, describimos un estado cuantico |1//>

en términos de los valores propios de TZ y J,. Denotamos un ket de este tipo como |jm>,

“ Zare, Richard N. Angular Momentum, Wiley, (1988).
Pauling, L, Wilson E.B. Introduction to Quantum Mechanics. McGraw-Hill, (1935).
Varshalovich D. A., Moskalev, A. N., Kheronskii, V. K. Quantum Theory of Angular Momentum.
World Scientific Publishing Co., 1988.
R. Acevedo, Elementos Introductorios en Espectroscopia Atomica y Molecular, U. Diego Portales,
2000
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I. MOMENTO ANGULAR

donde j es un nimero cuantico asociado al valor propio de TZ y m esta asociado al valor
propio de j,. Un ket | jm> satisface las ecuaciones propias

iP[im)=j(i+1)jm),  j,[im)=m|jm), (15)
donde m=—j.— j+1...+ j.

Se introducen ademas los operadores no-hermiticos j, y j_, conocidos como operadores

escalera, definidos por
j+:jx+ijy’ j—:jx_ijy' (|6)
La acciodn de los operadores escalera sobre un estado | jm> esta dada por
i) imy=[(GFm)j £ m+1)[| j(m+1)). (17)
Usando la definicién de operadores escalera, escribimos el operador 172 como

d - 1 - - - -
JZ=JE+E(J+J_+J_J+), (1.8)

0 equivalentemente

T2

=it (1.9)
FUNCIONES PROPIAS DE MOMENTO ANGULAR
Las componentes del momento angular orbital I,, |, y |, estan descritas por las ecuaciones

X!y

[, =i| sin ¢i+C0t9COS¢i
00 o¢p

. 0 . 0
—il — = il 1.10
l, ( cos¢ae+cot03|n¢a¢j (1.10)
|-
o¢

Estas expresiones permiten escribir las ecuaciones de valor propio (1.5) en términos de las

ecuaciones diferenciales
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I. MOMENTO ANGULAR

f2|lm>:l(l+l)|lm>:—{_12 o, L a( a—ﬂ||m> 1(1 +1)Im) (1.11)

sin?6 0¢° sm 006
IZ|Im>:m|Im>:>—i(%“m):m“m) (1.12)

validas para | =0,£1,%2,...
Asociamos los ket |Im> con las funciones continuas llamadas Armonicas Esféricas, que son

solucion de (1.9) y (1.10). Las funciones Armonicas Esféricas estan definidas como

Im)=Y,,(6,¢)= (—1)”[2I 11~ )'} " (cos O™ . (1.13)

4 (I+m)|

Las funciones asociados de Legendre P,m(cos 0) estan definidas por

I+m
1 . d ) |
R"(cosf)=——sin" g ————| (cos“o-1). 1.14
" (cos0) 2'l [d(cose)} ( ) (149
Las funciones Y, (6, ¢) satisfacen la relacién de ortonormalidad

(Im|I'm") jd¢jv,m (6,8),,,(0,6)sin6OdO = 5,5, (1.15)

Ademas satisfacen la relacion de conjugacion

Yin(0.6)= (1Y, .(6.9). (1.16)

Para valores semi-enteros del nimero cuéntico j, no es posible definir asociar una funcién

continua al ket | jm). Podemos construir el ket | jm) a partir de las funciones propias para

o-(y) v -l o

j =%, denotadas por

@) =3

gue satisfacen

)
i_la)=|8) j,|/5’>=0 (1.18)
)
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I. MOMENTO ANGULAR

Se puede demostrar que un estado | jm> con j=+%,+3 +£2 ..., construido a partir de

los estados |&) y |B) esta dado por

)" 8)"™"
[(+mp(j—m)J:

ELEMENTOS DE MATRIZ DE OPERADORES

(1.19)

[im) =

Para un operador de momento angular general j sea el nimero cuantico j entero o

semi-entero, los elementos de matriz de los operadores son

(] )= 105+ 26 Sy

(im|j,[im) =m'8 ;6

(imli im) = [(GFm)j£m+2)]* 66, s (1-20)
(imljim’) =3[+ J+m+1)]}“5,,a‘mm+ﬂ
(im|j [ 3m) =3[ Fm) £ m+ 1) 556,

ADICION DE MOMENTO ANGULAR
Sean j,, J, los momentos angulares de los estados cuanticos 1y 2 respectivamente.
Se define el momento angular del estado compuesto por 1y 2 como J, con
=]+ 1, (1.21)
El espacio vectorial generado por el producto tensorial
i imm,) =] iimy)] i.m,)., (1.22)
tiene dimension (2j, +1)2j, +1). Cada uno de los vectores base |jm,)|j,m,) se
transforma por medio de un operador unitario en un vector
(33 )IM). (1-23)
Los vectores |(j,j,)IM) son funciones propias de los operadores {Tf, ]j,jZ,JZ} y los

vectores | jm,)| j,m,) son funciones propias de los operadores {Tf,Lz, i, » jzz}. Sin
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embargo, ambos conjuntos generan el mismo subespacio vectorial, por lo que son dos
representaciones del mismo espacio. Los nimeros cuénticos {J,M} describen la
representacion acoplada, y los nGmeros cuénticos {j,j,m,m,} la representacion

desacoplada.

La transformacion unitaria que relaciona ambas representaciones es

[IM) = 3" (J Jomm, [ IM)] jym, )| J,m, ), (1.24)

mg,m;
donde los elementos de la matriz unitaria <j1j2m1m2|JM> son los llamados Coeficientes
de Clebsh-Gordan.

Los coeficientes de Clebsh-Gordan estan relacionados con los coeficientes 3j
definidos como

R PR I T O ) L IM 1.25
m, m, —M _W<Jljzmlm2| > (1.25)

Tanto los coeficientes de Clebsh-Gordan como los coeficientes 3j son definidos como
nameros reales.
Los coeficientes 3j satisfacen las siguientes propiedades de simetria:
1. Sonnulosamenosque m, +m, =M.
2. Son nulos a menos que |j1 — j2| <J < j, + J, (Desigualdad triangular).
3. Una permutacion par de las columnas deja el signo invariante.

1+ +d

4. Deben multiplicarse por (— l)j ante una permutacion impar.

5. Deben multiplicarse por (—1)"1“'2+J cuando se cambian simultaneamente los
signosde m;, m, y M.

Los coeficientes 3j satisfacen las relaciones de ortogonalidad

hod IYh o )1
Z ' _—5JJ’5MM’
Slmom, Mmoo m, M) (2]+1)

Z(ZJ +1{ Jl J2 M ]( Jl J2 M ] = 5m1m1’§mzmyz ' (I'26)

i ’
J,.M ml m2 ml m2
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La relacién que hay entre las funciones Armdnicas Esféricas y los coeficientes 3j es
muy (til en aplicaciones de la teoria de momento angular. Mencionemos por ejemplo la

relacion de composicion para armonicas esféricas

Yim (Q),0, (@)=
'Z' i(_1)M[(2|1+1)(2|2+1)(2|_+1)H|1 , Lj(ll 1, L}(L,M(Q) (1.27)

|_:“1_|2‘ M=—L 47 0 0 0 ml m2 M

Esta relacion es Gtil para calcular integrales sobre tres arménicas esféricas

IYllml (Q)Y|2m2 (Q)Y|3m3 (Q)dQ =

{(2|1+1)(2|2+1)(2|3+1)H|l 1, |3j(|1 " ISJ’ (1.28)

Ar 0 0 O)m m, m

gue es una relaciébn muy util al evaluar elementos de matriz de los operadores
bielectronicas de interaccién coulombica sobre determinantes de Slater.

Se pueden definir transformaciones unitarias para relacionar funciones asociadas con
el acoplamiento de méas de dos momentos angulares, pero dicho tratamiento esta fuera

del alcance de este trabajo.
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APENDICE Il
DETERMINANTES DE SLATER PARA LA CONFIGURACION d*®

M, M, M. M, Y
A =[22] 5 12 | Ag=[22-2 2 12 | Av=p-1-1 0 a2
A, =[221] 5 -1/2 | Ay=[20-1] 1 32 Av=P-1-1 0 -2
A, =[220 4 12 | Ay=[20-T] 1 12 | A=pI-2 0 172
A :‘ZEO‘ 4 -1/2 Agy :‘26_1‘ 1 1/2 A, :‘11—5‘ 0 -1/2
A =[211] 4 12 | Au=[20-1 1 12 | Ay=ho-1 0 3P
A, =[211] 4 -1/2 Ay =[20-1 1 -1/2 Ag, =[10-1| 0o 12
A, =[210] 3 3R A, =[20-1] 1 12 A =101 0 12
A, =[210] 3 12 | A, =[e0-1] 1 -2 A =[T0-1 0 12
A =[210) 3 12 Ay, =[20-1] 1 -3/2 A, =[10-1 0 -1/2
Ao =[210) 3 12 | A,=]o0 112 Ay =[10-T 0 -1
A, =210 3 -12 | A, =[100 1 12 Ay =[10-1] 0 -1/2
A, =[210) 3 12 | Ay-hi-1 11 A.=[10-1 0 -3
A =[210] 3 12 | A, =hi-] 1 12 | Ag=f201 1 32
A, =[210] 3 -3 A, =[21-2) 1 32 A, =|-201] 112
As =[22-1 3 12 Ay, =[21-2) 1 12 A =|-201 112
Ag=[22-1] 3 2 | As=fl-2 1 12 A, =|- 201 4 1
A; =[21-1 2 32 A =[21-2 1 12 Ay =|-201 112
A = ‘21_ 1‘ 2 1/2 An = ‘Ei - 2‘ 1 -1/2 A, = ‘—EOI‘ 1 12
A =[21-1 2 12 Ay =[21-2) 1 -12 A, =|-201] 112
Ao :‘él_l‘ 2 172 As :‘21_5‘ 1 -1/2 Ay :‘—26 1‘ Y )
Ay =[21-1 2 12 | A=21-7 1 32 | Ag—|-100 4 1
A =[21-1] 2 2 | Ay=[20-7 0 3° Ao=|-TOD .
Ay =[21-1] 2 12 | A,=[20-2 0 12 Ap=l-T1 11
Ao =[21-1] 2 312 | A,=[20-7 0 12 Ap=b1-T1 a4 -1
Ao =[11 2 12 | A.=[20-7 0 12 An=l-2-12 1 3P
Ao =[110] 2 12 | As=[20-2] 0 12 | A=l2-17 a1 1
Aoy =[200) 2 12 | A.=[20-7 0 12 | As-l2-12 1 12
Aon =[200] 2 12 | A, =[0-2 0 12 | Ac-F2-17 a1 1
Ay =[22-2) 2 12 | A.=[20-2 0 32 | A=k2-1d a1 e
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M Mg M, M, M, M
Ag=-2-12 -1 -12 | Ap=|-1-10 2 <12 | Ay =[-2-10 -3 =32
Aw=|-2-12] -1 -1/2 | Ay =|-200| 2 1R Ay =|-2-21 3 12
Ag=[-2-12 -1 32 | Ay =|-200 2 A2 | Aw=l2-21 3 ap
Ag=l2-1 2 32 | Ag=2-220 -2 12 | As=[2-20 -4 12
Ap=l2-11 2 12 | Aw=F2-22 2 12 |An-l2-20 4 -p
Ay =|-2-11 2 1R Ags =|-2-10) 3 312 Ap=|-2-1-1 -4 12
2 2 1R Pus =|-2-10] -3 12 Ay =|-2-1-1| -4 -1/2
2 12 | Ag=[-2-10 -3 12 Ay =]-2-2-1 5  -1/2
2 12 | Aw=l2-100 -3 12 | Ap=}2-2-1] 5 12

2 U2 | Ae=[2-10 -3 -1/2

-2 -3/ Ay = —5—16\ 3 -1/2

2 12 | Ay=l2-100 -3 12
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APENDICE Il

ACCION DEL OPERADOR S?SOBRE LAS FUNCIONES A

S*A =%A
S?A, =% A,
S?A = %A
S?A, =%A,
S’A =% A
S*A =% A
S?A, =13, A,
SPA =V A+ A+ A,
SPA =V A + A+ A,
S Ay =Yg+ A+ A,
S?AL =V Ay + A, + A,
SA, =V Ay + AL+ A,
S, =Y Ay + AL+ A,
SA, =1% A,
S A5 =%As
S?As=%Aq
S?A; =1 A,
S? Ay =74 Ay + Ay + Ay
S? Ay =74 A + Ay + Ay
%Ay =V Ay + A + A
S? Ay =V Ay + Ay + Ay
S? Ay, = Vi Py + Ay + Ay
S? Ay =i Ay + Ay + Ay,
S?Ay =% Ay,
S$7Ay =% As
S? Ay = % Ay
S?A, =% A,

S? Ay =% Ay
SA2A29 Z%Azg
S* Ay =% A,
S2A, =% A,

S% Py =T Py + A + Ay
S? A, =V Ay + Ay + A,
Ag =V Py + Ay + Agg
S? Ay =V Ags + Ay + Ay
S? Ay =i Ay + A + Ay
S? Ay =Y Ay + Ay + Ay

S? Ay =19 Ay,
Serg Z%Asg
§2A40 Z%A4o
SAL=Y%A,

S?A, =%A,
S?A,, =15, A,
A =V AL+ A+ A,
A =V A+ A, + A,
A =7 A+ AL+ A
S?A, =V A, + Ay + Ay
§2A48 =7 A + A + Ay
S2 Ay =V Ay + Ay + Ay
S? Ay, =19 A,
S A =% A
S Ay, =Vi Ay + Ay + A,
S? Ay =Ygy + Ay + A
S?A =V Ay + Ay + A

)

S? A =V A+ A+ A,
S? Ay =V Ay + A+ A,
S? Ay =V A + Ay + A,
S?Ay =19 Ay
S?Ay =% Ay
%Ay =% A,
S Ay =¥ A,
S?Ay =% A,
S?Ay =% Ay
%Ay =74 Aoy + A + A

(/))

“Pos = Vi Pss + Aoy + Agg
Ao =V Ao + Aoy + Agg
A =T A+ A+ Ay
Aoy = Vi Py + A+ Agg

(J)) (/)> (/3)

S?Asy =7 Ay + Ay + Ay
S2 Ay =19 A,
é A7 :1/A71
SP A, = Vi Ay + A+ Ay
S? Ay =V A + Ay + A

U)>

A7 =V A+ Ay + A
A = Vi A+ A + Ay

U))

S2A, =V Ay + A+ A,
SZA, =V A, + A +A,
%Ay =19 Ary
S? Ay =% Ay
S$? A = % Ay
S Ay =% Ay
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Il. DETERMINANTES DE SLATER PARA LA CONFIGURACION d

§2A%2 :%Asz
S$? Ay =19 Ay,
S? Ay = Vi Aoy + Ags + Ay
S? A =74 Ags + Ay + Ay
S? Ay =V Ase + Ay + Ags
S? Ay =V Ay + Py + Ay
S? Ay =V Ay + Ay + Ay
SAZA&Q :%Asg"'Am"'Aas
§2A90 zl%Ago
S?A, =1% Ay
S? Ay, =V Ay + Ay + A,
S Ay =7 Ay + Ay + A,
S? Ay =i Ay + Ay + Ay,

§2A95:%A95+A96+A97
S? Ay =V Ay + A + A
S? Ay =V A + Ay + Ay,
SAzAgs :1%A98
%Ay = % Ay
SAzAloo :%Aioo
S* Ay = ¥ Ay
SAzAloz :%Aioz
SA2A103 Z%A:LO3
% Apu = % A
SAzAlos :1%A105
S s = Vi Avgs + Aoy + Ay
S? Ay =V Ay + Augs + Ay

SAzAlos :%AIOS +A106 + A107
S? Ao =V Ao + Ao + Ay
S? Ao =Y Ao + Aoy + Ay
§2A111 =T Ay + Age + Al
S? A, =1 Ay,
S? A =% A
S A =% Ay,
% As =% Aus
§2A116 :%AMG
S?Ay; =% Ay,
S$? Ay =% As
S? Ao =% A,
S? Ay =% A
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IV. FUNCIONES PROPIAS DE LOS OPERADORES §2 y SZ .

APENDICE IV
FUNCIONES PROPIAS DE LOS OPERADORES S’y S,

DOBLETES S = 1/2

M. Mg M. Ms
A 512 1/J6(A —2A, +A,) 1 -12
A, 5 -112 1/V2(A, - A,) 1 -12
A, 4 12 Ay, 1 -2
A 4 12 A, 1 -2
A, 4 -2 1/J6(A, —2A,+A,) 1 -12
A 4 -1 1/V2(A, - A,) 1 -2
1/J6(A, —2A, +A,) 3012 1/J6(A, —2A, +A,) 0 12
1/V2(A -A,) 3012 1/V2(A, - A,,) 0 12
A 3012 Ay, 0 12
1/J6(A, —2A, +A;) 30 .12 Ay, 0 12
1/V2(A, - A;) 30 .12 1/6(A,, - 2A65 +A,) 0 12
A 30 -12 1/v2(A, - Ay) 0 12
1/V6(A —2A, +A,,) 2 1R 1/V6(As —2A, +A,) 0 -12
1/V2(As - Ay) 2 1R 1/V2(A; - A;) 0 -12
A, 2 12 Ay 0 -12
A, 2 12 A 0 -12
A, 2 12 1/V6(A, —2A4 +A,) 0 -172
1/V6(A, —2A, + A,,) 2 -1 1/V2(A, - Ay) 0 -12
1/V2(A, - A,) 2 12 1/V6(A, -2A, +A,) -1 122
Ay 2 -2 1/v2(A, -A,) 112
Ay 2 -1 A, 1R
A, 2 -2 A, 1R
1/V6(A, —2A, +A,,) 1 1R 1/V6(A, —2A, +A,) -1 12
1/42(A, - A,) 112 1/V2(A, - A) 112
A, 112 1/J6(A,-2A, +A,) -1 -12
A, 112 1/v2(A - A,) -1
1/V6(A, +2A, +A,) 1R Ay, 112
1/v2(A, - A,) 112 A, -1
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IV. FUNCIONES PROPIAS DE LOS OPERADORES §2 y SZ .

DOBLETES S =1/2

M. Mg

YV6(A, —2A, +Ay) -1 172
l/ﬁ(Am_Aw) -1-12

8. 1/\6(A,-2A,+A,) 2 12
1/\2(A, - A,) 212

A, 2012

Ay, 2012

Ao 2012
l/\/g(Acs _ZA% +A97) 2 -12
l/ﬁ(A()s _A97) 2 -12

Ao 2 -12

Ao, 2 -12

A, 2 -12

9. 1/V6(Ay —2A, +Ay) 3 112
l/ﬁ(Am N A108) -3 172

AL 3012
1/\/E(A109 - 2Ano + Alll) -3 -12
1/\/5(A109 N Am) -3 -12

AL 30 -12

10. A -4 12
A, -4 12

A -4 -12

A -4 -12

1. Ay 500172
Ay 50 -172
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IV. FUNCIONES PROPIAS DE LOS OPERADORES §2 y SZ .

CUADRUPLETES S=3/2

M. Mg M. Mg
A, 3 32 A -1 =32
1/3(A +A +A,) 3012 A, 132
1/\B(A, +A, +A;) 3012 A, 232
A, 3032 1/\B3(A, + A +A,) 212
A, 2 312 1/\B3(A + Ay + A,,) 2 -2
1/\B3(As+ A, +A,) 2 12 Ay 2 32
1/\B3(A,, + Ay, + Ay) 2 -2 Avgs 332
A, 2 32 1/VB3(Ags + Ay + Agg) 310
A, 1 32 /N3 (Ag + Ay + Ay 3 -2
A, 1 32 A, 3 3R
1/\B(A, + A, + A,,) 112
1/\/§(A44 + A, +A,) 1R
1/\B(A; + A, + Ay) 112
1/\B(A, + Ay +Ay) 112
Ay 132
A, 132
A, 0 32
As; 0 32
1/3(A, + A, +A) 0 12
1/\B(Ay + Ay + Ay 0 12
1/\B(A; + A, + A,,) 0 -12
1/\B(A, + Ay + Ay) 0 -1
Ay 0 32
A, 0 32
A, 132
A, 132
1/\B3(A, + A, +A,) 1R
3(Ay + A+ A) SRR
1/V3(As+ A, +A,) 112
V3(A; + Ag +A,) SR
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V. FUNCIONES PROPIAS DE RUSSELL-SAUNDERS |L,M,S,Mj).

APENDICE V
FUNCIONES PROPIAS DE RUSSELL-SAUNDERS (L,M Ls S,M S >

TERMINO “F

no|333+3) | A

r, | [323+3) | A

ro| |31 22) | /VIsEA, ++6A,)

ry | [30 £3) | 45(A; +2A)

rs [|3-123) | \1533A, +V6A,)

Lo 1]3-233) | A

I 1[3-333) | A

B 1133 34) | UV3(A+A +A)

To 132 24) | VV3(A,+ A, +A,)

Tio | |31 24 | 1/V453A, +3A, +3A,, +V6A, +V6A, +6A,)

Dt |30 24 | YVI5(A, + Ag + A +2A; +2A, +2A,,)

To | 3-124) | 1/4a5(3A, +3A, +3A,, + VoA, + VoA, +6A,)

T 1[3-234) | U3(A, + A, +A,)

D 113-331) | 1V3(Ag + Ay + Ay )

Dis 11333-1) | V3(A, +A, +A;)

D | [323-1) | VV3(A, +A, +A,)

L7 |31 3 17> 1/\/3(3A35 +3A,, +3A,, +V6A,, +J6A, +\/€A49)

Dis 303 -1) | IVIS(AG + Ag + Ag +2A +2A, +2A,;)

Do | [3-13-1) 1/\/3(3A75 +3A, +3A,, +J6A,, +6A, +\/€A89)

o | [3-25-3) | UN3(A+ Ag+ A,)

P | 3-33-4) | 1/V3(Ap + A +AY)

I |[332-3) | A,

s |323-3) | Ay

P | [312-3) | 1N150A, +V6A,)

Ds 1[303-3) | YV5(A, +2A)

D | [3-13-3) | 1/V1503A, +6A, )
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V. FUNCIONES PROPIAS DE RUSSELL-SAUNDERS |L,M,S,Mj).

TERMINO *F

M| [3-23-3) | Ay

3
2
3| A

TERMINO “P

)
)
13) | NT0RA, —VeA,)
)
)

e n
2|10
I -1
Lo 11
Is |10
T | ]1-1
I

I/M(ZASI - \/EA43)
1/\/§(ZA63 - ASI)

1/\/3(3A75 +3A, +3A,, +V6A,, +6A, +\/€A89)
1/V15(2A, +2A, +2A, — A, — A, — A,)

L) | 1/330(2A,, +2A, +2A,, oA, — VoA, —6A,)
5 1 1/300A, +2A, +2A,, —V6A,, —V6A, —6A,,)
)

Ty | |103- 1/V15(2A, +2A4 +2A, — A, — A, — A,,)

Lo | [1-12-1) | 1/¥30(2A, +2A, +2A, —6A, —J6A, —J6A, )

Fo | 114-4) | Vi0RA, —oA,)

T | 103-3) | Y5(2A, - A)

Mo | 1-13-3) | 1/410(2A, oA, )

TERMINO *H

BIEESRE
Lo 54 £4) | 1/vio(en, —2A)
T |53 £4) | 1/¥30(-2A, +4A —2A, +6A,)
Fo |52 44 | 1/430(Aq +3A, —2A,, +/6A, ~3A,, - A, |
Ts | |51 44) | 1¥210(-2V6A,, +3V6A, —V6A, —6A,, +8A, — A, —4A, —3A,)
To | [50 £4) | 1/NVa2(- A, —2A, - A, —V6A, +6A, —2A, +4A; —2A,,)
ol]ss4-4) | A
T | [s44-1) | 1/vi0(en, —24,)
To | 534-1) | 1/430(2A, —4A, +2A, +/6A,)
P | [524-1) | 1/330(A, —3A,, +2A, +V6A, ~3A, +A,)
T | [514-1) | 1/V210(2V6A, —3V6A, +V6A, —6A, +8A, + A, —4A, +3A, ]
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V. FUNCIONES PROPIAS DE RUSSELL-SAUNDERS |L,M,S,Mj).

TERMINO °H
T 150 - 1) | 1/Va2(Ag —2A, + A —V6A, +6A, +2A, —4A, +2A,,)
T | [5-544) | A
T [ |5-41L) | 1/V10W6A,; —2A,,)
Tis | [5=324) | Y30(-2A4 +4A,, 244 +V6A, ;)
Fis | |5=244) | 1/330(- A, +3A, ~2A, +V6A, —3A, + Ay,
T [ |5 =144) | 1/V210(-2V6A, +3V6A, —V6A, —6A, +8A, — A, —4A; —3A,)
P 1|5-55-9) | Au
o [|5-44-1) | 1/310(6A,, —2A,,)
Do | |5-34-1) | 1/430(2A, —4A,, +2A,, +6A,,)
Do | [5-24—1) | 1/330(Ag —3A, +2A, +v6A, —3A4 + Ay,
Do | |5—14-1) | 1/4210(2V6A, —3V6A, +V6A, —6A, +8A, + A, —4A, +3A,)
TERMINO °G
T [ ]44 +4) | 1/V1002A, +6A,)
Lo| 43 +4) | 1/V20B8A - A —2A, +6A,)
G| 42 £4) | 1/V2803v6 A, +V6A, —4V6A, +2A, +4J6A,, +246A, )
Fo |41 £4) | YU180(7A, —3A, —4A, +V6A, +2J6A, +V6A, +/6A; —26A,)
Ts |40 £4) | V28(2A, —2A, +6A, +6A, +2A, —2A,)
o | |44 £-1) | YNI0[2A, ++6A,)
T 43 4- L) | 1520(-3A, + A, +2A, +6A,)
Ts |42 4- L) | 1/3280(=3V6A, —6A, +46A, +2A,, +4/6A, +2J6A, )
Too | [414—1) | Y140(-7A,, +3A, +4A,, +/6A, + 2J6A, —V6A, —J6A, +2V6A,)
o | [40 £ = 1) | 1V28(- 2A,, +2A, +6A, +V6A, —2A; +2A, )
T | [4-442) | 1/V10Q2A,, +6A,)
T | [4=321) | 1V20B3A4 — Ay —2A4 + VoA,
Tis | [4-24L) | 1/V280(3V6A, +6A, —4J6A, +2A, +4J6A,, +276A,)
T | [4-144) | 1/4140(7A, —3A, —4A,, + oA, +2v6A, +6A,, +6A, —2V6A, )
Fis | [4-41-1) | 1/N10(2A,, +6A,)
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V. FUNCIONES PROPIAS DE RUSSELL-SAUNDERS |L,M,S,Mj).

TERMINO °G
Tie | |4-32-1) | 1520(-3A, + A, +2A,, +6A,)
T [ |4=22-1) | 1/3280(=3V6A; —V6A, +46A,, +2A 4 +4v6A,, + 2V6A,, )
i | [4=12=1) | YNT40(-TA, +3A, +4A, +V6A, + 26A, —~6A, — oA, +2J6A, |
TERMINO °F
L[ 33 L1y [ Viz(A +A 24, - VoA,
Do]32 £4) | V12(A, - A, +V6A, —2A,)
G314 1/N120(V6A, —V6A,, —6A,, +4A,, +2A, —6A, +4A,)
Lo |30 +4 1/790(6A,, - 2v6A,, +V6A, +3A, —3A, — VoA, +2J6A, —6A,)
Ts | 334-4) | Vi2[- A, - A, +2A, -6A,)
To | |324-+ NI2(= Ay, + Ay, +46A, —2A,)
Lol 3rd-+ 1/N120(- V6 A, +V6A, —6A,, +4A, —2A, +6A, —4A,)
Ko |30 4-4 1/390(= VO A, +2V6A, — VoA, +3A, —3A, +V6A; —2v6A +6A)
Lo | 3-34L NT2(As + Ay —2A 5 —V6A,;)
Mo | |3-244 1/N12(A, = Ay +V6A, —2A,)
T | 3-141 1/V120(V6A,, —\6A,, —6A, +4A, +2A, —6A, +4A,)
T | [3-34-2) | 1V12(- Ay — Ay +2A,, —6A,,)
i3 |3_2%_%> 1/\/5(_ Ays + Ay +\/EA100 _2A104)
T [[3=13=1) | 1/V120(- oA, +/6A, —6A, +4A, —2A, +6A, —4A,,)
TERMINO °P
Mo 4L 1/V630(- 4V6A,, — VoA, +5V6A, +9A, +9A, +12A,, —6A, —6A, )
e 1/V630(46A,, +V6A, —SVEA,, +9A, +9A, —12A,, +6A, +6A, )
& |0 4+ 1/N210(4A, —8A, +4A,, —3V6A, +3V6A, + Ay, —2A, — Ay
Lo [ Jlos-1 1/210(- 4A, +8A, —4A, —3v6A, +3v6A, — A +2A; — A )
Ts | 1-144 1/N630(- 46 A, — VoA, +5J6A,, +9A, +9A, +12A, —6A, —6A,)
To | [1-14=1) | 1/V630[46A, +6A, —5V6A,, +9A, +9A, —12A, +6A, +6A, )
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V. FUNCIONES PROPIAS DE RUSSELL-SAUNDERS |L,M,S,Mj).

TERMINO *D,
T[22 £4) | 1/470(5A, +3A, +2A, +6A, +5A, A,
Do 2281 | N70(5A, —3A, —2A, +6A, +5A, - A,)
T |21 L4 | Y70 V6A, + oA, +2A, +4A, —5A, +2A, +3A,)
Lo | |214-1 1/NT0W6A, — VoA, +2A, +4A, +5A, —2A, —3A,)
s |20 44) 1/NT0(= 5A, + 5A, +6A, + VoA, +2A, —2A, )
To | |204-+ /705 A, = SA, +V6A, +6A, —2A, +2A,,)
T2 =145) | V70 VoA, +6A, +2A, +4A, —5A, +2A, +3A,)
Ts | 2-14-1) | N706A, ~V6A, +2A, +4A, +5A, —2A, ~3A,,)
Lo |2 =244 | 1/N70(-5A, +3A, +2A,, +V6A, +5A, - Ay)
Tio | [2=24—4) | 1V70(5A, —3A, —2A,, +V6A, +5A4, - Ay,
TERMINO °D,
T[22 £4) | 1/4B4BA, - A, +4A, +2J6A, +3A, +5A,)
N 224-1) 1/B4(=3A,, + A, —4A,, +246A, +3A, +5A,)
T |21 £4) | 1/B4(-2J6A, +2V6A, —3A, + A, —3A,, +4A, — A, )
Lo | 214-1 1/\/84(- 2V6A,, +2v6A, —3A, + A, +3A, —4A, + A, |
Ls |20 ;—;> 1/\/_4( VoA, +J6A,, +4A, +4A, — \/—A64+\/_A66)
Ts |20 4-1 1/\84(VoA, — VoA, +4A, +4A, +/6A, —6A, )
oo 2-144 /484 26A,, + 2V6A,, —3A, + A, —3A, +4A, —A,)
Ts | [2-14=1) | 1/4/84(- 26A, +26A, —3A, + A, +3A, —4A, + A, )
Do |2 -252) | 1/4B4[-3A, — A, +4A, +2V6A, +3A,, +5A,,)
T [[2=24-2) | 1/V/84(-3A, + A —4A, +26A, +3A,, +5A,,)
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V. FUNCIONES PROPIAS DE RUSSELL-SAUNDERS

L,M_,S,My).

APENDICE VI
SEPARACION DE LOS TERMINOS ;DY ;D

En este Apéndice calcularemos la energia de los términos fD y 22 D . En el subindice
inferior izquierdo se denota el Nimero de Seforidad, que distingue términos cuyos conjuntos

de funciones propias poseen el mismo valor de L y S, pero son mutuamente ortogonales.

Las funciones de onda asociadas a los términos ;D 'y ;D  seran
1
v(iD)=[As = A - Ay A ,

V/(zzD):\/;j[_sAss +3A; _2\/6Aso _Z\EA& -3A; +3As9]'

Debemos notar que ambas funciones tienen el mismo valorde M| y My, y que y/(lzD) ha

sido simplificada con respecto a lo sefialado en el Apéndice VI.

Para simplificar el calculo podemos renombrar las funciones determinantales como
B =As. B, =A;, By=A, B, =A;,, B, =A; y B =Ag.

Con esto calculamos las integrales bielectronicas diagonales y no-diagonales involucradas en
la resolucion de los elementos de matriz <y/(]2 D]I—] ‘t//(f D)> y <1//(22 D]H ‘y/(f D)> . Las
integrales monoelectronicas no son consideradas en el valor de la energia del término.

Las integrales bielectronicas son del tipo V;; = <Bi|\7‘B j>, donde V =e? /r, . En la

Tabla 5 se muestran los elementos de matriz diagonales y no-diagonales para este operador

en la base de funciones B;, con i=1,2,...,6.

TABLA VIL1. Integrales bielectronicas Vij asociadas a los términos fD y 22 D.

Elementos Diagonales

V, =3A—8B+3C V,, =3A—8B+3C V,, =3A-3B+3C

V,, =3A-3B+3C V,, =3A+4B+3C V, =3A+4B+3C
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V. FUNCIONES PROPIAS DE RUSSELL-SAUNDERS

L,M_,S,My).

Elementos No-Diagonales

vV, =-2C V,, = —J6F, +5J6F, Vi, =0

V,, =—6B-C vV, =C V,, =0

V,, =J6F, —5/6F, V,,=C V,, =-6B-C

V, =0 V, =3J6F, —15J6F,  V,, =-2v6F, +104/6F,
V., =2+/6F, ~10J6F,  V, =-3J6F, +15J6F, Vs =-6B-2C

Usando los resultados de la Tabla VII.1, podemos calcular el elemento de matriz

<V,(12D]|3| ‘z//(fD)> Despreciando las contribuciones monoelectronicas, este elemento de matriz

esta dado por

<%[D1 - Dz - Ds + D7]|:|‘%[D1 - Dz - Ds + D7]> z<%[D1 - Dz - Ds + D7]\7‘%[D1 - Dz - Ds + D7]>
.Luego calculamos los términos diagonales y no-diagonales, usando los resultados de la

Tabla 3. De esta forma obtenemos que
(w(iD]A|y(;D))=3A+7B+7C.
De manera analoga podemos calcular el elemento de matriz <y/(22 DJ H ‘y/(zz D)> y obtener
como resultado que
(v(;DJAlw(:D))=3A+3B+3C.

Las energia recién calculadas para los términos fD y 22 D, no son las energias reales.
Esto ocurre ya que al tener ambos términos el mismo valor de L y S, las funciones propias
de términos distintos, pero con igual valor de M| y Mg forman un bloque de 2x2 y no

una diagonal pura. Este es el caso de las funciones l//(lzD) y 1/1(22 D), que interactiian a

través del operador H . Es necesario diagonalizar la matriz cuadrada de orden dos

(w(ioJAlw(io)) (w(iD)A|w(:D))

y para esto resolvemos el determinante secular
(w(ioJAly(i)-  (v(iD)H

(v(;pJA|y(ip)) (v(iDJH
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V. FUNCIONES PROPIAS DE RUSSELL-SAUNDERS

L,M_,S,My).

El elemento de matriz no-diagonal se calcula usando las expresiones para las funciones

l//(fD) y l//(22 D), junto con los resultados de la Tabla 5. Asi se tiene que

(w(io)A|w(:p))=(w(iDJ ‘y/(fD)>* ~3.21B.

El determinante resultante es

(3A+7B+7C)-E 34218 _
3421B (3A+3B+7C)-E|

y las soluciones de la ecuacion de segundo grado en E son

E, =3A+5B+5C++193B> +4C> +8BC y
E, =3A+5B+5C —193B> +4C> +8BC .
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VIL. FUNCIONES PROPIAS ACOPLADAS

J,My)

APENDICE VII

FUNCIONES PROPIAS ACOPLADAS

I,M,)

TERMINO *F
%

Fl

1/3(Jer, ++31, )

1/144 (2J15T + 64/2T, +24/3T}, )

1/24/21 (25T, + 35T, + 3421 + T, )
1/\126 (VIST, + 2J15T, + 35T, + /6T, )
1/126 (V6T + 35T, + 24/15T, + /15T, )
1/84 (T, + 3421, + 35T, +24/5T,
1/36 (3T, + 3421, ++/15T )

1/3(V3r,, + /6T, )

FZ 8

|\o Nlo Nl@ ml\o Nl@
Nl»—- Nlu Nlu- I\)l\l I\)l\O

|
N N N

Y - N A R N [ N N

plo pfe pfe vl vlo
|

S~ S S~ S~ ~—

TERMINO * F%
1/3(= /3T, + /6T, )
1/V/63 (= /30T, + 3T, + 24/6T,
1//756 (24/90T, +18T, +24/18T},)
1//315 (- 24/30T =301, + 3101, + 54/3T, )
1/315 (= 54/3T, — 34101, + /30T, + 24307, )
1/21(=+2r, =31, + 10T,
1/V63 (- 26T, - 3T, + /30T, )
1/3(= 6T, ++/31, )

|\1 I\.)l\] I\Jl\l I\.)l\]
N|—- N|w N|m I\)l\]

| |
BN TN ST ST N RN

NI I N N N S

~ ~— ~— ~——

“En este Apéndice, Fi indica la funcion de Russell-Saunders ‘ L,M_,S,M s> asociada al término 2841 L del

. ) 2S+1 , . H c . ro . 2541
cual deriva cada término acoplado L 5 - El namero correlativo | se reinicia con cada término L (Ver

Anexo V).
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TERMINO * F%
1/28 (3T, /10T, + /15T, )
1/140 (6T, — 7T, + /10T + 35T,
1/\70 (33T, — 243, —T,, + /30T, )
1/70 (V30T ~ T, - 243 + 3431, )
1/140 (34/5T, + 10T}, — 7T, + 6T,
1//28 (VI5T,, — /10T, + /3Ty

|u~ le va-

N|— le I\.)llll
~ SN S~

N V] VR STV RS
|

[SY [P Y (PSR Y
~

~—

~—

TERMINO 4Fy
2
1/35 (T, - 21, + 10T, - 24/5T,)
1/105 (2431, = 33T, + 6T, =307,
1) 1/4105 (30T, - 6T, + 3437, 2431,
~3) 1/4B5(245T, 10T, + 2T, + T, )

TERMINO P
%

|u. I\)l(_h mlm

Y SR N (VR N1 [V NS
I\)l'—‘ le mlu.

~—

(] (SR Y [P Y o

~—

~—

TERMINO Py Ewy 1/\/3(\/§r4—\/§r2)

rl ‘ i—i—> 1/\/E (2\/§F7 _Fs —\/6F3)
/45 (ﬁrz + \/gﬂ) 12-1) | 1/415 (Jgrlo +T, — 2J§r6)
YVIO[E, 46T +3) | ey | s (ar, —var)
1/10 (V3T + /6T, +T,, )

/5 (V3r, ++21, ) '

T, TERMINO 4P%

+5) | N6, —ar, <ot
ERT I A R PRESN
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VIL. FUNCIONES PROPIAS ACOPLADAS | J.M, >

|
DS RS (S Y PSR Y B

|
= Sle

ol

] ST =N i S SN =N

~——

l/\/ﬁ (4\/7r21 + \/EFIS )
1/@ (3\/5F20 + 2\/51—‘14)
1/42310 (10521T,, + 2101, )

1_‘22

|

[S] NI ST N[V RN

1/ \/ﬁ (\/Erzo - 3F14)
l/\/ﬁ (F19 - \/EFIS )

TERMINO 2H112 TERMINO ZH%

Ly +4y | yvulior, -r,)
uw sy | i, + o) 31y | NI, -v2r)
w1y | yVier, + ) 35) | yViilavar, -6,
us) | 1/330r, + 246, ) 33) | /4231 (7431, - 24211 )
w3y | 1433 (2431, + 21Ty 31y | /154 (2421T, - 70T, )

)| /45551, + 301, ) s 1) | 1/4is4 (70T, - 2421T,, )
u— 1) | 1455 (30T, + 5T, ) s 3) | 1/y231 (24211, - 7431, )

~3) | Y¥77 (71, + 2471, ) s —3) | JVII[3r, -242r,)

TERMINO sz

2

I_‘1

1/3(r, + 2421, )

1/3(V2r, +471, )

/3 ++/2r, )

1/3(2r, + 51

1/3(5T,, +2r,,)

1/6 2r,, + 21, )
1/\126 (7421, + 24T, )
/18 (4T, + 21, )

1—‘1 5

TERMINO ZGV

2

|\1 I\Jl\l I\)l\l Nl\l
N|—- le N|m Nl\l

| |
N N N

LY S (R Y FE R Ny

S N e N N Y

~ S~ ~— ~——

1/3(2v2r, -1,
1/3(7T, -2, )
/3 (e, -1,)
/35T, - 21 )
1/3(2r,, -5, )
/<6 (Var,, —2r,,)
i/3(Var,, -1,
1/3(0, - 24217, )




VIL. FUNCIONES PROPIAS ACOPLADAS | J.M, >

TERMINO *F
7

1y

]/Vr(J_F +I‘)

TERMINO °*F
%

|\1 Nl\l Nl\l Nl\l
N|»—- N|w Nlu- Nl\l

| |
N N N

(S N N N A N S
(Y I T N O N [ R N

~ ~ ~— ~——

1/<7 (V5T + 42t )
1/«”( +~[1‘)
1/\/_(\/_r +or,)
1/7 (2, + 5T,
/7 (T, +er,,)

I_‘l 2

5y [Vl - )
$3) | YV7(ar, -5,
|4y | /v7(ar )
|£-1) 1/f(2r1 3T, )
$-3) | Y¥7W5T, - f I
5-3) | Yv7er, -1,,)

TERMINO °P
%

Sl Sl S o

Nl._ Nlm

~— S

~—

Y [P
~~—"

1—11
1/3(ar, + 1)
1/3(r, ++/2r,)

I

TERMINO 2D7

|u| Nlm I\)lU\
N|— N|w I\)lU\

[N TR ST (VR ST [V RS
|

(] [T N [Py Y P
~

N N N

~ ~— ~———

I

1//5(2r, +T,)
1/5 (3T, +J_r)
/5 (V2r, ++3T, )
1/+/5 (T, +2I)

1—‘10

TERMINO °P
%

|._.

[T
|

N|—-
~—

=

/3o, -1,

) | /V3Wer, -1,

TERMINO °D
%

1/+/5 (T, - 2r,)
/45 (ar
/5 (V3T
1/45(2r, -T

Jar,)
Jar,)
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VIII. TABLAS PARA EL GRUPO OCTAEDRICO

APENDICE VIII

TABLAS PARA EL GRUPO OCTAEDRICO

0, E 8, 6, 6C, 3C, 1 6S, 8S, 30, 6o,
Ay, |11 1 1 1 1 1 1 1 1 X*+y’+2°
Ay |11 -1 -1 1 1 -1 1 1 -

222—X2—y2,
E, 12 1 0 0o 2 2 0 -1 2 0 (2 ,

X =Yy )
T, [3 0 -1 1 -1 3 1 0 -1 -1 (RX,Ry,RZ)
T, |3 0 1 -1 2 3 -1 0 -1 1 (xz,yz,xy)
A, 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
A, /1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 -1 1
E, |2 -1 0 0 2 2 0 1 -2 0
T, |3 11 -1 3 - 11 (x,y,2)
T, | 3 1 -1 -1 -3 1 1 -1
o E R 8, 8,R 6, 12, 6C, 6C,R
Er,) |2 -2 1 -1 0 0 NG
E'r) (2 2 1 -1 0 0 5 3
u'r,) (4 4 -1 1 0 0 0 0
O Al A2 E T1 Tz E’ E”’ U’
AL |AL | A, |E T, T, E’ E” U’
A, | A, |A |E T, T, E” E’ U’
E |E |E |A+ASE | T4T, T+T, U’ U’ E+E7+U’
T, | T. | T, | TtT, AFE+T 4T, | AfHE+T+T, | E+U7 E"+U° | E+E7+2U°
T, | T2 | T | Ti4To AAE+THT, | AE+T 4T, | EV+0° | E+U E'+E7+20°
E |E [E W E+U’ E+U’ ArtT, AT, E+T.+T,
E” |E” |E | U E”’+U’ E’+U’ A+T, A+T, E+T+T,
U” [ U [U [E+E7+U" | E+E7+20° | E+E7+2U°7 | E+Ty+T, | E+T4T, | AgvAE+2T +2T,
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IX. TEORIA DE PERTURBACIONES DEPENDIENTE DEL TIEMPO

APENDICE IX
TEORIA DE PERTURBACIONES DEPENDIENTE DEL TIEMPO

Comunmente se utilizan tres niveles de descripcion de la interaccion radiacion-materia. Uno de
los primeros tratamientos fue realizado por Einstein en 1917 quien describido la interaccion
mediante coeficientes de absorcion, y de emision espontanea e inducida. Otra forma es describir
clasicamente el campo de radiacion por medio de las ecuaciones de Maxwell y cuantizar el las
variables moleculares. En un tercer nivel de profundidad conceptual, tanto las variables del campo
de radiacion como del sistema molecular estan cuantizadas, de manera que el Hamiltoniano de
interaccion esta compuesto por operadores de creacion y aniquilacion de fotones. Los tres enfoques
estan coherentemente relacionados, de modo que la eleccion de uno en particular depende sélo del
sistema que esta en estudio. En este caso, consideraremos los aspectos basicos del campo de
radiacion  cuantizado para describir su interaccion con un sistema molecular.

Comenzaremos obteniendo una expresion para la probabilidad de transicion de un sistema cuantico
desde un estado inicial |k> a un estado final |m> , debida a la interaccion entre dos subsistemas
cuanticos. Para lograr esto, haremos uso del método de perturbaciones dependiente del tiempo,
donde la perturbacion representa la interaccion entre los subsistemas.

En un sistema cuantico descrito por un conjunto completo de kets |l/ln> , cada uno de los kets es

vector propio del Hamiltoniano no-perturbado H o » €s decir,

Holw,)=E,|w,) (IX.1)
Cuando el Hamiltoniano tiene un término adicional dependiente del tiempo, llamado
perturbacion AV , es necesario resolver la ecuacion de de Schrodinger completa
ov(r,t)

HY(F,t) = in
() P

(IX.2)

siendo
H=H,+AV. (IX.3)

Para resolver esta ecuacion, el estado cuantico se puede representar por una combinacion lineal
dependiente del tiempo de los vectores propios del Hamiltoniano no-perturbado.

La funcion de onda global W (T,t), dada por
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IX. TEORIA DE PERTURBACIONES DEPENDIENTE DEL TIEMPO

Bt
P =, 0%,) = e, Olw, e . (1x4)
n n
Al introducir esta funcidn en la ecuacion de Schrodinger (IX.2), se obtiene la igualdad

Yy )e n © (t) =Y e, 0ly)e e (IX.5)

Es necesario usar las propiedades de ortonormalidad de los kets |Wn>’ y asi obtener una

expresion para la razon de cambio de los coeficientes de la combinacion lineal. Multiplicando la

iEpt
expresion anterior por el bra <l// |e m4 se tiene que
m 9

h% = Zn‘/1<\11m[\/ ¥, )c, ). (IX.6)

La diferencial es total porque el producto interno es un escalar que depende solo del tiempo.
Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, se parte considerando que los
coeficientes se pueden expandir en la serie de potencias del parametro A
c; =c” +Aci) + %\ 4. (IX.7)
De esta forma se puede reemplazar esta serie en la ecuacion (VIIL.6) y se obtiene a cada lado de
la igualdad un polinomio en A. Igualando los coeficientes de los polinomios se obtienen los

resultados para los distintos 6rdenes de perturbacion.

dc!”
Para orden cero /] d? =0, (IX.8)
dc( ) 0
Para orden uno z<‘P [\/ “I’ (IX.9)
n
Para orden dos = z<‘P [\/ “P (IX.10)
n
o dop” (n-1)
Para orden n in=—= S AL A (IX.11)
k
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IX. TEORIA DE PERTURBACIONES DEPENDIENTE DEL TIEMPO

Ahora debemos integrar las ecuaciones para cada orden de perturbacion, y asi obtener la
dependencia temporal de los coeficientes de expansion de la funcién de onda del sistema.
Consideremos las condiciones iniciales

c”(t=0)=1

: (IX.12)
c”(t=0)=0, paran=k

de manera que el estado global W(T,t) consista en su totalidad del estado |‘I’k> .
Reemplazando las condiciones iniciales en la ecuacion de orden cero (IX.8) se obtiene que

¢ =5 (IX.13)

mk *

En orden uno tenemos que

dc” SN[ = (FV )= e

La notacion introducida para el factor de frecuencia y el elemento de matriz de interaccion

independiente del tiempo es la siguiente,

O =1k y Vink :<l//m[v‘lr//k> : (IX.15)

Integrando la expresion (IX.14) con respecto al tiempo, se obtiene que

c(t)=- -mGje'”’mk‘dt_ kE (1—e‘”m*‘). (IX.16)
) _

Para obtener la probabilidad de que el estado cuantico se encuentre en |m> después de una

2
n | usando la expresion (IX.16). Tenemos que

medicion de cualquier tipo, evaluamos

2
Cr(nl)(t)‘z =c\cl) = %(Z ~2cosiay,t)

4Nmk‘k| -z{ mz_hEk)t:|

|E

(IX.17)

m

Definiendo @ = (E -E, )/ hi, y considerando que la perturbacion constante V acta sobre el

m

2
Cm se reescribe como

estado |‘P> por un tiempo relativamente largo, la expresion para
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IX. TEORIA DE PERTURBACIONES DEPENDIENTE DEL TIEMPO

2
| = (fj{vmk F(t)5(E, - E,). (IX.18)
dado que
.1 sin® ax
}213272 5()()

Podemos concluir dos cosas a partir de la ecuacion (IX.18). Como intuitivamente se puede

deducir, la probabilidad de obtener el estado |m> luego de la accioén de una perturbacion sobre

estado |k> es directamente proporcional al tiempo que dura la perturbacion. Segundo, vemos que la

probabilidad es despreciable si la diferencia de energia entre los estados inicial y final es

considerablemente alta.

La velocidad de transicion W," . se define como la probabilidad de transicién por unidad de

k—>m>

tiempo. Esto se conoce como la Regla de Oro de Fermi y se expresa como

m|?

m

w® =

k—>m
t

. (IX.19)
Wk(gm = (%)Nmkr 5(Em - Ek)

Para evaluar la probabilidad de transicion en segundo orden, se debe obtener el coeficiente Cfnz).

Para esto reemplazamos el valor obtenido de Cr(nl) dado por (IX.16) en la ecuacion diferencial
(VIII.10), y se procede de manera analoga al caso anterior.

El valor de ¢”) es
i 2 t v
c® = (— %j vanvnkje""mnt dt’J‘e"”nkt dt”
n 0

0
— L anVnk t iomt" _ Aiopt’ ’
(hjZ—En—Ek-[(e e )dt

n 0

(IX.20)
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IX. TEORIA DE PERTURBACIONES DEPENDIENTE DEL TIEMPO

El primer término de la integral tiene la misma dependencia temporal que Cr(nl) . Sin embargo el

segundo término da origen a una rapida oscilacion si E difiere de E, y por lo tanto no da origen

a una contribucion a la probabilidad que aumente linealmente con t. De esta manera la velocidad

de transicion en segundo orden es

2

2 V_V
Wk(i)m - (_ﬂjZﬁ 5(Em - Ek). (IX.21)
n n k

Si consideramos la probabilidad de transicion hasta segundo orden tenemos finalmente que

2r V..V
W —| == + mn * nk
k—m ( A j'\/mk ; En _ Ek

2

5(E, —E,). (1X.22)
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X. INTERACCION ENTRE UNA MOLECULA Y EL CAMPO DE RADIACION

APENDICE X
INTERACCION ENTRE UNA MOLECULA Y EL CAMPO DE RADIACION

Es necesario que definamos la forma del Hamiltoniano de interaccion entre un sistema
molecular y el campo de radiacion. De esta manera se pueden obtener expresiones para la
probabilidad de transicion molecular en procesos de uno y dos fotones. Comenzaremos dando
una pequefia derivacion de la expresion del Hamiltoniano clasico para la interaccion entre el
campo de radiacion y una particula cargada y finalmente introduciremos conceptos de

cuantizacion del campo de radiacion para obtener la forma final del Hamiltoniano de interaccion.

La dinamica de una particula de masa M y carga €, y de los campos eléctrico EEF,t)y

magnético Ig(f,t) de la luz esta determinada por las ecuaciones de Maxwell

V-E(F,0) = p(T.b), (X.1)
0
V-B(F,t)=0, (X.2)
= 10 5,.
VxE(F,t) = ———B(F,1), (X.3)
c ot
= ,— 1 6 = 1 =
VXB(rat):__E(rat)+_J(rat): (X4)
c ot €, C
y la ecuacion de Lorentz
mi—‘t’ —E(F.t) = e(E(F,t) +%x é(r,t)J (X.5)

Para simplificar la resolucion de un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales parciales

acopladas, es conveniente introducir un potencial vectorial A(F,t) y un potencial escalar

@(7,1), que se relacionan con los campos EEF,'[) y B(F,t) de la siguiente manera

B(F,t)=VxA(,t), y E(F,t) =—%%—V¢(F,t) (X.6)
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X. INTERACCION ENTRE UNA MOLECULA Y EL CAMPO DE RADIACION

De esta forma, la ecuacién de movimiento en la coordenada X es

d’x op eoA, e
=—-e——-———*+—(yB,-2B
dt? ox c ot c<y ’ y)
op e0oA, e| (OA, OA (oA, oA |
=—e—————24+-|y ——-——2|+12 —
ox cot ¢ ox oy ox oz

mX=m

(X.7)

donde se ha introducido la definicién de A(F,t) y @(r,t). Las correspondientes expresiones
para las coordenadas Z e Y son similares.

En mecanica clasica, las ecuaciones de movimiento se pueden expresar de una forma mas
general. Para esto se define una funcion dependiente de la velocidad y la posicion de las
particulas, la funcion Lagrangiana L, como la diferencia entre la energia cinética y la energia
potencial del sistema. Para un sistema de una particula en coordenadas cartesianas, la funcion
Lagrangiana es

L(X,Y,2,XY,2)=T =V (X.8)
siendo T la energia cinéticay V la energia potencial.

La funcion Lagrangiana L, permite reescribir las ecuaciones de movimiento en la forma de

Lagrange. Esta ecuacion es valida para cualquier sistema de coordenadas.

da o, x9)
dt og oq

donde  es una coordenada espacial generalizada, y ( es su primera derivada temporal.

Para estudiar la interaccion de una particula cargada con el campo de radiacion, la funcion

Lagrangiana L en coordenadas cartesianas es
1 . . . e(. -
L:Em(x2 +y? +22)+—(V-A)—e¢(x, Y,2) (X.10)
C

Se deja al lector la tarea de obtener las ecuaciones de movimiento para las coordenadas

X, Y, Z, usando la funcién L descrita y la ecuacidn diferencial de Lagrange.

A partir de la funcion L, se define el momento generalizado de una particula como

oL
Pi=——> (X.11)
oq;
donde i =X, Y, Z para el caso de coordenadas cartesianas.
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X. INTERACCION ENTRE UNA MOLECULA Y EL CAMPO DE RADIACION

En nuestro caso se tiene que

P, = m>'<+(%)AX , Py = my+(%)Ay, p, =mz +(%)AZ (X.12)

En este punto es preciso introducir la funcion Hamiltonana clasica H para una particula en

coordenadas cartesianas, como
H=pX+p,y+p,2-L(XVY,2,XY,2) (X.13)

Reemplazando el valor de L para el caso que estamos tratando, se obtiene que
i =L vy 2?)
=5 +y +27)+ep (X.14)

Finalmente reemplazamos la expresion para  X,Y,Z en términos de los momenta

2 2 2
H:L [px_Eij +(p —EAJ +(pZ—EAZj +egp (X.15)
2m c Yo’ c

Ahora podemos utilizar el principio de correspondencia para obtener el Hamiltoniano

relacionados.

cuantico. Para hacer esto reemplazamos la funcion momento P; por el operador —i% %q Y
i

desarrollamos los cuadrados para obtener

. . 2
QZL[_thzJF@V,M@A.W(EJ W}rw (X.16)
2m C C C

Pero esta forma del Hamiltoniano se puede reducir ain mas usando las condiciones
V-A=0 y ¢=0, (X.17)
que son validas para el campo electromagnético asociado con una onda de luz. Por lo tanto para

un sistema de particulas cargadas con energia potencial interna V, que interacta con el campo

de radiacion descrito por A y @, el operador Hamiltoniano es

H=H,+V (X.18)
con

2
€]

~ 72 e, - -
Hy=-2Lviey, y V=3 LA g ey A o)

2
i j M, 7 2m;C

donde se suma sobre las particulas cargadas del sistema molecular.
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X. INTERACCION ENTRE UNA MOLECULA Y EL CAMPO DE RADIACION

Ahora es necesario introducir algunos elementos del tratamiento cuantico de la radiacion. En
este esquema el campo de radiacion es considerado como un conjunto de modos no
interactuantes. Cada modo esta descrito por una funcidon de onda caracterizada por el nimero de

fotones, la energia de cada foton, la polarizacién y una direccion de propagacion del haz.

Sea entonces, un modo K —ésimo del campo de radiacion, con N, fotones de energia 7@,

cada uno. La direccion de propagacion esta dada por el vector K, , y la polarizacion del modo
por el vector unitario €, . La magnitud del vector de propagacion es

‘Ek‘ _ % (X.20)

donde w, =2nv, . La direccion de propagacion es perpendicular al vector de polarizacion €, ,

es decir, k, -6, =0.

El potencial vectorial Ak asociado con el modo K —€simo tiene divergencia nula y satisface

la ecuacion de ondas, es decir,

%A
Lz S (X.21)

V-A =0 VA =
A y A e

Ademas satisface la condicion de normalizacion

(AA)= (4%2}% - (X.22)

Por lo tanto, una solucion aceptable es

A, :[4”‘3 j &, exp (1K, - 7): (x23)

L3

donde T es la posicion de medicion del potencial. Note que la funcion exponencial compleja
representa un movimiento oscilatorio.

Para obtener una solucion general a la ecuacion de ondas es necesaria una combinacion lineal

de todos los modos de campo. Asi, sumando sobre las funciones A, y sus complejos conjugados

A, , obtenemos una expresion para el potencial vectorial asociado al campo de radiacion
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X. INTERACCION ENTRE UNA MOLECULA Y EL CAMPO DE RADIACION

A=Y (a,A, +a;4;) (X.24)

0 equivalentemente

(47&] Y6 lo, ool r)e g el ik 1), xas

donde los coeficientes ¢, y , representan amplitudes complejas para cada modo K —€ésimo.

Si consideramos el campo de radiacion como un conjunto de estados cuanticos asociados a
cada modo de campo, el operador Hamiltoniano asociado al campo de radiacion libre se escribe

como
Hu =D Hy, (X.26)
donde
H, =2w24,4; . (X.27)
Las amplitudes complejas dependientes del tiempo @, y 0, se transforman en los
operadores @, y §, por principio de correspondencia. Estos operadores, a su vez, se pueden
expresar en términos de los operadores de creacion de fotones y de aniquilacién de fotones, &,
y ék respectivamente, que son

Y Y
a:(%‘”j q y a:(%‘”j q" (X.28)

En este esquema, el ket propio del Hamiltoniano H rag €sta dado por el producto directo de

los ket propios de cada modo de campo

W) =[N0 000y hew,)) - 0 Ry ) -+ (X.29)

—

donde el modo k —€ésimo, posee N, de energia fiw, , polarizacion €, , y propagacion K, .
Cada ket asociado a un modo de campo satisface la ecuacion de valores propios
H |n. ko) =nho 0 ho,) (X.30)
por lo tanto la energia total del campo de radiacion es

Erag = 2 NS0, (X.31)
k
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X. INTERACCION ENTRE UNA MOLECULA Y EL CAMPO DE RADIACION

Los operadores 4, y &, quedan entonces definidos por su accion sobre los ket |nk,ha)k> ,

como

Y= Jn (0 ~Drw) y &*|n.ho) = n +1| (0 +1)he,)  (X32)

Finalmente usamos los operadores de creacion y aniquilaciéon para expresar el potencial

ko

vectorial A como el operador

P!
A Z(Zﬂc hJ (ak exp(lz )+ a, exp( Izk F)) (X.33)

oL

Hasta ahora hemos descrito muy operacionalmente la naturaleza cuantica del campo de
radiacion. No cabe duda que la profundidad de los conceptos asociados con este tema amerita un
estudio detallado, pero ese no es el objetivo de esta memoria.

No obstante, para describir la interaccion del campo de radiacion con el sistema molecular,

usamos la expresion antes descrita para el potencial de interaccion radiacion-materia

2

b

e?2 .
__Z B +Z—J 2‘ j (X.34)

T 2m;C

en el cual se debe reemplazar el valor del operador A, y hacer las siguientes consideraciones:

2
1. El término con ‘Aj‘ no contribuyen en los procesos de absorcion de dos o mas fotones.

2. La suma se realiza s6lo sobre los electrones y no sobre los nucleos.
3. La funcion exp( +ik - r) puede ser aproximada por el primer término de su serie de
Taylor (Aproximacioén de dipolo eléctrico), es decir,

e )=+ (i) BT

o LR

De esta forma se tiene que el potencial de interaccion es

¢ [ 27 ](ék +4;) (X.35),

v =_Z(§k I3)_ e

K m

donde P = Z p j » es el operador de momento lineal total de los electrones.
]
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XI. TEORIA DE ABSORCION DE DOS FOTONES PARA EXPERIMENTOS DE UN COLOR

APENDICE XI
TEORIA DE ABSORCION DE DOS FOTONES PARA EXPERIMENTOS DE UN COLOR

El modelo presentado para describir los procesos de absorcion de dos fotones puede ser
llevado al caso particular de los experimentos realizados con sélo un haz de luz monocromatico
de alta intensidad. En esta seccion se explora en esta direccion.

Consideremos un haz de luz de alta intensidad formado por fotones indistinguibles cuya

energia caracteristica i@ equivale a la mitad de la diferencia de energia entre los estados

terminales de la transicion |1“1 }/1> - |F2 Vs > , que se desea estudiar. El vector unitario de

polarizacion de un foton caracteristico es € = (l, m, n) y su direccion de propagacion es K .

Para el caso de dos fotones indistinguibles, la probabilidad de absorcion es proporcional a

2

|MTPA|2 _ Z<5f |(é~/3M X&‘m><gm |(é.[lM 1‘9i>

. A
~ E, -E —ho | 1D
Definimos la cantidad
[ J(#n |
AMo)= )
(‘0) Zm: E —E —ho (X1.2)
y reemplazamos en (XI.1) para obtener
Muon = (&1 6 ity A@)8 iy |&) = (¢ [€ 2 M) iy €25
A , (X1.3)
=<£f e-T-é £i>

dado que f1,, y € conmutan.
La forma matricial del operador €-T -6 es

AN o)p, pMNo)p,  pAo)i, | ]
é&T-é=( m n) g A, aMo)g, pAo)E, | m[. (XL4)
aNo)p,  pNo)p, pAo)p, \n
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XI. TEORIA DE ABSORCION DE DOS FOTONES PARA EXPERIMENTOS DE UN COLOR

El elemento &;; de este triple producto matricial se escribe como
a; = 8,8, (XL5)
il

donde
oy = AN o)y, . (X1.6)

Como el resultado del producto es un escalar, el inico elemento distinto de cero es a,,. Luego

A

escribimos el operador de transicion €-T - como
AT A 2 2 2
eT-é=l"aq, +ma,+nq, Jrlm(aXy +ayx)+| (e, +a, )+ mn(ocyZ +azy). (XL.7)
Al igual que en (9), definimos la cantidad Aij como
—1 -
Ay _7(aij+aji) L1=XY,Z, (XL8)
lo que deja el elemento de matriz M, como
2 2 2
Mipn = (& [IP Ay +m? Ay +1n7A, +2IMA, +2InA, +2mnA | &,). (XL9)
De esta manera obtenemos una representacion matricial simétrica del operador de transicion

A

de dos fotones €-T -€, que se escribe como

Axx Axy sz I
&T-é=( m n)A, A, A,|m]| (XL.10)
sz Ayz Azz n

Mediante las definiciones (XI.8), (X1.6) y (XI.2), podemos expresar nuevamente las

componentes del operador T en términos de las componentes de los momentos dipolares £,
con i =X,Y,Z. Asi por ejemplo, el elemento A,, esta dado por

X gm gm X
AXX:aXX:Zﬂ| >< |ﬂ

. XL11
m E.—E —-ho ( )

-
Si utilizamos la aproximacion de clausura sobre los estados intermedios |€m> y reemplazamos

los denominadores por una diferencia de energia efectiva AE , el que se puede omitir por ser un

factor comun, el elemento A, se expresa en forma sencilla como
2
A, =u,. (X1.12)
En este punto podemos utilizar el formalismo de operadores adaptados por simetria, y

escribir el operador €-T -€ como una suma de términos que se transforman cada uno de

acuerdo a una de las representaciones irreductibles del producto directo T, x T, .
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XI. TEORIA DE ABSORCION DE DOS FOTONES PARA EXPERIMENTOS DE UN COLOR

Tomemos como ejemplo el operador A, = ,uf . Seglin se muestra en la Tabla 9, el operador

4, aparece asociado a los operadores acoplados O, O; y OF . Si resolvemos el sistema de
ecuaciones

pi+ g + ;=30

2+ ul—2u? =/60F|, (XL13)

— u} + uy =~20F
obtenemos que

oL onydos_ Lot (XL.13)

SN N N

con una expresion analoga para ,uj y ,uzz . En la Tabla 10 se muestran los resultados para todos
los valores de A .

TABLA 14. Simetria de los operadores A,

A, =%o:' +%o§ —%of
A, 2%0;\‘ +%O‘9E +%Of
A, =%O§' —%OHE

A, =—%oj

A, ——%o}

A =__Lom

Es importante notar que no hay contribucion de operadores electronicos acoplados de
simetria T, . Esta es una caracteristica de los experimentos de un color.
Si reemplazamos los resultados mostrados en la Tabla 14 en la ecuacion para M, dado

por (X1.9), y agrupamos los términos de acuerdo a las representaciones irreductibles, obtenemos

la ecuacion
Mios (e, %(V +m? +n? oA +ﬁ(l2 +m’ —2n*|O§ +%("2 + JOf (X1.14)

—V2mnG: —2In0f —V2ImG: | )

Segun la tabla de caracteres del grupo O, (Ver Apéndice VIII), los factores que involucran

las coordenadas del vector de polarizacion, se transforman de acuerdo a la misma representacion
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irreductible que operador electronico que multiplican. Por lo tanto hemos llegado a una forma

definitiva para Mp, , que es

MTPA:<‘9f ‘é(Al,a)Oﬁ +é(E’9)O'9E +é(E,5)OsE

, (XL.15)
+6(T,,x)Og +&(T,,y)Oy +6(T,.2)00 |&;)
o en forma mas general
Moes = (& |2 8(C.7)0; ;). (XL16)
Ly

Esta ecuacion nos indica claramente las reglas de seleccion que dominan el proceso de
absorcion de dos fotones, ya que ||V| - A|2 es proporcional a la probabilidad de transicion. El
valor de M, expresado de esta forma muestra cuales deben ser las simetrias de los estados
|€i > y ‘gf > para que se produzca una transicion, ademas de indicar la dependencia de la

probabilidad de transicion con la direccion de polarizacion de la luz.
En la Tabla 15 se ordenan los factores de polarizacion de acuerdo a la representacion
irreductible a la cual estan asociados.
TABLA 1. Factores de polarizacion para grupo O
A 1 (2 2 2
é(A,a)= f(l +m?+n?)

6(E.0)=-1(%+m*-2n°)
8(E.e)=L(-1? +m?)
&(T,,x)=—/2mn
&(T,,y)=—+2In
&(T,.z)=—/2Im

Dado que la ecuacion (XI.16) involucra una sumatoria de elementos de matriz en los que el
operador es un producto de un operador de polarizacion é(F, y/) y un operador electrénico OyF ,

es necesario contar con las formas de estos operadores para un grupo puntual determinado. Para

el grupo octaédrico O, , los factores de polarizacion que se transforman de acuerdo a una
representacion irreductible del producto directo T, x T, estan en la Tabla 11. Los operadores de
momento dipolar eléctrico acoplado Oyr estan escritos en la Tabla 8, en términos de las

componentes esféricas de los tensores de momento dipolar eléctrico. Sin embargo podemos

aumentar ain mas la simplicidad de las expresiones de la Tabla 8, y escribir los operadores OyF

107
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en una forma mas adecuada para la evaluacion de los elementos de matriz sobre las funciones de
onda molecular.

Tomaremos como ejemplo el operador O:‘ . Tenemos que
0, = % (Bt by = g o + 11, 41 ) - (XL17)
Consideremos ademas la definicion del Operador de Garstang”

D,,(6,4) =—er'C, (6.9), (XL18)
donde D,'n para | =1 representa el operador de momento dipolar eléctrico y,lﬂ con m=%1,0.
Usando esta definicion la ecuacion (35) queda

of =L(e’r?)ci,c!, ~cic+ClC). (XL.19)
Para continuar con la simplificacion de esta expresion, utilizaremos la igualdad

WL~l 1
m G = (2|1+1)(2|2+1)§(_1)

que se deriva de la Serie de Clebsh-Gordan. Esta ecuacion involucra las integrales

™2k + 1)k (m, I, =m,)CY ., «(X1.20)

m;+m, ?

ck (Im|| 'm’) definidas en el Capitulo 1. Necesitaremos el valor de las integrales para |,,1, =1,

por lo que se muestran en la Tabla 12.

TABLA 2. Integrales ck(1m|1m’).

m m'’ c®  5c?
+1 +1 1 -1
+1 0 0 V3

0
+1 F1 0 -6

Reemplazando los valores de Crln ~Cr1n, de la ecuacion (XI.19) por las sumatorias de la
ecuacion (X1.20), y usando los valores de la Tabla 16 junto con las propiedades de las integrales

ck (Im|| 'm"), se obtiene que

Oh =- (ezrz)cg = —(ez—rz). (X1.21)

3 V3

r ;. .
El resto de los operadores Oy en coordenadas esféricas y cartesianas se muestran en la

Tabla 13. Asi hemos simplificado la forma de los operadores electronicos adaptados por
simetria de una forma 1til para operar sobre funciones de onda moleculares. Esto debido a que

las funciones de onda moleculares son en definitiva combinaciones lineales de armonicas

" R.H.Garstang, Proc.Cambridfe Phil Soc 53 , 214 (1957)
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esféricas | jm j> = ijj (6,9) , ya que los factores radiales y los factores del campo de radiacion

de la funcion de onda total se convierten en parametros semi-empiricos.

TABLA 3. Operadores OyF en coordenadas esféricas.

ok :_(ezrz)

V3

Of _ (ej/r;)[cj +sz]

e P
6

ng = ejéz [sz —sz] OJZ :—é(eerICfl _Cfl]
2.2 i

oi--2rley |or-ferken-cl

Para finalizar esta seccion, reescribiremos la ecuacion (35) en una forma mas expedita para

el calculo de M, . En efecto, tenemos que

M 1p4 :<‘9f |Zé(r,7/)o}l:|gi>
Ly

: (X1.22)
= (R Jer)RE@)) (e [0][2.)

donde | R> representa un estado propio del campo de radiacion.

Para una transicion particular |F1 12 > - |F2 }/2> en experimentos de un haz de luz

monocromatico, la ecuacion (X1.22) queda

Miea =D (RODIET, RN 7, |0} [Ty7,)

Ly
= Z(—l)“”"*V{
Ly

En la segunda igualdad hemos usado el Teorema de Wigner-Eckart. Este separa el elemento de

. (X1.23)

I T
b &I, 7)R2))

N

;]@ ofIr. }(Ray

matriz de un tensor cualquiera en una componente geométrica, dada por el simbolo V , y en una

componente dinamica que depende sélo de las representaciones irreductibles de los estados

terminales, dada por el elemento de matriz reducido <1ﬁ1||07F ||F 2> , independiente de las

componentes de cada representacion.

109



	PORTADA-TDC-RESUMEN.pdf
	INTRODUCCIÓN-CAPÍTULO I.pdf
	CAPITULO II.pdf
	CAPÍTULO III.pdf
	BIBLIOGRAFÍA.pdf
	APÉNDICE I-III.pdf
	APENDICE IV-VI.pdf
	APÉNDICE VII-XI.pdf

