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RESUMEN 

 

Este trabajo está dedicado al estudio teórico de experimentos en espectroscopia de 

absorción de dos fotones.  Nuestra atención será focalizada al caso particular correspondiente 

a la co-propagación de los dos haces a lo largo del eje de cuantización.   Existen a lo menos 

otras dos situaciones de interés, por ejemplo (a) los haces se propagan a lo largo del eje de 

cuantización, con la misma dirección pero con sentido opuesto y (b) ambos haces se 

intersectan formando un ángulo de 90°. 

 Para efectos ilustrativos, consideraremos experimentos de dos fotones en el caso del 

ion hexafluoruro de manganeso (IV) con referencia a la transición gg TA 2
4

2
4 →  del ion  

manganeso (IV) en sistemas cristalinos dopados del tipo 4
62 : +MnGeFCs .   

 Estos sistemas son interesantes, por cuanto en los dos primeros casos, señalados en 

el párrafo anterior, la impureza manganeso (IV) ocupa sitios de simetría octaédrica. 

Dedicaremos parte de nuestro esfuerzo a desarrollar un modelo de cálculo adaptado por 

simetría, el cual sea lo suficientemente flexible y general, como para acomodar efectos 

relativistas y no relativistas en segundo orden y en la situación particular de experimentos de 

un color (ambos haces se co-propagan a lo largo del eje Z). Generalizaciones de este trabajo 

a correcciones de tercer y cuarto orden son directas, sin embargo, están fuera de los objetivos 

de esta memoria.  
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INTRODUCCIÓN 
 
El estudio de la espectroscopía multifotónica ha sido una gran contribución a la 

espectroscopía molecular. Esta técnica básicamente consiste en la excitación de moléculas por 

dos o más fotones de frecuencias que caen en el rango visible e infrarrojo cercano, para medir 

transiciones electrónicas que corresponden a energías en la región ultravioleta. Como toda 

espectroscopía electrónica, la finalidad es conocer la naturaleza de los estados excitados. En este 

sentido esta técnica es complementaria a la espectroscopía convencional de un fotón, ya que, por 

ejemplo, son los modos normales pares de vibración los que dan origen a una estructura 

vibracional de las bandas y no los modos impares como en el caso de espectros de un fotón. 

La posibilidad de que un átomo absorba o emita simultáneamente dos fotones fue señalada 

primeramente por Maria Göppert-Mayer en 1931 [1], quien aplicó la teoría de dispersión de 

Dirac. Sin embargo la observación experimental  de la absorción de dos fotones (TPA, del inglés 

Two Photon Absorption) o de más de dos fotones sólo fue posible después que la tecnología 

láser fuera desarrollada, especialmente después de la década del 1960. Dado que la probabilidad 

de que ocurra un proceso de n – fotones depende proporcionalmente de nI , donde I es la 

intensidad de radiación, es necesario disponer de fuentes de radiación de alta intensidad para 

observar procesos de orden superior a uno. De hecho, la sección cruzada de transición en 

procesos de un fotón es del orden de 10-17 cm2, mientras que la sección cruzada para procesos de 

dos y tres fotones son del orden de 10-51 cm2 y 10-82 cm2 [2], respectivamente, para intensidades 

de de fuentes de luz convencional. Actualmente se realizan experimentos con láseres de longitud 

de onda ajustable de alta intensidad, para registrar espectros de dos o más fotones. 

La diferencia fundamental entre las espectroscopias de uno y dos fotones se evidencia para 

moléculas que poseen un centro de inversión. Este es el caso de muchas moléculas orgánicas e 

inorgánicas. Para este tipo de moléculas, los estados electrónicos y vibracionales se clasifican 

como gerade y ungerade, que significan par e impar, respectivamente. La pregunta es entonces: 

¿De qué forma influye la simetría de inversión de un estado en su interacción con la radiación? 

La operación de inversión, también llamado operador de paridad, invierte el sentido de los 

ejes cartesianos. Además, es una operación de simetría cuando al ser aplicada a una entidad 

definida en coordenadas cartesianas – con dependencia  directa o paramétrica – la configuración 

final es físicamente indistinguible de la configuración original. 
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Una entidad que cambia de signo al aplicarse el operador de inversión se denomina impar o 

ungerade, una entidad que es invariante ante el operador de inversión se denomina par o gerade.  

El parámetro de que representa la fuerza de la interacción entre el estado molecular y el 

campo de la radiación, que liga los estados inicial y final es  

          τψμψ dM ifOPA ∫ ⋅⋅=
r* . 

Como OPAM  es una cantidad escalar, no depende de la dirección de los ejes coordenados. Esto 

significa que el producto de funciones que se está integrando sobre un espacio de configuración 

multidimensional debe ser par ante el operador de inversión.  

El operador que liga las funciones de onda final e inicial es un operador vectorial. Es evidente 

que los vectores cambian de signo al invertir el sentido de los ejes coordenados, por lo tanto el 

operador vectorial es un factor impar. Esto significa que si el estado inicial es impar, el estado 

final debe tener simetría par, de lo contrario la integral se anula. Si el estado inicial tiene simetría 

impar, el estado final debe tener simetría par. Esta es la conocida Regla de Laporte. 

Para procesos que involucran dos fotones, el parámetro de fuerza del acoplamiento entre los 

estados inicial y final, por medio del campo de radiación depende directamente de integrales del 

tipo  

    ( )( )∫ ⋅⋅⋅⋅ τψμψψμψ diymmxf
** . 

En este caso, la componente x  y la componente y  del operador vectorial μr , también cambian 

de signo ante la operación de inversión. El operador yμ  liga el estado inicial con un estado 

intermediario mψ . Por lo tanto, si el estado inicial es par, el estado intermediario debe ser impar, 

esto restringe la simetría del estado final a una simetría par. Si el estado inicial es impar, el 

estado intermediario debe ser par y el estado final debe ser impar. 

En resumen, para procesos de un fotón las transiciones gg →  y  uu → están prohibidas y 

las transiciones ug →  y gu →  están permitidas. Al contrario, para procesos de dos fotones 

las transiciones gg →  y  uu → están permitidas, y las transiciones ug →  y gu → están 

prohibidas.  

Generalmente los estados electrónicos fundamentales tienen simetría gerade, de manera que 

la espectroscopía de dos fotones permite estudiar estados excitados gerade que son invisibles en 

la espectroscopía de un fotón. Además, la espectroscopía electrónica de dos fotones tiene – como 
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toda espectroscopía electrónica molecular – las mismas características que la espectroscopía de 

un fotón: estructura vibrónica, desdoblamientos espín – órbita, etc. La complementariedad que 

tienen las espectroscopias electrónicas de uno y dos fotones, es análoga a la complementariedad 

que tienen la espectroscopía infrarroja y Raman. Este es uno de los motivos que fundamentan el 

interés por realizar una memoria de pregrado sobre este tema.  

Desde la década del 60, se han estudiado espectros de absorción y excitación dos fotones en 

moléculas orgánicas e inorgánicas, en las fases sólida, líquida y gaseosa. Se ha estudiado teórica 

y experimentalmente la dependencia de la probabilidad de transición molecular con las 

propiedades de polarización y coherencia de la radiación [3], además se ha obtenido valiosa 

información de la estructura vibracional de las transiciones electrónicas, tanto de espectros en 

fase sólida como de espectros en fase gaseosa. Además, a partir de mediados de los años 70 se 

ha desarrollado la técnica de ionización multifotónica [4]. Este método consiste en recolectar 

electrones liberados por moléculas después de ser irradiados por un pulso de láser, amplificando 

el pulso y registrando la señal como una función de la frecuencia del láser. Incluso se ha 

desarrollado una rama de está técnica de ionización llamada Espectroscopía de Masa de 

Ionización Multifotónica [5], en la cual se usa un espectrómetro de masas para identificar los 

productos de la ionización.  

Además del interés experimental que despierta la técnica de espectroscopía molecular de dos 

fotones, desde un punto de vista teórico esta técnica ofrece una motivación adicional a su 

estudio. Al ser un fenómeno no lineal, las reglas de selección deben ser revisadas bajo el 

esquema de inclusión de términos de segundo, tercer y hasta cuarto orden de perturbación. Esto 

significa que se deben considerar simultáneamente efectos del campo de radiación sobre los 

estados que se acoplan, así como efectos de interacción electrostática, efectos de acoplamiento 

de los estados vibracional y electrónicos y efectos de interacción espín – órbita, por mencionar 

los que evidencian mayor incidencia en los espectros. 

Para comprender al menos cualitativamente un espectro de dos fototes, es necesario conocer 

los niveles de energía molecular, y las simetrías de los estados electrónicos y vibracionales 

asociados a los estados terminales de cada transición. De esta manera es posible asignar algunas 

de las bandas más importantes de acuerdo con los términos del Hamiltoniano molecular 

considerados y sus reglas de selección correspondientes. La compresión de los efectos que 

determinan la estructura de los niveles de energía molecular, está ligada a la obtención de las 

funciones de onda del sistema y los valores propios del operador Hamiltoniano asociado al 
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fenómeno que se intenta describir. Este procedimiento, junto con la clasificación de los estados 

moleculares de acuerdo con su simetría, constituyen una primera etapa en un estudio teórico de 

un espectro atómico o molecular, y es aquí hasta donde llegaremos en esta memoria. La segunda 

etapa consiste en utilizar las funciones de onda para calcular explícitamente las integrales que 

representa la probabilidad de una transición, y así reproducir las intensidades absolutas o 

relativas de las bandas espectrales. 

Para ilustrar un esquema de trabajo general, nos dedicaremos a estudiar el comportamiento 

espectroscópico del ion +4Mn . En el tercer capítulo discutiremos un experimento absorción de 

dos fotones para el complejo −2
6MnF , alojado como impureza en un cristal anfitrión del tipo 

6CeMF , donde M  es un metal de transición de radio iónico similar al del ion +4Mn  [6].  Para 

dar un sustento lógico a las hipótesis que se realizan en el estudio del espectro electrónico, 

hemos incluido un primer capítulo dedicado a resolver los niveles energéticos del ion libre 
+4Mn , y un segundo capítulo que nos permitirá comprender el origen de los desdoblamientos de 

niveles electrónicos al disminuir la simetría desde el grupo tridimensional de rotaciones 3SO  – 

al  que pertenece el ion libre –, hasta el grupo octaédrico hO  – al que pertenece la molécula 

−2
6MnF . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



I DIAGONALIZACIÓN DEL HAMILTONIANO PARA EL ION LIBRE MANGANESO (IV) 
 

 5

CAPÍTULO I. DIAGONALIZACIÓN DEL HAMILTONIANO PARA EL ION 
LIBRE MANGANESO (IV) 

ÁTOMOS POLIELECTRÓNICOS 
 

Comenzaremos por describir la naturaleza del operador Hamiltoniano electrónico y el 

tipo de función de onda que usaremos para obtener los valores de los niveles energéticos del 

ion +4Mn en términos de parámetros radiales a ser determinados por métodos semi-

empíricos. 

Los electrones son clasificados como fermiones porque su comportamiento macroscópico 

se describe en términos de la estadística de Fermi-Dirac. Esto significa que las funciones de 

onda  cumplen con el Principio de Antisimetría, es decir, cambian su signo ante un 

intercambio de las coordenadas de dos electrones del sistema. Como consecuencia, los 

electrones cumplen con el Principio de Exclusión de Pauli, que indica que la función de onda 

se anula cuando hay dos electrones que están asociados al mismo conjunto de números 

cuánticos. 

Un electrón, está representado por el producto directo de dos funcines de onda. Una es 

una función de onda espacial, etiquetada por el número cuántico principal n , el de momento 

angular orbital l , y el de proyección del momento angular orbital sobre un eje de 

cuantización lm .  La segunda función es depende del número cuántico de momento angular 

de espín s , y el de su proyección sobre un eje de cuantización sm . A este se le llama espín-

orbital y de denota como 

        ( ) ( )
( )i

jslj smnlmi ≡χ , 

donde el superíndice i sirve para distinguir matemáticamente a dos electrones, y el subíndice 

j  sirve para etiquetar el conjunto de números cuánticos asociados al espín-orbital. 

En un sistema polielectrónico la función de onda total debe cumplir con el Principio de 

Antisimetría. Para el caso de dos electrones descritos por dos espín-orbitales distintos, la 

función de onda normalizada del sistema compuesto tiene la forma  

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1221
2

12,1 2121 χχχχ −=Ψ .  (1.1) 

De  esta forma, cuando permutamos el electrón ( )1  y el electrón ( )2 , la función de onda 

cambia de signo. Físicamente esto significa que ambos electrones tienen la posibilidad de 

ocupar los números cuánticos asociados a cada espín-orbital, dado que son indistinguibles. 



I DIAGONALIZACIÓN DEL HAMILTONIANO PARA EL ION LIBRE MANGANESO (IV) 
 

 6

Además se deduce que para ambos electrones no está permitido ocupar el mismo conjunto de 

números cuánticos, porque la función de onda se anularía. 

Cuando se trata con átomos con N  electrones distribuidos en N  estados, la función de 

onda debe ser antisimétrica con respecto al intercambio de todos ellos. Una situación simple 

ocurre cuando el átomo posee un número par de electrones distribuidos en n  niveles 

energéticos ( nN 2= ). El determinante que describe el sistema se llama Determinante de 

Slater y se escribe como 

  ( )

)2()2()1(

)2()2()1(
)2()2()1(

!2
12,2,1

222

111

n

n
n

n
n

NNN χχχ

χχχ
χχχ

L

MMM

MMM

L

L

K =Ψ .   (1.2) 

El determinante es una sumatoria alternada de productos del tipo ( ) ( ) ( ) ( )ni Nj 221 21 χχχχ KL , 

que se diferencian por la diferentes permutaciones que se realizan con los n2  electrones, 

manteniendo el índice del espín-orbital fijo. Es por esto que comúnmente se denota una 

función de onda determinantal solamente por su diagonal principal. Así, expresamos el 

determinante (2) como 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nin Nj 2212,,2,1 21 χχχχ KLK ≡Ψ .    (1.3) 

Podemos especificar la notación, tomemos en cuenta que dos electrones pueden tener el 

mismo conjunto de números cuánticos n , l  y lm , pero diferir en el número cuántico de 

espín sm . Si el electrón ésimoi −  tiene asociado el número cuántico 21=sm , entonces 

tiene asociado el ésimoj − espín-orbital ( )ijχ . Y si el electrón  tiene asociado un valor de 

21−=sm , entonces tiene asociado el espín-orbital ( )ijχ , donde la barra superior indica el 

valor negativo de sm .  Usando esta notación podemos reescribir la expresión para la función 

de onda determinantal para un átomo de capa cerrada con n orbitales y n2  electrones. 

Hacemos esto con (3) para obtener 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nniin nnjj 2121212,,2,1 11 χχχχχχ −+≡Ψ KLK . (1.4) 

Las funciones de onda determinantales tienen un amplio uso en teoría atómica. Esto se 

debe, en parte, al hecho que son funciones propias del operador Hamiltoniano 

monoelectrónico aproximado o Hamiltoniano efectivo  
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      ( ) ∑∑∑ −∇−==
i ii

i
i

ieff r
Ze

m
ihH

2
2

2

2
ˆ h

.   (1.5) 

Un Hamiltoniano efectivo de este tipo, considera al átomo como seudo–hidrogenoide. No 

considera el potencial de interacción electrostática electrón – electrón, ni otras interacciones 

dependientes del espín electrónico. 

Como una primera mejora, se incluye la energía de repulsión electrostática electrón-

electrón elelV −
ˆ , de manera que los electrones no sean considerados como partículas 

independientes entre sí. Con la inclusión de este término, la forma del Hamiltoniano es 

       ( )
43421321

elelV

i ij ji

Heff

i
i rr

eihH

−

∑∑∑
< −

+=

ˆ

2
ˆ .    (1.6)  

 Un Hamiltoniano como el anterior considera que los electrones sólo interactúan de 

manera electrostática. Se omite la influencia de la interacción magnética entre los vectores 

de momento angular de espín isr  y de momento angular orbital il
r

 para un electrón 

ésimoi − .  Al considerar dicha interacción, se incluye el término de interacción espín-órbita 

soĤ . La forma de este Hamiltoniano mejorado es 

         ( ) ( )
43421

rr

43421321
SOelel

H

i
iii

V

i ij ji

Heff

i
i slr

rr
eihH

ˆˆ

2
ˆ ∑∑∑∑ ⋅+

−
+=

−

<

ξ .   (1.7) 

Además del operador Hamiltoniano, los operadores de momento angular son de gran 

utilidad para resolver problemas polielectrónicos. En el apéndice I se entrega un resumen de 

algunos resultados de la teoría del momento angular, que haremos uso a lo largo de este 

trabajo. 

Para átomos ligeros (Z<12), se considera que el momento angular orbital de cada electrón 

il
r

 se suma vectorialmente para formar un vector de momento angular orbital total L
r

. 

Asimismo, el espín de cada electrón isr  se suma vectorialmente para generar un vector de 

espín total S
r

. No obstante, para átomos pesados los efectos de acoplamiento entre el 

momento angular orbital y el momento angular de espín tienen mayor incidencia en la 

energía de los niveles electrónicos. Para tomar en cuenta este efecto se define un vector de 

momento angular total SLJ
rrr

+= . Este es el esquema de acoplamiento Russell-Saunders. 
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Para  un sistema de N  electrones, debemos obtener expresiones explícitas para  los 

operadores 2L  y 2S  en términos de las componentes de los operadores il
r

 y isr  de cada 

electrón. La utilidad de esto se hará evidente en la sección siguiente cuando utilicemos los 

métodos del momento angular para clasificar y obtener las funciones propias del 

Hamiltoniano atómico (1.6) 

Cada electrón tiene momento angular orbital il
r

 dado por el vector ),,( iziyix lll en base 

cartesiana. Luego la cantidad 2
il  viene dada por 

       2222
iziyixiii llllll ++=⋅=

rr
.    (1.8) 

Dado que el operador 2L  es la suma vectorial de los il
r

, podemos expresarlo de manera 

análoga a (1.8) como 

 ( )∑∑∑∑ ⋅+⋅+⋅=⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⋅=

ji
jzizjyiyjxix

ji
ji

j
j

i
i llllllllllLLL

,,

2
rrrrrr

. (1.9) 

Para ji =  obtenemos términos del tipo ( ) ∑∑ =++
i

i
i

iziyix llll 2222 , es decir, la suma de 

(1.8) sobre cada electrón. Para ji ≠ , tenemos términos cruzados del tipo 

( )∑
≠

⋅+⋅+⋅
iji

jzizjyiyjxix llllll
,

, que deben reescribirse de una forma más útil.  

Tomando en cuenta que las componentes del momento angular siguen las mismas reglas 

de conmutación aún para electrones distintos, podemos usar la expresión (Ver Apéndice I) 

         ( )+−−+ ++=++= lllllllll zzyx
ˆˆˆˆ

2
1ˆˆˆˆˆ 22222  ,  (1.10) 

para escribir el operador 2L  como 

   ( )∑ ∑∑
< ≠

+−−+ +++=
ji iji

jijijziz
i

i lllllllL
,

22 ˆˆˆˆ
2
1ˆˆ2ˆ .  (1.11) 

Para completar, escribimos el operador de proyección total del momento angular sobre el 

eje z, se escribe simplemente como la suma de las componentes individuales de cada 

electrón, es decir 

       ∑=
i

izz lL ˆˆ .    (1.12) 

De manera análoga se obtienen las expresiones para los operadores de momento angular 

espín electrónico 



I DIAGONALIZACIÓN DEL HAMILTONIANO PARA EL ION LIBRE MANGANESO (IV) 
 

 9

  ( )∑ ∑∑
< ≠

+−−+ +++=
ji iji

jijijziz
i

i sssssssS
,

22 ˆˆˆˆ
2
1ˆˆ2ˆˆ  y ∑=

i
izz sS ˆˆ .  (1.13) 

Los operadores del conjunto { }zz SSLL ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 22  conmutan entre sí. Por lo tanto, se puede 

construir una función de onda común formada por el producto directo de un estado propio de 

los operadores de momento angular orbital, con un estado propio del momento angular de 

espín. Dicha función corresponde al esquema de acoplamiento de Russell-Saunders y se 

etiqueta usando los números cuánticos asociados a los valores propios de los operadores del 

conjunto. Las funciones de Russell-Saunders tienen la forma 

      SLSLRS MSMLMSML ,,,,, =≡Ψ ,  (1.14) 

y cumplen con las ecuaciones de valores propios (Ver Apéndice I) 

( ) SLSL MSMLLLMSMLL ,,,1,,,ˆ2 += ,a SLLSLz MSMLMMSMLL ,,,,,,ˆ = , 

( ) SLSL MSMLSSMSMLS ,,,1,,,ˆ 2 +=  y SLSSLz MSMLMMSMLS ,,,,,,ˆ = . 

Las funciones de Russell-Saunders también son llamadas funciones multiplete, y están 

asociadas a los términos espectroscópicos o multipletes no-relativistas. Los términos se usan 

para clasificar los estados electrónicos que se derivan de una configuración electrónica dada 

y se denotan como LS 12 + . En esta notación, 12 +S  es un número que indica el número de 

proyecciones que tiene el momento angular de espín total sobre el eje de cuantización del 

átomo –que siempre se considera el eje z – y se conoce como multiplicidad de espín 

electrónico. El número cuántico L  es reemplazado por una letra de acuerdo con la 

nomenclatura1:. K5,4,3,2,1=L , corresponden a KHGFDPS ,,,,, , respectivamente La 

degeneración de cada nivel electrónico es ( )( )1212 ++= SLge . 

La función de onda multiplete es función propia común para el conjunto de operadores 

{ }zz SSLL ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 22 . Se puede demostrar que el operador Hamiltoniano (1.6) conmuta con los 

cuatro operadores de momento angular señalados. Por lo tanto, las funciones de Russell-

Saunders son funciones propias de Ĥ  dado por (1.6).  

Usaremos las funciones de onda multiplete como base funcional para diagonalizar la 

matriz de Ĥ dado por (1.6), y así encontrar los valores de energía para cada uno de los 

términos espectroscópicos. 

                                                 
1 Las letras S, P, D y F vienen del inglés Sharp, Principal, Diffuse y Fundamental, haciendo referencia a la 
apariencia de algunas líneas de emisión atómicas sobre una película fotográfica. Las demás letras siguen un 
orden alfabético, comenzando de la letra G.  
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Si tratamos con átomos pesados (Z>12), los efectos relativistas nos obligan a considerar 

la interacción espín-órbita. En este caso los vectores L
r

 y S
r

 están acoplados, y dan origen al 

vector de momento angular total .SLJ
rrr

+=   

Las funciones de onda acopladas JMJ , , son funciones propias de los operadores del 

conjunto { }HSLJJ z
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 222  donde Ĥ  es el Hamiltoniano relativista dado por la expresión 

(1.17). Al incluir la interacción espín-órbita, los términos espectroscópicos se clasifican 

además por el valor del número cuántico de momento angular total J . Dicho término se 

escribe J
S L12 + . La degeneración de cada nivel es ( )( )121212 ++=+= SLJg . 

Las funciones acopladas JMJ ,  y las funciones desacopladas SL MSML ,,,  generan 

el mismo subespacio vectorial. Por lo tanto, mediante una transformación unitaria se pueden 

escribir las funciones acopladas como combinación lineal de las funciones desacopladas, es 

decir,  

          ∑=
i

iSLJSLJ MSMLMJMSMLMJ ,,,,,,,, , (1.15) 

donde JSL MJMSML ,,,,  es el coeficiente de Clebsh-Gordan (Ver Apéndice I). 

En lo que sigue de este capítulo, aplicaremos los conceptos mencionados en esta sección 

al problema de encontrar la energía de los estados electrónicos del ion gaseoso 4+Mn . Para 

esto buscaremos las funciones de onda asociadas a cada uno de los términos 

espectroscópicos del ion, luego usaremos esas funciones para evaluar los elementos de 

matriz del Hamiltoniano, y posteriormente encontraremos los valores propios de dicho 

operador. 

 

FUNCIONES DE ONDA PERTURBADAS  

Llamaremos función de onda no-perturbada, al determinante de Slater que es función 

propia del Hamiltoniano efectivo (1.5). El término de repulsión electrón-electrón elecelecV −  se 

considera como una perturbación en el Hamiltoniano, y es necesario encontrar las funciones 

propias del Hamiltoniano (1.6). Como la interacción es fuerte comparada con otros efectos, 

el término elecelecV −  se incorpora en el Hamiltoniano y se diagonaliza la matriz completa 

partiendo de la base de funciones no perturbadas. Los vectores propios que resultan, son 

combinaciones lineales de los determinantes de Slater y les llamaremos funciones 
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perturbadas. Las funciones perturbadas son las funciones de Russell-Saunders 

SL MSML ,,, . En esta sección es encontrar la forma de estas funciones. 

La configuración electrónica del ion 4+Mn  es 36222 33321 dpsss . Considerando sólo la 

capa electrónica de valencia tenemos una configuración 3d . Luego los tres electrones 

pueden distribuirse en 10 estados distintos, respetando el Principio de Exclusión de Pauli. Al 

estar en un orbital d , los tres electrones tienen asociados los números cuánticos 2=l  y 

21=s . Por lo tanto se distinguen por el valor de los números cuánticos lm  y sm . Por 

ejemplo: Suponga que el primer electrón está asociado a los números cuánticos 2=lm  y 

21=sm , el segundo a 2=lm  y 21−=sm , y el tercero a 1=lm  y 21=sm . Entonces 

el determinante de Slater asociado es ( ) ( ) ( ) ( )3122123,2,1 ≡Ψ , o simplemente 122=Ψ . 

Este determinante está compuesto por términos del tipo 

     LL −+ 122 ,   (1.16) 

donde cada término involucra una permutación de los electrones. Luego, al aplicar los 

operadores ∑=
i

izz lL ˆˆ  y ∑=
i

izz sS ˆˆ  se obtienen los valores propios  53

1
== ∑ =i lL mM  

y 213

1
==∑ =i sS mM , respectivamente. 

El número total de microestados permitidos por el Principio de Exclusión de Pauli es 

        ( ) 120
!310!3

!10
3

10
=

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
.   (1.17) 

En el Apéndice II están tabulados los 120 determinantes de Slater asociados a cada 

microestado, con sus respectivos valores de LM  y SM . 

Para obtener las funciones propias de 2Ŝ  y 2L̂ , necesitamos  conocer la acción de estos 

operadores sobre cada función determinantal. Luego usaremos un método de proyectores 

para obtener las combinaciones lineales que corresponderán a las funciones 

SL MSML ,,, . 

Como las transiciones electrónicas se realizan entre estados de igual multiplicidad, 

comenzaremos por obtener las funciones propias de 2Ŝ  y zŜ . 

Para encontrar la acción de 2Ŝ  sobre cada determinante, reescribimos la expresión (1.13) 

como 
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    ( )∑ ∑∑
< ≠

−+++=
ji ji

jijziz
i

i sssssS ˆˆˆˆ2ˆˆ 22 ,  (1.18) 

donde la doble sumatoria del tercer término se ha escrito como una sumatoria simple.  

Usemos como ejemplo la función 1A : 

1221
2
1

2
1

2
1

2
11

2
1

2
1

2
1

2
1

2121
2
1

2
1

2
1

2
11

2
1

2
1

2
1

2
1

122
4
1

4
1

4
121221

2
1

2
13122ˆˆ

2
1

2
1

2
1

2

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +== SAS

 

Note que en el tercer término, el primer electrón tiene igual número cuántico que el segundo 

electrón, por lo tanto el determinante se anula. Además, en el segundo término el primer 

electrón se intercambió con el segundo, por lo que el determinante cambia de signo. 

Teniendo en cuenta esto, el resultado es 

         1
2

1
2

4
3122122

4
7122ˆˆ ASAS =−== . 

Vemos que la función 1A  es función propia del operador 2Ŝ ,  y su valor propio es 

4
3)1( =+SS . Esto significa que 1A  es una función doblete. 

Muchas de las funciones de onda iA  que se muestran en el Apéndice II, son por sí 

mismas funciones propias de 2Ŝ . Los determinantes asociados a dichas funciones cumplen 

con dos condiciones: Sus valores de LM  y SM  son únicos en la lista de 120 funciones, y el 

conjunto de números cuánticos azimutales { }321 ,, lll mmm  de la diagonal principal también 

es único. 

El resto de los determinantes de Slater no son funciones propias de 2Ŝ . Tomemos como 
ejemplo las funciones 8A , 9A  y 10A . Si miramos el Apéndice II,  notaremos que las tres 

funciones tienen el mismo valor de LM  y SM . Además, las tres funciones tienen el mismo 
conjunto de números cuánticos azimutales { }321 ,, lll mmm  en la diagonal principal.  

Si aplicamos el operador 2Ŝ , dado por (1.18), a 8A  tenemos que 

            10988
2

4
7ˆ AAAAS ++= , 

donde el segundo y tercer término surgen de la acción de ∑≠ −+ji ii ss  sobre 8A . 

El lector podrá comprobar que los resultados para las funciones 9A  y 10A  son 
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   10899
2

4
7ˆ AAAAS ++=  y 981010

2

4
7ˆ AAAAS ++= . 

Las tres combinaciones lineales obtenidas son linealmente dependientes. De manera 

análoga se obtienen expresiones linealmente dependientes para cada conjunto en que las 

funciones estén relacionadas por las condiciones señaladas anteriormente. En el Apéndice II 

se muestra la acción del operador 2Ŝ  sobre los 120 determinantes de Slater de la 

configuración 3d . 

Si observamos las funciones en el Apéndice II, veremos que los valores permitidos de MS 

son 3/2, 1/2, -1/2 y -3/2. Como SSSSM S −+−−= ,1,,1, K , entonces S podría ser igual a 3/2 

o 1/2. Según la multiplicidad asociada a cada valor de S, las funciones propias serán dobletes 

o cuadrupletes. 

Para encontrar las funciones propias de 2Ŝ , sean dobletes o cuadrupletes, usaremos 

proyectores de momento angular. Estos proyectores son operadores que al aplicarse sobre 

una función determinantal, el resultado es una función propia de un operador de momento 

angular dado. Consideremos por ejemplo, que queremos encontrar una función propia de 
2Ŝ , asociada al valor propio 4

15
2

3
2

3 )1()1( =+=+SS . Como el otro valor posible de S es 

2
1 , el proyector tiene la siguiente forma: 

     ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≡=

4
3ˆˆ 2

2
3 SSO , 

Esto significa que el proyector aplicado a una función propia doblete, anula la función.  

Veamos el caso de las funciones 8A , 9A  y 10A  que dan origen a tres combinaciones 

lineales que son linealmente dependientes. A su vez, estas tres combinaciones lineales deben 

dar origen a tres funciones propias, cada una debe estar asociada a uno de los dos valores 

propios posibles. 

Aplicando el proyector ( )2
3ˆ =SO  sobre las funciones queda2 

   ( ) 10988109882
3

4
3

4
7ˆ AAAAAAAASO ++=−++== , 

   ( ) 10989108992
3

4
3

4
7ˆ AAAAAAAASO ++=−++== ,  

                                                 
2 En el apéndice III, se muestra la acción que tiene 2Ŝ sobre las 120 funciones determinantales que 
derivan de la configuración 3d .  Dicha tabla define una matriz de 120120×  que se usa para obtener 
la acción de los proyectores de momento angular sobre los determinantes de Slater. 
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   y   ( ) 1098108910102
3

4
3

4
7ˆ AAAAAAAASO ++=−++== . 

Vemos que las tres combinaciones dan origen a una única combinación lineal. Al normalizar 

esta combinación lineal se obtiene la siguiente función propia cuadruplete: 

     ( )10983
1 AAA ++  . 

Para encontrar las funciones doblete, necesitamos aplicar el proyector  

     ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

4
15ˆˆ 2

2
1 SSO  

sobre las funciones 8A , 9A  y 10A . El resultado es el siguiente: 

   ( ) 10988109882
1 2

4
15

4
7ˆ AAAAAAAASO ++−=−++== , 

   ( ) 10989108992
1 2

4
15

4
7ˆ AAAAAAAASO +−=−++== , 

   ( ) 1098108910102
1 2

4
15

4
7ˆ AAAAAAAASO −+=−++== . 

Podemos eliminar una de las funciones al restar la primera y la tercera combinación, y así 

obtener la primera función doblete, 

   ( )
( ) )(3

2
2

108

1098

1098

IAA

AAA
AAA

−

++−−
−+

 

La segunda función doblete será la combinación lineal )(2 1098 IIAAA +− . 

En resumen, a partir de tres combinaciones linealmente dependientes hemos obtenido tres 

funciones propias de 2Ŝ , una cuadruplete y dos dobletes. Las funciones normalizadas son 

  
( )

( )
Dobletes

AA

AAA

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−

+−

108

1098

2
1

2
6

1

   ( ) eCuadrupletAAA
⎭
⎬
⎫

++ 10983
1 . 

En el Apéndice IV se listan las 120 funciones propias de 2Ŝ , divididas en dobletes y 

cuadrupletes. 

Ya que hemos separado las funciones de onda según su multiplicidad, usaremos el mismo 

método de los proyectores para encontrar las funciones propias de los operadores 2L̂  y zL̂ . 
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Necesitamos conocer la acción del operador 2L̂  sobre cada uno de los determinantes de 

Slater (Apéndice II), y así construir la matriz de dicho operador en la base de los 120 

funciones determinantales. Para hacer esto, reescribiremos el tercer término de (1.11), 

obteniendo 

          ( )∑ ∑∑
< ≠

+−−+ +++=
ji ji

jijijziz
i

i lllllllL ˆˆˆˆˆˆ2ˆˆ 22 . (1.19) 

Al operar 2L̂ sobre 1A , obtenemos que 

        ( )[ ] ( ) ( ) 2121622116122224218ˆ
1

2 +++++=AL . 

El segundo término cambia de signo por intercambio de electrones y el tercero se anula por 

Principio de Exclusión, quedando 

       1111
2 30434ˆ AAAAL =−= . 

Así, podemos aplicar el operador 2L̂  sobre cada una de las funciones determinantales que 

se muestran en el Apéndice II. Primero se obtiene el resultado para todas las funciones con 

valor no-negativo de LM . Luego obtenemos las combinaciones lineales que corresponden a 

valores de LM  negativos, por simetría con respecto a los valores positivos. Ilustremos esto 

con un ejemplo: Sea 12031 −=A , cuyos valores de ML y MS  son 1 y 3/2 respectivamente. 

Al aplicar 2L̂  sobre esta función se obtiene 

 ( )[ ] ( ) 433131
2 628102622124120020218ˆ AAAL +=−+−+−+−+= . 

Ahora tomamos 20171 −=A , donde los valores de lm  asociados a la diagonal principal 

son los negativos de los valores asociados a 31A . Cuando se aplica 2L̂  sobre 71A  se obtiene 

 ( )[ ] ( ) 837171
2 628210612224201020218ˆ AAAL +=−+−−+−+−+= . 

La matriz completa del operador 2L̂  puede ser obtenida de esta manera. Ahora 

utilizaremos los operadores de proyección de momento angular orbital para obtener las 

funciones propias de 2L̂  y zL̂ . Como necesitamos funciones propias comunes del conjunto 

de operadores { }zz SSLLH ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 22 , aplicaremos los proyectores de momento angular orbital 

sobre las funciones propias doblete y cuadruplete que se listan en el Apéndice IV.  

Según los valores de ML posibles para la configuración 3d  (Ver Apéndice I), los 

proyectores de momento angular orbital total son 
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   ( ) ( )( )( )( )( )22222 ˆ2ˆ6ˆ12ˆ20ˆ5ˆ LLLLLLO −−−−==  

   ( ) ( )( )( )( )( )22222 ˆ2ˆ6ˆ12ˆ30ˆ4ˆ LLLLLLO −−−−==  

   ( ) ( )( )( )( )( )22222 ˆ2ˆ6ˆ20ˆ30ˆ3ˆ LLLLLLO −−−−==   

   ( ) ( )( )( )( )( )22222 ˆ2ˆ12ˆ20ˆ30ˆ2ˆ LLLLLLO −−−−==   

   ( ) ( )( )( )( )( )22222 ˆ6ˆ12ˆ20ˆ30ˆ1ˆ LLLLLLO −−−−==  

   ( ) ( )( )( )( )( )2ˆ6ˆ12ˆ20ˆ30ˆ0ˆ 22222 −−−−−== LLLLLLO . 

Los términos espectroscópicos asociados a la configuración 3d  son: F4 , P4 , H2 , G2 , 

F2 , 1
2 D , 2

2 D  y P2 . Usaremos los proyectores para obtener las funciones propias 

asociadas a cada uno de éstos términos. 

Ilustraremos el procedimiento con el término H2 . Al aplicar el proyector ( )5ˆ =LO  

sobre algunas funciones de la tabla de los dobletes (Apéndice IV) se obtiene que  

(1) ( ) 11 800.628.35ˆ AALO ==  

(2) ( ) 22 800.628.35ˆ AALO ==  

(3) ( ) ( ) 53533 6363760.7255ˆ AAAAALO −≈−==  

(4) ( ) 644 635ˆ AAALO −≈=  

(5) ( ) 355 625ˆ AAALO −≈=  

(6) ( ) 466 625ˆ AAALO −≈=  

Podemos notar que tanto 1A  como 2A  son componentes del término H2  con sus valores 

de ML y MS  correspondientes. Los pares de funciones (3) – (5) y (4) – (6), consisten en 

combinaciones linealmente dependientes entre sí. Por lo tanto podemos escoger una de cada 

par para construir una función propia asociada al término H2 . De esta forma obtenemos las 

siguientes funciones normalizadas: 

   ( )53 26
10
1 AA −    214 == SL MM  

   ( )64 26
10
1 AA −    214 −== SL MM . 
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El factor de fase de la función es arbitrario y el coeficiente de proporcionalidad se puede 

omitir en todos los casos, puesto que finalmente se normalizan las combinaciones 

linealmente independientes. 

Finalmente veamos la acción de ( )5ˆ =LO  sobre la función 25A , que tiene 2=LM  y 

21=SM . Tenemos que  

( ) 29272520191825 6636626365ˆ AAAAAAALO −−+−+−≈= . 

De modo que la función normalizada es 

   ( )292725201918 3623
30
1 AAAAAA −−+−+− . 

Usando este método se pueden obtener las funciones de onda asociadas a cada uno de los 

términos espectroscópicos. Sólo basta con aplicar el operador de proyección correspondiente 

al valor de L  del término, sobre cada una de las funciones dobletes o cuadrupletes, según 

corresponda. Así obtenemos las funciones de Russell-Saunders, que son funciones propias 

del Hamiltoniano dado por (16).  

El número de funciones propias asociadas a cada término espectroscópico, está dado por 

la multiplicidad total de cada término. Esta corresponde al producto de la multiplicidad de 

espín total y la multiplicidad de momento angular orbital total. En el Apéndice V se entrega 

la lista de funciones SL MSML ,,,  asociadas a cada uno de los ocho términos 

espectroscópicos de la configuración 3d . 

DIAGONALIZACIÓN DEL HAMILTONIANO  

Hemos encontrado las funciones propias del conjunto completo de operadores 

{ }zz SSLL ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 22 , usando los métodos del momento angular polielectrónico. Como el 

operador Ĥ  dado por (1.6) conmuta con los cuatro operadores de este conjunto, entonces las 

funciones SL MSML ,,,  también son funciones propias de Ĥ . Al construir la matriz de 

Ĥ  en esta base de éstas funciones propias, obtenemos una matriz diagonal cuyos elementos 

de la diagonal son los valores de la energía de cada término espectroscópico. Todas las 

funciones de un mismo término espectroscópico son degeneradas. Por lo tanto, basta elegir 

una función por cada término y encontrar el elemento de matriz diagonal del Hamiltoniano 

que indique la energía de ese término. 

Un típico elemento de matriz de Ĥ  tiene la forma 
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     SLSL SMLMHSMLM ˆ ,    

  

donde SL MSML ,,,  es un componente del término LS 12 + . Cada uno de estos componentes 

está definido como una combinación lineal de determinantes de Slater iA , por lo tanto será 

necesario resolver integrales del tipo  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )LLLL iHiAHA kjkj χχχχχχ 21ˆ21ˆ
2121= .(1.20) 

Recordemos que el Hamiltoniano está dado por 

    ( ) ∑∑∑
< −

+=
i ij jii

i rr
eihH

2
ˆ .   (1.21) 

De esta forma tenemos dos tipos de integrales que resolver: 

• Integrales monoelectrónicas: Son las que involucran las variables de un solo 

electrón. 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )LLLL iihi k
i

ij χχχχχχ 2121 2121 ∑  (1.21) 

• Integrales bielectrónicas: Son las que involucran las variables de dos electrones. 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )LLLL i
rr

ei k
i ij ji

j χχχχχχ 2121 21

2

21 ∑∑
< −

.(1.22) 

Denotemos un operador monoelectrónico general por 1Ô . En este caso ( )∑= i i ihO ˆˆ
1 . 

Se puede demostrar que al evaluar elementos de matriz entre determinantes de Slater para 

operadores monoelectrónicos, sólo se obtienen valores no-nulos en dos casos.  

En la Tabla 1 se resumen los casos en que se obtienen elementos de matriz no-nulos entre 

determinantes de Slater  para operadores 1Ô . Los determinantes se denotan por los espínes-

orbitales de su diagonal principal. Por ejemplo, en los determinantes LLmnK =   y 

LL pnL = , se ha reemplazado el espín-orbital m  por p  en el determinante K  para 

formar el determinante L . 
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  TABLA 1. Elementos de matriz de operadores monoelectrónicos 1Ô . 

( )∑ =
=

N

i i ihO
11

ˆˆ  

Caso 1. 

LLmnK =  ∑=
N

m

mhmKOK ˆˆ
1  

Caso 2. 

LLmnK =  

LL pnL =  

phmLOK ˆˆ
1 =  

Caso 3. 

LLmnK =  

LL pqL =  

0ˆ
1 =LOK  

 

Denotaremos por 2Ô  a los operadores bielectrónicos. También es posible derivar una 

regla para saber si los elementos de matriz entre determinantes serán no-nulos. La Tabla 2 

muestra los casos que se derivan para este tipo de operadores. La notación es la misma que 

para el caso de operadores 1Ô . 
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                 TABLA 2. Elementos de matriz para operadores bielectrónicos 2Ô . 

∑∑∑∑
= ><

≡
−

=
N

i

N

ij jii ij ji r
e

rr
eO

1

22

2
ˆ  

Caso 1. 

LLmnK =  

 

∑ −=

ocupados
Pares jiji

nm
r
emnmn

r
emnKOK

22

2
ˆ  

Nota: Se suma sobre todos los pares de espín-orbitales 
ocupados 

Caso 2. 

LLmnK =  

LL pnL =  

 

∑ −=
N

n jiji

np
r
emnpn

r
emnLOK

22

2
ˆ  

Nota: Se suma sobre todos los pares de electrones en los 
cuales un miembro del par está en el espín-orbital pχ . 

Caso 3. 

LLmnK =  

LL pqL =  

qp
r
emnpq

r
emnLOK

jiji

22

2
ˆ −=  

Caso 4. 

LLmnoK =  

LL pqrL =  

0ˆ
2 =LOK  

 

Podemos ilustrar el significado de estas reglas, por ejemplo, analizando el segundo caso 

de la Tabla 2. Aquí, los determinantes LLmnK =  y LL pnL =  tienen todos los 

espín-orbitales de la diagonal idénticos y en el mismo orden, salvo que el espín-orbital m  ha 

sido reemplazado por el espín-orbital p . 

 

El elemento de matriz LreK ji∑ 2  consiste en una suma sobre todos los pares de 

electrones, de integrales definidas con respecto a las coordenadas de los N electrones, es 

decir,  

  [ ] [ ]∫∫ ∫ Njinp
ji

nm dddji
r
eji τττχχχχ LLLLLLL )()()()(

2
* .(1.23) 
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Como cada término de la sumatoria involucra una integral sobre productos de espín-orbitales 

ortonormales, la integral será diferente de cero sólo cuando todos los espín-orbitales 

complejo conjugados sean idénticos a los no-conjugados, con excepción de los electrones i  

y j . Esto quiere decir que el electrón 1 está en el mismo espín orbital a la izquierda y a la 

derecha del operador jire2 , que el electrón k  está en el mismo orbital a la izquierda y a la 

derecha del operador jire2 , etc. De esta manera la integral no se anula por ortogonalidad. 

El único par de electrones que pueden estar asociados a distintos espín-orbitales son aquellos 

que están involucrados en el operador de jire2 . De esta manera, la integral se reduce a una 

integral bielectrónica del tipo 

   [ ] [ ]∫∫ jinp
ji

nm ddji
r
eji ττχχχχ )()()()(

2
* ,  (1.24) 

donde τd  incluye las coordenadas espaciales y de espín de cada electrón. Los sub-índices 

m , n  y p  representan conjuntos distintos de números cuánticos { }sl mmln ,,, asociados a 

cada espín-orbital. El operador jire2 no actúa sobre las coordenadas de espín. Por lo tanto, 

para asegurar que la integral no se anule por ortogonalidad de los kets 
i

msm , 
i

psm  y 

j

nsm , el electrón ésimoi −  debe tener el mismo espín tanto en el orbital ésimom −  como 

en el orbital ésimop − . Entonces, se puede escribir la integral con respecto a las 

coordenadas espaciales solamente de la forma 

       [ ] [ ]∫∫ jinp
ji

nm
p
s

m
s xdxdji

r
ejimm rr)()()()(),(

2
* χχχχδ , (1.25) 

donde ),( p
s

m
s mmδ  es el símbolo delta de Kronecker y xdr  representa las coordenadas 

espaciales de un electrón. 

Como los determinantes involucran permutaciones de electrones, es posible tener otro 

término no-nulo. En el caso en que la permutación de la izquierda del operador jire2  sea 

idéntica a la permutación de la derecha, salvo que el electrón j  esté en el espín-orbital pχ  y 

el electrón i  esté en el espín-orbital nχ , la integral es distinta de cero. Como el factor a la 

derecha del operador jire2  difiere sólo en una permutación con respecto a la integral 

anterior, se antepone un factor ( )1−  al término de la energía, correspondiente a la 
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permutación impar. Las restricciones para el espín de los electrones se deducen de manera 

análoga a la integral anterior. 

En resumen, el elemento de matriz no diagonal LOK 2
ˆ  para el segundo caso de la 

Tabla 2 consiste en una suma de términos del tipo    

[ ] [ ]

[ ] [ ]∫∫

∫∫

− jipn
ji

nm
p
s

n
s

n
s

m
s

jinp
ji

nm
p
s

m
s

ddji
r
ejimmmm

xdxdji
r
ejimm

ττχχχχδδ

χχχχδ

)()()()(),(),(

)()()()(),(

2
*

2
* rr

. 

Se suma sobre todos los pares de electrones en los que un miembro está en el espín orbital 

pχ  y el otro está en un espín-orbital nχ , donde n indica cualquier otro espín-orbital de la 

configuración electrónica. 

En el caso del elemento de matriz diagonal KOK 2
ˆ , la suma se realiza sobre los pares 

de espín-orbitales ocupados. Los términos de la sumatoria son dos integrales que difieren de 

signo porque difieren sólo en una permutación de electrones. Estas integrales son de gran 

importancia en el tratamiento de sistemas poliatómicos. La integral con signo positivo se 

denomina Integral Coulombica y se denota como );( nmJ . La integral de con signo negativo 

es la Integral de Resonancia, y se denota como );( nmK .  

Las expresiones, en coordenadas espaciales, para las integrales );( nmJ  y );( nmK  son 

  [ ] [ ]∫∫= jinm
ji

nm xdxdji
r
ejinmJ rr)()()()();(

2
* χχχχ          (1.26) 

  [ ] [ ]∫∫= jinm
ji

nm
n
s

m
s xdxdij

r
ejimmnmK rr)()()()(),();(

2
* χχχχδ . (1.27) 

La integral );( nmJ  es independiente del espín de los electrones del par, pero la integral 

);( nmK  sólo aporta al término de la energía cuando los electrones tienen espín-paralelo.  

El término monoelectrónico del Hamiltoniano (1.6) corresponde a la suma de la energía 

cinética de cada electrón. Para elementos diagonales KOK 1
ˆ , la Tabla 1 nos muestra que 

se debe sumar las integrales  

    [ ] imm xdiihimI r
∫= )()(ˆ)()( * χχ ,  (1.28) 
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para todos los espín-orbitales ocupados. Generalmente se omiten los términos que involucran 

estas integrales porque son términos que se repiten en la expresión de energía de todos los 

términos espectroscópicos.  

Además de la consideración sobre la irrelevancia de las integrales )(mI  en el estudio del 

espectro atómico, se puede demostrar que la diferencia de energía entre los términos 

espectroscópicos no cambia si consideramos todos los electrones del átomo y no sólo los 

electrones de valencia. Sin embargo, la demostración es larga y no está dentro del alcance de 

este trabajo. 

Volvamos a las integrales bielectrónicas y exploremos el método para resolverlas. 

Primero, necesitamos escribir los orbitales involucrados en forma explícita. Luego la integral  

                    )2()1()2()1(
21

2

qpnm r
e χχχχ      

se escribe en coordenadas esféricas como (Ver Apéndice I): 

[ ]

2222
2

21111
2

1

222111

21

2*
222111

),()(),()(

),()(),()(),(),(

φθθφθθ

φθφθ

φθφθδδ

dddrsenrdddrsenr

YrRYrR

r
eYrRYrRmmmm

q
lm

q
ln

p
lm

p
ln

n
lm

n
ln

m
lm

m
ln

q
s

n
s

p
s

m
s

ll

ll

×

×

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫∫∫∫∫∫
, 

o simplemente 

  q
lm

q
ln

p
lm

p
ln

n
lm

n
ln

m
lm

m
ln

q
s

n
s

p
s

m
s llll

YRYRr
eYRYRmmmm

21

2
),(),( δδ . (1.29) 

Escribiendo el operador de energía potencial jire2  como combinación lineal de 

operadores tensoriales de Slater ),( φθk
qC  tenemos que  

 ( ) ∑ ∑∑
∞

=

=

−=
+

<

>
∞

=
+

<

> ==
0

22
*

111

2

0
1

22

),(),(cos
k

kq

kq

k
q

k
qk

k

k
ijkk

k

ij

CC
r

reP
r

re
r
e φθφθθ , (1.30) 

donde  

    ),(
12

4),( φθπφθ kq
k
q Y

k
C

+
= .    (1.31) 

Definimos la fase del operador de Slater y de las funciones armónicas esféricas por medio de 

la igualdad 

    ( ) ),(1),(* φθφθ k
q

qk
q CC −−= .    (1.32) 

Ahora reemplazamos jire2  en (1.29) por (1.30), para obtener 
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⎭
⎬
⎫

×

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

∑

∑
=

−=

∞

=
+

<

>

kq

kq

q
lm

k
q

n
lm

p
lm

k
q

m
lm

k

q
ln

p
lnk

k
n

ln
m

ln
q
s

n
s

p
s

m
s

q
lm

q
ln

p
lm

p
ln

n
lm

n
ln

m
lm

m
ln

q
s

n
s

p
s

m
s

llll

llll

YCYYCY

RR
r

re
RRmmmm

YRYRr
eYRYRmmmm

),(),(

),(),(

),(),(

22
*

11

0
1

2

21

2

φθφθ

δδ

δδ

. (1.33) 

Podemos imponer algunas restricciones adicionales sobre las funciones involucradas en las 

integrales 
ll lm

k
qlm YCY ),( 11 φθ , a partir de lo que dice el Teorema de Wigner-Eckart: 

  ( )
21

11

2211
21

21
11 1),( l

k
l

ml
ml

k
qml YCY

mqm
lkl

YCY ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−= −φθ . (1.34) 

El símbolo j3  (Apéndice I) nos muestra la simetría del elemento de matriz. Para que este 

factor sea distinto de cero, se debe satisfacer que:  

• 212121 ,,1, llllllk −−++= K  ó 2221 ,,1, lklklkl −−++= K  ó 

1112 ,,1, lklklkl −−++= K , lo que se conoce como relación triangular 

( )21kllΔ . 

• 021 =++− mqm , por lo tanto 21 mmq −= . 

Si consideramos que 21 mmq −= , entonces según la ecuación (1.33) p
l

m
l mmq −= . 

Además podemos reescribir el elemento de matriz q
lm

k
q

n
lm ll

YCY ),( 22
* φθ  en (1.33), 

eliminando el conjugado del operador de Slater para obtener q
lm

k
q

n
lm

q
ll

YCY ),()1( 22 φθ−− . 

De este modo, se debe cumplir la relación n
l

q
l mmq −= , lo que genera la restricción 

     p
l

q
l

n
l

m
l mmmm +=+ .   (1.35) 

Para simplificar la notación, definiremos las integrales ( )qqppnnmmk lnlnlnlnR ,,  y 

( )2211 mlmlck  como   

    ( )
2221112211 ml

k
mmml

k YCYmlmlc −≡ ,    (1.36) 

   ( ) q
ln

p
lnk

k
n
ln

m
ln

qqppnnmmk RR
r
r

RRlnlnlnlnR 1,, +
<

>≡ . 

Usaremos esta notación para reescribir el elemento de matriz (1.33) como 
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( ) ( ) ( )qqnnk

k

ppmmkqqppnnmmkmm

q
s

p
l

n
l

m
l

q
s

n
s

p
s

m
s

qpnm

mlmlcmlmlclnlnlnlnRe

mmmmmmmm

re

nq

∑−−×

++

=

,,)1(

),(),(),(

)2()1()2()1(

2

12
2

δδδ

χχχχ

.(1.37) 

La integral ( )2211 mlmlck  (1.36) resuelve en términos de un producto de símbolos j3 , 

según indica la igualdad 

  ( ) ( ) ( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′′−−

′
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
+′+−=′′

mmmm
lkllkl

llmllmc mk

000
12121 . 

Las propiedades de simetría de los símbolos j3  (Ver Apéndice I), le confieren 

propiedades de simetría a las integrales ( )2211 mlmlck . La Tabla 3 muestra algunas de las 

propiedades más útiles.  

                            TABLA 3. Propiedades de las integrales ( )2211 mlmlck . 

1. ( ) .,0 impareslklsimllmck ′++=′′  

2. ( ) ( ) ( )lmmlcmllmc kmmk ′′−=′′ ′−1  

3. ( ) ( )mllmcmlmlc kk ′′=′−′−  

4. ( ) mmksimllmck ′−<=′′ 0  

5. ( ) mmllmllmc ′′=′′ δδ0  

6. ( )
12

000

+
= ′

k
lmc llδ  

 

Usando la propiedad 2 de la Tabla 3, podemos expresar el elemento de matriz (1.37) 

como 

( ) ( ) ( )nnqqk

k

ppmmkqqppnnmmk

q
s

p
l

n
l

m
l

q
s

n
s

p
s

m
s

mlmlcmlmlclnlnlnlnRe

mmmmmmmmV

∑×

++=

,,

),(),(),(
2

12 δδδ
     (1.38) 

En la Tabla 4 se entregan los valores de las integrales para electrones en orbitales d , que 

tienen diferentes valores de lm . 
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        TABLA 4. Integrales kc para electrones d . 
m  m′  0c  

27c  
421c  

2±  2±  1 2−  1 

2±  1±  0  6  5−  

2±  0  0  2−  15  

1±  1±  1 1 4−  

1±  0  0  1 30  

0  0  1 2  6  

2±  2m  0  0  70  

2±  1m  0  0  35−  

2±  1m  0  6−  40−  

 

Según las propiedades de kc , la integral (1.38) queda expresada como combinación 

lineal de integrales radiales kR con 4,2,0=k . Las integrales radiales son consideradas 

como parámetros semi-empíricos, ya que la forma de la función radial de un átomo 

polielectrónico no está definida de manera exacta. Por conveniencia aritmética se redefinen 

los parámetros radiales en términos de los parámetros 0F , 2F  y 4F  según las igualdades 

   02
0 ReF = ,   

49

22

2
ReF =   y   

441

42

4
ReF = .   (1.39) 

Para configuraciones electrónicas nd , se definen los parámetros de Racah A , B  y C  

mediante las igualdades 

   40 49FFA −= ,  42 5FFB −=  y  435FC = .   (1.40) 

Ahora calcularemos los elementos diagonales de la matriz de Ĥ , que corresponden a los 

valores de energía asociada a las funciones propias. 

Tomemos como ejemplo el término F4 . Este término tiene multiplicidad 28, lo que 

significa que hay 28 elementos diagonales idénticos de la matriz Ĥ . Por ejemplo, elegimos 

la función   71 A=Γ (Ver Apéndice VI), y calculamos el elemento diagonal 11
ˆ ΓΓ H . 

Considerando sólo las interacciones bielectrónicas, y usando las reglas de la Tabla 2 se 

obtiene que  
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  ( ) 101020202121
4 210ˆ210 KJKJKJHFE −+−+−== . 

Para electrones d3  se utilizan las integrales );( ll mmJ ′  y );( ll mmK ′ , o simplemente 

ll mmJ ′ y 
ll mmK ′ . 

Según las igualdades (1.38) y (1.40), el valor de la integral 12J  está dado por 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

420

422202

424422220200
21

42
441
4

49
2

112211221122

FFF

ReReRe

ReccReccReccJ

−−=

−−=

++=

. 

Luego, si sumamos las contribuciones de todas las integrales obtenemos que 

   
( )

BA

FFFHFE

153

72153210ˆ210 420
4

−=

−−==
, 

En el Apéndice VI se calcula la separación de las energías de los términos D2
1  y D2

2  

diagonalizando un bloque de 22× , puesto que en la base de funciones de Russell-Saunders 

ambos términos tendrían la misma energía. 
En la Tabla 5 se entregan las energías de los términos espectroscópicos correspondientes 

a la configuración 3d . Estas energías son válidas para cualquier átomo neutro o ion atómico 

que tenga la configuración señalada. Lo que distingue a cada caso son los valores de los 

parámetros de Racah A , B  y C , que se obtienen por espectroscopía electrónica mediante 

un proceso de optimización. 

 TABLA 5. Energía de los términos espectroscópicos LS 12 +  para la configuración 3d . 

( ) BAFE 1534 −=  

( ) APE 34 =  

( ) CBAGE 31132 +−=  

( ) CBAHE 3632 +−=  

( ) CBAFE 3932 ++=  

( ) CBAPE 3632 +−=  

( ) BCCBCBADE 84193553 222 ++±++=  
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EFECTOS DE LA INTERACCIÓN ESPÍN-ÓRBITA 
 

Como se mencionó anteriormente en este capítulo, en todos los sistemas polielectrónicos 

se produce una interacción magnética entre los momentos angulares orbital y de espín de los 

electrones. Esta interacción da origen al número cuántico J de momento angular total, el que 

permite definir funciones de onda acopladas JJM . Podemos expresar la contribución 

espín-órbita en el Hamiltoniano como SOĤ , y se define como una suma de operadores de 

acoplamiento vectorial monoelectrónico, es decir, 

          ∑ ⋅=
i

iiiSO slrH rv
)(ˆ ξ .    (1.41) 

El parámetro )( irξ  está definido por  

            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
i

i r
V

r
r 1

2
)(

2αξ    (1.42) 

donde α  es la constante de estructura fina y V es una función de energía potencial que 

incluye contribuciones nucleares y electrónicas, cuya dependencia con ir  no está claramente 

definida. El parámetro )( irξ  es  específico para cada electrón. Al calcular el elemento de 

matriz SLSOSL SMLMHSMLM ˆ  en la base de Russell-Saunders, el parámetro )( irξ se 

convierte en la integral radial ∫
∞ −

∂
∂

=
0

212 )( drr
r
VrrRnlnlζ , que depende de los números 

cuánticos principal y de momento angular orbital de los electrones. Es común considerar esta 

integral como un parámetro cuyo valor se obtiene por comparación de las energías de la 

interacción espín-órbita con los espectros atómicos experimentales. 

Podemos obtener un valor aproximado de la energía de interacción espín-órbita en 

términos de los números cuánticos J , L  y S . Para esto se define el Hamiltoniano espín-

órbita efectivo como 

    ( )222 ˆˆˆ
22

ˆ SLJSLH eff
SO −−=⋅=

λλ rv
.   (1.43) 

 

Como el operador depende de J , actúa sobre las funciones acopladas ( ) JJMLS  

asociadas a los términos J
S L12 + . Además, el valor de λ  depende de los números cuánticos 
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del término espectroscópico, contrario al valor de ξ , que depende intrínsecamente de la 

naturaleza de los electrones. 

 El elemento de matriz general para este operador es 

     ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )111
2

ˆˆˆ
2 ,,

222 +−+−+=−−′′′′
′′ SSLLJJJMLSSLJMJSL

JJ MMJJJJ δδλλ
. (1.44) 

Entonces, el operador eff
SOĤ  sirve sólo para calcular de manera aproximada los elementos 

diagonales de la matriz en la base de funciones acopladas.  

Para la configuración 3d tenemos ocho términos espectroscópicos desacoplados LS 12 + , 

cada uno de ellos asociados a los valores de energía de la Tabla 5. Un término de este tipo se 

desdobla en un conjunto de términos acoplados J
S L12 + , con SLSLJ −+= K, .Esto es 

consecuencia de la inclusión de la interacción espín-órbita en el Hamiltoniano atómico. 

Veamos por ejemplo el término F4 . Como  3=L  y 23=S , J toma los valores 29 , 

27 , 25  y 23 . Luego, los valores de energía dados por (1.44) son  

  ( ) λ
2
9

2
9

4 =FE ,   ( ) 0
2
7

4 =FE ,   ( ) λ
2
7

2
5

4 −=FE ,   ( ) λ6
2
3

4 −=FE ,   

cumpliendo con la Regla de Intervalos de Landé: ( ) ( ) JJEJE λ=−− 1 . 

La Tabla 6 muestra las energías de la interacción espín-órbita, en primer orden, para cada 

uno de los términos de la configuración 3d . 

 

TABLA 6. Interacción espín-orbita dada por (1.44) para electrones 3d , en la base ( ) JJMLS . 

( )
22

3
2 λ

=PE  

( ) λ−=
2
1

2 PE  

( ) λ
2
9

2
9

4 =FE  

( ) 0
2
7

4 =FE  

( ) λ
2
7

2
5

4 −=FE  

( ) λ6
2
3

4 −=FE  

( ) λ
2
3

2
5

4 =PE  

( ) λ−=
2
3

4 PE  

( ) λ
2
5

2
1

4 −=PE  ( ) λ2
2
9

2 =GE  

( ) λ
2
5

2
7

2 −=GE  

( ) λ
2
5

2
11

2 =HE  

( ) λ3
2
9

2 −=HE  

( ) λ
2
3

2
7

2 =FE  

( ) λ2
2
5

2 −=FE  

( ) λ=
2
5

2 DE  

( ) λ
2
3

2
3

2 −=DE  
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La siguiente etapa es calcular la acción del operador SOĤ  sobre las funciones de Russell-

Saunders asociadas a cada término. Para esto escribimos SOĤ  dado por (1.41) como 

  ( ) ( ) { }∑∑ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅+⋅+⋅=⋅= −+−+

i
iiiizizii

i
iiiSO lsslslrslrH ˆˆˆˆ

2
1ˆˆˆˆˆ ξξ . (1.45) 

Sabemos que el nivel de energía término F4  se desdobla en cuatro niveles de acuerdo 

con los valores de J , usando teoría de perturbaciones de primer orden. Por lo tanto, 

usaremos la función 72
3

2
3

1 33 A==Γ ,correspondiente al término F4  (Ver Apéndice VI) 

para calcular la energía espín-órbita en primer orden de perturbación. 

Usando el operador (1.45) podemos calcular que 

  1216
2

)(
0222

2
)(210

2
)(210)(210ˆ 322

1
rrrrH SO

ξξξ
ξ +++= . 

Dado que todos los electrones son equivalentes y que las funciones determinantales son 

ortogonales, el elemento de matriz de la perturbación en la base no perturbada es  

    ξ
2
3210ˆ210 =SOH ,    (1.46) 

donde se considera que ξξξξ === )()()( 321 rrr . 

Si escribimos el operador eff
SOĤ  en la forma 

   { }⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++=⋅= −+−+ LSSLSLSLH zz

eff
SO

ˆˆˆˆ
2
1ˆˆˆˆˆ λλ ,  (1.47) 

se puede calcular la energía de la perturbación en la base de Russell-Saunders asociada a la 

función 7A . En efecto tenemos que λ
2
933ˆ33 2

3
2

3
2

3
2

3 =SOH , y comparando con el 

valor dado por (1.46) obtenemos que ( ) 3
4 ξλ =F . Luego las energías de perturbación 

sobre los niveles del término F4  en función del parámetro ξ  son 

  ( ) ξ
2
3

2
9

4 =FE ,  ( ) 0
2

7
4 =FE ,  ( ) ξ

6
7

2
5

4 −=FE   y  ( ) ξ2
2

3
4 −=FE . 

Además de las energías, en algunas aplicaciones es necesario conocer las funciones de 

onda asociadas a los términos J
S L12 + . Para encontrar las funciones de onda acopladas 

JJM  asociadas al término 
2

9
4F , primero reconocemos que la función desacoplada 

2
3

2
333  satisface la función propia: 2

3
2

3
2

3
2

3 332
933ˆ =zJ , luego 2

3
2

3
2

9
2

9 33= . 
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Aplicando el operador −Ĵ  sobre 2
9

2
9  (Ver Apéndice I) obtenemos que 

     2
7

2
9

2
9

2
9 3ˆ =−J ,  

o en forma equivalente: ( ) 2
1

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3 33332633ˆˆ +=+ −− SL  

Se deduce entonces que  

      [ ]2
1

2
3

2
3

2
3

2
7

2
9 333326

3
1

+= . 

   Haciendo uso de los operadores escalera podemos encontrar el resto de las funciones de 

onda del término 
2

9
4F . Para obtener las funciones del término 

2
7

4 F  reconocemos que la 

función con el valor de JM  mayor es 2
7

2
7 , que equivale a una combinación lineal de 

funciones de Russell-Saunders cuyo valor de JM  es 2
7 . Dicha combinación lineal debe 

tener la forma 

        2
1

2
3

22
3

2
3

12
7

2
7 3332 CC += , 

por lo tanto los coeficientes 1C  y 2C  deben ser escogidos de tal modo que la función 2
7

2
7  

esté normalizada y sea ortogonal a la función 2
7

2
9  correspondiente al término 

2
9

4F . La 

función que cumple con estas condiciones es  

         [ ]2
3

2
3

2
1

2
3

2
7

2
7 323336

3
1

−= . 

Se puede comenzar a obtener las demás funciones del término 
2

7
4 F  aplicando los 

operadores escalera sobre la función 2
7

2
7 . De manera análoga a la mostrada aquí se 

obtienen las funciones de los demás términos. Los resultados se muestran en el Apéndice 

VII. 
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CAPÍTULO II. HAMILTONIANO PARA EL COMPLEJO −2
6MnF . 

 

En el capítulo anterior hemos desarrollado en detalle el método de obtención de las 

funciones de onda polielectrónicas asociadas a los términos relativistas y no-relativistas 

asociados a una configuración electrónica. Sin embargo, para el caso de moléculas 

poliatómicas el tratamiento es más complicado.  

Entre las diferencias más importantes tenemos, en primer lugar, que los estados 

electrónicos se clasifican de acuerdo con las representaciones irreductibles del grupo puntual 

al que pertenece la molécula y no de acuerdo con los números cuánticos de momento 

angular, ya que estos últimos no son buenos números cuánticos. Además se deben incorporar 

nuevos términos en el Hamiltoniano, que provienen de la interacción electrostática entre las 

nubes electrónicas centradas sobre distintos átomos o de la interacción espín electrónico-

otras orbitas, que da origen a la estructura hiperfina en los espectros de resonancia de espín 

electrónico, por ejemplo.  

Cuando se realizan experimentos espectroscópicos a bajas temperaturas en estado sólido, 

es posible identificar bandas que se originan debido a que los estados electrónicos no son 

completamente separables de los estados vibracionales, por lo tanto son acoplados a través 

de un término de acoplamiento vibrónico que se debe incluir en el Hamiltoniano molecular. 

Para compuestos de coordinación de metales de transición se han desarrollado teorías que 

permiten explicar aspectos relevantes de los espectros electrónicos, como algunas 

propiedades de reactividad química. Los esquemas teóricos más importantes son la teoría de 

campo cristalino y la teoría de campo de ligandos. Esta última incorpora elementos de la 

teoría de orbitales moleculares. En este capítulo discutiremos algunos elementos de la Teoría 

de Campo Cristalino que nos permitirán describir de manera cualitativa las características del 

espectro electrónico del complejo −2
6MnF . 

TEORÍA DE CAMPO CRISTALINO 

La teoría de campo cristalino fue por primera vez tratada en detalle por Bethe [7]. Otras 

contribuciones fueron realizadas por Van Vleck [8], demostrando la utilidad de la teoría para 

explicar propiedades magnéticas. El interés creciente en la espectroscopía de resonancia 

paramagnética a finales de los años 40 estimuló el trabajo en esta área. Una serie de trabajos 

teóricos dirigidos hacia la interpretación de espectros electrónicos fueron realizados por 

Orgel [9], Tanabe y Sugano [10], Jorgensen [11], Ballhausen [12] y Owen [13].  
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La teoría de campo cristalino tiene un carácter esencialmente electrostático. En este 

sentido, un complejo de coordinación es considerado como una distribución discreta de 

cargas sobre el metal central (M) que interactúa con las distribuciones discretas de cada 

ligando (L), separada del metal por una distancia LR , a través de potencial [14] 

      ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∑ ∑
∞

=

=

−=

∞

=

=

−=

=
0 0

),(
),(

1

11

11 2

22

22

2

2

1

1

21

21
,,

k

kq

kq k

kq

kq

k
q

k
qLLL

kk
qqLM LDMDRTV φθ   (2.1) 

La ecuación anterior es la forma más general del potencial de interacción electrostático. 

El factor ( )MDk
q

1

1
 representa el multipolo eléctrico de rango 1k  del metal central. Para 

01 =k  se representa la carga del ion metálico, para 11 =k  se representa el momento dipolar 

eléctrico, para 21 =k , el momento cuadupolar eléctrico, etc. Cada valor de k tiene 12 +k  

componentes en coordenadas esféricas, las que mediante una transformación de coordenadas 

se pueden expresar en coordenadas cartesianas. Los operadores de Gartang [15] 

( ) ( )φθφθ ,, k
q

kk
q CerD −= , se definen en términos de los operadores de Slater 

presentados en el capítulo 1. 

El potencial dado por (2.1) consiste en una suma de términos de interacciones carga-

carga, carga – dipolo eléctrico, dipolo eléctrico – dipolo eléctrico, y otras que tienen menor 

relevancia en el espectro molecular. 

Los factores ),(
),(

21

21

kk
qqT  contienen información sobre la dependencia geométrica de las 

interacciones, puesto que dependen de las coordenadas del ligando relativas al metal central.  

Una forma particular del potencial de interacción (2.1) se obtiene cuando se imponen las 

siguientes restricciones: 

• El catión central es considerado como una densidad de cargas discreta. Ésta densidad 

de cargas es perturbada por la interacción con los ligandos. 

• Los ligandos son considerados como cargas efectivas del tipo eZ L , que están 

separadas del catión central por una distancia LR . 

• La función de onda del complejo de coordinación no tiene contribuciones de los 

ligandos. 

Considerando estas restricciones, el potencial de interacción (2.1) para un complejo 
±q

nML se expresa como 
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   ( ) ( )∑ ∑ ∑
∞

= −=

−=
L k

k

kq

k
qLL

CF
qkL

CF DGeZV
0

,
1

1

11

1

111
,, φθφθ .   (2.2) 

El factor geométrico CF
qkG

11 , de esta ecuación se deriva del factor ),(
),(

21

21

kk
qqT y se escribe como 

   ( ) ( ) ( )LL
k
q

k
L

q
LL

CF
qk CRG φθφθ ,1, 1

1

11

11

)1(
, −

+−−=    (2.3) 

En la interpretación de los espectros, el factor CF
qkG

11 ,  genera parámetros radiales que son 

determinados por el experimento. La distribución de cargas es demasiado complicada para 

permitir un cálculo confiable de estás constantes de campo. Además, el recubrimiento de los 

orbitales d del catión central con los orbitales de los ligandos es apreciablemente elevado. 

Así, lo revelan las bandas de transferencia de carga, que son relativamente más intensas que 

las bandas de campo cristalino. 

El Hamiltoniano molecular relativista para el complejo q
nML  es 

   ( ) ( ) CF

i
iii

i ij jii
i Vslr

rr
eihH +⋅+
−

+= ∑∑∑∑
<

rr
ξ

2
ˆ .  (2.4) 

Como el Hamiltoniano del sistema debe ser invariante ante cualquier operación de simetría, 

este debe pertenecer a la representación irreductible totalmente simétrica del grupo puntual 

al que pertenece la molécula, o bien, puede pertenecer a una representación reductible que 

contenga  la representación 1A  en su descomposición.  

Al incorporar el potencial de campo cristalino al Hamiltoniano relativista correspondiente 

a un átomo de simetría esférica 3SO , se reduce la simetría según la cadena de subgrupos 

13 ... COOSO h ⊃⊃⊃⊃ . El grupo hO  corresponde al producto directo iO× , entre el 

grupo octaédrico de las rotaciones y el operador de inversión. Las moléculas que no tienen 

otro elemento de simetría más que la identidad, pertenecen al grupo 1C . 

Si el complejo q
nML  pertenece al grupo octaédrico hO , la representación reductible del 

potencial CFV , expresado como una combinación lineal de multipolos eléctricos según la 

ecuación (2.2), debe contener a la representación gA1 . La Tabla 7 muestra la reducción de 

las representaciones de cada uno de los multipolos eléctricos de rango k , en el grupo hO . 
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 TABLA 1. Reducción de las representaciones de los multipolos eléctricos en el grupo hO  

k  ∑ Γ
i iia  

0 gA1  

1 uT1  

2 gg TE 2+  

3 uuu TTA 212 ++  

4 gggg TTEA 211 +++  

5 uuuu TbTaTE 211 +++  

6 gggggg bTaTTEAA 22121 +++++  

 

Al simetrizar el potencial de interacción de campo cristalino, se deduce que sólo los 

términos con 6,4,0=k  contribuyen en la expresión (2.2) para campos de simetría hO . 

Para cationes centrales con electrones de valencia en orbitales d , se consideran los términos 

con 0=k  y 4=k . Para electrones de valencia en orbitales f , se debe considerar además 

el término con 6=k . 

Incluyendo los términos más importantes, el potencial de interacción (2.2) para metales 

de transición en complejos de simetría octaédrica queda 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−=
=

−=L

q

q
qLL

CF
qLL

CF
L

CF DGDGeZV
4

4

4
,4

0
00,0

1

1

11
,,,, φθφθφθφθ . (2.5) 

Una vez definidas las coordenadas cartesianas de los ligandos con respecto al metal central, 

se pueden calcular los factores geométricos CF
qkG , . Haciendo esto, y utilizando la relación 

( ) ( )φθφθ ,, k
q

kk
q CerD −= , el potencial de campo cristalino queda 

         ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++= −+
4
4

4
4

4
04 4

70
2
7 CCCBOV h .   (2.6) 

Generalmente no se considera la contribución elástica ( 0
26 RZe− ) correspondiente al 

término de rango 0=k , puesto que es igual para complejos de todo tipo de simetría con seis 

ligandos, y de él no se genera desdoblamiento de los orbitales d . 
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El parámetro radial 5
0

42
4 RrZeB = , da origen a integrales radiales al evaluar los 

elementos de matriz de CFV , que son consideradas como parámetros a ser determinados 

experimentalmente. 

Mediante consideraciones de simetría, es posible determinar el tipo de desdoblamiento 

que tienen los orbitales atómicos bajo la influencia de un potencial de campo cristalino 

correspondiente a la simetría del complejo.  

Los orbitales monoelectrónicos pueden ser considerados como funciones base de una 

representación de un grupo puntual dado. Las trazas de las matrices de dicha representación 

pueden ser utilizadas para descomponer la representación reducible en las representaciones 

irreductibles que generan. De esta manera, se puede decir que cada orbital atómico se 

desdobla de acuerdo con las representaciones irreductibles que genera. En la Tabla 8 se 

muestra el desdoblamiento de niveles mono-electrónicos bajo la influencia de potenciales en 

la cadena de subgrupos hdh DTO 4⊃⊃ . 

TABLA 2. Desdoblamiento de niveles monoelectrónicos en la cadena hdh DTO 4⊃⊃ . 

NIVEL hO  dT  hD4  

s  ga1  1a  ga1  

p  ut1  2t  uu ea +2  

d  gg te 2+  te +  uggg ebba +++ 211  

f  uuu tta 212 ++  212 tta ++  uuuu ebba 2212 +++  

g  gggg ttea 211 +++  211 ttea +++  ggggg ebbaa 22 2121 ++++  

h  uuu tte 212 ++  212 tte ++  uuuuu ebbaa 32 2121 ++++  

 

Podemos notar que para una configuración electrónica 1nd , los orbitales se desdoblan en 

orbitales de simetría ge  y gt2 , para un potencial dado por la ecuación (2.6). Si observamos 

la tabla de caracteres del Apéndice IX, vemos que los orbitales 2zd  y 22 yxd
−

 se transforman 

de acuerdo con la representación bidimensional ge . En cambio los orbitales xzd , yzd  y xyd , 

forman un base para la representación tridimensional gt2 . 

Al diagonalizar el operador )( hOV  dado por (2.6) en la base de funciones mono-

electrónicas llm , se puede demostrar que las energías asociadas con los niveles ge  y gt2  
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son las que se indican en la Tabla 9. También se muestran las funciones de onda en 

coordenadas esféricas asociadas a las funciones reales tipo d .   

TABLA 3. Funciones propias y valores propios del operador ( )hOV . 
FUNCIÓN PROPIA VALOR PROPIO 

( )2222
2

1
22 −+=↔

−
θgyx Ed  

202 =↔ εgz Ed  
Dq6+  

1212 −=↔ gxy Td  

( )22220
2

1
2 −−=↔ gyz Td  

2112 −=−↔ gzx Td  

Dq4−  

 

El parámetro Dq  indica la fuerza del campo electrostático que ejercen los ligandos. Es 

un parámetro semi-empírico puesto que tiene la forma 

           5
0

42

6R

rZe
Dq dd= ,     (2.7) 

que como hemos mencionado antes, no se pueden obtener cálculos confiables de integrales 

radiales para funciones de onda monoelectrónicas en átomos polielectrónicos. 

Vemos que la separación energética de los niveles ge  y gt2  es Dq10 . Comúnmente se 

reemplaza este valor por el parámetro oΔ , que finalmente se utiliza para describir la fuerza 

de los ligandos en términos de este último parámetro. Dependiendo de la fuerza de la 

interacción electrostática metal – ligando, se definen situaciones de campo cristalino débil, 

fuerte e intermedio. 

ESQUEMAS DE ACOPLAMIENTO DEBIL, FUERTE E INTERMEDIO 

Cuando se trata de la fuerza del campo cristalino, hay dos casos límites que deben ser 

considerados. Un átomo que tiene varios electrones d  equivalentes puede tener niveles de 

energía que están determinados predominantemente por el campo cristalino, o sus niveles de 

energía son levemente afectados por el campo cristalino y están determinados por fuerzas 

que ya están presentes en el átomo libre. En el segundo caso, la fuerza es la interacción 

electrostática entre electrones equivalentes del metal. Entre los dos casos límites hay una 

región intermedia en la que la fuerza del campo cristalino y la fuerza electrostática entre los 

electrones del metal son comparables. 
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Para el caso de sistemas en que los efectos de la interacción espín – órbita en el metal 

central no es mayor que la fuerza de repulsión interelectrónica en el metal o la fuerza del 

campo cristalino, el Hamiltoniano es 

    ( ) CF

i ij jii
i V

rr
eihH +
−

+= ∑∑∑
<

2
ˆ    (2.8) 

En el caso límite de campo cristalino débil, el potencial dado por la ecuación (2.6) se 

considera como una perturbación en el Hamiltoniano no-relativista, que actúa sobre los 

estados del ion libre. La simetría definida por el término de perturbación determina el tipo de 

desdoblamiento que ocurre para cada término multiplete del ion libre. 

En el caso del complejo −2
6MnF , cada uno de los términos espectroscópicos no-

relativista definidos por la configuración de valencia 3d  se desdobla de manera análoga al 

desdoblamiento de un nivel monoelectrónico indicado en la Tabla 8.  Por ejemplo, el término 

no-relativista F4  da origen a los estados electrónicos ggg TTA 2
4

1
4

2
4 ++ . A diferencia de lo 

que se señala en la Tabla 8, los estados moleculares generados por el término F4  tienen 

carácter gerade, porque las funciones de onda monoelectrónicas que conforman el término 

son orbitales d , los que tienen carácter par ante la operación de inversión. La multiplicidad 

de espín se mantiene al pasar del estado atómico al molecular porque el ambiente químico no 

interactúa con el espín electrónico. Las letras mayúsculas se usan para denotar a los estados 

polielectrónicos y las minúsculas para los estados monoelectrónicos. 

En el cálculo exacto de los niveles de energía en el límite de campo débil, los estados del 

ion libre son diagonales con respecto al término de repulsión electrostática. Por lo tanto, se 

diagonaliza el término de la perturbación de campo cristalino con respecto a base de Russell-

Saunders y se obtienen las energías de los términos moleculares [16, 17]. En este esquema 

los estados del ion libre no interaccionan entre sí. 

En el grupo octaédrico, y según los resultados de la Tabla 8, los estados moleculares que 

se generan en la aproximación de campo débil para la configuración 3d  son 

     gggggggg TTEAATTA 1
2

2
22

2
2

1
2

2
4

1
4

2
4 5542 +++++++ . 

En el límite de un campo cristalino fuerte un estado polielectrónico pertenece a una 

configuración de campo cristalino dada. Para un campo de simetría octaédrica dado por el 

potencial (2.6) las configuraciones son obtenidas asignando electrones a los orbitales ge  o 

gt2 . Para electrones equivalentes los términos que se derivan de la configuración de campo 

deben satisfacer el Principio de Exclusión de Pauli. En el caso del ion +4Mn las 
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configuraciones posibles son 3
2gt , gg et 2

2 , 2
2 gg et  y 3e , en orden creciente de energía. En la 

Tabla 10 se muestran los estados adaptados por simetría que se generan a partir de cada 

configuración para un ion 3d . 

TABLA 4. Términos permitidos para el ion +4Mn  en el límite de campo fuerte. 
CONFIGURACIÓN ESTADOS MOLECULARES 

3
2gt  gggg TTEA 2

2
1

22
2

4 ,,,  

gg et 2
2  ggggggg TTEAATT 2

2
1

22
2

2
1

2
2

4
1

4 2,2,2,,,,  

2
2 gg et  ggg TTT 2

2
1

2
1

4 2,2,  

3e  gE2  

  

El número y tipo de estados deben ser los mismos tanto en el límite de campo débil como 

en el límite de campo fuerte. De hecho debe ser posible dibujar un diagrama de correlación 

que una los estados de los casos límite, pasando por una región de campos cristalinos 

intermedios. 

En el cálculo de los niveles de energía en el límite de campo fuerte, los estados son 

diagonales con respecto al potencial CFV  dado por (2.6). Por lo tanto, se diagonaliza con 

respecto al término de repulsión inter-electrónica. 

 Al igual que para el caso del ion libre, se deben resolver integrales bielectrónicas entre 

estados de campo fuerte, como por ejemplo 

         ( ) ( )gggg At
r
eAt 2

43
2

12

2

2
43

2 . 

Ya sabemos que dichas integrales se expresan en términos de los parámetros de Racah A , 

B  y C . Como los estados son diagonales con respecto a potencial CFV , los elementos de 

matriz diagonales incluyen además el parámetro Dq . 

Los estados de la misma simetría que provienen de configuraciones distintas interactúan 

cuando se incluye el término de repulsión inter-electrónica. Tales interacciones generan los 

elementos no-diagonales de la ecuación secular para los estados de una simetría dada. Las 

matrices electrostáticas están tabuladas [16] para todas las configuraciones electrónicas nd .  

En el esquema de acoplamiento intermedio, tanto el término de potencial de campo 

cristalino como el término de repulsión inter-electrónico deben ser incluidos en el 

Hamiltoniano. Los estados del ion libre y los estados de campo fuerte no son diagonales en 
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este Hamiltoniano por lo tanto se debe resolver un determinante secular cuya magnitud 

aumenta con la cantidad de electrones del sistema. 

La Figura 1 muestra el diagrama de correlación de Tanabe-Sugano para el ion +4Mn en 

función de la razón entre la fuerza del campo cristalino y la repulsión inter-electrónica, 

representada por BDq . La energía del término F4  se considera como el origen de eje de 

la ordenada. Se aprecia que el término 2
4 A  no cambia su energía al pasar del límite de 

campo débil al límite de campo fuerte. Se omiten los subíndices de paridad porque se 

consideran los estados bajo la simetría del grupo octaédrico de las rotaciones O , que no 

contiene el operador de inversión. Sin embargo sabemos que los estados electrónicos tienen 

simetría g . 

 

         FIGURA 1. Diagrama de Tanabe-Sugano para la configuración 3d . 
 

ACOPLAMIENTO ESPÍN – ÓRBITA 

En general, el acoplamiento espín-órbita en los metales de transición es tan pequeño 

comparado con el acoplamiento de campo cristalino que puede ser despreciado en una 

primera aproximación. Sin embargo, a medida que el estado de oxidación del metal central 

aumenta, el valor del parámetro monoelectrónico de acoplamiento espín-órbita nlξ  aumenta. 

Por lo tanto, el efecto espín-órbita puede inducir desdoblamiento incluso en el ion +4Mn . 
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Se pueden racionalizar los desdoblamientos en forma cualitativa si utilizamos los estados 

de campo débil descritos por las funciones JJM , que son funciones propias del 

Hamiltoniano 

   ( ) ( )∑∑∑∑ ⋅+
−

+=
< i

iii
i ij jii

i slr
rr

eihH rr
ξ

2
ˆ .   (2.9) 

En este esquema, la magnitud de la interacción espín-órbita es mayor que la interacción 

de campo cristalino, por lo tanto se estudia la reducción de simetría desde el grupo continuo 

de las rotaciones 3SO  al grupo doble octaédrico *O , que incluye las representaciones de 

momento angular semi-entero. Una vez se conocen los estados pertenecientes al grupo *O , 

se calculan los elementos de matriz del potencial de campo cristalino CFV  sobre los estados 

( ) γΓJLS , donde Γ  es una representación irreductible del grupo doble octaédrico. 

Los términos espectroscópicos relativistas para el ion +4Mn se listan en la Tabla 6 junto 

con sus energías en primer orden. Los estados están descritos por el número de momento 

angular total J . Los ( )12 +J  estados asociados a cada término con un valor dado de J  

pueden ser descompuestos en las representaciones irreductibles del grupo octaédrico doble. 

Para sistemas que tienen un número impar de electrones de valencia, el valor de J  es semi-

entero y su reducción está definida según la Tabla 10. 

TABLA 5. Representaciones irreductibles que generanlos ( )12 +J  estados del término J
S L12 +  

J  *O  

2
1  E ′  

2
3  U ′  

2
5  UE ′+′′  

2
7  UEE ′+′′+′  

2
9  UE ′+′ 2  

2
11  UEE ′+′′+′ 2  

 

Ilustremos este punto con el estado fundamental F4 . Usando los resultados de la Tabla 

10, es posible puede dibujar un diagrama de niveles de energía que muestre cualitativamente 

el esquema de disminución de simetría para este estado. 
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4F9/2

4F7/2
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E''
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FIGURA 2. Diagrama de desdoblamiento para el término F4  
      hasta el grupo *O . 

 

No es posible usar la teoría de grupos para determinar el orden relativo de los niveles de 

energías en el grupo *O . Sólo diagonalizando la matriz del Hamiltoniano 

        ( ) ( ) CF

i
iii

i ij jii
i Vslr

rr
eihH +⋅+
−

+= ∑∑∑∑
<

rr
ξ

2
ˆ , (2.10) 

se podrán conocer las energías exactas de las transiciones posible mezcla de estados de igual 

simetría en segundo orden de perturbación [16]. 

Otra forma de tratar el problema se utiliza cuando el acoplamiento espín-órbita es 

relativamente pequeño comparado con la fuerza del campo cristalino. En este caso se utilizan 

los estados de campo fuerte γΓ  independientes del espín total, y se acoplan con la 

representación irreductible del espín total del estado para generar un estado que pertenece al 

grupo doble octaédrico.  

Usaremos como ejemplo el término F4 .  Sabemos que en el límite de campo fuerte este 

término genera los estados electrónicos 2
4 A , 1

4T  y 2
4T , en el grupo octaédrico de las 

rotaciones. Podemos ver además que el momento angular de espín de estos estados es 

23=S . Si observamos la Tabla 10, veremos que el estado de espín se transforma según la 

representación U ′ , en el grupo octaédrico doble. Por lo tanto, hacemos el producto directo 

de cada uno de los estados electrónicos con la representación del espín total, haciendo uso de 

la tabla de productos directos del Apéndice IX. Tenemos por ejemplo que UUA ′=′×2 . 
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 En la Figura 2 se muestra un diagrama cualitativo de este esquema de acoplamiento. 

Recordemos que las posiciones relativas de los niveles se obtienen diagonalizando el 

Hamiltoniano (2.10). Las matrices de interacción espín-órbita se encuentran tabuladas para 

estados de campo débil y estados de campo fuerte  [16]. 

 

4T1

4T2

4A2
4F

SO3 O

U'

U'

E'

U'

E''

E'

U'

O*

E''

U'

 

FIGURA 3. Diagrama de desdoblamiento para el término F4  
      hasta el grupo *O . 

 

Note al comparar las figuras 1 y 2, vemos que el tipo y número de estados en el grupo 

doble son el mismo para ambos esquemas de acoplamiento. 

ACOPLAMIENTO VIBRÓNICO 

Contrario al caso de un átomo, el Hamiltoniano molecular debe incluir términos 

correspondientes a la energía cinética de los núcleos y a la energía potencial asociada a las 

coordenadas nucleares.  Dicho Hamiltoniano puede ser separado en un Hamiltoniano 

electrónico y un Hamiltoniano nuclear si se asume que la función de ondas molecular tiene la 

forma 

    ( ) ( ) ( )QQrQr nnn

rrrrr
νν θψ ,, ≈Ψ ,           (2.11) 

donde rr  denota las coordenadas de los electrones y Q
r

 denota las coordenadas de los 

núcleos. Estos son los estados vibrónicos en la llamada aproximación de Born–

Oppenheimer. Vemos que la función de ondas vibracional ( )Qn

r
νθ  depende del conjunto de 

números cuánticos electrónicos, denotados por n , así como del conjunto de números 

cuánticos vibracionales, denotados por ν .  
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Las funciones de onda electrónica y vibracional satisfacen las ecuaciones de valores 

propios 

   ( )[ ] ( ) ( ) ( )QrQUQrQrVT nnne

rrrrrrr ,,, ψψ =+ ,          (2.12) 

   ( )[ ] ( ) ( )QEQQUT nnnnN

rrr
ννν θθ =+            (2.13), 

en las cuales eT  y NT  son términos de energía cinética electrónica y nuclear, 

respectivamente. Tenemos además que en la aproximación dada por la ecuación (2.11), la 

energía potencial electrónica depende tanto de las coordenadas de los electrones como de las 

coordenadas nucleares. Por lo tanto, la energía de un nivel electrónico n , denotada como 

( )QU n

r
, varía con el movimiento vibracional de la molécula. Más aún, el potencial que 

sienten los núcleos en movimiento equivale a dicha función de energía electrónica con 

respecto al movimiento nuclear.  

La mayor complejidad en el problema electrónico-vibracional está en la forma que tiene 

el potencial que sienten los electrones, denotado como ( )QrV
rr, . Comúnmente se utiliza una 

aproximación armónica, si consideramos que los desplazamientos nucleares se alejan sólo 

infinitesimalmente de las coordenadas de equilibrio { }0Q
r

. En la aproximación armónica, el 

potencial electrónico está dado por las ecuaciones 

   ( ) ( ) ∑ ∑++≅
k k

kkkk QQVQrVQrV 22
2
1

0,, ω
rrrrr

            (2.14) 

     
kQk

k Q
VV ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

≡ .             (2.15) 

En esta aproximación, la función de onda vibracional puede ser escrita como una función 

de las coordenadas normales de vibración kQ  como 

             ( ) ( )∏=
k

knnv QQ
kν

χθ
r

,              (2.16) 

donde ( )kn Q
kν

χ  es una función de onda para el oscilador armónico simple, definida en 

términos de los polinomios de Hermite [18].  

Los modos normales de vibración pueden ser vistos como combinaciones lineales de los 

desplazamientos de todos los átomos de manera tal que mientras la molécula ejecuta la 

vibración normal, las magnitudes relativas y las direcciones de estos desplazamientos 

permancen fijas, pero sus magnitudes absolutas varían periódicamente de acuerdo con la 
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frecuencia del modo. Correspondiente a cada modo normal ésimok − , se define una 

coordenada normal kQ . 

Podemos ver que, según las ecuaciones (2.12)–(2.15), el Hamiltoniano molecular 

depende explícitamente de las coordenadas normales kQ . Además, la función de onda 

molecular involucra polinomios de Hermite definidos sobre las coordenadas normales. Es 

por esto que para representar cuantitativamente los fenómenos de acoplamiento electrónico – 

vibracional necesitamos resolver la ecuación matricial de movimiento vibracional clásico 

       Λ= LGFL ,              (2.17)  

que permite conocer las frecuencias de vibración de cada uno de los modos normales por 

medio de la matriz de valores propios Λ . La matriz de vectores propios L , proporciona los 

coeficientes que relacionan las coordenadas cartesianas de desplazamiento nuclear con las 

coordenadas normales de vibración [19, 20].  

Una vez que se conocen las frecuencias de los modos normales de vibración, se 

construyen las funciones de onda vibracionales dadas por la expresión (2.16) y se analizan 

las transiciones electrónicas en términos de la contribución vibracional al momento de la 

transición que imparte la función ( )Qn

r
νθ . 

En la aproximación que estamos considerando, los estados electrónicos y vibracionales 

no son completamente separables. Si consideramos sólo los términos hasta primer orden en 

la energía potencial dada por la ecuación (2.14), el Hamiltoniano electrónico molecular para 

un complejo octaédrico es 

    ∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

++=
k

k
k

eff Q
Q
V

VHH 0
0

ˆ
ˆˆˆ ,            (2.18) 

donde CF
SOee VHVV ˆˆˆ

0̂ ++= − . Luego el término que acopla los estados electrónicos y 

vibracionales está dado por  ∑
k

kkQV , según la notación (2.15).  
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CAPÍTULO III. TEORÍA FORMAL DE LA ESPECTROSCOPÍA DE DOS 
FOTONES 
 

 

El desarrollo de fuentes del tipo láser de alta potencia ha permitido a la comunidad 

científica acceder a la observación de procesos multifotónicos.  La primera observación 

experimental de una absorción de dos fotones (TPA: “two photon absorption”) fue reportada 

por Garret [21] en el sistema 2
2 : CaFEu + .  Posteriormente Axe Jr. [22] realizó un 

desarrollo tensorial con el objetivo de calcular los elementos de matriz no diagonales, en el 

caso de configuraciones del tipo Nj para iones lantánidos trivalentes positivos.  El enfoque 

empleado por Axe Jr. es perfectamente aplicable a la teoría de experimentos de dos fotones y 

de dispersión Raman electrónico.   En un artículo posterior, Bader y Gold [23] desarrollaron 

un formalismo para avanzar en la compresión de la dependencia de la polarización de los 

fenómenos de absorción de dos fotones en materia condensada.   Los resultados de estos 

autores son perfectamente aplicables al estudio de transiciones en defectos puntuales, como 

también transiciones de excitación banda a banda en el centro de la zona de Brillouin.  En los 

dos casos comentados anteriormente, se han considerado solo correcciones de orden dos a 

las velocidades de decaimiento en procesos del tipo TPA. También resulta relevante 

mencionar los trabajos de Judd y Pooler [24], quienes introdujeron contribuciones de 

segundo orden con la inclusión de términos de interacción espín-órbita.  Siguiendo este 

camino, Downer y Bivas [25], introdujeron correcciones de orden tres en un mecanismo de 

campo cristalino estático involucrando estados electrónicos intermedios y la contribución de 

orden cuatro, la cual es el producto de interacciones espín-órbita y de campo cristalino.  Las 

contribuciones dinámicas de polarización de ligandos han sido consideradas en detalle por 

Richardson y Reid [26], los cuales demostraron que cuando se incorporan términos de orden 

tres, el mecanismo de polarización de ligandos produce contribuciones comparables a la de 

campo cristalino con referencia a estos procesos de absorción de dos fotones.    

 Considerando la riqueza de la información experimental y los resultados pioneros en 

esta área de McClure y colaboradores [6, 27], hemos decidido realizar una aplicación general 

con referencia a la transición gg TA 2
4

2
4 →  en experimentos de un color en un sistema del 

tipo −2
6MnF , alojado como impureza en un cristal de estructura +4

62 : MnMFCs . En este 

tipo de sistemas se escogen los iones +4Mn  y +4M , de forma que sus radios iónicos sean 

similares de modo que no se rompa la simetría traslacional. 
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Antes de discutir el experimento realizado por McClure, desarrollaremos con cierto 

detalle las ecuaciones que están involucradas en la descripción de los procesos de absorción 

de dos fotones. En el Apéndice X se resumen los resultados del método de perturbaciones 

dependiente del tiempo, que permiten definir las probabilidades de transición hasta términos 

de segundo orden. Sin embargo, para aplicar estos resultados en los problemas 

espectroscópicos, es necesario tener una descripción adecuada del campo de radiación y 

realizar las aproximaciones necesarias para representar la interacción entre una molécula y el 

campo de radiación. Es por esto que en el Apéndice XI se resume el desarrollo que permite 

definir un Hamiltoniano de interacción.  

PROBABILIDAD DE TRANSICIÓN EN PROCESOS DE UNO Y DOS FOTONES 

 
Una vez que se tiene una expresión útil para el potencial de interacción radiación-materia 

dependiente del tiempo (Ver Apéndice XI), podemos utilizar las expresiones de 

probabilidades de transición en primer y segundo orden derivadas del método de 

perturbaciones dependiente del tiempo para calcular la probabilidad de transición en 

procesos de uno y dos fotones. 

Primero consideremos un proceso de absorción de un fotón. Los estados inicial I  y 

final F  están dados por  

   lli nI ωε h,≡    ( ) llf nF ωε h1, −≡          (3.1) 

El lector podrá advertir que los estados corresponden a productos directos entre estados 

moleculares y estados del campo de radiación. En este caso consideramos una transición 

desde el estado electrónico iε  al estado fε , con la absorción de un fotón desde el  haz 

de luz monocromática de frecuencia lω . 

Usando la ecuación (Apéndice X),  

    ( )kmmkmk EEVW −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=→ δπ 2)1( 2
h

   (3.2) 

para los estados definidos por (3.1), obtenemos que3  

  ( ) ( )lfiFIIFFIFI VEEVW ωωδπδπ
−=−=→

2

2

2)1( 22
hh

  (3.3) 

                                                 
3 Note que ( ) ( ) axax δδ = , donde ( )xδ  es la función delta de Dirac 
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Luego usamos las propiedades de los operadores de creación y aniquilación del potencial 

de interacción   

    ( ) ( )∑ ++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−=

k
kk

k
k aa

Lm
ePeV ˆˆ2

3ω
πhrr

,  (3.4) 

para obtener el elemento de matriz 
2

FIV . Siendo ( ) hiffi εεω −= , tenemos que 

    ( )lfifil
l

l
FI Pe

n
Lm
eW ωωδ

ω
π

−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=→

2

32

22
)1( 4 r)

h
.   (3.5) 

Considerando la expresión para el momento total de los electrones: fi
fi

fi e
imP μω rr

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= , 

y que lfi ωω = , podemos expresar )1(
FIW →  en términos del momento dipolar eléctrico de la 

molécula como 

    ( )lfifil
ll

FI e
L

n
W ωωδμ

ωπ
−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=→

2

3

2
)1( 4 r)

h
. (3.6) 

Para explicar las intensidades experimentales, se debe sumar sobre todos los posibles 

estados finales, y sobre los estados iniciales ponderados por su distribución de población 

inicial.  

Denotamos por )1(W  la probabilidad total de absorción de la molécula, que está dada por 

la expresión 

   ( )lfifil
i f

i
ll eP

cL
cn

W ωωδμ
ωπ

−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑

2

3

2
)1( 4 r)

h
,  (3.7) 

donde iP  es la distribución de población inicial del estado ésimoi − , y iffi εμεμ ˆ=
r . 

Podemos notar que en procesos de absorción de un fotón, la probabilidad de absorción es 

directamente proporcional tanto a la frecuencia lω  como a la intensidad 3LcnI ll = , 

definida como el número de fotones que atraviesa una superficie unitaria por unidad de 

tiempo 

Ahora dejaremos de lado el tratamiento de los procesos de emisión de fotones para 

enfocarnos en los procesos de absorción de dos fotones. 

Comenzaremos derivando una expresión para la probabilidad de absorción de dos fotones 

distintos y luego exploraremos las reglas de selección asociadas a estas transiciones. 
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La Figura 4 muestra esquemáticamente cómo dos fotones con energías 1ωh  y 2ωh  son 

absorbidos simultáneamente por un sistema material, alcanzando la condición de resonancia 

21 ωωεε hh +=− if . 

Dado que no hay niveles energéticos entre los estados terminales fε  y iε , se definen 

estados intermedios virtuales M  y 'M . En el caso que exista un estado intermedio real 

entre los estados finales, puede haber resonancia para uno de los fotones y la diferencia de 

energía entre el estado inicial y el intermedio real. En el caso de haber resonancia, la 

probabilidad de transición entre los estados terminales se verá aumentada considerablemente. 

 

 
FIGURA 1. Posibilidades de absorción de dos fotones con frecuencia 1ω  y 2ω . En azul se                 

muestran los dos posibles estados virtuales intermedios: (a) M , (b) 'M . 
 

Consideremos la expresión para la probabilidad de segundo orden )2(
FIW → , 

    ( )IF
m IM

MIFM
FI EE

EE
VVW −
−

= ∑→ δπ
2

)2( 2
h

 ,  (3.8) 

para los estados inicial y final dados por  

  2211 ,, ωωε hh nnI i=  y ( ) ( ) 2211 1,1, ωωε hh −−= nnF f .(3.9) 

Para derivar la probabilidad de absorción de dos fotones, tenemos que considerar los 

estados intermedios  

  ( ) 2211 ,1, ωωε hh nnM m −= , ( ) 2211 1,,' ωωε hh −= nnM m  (3.10) 

Luego usamos (3.4) para evaluar los elementos de matriz en la expresión (3.8). Se suma 

sobre los dos estados intermedios posibles y se obtiene que 
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. (3.11) 

Podemos notar que )2(
FIW →  es proporcional a la intensidad cada haz de frecuencias 1ω  y 

2ω . Además, el denominador de cada término de la sumatoria nos indica que la probabilidad 

se verá incrementada si se cumple la condición de resonancia jmi ωω = , con 2,1=j . Estas 

características son útiles cuando se analizan espectros de absorción de dos fotones de átomos 

o moléculas. 

En experimentos de un color, los dos fotones son indistinguibles. Por lo tanto el término 

de interacción radiación-materia se reduce a un solo término de la forma 

    
( )( ) 2

)2(
ˆˆ

∑ −

⋅⋅
≈→

m mi

mifm
FI

PePe
W

ωω

rr

   (3.12) 

TEORÍA DE ABSORCIÓN DE DOS FOTONES EN IONES COMPLEJOS 

En una primera aproximación, Göppert-Mayer [1] y posteriormente Axe Jr. 

[22]desarrollaron una teoría de dos fotones que sólo incluye términos de segundo orden de 

perturbación, como lo hemos desarrollado en la sección anterior. A continuación 

discutiremos con algo de detalle esta aproximación y posteriormente mencionaremos las 

formas de expandir este tratamiento, haciendo referencia al experimento de McClure en el 

complejo hexafluoruro de manganeso (IV). 

Consideremos dos haces de luz de alta intensidad que inciden sobre una muestra 

cristalina. Uno de los haces está compuesto por fotones con energía 1ωh  y dirección de 

polarización 1̂e . El otro se compone de fotones con energía 2ωh  y dirección de polarización 

2ê . Ambos haces de luz tienen direcciones de propagación distintas con respecto un sistema 

de referencia definido en el cristal.  

En muchas situaciones de interés espectroscópico, el sólido adquiere propiedades 

luminiscentes debido a la presencia de impurezas en la estructura cristalina. Las impurezas 

son generalmente iones de metales de transición, lantánidos o actínicos. Un ejemplo de este 

tipo es el cristal +4
62 : MnMFCs , donde GeSiM ,= . En este tipo de cristales, el ion 

+4Mn ocupa aleatoriamente el sitio del ion +4M  dada la semejanza de sus radios iónicos. El 
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complejo −2
6MnF  es el centro de la actividad luminiscente, debido a que la interacción del 

campo de radiación con este complejo tiene una mayor probabilidad de originar transiciones 

electrónicas.  

Sean ( )1111 ,,ˆ nmle =  y ( )2222 ,,ˆ nmle = , definidos con respecto al sistema de referencia 

molecular centrado en el ion +4Mn . El coeficiente de absorción de dos fotones dado por la 

ecuación (3.11) es proporcional a  
2

1

12

2

212 ˆˆˆˆ
∑ −−

⋅⋅
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⋅⋅
=

m im
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im
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h

vv
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 (3.13) 

 donde Mμ
v es el momento dipolar eléctrico del metal central. 

Introducimos la cantidad 

       ( ) ∑ −−
=Λ

m im

mm

EE α
α ω

εε
ω

h
,              (3.14) 

luego 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) iMMfiMMfTPA eeeeM εμωμεεμωμε vvvv ⋅Λ⋅+⋅Λ⋅= 112221 ˆˆˆˆ . (3.15) 

Ahora definimos las cantidades 

   ( ) ( )12 ωω Λ+Λ=Λ+  y ( ) ( )12 ωω Λ−Λ=Λ− ,              (3.16) 

lo que implica que  

   ( ) [ ]−+ Λ+Λ=Λ 2
1

2ω  y ( ) [ ]−+ Λ−Λ=Λ 2
1

1ω .             (3.17) 

Usando la expresión (3.16) junto con el hecho que [ ] 0,ˆ =μre  podemos reescribir (3.15) 

como 
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Cada término en (3.18) puede expresarse en términos de las componentes del producto 

μμ rr
⋅Λ⋅ ± . Las nueve componentes de este producto escalar pueden escribirse en forma 

matricial. De esta manera escribimos, por ejemplo, el producto 21 ˆˆ ee MM ⋅Λ⋅ +μμ vv  como 
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Para simplificar las expresiones definimos las cantidades  

          jiij μμα +Λ=   y  jiij μμβ −Λ= , con zyxji ,,, =  . (3.19) 

Luego reescribimos TPAM  dado por (3.18) como        

( ) ( ) i

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

f

ifTPA

n
m
l

nml
n
m
l

nml

eeeeeeeeM

ε
βββ
βββ
βββ

ααα
ααα
ααα

ε

εββααε

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

1

1

1

222

2

2

2

111

12211221

2
1

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ
2
1

K

 

Por definición de triple producto matricial tenemos que 
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Los únicos elementos no-nulos del producto triple son )1(
11a , )2(

11a , )1(
11b  y )2(

11b , puesto que el 

resultado para cada factor es un escalar. De esta forma TPAM  queda 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) izyyzzxxz

yxxyzz

zyyzyy

zxxzyxxyxxf

ifTPA

nmnmnlnl

mlmlnnnn

nmnmmmmm

nlnlmlmlllll

bbaaM

εββββ

ββα

ααα

αααααε

εε

−−+−−+

−−+++

+++++

+++++++=

−++=

12211221

12211221

12211221

1221122112212
1

)2(
11

)1(
11

)2(
11

)1(
112

1

. (3.21) 

Para llegar a la forma definitiva del momento de transición de dos fotones TPAM , 

definimos las cantidades 
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con zyxji ,,, = . Luego, la ecuación (3.21) queda  
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( ) ( ) ( )
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Así obtenemos una forma compacta para TPAM  dada por 

    ifTPA eTeM εε 21 ˆˆˆ ⋅⋅= ,           (3.24) 

donde 1̂e  y 2ê son vectores fila y columna, respectivamente, y el operador tensorial T̂  se 

escribe como la suma de una parte simétrica y una antisimétrica 
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Ahora usamos las definiciones (3.14), (3.19) y (3.22), para escribir el tensor T̂  en 

términos de las componentes del momento dipolar del metal, obteniendose 
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.  

Designaremos como ijT  con 3,2,1, =ji , a cada uno de las componentes de la matriz de 

T̂ . Para encontrar el valor de TPAM  y en definitiva la probabilidad de absorción de dos 

fotones por un sistema molecular, será necesario evaluar todos los elementos de matriz 

iijf T εε  que sean distintos de cero. Para hacer esto se utilizará un formalismo simetrizado 

en el cual las funciones propias moleculares, el operador electrónico T̂  y los operadores del 

campo de radiación 1̂e  y 2ê  son expresados como bases de las representaciones irreductibles 

del grupo puntual de la molécula donde se produce la transición electrónica.  

Etiquetamos los estados fε  y iε  como 11γΓ  y 22γΓ , respectivamente. Según esta 

notación, iΓ  es la representación irreductible del grupo puntual molecular para la cual la 

función propia iiγΓ  es base, y iγ  es la componente de ese conjunto base.  
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Es conveniente hacer dos aproximaciones: (1) Los estados intermedios mε  cumplen con 

la condición de clausura 1̂=∑m mm εε . (2) Las diferencias de energías αωh−− im EE  

son constantes para cada valor de m  y equivalen a una diferencia de energía efectiva EΔ . 

Así podemos expresar, por ejemplo, el elemento de matriz 12T como 

    ( )xyyxET μμμμ +Δ= −1
12 .               (3.26) 

 Análogamente al acoplamiento de dos momentos angulares por medio de los coeficientes 

de Clebsh-Gordan (Ver Apéndice I), podemos acoplar los tensores de rango uno 

correspondientes a las componentes del momento dipolar eléctrico. 

Sea i

i

Γ
γμ  un tensor de rango uno y Γ

γO  un tensor de momento dipolar eléctrico en la 

representación acoplada definido por 

           2

2

1

1

21

2211
ΓΓΓ ∑ ΓΓΓ= γγ

γγ
γ μμγγγO ,                (3.27) 

donde 1Γ , 2Γ  son las representaciones irreductibles según las cuales se transforman los 

operadores de momento dipolar eléctrico, 1γ  y 2γ son sus respectivas componentes, Γ  es 

una representación que aparezca en el producto directo 21 Γ×Γ , γ  es su respectiva 

componente y γγγ ΓΓΓ 2211  es el coeficiente de acoplamiento. 

Dado que la molécula −2
6MnF  pertenece al grupo puntual hO , y al hecho que un tensor 

de rango uno en coordenadas cartesianas se transforma como las coordenadas x y z , vemos 

que los operadores xμ , yμ y zμ  se transforman como la representación irreductible 1T  (Ver 

Apéndice VIII). El producto directo 11 TT ×  se descompone en 211 TTEA +++ , por lo tanto 

la ecuación (3.27) queda 

           1
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2
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⎛ Γ
−Γ= +

+ΓΓ + ,      (3.28) 

donde 211 ,,, TTEA=Γ . Para obtener (3.28) hemos usado que 

  ⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛ ΓΓΓ
−Γ−=ΓΓΓ +

+ΓΓ ++

γγγ
λγγγ γ
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212
2211 )1()()1( 2

1
2 V ,       (3.29) 

con 1)1( 12 =− T . 

Reemplazando los valores de los coeficientes V  y los factores de fase apropiados [28], se 

obtienen las expresiones para los operadores electrónicos Γ
λO  que se muestran en la Tabla 8. 
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   TABLA 1. Operadores Γ
γO  en coordenadas esféricas. 

( )1100113
11

+−−+ +−= μμμμμμA
aO  

( )1100116
1 2 +−−+ ++= μμμμμμθ

EO  

( )11112
1

−−++ += μμμμε
EO  

( )10012
1

1
1

+++ −= μμμμTO  

( )10012
1

0
1

++ −= μμμμTO  

( )01102
1

1
1 μμμμ −−− −=TO  

( )01102
1

1
2 μμμμ −−+ +=TO  

( )11112
1

0
2

−−++ −= μμμμTO  

( )11112
1

1
2

+−−+− += μμμμTO  

  

En experimentos de dos fotones y dos colores, cada factor del producto jiμμ  

corresponde a un momento dipolar asociado a la interacción con uno de los dos fotones. Se 

considera que los momentos dipolares actúan sobre espacios distintos de modo que un 

producto del tipo 

      )2()1()2()1( ijji μμμμ −  

no es necesariamente nulo. 

Podemos detenernos un momento para señalar un punto importante respecto a las reglas 

de selección. Supongamos que en un experimento de doble haz queremos provocar la 

transición gg TA 2
4

2
4 → . Si la aproximación de clausura es válida, para que haya transición 

es necesario que la integral electrónica (ecuación 3.24) 

     gg ATT 2
4

2
4 ˆ , 

no se anule. La tabla de productos directos en el grupo octaédrico (Apéndice IX) nos dice 

que el tensor electrónico T̂  debe tener simetría gT1 . Sin embargo, si los dos fotones son 

distinguibles, el resultado de la Tabla 11 nos muestra que el tensor electrónico es 

idénticamente cero. Esto significa que, según la teoría de segundo orden, no se observaría la 

transición gg TA 2
4

2
4 → . 
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Para finalizar el desarrollo podemos expresar los operadores Γ
γO  en coordenadas 

cartesianas usando las ecuaciones de transformación 
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 .              (3.30) 

En la Tabla 9 se muestran los operadores electrónicos Γ
γO  en coordenadas cartesianas. 

             TABLA 2. Operadores Γ
γO  en coordenadas cartesianas.  

( )222
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1 2 zyx
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T
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Para finalizar esta sección, reescribiremos la ecuación (3.24) en una forma más apropiada 

para el cálculo de TPAM .  

Usando la representación acoplada de los momentos dipolares eléctricos, dada por el 

operador Γ
γO , podemos escribir la ecuación (3.24) como  
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 ,            (3.30) 

donde R  representa estados propios del campo de radiación, que son acoplados por los 

operadores de campo eléctrico ê , que aquí se expresan en una forma adaptada por simetría 

( )γ,ˆ Γe . 
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Para una transición particular 2211 γγ Γ→Γ  en experimentos de un haz de luz 

monocromático, la ecuación (3.30) queda  
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En la segunda igualdad hemos usado el Teorema de Wigner-Eckart simetrizado. Este separa 

el elemento de matriz de un tensor cualquiera en el producto de una componente geométrica, 

dada por el símbolo V , y de una componente dinámica que depende sólo de las 

representaciones irreductibles de los estados terminales, dada por el elemento de matriz 

reducido 21 ΓΓ Γ
γO , independiente de las componentes de cada representación. 

En el Apéndice XII se desarrolla con mayor detalle la teoría de segundo orden para un 

experimento de dos fotones indistinguibles. Estos experimentos mono-haz son los que 

presentan menor dificultad experimental y por eso es recomendable estudiarlos con más 

detención. 

APLICACIONES PARA LA TRANSICIÓN gg TA 2
4

2
4 →  EN EL COMPLEJO −2

6MnF . 

Es espectro electrónico de iones metálicos de transición en ambientes simétricos son 

complejos debido a los numerosos falsos orígenes causados por acoplamiento vibrónico. Las 

transiciones dd →  están prohibidas para procesos de un fotón porque son par→par. Sin 

embargo, las transiciones de dos fotones están permitidas y los falsos orígenes causados por 

modos de vibración impar no están presentes en el espectro. En este sentido, los espectros de 

uno y dos fotones son complementarios en el  mismo sentido que los son la espectroscopía 

infrarroja con la espectroscopía Raman. 

Analicemos el espectro de dos fotones del compuesto +4
62 : MnGeFCs , comparándolo 

con el espectro de un fotón [27]. En este sistema, el ion manganeso IV ( 3d ) ocupa los sitios 

del ion germanio (IV) ( 10d ) y es coordinado octaédricamente por los iones fluoruro, como 

se muestra en la Figura 5. El espectro visible y ultravioleta cercano del ion Mn(IV) consiste 

por completo de transiciones dd → . Una forma simple de intentar la comprensión de estos 

sistemas consiste considerar que las vibraciones internas del grupo −2
6MnF  estén 

desacopladas de las vibraciones de la red. Sin embargo, un estudio detallado de los espectros 

de uno y dos fotones demuestra que esta aproximación no es completamente válida. 
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FIGURA 2. Diagrama de la red cúbica +4
62 : MnGeFCs . (Radio Mn4+= 0.67 0A ) 

 

El diagrama de niveles de energías para el ion −2
6MnF  en el cristal, se muestra en la 

Figura 6. Para interpretar el espectro se realiza un cálculo completo de campo cristalino con 

contribución espín-órbita [27]. Los parámetros utilizados en el cálculo fueron: Δ =21.850 

cm-1, B = 500 cm-1, C = 4.042 cm-1 y ξ = 80 cm-1. 

 

 

FIGURA 3. Diagrama de energía del ion −2
6MnF  en el cristal. 
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El espectro de dos fotones es de hecho un espectro de excitación que se obtiene al 

registrar la fluorescencia del ion −2
6MnF [27], que se distribuye sobre el rango de energías 

entre los 16.037 cm-1 a los 16.900 cm-1. El máximo de intensidad está entre los 16.260 y los 

16.380 cm-1. Los fotones que interactúan con el sistema, que tienen la mitad de la energía de 

excitación, están entre los 8.000 y los 15.000 cm-1. Por lo tanto, se necesita una fuente 

intensa de fotones en el infrarrojo cercano para observar una transición en el ultravioleta. Los 

espectros fueron tomados a una temperatura del cristal de 10 K. 

En la Figura 7 se muestran los primeros 800 cm-1 de la transición gg TA 2
4

2
4 → . El origen 

de la transición se encuentra alrededor de los 20.625 cm-1, y está seguida por una serie 

bandas correspondientes a modos de vibración par. 

 

 
FIGURA 4. Los primeros 800 cm-1 del espectro de +4

62 : MnGeFCs  mostrando el multiplete en el 

origen, el multiplete vibracional gt2 , la vibración ge  y la vibración ga1 . 

 

Inmediatamente después del cuarteto en el origen de la transición se aprecian dos bandas 

pequeñas que son asignadas a vibraciones de red. Posteriormente se evidencia un intenso 

multiplete que aparece en la zona esperada para una vibración gt 2 . La estructura de 

multiplete se debería a la interacción vibrónica entre el multiplete gT2
4 con el modo gt2 . 

Finalmente a los 487 y 525 cm-1 se observan las vibraciones ge  y ga1 , respectivamente. 
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Al comparar con el espectro de un fotón, vemos una relativa simplificación en el espectro 

de dos fotones. El espectro de un fotón es complicado por las vibraciones impares del 

complejo octaédrico, que se acoplan con las vibraciones impares del contra-ion 1+Cs . 

Se puede demostrar [20] que la descomposición de los modos normales de vibración del 

complejo octaédrico se reduce a las representaciones irreductibles 

  )()()()()()( 62524131211 νννννν uguuggvib ttttea +++++=Γ . 

En el espectro de un fotón se observan las bandas asociadas con los modos impares de 

vibración, y en el espectro de dos fotones las vibraciones pares. La mutua exclusión de los 

modos pares e impares puede verse claramente en la transición al primer estado excitado 

( gg EA 2
2

4 → ), que se muestra en la Figura 8. 

 

 

FIGURA 5.  Comparación entre el espectro de 2-F. y de 1-F. para la transición gg EA 2
2

4 →  en el 

sistema +4
62 : MnGeFCs  
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REGLAS DE SELECCIÓN 
 

Será de gran utilidad comparar los mecanismos para la transición gg TA 2
4

2
4 →  en 

espectroscopía de uno y dos fotones. En las transiciones de un fotón tenemos que las 

vibraciones ut1  y ut2 actúan como promotores de una transición electrónica prohibida entre 

estados de la misma paridad. Si en el Hamiltoniano se considera, además del término de 

interacción radiación-materia, una perturbación debida al término de acoplamiento 

vibrónico, la teoría de perturbación de segundo orden predice que los elementos de matriz 

relevantes tienen la forma 

    
u

u

tg
t

g QT
Q
H

mmA
1

1

2
0

2 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

μr , 

donde m  puede ser un estado intermediario uT2  y 
utQ

1
representa la coordenada normal 

asociada al modo normal de simetría ut1 . 

Hay nueve componentes del producto de los operadores, que pueden ser escritos como 

yxV , xyV , etc., de manera análoga al producto desarrollado anteriormente para el operador 

T̂ . Representamos por x  a una componente del vector momento dipolar eléctrico y por yV  

a la componente del operador vibrónico ( ) yy QQH ∂∂ 0
. En la aproximación de clausura los 

estados mm  se omiten. De manera que para que la transición gg TA 2
4

2
4 →  ocurra, el 

operador de transición debe tener simetría ggg TTA 122 =× . El operador vibrónico adaptado 

por simetría que se transforma como gT1  tiene tres componentes del tipo 

     xy
z
g yVxVT −=1 , 

Estas componentes tensoriales evidentemente pueden ser distintas de cero, lo que permite la 

transición señalada. 

En espectros de dos fotones, la teoría de segundo orden predice que la probabilidad de 

transición es proporcional a integrales del tipo 

             gg TmmA 2212 μμ rr
. 

Según se discutió anteriormente, en experimentos mono-haz (dos fotones indistinguibles) 

no existe una componente de simetría gT1 . Por lo tanto, en segundo orden, la transición 
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estaría formalmente prohibida. No obstante, la transición gg TA 2
4

2
4 →  sí estaría permitida 

cuando se utilizan dos haces que están polarizados a lo largo de los diferentes ejes del cristal. 

Sin embargo, la Figura 7 muestra una transición de dos fotones directa en un experimento 

mono-haz. De hecho se observan cuatro componentes de multiplete, cuyo origen se puede 

explicar por procesos de acoplamiento espín-órbita.  

Si consideramos que los estados terminales se desdoblan por efectos del acoplamiento 

espín-órbita (ver Capítulo II), tenemos que la transición gg TA 2
4

2
4 →  se convierte en 

UUEEU ′′′′′→′ ,,, . Dichas transiciones están formalmente permitidas por los operadores 

electrónicos Γ
γO  de simetrías ggg TEA 21 ,, , los cuales se muestran en Tabla 13 del capítulo 

II. 

La estructura vibracional del espectro de dos fotones muestra como la transición 

prohibida se vuelve permitida: el modo vibracional gt2  es muy fuerte comparado con el 

cuarteto de origen, por lo que claramente es el mayor origen espectral. El modo gt2  provee 

la simetría necesaria en las integrales de tercer orden de perturbación 

    g
t

g Tnn
Q
H

mmA
u

22
0

12
1

μμ rr
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

. 

En el primer elemento de matriz uTm 2=  es un estado intermediario virtual. Si hacemos los 

productos directos para cada uno de los tres elementos de matriz, veremos que el producto 

delas tres integrales es distinto de cero siempre que j  tenga una de las simetrías del 

producto directo uuuugu TTEATT 21222 +++=× . 

Si construimos el triple producto tensorial de los operadores de momento dipolar de 

simetría 1T  con el operador de acoplamiento vibrónico 

     i
i

i Q
Q
H

V ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= 0 . 

Aquí iV  pertenece a la misma componente de 2T  que la coordenada iQ , donde iQ  es la 

componente ésimai −  del modo vibracional gt2  y ( )iQH ∂∂ 0  es el término de 

acoplamiento electrónico-vibracional. En la aproximación de clausura, podemos ver que 

tanto las componentes gE  como gT2  del operador electrónico acoplado Γ
γO  se pueden 
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acoplar con el operador iV  para formar un operador compuesto gT1 , y permitir una 

transición. 

Este análisis muestra cómo los operadores de transición acoplados permiten explicar la 

presencia de la banda lateral vibrónica asociada al modo gt2 , pero no explica su intensidad 

relativa al cuarteto del origen. Experimentalmente la contribución vibrónica a la intensidad 

es hasta 10 veces mayor que la contribución espín-órbita. Además se ha demostrado que el 

estado excitado gT1
4  interactúa con el estado gT2

4  por medio de la interacción espín-órbita y 

la perturbación vibrónica, ya que proviene de la misma configuración ( et 2 ) que el estado 

gT2
4 . Esto genera una mezcla de las funciones de onda, que podría explicar las intensidades 

relativas de las bandas. 
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APÉNDICE I 

MOMENTO ANGULAR 

El objetivo de este Apéndice es recordar al lector los elementos básicos de la teoría del 

momento angular, que son utilizados a lo largo de este trabajo. Existe una gran cantidad de obras 

dedicadas a discutir la utilidad de los operadores de momento angular en mecánica cuántica*, por 

lo que en este Apéndice los resultados se entregan sin demostración. 

OPERADORES DE MOMENTO ANGULAR 

Denotemos como j
r

 a un operador de momento angular general. Un vector j
v

 cumple 

     jijj
rvv

=× ,     (I.1) 

lo que significa que 

  [ ] zyx ijjj =, ,  [ ] xzy ijjj =, ,  [ ] |, yxz ijjj = .   (I.2) 

El cuadrado del momento angular está definido por  

    2222
zyx jjjjjj ++=⋅=

rrr
,     (I.3) 

y cumple con las reglas de conmutación 

               [ ] [ ] [ ] 0,,, 222 === zyx jjjjjj
rrr

.   (I.4) 

Los estados sobre los cuales actúan los operadores de momento angular, se construyen 

haciendo uso del hecho que  2j
r

 y zj  conmutan. Debido a que conmutan, se pueden hacer 

mediciones simultáneas de estos observables. Por lo tanto, describimos un estado cuántico ψ  

en términos de los valores propios de 2j
r

 y zj . Denotamos un ket de este tipo como jm , 

                                                 
*  Zare, Richard N. Angular Momentum, Wiley, (1988). 
    Pauling, L, Wilson E.B. Introduction to Quantum Mechanics. McGraw-Hill, (1935). 
   Varshalovich D. A., Moskalev, A. N., Kheronskii, V. K. Quantum Theory of Angular Momentum.  

World Scientific Publishing Co., 1988. 
    R. Acevedo, Elementos Introductorios en Espectroscopía Atómica y Molecular, U. Diego Portales, 

2000 
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donde j  es un número cuántico asociado al valor propio de 2j
r

 y m  está asociado al valor 

propio de zj . Un ket jm  satisface las ecuaciones propias 

   ( ) jmjjjmj 12 +=
r

,        jmmjmjz = ,   (I.5) 

donde jjjm ++−−= K,1. . 

Se introducen además los operadores no-hermíticos +j  y −j , conocidos como operadores 

escalera, definidos por 

    yx ijjj +=+ ,      yx ijjj −=− .   (I.6) 

La acción de los operadores escalera sobre un estado jm  está dada por 

   ( )( )[ ] ( )11 2
1

±+±=± mjmjmjjmj m .   (I.7) 

Usando la definición de operadores escalera, escribimos el operador 2j
r

como 

    ( )+−−+ ++= jjjjjj z 2
122r ,    (I.8) 

o equivalentemente  

       −++−= jjjjj zz
22r .    (I.9) 

FUNCIONES PROPIAS DE  MOMENTO ANGULAR 

Las componentes del momento angular orbital xl , yl  y zl  están descritas por las ecuaciones 

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
φ

φθ
θ

φ coscotsinilx  

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−=
φ

φθ
θ

φ sincotcosil y    (I.10) 

    
φ∂
∂

−= ilz  

Estas expresiones permiten escribir las ecuaciones de valor propio (I.5) en términos de las 

ecuaciones diferenciales  
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( ) ( ) lmlllmlmlllml 1sin
sin

1
sin

11 2

2

2
2 +=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−⇒+=
θ

θ
θθφθ

r (I.11) 

        lmmlmilmmlmlz =
∂
∂

−⇒=
φ

   (I.12) 

válidas para K,2,1,0 ±±=l  

Asociamos los ket lm  con las funciones continuas llamadas Armónicas Esféricas, que son 

solución de (I.9) y (I.10). Las funciones Armónicas Esféricas están definidas como 

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) φθ

π
φθ imm

l
m

lm eP
ml
mllYlm cos

!
!

4
121,

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−+

−=≡ .    (I.13) 

Las funciones asociados de Legendre ( )θcosm
lP  están definidas por     

   ( ) ( ) ( )l
ml

m
l

m
l d

d
l

P 1cos
cos

sin
!2

1cos 2 −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

+

θ
θ

θθ .  (I.14) 

Las funciones ( )φθ ,lmY  satisfacen la relación de ortonormalidad 

     ( ) ( ) mmllmllm dYYdmllm ′′′′ ==′′ ∫∫ δδθθφθφθφ
ππ

0

*
2

0

sin,,   (I.15) 

Además satisfacen la relación de conjugación 

    ( ) ( ) ( )φθφθ ,1, ,
*

ml
m

lm YY −−= .    (I.16) 

Para valores semi-enteros del número cuántico j , no es posible definir asociar una función 

continua al ket jm . Podemos construir el ket jm  a partir de las funciones propias para 

2
1=j , denotadas por 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

0
1

2
1

2
1α  y ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−=

1
0

2
1

2
1β   (I.17), 

que satisfacen 

    αα 2
1=zj      ββ 2

1−=zj   

    0=+ αj       αβ =+j    

     βα =−j     0=− βj     (I.18) 

     αα 4
32 =j

v
   ββ 4

32 =j
v

.  
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Se puede demostrar que un estado jm  con K,,, 2
5

2
3

2
1 ±±±=j , construido a partir de 

los estados α  y β  está dado por 

     
( ) ( )[ ]2

1

!! mjmj
jm

mjmj

−+
=

−+ βα
    (I.19) 

ELEMENTOS DE MATRIZ DE OPERADORES 

Para un operador de momento angular general j
r

 sea el número cuántico j  entero o 

semi-entero, los elementos de matriz de los operadores son      

   ( ) mmjjjjmjjjm ′′+=′′ δδ12r  

   mmjjz mmjjjm ′′′=′′ δδ  

   ( )( )[ ] 1,
2

1
1 ±+′′± +±=′′ mmjjmjmjmjjjm δδm   (I.20) 

   ( )( )[ ] 1,2
1 2

1
1 ±+′′+±=′′ mmjjx mjmjmjjjm δδm  

   ( )( )[ ] 1,2
1 2

1
1 ±+′′+±=′′ mmjjy mjmjimjjjm δδmm    

ADICIÓN DE MOMENTO ANGULAR 

Sean 1j
r

, 2j
r

 los momentos angulares de los estados cuánticos 1 y 2 respectivamente. 

Se define el momento angular del estado compuesto por 1 y 2 como J
r

, con 

     21 jjJ
rrr

+= .     (I.21) 

El espacio vectorial generado por el producto tensorial  

    22112121 mjmjmmjj ≡ ,    (I.22) 

tiene dimensión ( )( )1212 21 ++ jj . Cada uno de los vectores base 2211 mjmj  se 

transforma por medio de un operador unitario en un vector 

      ( )JMjj 21 .     (I.23) 

Los vectores ( )JMjj 21  son funciones propias de los operadores { }zJJjj ,,, 22
2

2
1

vrr
 y los 

vectores 2211 mjmj  son funciones propias de los operadores { }zz jjjj 21
2
2

2
1 ,,,
rr

. Sin 



I. MOMENTO ANGULAR 
 

 71

embargo, ambos conjuntos generan el mismo subespacio vectorial, por lo que son dos 

representaciones del mismo espacio. Los números cuánticos { }MJ ,  describen la 

representación acoplada, y los números cuánticos { }2121 mmjj  la representación 

desacoplada. 

La transformación unitaria que relaciona ambas representaciones es 

   ∑=
21 ,

22112121
mm

mjmjJMmmjjJM ,   (I.24) 

donde los elementos de la matriz unitaria JMmmjj 2121  son los llamados Coeficientes 

de Clebsh-Gordan. 

Los coeficientes de Clebsh-Gordan están relacionados con los coeficientes 3j 

definidos como 

        ( ) JMmmjj
JMmm

Jjj Jjj

2121
21

21

12
1 21

+
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+−

.  (I.25) 

Tanto los coeficientes de Clebsh-Gordan como los coeficientes 3j son definidos como 

números reales.  

Los coeficientes 3j satisfacen las siguientes propiedades de simetría: 

1. Son nulos a menos que Mmm =+ 21 . 

2. Son nulos a menos que 2121 jjJjj +≤≤−  (Desigualdad triangular). 

3. Una permutación par de las columnas deja el signo invariante. 

4. Deben multiplicarse por ( ) Jjj ++− 211  ante una permutación impar. 

5. Deben multiplicarse por ( ) Jjj ++− 211  cuando se cambian simultáneamente los 

signos de 1m , 2m  y M . 

Los coeficientes 3j satisfacen las relaciones de ortogonalidad 

  ( ) MMJJ
mm JMmm

Jjj
Mmm
Jjj

′′+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∑ δδ
12

1

21, 21

21

21

21     

  ( )
2211

, 21

21

21

2112 mmmm
MJ Mmm

Jjj
Mmm
Jjj

J ′′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∑ δδ .  (I.26) 
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La relación que hay entre las funciones Armónicas Esféricas y los coeficientes 3j es 

muy útil en aplicaciones de la teoría de momento angular. Mencionemos por ejemplo la 

relación de composición para armónicas esféricas 

( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )∑ ∑
+

−=
−

−=

Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++

−

=ΩΩ

21

21

2
1

2211

,
21

212121

0004
1212121

ll

llL
ML

L

LM

M

mlml

Y
Mmm
LllLllLll
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 (I.27) 

Esta relación es útil para calcular integrales sobre tres armónicas esféricas  

( ) ( ) ( )
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⎡ +++
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321321321

0004
121212 2

1

332211

mmm
lllllllll

dYYY mlmlml

π

, (I.28) 

que es una relación muy útil al evaluar elementos de matriz de los operadores 

bielectrónicas de interacción coulombica sobre determinantes de Slater. 

Se pueden definir transformaciones unitarias para relacionar funciones asociadas con 

el acoplamiento de más de dos momentos angulares, pero dicho tratamiento está fuera 

del alcance de este trabajo. 
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APÉNDICE II  

DETERMINANTES DE SLATER PARA LA CONFIGURACIÓN 3d  

 LM  
SM    LM  

SM    LM  
SM  

1221 =A  5 1/2  22230 −=A  2 -1/2    11259 −−=A  0 1/2 
1222 =A  5 -1/2    12031 −=A  1 3/2  11260 −−=A  0 -1/2 
0223 =A  4 1/2  12032 −=A  1 1/2  21161 −=A  0 1/2 
0224 =A  4 -1/2    10233 −=A  1 1/2  21162 −=A  0 -1/2 
1215 =A  4 1/2  10234 −=A  1 1/2  11063 −=A  0 3/2 
1126 =A  4 -1/2    10235 −=A  1 -1/2    11064 −=A  0 1/2 

2107 =A  3 3/2    10236 −=A  1 -1/2    10165 −=A  0 1/2 
0218 =A  3 1/2  10237 −=A  1 -1/2    10166 −=A  0 1/2 
0129 =A  3 1/2  10238 −=A  1 -3/2  10167 −=A  0 -1/2 

10210 =A  3 1/2  01039 =A  1 1/2  10168 −=A  0 -1/2 
01211 =A  3 -1/2    00140 =A  1 -1/2    10169 −=A  0 -1/2 
01212 =A  3 -1/2    11141 −=A  1 1/2  10170 −=A  0 -3/2 
01213 =A  3 -1/2    11142 −=A  1 -1/2  20171 −=A  -1 3/2 
01214 =A  3 -3/2  22143 −=A  1 3/2  12072 −=A  -1 1/2 

12215 −=A  3 1/2  22144 −=A  1 1/2  10273 −=A  -1 1/2 
12216 −=A  3 -1/2    21245 −=A  1 1/2  01274 −=A  -1 1/2 
12117 −=A  2 3/2  21246 −=A  1 1/2  10275 −=A  -1 -1/2 
12118 −=A  2 1/2  21247 −=A  1 -1/2  10276 −=A  -1 -1/2 
11219 −=A  2 1/2  21248 −=A  1 -1/2  10277 −=A  -1 -1/2 
11220 −=A  2 1/2  21249 −=A  1 -1/2  10278 −=A  -1 -3/2 
11221 −=A  2 -1/2    21250 −=A  1 -3/2  01079 −=A  -1 1/2 
11222 −=A  2 -1/2    22051 −=A  0 3/2  00180 −=A  -1 -1/2 
11223 −=A  2 -1/2    22052 −=A  0 1/2  11181 −−=A  -1 1/2 
11224 −=A  2 -3/2  20253 −=A  0 1/2  11182 −−=A  -1 -1/2 

01125 =A  2 1/2  20254 −=A  0 1/2  12283 −−=A  -1 3/2 
01126 =A  2 -1/2    20255 −=A  0 -1/2  21284 −−=A  -1 1/2 
02027 =A  2 1/2  20256 −=A  0 -1/2  21285 −−=A  -1 1/2 
00228 =A  2 -1/2    20257 −=A  0 -1/2  12286 −−=A  -1 1/2 

22229 −=A  2 1/2  20258 −=A  0 -3/2  21287 −−=A  -1 -1/2 
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 LM  
SM    LM  

SM    LM  
SM  

21288 −−=A  -1 -1/2  011100 −−=A  -2 -1/2  012112 −−=A  -3 -3/2 
21289 −−=A  -1 -1/2  020101 −=A  -2 1/2  122113 −−=A  -3 1/2 
21290 −−=A  -1 -3/2  002102 −=A  -2 -1/2  122114 −−=A  -3 -1/2 

11291 −−=A  -2 3/2  222103 −−=A  -2 1/2  022115 −−=A  -4 1/2 
11292 −−=A  -2 1/2  222104 −−=A  -2 -1/2  022116 −−=A  -4 -1/2 
11293 −−=A  -2 1/2  102105 −−=A  -3 3/2  112117 −−−=A  -4 1/2 

11294 −−=A  -2 1/2  012106 −−=A  -3 1/2  112118 −−−=A  -4 -1/2 
11295 −−=A  -2 -1/2  012107 −−=A  -3 1/2  122119 −−−=A  -5 -1/2 
11296 −−=A  -2 -1/2  102108 −−=A  -3 1/2  122120 −−−=A  -5 -1/2 
11297 −−=A  -2 -1/2  012109 −−=A  -3 -1/2     

11298 −−=A  -2 -3/2  012110 −−=A  -3 -1/2     

01199 −−=A  -2 1/2  012111 −−=A  -3 -1/2     
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APÉNDICE III 
ACCIÓN DEL OPERADOR 2Ŝ SOBRE LAS FUNCIONES iA  

14
3

1
2ˆ AAS =  284

3
28

2ˆ AAS =  5756554
7

55
2ˆ AAAAS ++=  

24
3

2
2ˆ AAS =  294

3
29

2ˆ AAS =  5755564
7

56
2ˆ AAAAS ++=  

34
3

3
2ˆ AAS =  304

3
30

2ˆ AAS =  5655574
7

57
2ˆ AAAAS ++=  

44
3

4
2ˆ AAS =  314

15
31

2ˆ AAS =  584
15

58
2ˆ AAS =  

54
3

5
2ˆ AAS =  3433324

7
32

2ˆ AAAAS ++=  594
3

59
2ˆ AAS =  

64
3

6
2ˆ AAS =  3432334

7
33

2ˆ AAAAS ++=  604
3

60
2ˆ AAS =  

74
15

7
2ˆ AAS =  3332344

7
34

2ˆ AAAAS ++=  614
3

61
2ˆ AAS =  

10984
7

8
2ˆ AAAAS ++=  3736354

7
35

2ˆ AAAAS ++=  624
3

62
2ˆ AAS =  

10894
7

9
2ˆ AAAAS ++=  3735364

7
36

2ˆ AAAAS ++=  634
15

63
2ˆ AAS =  

98104
7

10
2ˆ AAAAS ++=  3635374

7
37

2ˆ AAAAS ++=  6665644
7

64
2ˆ AAAAS ++=

1312114
7

11
2ˆ AAAAS ++=  384

15
38

2ˆ AAS =  6664654
7

65
2ˆ AAAAS ++=

1311124
7

12
2ˆ AAAAS ++=  394

3
39

2ˆ AAS =  6564664
7

66
2ˆ AAAAS ++=

1211134
7

13
2ˆ AAAAS ++=  404

3
40

2ˆ AAS =  6968674
7

67
2ˆ AAAAS ++=

144
15

14
2ˆ AAS =  414

3
41

2ˆ AAS =  6967684
7

68
2ˆ AAAAS ++=

154
3

15
2ˆ AAS =  424

3
42

2ˆ AAS =  6867694
7

69
2ˆ AAAAS ++=

164
3

16
2ˆ AAS =  434

15
43

2ˆ AAS =  704
15

70
2ˆ AAS =  

174
15

17
2ˆ AAS =  4645444

7
44

2ˆ AAAAS ++=  714
15

71
2ˆ AAS =  

2019184
7

18
2ˆ AAAAS ++=  4644454

7
45

2ˆ AAAAS ++=  7473724
7

72
2ˆ AAAAS ++=

2018194
7

19
2ˆ AAAAS ++=  4544464

7
46

2ˆ AAAAS ++=  7472734
7

73
2ˆ AAAAS ++=  

1918204
7

20
2ˆ AAAAS ++=  4948474

7
47

2ˆ AAAAS ++=  7372744
7

74
2ˆ AAAAS ++=  

2322214
7

21
2ˆ AAAAS ++=  4947484

7
48

2ˆ AAAAS ++=  7776754
7

75
2ˆ AAAAS ++=

2321224
7

22
2ˆ AAAAS ++=  4847494

7
49

2ˆ AAAAS ++=  7775764
7

76
2ˆ AAAAS ++=

2221234
7

23
2ˆ AAAAS ++=  504

15
50

2ˆ AAS =  7675774
7

77
2ˆ AAAAS ++=

244
15

24
2ˆ AAS =  514

15
51

2ˆ AAS =  784
15

78
2ˆ AAS =  

254
3

25
2ˆ AAS =  5453524

7
52

2ˆ AAAAS ++=  794
3

79
2ˆ AAS =  

264
3

26
2ˆ AAS =  5452534

7
53

2ˆ AAAAS ++=  804
3

80
2ˆ AAS =  

274
3

27
2ˆ AAS =  5352544

7
54

2ˆ AAAAS ++=  814
3

81
2ˆ AAS =  
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824
3

82
2ˆ AAS =  9796954

7
95

2ˆ AAAAS ++=  1071061084
7

108
2ˆ AAAAS ++=

834
15

83
2ˆ AAS =  9795964

7
96

2ˆ AAAAS ++=  1111101094
7

109
2ˆ AAAAS ++=

8685844
7

84
2ˆ AAAAS ++= 9695974

7
97

2ˆ AAAAS ++=  1111091104
7

110
2ˆ AAAAS ++=

8684854
7

85
2ˆ AAAAS ++= 984

15
98

2ˆ AAS =  1101091114
7

111
2ˆ AAAAS ++=  

8584864
7

86
2ˆ AAAAS ++= 994

3
99

2ˆ AAS =  1124
15

112
2ˆ AAS =  

8988874
7

87
2ˆ AAAAS ++= 1004

3
100

2ˆ AAS =  1134
3

113
2ˆ AAS =  

8987884
7

88
2ˆ AAAAS ++= 1014

3
101

2ˆ AAS =  1144
3

114
2ˆ AAS =  

8887894
7

89
2ˆ AAAAS ++= 1024

3
102

2ˆ AAS =  1154
3

115
2ˆ AAS =  

904
15

90
2ˆ AAS =  1034

3
103

2ˆ AAS =  1164
3

116
2ˆ AAS =  

914
15

91
2ˆ AAS =  1044

3
104

2ˆ AAS =  1174
3

117
2ˆ AAS =  

9493924
7

92
2ˆ AAAAS ++= 1054

15
105

2ˆ AAS =  1184
3

118
2ˆ AAS =  

9492934
7

93
2ˆ AAAAS ++= 1081071064

7
106

2ˆ AAAAS ++= 1194
3

119
2ˆ AAS =  

9392944
7

94
2ˆ AAAAS ++= 1081061074

7
107

2ˆ AAAAS ++= 1204
3

120
2ˆ AAS =  
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APÉNDICE IV 
FUNCIONES PROPIAS DE LOS OPERADORES 2Ŝ y zŜ  

 DOBLETES S = 1/2 
  ML MS   ML MS 

1. 1A  5 1/2  ( )373635 261 AAA +−  1 -1/2 

 2A  5 -1/2  ( )373621 AA −  1 -1/2 

2. 3A  4 1/2  40A  1 -1/2 
 5A  4 1/2  42A  1 -1/2 

 4A  4 -1/2  ( )494847 261 AAA +−  1 -1/2 

 6A  4 -1/2  ( )494721 AA −  1 -1/2 

3. ( )1098 261 AAA +−  3 1/2 6. ( )545352 261 AAA +−  0 1/2 

 ( )10821 AA −  3 1/2  ( )545221 AA −  0 1/2 

 15A  3 1/2  59A  0 1/2 

 ( )131211 261 AAA +−  3 -1/2  61A  0 1/2 

 ( )131121 AA −  3 -1/2  ( )666564 261 AAA +−  0 1/2 

 16A  3 -1/2  ( )666421 AA −  0 1/2 

4. ( )201918 261 AAA +−  2 1/2  ( )575655 261 AAA +−  0 -1/2 

 ( )201821 AA −  2 1/2  ( )575521 AA −  0 -1/2 

 25A  2 1/2  60A  0 -1/2 
 27A  2 1/2  62A  0 -1/2 

 29A  2 1/2  ( )696867 261 AAA +−  0 -1/2 

 ( )232221 261 AAA +−  2 -1/2  ( )696721 AA −  0 -1/2 

 ( )232121 AA −  2 -1/2 7. ( )747372 261 AAA +−  -1 1/2 

 26A  2 -1/2  ( )747221 AA −  -1 1/2 

 28A  2 -1/2  79A  -1 1/2 
 30A  2 -1/2  81A  -1 1/2 

5. ( )343332 261 AAA +−  1 1/2  ( )868584 261 AAA +−  -1 1/2 

 ( )343221 AA −  1 1/2  ( )868421 AA −  -1 1/2 

 39A  1 1/2  ( )777675 261 AAA +−  -1 -1/2 

 41A  1 1/2  ( )777521 AA −  -1 -1/2 

 ( )464544 261 AAA ++  1 1/2  80A  -1 -1/2 

 ( )464421 AA −  1 1/2  82A  -1 -1/2 
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DOBLETES S = 1/2 
  ML MS 

 ( )898887 261 AAA +−  -1 -1/2 

 ( )898721 AA −  -1 -1/2 

8. ( )949392 261 AAA +−  -2 1/2 

 ( )949221 AA −  -2 1/2 

 99A  -2 1/2 
 101A  -2 1/2 
 103A  -2 1/2 

 ( )979695 261 AAA +−  -2 -1/2 

 ( )979521 AA −  -2 -1/2 

 100A  -2 -1/2 
 102A  -2 -1/2 
 104A  -2 -1/2 

9. ( )108107106 261 AAA +−  -3 1/2 

 ( )10810621 AA −  -3 1/2 

 113A  -3 1/2 

 ( )111110109 261 AAA +−  -3 -1/2 

 ( )11110921 AA −  -3 -1/2 
 114A  -3 -1/2 
10. 115A  -4 1/2 
 117A  -4 1/2 
 116A  -4 -1/2 
 118A  -4 -1/2 
11. 119A  -5 1/2 
 120A  -5 -1/2 
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CUADRUPLETES  S = 3/2 
  ML MS   ML MS 

1. 7A  3 3/2  78A  -1 -3/2 

 ( )109831 AAA ++  3 1/2  90A  -1 -3/2 

 ( )13121131 AAA ++  3 -1/2 6. 91A  -2 3/2 

 14A  3 -3/2  ( )94939231 AAA ++  -2 1/2 

2. 17A  2 3/2  ( )97969531 AAA ++  -2 -1/2 

 ( )20191831 AAA ++  2 1/2  98A  -2 -3/2 

 ( )23222131 AAA ++  2 -1/2 7. 105A  -3 3/2 

 24A  2 -3/2  ( )10810710631 AAA ++  -3 1/2 

3. 31A  1 3/2  ( )11111010931 AAA ++  -3 -1/2 

 43A  1 3/2  112A  -3 -3/2 

 ( )34333231 AAA ++  1 1/2     

 ( )46454431 AAA ++  1 1/2     

 ( )37363531 AAA ++  1 -1/2     

 ( )49484731 AAA ++  1 -1/2     

 38A  1 -3/2     
 50A  1 -3/2     
4 51A  0 3/2     
 63A  0 3/2     

 ( )53545231 AAA ++  0 1/2     

 ( )66656431 AAA ++  0 1/2     

 ( )57565531 AAA ++  0 -1/2     

 ( )69686731 AAA ++  0 -1/2     

 58A  0 -3/2     
 70A  0 -3/2     
5. 71A  -1 3/2     
 83A  -1 3/2     

 ( )74737231 AAA ++  -1 1/2     

 ( )86858431 AAA ++  -1 1/2     

 ( )77767531 AAA ++  -1 -1/2     

 ( )89888731 AAA ++  -1 -1/2     
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APÉNDICE V 
FUNCIONES PROPIAS DE RUSSELL-SAUNDERS SL MSML ,,, . 

TÉRMINO F4  
Γ1 2

3
2
333  7A  

Γ2 2
3

2
332  17A  

Γ3 2
3

2
331  ( )4331 63151 AA +  

Γ4 2
3

2
330  ( )6163 251 AA +  

Γ5 2
3

2
313 −  ( )8371 63151 AA +  

Γ6 
2
3

2
323 −  91A  

Γ7 
2
3

2
333 −  105A  

Γ8 
2
1

2
333  ( )109831 AAA ++  

Γ9 
2
1

2
332  ( )20191831 AAA ++  

Γ10 
2
1

2
331  ( )464544343332 666333451 AAAAAA +++++  

Γ11 
2
1

2
330  ( )545352666564 222151 AAAAAA +++++  

Γ12 
2
1

2
313 −  ( )868584747372 666333451 AAAAAA +++++  

Γ13 
2
1

2
323 −  ( )94939231 AAA ++  

Γ14 
2
1

2
333 −  ( )10810710631 AAA ++  

Γ15 
2
1

2
333 −  ( )13121131 AAA ++  

Γ16 
2
1

2
332 −  ( )23222131 AAA ++  

Γ17 
2
1

2
331 −  ( )494847373635 666333451 AAAAAA +++++  

Γ18 
2
1

2
330 −  ( )575655696867 222151 AAAAAA +++++  

Γ19 
2
1

2
313 −−  ( )898887777675 666333451 AAAAAA +++++  

Γ20 
2
1

2
323 −−  ( )97969531 AAA ++  

Γ21 
2
1

2
333 −−  ( )11111010931 AAA ++  

Γ22 
2
3

2
333 −  14A  

Γ23 
2
3

2
332 −  24A  

Γ24 
2
3

2
331 −  ( )5038 63151 AA +  

Γ25 
2
3

2
330 −  ( )5870 251 AA +  

Γ26 
2
3

2
313 −−  ( )9078 63151 AA +  
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TÉRMINO F4  

Γ27 
2
3

2
323 −−  98A  

Γ28 
2
3

2
333 −−  112A  

 
TÉRMINO P4  

Γ1 
2
3

2
311  ( )4331 62101 AA −  

Γ2 
2
3

2
310  ( )5163251 AA −  

Γ3 
2
3

2
311 −  ( )8371 62101 AA −  

Γ4 
2
1

2
311  ( )898887777675 666333451 AAAAAA +++++  

Γ5 
2
1

2
310  ( )545352666564 222151 AAAAAA −−−++  

Γ6 
2
1

2
311 −  ( )868584747372 666222301 AAAAAA −−−++  

Γ7 
2
1

2
311 −  ( )494847373635 666222301 AAAAAA −−−++  

Γ8 
2
1

2
310 −  ( )575655696867 222151 AAAAAA −−−++  

Γ9 
2
1

2
311 −−  ( )898887777675 666222301 AAAAAA −−−++  

Γ10 
2
3

2
311 −  ( )5038 62101 AA −  

Γ11 
2
3

2
310 −  ( )5870251 AA −  

Γ12 
2
3

2
311 −−  ( )9078 62101 AA −  

 
TÉRMINO H2  

Γ1 
2
1

2
155  1A  

Γ2 
2
1

2
154  ( )53 26101 AA −  

Γ3 
2
1

2
153  ( )151098 6242301 AAAA +−+−  

Γ4 
2
1

2
152  ( )292725201918 3623301 AAAAAA −−+−+  

Γ5 
2
1

2
151  ( )4645444139343332 3486663622101 AAAAAAAA −−−+−−+−  

Γ6 
2
1

2
150  ( )6665646159545352 242662421 AAAAAAAA −+−+−−−−  

Γ7 
2
1

2
155 −  2A  

Γ8 
2
1

2
154 −  ( )64 26101 AA −  

Γ9 
2
1

2
153 −  ( )16131211 6242301 AAAA ++−  

Γ10 
2
1

2
152 −  ( )302826232221 3623301 AAAAAA +−++−  

Γ11 
2
1

2
151 −  ( )4948474240373635 3486663622101 AAAAAAAA +−++−+−  
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TÉRMINO H2  

Γ12 
2
1

2
150 −  ( )6968676260575655 242662421 AAAAAAAA +−++−+−  

Γ13 
2
1

2
155 −  119A  

Γ14 
2
1

2
145 −  ( )117115 26101 AA −  

Γ15 
2
1

2
135 −  ( )113108107106 6242301 AAAA +−+−  

Γ16 
2
1

2
125 −  ( )10310199949392 3623301 AAAAAA +−+−+−  

Γ17 
2
1

2
115 −  ( )8685848179747372 3486663622101 AAAAAAAA −−−+−−+−  

Γ18 
2
1

2
155 −−  120A  

Γ19 
2
1

2
145 −−  ( )118116 26101 AA −  

Γ20 
2
1

2
135 −−  ( )114111110109 6242301 AAAA ++−  

Γ21 
2
1

2
125 −−  ( )104102100979695 3623301 AAAAAA +−++−  

Γ22 
2
1

2
115 −−  ( )8988878280777675 3486663622101 AAAAAAAA +−++−+−  

 
TÉRMINO G2  

Γ1 
2
1

2
144  ( )53 62101 AA +  

Γ2 
2
1

2
143  ( )151098 623201 AAAA +−−  

Γ3 
2
1

2
142  ( )292725201918 62642646632801 AAAAAA +++−+  

Γ4 
2
1

2
141  ( )4645444139343332 62666264371401 AAAAAAAA −++++−−  

Γ5 
2
1

2
140  ( )666461595452 226622281 AAAAAA −+++−  

Γ6 
2
1

2
144 −  ( )64 62101 AA +  

Γ7 
2
1

2
143 −  ( )16131211 623201 AAAA +++−  

Γ8 
2
1

2
142 −  ( )302826232221 62642646632801 AAAAAA ++++−−  

Γ9 
2
1

2
141 −  ( )4948474240373635 62666264371401 AAAAAAAA +−−++++−  

Γ10 
2
1

2
140 −  ( )696762605755 226622281 AAAAAA +−+++−  

Γ11 
2
1

2
144 −  ( )117115 62101 AA +  

Γ12 
2
1

2
134 −  ( )113108107106 623201 AAAA +−−  

Γ13 
2
1

2
124 −  ( )10310199949392 62642646632801 AAAAAA +++−+  

Γ14 
2
1

2
114 −  ( )8685848179747372 62666264371401 AAAAAAAA −++++−−  

Γ15 
2
1

2
144 −−  ( )118116 62101 AA +  
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TÉRMINO G2  

Γ16 
2
1

2
134 −−  ( )114111110109 623201 AAAA +++−  

Γ17 
2
1

2
124 −−  ( )104102100979695 62642646632801 AAAAAA ++++−−  

Γ18 
2
1

2
114 −−  ( )8988878280777675 62666264371401 AAAAAAAA +−−++++−  

 
TÉRMINO F2  

Γ1 
2
1

2
133  ( )151098 62121 AAAA −−+  

Γ2 
2
1

2
132  ( )29251918 26121 AAAA −+−  

Γ3 
2
1

2
131  ( )46454441393332 46246661201 AAAAAAA +−++−−  

Γ4 
2
1

2
130  ( )6665646159545352 6626336626901 AAAAAAAA −+−−++−  

Γ5 
2
1

2
133 −  ( )16131211 62121 AAAA −+−−  

Γ6 
2
1

2
132 −  ( )30262221 26121 AAAA −++−  

Γ7 
2
1

2
131 −  ( )49484742403635 46246661201 AAAAAAA −+−+−+−  

Γ8 
2
1

2
130 −  ( )6968676260575655 6626336626901 AAAAAAAA +−+−+−+−  

Γ9 
2
1

2
133 −  ( )113108107106 62121 AAAA −−+  

Γ10 
2
1

2
123 −  ( )103999392 26121 AAAA −+−  

Γ11 
2
1

2
113 −  ( )86858481797372 46246661201 AAAAAAA +−++−−  

Γ12 
2
1

2
133 −−  ( )114111110109 62121 AAAA −+−−  

Γ13 
2
1

2
123 −−  ( )1041009695 26121 AAAA −++−  

Γ14 
2
1

2
113 −−  ( )89888782807675 46246661201 AAAAAAA −+−+−+−  

 
TÉRMINO P2  

Γ1 
2
1

2
111  ( )4665444139343332 661299656646301 AAAAAAAA −−++++−−  

Γ2 
2
1

2
111 −  ( )4948474240373635 661299656646301 AAAAAAAA ++−++−+  

Γ3 
2
1

2
110  ( )6665646159545352 263634842101 AAAAAAAA −−++−+−  

Γ4 
2
1

2
110 −  ( )6968676260575655 263634842101 AAAAAAAA −+−+−−+−  

Γ5 
2
1

2
111 −  ( )8685848179747372 661299656646301 AAAAAAAA −−++++−−  

Γ6 
2
1

2
111 −−  ( )8988878280777675 661299656646301 AAAAAAAA ++−++−+  
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TÉRMINO 1
2D  

Γ1 
2
1

2
122  ( )292725201918 56235701 AAAAAA −++++−  

Γ2 
2
1

2
122 −  ( )302826232221 56235701 AAAAAA −++−−  

Γ3 
2
1

2
121  ( )46454441393433 3254266701 AAAAAAA ++−+++−  

Γ4 
2
1

2
121 −  ( )49484742403736 3254266701 AAAAAAA −−+++−  

Γ5 
2
1

2
120  ( )666461595452 226655701 AAAAAA −++++−  

Γ6 
2
1

2
120 −  ( )696762605755 226655701 AAAAAA +−++−  

Γ7 
2
1

2
112 −  ( )86858481797473 3254266701 AAAAAAA ++−+++−  

Γ8 
2
1

2
112 −−  ( )89888782807776 3254266701 AAAAAAA −−+++−  

Γ9 
2
1

2
122 −  ( )10310199949392 56235701 AAAAAA −++++−  

Γ10 
2
1

2
122 −−  ( )104102100979695 56235701 AAAAAA −++−−  

 
TÉRMINO 2

2 D  
Γ1 

2
1

2
122  ( )292725201918 536243841 AAAAAA ++++−  

Γ2 
2
1

2
122 −  ( )302826232221 536243841 AAAAAA +++−+−  

Γ3 
2
1

2
121  ( )46454441393433 4336262841 AAAAAAA −+−+−+−  

Γ4 
2
1

2
121 −  ( )49484742403736 4336262841 AAAAAAA +−++−+−  

Γ5 
2
1

2
120  ( )666461595452 664466841 AAAAAA +−+++−  

Γ6 
2
1

2
120 −  ( )696762605755 664466841 AAAAAA −+++−  

Γ7 
2
1

2
112 −  ( )86858481797473 4336262841 AAAAAAA −+−+−+−  

Γ8 
2
1

2
112 −−  ( )89888782807776 4336262841 AAAAAAA +−++−+−  

Γ9 
2
1

2
122 −  ( )10310199949392 536243841 AAAAAA ++++−−  

Γ10 
2
1

2
122 −−  ( )104102100979695 536243841 AAAAAA +++−+−  
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APÉNDICE VI 
SEPARACIÓN DE LOS TÉRMINOS D2

1 Y D2
2  

 
En este Apéndice calcularemos la energía de los términos D2

1  y D2
2 . En el subíndice 

inferior izquierdo se denota el Número de Señoridad, que distingue términos cuyos conjuntos 

de funciones propias poseen el mismo valor de L  y S , pero son mutuamente ortogonales. 

Las funciones de onda asociadas a los términos D2
1  y D2

2  serán 

( ) [ ]69675755
2
1 2

1 AAAAD +−−=ψ  , 

( ) [ ]696762605755
2
2 33626233

84
1 AAAAAAD +−−−+−=ψ . 

Debemos notar que ambas funciones tienen el mismo valor de LM  y SM , y que ( )D2
1ψ  ha 

sido simplificada con respecto a lo señalado en el Apéndice VI.  

Para simplificar el cálculo podemos renombrar las funciones determinantales como 

  551 AB = , 572 AB = , 603 AB = , 624 AB = , 675 AB =  y 696 AB = . 

Con esto calculamos las integrales bielectrónicas diagonales y no-diagonales involucradas en 

la resolución de los elementos de matriz ( ) ( )DHD 2
1

2
1

ˆ ψψ  y ( ) ( )DHD 2
2

2
2

ˆ ψψ . Las 

integrales monoelectrónicas no son consideradas en el valor de la energía del término. 

Las integrales bielectrónicas son del tipo jiij BVBV ˆ= , donde klreV 2ˆ = . En la 

Tabla 5 se muestran los elementos de matriz diagonales y no-diagonales para este operador 

en la base de funciones iB , con 6,,2,1 K=i . 

       TABLA VII.1. Integrales bielectrónicas ijV  asociadas a los términos D2
1  y D2

2 . 

Elementos Diagonales 

CBAV 38311 +−=  CBAV 38322 +−=  CBAV 33333 +−=  

CBAV 33344 +−=  CBAV 34355 ++=  CBAV 34366 ++=  
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Elementos No-Diagonales 

CV 212 −=  
4213 656 FFV +−=  014 =V  

CBV −−= 615  CV =16  023 =V  

4224 656 FFV −=  CV =25  CBV −−= 626  

034 =V  
4235 61563 FFV −=  4236 61062 FFV +−=  

4245 61062 FFV −=  4246 61563 FFV +−=  CBV 2656 −−=  

 

Usando los resultados de la Tabla VII.1, podemos calcular el elemento de matriz 

( ) ( )DHD 2
1

2
1

ˆ ψψ . Despreciando las contribuciones monoelectrónicas, este elemento de matriz 

está dado por  

[ ] [ ] [ ] [ ]75212
1

75212
1

75212
1

75212
1 ˆˆ DDDDVDDDDDDDDHDDDD +−−+−−≈+−−+−−

.Luego calculamos los términos diagonales y no-diagonales, usando los resultados de la 

Tabla 3. De esta forma obtenemos que  

    ( ) ( ) CBADHD 773ˆ 2
1

2
1 ++=ψψ . 

De manera análoga podemos calcular el elemento de matriz ( ) ( )DHD 2
2

2
2

ˆ ψψ  y obtener 

como resultado que  

    ( ) ( ) CBADHD 333ˆ 2
2

2
2 ++=ψψ . 

Las energía recién calculadas para los términos D2
1  y D2

2 , no son las energías reales. 

Esto ocurre ya que al tener ambos términos el mismo valor de L  y S , las funciones propias 

de términos distintos, pero con igual valor de LM  y SM  forman un bloque de 22×  y no 

una diagonal pura. Este es el caso de las funciones ( )D2
1ψ  y ( )D2

2ψ , que interactúan a 

través del operador Ĥ . Es necesario diagonalizar la matriz cuadrada de orden dos 

   
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

DHDDHD

DHDDHD
2
2

2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

ˆˆ

ˆˆ

ψψψψ

ψψψψ
, 

y para esto resolvemos el determinante secular 

   
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0

ˆˆ

ˆˆ

2
2

2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

=
−

−

EDHDDHD

DHDEDHD

ψψψψ

ψψψψ
. 
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El elemento de matriz no-diagonal se calcula usando las expresiones para las funciones 

( )D2
1ψ  y ( )D2

2ψ , junto con los resultados de la Tabla 5. Así se tiene que  

   ( ) ( ) ( ) ( ) BDHDDHD 213ˆˆ *
2
1

2
2

2
2

2
1 == ψψψψ . 

El determinante resultante es 

   
( )

( )
0

733213
213773

=
−++

−++
ECBAB

BECBA
, 

y las soluciones de la ecuación de segundo grado en E  son 

BCCBCBAE 84193553 22
1 +++++=  y 

BCCBCBAE 84193553 22
2 ++−++= . 
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APÉNDICE VII 

FUNCIONES PROPIAS ACOPLADAS JMJ , * 

TÉRMINO 
2

9
4F  

2
9

2
9  1Γ  

2
7

2
9  ( )82 3631 Γ+Γ  

2
5

2
9  ( )1593 32261521441 Γ+Γ+Γ  

2
3

2
9  ( )2216104 2353522121 Γ+Γ+Γ+Γ  

2
1

2
9  ( )2317115 653152151261 Γ+Γ+Γ+Γ  

2
1

2
9 −  ( )2418126 151525361261 Γ+Γ+Γ+Γ  

2
3

2
9 −  ( )2519137 525323841 Γ+Γ+Γ+Γ  

2
5

2
9 −  ( )262014 15233361 Γ+Γ+Γ  

2
7

2
9 −  ( )2721 6331 Γ+Γ  

2
9

2
9 −  28Γ  

 
TÉRMINO 

2
7

4F  

2
7

2
7  ( )82 6331 Γ+Γ−  

2
5

2
7  ( )1593 62330631 Γ+Γ+Γ−  

2
3

2
7  ( )22164 182189027561 Γ+Γ+Γ  

2
1

2
7  ( )2317115 35103303023151 Γ+Γ+Γ−Γ−  

2
1

2
7 −  ( )2418126 30230103353151 Γ+Γ+Γ−Γ−  

2
3

2
7 −  ( )25137 1032211 Γ+Γ−Γ−  

2
5

2
7 −  ( )262014 30362631 Γ+Γ−Γ−  

2
7

2
7 −  ( )2721 3631 Γ+Γ−  

 

                                                 
*En este Apéndice, iΓ  indica la función de Russell-Saunders 

SL MSML ,,,  asociada al término LS 12 +  del 

cual deriva cada término acoplado J
S L12 + . El  número correlativo  i  se reinicia con cada término LS 12 +  (Ver 

Anexo V). 
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TÉRMINO 

2
5

4F  

2
5

2
5  ( )1593 15103281 Γ+Γ−Γ  

2
3

2
5  ( )2216104 5310761401 Γ+Γ+Γ−Γ  

2
1

2
5  ( )2317115 303233701 Γ+Γ−Γ−Γ  

2
1

2
5 −  ( )2418126 333230701 Γ+Γ−Γ−Γ  

2
3

2
5 −  ( )2519137 6710531401 Γ+Γ−Γ+Γ  

2
5

2
5 −  ( )262014 31015281 Γ+Γ−Γ  

 
TÉRMINO 

2
3

4F  

2
3

2
3  ( )2216104 52102351 Γ−Γ+Γ−Γ  

2
1

2
3  ( )2317115 30633321051 Γ−Γ+Γ−Γ  

2
1

2
3 −  ( )2418126 32336301051 Γ−Γ+Γ−Γ  

2
3

2
3 −  ( )2519137 21052351 Γ+Γ+Γ−Γ  

 

TÉRMINO 
2

3
4 P  

2
3

2
3  ( )24 3251 Γ−Γ  

2
1

2
3  ( )357 622151 Γ−Γ−Γ  

2
1

2
3 −  ( )6810 226151 Γ−Γ+Γ  

2
3

2
3 −  ( )911 2351 Γ−Γ   

TÉRMINO 
2

5
4 P  

2
5

2
5  1Γ  

2
3

2
5  ( )42 3251 Γ+Γ  

2
1

2
5  ( )753 36101 Γ+Γ+Γ  

2
1

2
5 −  ( )1086 63101 Γ+Γ+Γ  

2
3

2
5 −  ( )119 2351 Γ+Γ  

2
5

2
5 −  12Γ  

 
 
  

TÉRMINO 
2

1
4 P  

2
1

2
1  ( )357 3261 Γ+Γ−Γ  

2
1

2
1 −  ( )1068 3261 Γ+Γ+Γ−  
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TÉRMINO 

2
11

2 H  

2
11

2
11  1Γ  

2
9

2
11  ( )27 10111 Γ+Γ  

2
7

2
11  ( )38 32111 Γ+Γ  

2
5

2
11  ( )49 623331 Γ+Γ  

2
3

2
11  ( )510 2132331 Γ+Γ  

2
1

2
11  ( )611 305551 Γ+Γ  

2
1

2
11 −  ( )1712 530551 Γ+Γ  

2
3

2
11 −  ( )1622 727771 Γ+Γ  

2
5

2
11 −  ( )1521 42741541 Γ+Γ  

2
7

2
11 −  ( )1420 2124234621 Γ+Γ  

2
9

2
11 −  ( )1319 210211023101 Γ+Γ  

2
11

2
11 −  22Γ  

 

 
TÉRMINO 

2
9

2 H  

2
9

2
9  ( )2710111 Γ−Γ  

2
7

2
9  ( )38 23111 Γ−Γ  

2
5

2
9  ( )49 322111 Γ−Γ  

2
3

2
9  ( )510 212372311 Γ−Γ  

2
1

2
9  ( )611 702121541 Γ−Γ  

2
1

2
9 −  ( )1712 212701541 Γ−Γ  

2
3

2
9 − ( )1622 372122311 Γ−Γ  

2
5

2
9 − ( )1521 223111 Γ−Γ  

2
7

2
9 − ( )1420 32111 Γ−Γ  

2
9

2
9 − ( )1319 10111 Γ−Γ   

 
 

TÉRMINO 
2

9
2G  

2
9

2
9  1Γ  

2
7

2
9  ( )26 2231 Γ+Γ  

2
5

2
9  ( )37 7231 Γ+Γ  

2
3

2
9  ( )48 231 Γ+Γ  

2
1

2
9  ( )59 5231 Γ+Γ  

2
1

2
9 −  ( )1410 2531 Γ+Γ  

2
3

2
9 −  ( )1318 2261 Γ+Γ  

2
5

2
9 −  ( )1217 72271261 Γ+Γ  

2
7

2
9 −  ( )1116 24181 Γ+Γ  

2
9

2
9 −  15Γ  

 

 
TÉRMINO 

2
7

2G  

2
7

2
7  ( )262231 Γ−Γ  

2
5

2
7  ( )37 2731 Γ−Γ  

2
3

2
7  ( )48231 Γ−Γ  

2
1

2
7  ( )59 2531 Γ−Γ  

2
1

2
7 −  ( )1410 5231 Γ−Γ  

2
3

2
7 −  ( )1318 2261 Γ−Γ  

2
5

2
7 −  ( )1217 7231 Γ−Γ  

2
7

2
7 −  ( )1116 2231 Γ−Γ   

 
 
 
 



VII. FUNCIONES PROPIAS ACOPLADAS JMJ ,  

 

 91

 
TÉRMINO 

2
7

2 F  

2
7

2
7  1Γ  

2
5

2
7  ( )52671 Γ+Γ  

2
3

2
7  ( )63 2571 Γ+Γ  

2
1

2
7  ( )74 3271 Γ+Γ  

2
1

2
7 −  ( )811 2371 Γ+Γ  

2
3

2
7 −  ( )1410 5271 Γ+Γ  

2
5

2
7 −  ( )139 671 Γ+Γ  

2
7

2
7 −  12Γ  

 

 
TÉRMINO 

2
5

2 F  

2
5

2
5  ( )52 671 Γ−Γ  

2
3

2
5  ( )63 5271 Γ−Γ  

2
1

2
5  ( )74 2371 Γ−Γ  

2
1

2
5 −  ( )811 3271 Γ−Γ  

2
3

2
5 −  ( )1410 2571 Γ−Γ  

2
5

2
5 −  ( )139671 Γ−Γ   

 
 

TÉRMINO 
2

3
2 P  

2
3

2
3  1Γ  

2
1

2
3  ( )23231 Γ+Γ  

2
1

2
3 −  ( )45 231 Γ+Γ  

2
3

2
3 −  6Γ  

 
 

 
TÉRMINO 

2
1

2 P  

2
1

2
1  ( )32231 Γ−Γ  

2
1

2
1 −  ( )45231 Γ−Γ   

 
 

TÉRMINO 
2

5
2 D  

2
5

2
5  1Γ  

2
3

2
5  ( )23251 Γ+Γ  

2
1

2
5  ( )45 2351 Γ+Γ  

2
1

2
5 −  ( )67 3251 Γ+Γ  

2
3

2
5 −  ( )89 251 Γ+Γ  

2
5

2
5 −  10Γ  

 
 

 
TÉRMINO 

2
3

2 D  

2
3

2
3  ( )23 251 Γ−Γ  

2
1

2
3  ( )45 3251 Γ−Γ  

2
1

2
3 −  ( )67 2351 Γ−Γ  

2
3

2
3 −  ( )89251 Γ−Γ   
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APÉNDICE VIII 

TABLAS PARA EL GRUPO OCTAÉDRICO 

hO  E
 

38C
 

26C

 
46C

 
23C

 
i  46S

 
68S

 
hσ3

 
dσ6

   

gA1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  222 zyx ++  

gA2  1 1 -1 -1 1 1 -1 1 1 -1   

gE  2 -1 0 0 2 2 0 -1 2 0  
(

)22

222 ,2
yx

yxz
−

−−
 

gT1  3 0 -1 1 -1 3 1 0 -1 -1 ( )zyx RRR ,,   

gT2  3 0 1 -1 -2 3 -1 0 -1 1  ( )xyyzxz ,,  

uA1  1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1   

uA2  1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 -1 1   

uE  2 -1 0 0 2 -2 0 1 -2 0   

uT1  3 0 -1 1 -1 -3 -1 0 1 1 ( )zyx ,,   

uT2  3 0 1 -1 -1 -3 1 0 1 -1   
 

*O  E  R  38C  RC38  
26C  

212C′  46C  RC46  
( )6Γ′E  2 -2 1 -1 0 0 2  - 2  
( )7Γ′′E  2 -2 1 -1 0 0 - 2  2  
( )8Γ′U  4 -4 -1 1 0 0 0 0 

 
O  A1 A2 E T1 T2 E’ E’’ U’ 
A1 A1 A2 E T1 T2 E’ E’’ U’ 
A2 A2 A1 E T2 T1 E’’ E’ U’ 
E E E A1+A2+E T1+T2 T1+T2 U’ U’ E’+E’’+U’ 
T1 T1 T2 T1+T2 A1+E+T1+T2 A2+E+T1+T2 E’+U’ E’’+U’ E’+E’’+2U’ 
T2 T2 T1 T1+T2 A2+E+T1+T2 A1+E+T1+T2 E’’+U’ E’+U’ E’+E’’+2U’ 
E’ E’ E’’ U’ E’+U’ E’’+U’ A1+T1 A2+T2 E+T1+T2 
E’’ E’’ E’ U’ E’’+U’ E’+U’ A2+T2 A1+T1 E+T1+T2 
U’ U’ U’ E’+E’’+U’ E’+E’’+2U’ E’+E’’+2U’ E+T1+T2 E+T1+T2 A1+A2+E+2T1+2T2 
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APÉNDICE IX 

TEORÍA DE PERTURBACIONES DEPENDIENTE DEL TIEMPO 

 
Comúnmente se utilizan tres niveles de descripción de la interacción radiación-materia. Uno de 

los primeros tratamientos fue realizado por Einstein en 1917 quien describió la interacción 

mediante coeficientes de absorción, y de emisión espontánea e inducida. Otra forma es describir 

clásicamente el campo de radiación por medio de las ecuaciones de Maxwell y cuantizar el las 

variables moleculares. En un tercer nivel de profundidad conceptual, tanto las variables del campo 

de radiación como del sistema molecular están cuantizadas, de manera que el Hamiltoniano de 

interacción está compuesto por operadores de creación y aniquilación de fotones. Los tres enfoques 

están coherentemente relacionados, de modo que la elección de uno en particular depende sólo del 

sistema que está en estudio. En este caso, consideraremos los aspectos básicos del campo de 

radiación cuantizado para describir su interacción con un sistema molecular. 

Comenzaremos obteniendo una expresión para la probabilidad de transición de un sistema cuántico 

desde un estado inicial k  a un estado final m , debida a la interacción entre dos subsistemas 

cuánticos. Para lograr esto, haremos uso del método de perturbaciones dependiente del tiempo, 

donde la perturbación representa la interacción entre los subsistemas. 

En un sistema cuántico descrito por un conjunto completo de kets nψ , cada uno de los kets es 

vector propio del Hamiltoniano no-perturbado 0Ĥ , es decir, 

     nnn EH ψψ =0
ˆ               (IX.1) 

Cuando el Hamiltoniano tiene un término adicional dependiente del tiempo, llamado 

perturbación Vλ , es necesario resolver la ecuación de de Schrödinger completa 

             
t

tritrH
∂

Ψ∂
=Ψ

),(),(
r

h
r)

,               (IX.2) 

siendo  

      VHH λ+= 0

))
.    (IX.3) 

Para resolver esta ecuación, el estado cuántico se puede representar por una combinación lineal 

dependiente del tiempo de los vectores propios del Hamiltoniano no-perturbado. 

La función de onda global ),( trrΨ , dada por 
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   ∑∑ −=Ψ=Ψ
n

tiE

nn
n

nn

n

etctctr h
r ψ)()(),( .        (IX.4) 

Al introducir esta función en la ecuación de Schrödinger (IX.2), se obtiene la igualdad 

   ∑∑ −− =
∂

∂

n

tiE

nn
n

n
tiE

n

nn

etcV
t
tc

ei hhh ψλψ )(
)( .             (IX.5) 

Es necesario usar las propiedades de ortonormalidad de los kets nψ , y así obtener una 

expresión para la razón de cambio de los coeficientes de la combinación lineal. Multiplicando la 

expresión anterior por el bra h
tiE

m

m

eψ , se tiene que 

    ∑ ΨΨ=
n

nnm
m tcV
dt

tdc
i )(

)(
λh .             (IX.6) 

La diferencial es total porque el producto interno es un escalar que depende sólo del tiempo. 
Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, se parte considerando que los 

coeficientes se pueden expandir en la serie de potencias del parámetro λ 

    K+++= )2(2)1()0(
jjjj cccc λλ .   (IX.7) 

De esta forma se puede reemplazar esta serie en la ecuación (VIII.6) y se obtiene a cada lado de 

la igualdad un polinomio en λ. Igualando los coeficientes de los polinomios se obtienen los 

resultados para los distintos órdenes de perturbación.   

Para orden cero                              0
)0(

=
dt

dc
i mh ,                (IX.8) 

Para orden uno                              )0(
)1(

n
n

nm
m cV

dt
dci ∑ ΨΨ=h ,              (IX.9) 

Para orden dos                               )1(
)2(

n
n

nm
m cV

dt
dci ∑ ΨΨ=h ,              (IX.10) 

Para orden n                                  )1(
)(

−∑ ΨΨ= n
k

k
km

n
m cV

dt
dcih .              (IX.11) 
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Ahora debemos integrar las ecuaciones para cada orden de perturbación, y así obtener la 

dependencia temporal de los coeficientes de expansión de la función de onda del sistema. 

Consideremos las condiciones iniciales 

       
knparatc

tc

n

k

≠==

==

,0)0(

1)0(
)0(

)0(

,              (IX.12) 

de manera que el estado global ),( trrΨ  consista en su totalidad del estado kΨ .  

Reemplazando las condiciones iniciales en la ecuación de orden cero (IX.8) se obtiene que 

              kmmc ,
)0( δ= .               (IX.13) 

En orden uno tenemos que 

   km
ti

kmn
n

nm
m VeVcV

dt
dci km

,
)0(

)1(
,ω=ΨΨ=ΨΨ=∑h .            (IX.14) 

La notación introducida para el factor de frecuencia y el elemento de matriz de interacción 

independiente del tiempo es la siguiente,  

      
h

km
km

EE −
=,ω      y      kmkm VV ψψ=, .             (IX.15) 

Integrando la expresión (IX.14) con respecto al tiempo, se obtiene que 

   ( )ti

km

km
t

ti
kmm

kmkm e
EE

V
dteVitc ,, 1)( ,

0
,

)1( ωω −
−

=−= ∫h
  .             (IX.16) 

Para obtener la probabilidad de que el estado cuántico se encuentre en m  después de una 

medición de cualquier tipo, evaluamos 
2)1(

mc usando la expresión (IX.16). Tenemos que   

              

( )
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⎥⎦
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2
,)1(*)1(2)1( ω

.              (IX.17) 

Definiendo ( ) hkm EE −=ω , y considerando que la perturbación constante V actúa sobre el 

estado Ψ  por un tiempo relativamente largo, la expresión para 
2)1(

mc  se reescribe como   
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           ( ) ( )kmmkm EEtVc −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= δπ 22)1( 2
h

,               (IX.18) 

dado que  

                                                          ( )x
x

x δ
α

α
πα

=
→ 2

2

0

sin1lim . 

Podemos concluir dos cosas a partir de la ecuación (IX.18). Como intuitivamente se puede 

deducir, la probabilidad de obtener el estado m  luego de la acción de una perturbación sobre 

estado k  es directamente proporcional al tiempo que dura la perturbación. Segundo, vemos que la 

probabilidad es despreciable si la diferencia de energía entre los estados inicial y final es 

considerablemente alta. 

La velocidad de transición )1(
mkW → , se define como la probabilidad de transición por unidad de 

tiempo. Esto se conoce como la Regla de Oro de Fermi y se expresa como 
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 .              (IX.19) 

Para evaluar la probabilidad de transición en segundo orden, se debe obtener el coeficiente )2(
mc . 

Para esto reemplazamos el valor obtenido de )1(
mc  dado por (IX.16) en la ecuación diferencial 

(VIII.10), y se procede de manera análoga al caso anterior.  

El valor de )2(
mc  es 
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El primer término de la integral tiene la misma dependencia temporal que )1(
mc . Sin embargo el 

segundo término da origen a una rápida oscilación si mE  difiere de nE , y por lo tanto no da origen 

a una contribución a la probabilidad que aumente linealmente con t . De esta manera la velocidad 

de transición en segundo orden es  

      ( )km
n kn

nkmn
mk EE

EE
VVW −
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑→ δπ

2
)2( 2

h
.               (IX.21)  

Si consideramos la probabilidad de transición hasta segundo orden tenemos finalmente que  

          ( )km
n kn

nkmn
mkmk EE

EE
VVVW −
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APÉNDICE X 

INTERACCIÓN ENTRE UNA MOLÉCULA Y EL CAMPO DE RADIACIÓN 

 

Es necesario que definamos la forma del Hamiltoniano de interacción entre un sistema 

molecular y el campo de radiación. De esta manera se pueden obtener expresiones para la 

probabilidad de transición molecular en procesos de uno y dos fotones. Comenzaremos dando 

una pequeña derivación de la expresión del Hamiltoniano clásico para la interacción entre el 

campo de radiación y una partícula cargada y finalmente introduciremos conceptos de 

cuantización del campo de radiación para obtener la forma final del Hamiltoniano de interacción. 

La dinámica de una partícula de masa m  y carga e , y de los campos eléctrico ),( trE rrr
y 

magnético ),( trB rr
 de la luz está determinada por las ecuaciones de Maxwell  

    ),(1),(
0

trtrE rrr
ρ

∈
=⋅∇ ,    (X.1)  

    0),( =⋅∇ trB rr
,         (X.2)  

    ),(1),( trB
tc

trE rrrr

∂
∂

−=×∇ ,    (X.3) 

    ),(1),(1),(
0

trj
c

trE
tc

trB rrrrrr

∈
+

∂
∂

=×∇ ,  (X.4) 

y la ecuación de Lorentz 

    ⎟
⎠
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⎜
⎝
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r
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  (X.5) 

Para simplificar la resolución de un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales parciales 

acopladas, es conveniente introducir un potencial vectorial ),( trA rr
 y un potencial escalar 

),( trrφ , que se relacionan con los campos ),( trE rrr
y ),( trB rr

 de la siguiente manera 

     ),(),( trAtrB rrrr
×∇= ,   y    ),(),(1),( tr

t
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c
trE r

rr
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φ∇−
∂

∂
−=  (X.6) 
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De esta forma, la ecuación de movimiento en la coordenada x  es 
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, (X.7) 

donde se ha introducido la definición de ),( trA rr
y ),( trrφ . Las correspondientes expresiones 

para las coordenadas  z e y son similares. 

En mecánica clásica, las ecuaciones de movimiento se pueden expresar de una forma más 

general. Para esto se define una función dependiente de la velocidad y la posición de las 

partículas, la función Lagrangiana L , como la diferencia entre la energía cinética y la energía 

potencial del sistema. Para un sistema de una partícula en coordenadas cartesianas, la función 

Lagrangiana es    

     VTzyxzyxL −=),,,,,( &&&    (X.8) 

siendo T  la energía cinética y V  la energía potencial. 

La función Lagrangiana L , permite reescribir las ecuaciones de movimiento en la forma de 

Lagrange. Esta ecuación es válida para cualquier sistema de coordenadas.  

         0=
∂
∂

−
∂
∂

q
L

q
L

dt
d

&
    (X.9) 

donde q es una coordenada espacial generalizada, y q& es su primera derivada temporal. 

Para estudiar la interacción de una partícula cargada con el campo de radiación, la función 

Lagrangiana L  en coordenadas cartesianas es  

          ( ) ( ) ),,(
2
1 222 zyxeAv

c
ezyxmL φ−⋅+++=

rr
&&&   (X.10) 

Se deja al lector la tarea de obtener las ecuaciones de movimiento para las coordenadas  

zyx ,, , usando la función L descrita y la ecuación diferencial de Lagrange. 

A partir de la función L , se define el momento generalizado de una partícula como 

     
i

i q
Lp
&∂
∂

= ,     (X.11) 

donde zyxi ,,=  para el caso de coordenadas cartesianas.  
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En nuestro caso se tiene que  

          ( ) xx Ac
exmp += &  ,    ( ) yy Ac

eymp += & ,     ( ) zz Ac
ezmp += &  (X.12) 

En este punto es preciso introducir la función Hamiltonana clásica H  para  una partícula en 

coordenadas cartesianas, como 

        ),,,,,( zyxzyxLzpypxpH zyx &&&&&& −++=    (X.13) 

Reemplazando el valor de L   para el caso que estamos tratando, se obtiene que  

    ( ) φezyxmH +++= 222

2
1

&&&     (X.14) 

Finalmente reemplazamos la expresión para  zyx &&& ,,  en términos de los momenta 

relacionados. 
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 (X.15) 

Ahora podemos utilizar el principio de correspondencia para obtener el Hamiltoniano 

cuántico. Para hacer esto reemplazamos la función momento ip  por el operador 
iqi ∂

∂− h , y 

desarrollamos los cuadrados para obtener 

        φeA
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 (X.16) 

Pero esta forma del Hamiltoniano se puede reducir aún más usando las condiciones 

     0=⋅∇ A
r

    y    0=φ ,    (X.17) 

que son válidas para el campo electromagnético asociado con una onda de luz. Por lo tanto para 

un sistema de partículas cargadas con energía potencial interna 0V , que interactúa con el campo 

de radiación descrito por A
r

 y φ , el operador Hamiltoniano es  

              VHH
)))

+= 0     (X.18) 

con  
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donde se suma sobre las partículas cargadas del sistema molecular.  
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Ahora es necesario introducir algunos elementos del tratamiento cuántico de la radiación. En 

este esquema el campo de radiación es considerado como un conjunto de modos no 

interactuantes. Cada modo está descrito por una función de onda caracterizada por el número de 

fotones, la energía de cada fotón, la polarización y una dirección de propagación del haz. 

Sea entonces, un modo ésimok −  del campo de radiación, con kn  fotones de energía kωh  

cada uno. La dirección de propagación está dada por el vector kk
r

, y la polarización del modo 

por el vector unitario kê . La magnitud del vector de propagación es 

            
c

k k
k

ω
=

r
,     (X.20) 

donde kk πνω 2= . La dirección de propagación es perpendicular al vector de polarización kê , 

es decir, 0=⋅ kk ek )r
.     

El potencial vectorial kA
r

 asociado con el modo ésimok −  tiene divergencia nula y satisface 

la ecuación de ondas, es decir, 

    0=⋅∇ kA
r
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2

2
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.   (X.21) 

Además satisface la condición de normalización 

     kllk L
cAA δπ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 3

24rr
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Por lo tanto, una solución aceptable es  

                   ( )rkie
L

cA kkk
rrrr

⋅⎟⎟
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⎛
= exp4 2

1

3

2π ,   (X.23) 

donde rr es la posición de medición del potencial. Note que la función exponencial compleja 

representa un movimiento oscilatorio. 

Para obtener una solución general a la ecuación de ondas es necesaria una combinación lineal 

de todos los modos de campo. Así, sumando sobre las funciones kA
r

 y sus complejos conjugados 

∗
kA
r

, obtenemos una expresión para el potencial vectorial asociado al campo de radiación 
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kkkk AqAqA
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,   (X.24) 

o equivalentemente 
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donde los coeficientes kq  y ∗
kq  representan amplitudes complejas para cada modo ésimok − . 

Si consideramos el campo de radiación como un conjunto de estados cuánticos asociados a 

cada modo de campo, el operador Hamiltoniano asociado al campo de radiación libre se escribe 

como  

         ∑=
k

krad HH ˆˆ ,    (X.26) 

donde   

     ∗= kkkk qqH ˆˆ2ˆ 2ω .    (X.27) 

Las amplitudes complejas dependientes del tiempo kq  y ∗
kq , se transforman en los 

operadores kq̂  y ∗
kq̂  por principio de correspondencia. Estos operadores, a su vez, se pueden 

expresar en términos de los operadores de creación de fotones y de aniquilación de fotones, +
kâ  

y kâ  respectivamente, que son 
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h

ω
.  (X.28) 

En este esquema, el ket propio del Hamiltoniano radĤ  esta dado por el producto directo de 

los ket propios de cada modo de campo 

    ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=Ψ kkrad nnn ωωω hhh ,,, 2211   (X.29) 

donde el modo ésimok − , posee kn  de energía kωh , polarización kê , y propagación kk
r

± . 

Cada ket asociado a un modo de campo satisface la ecuación de valores propios 

           kkkkkkk nnnH ωωω hhh ,,ˆ =    (X.30) 

por lo tanto la energía total del campo de radiación es 

        ∑=
k

kkrad nE ωh     (X.31) 
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Los operadores +
kâ  y kâ quedan entonces definidos por su acción sobre los ket kkn ωh, , 

como  

   ( ) kkkkk nnna ωω hh ,1,ˆ −=  y ( ) kkkkk nnna ωω hh ,11,ˆ ++=+   (X.32) 

Finalmente usamos los operadores de creación y aniquilación para expresar el potencial 

vectorial A
r

 como el operador  
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Hasta ahora hemos descrito muy operacionalmente la naturaleza cuántica del campo de 

radiación. No cabe duda que la profundidad de los conceptos asociados con este tema amerita un 

estudio detallado, pero ese no es el objetivo de esta memoria.  

No obstante, para describir la interacción del campo de radiación con el sistema molecular, 

usamos la expresión antes descrita para el potencial de interacción radiación-materia 
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en el cual se debe reemplazar el valor del operador Â
r

, y hacer las siguientes consideraciones: 

1. El término con 
2

jA
r

no contribuyen en los procesos de absorción de dos o más fotones. 

2. La suma se realiza sólo sobre los electrones y no sobre los núcleos. 

3. La función ( )rki rr
⋅±exp  puede ser aproximada por el primer término de su serie de 

Taylor (Aproximación de dipolo eléctrico), es decir, 
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De esta forma se tiene que el potencial de interacción es     
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donde ∑=
j

jpP rr
, es el operador de momento lineal total de los electrones. 
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APÉNDICE XI 

TEORÍA DE ABSORCIÓN DE DOS FOTONES PARA EXPERIMENTOS DE UN COLOR  

 

El modelo presentado para describir los procesos de absorción de dos fotones puede ser 

llevado al caso particular de los experimentos realizados con sólo un haz de luz monocromático 

de alta intensidad. En esta sección se explora en esta dirección. 

Consideremos un haz de luz de alta intensidad formado por fotones indistinguibles cuya 

energía característica ωh  equivale a la mitad de la diferencia de energía entre los estados 

terminales de la transición 2211 γγ Γ→Γ , que se desea estudiar. El vector unitario de 

polarización de un fotón característico es ( )nmle ,,ˆ =  y su dirección de propagación es k
r

.  

Para el caso de dos fotones indistinguibles, la probabilidad de absorción es proporcional a  
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⋅⋅
=

m im

iMmmMf
TPA EE

ee
M

ω

εμεεμε

h

rr

.         (XI.1)  

Definimos la cantidad 

               ( ) ∑ −−
=Λ

m im

mm

EE ω
εε

ω
h

    (XI.2) 

y reemplazamos en (XI.1) para obtener 

  
if

iMMfiMMfTPA

eTe

eeeeM

εε

εμωμεεμωμε

ˆˆˆ

ˆ)(ˆˆ)(ˆ

⋅⋅=

⋅Λ⋅=⋅Λ⋅= vvvv

, (XI.3) 

dado que Mμ
v y ê  conmutan.  

La forma matricial del operador eTe ˆˆˆ ⋅⋅  es  

            ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ΛΛΛ
ΛΛΛ
ΛΛΛ

=⋅⋅
n
m
l

nmleTe

zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx

μωμμωμμωμ
μωμμωμμωμ
μωμμωμμωμ

vvvvvv

vvvvvv

vvvvvv

)()()(
)()()(
)()()(

ˆˆˆ .    (XI.4) 
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El elemento ija  de este triple producto matricial se escribe como 

       ∑=
lk

ljklikij eea
,

α ,    (XI.5) 

donde 

        lkkl μωμα )(Λ= .     (XI.6) 

Como el resultado del producto es un escalar, el único elemento distinto de cero es 11a . Luego 

escribimos el operador de transición eTe ˆˆˆ ⋅⋅  como 

         ( ) ( ) ( )zyyzzxxzyxxyzzyyxx mnnllmnmleTe ααααααααα ++++++++=⋅⋅ 222ˆˆˆ . (XI.7) 

Al igual que en (9), definimos la cantidad ijA  como 

      ( )jiijijA αα += 2
1          zyxji ,,, = ,   (XI.8) 

lo que deja el elemento de matriz TPAM  como                     

iyzxzxyzzyyxxfTPA mnAnAllmAAnAmAlM εε 222222 +++++= . (XI.9) 

De esta manera obtenemos una representación matricial simétrica del operador de transición 

de dos fotones eTe ˆˆˆ ⋅⋅ , que se escribe como 

   ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⋅⋅
n
m
l

AAA
AAA
AAA

nmleTe

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

ˆˆˆ .  (XI.10) 

Mediante las definiciones (XI.8), (XI.6) y (XI.2), podemos expresar nuevamente las 

componentes del operador T̂  en términos de las componentes de los momentos dipolares iμ , 

con zyxi ,,= . Así por ejemplo, el elemento xxA  esta dado por 

              ∑ −−
==

m im

xmmx
xxxx EE

A
ω
μεεμ

α
h

.   (XI.11) 

Si utilizamos la aproximación de clausura sobre los estados intermedios mε  y reemplazamos 

los denominadores por una diferencia de energía efectiva EΔ , el que se puede omitir por ser un 

factor común, el elemento xxA  se expresa en forma sencilla como 

     2
xxxA μ= .    (XI.12) 

En este punto podemos utilizar el formalismo de operadores adaptados por simetría, y 

escribir el operador eTe ˆˆˆ ⋅⋅  como una suma de términos que se transforman cada uno de 

acuerdo a una de las representaciones irreductibles del producto directo 11 TT × .  
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Tomemos como ejemplo el operador 2
xxxA μ= . Según se muestra en la Tabla 9, el operador 

2
xμ  aparece asociado a los operadores acoplados 1A

aO , EOθ  y EOε . Si resolvemos el sistema de 

ecuaciones  

      
E

yx

E
zyx

A
azyx

O

O

O

ε

θ

μμ

μμμ

μμμ

2

62

3

22

222

222 1

=+−

=−+

=++

,   (XI.13) 

obtenemos que  

         EEA
ax OOO εθμ

2
1

6
1

3
1

12 −+=  ,  (XI.13) 

con una expresión análoga para 2
yμ  y 2

zμ . En la Tabla 10 se muestran los resultados para todos 

los valores de ijA . 

        TABLA 14. Simetría de los operadores ijA  

EEA
axx OOOA εθ 2

1
6

1
3

1
1 −+=  

EEA
ayy OOOA εθ 2

1
6

1
3

1
1 ++=  

EA
azz OOA θ6

2
3

1
1 −=  

2

2
1 T

zxy OA −=  

2

2
1 T

yxz OA −=  

2

2
1 T

xyz OA −=  

 

Es importante notar que no hay contribución de operadores electrónicos acoplados de 

simetría 1T . Esta es una característica de los experimentos de un color. 

Si reemplazamos los resultados mostrados en la Tabla 14 en la ecuación para TPAM  dado 

por (XI.9), y agrupamos los términos de acuerdo a las representaciones irreductibles, obtenemos 

la ecuación 

( ) ( ) ( )
i

T
z

T
y

T
x

EEA
afTPA

lmOnOlmnO

OmlOnmlOnmlM

ε

ε εθ

222

1

222

2 22
2

1222
6

1222
3

1

−−−

+−+−++++=
 (XI.14) 

Según la tabla de caracteres del grupo hO  (Ver Apéndice VIII), los factores que involucran 

las coordenadas del vector de polarización, se transforman de acuerdo a la misma representación 
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irreductible que operador electrónico que multiplican. Por lo tanto hemos llegado a una forma 

definitiva para TPAM , que es 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) i

T
z

T
y

T
x

EEA
afTPA

OzTeOyTeOxTe

OEeOEeOaAeM

ε

εθε εθ

222

1

,ˆ,ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ,ˆ

222

1

+++

++=
, (XI.15) 

o en forma más general 

    ( ) ifTPA OeM εγε
γ

γ∑
Γ

ΓΓ=
,

,ˆ .    (XI.16) 

Esta ecuación nos indica claramente las reglas de selección que dominan el proceso de 

absorción de dos fotones, ya que 
2

TPAM es proporcional a la probabilidad de transición. El 

valor de TPAM  expresado de esta forma muestra cuales deben ser las simetrías de los estados 

iε  y fε  para que se produzca una transición, además de indicar la dependencia de la 

probabilidad de transición con la dirección de polarización de la luz.  

En la Tabla 15 se ordenan los factores de polarización de acuerdo a la representación 

irreductible a la cual están asociados. 

   TABLA 1. Factores de polarización para grupo O  

 ( ) ( )222
3

1
1 ,ˆ nmlaAe ++=  

( ) ( )222
6

1 2,ˆ nmlEe −+=θ  

( ) ( )22
2

1,ˆ mlEe +−=ε  

( ) mnxTe 2,ˆ 2 −=  

( ) nlyTe 2,ˆ 2 −=  

( ) lmzTe 2,ˆ 2 −=  

 

Dado que la ecuación (XI.16) involucra una sumatoria de elementos de matriz en los que el 

operador es un producto de un operador de polarización ( )γ,ˆ Γe  y un operador electrónico Γ
γO , 

es necesario contar con las formas de estos operadores para un grupo puntual determinado. Para 

el grupo octaédrico hO , los factores de polarización que se transforman de acuerdo a una 

representación irreductible del producto directo 11 TT ×  están en la Tabla 11. Los operadores de 

momento dipolar eléctrico acoplado Γ
γO  están escritos en la Tabla 8, en términos de las 

componentes esféricas de los tensores de momento dipolar eléctrico. Sin embargo podemos 

aumentar aún más la simplicidad de las expresiones de la Tabla 8, y escribir los operadores Γ
γO  
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en una forma más adecuada para la evaluación de los elementos de matriz sobre las funciones de 

onda molecular. 

Tomaremos como ejemplo el operador 1A
aO . Tenemos que          

                                     ( )1100113
11

+−−+ +−= μμμμμμA
aO . (XI.17) 

Consideremos además la definición del Operador de Garstang* 

    ),(),( φθφθ l
m

ll
m CerD −= ,    (XI.18) 

donde l
mD  para 1=l  representa el operador de momento dipolar eléctrico 1

mμ con 0,1±=m . 

Usando esta definición la ecuación (35) queda 

   ( )( )1
1

1
1

1
0

1
0

1
1

1
1

22
3

11
+−−+ +−= CCCCCCreO A

a .  (XI.19) 

Para continuar con la simplificación de esta expresión, utilizaremos la igualdad  

                  
( )( )

( ) ( ) k
mm

k

kml
m

l
m Cmlmlck

ll
CC

21

22

2

1

1
)(121

1212
1

2211
21

+∑ −+−
++

= ,(XI.20) 

que se deriva de la Serie de Clebsh-Gordan. Esta ecuación involucra las integrales 

)( mllmck ′′ definidas en el Capítulo 1. Necesitaremos el valor de las integrales para 1, 21 =ll , 

por lo que se muestran en la Tabla 12. 

TABLA 2. Integrales )11( mmck ′ . 

m  m′  0c  25c  

1±  1±  1 1−  

1±  0 0 3  

0 0 1 2  

1±  1m  0 6−  

 

Reemplazando los valores de 11
mm CC ′⋅  de la ecuación (XI.19) por las sumatorias de la 

ecuación (XI.20), y usando los valores de la Tabla 16 junto con las propiedades de las integrales 

)( mllmck ′′ , se obtiene que 

    
( ) ( )

33

22
0
0

22
1

reCreO A
a −=−= .   (XI.21) 

El resto de los operadores Γ
γO  en coordenadas esféricas y cartesianas se muestran en la 

Tabla 13. Así hemos simplificado la forma de los operadores electrónicos adaptados por 

simetría de una forma útil para operar sobre funciones de onda moleculares. Esto debido a que 

las funciones de onda moleculares son en definitiva combinaciones lineales de armónicas 

                                                 
* R.H.Garstang, Proc.Cambridfe Phil Soc 53 , 214 (1957) 
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esféricas ),( φθj
mj j

Yjm = , ya que los factores radiales y los factores del campo de radiación 

de la función de onda total se convierten en parámetros semi-empíricos. 

        TABLA 3. Operadores Γ
γO  en coordenadas esféricas. 

( )
3

22
1

reO A
a −=  

( ) 2
0

22

6
2 CreO E −=θ  

( )[ ]2
2

2
2

22

3 −+= CCreOE
ε  

( ) 2
1

22

1 6
2

2
−+ = CreOT  ( )[ ]2

1
2
1

22

3
2

−+ += CCreiOT
x  

( )[ ]2
2

2
2

22

0 3
2

−−= CCreOT  ( )[ ]2
1

2
1

22

3
1

2
−+ −−= CCreOT

y  

( ) 2
1

22

1 6
2

2
+− −= CreOT  ( )[ ]2

2
2
2

22

3
2

−+ −−= CCreiOT
z

 

Para finalizar esta sección, reescribiremos la ecuación (35) en una forma más expedita para 

el cálculo de TPAM . En efecto, tenemos que  

   

( )

( )∑

∑

Γ

Γ

Γ

Γ

Γ=

Γ=

γ
γ

γ
γ

εεεγε

εγε

,

,

)(,ˆ)(

,ˆ

ifif

ifTPA

OReR

OeM
 ,  (XI.22) 

donde R  representa un estado propio del campo de radiación. 

Para una transición particular 2211 γγ Γ→Γ  en experimentos de un haz de luz 

monocromático, la ecuación (XI.22) queda  

  

( )

( )∑

∑

Γ

Γ
+

+Γ

Γ

Γ

ΓΓΓ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ΓΓΓ
−=

ΓΓΓ=

++

γ
γ

γ

γ
γ

γ
γγγ

γγγ

,
21

21

21

,
2211

)2(,ˆ)1()1(

)2(,ˆ)1(

11 ReROV

OReRM TPA

.  (XI.23) 

En la segunda igualdad hemos usado el Teorema de Wigner-Eckart. Este separa el elemento de 

matriz de un tensor cualquiera en una componente geométrica, dada por el símbolo V , y en una 

componente dinámica que depende sólo de las representaciones irreductibles de los estados 

terminales, dada por el elemento de matriz reducido 21 ΓΓ Γ
γO , independiente de las 

componentes de cada representación. 
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