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PROF. GUÍA: TAKESHI ASAHI KODAMA

GENERACIÓN DE MAPAS DE PROFUNDIDAD A PARTIR DE
IMÁGENES ESTÉREO UTILIZANDO REGISTRO NO RÍGIDO

El presente trabajo trata sobre la aplicación de registro no rígido al caso de imágenes
estéreo con el �n de generar un mapa de profundidad. En particular, la correspondencia entre
las dos imágenes se describe como solución de una ecuación diferencial cuyos parámetros son
determinados a través de un problema de optimización.

El proceso completo requiere etapas previas de calibración, recti�cación y preparación
de las imágenes, las que se implementan sobre la librería OpenCV. Se incluyen además los
conceptos teóricos que se encuentran detrás de cada subproceso.

Una vez que las imágenes son recti�cadas, se procesan �la por �la, adquiriéndose un
enfoque unidimensional. El registro no rígido se efectúa mediante el cálculo de una transfor-
mación espacial difeomór�ca φ, capaz de deformar de manera no lineal una de las imágenes
para que iguale a la otra. En particular, φ es la solución de la ecuación diferencial ordinaria
no lineal dtφ (x, t) = v (φ(x, t)), donde se desconoce el campo vectorial v, el cual se determina
utilizando el método del gradiente para minimizar un funcional con componentes de similitud
y regularización. Se adopta el esquema Forward Euler Method, es decir, primero se calcula v,
y luego φ, utilizando la relación φ (x, t+ dt) = φ (x, t) + v (φ (x, t)) dt.

Tanto las imágenes como el campo vectorial son tratados de forma continua utilizan-
do B-splines unidimensionales. La elección radica en sus características interpoladoras y
de soporte compacto, dado que solo se esperan deformaciones locales. De esta forma, los
parámetros a determinar en el problema son los coe�cientes a [i] que de�nen el campo
v (x) =

∑
i a [i] βn (x− i).

Una vez obtenido el difeomor�smo, es directo el cálculo del mapa de disparidad, pues se
cumple que d = φ − x. Y posteriormente, al añadir los parámetros de la cámara estéreo, es
posible generar el mapa de profundidad con la ecuación Z = fT

d
(en el caso de alineación

binocular).

La estrategia de solución demuestra ser útil en casos con objetos de super�cies suaves y
sin necesidad de pronunciados gradientes de intensidad del nivel de gris, destacando sobre
alternativas más tradicionales, que se enfocan básicamente en correspondencias de puntos ca-
racterísticos. El caso de imágenes generales, con combinaciones de zonas de gradientes suaves
y pronunciados, no es resuelto completamente, restando abordar problemas de oclusiones,
diferencias en los bordes de las imágenes, tiempo de cómputo, y exceso de suavidad en la
función de deformación. El trabajo constituye un primer acercamiento a un nuevo enfoque
continuo, por lo que se proponen variantes que puedan generar mejores resultados.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Descripción del problema

Observar una escena desde distintas tomas permite adquirir conocimiento e información
espacial de la misma. El cerebro, procesa las imágenes provenientes de cada ojo y mezcla
esta información para determinar que objetos se encuentras más cerca, y cuales, más lejos.
En los sistemas biológicos, este mecanismo de visión es extremadamente poderoso, pudiendo
trabajar en altas velocidades y con gran precisión. Esta misma idea se pretende simular, es
decir, utilizar un par de imágenes estéreo para estimar la distancia a la que se encuentran los
distintos objetos de la escena. Con este �n, se necesita identi�car puntos correspondientes
entre ambas imágenes, interpretándose esto como si cada punto se hubiera movido. Teniendo
esta información, es posible estimar cuan lejos de las cámaras se encuentra cada punto del
espacio visto.

Figura 1.1: Imágenes Cones y mapa de disparidad asociado.

Una imagen se representa digitalmente como una matriz de píxeles. Teniendo un par de
imágenes estéreo, se quiere encontrar una función tal que dadas las coordenadas de un píxel
en una imagen, se obtengan las coordenadas del píxel correspondiente en la otra imagen.
Se dice que dos píxeles son correspondientes si ambos representan la proyección del mismo
punto del espacio tridimensional.
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Al disponer de las correspondencias de toda la imagen, se ha determinado el llamado
registro de imágenes. En el caso de un par de imágenes estéreo con cámaras dispuestas como
binocular, se observan solo desplazamientos horizontales, el registro que asocia a cada píxel
la magnitud de cuanto se mueve hacia la izquierda o derecha, se conoce como el mapa de
disparidad. Conociendo la disparidad asociada a un píxel, y determinadas características
de las cámaras, es posible determinar la distancia entre el punto del espacio y las cámaras
utilizando triangulación. La función que asocia esta distancia a cada píxel es conocida como
mapa de profundidad.

Luego, el problema de encontrar un mapa de profundidad equivale a encontrar corres-
pondencias para cada píxel de las imágenes, y de conocer los parámetros que describan las
cámaras.

Se han desarrollado muchas estrategias para estimar buenos parámetros de cámara. El
trabajo se limita a utilizar funciones de la librería OpenCV para realizar esta tarea.

El problema del cálculo de correspondencias ha sido abordado de múltiples formas, y
aun no existe una solución aceptada como �nal. A pesar de esto, las técnicas pueden ser
agrupadas en 2 grandes líneas: aquellas que trabajan sobre una cantidad determinada de
puntos característicos; y otras que establecen relaciones entre las intensidades del nivel de
gris asociados a cada imagen. Por otro lado, el tratamiento de las imágenes puede ser continuo
o discreto. Las cámaras digitales generan una matriz de píxeles, siendo directa la aplicación
de teoría de señales discreta. Para efectuar un tratamiento continuo, se requiere algún tipo
de interpolación, en esta línea, es posible aplicar ecuaciones diferenciales y distintos métodos
para resolverlas.

El objetivo principal de este trabajo es la generación de un mapa de profundidad, inter-
pretando las correspondencias como la deformación continua entre el par de imágenes estéreo.
En este sentido, el problema se trata en un dominio continuo y el método de solución se basa
en las intensidades del nivel de gris.

1.2. Motivación

Trabajar en base a imágenes convierte, en general, al sistema en un método no invasivo,
proporcionando múltiples aplicaciones, dentro de las que destacan:

En robótica, es posible construir un mapa tridimensional de la realidad, mejorando la
percepción y permitiendo formular interacciones más complejas con el entorno.

Utilizando imágenes provenientes de un vuelo o imágenes satelitales, es posible efectuar
un �levantamiento de terreno�, lo que es de muchísima utilidad para los Sistemas de
Información Geográ�cos (SIG).

Añadir la variable �forma� o profundidad, permite mejorar todos los sistemas de segu-
ridad basados en imágenes.

Cuando se logra un sistema en tiempo real, es posible implementar aplicaciones inter-
activas controladas solo con movimiento, de manera similar al Kinect de Microsoft.
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Un buen mapa de profundidad en tiempo real, es de utilidad para asistir la conducción
de un vehículo, analizando el movimiento de los objetos circundantes y previniendo
posibles accidentes.

Los mapas de profundidad son ampliamente utilizados en la industria de computación
grá�ca, permitiendo generar rápida y automáticamente modelos tridimensionales de la
realidad.

Los anteriores constituyen solo una pequeña cantidad de ejemplos de posibles aplicaciones.
Cada aplicación requerirá de consideraciones particulares, pero es común a todas ellas la
generación de un buen mapa de profundidad.

Si bien se han propuesto múltiples métodos para estimar un mapa de profundidad, aun no
se encuentra una solución óptima. La mayoría de estos métodos se basa en enfoques discretos,
encontrando solución solo para un conjunto reducido de puntos característicos. En cambio, el
enfoque continuo propuesto permitirá encontrar una solución utilizando toda la información
presente en la imagen, y para cada píxel de la misma. En esta línea, se debieran evitar los
abundantes falsos positivos y problemas en periodicidades de las imágenes que son típicos
en los otros métodos. De esta forma, se abre un amplio abanico de posibilidades que puedan
lograr mejores resultados.

1.3. Objetivos

El objetivo general es la generación de un mapa de profundidad a partir de la corres-
pondencia estéreo vista como una deformación. Trabajando en esta línea, se plantean los
siguientes objetivos especí�cos:

Estudio de la teoría y de los conceptos relacionados con las imágenes estéreo y el proceso
de calibración.

Estudio de la teoría y de los conceptos relacionados con el registro no rígido de imágenes.

Estudio de la teoría y de los conceptos relacionados con las B-splines.

Formulación de modelo teórico que relacione el campo de deformaciones con la profun-
didad.

Diseño, implementación y validación de software de calibración y de generación de
mapas de profundidad.

1.4. Estructura

El presente trabajo se subdivide en 5 capítulos, agrupando las distintas partes que se
requiere tratar.
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El capítulo 2 comprende el marco teórico, donde se describe toda la teoría necesaria como
requisito de la etapa de implementación. El trabajo sintetiza contenido desde distintas fuentes
bibliográ�cas.

El desarrollo más importante de la presente memoria se encuentra en el capítulo 3 de
implementación. Aquí se describe el sistema implementado; y en particular, se detalla teóri-
camente el módulo de registro no rígido.

En el capítulo 4 se presentan resultados y análisis particulares de la implementación
realizada. Se efectúan pruebas para las etapas de calibración, registro no rígido, y generación
de mapas de profundidad. En particular se analizan los distintos parámetros que controlan
el proceso de registro.

Finalmente, las conclusiones se presentan en el capítulo 5, donde se analiza el trabajo desde
un punto de vista más general, contrastando objetivos y resultados, y a la vez, proponiendo
posibles trabajos futuros.

Se añade un anexo con una síntesis de la terminología utilizada en el presente informe, su
objetivo es servir de consulta rápida con tal de agilizar y facilitar la comprensión del presente
trabajo. Un segundo anexo detalla los parámetros utilizados en cada una de las pruebas
ejecutadas en el capítulo 4.
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Capítulo 2

Marco Teórico

El presente trabajo reúne varios tópicos, los que pueden encapsularse en 3 grandes temas:
Geometría de cámaras, Deformaciones y B-splines. Por comodidad, la geometría de cámaras
es dividida en dos, separando la involucrada con una única cámara, y la asociada al caso
estéreo. Por supuesto, cada tema puede ser analizado en extenso, y existen libros completos
para abordar cada uno de ellos. Por esta razón, el contenido se sintetiza, restringiéndose solo
a lo que compete al presente trabajo. Se procede de la siguiente manera: primeramente se
describe el modelo de una cámara simple; luego los modelos asociados a una cámara estéreo;
dándose paso a las B-splines; y �nalmente, acotando el concepto de deformación y dando un
procedimiento para calcularlas.

2.1. Cámara simple

2.1.1. Modelo de cámara

2.1.1.1. Parámetros intrínsecos

Para adquirir una imagen del espacio, es necesario que los haces de luz re�ejados en los
objetos pasen a través de un pequeño ori�cio, de forma que cada punto del espacio proyecte
un único haz de luz hacia el otro lado, proyectándose �nalmente en el llamado plano de
imagen. La �gura 2.1 ilustra este proceso. La óptica involucrada conlleva a tratar la imagen
invertida, sin embargo, en la práctica, es más simple trabajar con un sistema matemática-
mente equivalente, situando el plano de imagen delante del centro de proyección (ver �gura
2.2). Esta nueva con�guración respeta las mismas propiedades geométricas originales.
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Figura 2.1: Modelo Pinhole.

Basándose en la �gura 2.2, se de�nen algunos conceptos: el centro de proyección corres-
ponde al origen del sistema de referencia asociado a la cámara; el plano de imagen es el
plano donde se proyecta lo observado; y �nalmente, el eje óptico o rayo principal, es el rayo
que nace en el centro de proyección e intercepta perpendicularmente en el plano de imagen.
Conviene destacar que el eje óptico atraviesa la imagen (en unidades de píxeles) justo en el
centro; y que además, la imagen pertenece al plano de imagen, pero trabaja en coordenadas
de píxeles y no métricas.

Figura 2.2: Sistema de referencia.

Se tienen 3 sistemas de referencia, con las siguientes características:

Cámara: Con origen en el centro de proyección y unidades métricas. El eje z atraviesa
el plano de imagen en la posición del centro óptico. Ejes x e y van en las direcciones
horizontal y vertical respectivamente. Este sistema trabaja sobre el plano z = f , por lo
que se considera bidimensional. Se utiliza ~p para representar un punto en este sistema.

Imagen: Corresponde a una transformación del sistema asociado a la cámara de forma
tal que permita trabajar en unidades de píxeles. Su origen se localiza en la esquina
superior izquierda de la imagen, indexándose con i hacia la derecha y con j hacia
abajo. Se utiliza ~q para representar un punto en este sistema.

Mundo: Este es el sistema de referencia global utilizado, a él pertenecen los puntos del
espacio real, por lo tanto, se trabaja en unidades métricas. Usualmente, su origen se
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hace coincidir con el centro de proyección de la cámara. Se utilizan las variables X, Y, Z
para describir este espacio. Se utiliza ~P para representar un punto en este sistema.

Con el modelo de la �gura 2.2 es posible formular las ecuaciones de proyección 2.1 y 2.2.
Donde (i, j) corresponde al punto proyectado en la imagen en unidades de píxeles; (X, Y, Z)
es el punto del espacio real en unidades métricas; fx y fy son las distancias focales horizontal
y vertical (en unidades de píxeles); y �nalmente, (cx, cy) corresponde al centro de proyección
en la imagen (también en unidades de píxeles).

i = fx

(
X

Z

)
+ cx (2.1)

j = fy

(
Y

Z

)
+ cy (2.2)

Utilizando coordenadas homogéneas, es posible plantear la expresión matricial 2.3, donde
la matriz M se conoce como matriz de cámara o matriz intrínseca de cámara, pues encap-
sula características de la misma, como las distancias focales y la posición del eje óptico en
las imágenes. Las ecuaciones 2.4, 2.5 y 2.6 de�nen ~qh, M y ~Ph. Usualmente se omite la
transformación de proyección

[
I 0

]
, obteniéndose la ecuación 2.7.

~qh = M
[
I3×3 03×1

]
~Ph (2.3)

~qh =

 ih
jh
w

 (2.4)

M =

 fx 0 cx
0 fy cy
0 0 1

 (2.5)

~Ph =


X
Y
Z
1

 ~P =

 X
Y
Z

 (2.6)

~qh = M~P (2.7)

El modelo descrito es llamado Modelo Pinhole de cámara. Se asume que un único haz de
luz logra atravesar dicha barrera. Sin embargo, si el agujero es muy pequeño, no se alcanza
a reunir su�ciente luz en una rápida exposición, y además pueden llegar a surgir fenómenos
de difracción; y si el agujero es muy grande, la imagen se vuelve borrosa, dado que un
único punto del espacio se proyecta múltiples veces debido a que muchos haces de luz que
atraviesan la barrera. Por lo tanto, un pinhole no es su�ciente para capturar una buena
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imagen. El problema es resuelto utilizando un lente, el cual logra concentrar una cantidad
apropiada de luz. La contraparte del lente, es que inevitablemente se introduce distorsión en
la imagen.

Figura 2.3: Distorsión radial. [6]

Figura 2.4: Distorsión tangencial. [6]

Dada la geometría del lente de las cámaras, esta distorsión puede ser modelada radial y
tangencialmente. La distorsión radial se aprecia en la �gura 2.3, se re�ere a que los objetos
más lejanos al eje óptico tenderán a redondearse, su efecto es modelado por las ecuaciones 2.9
y 2.10, donde r es la distancia del píxel al eje óptico (ecuación 2.8). Por otro lado, la distorsión
tangencial ocurre cuando el lente no queda correctamente alineado con el eje óptico, como
se muestra en la �gura 2.4, su efecto puede ser modelado por las ecuaciones 2.11 y 2.12.
Donde se utilizan los subíndices ur y ut para indicar los valores de i y j una vez corregida
las distorsiones radial y tangencial.

r =
√

(i− cx)2 + (j − cy)2 (2.8)

iur = i
(
1 + k1r

2 + k2r
4 + k3r

6
)

(2.9)

jur = j
(
1 + k1r

2 + k2r
4 + k3r

6
)

(2.10)
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iut = i+
(
2p1j + p2(r2 + 2i2)

)
(2.11)

jut = j +
(
p1(r2 + 2j2) + 2p2i

)
(2.12)

De esta forma, se tiene un total de 5 coe�cientes que modelan la distorsión. En caso
de conocer estos parámetros, es posible corregir la distorsión presente en las imágenes, este
proceso es llamado undistortion en la literatura [6]. Efectuado este proceso, se pueden efectuar
medidas de mayor precisión sobre la imagen resultante. La �gura 2.5 muestra una imagen
cuya distorsión se ha corregido.

Figura 2.5: Ejemplo de imagen corregida.[6]

Todos los parámetros de distorsión pueden ser agrupados en un único vector ~D, el cual
es llamado vector de distorsión.

~D =


k1

k2

p1

p2

k3

 (2.13)

Dado que las características descritas por la matriz de cámara M y el vector de distorsión
~D, son propias de la cámara, estos parámetros son conocidos como los parámetros intrínsecos.

2.1.1.2. Parámetros extrínsecos

Según lo descrito, cada cámara posee su propio sistema de referencia, sin embargo, se
puede requerir expresar las magnitudes en función de otro sistema, como por ejemplo, para
poder relacionar información proveniente de distintas cámaras. En este sentido, es necesario
conocer la pose (posición + orientación) de cada cámara.

Si una cámara se encuentra en la posición ~T y orientación R respecto de un sistema de
coordenadas global, las ecuaciones 2.14 y 2.15 permiten intercambiar la descripción del punto
~P ′ visto por el sistema de la cámara, y el punto ~P visto por el sistema global. La �gura 2.6
ilustra el cambio de coordenadas.
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~P ′ = R~P + ~T (2.14)

~P = RT
(
~P ′ − ~T

)
(2.15)

Figura 2.6: Relación entre dos sistemas de referencia. [6]

Los parámetros que de�nen tanto la matriz de rotación R como el vector de traslación ~T
son conocidos como los parámetros extrínsecos, pues no dependen de la cámara misma, sino
solo de su disposición espacial.

Conociendo R y ~T , es posible generalizar la expresión 2.3 para considerar una proyección
genérica, resultando la ecuación 2.16. En este caso, se de�ne la matriz K de 3× 4 conocida
como matriz de proyección de cámara. La descomposición formal de K se describe en la
ecuación 2.17.

~qh = K ~Ph (2.16)

K = M[ R ~T ] (2.17)

2.1.2. Calibración

El proceso de calibración se re�ere a la estimación de los parámetros de los modelos ya
explicitados (matriz de cámara y vector de distorsión). Existe una gran variedad de procedi-
mientos para efectuar esta tarea. En la práctica, no es posible acceder a las piezas internas
de una cámara, y en general, el fabricante tampoco proporciona estos parámetros. Por es-
tas razones, los métodos más usados para lograr una buena calibración se basan en analizar
imágenes de un patrón conocido.

Supongamos como patrón un cuadrado negro en fondo blanco, pues sus vértices pueden
ser fácilmente detectados. La imagen captura determinada pose del patrón, de esta forma,
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es posible calcular la transformación existente entre un cuadrado descrito y el cuadrilátero
realmente visto. Esta transformación se de�ne por los parámetros intrínsecos y extrínsecos.
Omitiendo los parámetros de distorsión, se tiene un total de 10 parámetros para cada vista
del patrón: los 3 ángulos que describen la orientación de la cámara; los 3 valores que de�nen
su posición; y los 4 parámetros de la matriz M.

Cada vista del cuadrado impone un total de 8 restricciones, esto es, una por cada com-
ponente x e y de cada vértice. El sistema tiene 10 incógnitas, por lo que no posee solución
para una sola vista. Si se consideran 2 vistas, los 6 parámetros asociados a la pose del patrón
cambiarán, pero los 4 parámetros de la matriz de cámara seguirán siendo los mismos. De esta
forma, para 2 vistas, se tiene un total de 16 incógnitas (6 + 6 + 4) y 16 restricciones (8 por
cada imagen), por lo tanto el sistema sí tiene solución.

Es claro que las imágenes contienen ruido y distorsiones que conducen a obtener distintas
soluciones según las vistas consideradas. El problema puede ser resuelto al considerar varias
tomas, formulando un sistema sobredimensionado. En esta situación, se puede buscar la
solución que minimice el error cuadrático medio del sistema de ecuaciones. En este sentido,
es conveniente la adquisición de una gran cantidad de vistas del patrón y que estas abarquen,
idealmente, toda el área vista por la cámara (ver �gura 2.7).

Figura 2.7: Distintas vistas de un tablero de ajedrez.

Conviene mencionar, que es posible utilizar cualquier �gura como patrón de calibración,
incluyendo objetos tridimensionales de mayor complejidad. En la práctica, se pre�ere utilizar
patrones planos, como tableros de ajedrez o grillas de círculos1 (ver �gura 2.8) pues su
construcción física y transporte son más simples.

En términos más formales, se busca la transformación que realiza un mapeo proyectivo
de un plano a otro. En visión computacional, este concepto es llamado homógrafo. En [11,
páginas 170, 92, 73 y 556] se describe un algoritmo para estimar la matriz de cámara, buscando
el homógrafo entre el plano asociado al patrón conocido, y el plano de imagen. En otras
palabras, la calibración permite obtener R y ~T para cada una de las vistas del patrón, y la
matriz de cámara M. Para estimar también el vector de distorsión ~D, el procedimiento es
similar, complejizando levemente el modelo.

1En efecto, la librería OpenCV 2.3.0 implementa funciones de calibración para un tablero de ajedrez y
una grilla de círculos
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Figura 2.8: Patrones de calibración planos.

2.2. Cámara estéreo

2.2.1. Triangulación

Supongamos que se dispone de 2 cámaras alineadas perfectamente en paralelo y con el
mismo plano de imagen, tal como se muestra en la �gura 2.9. Cada cámara posee sus propios
parámetros y de�niciones, por lo que para evitar confusiones, en lo sucesivo, se utilizarán los
subíndices 0 y 1 para referirse a las cámaras izquierda y derecha, respectivamente.

Figura 2.9: Triangulación con cámaras alineadas en paralelo.

Ambas cámaras observan un mismo punto ~P del espacio, el cual se proyecta como ~q0 =
(i0, j0) y ~q1 = (i1, j1) en cada imagen. Conociendo las distancias focales de las cámaras, por
simple triangulación (ecuaciones 2.18), es posible calcular la posición en el espacio del punto
~P (ecuaciones 2.19, 2.20 y 2.21).
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f

Z
=

(i0 − cx0)

X
=

(i1 − cx1)

X − T
=
cy0 − j0

Y
=
cy1 − j1
Y

(2.18)

X =
(i0 − c0x)T

d− (c0x − c1x)
(2.19)

Y =
− (j0 − c0y)T

d− (c0x − c1x)
(2.20)

Z =
fT

d− (c0x − c1x)
(2.21)

Donde d = i0 − i1 y se conoce como disparidad. Esta con�guración particular de las
cámaras, implica que un mismo punto se proyectará en la misma altura en ambas imágenes,
es decir, j0 − c0j = j1 − c1j. En otras palabras, para determinar la posición en el espacio
tridimensional de un punto ~P , se requiere conocer los parámetros de la cámara, y a la vez,
identi�car el mismo punto proyectado en ambas imágenes.

Si ambas cámaras tienen el centro óptico en la misma posición, las ecuaciones se simpli-
�can a 2.22, 2.23 y 2.24. Destaca la proporcionalidad inversa entre Z y d. De esta forma, los
objetos cercanos a las cámaras producen grandes disparidades, y pueden ser bien diferencia-
dos; mientras que los lejanos, tienen asociada una pequeña disparidad e inevitablemente se
pueden interpretar como un plano (ver �gura 2.10).

X =
(i0 − c0i)T

d
(2.22)

Y =
− (j0 − c0j)T

d
(2.23)

Z =
fT

d
(2.24)
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Figura 2.10: Distancia y disparidad son inversamente proporcionales. [6]

Es posible expresar las ecuaciones 2.19, 2.20 y 2.21 en un sistema matricial (ecuación
2.26). Para esto se de�ne la matriz de re-proyección Q (ecuación 2.25). Notar que, en caso de
que las imágenes sean del mismo tamaño, el término de la esquina inferior derecha se anula.

Q =


1 0 0 −c0x

0 1 0 −c0y

0 0 0 f

0 0 − 1
Tx
− (c0x−c1x)

Tx

 (2.25)

Q


i0
j0

d
1

 =


X0

Y0

Z0

W0

 (2.26)

La ecuación 2.26 permite determinar el punto del espacio en coordenadas homogéneas. En

coordenadas cartesianas, el punto queda dado por
(
X0

W0
, Y0
W0
, Z0

W0

)
. Conviene mencionar que el

punto tridimensional queda referido al sistema de coordenadas propio de la cámara izquierda.

2.2.2. Geometría epipolar

2.2.2.1. Conceptos básicos

Tener dos cámaras perfectamente alineadas es prácticamente imposible. Es natural que
haya un pequeño error en la alineación. De esta forma, el procedimiento explicado en la
sección 2.2.1 no es válido.

El caso general, donde las cámaras tienen poses arbitrarias pero con cierta región en
común, tiene características geométricas interesantes, este campo se conoce como Geometría
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Epipolar. En esencia, se combinan dos modelos pinhole. La �gura 2.11 presenta cámaras
trasladadas en un vector ~T , y rotadas acorde a la matriz de rotación R.

Figura 2.11: Cámaras con poses no paralelas. [6]

Cada cámara tiene un centro de proyección separado ~O0 y ~O1, y sus correspondientes
planos de proyección Π0 y Π1. El punto ~P en el mundo físico tiene proyección en cada uno de
los planos como ~p0 y ~p1. Los nuevos puntos de interés son los epipolos. Un epipolo es de�nido
como la proyección en el plano de imagen del centro de proyección de la otra cámara. De
esta forma, los epipolos son llamados ~e0 y ~e1. El plano formado por el punto ~P y los epipolos
~e0 y ~e1 (o consecuentemente ~O0 y ~O1) es llamado plano epipolar, y las líneas ←→p0e0 y

←→p1e1 son
llamadas líneas epipolares. Estos conceptos son ilustrados en la �gura 2.12.

Figura 2.12: Conceptos de geometría epipolar.

Al visualizar la proyección del punto ~P en la cámara izquierda como ~p0, se sabe que ~P se
encuentra en alguna posición del rayo que va desde ~O0 a ~p0. La línea epipolar en la imagen
derecha corresponde a la proyección del rayo descrito, y se sabe por tanto que ~p1 se encontrará
en dicha línea.
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Con estos conceptos, es posible enunciar lo siguiente:

Cada punto 3D visto en las cámaras, está contenido en un plano epipolar que intercepta
cada imagen en la línea epipolar.

Dado un punto en una imagen, su punto correspondiente en la otra imagen debe per-
tenecer a la línea epipolar asociada. Esto es conocido como restricción epipolar.

La restricción epipolar permite que la búsqueda del punto correspondiente se transforme
en una búsqueda unidimensional (línea epipolar), disminuyendo considerablemente la
carga de cómputo, y además descarta puntos que produzcan falsos positivos.

Existe la misma relación de orden entre los puntos vistos por ambas cámaras.

2.2.2.2. Matrices Esencial y Fundamental

La geometría epipolar requiere de un último par de ingredientes, las matrices esencial y
fundamental, estas permiten relacionar puntos en los planos de imagen de una cámara a la
otra.

La Matriz Esencial E contiene información sobre la traslación y rotación que relaciona a
las cámaras en el espacio físico. Mientras que la Matriz Fundamental F, contiene la misma
información que E, pero agrega los parámetros intrínsecos, permitiendo relacionar ambas
cámaras en coordenadas de píxeles.

Estas matrices cumplen las siguientes relaciones:

~p1
TE~p0 = 0 (2.27)

~q1
TF~q0 = 0 (2.28)

Como ya se ha mencionado, ~p0 y ~p1 son los puntos proyectados en el plano de imagen
en coordenadas espaciales, mientras que ~q0 y ~q1 pertenecen al mismo plano, pero utilizan
coordenadas de píxeles.

Sobre la matriz esencial, destaca:

Es de 3× 3, pero tiene rango 2, por lo que su determinante es cero.

Contiene 5 parámetros: 3 para rotación y 2 para traslación. No considera escalamiento.

Los 2 valores propios son iguales.

Relaciona los puntos en coordenadas métricas de cámara, no en coordenadas de píxeles.

Por otro lado, la matriz fundamental:
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Al igual que E, es de 3× 3 y tiene rango 2.

Trabaja en coordenadas de píxeles, no en coordenadas de cámara.

Contiene 7 parámetros: 2 para cada epipolo y 3 para el homógrafo que relaciona los 2
planos de imagen.

2.2.2.3. Cálculo de la matriz Esencial

El plano de normal ~n y que pasa por la posición ~a, está descrito por todos los ~x que
satisfacen la ecuación 2.29.

(~x− ~a) · ~n = 0 (2.29)

Situándose en el sistema de referencia de la cámara izquierda, el sistema de la cámara
derecha tiene orientación R y posición ~T (ver �gura 2.11). Se tiene que los vectores ~T y
~P0 pertenecen al plano epipolar, siendo ~P0 el punto del espacio en el sistema ~O0. Luego, es
posible describir el plano epipolar utilizando ~a = ~T , ~x = ~P0 y ~n = ~T × ~P0, por lo que al
reemplazar en la ecuación 2.29 se obtiene:

(
~P0 − ~T

)T (
~T × ~P0

)
= 0 (2.30)

Por otro lado, el mismo punto ~P en el sistema de referencia de la cámara derecha es ~P1,
se cumple la relación 2.30 (ver sección 2.1.1.2).

~P0 = R ~P1 + ~T (2.31)

Luego
(
~P0 − ~T

)
= R ~P1 y reemplazando en 2.30 se obtiene:

((
~P1

)T
RT

)(
~T × ~P0

)
= 0 (2.32)

Considerando que es posible escribir el producto cruz como un producto matriz-vector
(ecuación 2.33), se reescribe la ecuación 2.32 como la ecuación 2.34.

~T × ~P0 = S ~P0 ⇒ S =

 0 −Tz Ty
Tz 0 −Tx
−Ty Tx 0

 (2.33)

(
~P1

)T
RTS ~P0 = 0 (2.34)

Se de�ne entonces:
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E = RTS (2.35)

Y por lo tanto:

(
~P1

)T
E ~P0 = 0 (2.36)

Los puntos ~P1 y ~P0 pertenecen al espacio 3D, según coordenadas relativas a cada una de
las cámaras. Es posible llevar esta expresión a coordenadas métricas ubicadas en los planos
de imagen a través de las expresiones 2.37 y 2.38. Las que al reemplazar en 2.36 generan la
expresión para la matriz esencial ~p1

TE~p0 = 0.

~p1 =
f1

Z1

~P1 (2.37)

~p0 =
f0

Z0

~P0 (2.38)

2.2.2.4. Cálculo la matriz Fundamental

La matriz de cámara M relaciona los puntos proyectados desde coordenadas espaciales
a coordenadas de píxeles a través de la relación qh = MP (ecuación 2.16). De esta forma,
efectuando un simple reemplazo en 2.27, queda:

−→q1

(
M−1

1

)T
EM−1

0 ~q0 = 0 (2.39)

Donde M1 y M0 son las matrices de cámara derecha e izquierda respectivamente. Lue-
go, basta con de�nir F según la ecuación 2.40. Obteniéndose la expresión para la matriz
fundamental ~q1

TF~q0 = 0.

F =
(
M−1

1

)T
EM−1

0 (2.40)

El procedimiento aquí descrito permite el cálculo de E y F una vez que se disponga deR y
T, es decir, requiere de un sistema estéreo correctamente calibrado. Existen mecanismos que
permiten estimar F directamente a partir de una serie de correspondencias entre las imágenes
[11], pues estos puntos validan la ecuación 2.28. Sin embargo, al utilizar correspondencias
erróneas, se generan una estimación incorrecta de F, por lo que, de ser posible, se debe optar
por un sistema calibrado.

2.2.2.5. Alineación binocular

Los conceptos de geometría epipolar descritos aplican para cualquier par de imágenes
estéreo mientras mantengan determinada región en común. Conviene explicitar expresiones
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para E y F en el caso particular de imágenes tomadas desde cámaras idénticas en disposición
binocular, es decir, con ejes ópticos paralelos y con un mismo plano de imagen. En este caso
se tiene que no hay rotación y que hay traslación en un solo eje, digamos x. Las matrices R
y S quedan descritas por las expresiones 2.41 y 2.42 respectivamente.

R =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (2.41)

S =

 0 0 0
0 0 −Tx
0 Tx 0

 (2.42)

Luego, utilizando las ecuaciones 2.35 y 2.40, se tiene que E = S y F = (M−1)
T
EM−1,

obteniéndose las expresiones 2.43 y 2.44.

E =

 0 0 0
0 0 −Tx
0 Tx 0

 (2.43)

F =

 0 0 0
0 0 −Tx

fy

0 Tx
fy

0

 (2.44)

Ambas expresiones son similares, nótese que la restricción epipolar (ecuación 2.27 o 2.28)
se traduce en una igualdad en la componente y, es decir, basta con buscar puntos corres-
pondientes en la misma �la. Las ecuaciones 2.45 y 2.46 muestran este resultado para F; el
procedimiento para E es análogo (partiendo de la ecuación 2.27).

~q1
TF~q0 = 0 ⇐⇒

[
i1 j1 1

]  0 0 0
0 0 −Tx

fy

0 Tx
fy

0

 i0
j0

1

 = 0 (2.45)

j1 = j0 (2.46)

2.2.3. Calibración estéreo

Calibración estéreo se re�ere al proceso de computar la relación geométrica entre dos
cámaras en el espacio. En otras palabras, corresponde a la estimación de la matriz de rotación
R y del vector de traslación ~T que relacionan ambas cámaras.

Basándose en la misma expresión para el cambio de coordenadas (ecuación 2.14), es
posible formular las ecuaciones 2.47 y 2.48. ~P corresponde a un punto arbitrario del sistema
global de coordenadas. Por otro lado, R0, R1, ~T0 y ~T1 son las matrices de rotación y los
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vectores de traslación que describen a los sistemas de las cámaras izquierda y derecha respecto
de un sistema de coordenadas global (ver �gura 2.6). Estos valores pueden ser estimados
siguiendo el mismo algoritmo que para la calibración de solo una cámara (sección 2.1.2),
pues se obtiene una rotación y una traslación para cada vista del patrón utilizado.

~P0 = R0
~P + ~T0 (2.47)

~P1 = R1
~P + ~T1 (2.48)

Por otro lado, R y ~T relacionan ambas cámaras a través de la ecuación 2.49. Conviene
precisar que esta rotación y traslación llevan el sistema de referencia propio de la cámara
derecha, al de la cámara izquierda.

~P0 = R ~P1 + ~T (2.49)

Reemplazando 2.47 y 2.48 en 2.49.

R0
~P + ~T0 = R

(
R1

~P + ~T1

)
+ ~T (2.50)

(R0 −RR1)~P + ( ~T0 −R ~T1 − ~T ) = 0 (2.51)

~P es genérico, por lo que en general no será nulo. Se obtienen entonces las siguientes
ecuaciones:

R0 −RR1 = 0 (2.52)

~T0 −R ~T1 − ~T = 0 (2.53)

De donde es posible despejar R y ~T .

R = R0R
T
1 (2.54)

~T = ~T0 −R ~T1 (2.55)

Como se dispone de un valor R0, R1, ~T0 y ~T1 para cada una de las vistas del patrón de
calibración, se tiene también un valor de R y ~T para cada una de las vistas. Sin embargo,
teóricamente se espera que todos estos valores sean relativamente parecidos, de forma que al
considerar el promedio simple, u otra estrategia similar, se obtenga una buena aproximación
para R y ~T . Realizado este paso, el cálculo de las matrices E y F es natural según lo
ya explicado en la sección 2.2.2. Se completan entonces, las principales ecuaciones tras la
calibración estéreo.
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2.2.4. Recti�cación

La recti�cación estéreo es el proceso de transformar las imágenes individuales de forma tal
que parezcan que hubiesen sido tomadas desde cámaras perfectamente alineadas, esto es, que
posean el mismo plano de imagen, y consecuentemente, los rayos principales se intercepten en
el in�nito (�gura 2.9). En estricto rigor, es posible de�nir recti�caciones de forma de obtener
imágenes asumiendo cualquier otra con�guración. Sin embargo, en el presente trabajo se
considerará solo el caso descrito, como si de un binocular se tratase. La ventaja de este caso
particular es que permite el cálculo de profundidad mediante simple triangulación, tal como
se mostró en la sección 2.2.1.

La matriz R y el vector ~T encontrados en la calibración, rotan y trasladan la cámara
derecha hacia la cámara izquierda. Sin embargo, esto no garantiza que ambas imágenes
pertenezcan al mismo plano, pues, ambas cámaras pueden tener distintas distancias focales.
R y ~T simplemente alinean los rayos principales. Es necesario entonces añadir una nueva
restricción que permita igualar los planos de imagen y a la vez, que mejore los resultados. El
criterio escogido es maximizar las áreas comunes entre ambas imágenes.

El algoritmo de Bouguet [6] simplemente intenta minimizar los cambios de la re-proyección,
y a la vez, maximizar las áreas comunes de las vistas. Con el �n de minimizar la distorsión en
la re-proyección, la matriz R es dividida en r0 y r1, las que son medias rotaciones para las cá-
maras izquierda y derecha respectivamente. De esta forma, luego de aplicar estas rotaciones,
las cámaras tendrán sus ejes principales alineados con el vector suma de los ejes principa-
les originales. Los planos de imágenes quedan coplanares, sin embargo no necesariamente se
quedarán alineados �la por �la, requiriéndose otra rotación.

Por de�nición, las matrices de rotación pueden ser construidas describiendo un nuevo
sistema de coordenadas (dígase sistema ~Oe) unitario en función del sistema de referencia
original (dígase sistema ~Oo). De esta forma, basta con establecer tres vectores orto-normales
tales que orienten paralelamente los ejes principales.

De la etapa de calibración, se conoce el vector ~T el cual apunta desde el epipolo izquierdo
al derecho. Por tanto, es posible utilizar esta dirección como primera referencia.

~e1 =
~T∥∥∥~T∥∥∥ (2.56)

El segundo vector, es calculado a partir del producto cruz entre la posición del eje principal
~C en el plano de imagen y el vector de traslación ~T , de forma de garantizar la ortogonalidad.

~e2 =
~C × ~T∥∥∥~C × ~T

∥∥∥ (2.57)

Dado que ~C = f ẑ, la expresión para ~e2 puede simpli�carse a
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~e2 =
Txx̂+ Tyŷ√
T 2
x + T 2

y

(2.58)

Finalmente, último vector base puede calcularse con el producto cruz entre los otros dos
vectores.

~e3 = ~e1 × ~e2 (2.59)

Formándose la matriz de rotación:

Reo =
[
~e1 ~e2 ~e3

]
(2.60)

Luego, la matriz Reo toma un punto en el sistema de referencia Oe y lo escribe en el
sistema de referencia Oo. En este caso particular, se necesita la relación inversa, es decir,
aquella que toma un punto descrito en Oo y lo describe en el nuevo sistema Oe. Como la
inversa de una matriz de rotación es su traspuesta, la relación buscada queda dada por la
ecuación 2.61.

Roe =

 ~e1
T

~e2
T

~e3
T

 (2.61)

Con esta matriz, se completan las rotaciones necesarias, por lo que las transformaciones de
rotación completa quedan dadas por las ecuaciones 2.62 y 2.63, donde R0rec y R1rec dejan las
cámaras izquierda y derecha alineadas en paralelo, correspondiendo �la a �la y maximizando
el área común de vista.

R0rec = Roer0 (2.62)

R1rec = Roer1 (2.63)

Por otro lado, también son necesarias las matrices de cámaras del sistema recti�cado. Las
imágenes rotadas deben ser re-proyectadas en nuevas imágenes, dependiendo del tamaño, se
deben escalar apropiadamente sus parámetros. Tomando como referencia el sistema asociado a
la cámara izquierda, las ecuaciones 2.64 y 2.65 presentan las matrices de proyección completas.

K′0 = M′
0K0 =

 f ′x0 0 c′x0

0 f ′y0 c′y0

0 0 1

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 =

 f ′x0 0 c′x0 0
0 f ′y0 c′y0 0
0 0 1 0

 (2.64)

K′1 = M′
1K1 =

 f ′x1 0 cx1′

0 fy1′ cy1′

0 0 1

 1 0 0 Tx
0 1 0 0
0 0 1 0

 =

 f ′x1 0 c′x1 Tx
0 f ′y1 c′y1 0
0 0 1 0

 (2.65)
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Estas matrices de proyección, toman un punto tridimensional en coordenadas homogé-
neas y lo convierten a un punto bidimensional en coordenadas homogéneas de píxeles. La
transformación opera acorde a la ecuación 2.66.

K


X
Y
Z
1

 =

 ih
jh
w

 (2.66)

Y por tanto, en coordenadas de píxeles, se tendrá: i = ih
w
y j = jh

w
.

2.2.5. Correspondencias

Se de�ne por correspondencia a un mismo punto del espacio visto o proyectado en dos
imágenes obtenidas desde distintas tomas. Encontrar correspondencias entre dos imágenes
constituye un desafío que ha sido abordado de múltiples formas. En general, el problema
es llamado registro de imágenes, y se realiza con el �n de obtener una mayor cantidad de
información de lo que se observa. Distintas tomas de un mismo objeto, podrían proporcionar,
por ejemplo, información sobre la posición del mismo, de la posición de la fuente de luz, de
distancias relativas entre distintos objetos, etc.

Para el presente trabajo, en particular se desea establecer un registro entre un par de
imágenes estéreo. Una vez efectuado el proceso de recti�cación, se espera que dado un punto,
su punto correspondiente se encuentre trasladado solo horizontalmente, bastando con realizar
una búsqueda unidimensional.

Existen dos grandes líneas a seguir con tal de resolver el problema. La primera radica
en un enfoque discreto, encontrando correspondencias solo en puntos determinados, los que
pueden ser relativamente fáciles de detectar en ambas imágenes; mientras que la otra busca
correspondencias para cada píxel de las imágenes, basándose en la intensidad de los colores.

La ventaja de los métodos basados en intensidades es que permiten encontrar correspon-
dencias para la totalidad de las imágenes mientras que en el enfoque basado en puntos, solo
se tiene solución en un subconjunto muy reducido, requiriéndose algún tipo de interpolación.

Por otro lado, es propio del registro de imágenes estéreo la existencia de oclusiones,
es decir, regiones presentes en una imagen que no son vistas en la imagen vecina. Esta
característica produce que los métodos basados en puntos característicos sean más robustos.

Otro nivel de clasi�cación es como se tratan las imágenes, pudiendo ser vistas como
funciones discretas (matrices) o continuas (super�cies). Establecer un registro en el caso
discreto consiste en una re-indexación de la imagen; mientras que en el caso continuo, se
requiere una función completa de deformación. El enfoque discreto en general está basado
en teoría de señales, en oposición a las estrategias continuas, planteándose como solución a
ecuaciones diferenciales.

En [19] y [6] se presentan esquemas de trabajo en base a puntos característicos. Por otro
lado, en [14] y [4] se utilizan esquemas continuos. En [18] se evalúa una gran cantidad de
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algoritmos con �nes de establecer correspondencias entre imágenes estéreo. La �gura 2.13
presenta distintos mapas de disparidad obtenidos para las imágenes Tsukuba.

Independiente de cual sea la estrategia utilizada, existe una serie de reglas que se cumplen
para el caso de imágenes estéreo.

Se preserva el orden de los elementos.

Sólo se esperan variaciones horizontales entre las posiciones de los objetos en las imá-
genes.

Cada punto tiene un único punto correspondiente en la otra imagen.

Al disponer de las correspondencias para cada punto de las imágenes, se posee un mapa de
correspondencias. Ahora, como en general solo se esperan desplazamientos horizontales entre
ambas imágenes, es de utilidad disponer del llamado mapa de disparidad, donde cada punto
tiene asociado un valor escalar de cuanto se ha desplazado hacia la izquierda o derecha de la
imagen original para observarse en la otra imagen. Teniendo las correspondencias, es natural
el cálculo de disparidades a través de la relación 2.67; donde (x, y) corresponde a un punto en
una de las imágenes, φ (x, y) el punto correspondiente a (x, y) en la otra imagen; y �nalmente,
d (x, y) es la disparidad asociada al punto.

d (x, y) = φ (x, y)− (x, y) (2.67)
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Figura 2.13: Mapas de disparidad de las imágenes Tsukuba generados con estrategias actuales.
[18]

2.2.6. Mapas de profundidad

En un mapa de profundidad, cada punto de la imagen tiene asociada la distancia a la
que se encuentra de la cámara. Disponiendo de imágenes recti�cadas y un mapa de dispa-
ridad; el cómputo de un mapa de profundidad es simple y natural, gracias a la maquinaria
construida en las secciones anteriores. Basta con pre-multiplicar cada punto por la matriz de
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re-proyección (ver ecuación 2.25), acorde a la ecuación 2.26.

Existe una estrecha relación entre disparidad y profundidad, pero en concreto, conviene
trabajar en el espacio del mapa de disparidad. De esta forma, se trabaja directamente en
coordenadas de píxeles, y se logra una mayor precisión para los objetos que se encuentren
relativamente cercanos a la cámara. En la �gura 2.14 se observa como términos similares,
podrían eventualmente confundirse en el dominio de la profundidad, mientras que en el de
la disparidad, permanecen claramente diferentes. La razón es la no linealidad de la curva
presentada en la �gura 2.25.

Figura 2.14: Mapa de disparidad vs Mapa de profundidad. [14]

2.3. Deformaciones

2.3.1. Introducción

En primer lugar es necesario precisar matemáticamente el concepto de deformación. Para
esto, considere un conjunto abierto Ω en Rk. Una deformación es una función ϕ que asigna
a cada punto x ∈ Ω una posición desplazada y = ϕ(x) ∈ Ω. También es deseable que:

La deformación no cree agujeros. Cada punto y ∈ Ω sea la imagen de algún punto
x ∈ Ω. Es decir, que ϕ sea epiyectiva.

Que no se formen pliegues. Dos puntos distintos x y x′ en Ω no deberían tener una
misma imagen y ∈ Ω. Es decir, que ϕ sea inyectiva.

Luego, las deformaciones deben ser biyecciones de Ω. Adicional a esto, se requieren algunas
condiciones de suavidad para ϕ, por lo que se introducen los siguientes conceptos:

Un homomor�smo de Ω es una biyección continua ϕ : Ω→ Ω tal que su inversa ϕ−1 es
continua.

Un difeomor�smo de Ω es un homomor�smo continuamente diferenciable ϕ : Ω → Ω
tal que su inversa ϕ−1 es continuamente diferenciable.
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De esta forma, se de�ne deformación como un difeomor�smo de un conjunto abierto Ω ⊂ Rk.

Considérese como ejemplo una imagen I : Ω→ R y un difeomor�smo ϕ de Ω. La deforma-
ción creará una nueva imagen I ′ en Ω permitiendo que I ′(y) sea un valor de I en la posición
x que apuntó a y a través de la deformación y = ϕ(x), es decir, I ′(y) = I(x = ϕ−1(y)) ó
I ′ = I ◦ϕ−1. Luego, la acción de un difeomor�smo sobre una función equivale a la operación
de composición, por lo que puede ser interpretado como un remapeo del dominio de la imagen
original.

Por otro lado, el problema inverso, es decir, dado un par de imágenes I e I ′, encontrar el
difeomor�smo ϕ que mejor las relacione, no es tarea fácil. Este problema es el de establecer
correspondencias entre un par de imágenes.

Existe además el problema de construir difeomor�smos, pues una combinación lineal de
difeomor�smos, no necesariamente será un difeomor�smo. Ahora, la operación de composición
sí preserva la condición de difeomor�smo, por lo que a continuación se formula una estrategia
en base a esta característica.

2.3.2. Generando difeomor�smos

Una directa, pero limitada forma de construir difeomor�smos se basa en pequeñas pertur-
baciones a la identidad. La idea es deformar la imagen lentamente a través de una secuencia
de transformaciones difeomór�cas.

Proposición 1. Sea u ∈ C1(Ω,Rk) y que para algún δ > 0, se tiene que u(x) = 0 para
cualquier x ∈ Ω tal que existe y 6∈ Ω que cumpla |x − y| < δ. Entonces, para un ε lo
su�cientemente pequeño, ϕ : x→ x+ εu(x) es un difeomor�smo de Ω.

Demostración en [25].

Utilizando la proposición anterior, construir pequeñas deformaciones es simple, pero es-
tas constituyen una clase muy limitada de difeomor�smos. Sin embargo, es posible utilizar
una serie de estas pequeñas deformaciones para generar una gran deformación [3, 25], dado
que, como se ha mencionado, los difeomor�smos pueden ser combinados bajo la regla de
composición.

Así, sea ε0 > 0 y u1, ..., un, ... campos vectoriales en Ω tales que, para ε < ε0, id + εui es
un difeomor�smo de Ω. Considere ϕn = (id+ εun) ◦ ... ◦ (id+ εu1). Se tiene entonces:

ϕn+1 = (id+ εun) ◦ ϕn = ϕn + εun ◦ ϕn (2.68)

Lo que puede ser reescrito como (ϕn+1 − ϕn) /ε = un ◦ ϕn. Esto puede ser interpretado
como la discretización de una ecuación diferencial, introduciendo una variable de tiempo t:

dϕt (x)

dt
= ut (ϕt (x)) (2.69)
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En palabras, la imagen se deforma poco a poco en cada instante. En este sentido, existe un
difeomor�smo para cada instante de tiempo. El problema de encontrar una gran deformación,
se ha traducido en encontrar la solución a una ecuación diferencial. Es necesario añadir la
condición inicial ϕt=0 (x) = x, pues se parte de una de las imágenes, y se deforma para
convertirse en la segunda. Conviene efectuar un pequeño cambio de notación.

dφ(x, t)

dt
= v(φ(x, t), t) φ(x, t = 0) = x (2.70)

La misma ecuación puede ser más clara en su forma integral, pues partiendo de la iden-
tidad, el difeomor�smo φ evoluciona en el tiempo acorde a lo indicado por el campo v.

φ(x, t) = x+

ˆ t

0

v(φ(x, τ), τ)dτ (2.71)

En este sentido, la incógnita del problema es la función v, una vez encontrada, es natural
el cálculo del difeomor�smo φ. Ahora, encontrar una función v (x, t) que resuelva el problema,
es una tarea compleja. En el presente trabajo se simpli�cará el problema, asumiendo que el
campo vectorial v no depende el tiempo. Por lo que las ecuaciones 2.70 y 2.71 se transforman
en 2.72 y 2.73.

dφ(x, t)

dt
= v(φ(x, t)) φ(x, t = 0) = x (2.72)

φ (x, t) = x+

ˆ t

0

v(φ(x, τ))dτ (2.73)

Este caso particular se conoce como caso estacionario y permite encontrar una solución de
manera más simple. Se asume entonces que un campo v estacionario proporciona la generali-
dad su�ciente para resolver el problema. Conviene destacar que la ecuación 2.72 no permite
encontrar cualquier deformación, pues se busca solo en aquella familia de difeomor�smos
generados a través de un campo vectorial estacionario.

Por otro lado, el caso general, con v = v (x, t), es llamado dependiente del tiempo o simple-
mente no-estacionario. Existen distintas estrategias desarrolladas para tratar este problema,
pero dada su di�cultad, es simplemente omitido del presente trabajo.

En [5] se presentan distintos enfoques para resolver este problema (caso estacionario). En
particular, se considerará el llamado método Euler de avance2, cuya formulación (ecuación
2.74) corresponde a una evolución temporal de la función difeomor�smo.

φ (x, t+ dt) = φ (x) + v (φ (x, t)) dt (2.74)

Donde φ (x, 0) = x y dt = 1
T
. Este método posee dos grandes ventajas: la precisión

puede ser controlada con el número de pasos T (el cual puede ser arbitrariamente grande), y

2en literatura, referenciado como Forward Euler Method.

28



segundo, solo es necesario interpolar el campo vectorial v. Otros métodos requieren interpolar
el difeomor�smo, lo que añade complejidad en la implementación, y por lo tanto, se está mas
propenso a errores [5].

Como se trata de una aproximación numérica, es necesario asegurar que φ permanezca
en el dominio Ω, por lo cual, se requiere que el campo v sea nulo en la frontera del dominio
(ecuación 2.75). La consecuencia directa de esta restricción, es que no habrá deformación
en la frontera (ecuación 2.76) y por lo tanto, se asumirá que las imágenes solo presentan
variaciones en su interior.

v (x) = 0 ∀x ∈ ∂Ω (2.75)

φ (x) = x ∀x ∈ ∂Ω (2.76)

Para el caso particular de aplicación en imágenes estéreo, los bordes serán distintos, por lo
que este último supuesto, en general no se cumple. De hecho, exclusivamente en los bordes,
se visualizarán elementos que no están presentes en la imagen vecina (las cámaras están
trasladadas horizontalmente). Para resolver este problema, se propone una etapa previa de
recorte, con tal de lograr una vista sólo de las zonas comunes. Sin embargo, debido a la
perspectiva, conseguir imágenes con bordes iguales no siempre es posible, por lo que en
muchos casos, los resultados serán inválidos en los límites de las imágenes.

2.3.3. Un problema de optimización

Se dispone de una ecuación diferencial (ecuación 2.72) genérica para un campo v ∈
C1(Ω,Rk) que garantiza la obtención de un difeomor�smo. El problema es encontrar el di-
feomor�smo φ que mejor relaciona un par de imágenes I1 e I2, por lo tanto, es necesario
determinar un campo v que cumpla este objetivo en la ecuación diferencial. De esta forma, se
propone un funcional de energía, cuyo objetivo sea encontrar el campo (y consecuentemente
el difeomor�smo), la ecuación 2.72 se interpreta simplemente como una restricción.

F = Fsim(I1, I2, φ) + αFreg(φ) (2.77)

El funcional F se ha descompuesto en 2 términos con distintos propósitos. Fsim o funcional
de similitud, intenta efectuar la correspondencia (o matching) entre ambas imágenes. Por
otro lado, Freg o funcional de regularización, penaliza el comportamiento no deseado del
difeomor�smo φ, típicamente asegura que φ sea lo su�cientemente suave y no muy distinto a
la identidad [25].

Como funcional de similitud típicamente se escoge una métrica de distancia, un ejemplo
natural es el error cuadrático medio o norma L2 entre una imagen y la segunda imagen
deformada. Por otro lado, como funcional de regularización, es posible escoger alguna norma
Sobolev sobre el campo vectorial o difeomor�smo. Las tablas 2.1 y 2.2 presentan algunos
ejemplos de funcionales de similitud y regularización respectivamente.
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Métrica Funcional

Norma L2 FsimL2 =

ˆ
Ω

(I1(x)− I2(φ(x)))2 dx

Norma L1 FsimL1 =

ˆ
Ω

|I1(x)− I2(φ(x))| dx

Tabla 2.1: Posibles funcionales de similitud.

Métrica Funcional

Energía de v Freg =
´

Ω
(v (x))2 dx

Energía del laplaciano de v Freg =
´

Ω
(4v (x))2 dx

Tabla 2.2: Posibles funcionales de regularización.

Es posible mezclar varios funcionales, sin embargo, cada uno de ellos debe ser apropia-
damente calibrado, es decir, ponderado correctamente de forma tal que se logre un buen
efecto de deformación, mezclando similitud y regularización. La idea es estructurar ambos
funcionales de forma que se posea un mínimo global. En estas condiciones, es posible resolver
el problema de optimización mediante el método del gradiente.

vk = vk−1 − δdF
k−1

dv
(2.78)

Hecho esto, el cálculo de la deformación, es directo a través de la ecuación 2.74. Solo
resta agregar una situación inicial al campo v, como se trata de dos imágenes relativamente
similares, no se esperan grandes deformaciones. En este sentido, la condición inicial puede
ser una función nula, indicando que en un primer caso, no habrá deformación.

v0 = 0 (2.79)

Es interesante notar que se tiene un problema de optimización global, sin embargo, su
efecto ataca localmente en cada parte de la curva que de�ne v. Acorde a la magnitud del
gradiente del funcional, la curva se desviará en mayor o menos magnitud del valor que posea
en la iteración anterior. Destaca además que se vuelve esencial la calibración del parámetro
δ, la cual controlará la velocidad de convergencia del algoritmo.

2.4. B-splines

2.4.1. Introducción

Las splines son polinomios por trozos, los que se unen suavemente. Los puntos de unión
son llamados nodos (o knots en inglés). Para una spline de grado n, cada segmento es un
polinomio de grado n − 1, lo que sugiere que se necesitan n coe�cientes para de�nir cada
trozo de curva. Sin embargo, existen n − 1 restricciones de continuidad y suavidad para la
spline y sus derivadas, lo que deja solo un grado de libertad por segmento. En este trabajo
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solo se considerarán splines con nodos uniformemente espaciados, pensando que se utilizarán
para interpolar o representar una imagen.

Una spline cualquiera, puede ser caracterizada de manera única en términos de una ex-
pansión B-spline3.

s(x) =
∑
k∈Z

c[k]βn(x− k) (2.80)

Donde βn de�ne una base B-spline de orden n (ver ecuaciones 2.81 y 2.82). De esta forma,
los coe�cientes c[k] ponderan la B-spline de orden n trasladada en k.

βn(x) = β1 ∗ βn−1(x) ∀x ∈ R (2.81)

β1(x) =

{
1 x ∈

[
−1

2
, 1

2

)
0 ∼ (2.82)

De las de�niciones anteriores4, destaca que la B-spline solo posee valores no nulos en
el intervalo

[
−n

2
, n

2

)
. Se dice entonces que es de soporte compacto5 y se nota suppβn(x) =[

−n
2
, n

2

)
.

La �gura 2.15 muestra las B-splines desde el orden n = 1 hasta n = 4. Es claro además que
presentan continuidad siendo de clase Cn−1. Usando un orden superior, se obtienen mejores
condiciones de suavidad, pero se agranda el soporte de la B-spline.

Se de�ne además la B-spline ensanchada en m como muestra las ecuación 2.83. Esta
de�nición permite trabajar con muestras equiespaciadas a intervalos de largo m. De esta
forma, ya no es necesario disponer de datos a distancia unitaria.

βnm(x) = βn
( x
m

)
∀x ∈ R (2.83)

Por último, se de�ne también la versión discreta de la misma, como una simple evaluación
de βnm en un punto entero.

bnm[k] = βnm(k) ∀k ∈ Z (2.84)

3I.J. Schoenberg, �Contribution to the problem of aproximation of equidistant data by analytic functions�
Quart. Appl. Math., vol. 4, pp. 45-99, 112-141, 1946.

4 Dependiendo de la bibliografía, algunas veces se de�ne como bspline base (el rectángulo) β0 en vez de
β1. También pueden de�nirse de manera no centrada.

5Se dice que una función es de soporte compacto, si la adherencia del conjunto donde la función no es
nula, es cerrado y acotado.
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Figura 2.15: Bases B-splines de orden 1 a 4.

2.4.2. Propiedades

El uso de B-splines presenta varias propiedades y características interesantes, a continua-
ción se enumeran algunas de ellas.

1. Derivada de una base B-spline de orden n.

dβn

dx
= βn−1

(
x+

1

2

)
− βn−1

(
x− 1

2

)
(2.85)

2. La segunda derivada de una B-spline de orden n, puede ser expresada como la siguiente
convolución continua:

d2βn (x)

dx2
= d2 (x) ∗ βn−2 (x) (2.86)

Donde d2 se de�ne como el laplaciano discreto.

d2 (x) = δ (x+ 1)− 2δ (x) + δ (x− 1) (2.87)

3. Integral de una B-spline de orden n.

ˆ x

−∞
βn (x) dx =

+∞∑
k=0

βn+1

(
x− 1

2
− k
)

(2.88)

4. Una B-spline de orden n, tiene soporte
[
−n

2
, n

2

)
.
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5. Paridad.

βn (x) = βn (−x) (2.89)

6. La convolución de 2 B-splines de distinto orden, genera una nueva B-spline de orden
igual a la suma.

βn (x) ∗ βm (x) = βn+m (x) (2.90)

2.4.3. Evaluando una B-spline

Con �nes de optimizar el tiempo de cómputo del valor de una función de�nida en base a B-
splines, conviene implementar directamente las bases, sin que se requieran pasos intermedios
de convolución. La tabla 2.3 presenta expresiones analíticas para las bases B-spline de orden
1 a 4.

Orden βn

1 β1 (x) =

{
1 x ∈ [−0.5, 0.5)
0 ∼

2 β2 (x) =


1 + t x ∈ [−1, 0)
1− t x ∈ [0, 1)

0 ∼

3 β3 (x) =


t2

2
+ 3t

2
+ 9

8
x ∈ [−1.5,−0.5)

3
4
− t2 x ∈ [−0.5, 0.5)

t2

2
− 3t

2
+ 9

8
x ∈ [0.5, 1.5)

0 ∼

4 β4 (x) =



t3

6
+ t2 + 2t+ 4

3
x ∈ [−2,−1)

− t3

2
− t2 + 2

3
x ∈ [−1, 0)

t3

2
− t2 + 2

3
x ∈ [0, 1)

− t3

6
+ t2 − 2t+ 4

3
x ∈ [1, 2)

0 ∼

Tabla 2.3: Bases B-spline de orden 1 a 4.

Gracias a la característica de soporte compacto, para efectuar la evaluación de un punto
arbitrario x, solo se debe evaluar un número de funciones base igual al orden utilizado, y
estos, ponderarlos adecuadamente. En este sentido, para lograr un buen rendimiento, conviene
determinar el nodo más cercano a x de forma previa, y así evaluar solo las bases que in�uyen
en el cálculo. Es útil discriminar entre los casos par e impar:

Si el orden de las B-splines es par, la base posee un soporte que comienza y termina en
un número entero. Por esta razón, sirve encontrar el nodo i entero inferior más cercano
al x arbitrario, y a la vez calcular un ε = x− i que estará en el intervalo [0, 1).
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Ahora, si se trata de un orden impar, el soporte de la base comienza y termina justo en
el punto medio entre dos nodos consecutivo. En estas condiciones, conviene encontrar
simplemente el nodo j más cercano al valor de x, y al mismo tiempo, calcular un
δ = x− j perteneciente al intervalo [−0.5, 0.5).

La �gura 2.16 muestra la evaluación de funciones B-spline de ordenes 2 y 3, ilustrando la
diferencia entre ambos casos. Por ejemplo, observando la �gura, si se quiere evaluar x = 6.7
en ambos casos, entonces se calcula (i, ε) = (6, 0.7) para el caso de orden 2, y (j, δ) = (7,−0.3)
cuando el orden es 3. La tabla 2.4 presenta analíticamente las expresiones a evaluar para las
curvas de distinto orden a partir de los pares (i, ε) y (j, δ) ya determinados.

Figura 2.16: Evaluación de funciones B-splines para ordenes 2 y 3.

Orden Evaluación

1 f (x) = c [j]
2 f (x) = c [i] β2 (ε) + c [i+ 1] β2 (ε− 1)
3 f (x) = c [j − 1] β3 (δ + 1) + c [j] β3 (δ) + c [j + 1] β3 (δ − 1)
4 f (x) = c [i− 1] β4 (ε+ 1) + c [i] β (ε) + c [i+ 1] β4 (ε− 1) + c [i+ 2] β4 (ε− 2)

Tabla 2.4: Evaluando una función B-spline.

El cómputo de las derivadas también aprovecha la característica de soporte compacto.
Utilizando los mismos valores (i, ε) y (j, δ), basta con efectuar operaciones en los coe�cientes,
y luego evaluar una cantidad reducida de bases B-spline de un orden inferior. La tabla 2.5
presenta las expresiones para evaluar las funciones B-spline de órdenes 1 a 4 (por simplicidad,
se omiten las discontinuidades para la derivada del orden 1).

2.4.4. Interpolación

Se tiene una secuencia de puntos s[k] equiespaciados en k. Se quiere encontrar una expre-
sión f(x) continua de forma que se cumpla f(x = k) = s[k] y determinadas condiciones de
suavidad. El problema a abordar se re�ere a encontrar los coe�cientes c[k] que ponderan las
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Orden Derivada

1 df(x)
dx

= 0

2 df(x)
dx

=
(
c [i+ 1]i+1 − c [i]i

)
β1 (ε− 0.5)

3 df(x)
dx

= (c [j]− c [j − 1]) β2 (δ + 0.5) + (c [j + 1]− c [j]) β2 (δ − 0.5)

4
df(x)
dx

= (c [i]− c [i− 1]) β3 (ε+ 0.5) + (c [i+ 1]− c [i]) β3 (ε− 0.5)
+ (c [i+ 2]− c [i+ 1]) β3 (ε− 1.5)

Tabla 2.5: Evaluando la derivada de una función B-spline.

bases B-spline de forma tal que la función resultante pase exactamente por lo puntos dados
de s[k].

Para el caso de n = 1 y n = 2, el problema es trivial, dado que los coe�cientes pueden ser
los mismos valores de s[k]. Cuando se considera n = 1 se está interpolando con rectángulos,
mientras que con n = 2 se interpola linealmente entre cada par de puntos. La simpleza de
estos casos particulares, se debe a que la amplitud de las bases es menor a 2 y cada B-spline
no in�uye con la B-spline vecina. Sin embargo, esto no ocurre para los órdenes superiores,
como se muestra en la �gura 2.15.

La ecuación 2.80 debe cumplirse para los valores conocidos s[l], resultando la expresión:

s[l] =
∑
k∈Z

c[k]βn(l − k) (2.91)

Como βn solo se está evaluando en valores enteros, es posible cambiarla por su versión
discreta bn1 , resultando la ecuación 2.92, lo que corresponde a una convolución discreta.

s[l] =
∑
k∈Z

c[k]bn1 [l − k] = (c ∗ bn1 )[l] (2.92)

s = c ∗ bn1 (2.93)

Siendo B(z) la transformada Z de bn1 [k], entonces, 1
B(z)

es la transformada Z de una

función f [k] tal que bn1 ∗f [k] = 1. Gracias a esta característica, f [k] es llamada (bn1 )−1. Luego,
la solución de los coe�cientes c[k] puede ser formulada según la ecuación 2.94. Este proceso
de cálculo es conocido como �ltrado inverso, y es abordado en la sección 2.4.5.

c = s ∗ (bn1 )−1 (2.94)

Por otro lado, es posible obtener una expresión análoga a 2.80 pero utilizando como
coe�cientes los s[k] conocidos, y una base distinta de las B-spline βn. La expresión es:

s(x) =
∑
k

s[k]ηn(x− k) (2.95)
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Para llegar a esta expresión, se debe proceder como sigue, partiendo desde la ecuación
2.80.

s(x) =
∑
k

(
s ∗ (bn1 )−1) [k]βn(x− k) (2.96)

s(x) =
∑
k

(∑
l

s[l] (bn1 )−1 [k − l]

)
βn(x− k) (2.97)

s(x) =
∑
l

s[l]
∑
k

(bn1 )−1 [k − l]βn(x− k) (2.98)

Haciendo el cambio de variable discreta j = k − l ⇒ k = j + l, se obtiene:

s(x) =
∑
l∈Z

s[l]
∑
j∈Z

(bn1 )−1 [j]βn(x− l − j) (2.99)

Finalmente, se de�ne:

ηn(x) =
∑
k∈Z

(bn1 )−1 [k]βn(x− k) (2.100)

Con lo que reemplazando en la ecuación 2.99, se obtiene la expresión 2.95. ηn se conoce
como función interpoladora o B-spline cardinal [20] debido a que vale 1 cuando se evalúa
en x = 0 y vale 0 en cualquier otro número entero. Esta función es similar a la famosa
función sinc (x) = sin(x)

x
(ver �gura 2.17). A pesar de la ventaja de no requerir un cómputo

de coe�cientes, no son muy utilizadas dado que su evaluación es lenta al tener un soporte
más amplio.

Figura 2.17: B-spline cardinal de orden 4. [20]
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2.4.5. Filtrado inverso

La ecuación 2.94 permite calcular los coe�cientes de la B-spline para determinados valores
de la señal. Sin embargo, esto parte del supuesto donde se conocen los valores de la señal
discreta (bn1 )−1.

Como bn1 es un �ltro FIR
6, el llamado �ltro directo B-spline (bn1 )−1 es un sistema que puede

ser implementado muy e�cientemente usando una combinación en cascada de �ltros recursi-
vos, siendo uno causal y otro anti-causal [21, 23]. Este algoritmo es estable numéricamente y
es más rápido y fácil de implementar que cualquier otra técnica numérica [20].

Supongamos un �ltro FIR de segundo orden a[k] cuya transformada Z es A(z). Es posible
encontrar la siguiente descomposición:

A(z) = α

(
1

1− z1z−1

)(
−z1

1− z1z

)
(2.101)

Donde z1 es la raíz de A (z). Basándose en esta descomposición, se extraen las ecuaciones
de diferencias 2.102. Luego, efectuando solo 2 multiplicaciones y 2 adiciones por cada muestra,
se obtiene la señal resultante del �ltrado inverso.

c+[k] = s[k] + z1c
+[k + 1]

c−[k] = z1(c−[k + 1]− c+[k])
(2.102)

Dado que un �ltro de orden superior puede ser descompuesto como la acción en cascada
de varios �ltros de orden 2, el procedimiento explicitado aplica en cualquier orden, basta con
determinar sus raíces y la constante de multiplicación. De esta forma, se aplica un �ltrado
inverso de orden 2 para cada una de las raíces. La tabla 2.4.5 presenta las raíces y funciones
de transferencia de los �ltros B-splines directos hasta el orden 8.

6del inglés Finite Impulse Response
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Orden Filtro B-spline directo α Polos

1 1 1 -
2 1 1 -
3 8

z+6+z−1 8 z1 = −0.171573

4 6
z+6+z−1 6 z1 = −0.267949

5 384
z2+76z+230+76z−1+z−2 384

z1 = −0.361341
z2 = −0.0137254

6 120
z2+26z+66+26z−1+z−2 120

z1 = −0.430575
z2 = −0.0430963

7 46080
z3+722z2+10543z+23548+10543z−1+722z−2+z−3 46080

z1 = −0.488295
z2 = −0.0816793
z3 = −0.00141415

8 5040
z3+120z2+1191z+2416+1191z−1+120z−2+z−3 5040

z1 = −0.53528
z2 = −0.122555
z3 = −0.00914869

Tabla 2.6: Funciones de transferencia y polos de Filtros B-splines directos de orden 1 a 8

2.4.6. Condiciones de borde

Las ecuaciones y de�niciones anteriores asumen una señal discreta de entrada de largo
in�nito, esto es, de�nida en todo Z. En la práctica, solo se posee un tramo �nito de la señal.
En este sentido, es necesario extrapolar la señal hacia valores no de�nidos inicialmente.

Una alternativa sería asumir un valor nulo para todo índice no de�nido. Otra opción es
asumir que la señal se re�eja como un espejo en cada extremo, el re�ejo puede ser a partir de
la primera muestra o desde la segunda, estas condiciones son referenciadas como FSMC7 y
HSMC8, respectivamente. En [13] se tratan distintas formas de extrapolar los datos presentes
en una señal �nita.

FSMC permite simular un borde mas suave, pues, dado que hay una muestra repetida,
se impone implícitamente una derivada cero en el borde. Por otro lado, HSMC involucra un
quiebre algo más abrupto, pero aún así, menor al producido en el caso de rellenar con ceros.
Para el caso unidimensional, estas condiciones son ilustradas por la �gura 2.18. En el presente
trabajo se utilizan las condiciones de borde de tipo FSMC.

7del inglés Full Sample Mirror Condition
8del inglés Half Sample Mirror Condition
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Figura 2.18: Distintas condiciones de borde de extrapolación.
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Capítulo 3

Implementación

3.1. Descripción general

El problema completo involucra varias partes, las que van desde la calibración de la
cámara estéreo, hasta la generación del mapa de profundidad. De esta forma, se estructuró
un sistema de módulos independientes para atender cada una de las tareas que se necesita
realizar. En concreto, estos módulos son:

Calibración de una cámara: Se trata la obtención de los parámetros intrínsecos
de cada cámara independientemente. Estos parámetros son guardados en archivos para
su posterior uso.

Calibración estéreo: Se obtienen los parámetros tanto intrínsecos como extrín-
secos entre ambas cámaras. Pueden o no utilizarse parámetros de partida obtenidos
independientemente con el módulo de calibración anterior.

Recorte y alineación: Las imágenes recti�cadas con los parámetros del módulo de
calibración estéreo pueden poseer distintas dimensiones y una traslación natural del
fondo presente en la imagen. Este módulo permite al usuario alinear y recortar apro-
piadamente las imágenes, igualando bordes y preparándolas para la etapa de registro
no rígido.

Filtrado de las imágenes: Este módulo permite aplicar varias opciones �ltrado y
reducción vertical. El objetivo es facilitar el trabajo del posterior registro.

Registro no rígido: Tomando como entrada dos imágenes ya pre-procesadas, se
determina la deformación �la por �la de la imagen. En particular, se obtiene el despla-
zamiento horizontal asociado a cada �la de la imagen izquierda.

Generación de mapa de profundidad: Teniendo el registro, la información de
alineación y los parámetros de la cámara estéreo, este módulo es capaz de generar
tanto un mapa de disparidad, como de profundidad.

40



Visualización de deformación por fila: Un simple pero útil programa que permi-
te visualizar las curvas originales y deformadas de cada �la, así como también observar
y contrastar con la función de deformación resultante.

La descripción del sistema completo queda dado por el diagrama de bloques presentado en
la �gura 3.1. Por otro lado, los módulos de calibración pueden ser esquematizados indepen-
dientemente, y se presentan en las �guras 3.2 y 3.3.

Figura 3.1: Diagrama de bloques del sistema.

Figura 3.2: Diagrama para módulo de calibración.

Figura 3.3: Diagrama para módulo de calibración estéreo.

Los distintos módulos hacen uso de distintas componentes de software, las que son citadas
en 3.2. El eje principal del trabajo se re�ere a la implementación del registro no rígido entre
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las imágenes estéreo, por esta razón, para este módulo se desarrolla una sección completa
detallando su implementación desde un punto de vista teórico (sección 3.4). Para el resto
de los módulos, se hace uso de las funciones provistas por la librería OpenCV (y otras), por
lo que no son tratados en profundidad, la teoría tras estas funciones ya se ha descrito en
el marco teórico. Por último, en la sección 3.5, describe en detalle las entradas, salidas y
funcionalidades de cada uno de los módulos del sistema completo.

3.2. Plataformas utilizadas

Para el desarrollo del presente trabajo se utilizaron varias plataformas de software libre,
en particular:

Lenguaje de programación C++, con las librerías OpenCV 2.3.01 y Boost 1.48.02.

Lenguaje de programación Python 2.7, con las librerías Numpy y Matplotlib3.

IDE Eclipse Indigo, con los plugins CDT y PyDev4.

Casi todo el sistema se implementa sobre C++, dejando solo el módulo de visualización por
línea en Python/Matplotlib, dado la facilidad para generar grá�cos. Todos los módulos en
C++ son accesibles a través de un único programa ejecutable, el cual recibe como entrada
un archivo con los distintos parámetros necesarios.

3.3. Limitaciones

Al utilizar dos imágenes provenientes desde distintas cámaras, a pesar de que correspon-
dan a un mismo lugar y sean capturadas al mismo tiempo, pueden presentar considerables
diferencias: distintas escalas de color, distintas re�exiones especulares, una imagen puede ser
más borrosa que la otra, etc. En el presente trabajo se buscan correspondencias basándose
exclusivamente en el color de los píxeles, por lo que se vuelve necesario asumir lo siguiente:

Las imágenes solo presentan objetos opacos.

Ambas imágenes presentan la misma escala de color.

Las imágenes son enfocadas de igual forma.

1OpenCV (de Open Computer Vision) es una librería de visión arti�cial originalmente desarrollada por
Intel.

2Boost es un conjunto de librerías preparadas para extender las capacidades del lenguaje de programación
C++.

3Numpy y Matplotlib permiten trabajar en Python de manera similar a Matlab.
4Los plugins CDT y PyDev permiten utilizar Eclipse como IDE de programación para C++ y Python.
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El no cumplimiento de estas condiciones puede producir correspondencias erróneas. Ahora,
es posible sobrellevar estas di�cultades añadiendo un pre-procesamiento de las imágenes, que
se encargue, por ejemplo, de normalizar los histogramas de color o de aplicar algún algoritmo
de compensación de iluminación.

Por otro lado, se considera un valor en escala de grises, este se calcula como el promedio
simple de las 3 capas de color de la imagen. Esta restricción puede ser fácilmente eliminada,
pues basta con calcular los funcionales para cada una de las tres capas, y luego sumarlos
para obtener un funcional total. Utilizar un mayor número de capas de color proporciona
mayor información, lo que en de�nitiva, generará mejores resultados, pero a un mayor costo
de cómputo.

El trabajo se limita a efectuar las etapas de calibración utilizando funciones de la librería
OpenCV 2.3.0. Se considerará el caso particular de las cámaras alineadas paralelamente y
con el mismo plano de imagen. Se añade esta restricción para estimar de mejor forma los
parámetros de calibración, pues resultados previos para con�guraciones más generales no
han sido satisfactorios. Esta con�guración permite centrarse en el registro no rígido de las
imágenes binoculares, independizándose de la etapa previa de calibración.

3.4. Implementación teórica de registro no rígido

Se tienen 2 imágenes estéreo, y se quiere encontrar correspondencias entre ambas imá-
genes. Como se mencionó en el marco teórico (sección 2.2.5), existen múltiples formas de
abordar este problema. El presente trabajo interpreta las correspondencias como la defor-
mación de una de las imágenes, en particular, la imagen derecha se deformará con tal de
igualarse a la imagen izquierda. Por lo tanto, se debe calcular esta función de deformación,
la que en particular será interpretada como un difeomor�smo.

3.4.1. Mecanismo de solución

Para imágenes tomadas desde cámaras perfectamente alineadas binocularmente, las co-
rrespondencias se encontrarán en las mismas �las de la imágenes, en otras palabras, solo
se esperan variaciones horizontales. En este contexto, el problema es tratado línea a línea,
considerándose entonces un enfoque unidimensional.

Acorde a la sección 2.3.2, se debe encontrar un campo vectorial v que garantice que la
ecuación diferencial 2.72 genere un difeomor�smo que transforme una imagen en la otra. Lo
que se logra formulando un funcional a minimizar (ecuación 2.77), el cual depende tanto de
las imágenes estéreo, como del difeomor�smo utilizado. En esta línea, y si el funcional es
correctamente de�nido, es posible utilizar el método del gradiente para encontrar el campo v
(ecuación 2.78), y posteriormente calcular el difeomor�smo φ (ecuación 2.74). Este mecanismo
de solución es llamado método de Euler de avance.

Se vuelve necesario de�nir una formulación de v que permita representar prácticamente
cualquier curva. Como se trata de dos imágenes tomadas desde posiciones cercanas, se espera
que las variaciones entre una y otra sean pequeñas, y con variaciones locales. En el problema
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de imágenes estéreo, según la distancia a la que el objeto se encuentre desde las cámaras,
su posición horizontal variará en mayor o menor medida. De esta forma, el fondo, debiera
quedar prácticamente estático.

Para manejar curvas analíticas se dispone de varias técnicas, como la descomposición en
series de Fourier y las B-splines. En particular, en este caso se escogen las B-splines gracias a
sus propiedades de soporte compacto, por lo que para representar variaciones locales, solo se
modi�carán los coe�cientes de la función B-spline asociados a esa zona, quedándose inmóvil
el resto de los nodos.

v(a, x) =
N−1∑
i=0

a [i] βn(x− xi) (3.1)

Se requiere �jar un orden n y una cantidad N de nodos para las B-splines a utilizar. En
la medida de utilizar un mayor orden, se ensancha el soporte de las funciones base, pero se
adquieren mejores condiciones de suavidad (acorde a lo discutido en la sección 2.4.1). Por
otro lado, una mayor cantidad de nodos permitirá representar curvas de mayor complejidad,
pero se añade costo computacional al tener que calcular una mayor cantidad de coe�cientes.
Para el presente trabajo, se utilizarán B-splines cúbicas, lo que acorde a la de�nición dada
por las ecuaciones 2.81 y 2.82, equivale a utilizar n = 4. A su vez, se realizarán pruebas para
distintas cantidades de nodos.

Como el campo v se de�ne en términos de un conjunto de coe�cientes {a [i]}i=1..N , y luego
φ se calcula en términos de v, por claridad, se notará esta dependencia en los argumentos de
las funciones. De esta forma, se tiene que: φ = φ (a, x, t) y v = v (a, x) .

Al de�nir el campo v en base a B-splines, la ecuación 2.78 se convierte en 3.2. En otras
palabras, se deben actualizar iterativamente los coe�cientes a [i] que de�nen el campo. La
expresión 3.2 involucra la derivada del funcional respecto de los coe�cientes, por lo que es
necesario calcular dicha derivada en cada caso.

a [i]k = a [i]k−1 − α∂Fk−1

∂a[i]
∀i ∈ {0, ..., N − 1} (3.2)

Primero se describen los funcionales a utilizar (sección 3.4.2), y luego se detallan los
mecanismos de discretización y cálculo de sus gradientes (secciones 3.4.3 y 3.4.4). Como
la formulación teórica puede ser un tanto compleja, el algoritmo de cómputo completo se
sintetiza en 3.4.5.

3.4.2. Formulación de funcionales

Es necesaria la formulación de un buen funcional que permita determinar el campo v de
forma correcta. Como se ha explicado en 2.3.3, este funcional puede ser descompuesto en
similitud y regularización.
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3.4.2.1. Funcionales de similitud

El funcional de similitud intenta minimizar el error existente entre la imagen original y la
segunda imagen deformada, en este sentido, puede ser bien descrito basándose en la diferencia
I1(x) − I2(φ(x)). Por lo tanto, se adopta una formulación general dada por la ecuación 3.3,
donde f corresponde a una función de penalización.

Fsim =

ˆ 1

0

f (I1(x)− I2(φ(a, x))) dx (3.3)

Algunas posibilidades para f son las normas L2 y L1 (ecuaciones 3.4 y 3.5). Sin embar-
go, la norma L1 no posee una derivada continua, por lo que puede no presentar un buen
comportamiento al intentar optimizar utilizando el método del gradiente. De esta forma, se
plantea un métrica alternativa, la cual es llamada L1A o L1 ajustada (ecuación 3.6), donde
se ha incorporado un parámetro λ que suaviza el abrupto quiebre que presenta la norma L1

en cero. Mientras mayor sea el parámetro λ, se tendrá una curva de mayor suavidad en torno
a cero. La �gura 3.4 presenta curvas características de estos tres funcionales.

fL2 (s) = s2 (3.4)

fL1 (s) = |s| (3.5)

fL1A (s) =
√
s2 + λ2 (3.6)
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Figura 3.4: Funciones base de los funcionales de similitud y sus derivadas. (λ = 0.1)

La diferencia fundamental entre L1 y L2, es en cuanto se penalizan los valores lejanos a
la tendencia general. En L2, un valor lejano ejerce una gran fuerza sobre el valor resultante
(ponderación cuadrática); mientras que en L1 el valor in�uye, pero en menor medida que
en L2 (ponderación lineal). En este sentido, la norma L2 castiga de manera importante
los puntos lejanos, moviendo más rápidamente los coe�cientes que de�nen la curva en esa
sección. Las desventaja a priori, es que puede alterarse la tendencia general de la curva por
casos puntuales, como simples ruidos o pequeñas oclusiones en las imágenes.

3.4.2.2. Funcionales de regularización

Con el �n de lograr el campo vectorial mínimo, un funcional de regularización posible es
considerar la energía del mismo. En otras palabras, se buscan campos pequeños, por lo tanto,
la deformación resultante también lo será.

FregE =

ˆ 1

0

(v (x))2 dx (3.7)

Otro posible funcional es la energía del laplaciano del campo v, en este caso, se minimiza
el valor de la segunda derivada, incentivándose solo pequeñas variaciones de la curvatura de
la función. En este sentido, se opta por que las distintas partes de la curva sean lo más rectas
posibles.
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FregL =

ˆ 1

0

(
d2v (x)

dx2

)2

dx (3.8)

3.4.3. Cálculo de los funcionales de similitud

Para los funcionales de similitud, se ha considerado una expresión base dada por la ecua-
ción 3.3, con f una métrica de distancia; por lo tanto, su derivada queda genéricamente
descrita por la ecuación 3.9. Donde, para el caso de los funcionales de similitud considerados,
el valor de ∂f(s)

∂s
queda dado por las expresiones 3.10, 3.11 ó 3.12.

∂Fsim
∂a [i]

=

ˆ 1

0

df (s)

ds

∣∣∣∣
s=I1(x)−I2(φ(a,x))

·

(
− dI2 (y)

dy

∣∣∣∣
y=φ(a,x)

)
· ∂φ (a, x)

∂a [i]
· dx (3.9)

dfL2 (s)

ds
= −2s (3.10)

dfL1 (s)

ds
= sign (s) (3.11)

dfL1A (s)

ds
=

s√
s2 + λ2

(3.12)

La evaluación de la derivada de los funcionales respecto de los coe�cientes de la función
B-spline v requiere del cálculo de la integral para todo x en el dominio. De esta forma, se
requiere la evaluación en valores continuos de cada �la de la imagen (y de su derivada), requi-
riéndose una forma de interpolarlas. Existen múltiples técnicas que pueden realizar esta tarea.
Las B-splines constituyen una buena alternativa, pues permiten, dependiendo del orden, es-
tablecer interpolaciones de rectángulos, lineal, cuadrática, cúbica, etc. Se reutiliza además la
maquinaria construida para de�nir el campo v. El problema a considerar es determinar los
coe�cientes con tal de ajustarse a una señal equiespaceada discreta conocida.

Las B-splines con �nes de interpolación han sido descritas en la sección 2.4.4, por los que
los coe�cientes se obtienen simplemente por �ltrado inverso acorde a las ecuaciones recursivas
2.102 y supuestos para las condiciones de borde de extrapolación. En particular, se utilizarán
B-splines de orden 4 y condiciones de borde del tipo FSMC (ver de�nición en sección 2.4.6).
Sin perdida de generalidad, se considera Ω = [0, 1] y con X elementos equiespaciados. Los
nodos de la B-spline interpoladora serán los mismos píxeles de la imagen normalizados en
el intervalo [0, 1]. Del mismo modo se considera un intervalo de tiempo entre 0 y 1 con T
elementos.

Teniendo las imágenes representadas por B-splines, como ya se ha visto en la sección 2.4.3,
es fácil y rápido el cómputo tanto de la función misma como de su derivada (de cualquier

orden). De esta forma, es posible calcular los términos I1(x), I2(φ(a, x)) y dI2(y)
dy

∣∣∣
y=φ(a,x)

una

vez que se conozca el valor de φ(a, x) en toda la discretización espacial utilizada. Luego,
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queda pendiente el cálculo de φ(a, x) y de ∂φ(x)
∂a[i]

, para cada x de la discretización, y para cada
coe�ciente a [i] del campo vectorial, lo que es tratado en la sección 3.4.3.1.

Disponiendo de todos los elementos presentes en la expresión 3.9, la integral principal es
resuelta a través del simple método de los rectángulos. Es decir, acorde a la expresión 3.13.

∂Fsim
∂a [i]

=
1

X

X∑
x=0

{(
df (s)

ds

∣∣∣∣
s=I1(x)−I2(φ(a, xX ))

)
·

(
− dI2 (y)

dy

∣∣∣∣
y=φ(a, xX )

)
·
∂φ
(
a, x

X

)
∂a [i]

}
(3.13)

Si bien la evaluación �nal de las imágenes es discreta, el haberlas interpolado con B-
splines permite calcular la integral con mayor o menor precisión en base a la discretización
del dominio Ω considerada. A la vez, al disponer de curvas continuas para cada imagen, es
posible efectuar distintos tipos de integraciones numéricas, como el método de los rectángulos,
de los trapecios, o simpson. El caso óptimo sería aprovechar propiedades de las B-splines para
efectuar un cálculo más e�ciente, pero para priorizar tiempo de implementación, simplemente,
se considera el método de los rectángulos en una discretización relativamente �na del dominio.

3.4.3.1. Cálculo del difeomor�smo y su derivada.

Para el difeomor�smo ya se dispone de la ecuación 2.74 para establecer el cálculo. Intro-
duciendo la dependencia del conjunto de coe�cientes a se obtiene la ecuación 3.14.

φ (a, x, t) = x+

ˆ t

0

v(a, φ(a, x, τ))dτ (3.14)

Discretizando el tiempo de forma que t ∈ {0, 1, ..., T − 1}, se formula la siguiente recursión
temporal.

φ

(
a, x,

t

T

)
= φ

(
a, x,

t− 1

T

)
+

1

T
v

(
a, φ

(
a, x,

t− 1

T

))
(3.15)

φ (a, x, 0) = x (3.16)

Derivando la expresión 3.14 según el coe�ciente a [i].

∂φ (a, x, t)

∂a [i]
=

ˆ t

0

∂

∂a [i]
{v (a, φ (a, x, τ))} dτ (3.17)

∂

∂a [i]
{v (a, φ (a, x, t))} =

∂v (a, x)

∂a [i]

∣∣∣∣
x=φ(a,x,t)

+
∂v (a, x)

∂x

∣∣∣∣
x=φ(a,x,t)

∂φ (a, x, τ)

∂a [i]
(3.18)
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∂v (a, x)

∂a [i]
= βn (x− xi) (3.19)

Luego, reemplazando.

∂φ (a, x, t)

∂a [i]
=

ˆ t

0

(
βn (φ (a, x, τ)− xi) +

∂v (a, x)

∂x

∣∣∣∣
x=φ(a,x,τ)

∂φ (a, x, τ)

∂a [i]

)
dτ (3.20)

Discretizando de la misma forma que para φ se obtiene la ecuación 3.21, y �nalmente,
reagrupando términos, queda la ecuación 3.22 con la condición inicial dada en la expresión
3.23. Este último par de expresiones permite calcular por completo ∂φ

∂a[i]
.

∂φ
(
a, x, t

T

)
∂a [i]

=
∂φ
(
a, x, t−1

T

)
∂a [i]

+
1

T

(
βn
(
φ

(
a, x,

t− 1

T

)
− xi

)
+
∂v (a, x)

∂x

∣∣∣∣
x=φ(a,x, t−1

T )

∂φ
(
a, x, t−1

T

)
∂a [i]

)
(3.21)

∂φ
(
a, x, t

T

)
∂a [i]

=

(
1 +

1

T

∂v (a, x)

∂x

∣∣∣∣
x=φ(a,x, t−1

T )

)
∂φ
(
a, x, t−1

T

)
∂a [i]

+
1

T
βn
(
φ

(
a, x,

t− 1

T

)
− xi

)
(3.22)

∂φ (a, x, 0)

∂a [i]
= 0 (3.23)

3.4.4. Cálculo de los funcionales de regularización

3.4.4.1. Regularización con energía del campo v

Primero considérese el caso de FregE. Derivando respecto de a [i] se obtiene la ecuación
3.24, donde se ha utilizado que ∂v(x)

∂a[i]
= βn (x).

∂FregE
∂a [i]

= 2

ˆ
Ω

v (a, x) · βn (x− xi) dx (3.24)

∂FregE
∂a [i]

= 2

ˆ
Ω

∑
k

a [k] βn (x− xk) · βn (x− xi) dx (3.25)

∂FregE
∂a [i]

= 2
∑
k

a [k]

ˆ
Ω

βn (x− xk) · βn (x− xi) dx (3.26)
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Para una función g par es posible demostrar la siguiente propiedad:

ˆ ∞
−∞

f (x− y) g (x− z) dx = f ∗ g (z − y) (3.27)

Por lo tanto, dada la paridad de las bases B-spline, es posible formular 3.28 y luego 3.29.

∂FregE
∂a [i]

= 2
∑
k

a [k] βn ∗ βn (xi − xk) (3.28)

∂FregE
∂a [i]

= 2
∑
k

a [k] β2n (xi − xk) (3.29)

Considerando una discretización espacial equiespaciada, se tiene xi = i
m
y xk = k

m
, con m

la cantidad de elementos en que se divide el intervalo [0, 1]. Luego, como β2n se está evaluando
solo en valores múltiplos de 1

m
, puede ser intercambiada por b2n

m . Por lo tanto, la expresión
resultante se reduce a una convolución discreta entre los coe�cientes del campo vectorial y
la B-spline discreta del doble del orden.

∂FregE
∂a [i]

= 2
∑
k

a [k] b2n
m [i− k] (3.30)

∂FregE
∂a [i]

= 2 a ∗ b2n
m [i] (3.31)

3.4.4.2. Regularización con energía del laplaciano del campo v

Ahora, considerando el caso del funcional FregL. Primero nótese que el laplaciano uni-
dimensional del campo v queda dado por la expresión 3.33, y que la derivada del campo v
respecto del coe�ciente a [i] se reduce a evaluar una única base B-spline (ecuación 3.34).

∂2v (a, x)

∂x2
=
∑
k

a [k]
d2

dx2
βn (x− xk) (3.32)

∂2v (a, x)

∂x2
=
∑
k

a [k] · d2 ∗ βn (x− xk) (3.33)

∂v (a, x)

∂a [i]
= βn (x− xi) (3.34)

Donde d2 es el laplaciano discreto según la ecuación 2.87. Luego, derivando 3.8 respecto
de a [i] y reemplazando los términos conocidos.
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∂FregL
∂a [i]

= 2

ˆ
Ω

∂2v (a, x)

∂x2
· ∂

∂a [i]

{
∂2v (a, x)

∂x2

}
dx (3.35)

∂FregL
∂a [i]

= 2

ˆ
Ω

∂2v (a, x)

∂x2
· ∂

2

∂x2

{
∂v (a, x)

∂a [i]

}
dx (3.36)

∂FregL
∂a [i]

= 2

ˆ
Ω

∑
k

a [k] · d2 ∗ βn (x− xk) ·
d2

dx2
{βn (x− xi)} dx (3.37)

∂FregL
∂a [i]

= 2
∑
k

a [k] ·
ˆ

Ω

d2 ∗ βn−2 (x− xk) · d2 ∗ βn−2 (x− xi) dx (3.38)

Haciendo uso de la propiedad de�nida en la ecuación 3.27.

∂FregL
∂a [i]

= 2
∑
k

a [k] ·
(
d2 ∗ βn−2

)
∗
(
d2 ∗ βn−2

)
(xi − xk) (3.39)

∂FregL
∂a [i]

= 2
∑
k

a [k] · d2 ∗ d2 ∗ β2(n−2) (xi − xk) (3.40)

Al igual que en el caso anterior, se considera xi = i
m
y xk = k

m
, y se reemplaza la B-spline

por su versión discreta.

∂FregL
∂a [i]

= 2
∑
k

a [k] · d2 ∗ d2 ∗ b2(n−2)
m [i− k] (3.41)

Lo que no es otra cosa que un producto de convolución discreto, lográndose formular la
expresión 3.42. Notar que la señal discreta d2 ∗ d2 ∗ b2(n−2)

m puede ser calculada una única vez,
traduciéndose el proceso de cómputo en una única convolución con los coe�cientes del campo
vectorial.

∂FregL
∂a [i]

= 2 a ∗ d2 ∗ d2 ∗ b2(n−2)
m [i] (3.42)

La gran ventaja de las expresiones 3.31 y 3.42 es que calculan el valor exacto para ∂Freg

∂a[i]
,

de forma rápida (una simple convolución) y sin requerir una discretización espacial.

3.4.5. Algoritmo

El algoritmo 3.1 sintetiza la implementación a realizar.
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Algoritmo 3.1 Cálculo del difeomor�smo.
Entradas: Imágenes I1 e I2 (unidimensionales), parámetros λ, αE y αL.
Salidas: Difeomor�smo φ.

1. Etapa de inicialización.

Interpolar I1 e I2.

k = 0

a [i]0 = 0

2. Cálculo del gradiente del funcional.

Cálculo de F k
sim y ∂Fk

sim

∂a[i]
utilizando algoritmo 3.2 con ak, λ, I1 e I2.

Cálculo de
∂Fk

reg

∂a[i]
utilizando algoritmo 3.3 con ak, αE y αL.

∂Fk

∂a[i]
=

∂Fk
sim

∂a[i]
+

∂Fk
reg

∂a[i]

3. Actualizar valores.

k = k + 1

a [i]k = a [i]k−1 − α∂Fk−1

∂a[i]

4. Evaluar φ (a, x, t) ∀x ∈ Ω, ∀t ∈ {1, ..., T}.
φ (a, x, 0) = x

φ
(
a, x, t

T

)
= φ

(
a, x, t−1

T

)
+ 1

T
v
(
a, φ

(
a, x, t−1

T

))
5. Evaluar criterios de detención y, si corresponde, volver a paso 2.
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Algoritmo 3.2 Cálculo del funcional de similitud y su gradiente.
Entradas: Imágenes I1 e I2 (unidimensionales), coe�cientes a[i] ∀i ∈ {0, ..., N − 1}
Salidas: Funcional de similitud Fsim y su gradiente ∂Fsim

∂a[i]
∀i ∈ {0, ..., N − 1}.

1. Etapa de inicialización.. Ejecutar ∀x ∈ Ω,∀i ∈ {0, ..., N − 1}.
φ (a, x, t = 0) = x
∂φ
∂a[i]

(a, x, t = 0) = 0

2. Cálculo de φ y ∂φ
∂a[i]

. Ejecutar ∀t ∈ {1, ..., T} ,∀x ∈ Ω,∀i ∈ {0, ..., N − 1}.

φ(a, x, t
T

) = φ(a, x, t−1
T

) + 1
T
v(a, φ(a, x, t−1

T
))

∂φ(x, t
T

)

∂a[i]
=
(

1 + 1
T

∂v
∂x

(a, x)
∣∣
x=φ(a,x, t−1

T
)

)
∂φ
∂a[i]

(
a, x, t−1

T

)
+ 1

T
βn
(
φ
(
x, t−1

T

)
− xi

)
3. Cálculo del funcional

Fsim =

ˆ 1

0

f (I1(x)− I2(φ(a, x, 1))) dx

Si se usa norma L2, entonces f (s) = s2

Si se usa norma L1, entonces f (s) = |s|
Si se usa métrica L1A, entonces f (s) =

√
s2 + λ2

4. Cálculo del gradiente del funcional. ∀i ∈ {0, ..., N − 1}.

∂Fsim

∂a[i]
= −
ˆ 1

0

df (s)

ds

∣∣∣∣
s=I1(x)−I2(φ(a,x,1))

· dI2(y)

dy
|y=φ(a,x,1) ·

∂φ

∂a [i]
(a, x, 1) · dx

Si se usa norma L2, entonces
df(s)
ds

= 2s

Si se usa norma L1, entonces
df(s)
ds

= sign (s)

Si se usa métrica L1A, entonces
df(s)
ds

= s√
s2+λ2
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Algoritmo 3.3 Cálculo del gradiente del funcional de regularización.
Entradas: Coe�cientes a[i] ∀i ∈ {0, ..., N − 1}, ponderadores αE y αL
Salidas: Gradiente del funcional de regularización ∂Freg

∂a[i]
∀i ∈ {0, ..., N − 1}.

1. Inicializar.
∂Freg

∂a[i]
= 0

2. En caso de utilizar FregE. ∀i ∈ {0, ..., N − 1}.
∂Freg

∂a[i]
= ∂Freg

∂a[i]
+ αE · a ∗ b2n

m [i]

3. En caso de utilizar FregL. ∀i ∈ {0, ..., N − 1}.
∂Freg

∂a[i]
= ∂Freg

∂a[i]
+ αL · a ∗ d2 ∗ d2 ∗ b2(n−2)

m [i]

3.5. Descripción de módulos

3.5.1. Calibración

Como se ha descrito en la sección 2.1.2, calibración se re�ere al proceso de obtener los
parámetros intrínsecos de una cámara, esto es, la matriz de cámara M (ecuación 2.5) y el
vector de coe�cientes de distorsión ~D (ecuación 2.13). Para esta tarea, se utiliza la librería
OpenCV, la cual incorpora una funciones especiales para calibrar y obtener estos parámetros.
La implementación se limita a utilizar y dar la interfaz apropiada a estas funciones, pues el
énfasis y núcleo del trabajo se encuentra en la implementación del registro no rígido.

El módulo requiere de una serie de imágenes de un patrón de calibración tipo tablero de
ajedrez, cuyos nombres deben estar registrados en un archivo de texto. Es necesario indicar
las dimensiones del tablero utilizado, las dimensiones de las imágenes y los parámetros que
requiere la función de OpenCV. Si las imágenes poseen distinta resolución que la especi�cada
como argumento, estas son re-dimensionadas de forma previa. Como resultado, se genera un
archivo con los valores de M y ~D.

3.5.2. Calibración estéreo

Similar al módulo de calibración, se utiliza OpenCV para realizar las tareas de calibración
y recti�cación estéreo. En este caso, se requiere de las listas con las imágenes del patrón de
calibración asociadas a cada cámara; así como también las dimensiones del tablero; y la
resolución de las imágenes utilizadas. Al igual que en el caso anterior, si las imágenes poseen
distinta resolución que la especi�cada como argumento, estas son re-dimensionadas de forma
previa.

Las imágenes de los tableros deben ser correspondientes, es decir, la n-ésima imagen de
cada lista, se asocia a la misma pose del tablero vista por ambas cámaras. Si por diversas
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razones el tablero no es detectado en alguna de las vistas, el par de imágenes es simplemente
ignorado.

El módulo dispone además de la posibilidad de utilizar datos de una calibración previa,
en particular, de las matrices de cámara y vectores de distorsión. Esta información puede
utilizarse como punto de partida para un nuevo cómputo de estos parámetros, en teoría,
facilitando la optimización; o también, de forma �ja, con tal de calcular solo el resto de los
parámetros de calibración y recti�cación estéreo.

3.5.3. Recorte y alineación

Sólo una región rectangular de las imágenes recti�cadas es útil, pues los bordes se aprecian
deformados, dejando zonas son de�nir. Este módulo resuelve el problema pues recorta las
imágenes recti�cadas preparándolas para el módulo de registro.

En particular, el registro implementado necesita imágenes del mismo tamaño, por esta ra-
zón, el software da la posibilidad de recortarlas con un único rectángulo superpuesto a ambas
imágenes. Simultáneamente con la tarea de recorte, el módulo también permite trasladar una
imagen sobre la otra, de forma de alinear los fondos. El objetivo de este proceso es eliminar la
traslación simple que inevitablemente existe entre ambas imágenes, para que el cómputo del
difeomor�smo (el cual es considerablemente costoso), se centre en las diferencias no lineales.

Otro tema a considerar son los bordes de la imagen. Por construcción, el algoritmo de
registro asume que los bordes de las imágenes son iguales, imponiendo un cero en los extremos
del campo v de de deformación. Es claro que por razones de perspectiva y distancia entre
ambas cámaras, en general esto no será así. En este sentido, este módulo viene a dar el paso
necesario para validar los supuestos del difeomor�smo que se pretende encontrar. Si bien esta
etapa no es automática, constituye una pequeña ayuda para lograr mejores resultados con el
algoritmo de cómputo de la deformación.

De esta forma, el módulo de recorte y alineación, para dos imágenes de entrada cual-
quiera, y junto con los parámetros de calibración/recti�cación estéreo, permite generar dos
imágenes de igual tamaño, con los fondos alineados, y de ser posible, con bordes idénticos. La
traslación inherente entre ambas imágenes es de importancia para la posterior reconstrucción
tridimensional, por esta razón, es guardada en un archivo.

3.5.4. Filtrado de las imágenes

En vista de que el algoritmo de registro no rígido es costoso computacionalmente, este
módulo viene a simpli�car las imágenes para mejorar el proceso de registro. A través de
argumentos, el programa puede aplicar o no un �ltrado pasa-bajos y una reducción vertical.

La aplicación de �ltrado pasa bajos es natural para simpli�car las curvas asociadas a
cada línea, con este simple paso, se pretende eliminar ruido y pequeñas oclusiones que puedan
poseer las imágenes. Por simplicidad, se utiliza un mismo �ltro caja una determinada cantidad
de veces. Tanto las dimensiones del �ltro, como la cantidad de veces que se utiliza, constituyen
parámetros de entrada al módulo.
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Si las imágenes se encuentran levemente trasladadas verticalmente, se intentará encontrar
correspondencias entre líneas erróneas. Para atacar este problema, las imágenes son reducidas
verticalmente. Esto consiste en que cada línea de las imágenes �nales será el promedio de N
líneas consecutivas de las imágenes originales. Donde N es un valor ingresado por el usuario.
Esto reduce el número de �las, por lo que en de�nitiva, se disminuye el tiempo que tardará
procesar las imágenes completas. Los resultados, pueden ser interpolados para las líneas
restantes.

3.5.5. Registro no rígido

Este módulo encapsula la parte fundamental del presente trabajo, pues resuelve la ecua-
ción de difeomor�smo para cada �la de la imagen. Es importante el uso de una estructura de
B-splines, la cual se utiliza tanto para interpolar las �las de las imágenes, como para expresar
el campo vectorial incógnito del problema. El algoritmo de solución corresponde al descrito
en detalle en la sección 3.4.

El software implementado puede utilizarse para calcular tanto el registro completo de
las imágenes, como para solo una parte de ellas, incluyéndose la opción de una única línea.
El cómputo de la deformación es considerablemente lento, por esta razón se optó por ir
guardando los resultados en archivos separados �la por �la. De esta forma, se tiene un respaldo
en caso de necesitar interrumpir proceso. Del mismo modo, esta opción es útil para realizar
el registro de la imagen completa en varias etapas.

Como se ha mencionado, el algoritmo de cómputo de deformación está pensado e imple-
mentado en una dimensión, pensando en que las imágenes solo presentarán desplazamientos
horizontales. En este sentido, el registro no rígido se realiza independientemente �la por �la.
Ahora, intuitivamente, es de esperar que la imagen, en la mayoría de los casos, no varíe tanto
verticalmente. Por esta razón, los coe�cientes calculados en la �la previa debieran constituir
un buen punto de partida para el algoritmo de optimización.

El módulo toma como parámetros de con�guración: el paso de iteración; la discretizaciones
temporal y espacial; la región de las imágenes a procesar; la cantidad de nodos con los que
se de�nirá el campo v; el nombre de los archivos donde se guardará el registro; si se utiliza
algún registro anterior como punto de partida; y �nalmente, el criterio de detención.

Es posible que al utilizar un paso de iteración del método del gradiente, la solución se
aleje del mínimo global, en este sentido, se observará un aumento sostenido del valor del
funcional. En caso de detectar este aumento del funcional, el valor del paso de iteración es
disminuido a la mitad. Esta característica puede ser habilitada o no y se permite un número
máximo de adaptaciones especi�cada por el usuario.

La implementación realizada de�ne 3 criterios de parada para el método del gradiente,
estos son:

Por número máximo de iteraciones, constituyendo la causal de�nitiva de término para
conseguir resultados en un tiempo �nito.

Por convergencia del funcional, esto es, la variación relativa del funcional es demasiado
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pequeña para seguir siendo considerada.

Número máximo de adaptaciones del paso de iteración.

Los dos últimos criterios de parada pueden ser o no considerados dependiendo de los argumen-
tos dados al programa. El criterio de un número máximo de iteraciones, podría eventualmente
ser único y su�ciente, sin embargo, no existe forma de conocer a priori cuantas iteraciones
se necesitan para conseguir un buen registro. Por esta razón, en virtud de conseguir mejores
resultados, habría que dar un límite alto.

Por otro lado, el criterio de convergencia del funcional viene a ser mandatorio. Si el fun-
cional converge, se ha encontrado una solución al problema. Esto puede ocurrir en cualquier
momento, es decir, antes o después del número máximo de iteraciones. De esta forma, en
caso de converger antes, se ha logrado un ahorro en tiempo de cómputo; por otro lado, si
el algoritmo frena por número de iteraciones, se imprime una advertencia de que la defor-
mación calculada es incompleta. En un sentido estricto, la optimización sólo debiera parar
por convergencia, pero de ser así, no se tendría una limitante máximo de tiempo. Ahora,
si el funcional converge, no necesariamente corresponde al mínimo global, pudiendo haber
alcanzado alguna localidad, por lo que la solución encontrada puede ser errónea.

El módulo trabaja con unidades normalizadas, esto es, las imágenes tienen tanto ancho
unitario, como un valor normalizado en su escala de grises. El negro se asocia al valor 0.0,
y el blanco al 1.0. Como el ancho de la imagen es unitario, la función de deformación queda
también normalizada; y por lo tanto, sus valores pueden interpretarse como desplazamientos
porcentuales, siendo fácil y directa la conversión a píxeles.

Como salidas del módulo se tiene el registro de cada una de las �las consideradas. Esto es:
el valor del difeomor�smo φ asociado a cada píxel de la imagen derecha; el valor del coe�ciente
de cada nodo que caracterice al campo vectorial v; una reconstrucción de v para cada píxel;
las imágenes (1D) originales consideradas; y por último, la imagen derecha deformada.

3.5.6. Generación de mapa de profundidad

Como se ha explicado en el marco teórico, la generación del mapa de profundidad es simple
y natural una vez obtenido el mapa de disparidad (sección 2.2.6). El módulo de registro no
rígido genera la deformación φ necesaria para transformar la segunda imagen en la primera.

Para calcular el desplazamiento horizontal (o disparidad), basta con calcular la diferencia
φ (x)−x para cada �la de las imágenes completas. El módulo de registro trabaja las imágenes
con un ancho normalizado, por lo que se requiere escalar esta diferencia en un factor s
igual al ancho de las imágenes para volver a las unidades de píxeles. Por otro lado, las
imágenes fueron trasladadas de forma previa al registro, por lo que es necesario recoger esta
información y efectuar el procedimiento inverso, y así contar con el mapa de disparidad real
entre las imágenes. Se añade por tanto el o�set de la traslación inicial tx a la diferencia recién
calculada.

d = tx + s · (φ (x)− x) (3.43)
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Teniendo el mapa de disparidad correcto, solo resta proyectar cada píxel al espacio tridi-
mensional utilizando la matriz de re-proyección Q, la cual ya fue calculada en el módulo de
calibración y recti�cación estéreo.

Cuando el desplazamiento horizontal es nulo (por ejemplo en el fondo), el punto tridi-
mensional asignado queda en el in�nito, de esta forma, no es posible visualizar el mapa de
profundidad en todo el rango. Para obtener una visualización, se añade entonces un pará-
metro de distancia máxima a considerar, los valores obtenidos mas allá de este límite, se
considera que pertenecen a ese plano. Vale recordar que las posiciones de objetos muy dis-
tantes poseen menor precisión (ver sección 2.2.1) por lo que establecer un límite máximo no
actúa como restricción a las capacidades del sistema implementado.

La salida de este módulo considera los mapas de disparidad y de profundidad, ambos en
unidades métricas y en unidades de píxeles. También se reconstruyen las imágenes originales,
la segunda imagen deformada, e imágenes del error. Los mapas en unidades métricas son
almacenados en un archivos de texto.

Cabe destacar que las unidades métricas quedan de�nidas en la etapa de calibración, al
establecer la arista de cada cuadrado del tablero de ajedrez utilizado. En otras palabras, si la
arista del cuadrado mide 1 cm, y al módulo de calibración se le entrega 1, todas las unidades
métricas quedarán en centímetros, por otro lado, si se le entrega 10, las unidades quedarán
en milímetros.
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Capítulo 4

Resultados Experimentales

El sistema completo genera una gran cantidad de resultados, los que pueden ser agrupados
de la siguiente forma:

Resultados de calibración simple

Resultados de calibración y recti�cación estéreo

Registro no rígido por línea

Registro no rígido de imagen completa

Generación de mapa de profundidad

Dado que los módulos de calibración son implementados sobre funciones provistas por OpenCV,
la presentación de resultados es más bien reducida. El problema de registro es resuelto �la
a �la de la imagen, por tanto, basta con observar una línea para analizar y determinar el
desempeño del algoritmo frente a distintos parámetros. En este sentido, en una primera opor-
tunidad se presentan grá�cas para líneas claves de distintas imágenes; y luego, se presentan
imágenes completamente procesadas. Finalmente, se presentan los resultados de generación
de mapas de profundidad.

Las pruebas se realizan fundamentalmente sobre 4 imágenes: Tsukuba, Venus, Cones y
Mouse. Las 3 primeras provienen de la base de datos de Middlebury [18, 17, 16, 12] y se
presentan en la �gura 4.1. El par de imágenes Mouse son capturadas utilizando una cámara
3D Fuji�lm, el modelo particular es FinePix REAL 3D W1. La imágenes tomadas con la
cámara 3D permiten validar la recti�cación y generalizar a imágenes arbitrarias.
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Figura 4.1: Pares de imágenes estéreo y mapa de disparidad asociado.

4.1. Calibración de una cámara

4.1.1. Imágenes desde cámara 3D

Utilizando la cámara 3D, se calibran independientemente las lentes izquierda y derecha,
usando como patrón un tablero de ajedrez de 9×7 cuadros, cuya arista es de 30 mm. Aplicando
la calibración directamente sobre las imágenes originales de 3584× 2016 píxeles, se obtienen
los parámetros indicados en la tabla 4.1. Para facilitar la convergencia del algoritmo, se
asume que no hay distorsión tangencial, y que el eje principal se encuentra en el centro de
las imágenes.
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Cámara izquierda Cámara derecha

fx 4205.97 4219.39
fy 4235.83 4246.12
cx 1791.5 1791.5
cy 1007.5 1007.5
k1 -0.076100 -0.052379
k2 0.047717 0.116038

Error 1.46164 1.58864

Tabla 4.1: Parámetros de calibración cámara 3D Fuji�lm.

Por supuesto, procesar imágenes tan grandes requeriría un tiempo excesivamente elevado
en la etapa de registro. Por esta razón, las imágenes son re-escaladas a una resolución de
450×253 píxeles. Tomando estas imágenes, se obtienen los parámetros vistos en la tabla 4.2.
La �gura 4.2 presenta el par de vistas asociados a un tablero una vez corregida la distorsión.
En la �gura se observa que, si bien se efectúa una corrección sobre las imágenes, estas son
prácticamente despreciables, lo que da cuenta de la buena calidad de las cámaras utilizadas.

Cámara izquierda Cámara derecha

fx 528.00 531.07
fy 531.53 534.04
cx 224.5 224.5
cy 126 126
k1 -0.071381 -0.036360
k2 0.007077 -0.021522

Error 0.187093 0.289923

Tabla 4.2: Parámetros de calibración cámara 3D Fuji�lm con imágenes re-escaladas.
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Figura 4.2: Distorsión corregida en imágenes de cámara 3D Fuji�lm.

La medida de error presente en las tablas 4.1 y 4.2 corresponde al error cuadrático medio
calculado gracias a las esquinas interiores de los tableros. Se utiliza como referencia la posición
real de la esquina, y como valor asociado al modelo, la proyección de la misma esquina
utilizando las transformaciones estimadas con la calibración. Al tener una buena estimación
de los parámetros, ambas posiciones en píxeles debieran ser similares, por lo que la diferencia
debiese ser pequeña. Es claro que al utilizar imágenes de mayor resolución, la medida de error
aumentará, pues la distancia en píxeles aumenta, lo que se ve re�ejado en estos resultados.

4.1.2. Ejemplos de OpenCV

Con �nes de prueba del módulo, también se ejecuta la calibración utilizando las imágenes
provistas como ejemplos de OpenCV. Estas imágenes poseen una resolución de 640 × 480
píxeles y son procesadas directamente. Los valores obtenidos en este caso se presentan en la
tabla 4.3. De forma análoga al caso anterior, la �gura 4.3 presenta un par de tableros con la
distorsión corregida.

Cámara izquierda Cámara derecha

fx 540.08 542.37
fy 540.89 542.36
cx 319.5 319.5
cy 239.5 239.5
k1 -0.295377 -0.281413
k2 0.122866 0.087632

Error 0.490902 0.455966

Tabla 4.3: Parámetros de calibración para imágenes de ejemplo de OpenCV.
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Figura 4.3: Distorsión corregida en imágenes de ejemplo de OpenCV.

Se nota que las imágenes de prueba de OpenCV presentan una distorsión considerable, a
diferencia de las obtenidas con la cámara 3D. Este efecto se aprecia tanto en las tablas de
parámetros intrínsecos, como en las mismas �guras presentadas. Luego, para la cámara 3D,
una aproximación relativamente buena es considerar que las imágenes no presentan distorsión.
Por otro lado, es claro que las distancias focales horizontal y vertical (fx y fy) dependen de
la resolución de las imágenes consideradas, pues corresponden a los factores que en de�nitiva
convertirán desde píxeles a unidades métricas.

Las medidas de error en este caso se encuentran entre los valores estimados en las tablas
4.1 y 4.2, lo que concuerda con lo esperado, pues la resolución utilizada es justamente menor a
la asociada con la tabla 4.1 y mayor a la asociada con la tabla 4.2. Luego, dados los resultados
obtenidos, el módulo de calibración de una única cámara valida su correcto funcionamiento.

4.2. Calibración estéreo y recti�cación

Al igual que el módulo de calibración de cámaras independiente, en este módulo se realizan
pruebas sobre las imágenes de ejemplo provistas por OpenCV, y sobre imágenes capturadas
por la cámara 3D. Conviene mencionar, que ambos conjuntos de imágenes han sido capturadas
desde cámaras aproximadamente paralelas, por lo que los parámetros calculados deben re�ejar
este hecho (ver sección 2.2.2.5).
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4.2.1. Ejemplos de OpenCV

La �gura 4.4 muestra las imágenes de ejemplo de OpenCV recti�cadas, donde como es
de esperar, se observa que las líneas de los tableros de ajedrez se vuelven paralelas. De esta
forma, se observa que se han estimado correctamente los parámetros de calibración estéreo
y recti�cación.

Figura 4.4: Imágenes de prueba de OpenCV recti�cadas.

Los parámetros intrínsecos asociados a cada cámara se presentan en las tablas 4.4 y 4.5;
en este caso, se añaden los parámetros de recti�cación R y K. Se observa que tanto M como
~D mantienen valores similares a los obtenidos en la calibración independiente. Como estas
imágenes han sido tomadas desde cámaras aproximadamente en disposición binocular, la
matriz de rotación de la recti�cación tiende a parecerse a la identidad. Finalmente, como al
recti�car cambian las dimensiones del área útil de la imagen, este cambio se ve re�ejado en
las matrices K. En este caso, se consigue un error de 0.479446 al efectuar la re-proyección.
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Parámetros Valores

M0

 534.72 0 335.77
0 534.74 240.38
0 0 1


D0

[
−0.288464 0.076299

]
R0

 0.9999 −0.0095 0.0089
0.0095 0.9999 0.0090
−0.0090 −0.0089 0.9999


K0

 426.79 0 324.71 0
0 426.79 241.34 0
0 0 1 0


Tabla 4.4: Parámetros intrínsecos asociados a las imágenes de ejemplo de OpenCV (cámara
izquierda).

Parámetros Valores

M1

 534.72 0 334.73
0 534.74 241.67
0 0 1


D1

[
−0.278840 0.077077

]
R1

 0.9994 −0.0142 0.0307
0.0145 0.9998 −0.0087
−0.0306 0.0092 0.9994


K1

 426.79 0 324.71 −1425.27
0 426.79 241.34 0
0 0 1 0


Tabla 4.5: Parámetros intrínsecos asociados a las imágenes de ejemplo de OpenCV (cámara
derecha).

Por otro lado, los parámetros extrínsecos que relacionan ambas cámaras se pueden ver en
la tabla 4.6. Los valores de R y ~T validan la con�guración espacial de las cámaras, pues R
se asemeja a la identidad, y ~T presenta un valor solo signi�cativo en su primera componente.
Por otro lado, E tiene la forma que se espera para este caso (sección 2.2.2.5), sin embargo,
F presenta un 1.0 en la esquina inferior derecha que no corresponde, y se traduce en que las
imágenes no están alineadas verticalmente. Salvo este 1.0 erróneo, las imágenes consideradas
funcionan adecuadamente con el algoritmo de calibración proporcionado por OpenCV
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Parámetros Valores

R

 0.9997 0.0052 −0.0215
−0.0048 0.9998 0.0181
0.0216 −0.0179 0.9996


T

 −3.3375
0.0476
−0.1027


E

 0.0005 0.1019 0.0494
−0.0305 −0.0605 3.3384
−0.0314 −3.3371 −0.0593


F

 0 0 0
0 0 −0.0887

0.0004 0.0884 1


Q


1 0 0 −324.71
0 1 0 −241.34
0 0 0 426.79
0 0 −0.2994 0


Tabla 4.6: Parámetros extrínsecos asociados a las imágenes de ejemplo de OpenCV.

4.2.2. Imágenes de la cámara 3D

Para imágenes distintas de las proporcionadas por la librería OpenCV, la función de
calibración estéreo no encuentra una buena solución directamente. Se realizaron numerosas
pruebas, y una tras otra vez, los errores de re-proyección eran demasiado elevados. Las imáge-
nes se recti�caban erróneamente, visualizándose en la mayoría de los casos solo una mancha.
Se ha intentado utilizar como punto de partida los parámetros intrínsecos calculados inde-
pendientemente, pero los resultados no mejoran signi�cativamente.
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Figura 4.5: Imágenes de cámara 3D recti�cadas.

La única opción que genera resultados medianamente buenos, es estimar los parámetros
intrínsecos previamente y utilizarlos de forma �ja para la calibración estéreo. La �gura 4.5
muestra un ejemplo de recti�cación; y las tablas 4.7, 4.8 y 4.9 presentan los valores numéricos
calculados. Los parámetros se comportan de manera similar a lo visto en los ejemplos de
OpenCV, pero dado que el error de re-proyección de esta recti�cación es 34.209, son puestos
en duda. Del mismo modo, la matriz fundamental presenta el mismo valor 1 inesperado.

La arista del tablero utilizado para calibrar es de 30mm, y este valor es el utilizado, por lo
que las unidades resultantes debieran estar en milímetros. La distancia entre las lentes de la
cámara 3D utilizada es de 75mm, y dicho valor no concuerda con los 2.87mm estimados para
el vector de traslación ~T en el eje x [6, página 394]. Luego, si bien los resultados obtenidos
conservan la tendencia esperada (según análisis en sección 2.2.2.5), la medida dista de ser
precisa.

Al observar la �gura 4.5, a diferencia del caso anterior (�gura 4.4), las imágenes son trans-
formadas en mayor medida, pero manteniéndose lo esperado según el algoritmo de Bouguet
(descrito en sección 2.2.4), esto es, la rotación total es equirepartida en ambas imágenes,
disminuyendo el error de re-proyección.
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Parámetros Valores

M0

 528.00 0 224.5
0 531.53 126
0 0 1


D0

[
−0.07138 0.0070

]
R0

 0.9813 −0.0888 0.1703
0.0889 0.9960 0.0074
−0.1703 0.0078 0.9853


K0

 344.15 0 89.47 0
0 344.15 118.65 0
0 0 1 0


Tabla 4.7: Parámetros intrínsecos asociados a la cámara 3D (izquierda).

Parámetros Valores

M1

 531.07 0 224.5
0 534.04 126
0 0 1


D1

[
−0.0363 −0.0215

]
R1

 0.9625 −0.1016 0.2511
0.1015 0.9947 0.0131
−0.2512 0.0128 0.9678


K1

 344.15 0 89.47 −1026.21
0 344.15 118.65 0
0 0 1 0


Tabla 4.8: Parámetros intrínsecos asociados a la cámara 3D (derecha).
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Parámetros Valores

R

 0.9964 0.0136 −0.0828
−0.01347 0.9999 0.0027

0.0828 −0.0016 0.9965


T

 −2.8702
0.3030
−0.7490


E

 0.0150 0.7484 0.3040
−0.5085 −0.0149 2.9224
−0.2633 −2.8741 0.0171


F

 0 0.0001 0.0158
−0.0001 0 0.4096
−0.0196 −0.4156 1


Q


1 0 0 −89.4733
0 1 0 −118.6589
0 0 0 344.1582
0 0 −0.3353 0


Tabla 4.9: Parámetros extrínsecos asociados a la cámara 3D.

De esta forma, el módulo de calibración estéreo no presenta un buen desempeño, no consti-
tuyendo una solución apropiada. El problema radica en lo poco robusta de la función asociada
de OpenCV 2.3.0. En este sentido, se sugiere implementar manualmente algún algoritmo de
calibración, esperar una actualización de esta librería, o buscar otras alternativas.

4.3. Registro no rígido de una línea

En la presente sección se muestran y analizan casos particulares de líneas registradas
variando distintos parámetros. Con el �n de generar grá�cas comparables entre si, se utiliza
en la mayoría de los casos la línea 47 de las imágenes Venus1 reducidas a un cuarto de
su tamaño vertical original (promedio simple cada 4 �las consecutivas); solo en la sección
4.3.8, se utiliza la línea 40 de Tsukuba2 (también reducida a un cuarto). Para mantener un
análisis focalizado en la acción particular de determinados parámetros, en esta sección no se
da información de los otros parámetros utilizados; sin embargo, esta información es provista
en el Anexo B.

4.3.1. Interpretación de grá�cas

Los resultados para una línea son presentados en 3 grá�cas. Tómese por ejemplo la �-
gura 4.6 (a). En la grá�ca superior se presenta en verde el desplazamiento horizontal φ − x
reconstruido sobre todo el dominio de x; también se observa en rojo el campo v, destacan-
do en puntos azules cada uno de los nodos. En el grá�co central se visualizan las imágenes

1Tamaño original de imágenes Venus: 434× 383 píxeles.
2Tamaño original de imágenes Tsukuba: 384× 288 píxeles.
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originales y la deformada; en azul la imagen izquierda (I0), y en línea punteada verde la
imagen derecha (I1); por último, la línea segmentada roja corresponde a la imagen derecha
deformada (I1w), intentando igualarse a su par izquierdo. El grá�co inferior presenta el valor
del funcional de similitud sobre el número de iteraciones; conviene mencionar que este valor
puede ser interpretado como el error entre I1w e I0.

Interpretando esta misma �gura (4.6 (a)), se nota que un valor negativo en el desplaza-
miento horizontal se traduce en un movimiento hacia la derecha de la imagen I1. En este
sentido, los bordes de la imagen se deforman en gran medida, mientras que el centro perma-
nece casi inmóvil. La grá�ca central permite visualizar, en este caso, un buen calce de las
curvas. Por último, en el grá�co del funcional, se aprecia una buena tendencia, la que luego
de 250 iteraciones muestra que puede seguir disminuyendo. El caso considerado corresponde
a la línea 47 de las imágenes Venus reducidas a un cuarto, es decir, se ubica aproximadamente
en la mitad (ver imágenes Venus en �gura 4.1); luego, la disparidad calculada concuerda con
lo esperado, pues en los bordes se localizan hojas levemente inclinadas, mientras que en el
centro se visualiza el fondo.

4.3.2. Distintos funcionales de similitud

La �gura 4.6 (a) presenta la acción del funcional de similitud basado en la norma L2.
En 250 iteraciones se nota que puede continuar acercándose al mínimo global. En la grá�ca
central, se observa como se superponen las curvas I0 e I1w, lo que da cuenta de un buen
resultado. No obstante, en el borde derecho se visualiza un error, producto de que las imágenes
consideradas simplemente no son iguales. En particular, la imagen I1 alcanza a capturar una
región no vista por I0, por lo tanto, cualquier deformación o remapeo que se logre de esta
señal, tendrá este mismo problema en dicho borde.

Figura 4.6: Distintos funcionales de similitud. (a) Norma L2; (b) Norma L1.

Por otro lado, utilizar la norma L1 en el funcional de similitud, no genera buenos resulta-
dos, el algoritmo simplemente no encuentra la solución. La �gura 4.6 (b) constituye un simple
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ejemplo. Si en vez de utilizar la norma L1 como métrica, se utiliza su versión ajustada L1A,
sí es posible lograr la convergencia del algoritmo. La �gura 4.7 (a) constituye un ejemplo de
este caso, dentro de las primeras 100 iteraciones la optimización se presenta relativamente
bien, pero luego comienza a oscilar. Para resolver este problema se habilita un paso adap-
tativo, es decir, reduciendo el paso cuando el funcional incremente su valor, resultando un
comportamiento como el descrito por la �gura 4.7 (b).

Figura 4.7: Métrica L1A como funcional de similitud. (a) Sin adaptar el paso; (b) Adaptando
el paso.

Conviene destacar, que comparar numéricamente los valores de los distintos funcionales
carece de sentido, pues son distintas funciones las que se están evaluando.

4.3.3. Distintos funcionales de regularización

Al añadir como regularización la energía del campo vectorial, se intenta disminuir el valor
del campo v, y consecuentemente, de φ. Este efecto se aprecia claramente al comparar las
�guras 4.6 (a) y 4.8 (a), pues luego de 250 iteraciones, el valor, tanto de v como φ disminuye
en los extremos de la señal, pero aumenta levemente en el centro. El efecto es causado por
la excesiva suavidad del difeomor�smo encontrado, no permitiendo modi�car una parte de la
señal, sin alterar las partes vecinas. El valor del funcional tiende a estabilizarse, por lo que
el problema no será resuelto con más iteraciones, la solución simplemente se ha estancado en
un mínimo local. Comparándose con el resultado visto en la �gura 4.6 (a), se observa que el
desplazamiento horizontal en el borde izquierdo de la imagen alcanzaba un valor de alrededor
de los 0.011, mientras que al añadir esta regularización, se tiene un valor cercano a 0.007.
En este sentido, la regularización evitó la deformación innecesaria de la señal, pues dada la
poca textura del sector, un pequeño trozo, puede estirarse, y aun así contabilizar una buena
similitud.
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Figura 4.8: Distintos funcionales de regularización. (a) Energía de v; (b) Energía del laplaciano
de v.

Por otro lado, al regularizar con la energía del laplaciano del campo vectorial, se minimiza
la curvatura de la deformación, por lo que el resultado es sustancialmente más suave. En
estas señales en particular, se evitan las abruptas deformaciones presentes en los extremos
(ver �guras 4.6 (a),4.7 (b) y 4.8 (a)), sin embargo, esto deja una menor región con resultados
signi�cativamente útiles. A diferencia de la regularización previamente descrita, en este caso,
sí se logra una buena solución en el centro de la imagen.

Finalmente, el efecto de la regularización es el esperado, la solución se suaviza y evita de-
formaciones no deseadas. Destaca lo complicado que puede llegar a ser el ajuste del parámetro
de ponderación, en las �guras 4.8 (a) y (b), el funcional de regularización se ha ponderado
por 0.001 y 0.01 para la energía de v y la energía del laplaciano de v respectivamente. Para
valores superiores a estos, la solución simplemente no converge, y para valores menores, su
efecto no se puede observar fácilmente. Disminuyendo progresivamente estos ponderadores
la solución encontrada se asemeja cada vez más al caso donde no se utiliza regularización
(�gura 4.6 (a)).

4.3.4. Nodos del campo de velocidades

Es claro que mientras mayor sea la cantidad de nodos con las que se de�na el campo
vectorial, se podrá representar una mayor variabilidad en las curvas, sin embargo se añade
un signi�cativo tiempo de cómputo, volviéndose necesario estimar una cantidad de nodos
apropiada para dar con la solución sin excesivos cálculos. Se debe tener presente que una
de las motivaciones para utilizar B-splines, es justamente evitar el excesivo cómputo, por lo
tanto, la idea es trabajar con una cantidad reducida de nodos.

Las �guras 4.9 (a), 4.9 (b), 4.8 (b), 4.10 (a) y 4.10 (b) presentan soluciones para 10, 20,
40, 80 y 160 nodos del campo v, respectivamente. Conviene recalcar que en cada extremo, se
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impone un par de nodos nulos3, esto es, para mantener la deformación dentro del dominio
(ver sección 2.3.2).

En los primeros dos casos, es decir, para 10 y 20 nodos, se observa que las cantidades
no son su�cientes para representar correctamente al campo v. Las grá�cas del valor del
funcional versus iteraciones se estabilizan luego de los primeros pasos. En este sentido, la
solución encontrada no presenta mayor utilidad.

Figura 4.9: Distintas cantidades de nodos. (a) 10 nodos; (b) 20 nodos.

En las curvas de 40, 80 y 160 nodos, se logra un buen calce. Y dado que el funcional no
alcanza a estabilizarse, con un mayor número de iteraciones, será posible obtener aun mejores
resultados aunque con una lenta convergencia. Por otro lado, una cantidad elevada de nodos,
genera mejores resultados en mayor parte de la imagen: el desplazamiento horizontal en el
centro de la señal adquiere una tendencia plana, y por otro lado, se logra un mejor calce en
el borde derecho.

3Solo 2 nodos, pues se utilizan B-splines de orden 4.
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Figura 4.10: Distintas cantidades de nodos. (a) 80 nodos; (b) 160 nodos.

Como se utilizan los mismos funcionales, pueden ser directamente comparados; luego, en
cada caso, se logra un menor error en la iteración 250. Sin embargo, tras simple inspección
visual, basta con considerar entre 40 y 80 nodos para las imágenes utilizadas.

4.3.5. Discretización temporal

En el detalle de la implementación (ver sección 3.4.3.1), se indicó que el difeomor�smo es
calculado según el método de Euler de avance, discretizándose el tiempo en T intervalos. En
este sentido, una discretización más �na, debiera lograr una mejor aproximación de la integral,
y a la vez, conducir a mejores resultados. Conviene destacar, que el tiempo de cómputo �nal
será fundamentalmente proporcional a la cantidad de intervalos de tiempo considerados.

La tabla 4.10 presenta valores del funcional (norma L2 o error cuadrático medio), lue-
go de 250 iteraciones, para distintas discretizaciones. Se observa entonces, que utilizar una
discretización mayor que 5 o 10 elementos, no mejora en gran medida la convergencia del
algoritmo, no justi�cándose el gran costo que añade su cómputo.

T Funcional

2 0.000967578
5 0.000700744
10 0.000664089
15 0.000654894
20 0.000650685

Tabla 4.10: Valor del funcional para distintas discretizaciones temporales.
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4.3.6. Discretización espacial

Evaluar la integral del funcional de similitud y su gradiente requiere de una discretización
espacial, en este caso, para utilizar el método de los rectángulos. Para lograr una buena
aproximación, es necesario que al menos la integral considere cada píxel de las imágenes , de
esta forma, la implementación realizada considera un multiplicador entero para la cantidad
de píxeles de las imágenes originales. Este multiplicador será referenciado como densidad. En
otras palabras, la densidad indica la cantidad de puntos por píxel que se considerarán para
evaluar la integral completa.

Similar al caso de discretización temporal, la tabla 4.11 presenta el valor del funcional
tras 250 iteraciones. Similar al caso de la discretización temporal, no conviene realizar una
discretización espacial muy �na, pues los resultados no mejoran signi�cativamente, y solo
aumenta el tiempo de cómputo.

Densidad Funcional

2 0.000718679
5 0.000700744
10 0.000696211
15 0.000694875
20 0.000694243

Tabla 4.11: Valor del funcional para distintas discretizaciones espaciales.

4.3.7. Filtrado inicial de las imágenes

El proceso de optimización implementado es muy sensible a la naturaleza de las imágenes
utilizadas. Es fácil que en imágenes con rugosidades se llegue a un mínimo local, no lográndose
la solución deseada; y por otro lado, si las imágenes presentan amplias zonas de similar
intensidad, pueden producirse deformaciones innecesarias. Una estrategia para sobrellevar
esta di�cultad, es efectuar un �ltrado pasa-bajos en mayor o menor medida. A su vez, es
posible encontrar una solución para las imágenes suavizadas, y luego utilizar esta solución
como punto de partida para procesar las mismas imágenes pero menos suaves.

En la �gura 4.8 (b) se presenta una buena convergencia, en particular se ha utilizado un
�ltro caja horizontal 2 veces de un tamaño 1× 7 píxeles. Ahora, si se cambia el tamaño del
mismo �ltro a uno de 1× 3, no se obtiene un resultado erróneo (�gura 4.11 (a)).
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Figura 4.11: (a) Imágenes procesadas directamente; (b) Imágenes procesadas sucesivamente
de mayor a menor �ltrado.

Es natural entonces formular una estrategia de búsqueda progresiva, partiendo de imáge-
nes muy suavizadas, hasta las imágenes originales. La �gura 4.11 (b) muestra el resultado de
procesar sucesivamente: 200 iteraciones con �ltro de 1× 7; 200 iteraciones con �ltro de 1× 5;
y �nalmente, 200 iteraciones con �ltro de 1 × 3. En este caso, los resultados sí adquieren
buena tendencia.

4.3.8. Oclusiones

Las imágenes Venus poseen pocas oclusiones, por lo que constituye un caso relativamente
simple para optimizar. Por otro lado, en el caso general, siempre habrán grandes o pequeñas
oclusiones.

La �gura 4.12, presenta el resultado de procesar una �la de las imágenes de Tsukuba.
En los rectángulos se indican importantes oclusiones, las que producen que el algoritmo se
estanque en un mínimo local, impidiendo un calce correcto entre las curvas I0 e I1. De esta
forma, acorde a las pruebas realizadas, el método del gradiente no es capaz de encontrar el
óptimo en presencia de grandes oclusiones.

Figura 4.12: Imágenes con oclusiones.
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4.4. Registro no rígido de una imagen

En todas las pruebas unidimensionales presentadas en las sección 4.3 se observa que las
curvas de deformación son considerablemente suaves. Luego, al repetir el procedimiento para
cada �la de la imagen, inevitablemente se mantendrá dicha característica de suavidad. Se
espera por tanto visualizar mapas de disparidad más bien borrosos.

La �gura 4.13 presenta los resultados obtenidos para las imágenes Venus. Del mapa de
disparidad real (esquina superior derecha de la misma �gura), se sabe que las 2 hojas de
periódico se encuentran en un primer plano, y todo el resto constituye fundamentalmente un
fondo. En este sentido, el mapa de disparidad calculado visualiza estas hojas como suaves
manchas y deja el fondo estático en las regiones superior y central de la imagen. La suavidad
de la solución generada por este método conlleva a imprecisiones importantes en los bordes
de los objetos, los que son con�rmados en la imagen de error presente en la misma �gura.

El mapa de disparidad calculado considera una escala de grises centrada y normalizada;
esto es, si la imagen derecha se mueve a la izquierda, el nivel de gris se acerca al negro; y por
otro lado, si se mueve hacia la derecha, el nivel de gris se acerca al negro; en un segundo paso,
la imagen es escalada es su escala de grises de forma que el máximo o mínimo valor se iguale
al blanco o al negro. De esta forma, cuando no hay desplazamiento horizontal, se visualiza
el color plomo. Se debe recordar que este mapa se obtiene con imágenes cuyos fondos están
alineados, por lo que existe un o�set de traslación entre ambas, y consecuentemente, el mapa
no puede ser directamente comparado con el real.

Figura 4.13: Resultados para imágenes Venus.
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Características similares son observadas en los resultados para las imágenes Cones, Tsu-
kuba y Mouse (�guras 4.14, 4.15 y 4.16, respectivamente). Es decir, se observan manchas
blancas en las posiciones de los objetos más cercanos, que por lo tanto, llevan asociada una
mayor disparidad. Los resultados muestran cualitativamente una buena tendencia general, sin
embargo, no se obtiene la precisión requerida para discriminar correctamente cada elemento,
ni mucho menos, generar un adecuado mapa de profundidad.

Figura 4.14: Resultados para imágenes Cones.

En particular, las imágenes Mouse fueron tomadas con la cámara 3D, preparando un
escenario simple: sin grandes oclusiones, bordes iguales y una forma suave. Los resultados
presentan una mancha clara en el centro, lo que da cuenta del volumen asociado al mismo
mouse. La periferia de la imagen es color gris, al cual, como se ha mencionado, se asocia un
movimiento horizontal nulo.

Analizando la imagen de disparidad desde arriba hasta abajo, se observan errores al
comienzo y �nal del mouse. Esto sugiere errores de alineación del par de imágenes, dado
que al intentar igualar curvas fundamentalmente distintas, la función de deformación no se
calcula correctamente.

Se destacan además las pequeñas imperfecciones presentes arriba y abajo del scroll, estas
líneas no lograron converger a la solución correcta. En comparación con el resto de las líneas,
se sugiere la falta de textura o su�cientes variación del nivel de gris en esta región, lo que en
de�nitiva produce una desviación equívoca.

Para el resto de la imagen, la tendencia inducida por el mouse se identi�ca correctamente.
Sin embargo, al tratarse de un desplazamiento excesivamente suave, no solo se deforma la
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Figura 4.15: Resultados para imágenes Tsukuba.

sección asociada al mouse, sino que también se acarrean otras zonas, las que se distinguen
en sus bordes.

La excesiva suavidad de la solución encontrada no permite discriminar adecuadamente
los objetos presentes en complejas escenas, sin embargo, el mecanismo propuesto permite
encontrar correspondencias en imágenes con gradientes suaves. Luego, las imágenes Mouse
presentan un buen caso de aplicación para el método desarrollado.

Conviene mencionar que justamente para imágenes de estas características, es decir, con
suaves variaciones de color, muchos métodos tradicionales no encuentran una buena solución.
En la �gura 4.17 se presentan mapas de disparidad asociados a las mismas imágenes Mouse,
pero calculados con los 4 métodos que proporciona la librería OpenCV. Las manchas centrales
se asocian directamente al mouse, por lo que estos algoritmos encuentran una solución, sin
embargo, en las regiones negras no se proporciona un cálculo de disparidad. Se visualizan
además importantes errores en la esquina superior derecha en 3 de los 4 métodos, mientras
que en el cuarto, la solución no permite identi�car correctamente el mouse.

En este caso particular, el método propuesto se comporta mejor que las funciones provis-
tas por OpenCV. Sin embargo, los tiempos de cómputo son muy diferentes, los métodos de
OpenCV encuentran el mapa de disparidad en menos de un segundo, mientras que la imple-
mentación realizada tarda alrededor de medio día. Por lo tanto, hay mucho que trabajar en
cuanto a la velocidad de procesamiento.
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Figura 4.16: Resultados para imágenes Mouse.

Figura 4.17: Mapas de disparidad para imágenes Mouse utilizando OpenCV.

4.5. Generación de mapa de profundidad

Teniendo los parámetros de cámara y el mapa de disparidad, es directa la generación del
mapa de profundidad. Los parámetros extrínsecos de la cámara 3D calculados con OpenCV
no son lo su�cientemente buenos; y dada la alineación binocular de la cámara 3D utilizada,
se opta por una estimación manual considerando una distancia entre cámaras de 75mm y
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los parámetros intrínsecos de la cámara izquierda (tabla 4.2). Con esta información y el
registro no rígido de las imágenes Mouse presentada en la �gura 4.16 se genera el mapa
de profundidad presentado en la �gura 4.18. En este caso se ha optado por presentar una
super�cie tridimensional.

Figura 4.18: Mapa de profundidad para imágenes Mouse. Unidades en milímetros.

Es claro que el mapa presenta abundantes errores, pero fundamentalmente provienen de la
etapa de cálculo de disparidad anterior. Los bordes quedan bien de�nidos en rojo, indicando
el plano asociado al tablero. En el centro se distingue el mouse; sus medidas se estiman en
unos 45, 100 y 35mm, en las direcciones x, y y z, respectivamente; las que concuerdan, a
grandes rasgos, con las medidas reales del mouse (65× 110× 40mm), validando una primera
aproximación. La solución se muestra distinta línea a línea, debido a que el problema es
abordado de esta forma, se estima que un enfoque bidimensional pueda generar mejores
resultados, eliminando los grandes errores al inicio y término del mouse ya mencionados.
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Capítulo 5

Conclusiones

A partir del presente trabajo, es posible la generación de un mapa de profundidad a partir
de imágenes estéreo de un sistema correctamente calibrado.

La estimación de parámetros intrínsecos de una cámara fue bien lograda gracias a la
utilización de OpenCV. Por otro lado, una calibración estéreo robusta quedó fuera del alcance
del trabajo, simpli�cándose a una estimación manual de parámetros para una disposición
binocular.

El registro no rígido se abordó de manera unidimensional. Los resultados presentan di-
�cultades en oclusiones, periodicidades y curvas complejas. Posibles soluciones se enmarcan
en: cambios de funcionales; uso de estrategias híbridas, mezclándose con estrategias de puntos
característicos; y �nalmente, cambio del método de optimización. El enfoque de registro no
rígido permite tratar el caso puntual de regiones sin grandes gradientes en los niveles de gris,
proponiéndose como buena alternativa en estas situaciones.

Se ha completado un primer paso en una forma distinta de abordar la correspondencia
entre imágenes estéreo. Como no se ha dado con una solución general, inevitablemente surgen
múltiples variantes que podrían presentar mejores desempeños.

Las conclusiones se agrupan en los temas de geometría de cámaras, B-splines y registro
no rígido. Finalmente, se dan lineamientos generales para trabajos futuros.

5.1. Geometría de cámaras

Con el �n de generar un mapa de profundidad representativo y preciso, es fundamental
contar con una buena estimación de todos los parámetros asociados a las cámaras. El trabajo
se limitó a utilizar funciones de la librería OpenCV para abordar esta tarea. Si bien los
resultados para la calibración independiente de cada cámara son buenos, no es así en el caso
de un par estéreo de cámaras. En esta línea, es necesaria la búsqueda de mecanismos que
resuelvan esta tarea e�cazmente. Este problema dista de ser nuevo y ha sido tratado en
abundante literatura, por lo que basta con encontrar un enfoque teórico e implementación
lo su�cientemente funcional. Al término del presente trabajo, se ha actualizado la versión de
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OpenCV a 2.4.2.; un primer sería revisar si esta implementación proporciona una solución
robusta al tema de calibración estéreo.

La aplicación implementada permite generar un mapa de profundidad a partir del mapa de
disparidad. En teoría, sería posible para cualquier disposición espacial de cámaras mientras
mantengan una amplia zona en común. Sin embargo, dadas las di�cultades para dar con
parámetros de calibración precisos, solo se ha considerado el caso de cámaras binoculares.

5.2. B-splines

El tratamiento de un algoritmo en un espacio continuo no siempre puede ser directamente
implementado. El enfoque básico para abordar estos problemas radica en una discretización
lo su�cientemente �na, lo que en de�nitiva se traduce en un excesivo tiempo de cómputo.

En el presente trabajo, se han utilizado B-splines, las que permiten un tratamiento conti-
nuo del espacio, pero realizando operaciones discretas. Sus propiedades de soporte compacto,
rápida evaluación, interpolación, derivada e integración simples, entre otras, las hacen idó-
neas para este tipo de aplicaciones. En concreto, las B-splines han permitido implementar de
manera rápida y fácil un algoritmo pensado directamente un marco continuo. En cuanto al
código C++ implementado, gracias a un objeto B-spline, es posible visualizar directamente
las fórmulas analíticas que se requiera implementar.

5.3. Registro no rígido

Considerando un enfoque unidimensional, se logró calcular un difeomor�smo que deforme
una señal para convertirla en otra. Los resultados, en las múltiples pruebas realizadas, de-
muestran que el algoritmo cumple con encontrar una deformación apropiada. Es importante
efectuar un buen ajuste de los parámetros involucrados para generar mejores resultados.

A partir del análisis de los parámetros que controlan el registro, se comprobó que ni la
discretización temporal ni la espacial requieren ser muy �nas para lograr buenos resultados.
También se observó que la norma L1 directamente no sirve para evaluar el funcional, pero
si se introduce un pequeño ajuste para �redondear� en torno a cero, se obtienen resultados
apropiados. La norma L2 se comporta bien, pero castiga mucho los casos con oclusiones. El
trabajo puede ser fácilmente extendido probando otros funcionales, y a la vez, mezclándolos
con los ya considerados.

Si las señales unidimensionales presentan demasiada complejidad, como partes notoria-
mente diferentes o periodicidades, el algoritmo no encuentra la solución buscada, estancán-
dose en algún mínimo local. El mecanismo de �ltrado suavizador de la señal, de forma previa
al cómputo del registro, ayuda a encontrar una mejor solución. En este sentido, la estrategia
óptima comprende encontrar la solución �nal en etapas sucesivas, donde la señal se �ltra me-
nos cada vez a modo de relajación. Por supuesto, un exceso de �ltrado elimina las pequeñas
variaciones de color que requiere el algoritmo para determinar la solución buscada, pudiendo
producir deformaciones innecesarias.
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Considerando la ayuda del proceso de pre-�ltrado, los resultados en una línea aparentan
ser buenos. Sin embargo, el caso no se generaliza al tratar con un par de imágenes estéreo
completas. Se han identi�cado 3 grandes problemas:

Oclusiones: en general evitan una convergencia correcta, pues el método del gradiente
se estanca en un mínimo local. Las oclusiones son inherentes de este caso particular de
aplicación. Se requiere por tanto, diseñar un mecanismo que permita la existencia de
discontinuidades en la función de deformación.

Bordes de las imágenes: se ha asumido que son iguales, cuando este no constituye el
caso general dado el fenómeno de perspectiva. En las pruebas realizadas con bordes
diferentes, los resultados son, por supuesto, inválidos en estas zonas. Si las diferencias
entre bordes son demasiado notorias, a veces incluso se impide la correcta convergencia
del algoritmo.

Suavidad: las funciones de deformación obtenidas en cada caso siempre son suaves,
impidiéndose la identi�cación apropiada de objetos en la escena.

La teoría que fundamenta el procedimiento es correcta, pues los funcionales considerados
efectivamente poseen el mínimo global en el punto solución buscado; es decir, en la situación
donde la segunda imagen se transforma en la primera imagen original. La raíz del problema
se encuentra entonces en el mecanismo de optimización. El método del gradiente demuestra
no ser adecuado para resolver este problema. Una alternativa puede ser convexi�car aún más
el funcional a considerar (para no estancarse en mínimos locales); y otra es directamente
cambiar el procedimiento de minimización.

La gran ventaja del método propuesto es que, solo requiere variaciones del nivel de gris, el
algoritmo automáticamente efectuará el calce de curvas. Métodos basados en caracterización
de puntos requieren de abundante textura y gradientes del nivel de gris pronunciados en las
imágenes. En este sentido, se ataca un problema no resuelto. Ahora, en presencia de colores
principalmente lisos y sin una adecuada regularización, es posible encontrar deformaciones
degeneradas; esto es, estiramientos innecesarios que aún así pueden validar un mínimo fun-
cional, dado que poseen igual intensidad del nivel de gris. Inmediatamente se sugiere entonces
la implementación de un mecanismo híbrido, mezclándose con enfoques basados en puntos
característicos, permitiendo evadir oclusiones, pero que en el resto de la imagen se efectúe
un registro continuo y correcto píxel a píxel.

5.4. Trabajo futuro

Dada la presencia de múltiples mínimos locales (oclusiones y periodicidades), se estima que
un algoritmo de optimización que explore una mayor cantidad de alternativas permita obtener
mejores resultados. En esta línea, destacan por ejemplo, algoritmos genéticos y optimización
por enjambre de partículas1, aunque se sacri�caría tiempo de cómputo.

1También llamados PSO, del inglés Particle Swarm Optimization

84



En el escenario donde no se encontró una solución de�nitiva al problema, surge una
in�nidad de posibles alternativas. Se pueden distinguir dos líneas principales: aquellas que
mantienen un enfoque de registro no rígido exclusivo; y otras que aprovechan particularidades
del caso de imágenes estéreo. En la línea de mantener la generalidad, surgen alternativas
como la consideración del caso no estacionario, o incluso la búsqueda de otras familias de
difeomor�smos. En el caso de considerar un enfoque híbrido, surgen ideas como efectuar
primeramente estrategias de block matching o identi�cación de puntos característicos, para
luego re�nar en el continuo con deformaciones difeomór�cas.

Continuando en la misma línea del presente trabajo, es posible abordar el problema en
2 dimensiones. El movimiento de los nodos de una super�cie B-spline otorgará la inercia
necesaria para evitar caer en soluciones erróneas en líneas particulares; y así, se encontrará
un mejor registro para la imagen completa. Como en el caso de imágenes estéreo alineadas
como binocular solo se esperan movimientos horizontales; es posible aprovechar esta mis-
ma característica en la optimización, restringiendo el movimiento de los nodos solo en una
dirección.

Una de las desventajas del método propuesto es la incerteza del tiempo del procesamien-
to, pues, cada línea es un problema diferente, requiriendo de un número indeterminado de
iteraciones para establecer una buena correspondencia. Si bien el cómputo de la deformación
es considerablemente lento, es fácilmente paralelizable, pues cada �la es procesada indepen-
dientemente. De esta forma, la implementación se vuelve natural en una GPU 2. Disponiendo
de cientos de procesadores, cada uno podrá procesar una o varias líneas, pudiendo lograrse
una paralelización prácticamente perfecta. En este sentido, el tiempo de cómputo se reduciría
en un factor de escala considerable.

Una extensión natural del trabajo realizado, es la integración de distintos mapas de pro-
fundidad para construir un modelo tridimensional completo. El problema a tratar aquí es
considerablemente distinto; e involucra disciplinas más cercanas a las ciencias de la compu-
tación, como geometría computacional y computación grá�ca. Sin embargo, la construcción
de un completo escáner tridimensional, solo a partir de imágenes, es sin lugar a dudas, atrac-
tiva y con múltiples y potenciales aplicaciones.

2Del inglés Graphics Processing Unit.
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Anexo A: Terminología

M: Matriz de cámara.

f : Distancia focal de la cámara. Se asume igual en las direcciones horizontal y vertical.

fx, fy: Distancias focales horizontal y vertical.

~C = (cx, cy): Coordenadas en píxeles del eje principal.

~D: Vector de distorsión.

K: Matriz de proyección 3D-2D.

Q: Matriz de re-proyección.

~Ph = (Xh, Yh, Zh,W ): Punto del espacio tridimensional en coordenadas homogéneas.

~P = (X, Y, Z): Punto del espacio tridimensional en coordenadas cartesianas.

~ph = (xh, yh, f): Punto en el plano de imagen en unidades métricas y coordenadas
homogéneas, proviene de proyectar el punto tridimensional P .

~p = (x, y): Punto en el plano de imagen en unidades métricas y coordenadas cartesianas,
proviene de proyectar el punto tridimensional P .

~qh = (ih, jh, w): Punto en la imagen en unidades de píxeles y coordenadas homogéneas.

~q = (i, j): Punto en la imagen en unidades de píxeles y coordenadas cartesianas.

R: Matriz de rotación extrínseca. Se encarga de rotar el sistema de referencia propio
de la cámara derecha al sistema de referencia de la cámara izquierda.

~T : Vector de traslación extrínseca. Se encarga de trasladar el sistema de referencia
propio de la cámara derecha al sistema de referencia de la cámara izquierda.

E: Matriz Esencial.

F: Matriz Fundamental.

φ (x, t): Función difeomór�ca. Se considera: x ∈ [0, 1] (ancho de la imagen) y t ∈ [0, 1]
(intervalo �nito de tiempo).

v (x): Campo vectorial de deformación.
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βn(x): Función base B-spline de orden n. Equivale al producto de convolución de n

funciones rect(x) =

{
1 |x| < 0.5
0 ∼ .
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Anexo B: Parámetros de cada prueba

Valor
Parámetros �g. 4.6 (a) �g. 4.6 (b) �g. 4.7 (a) �g. 4.7 (b)

Imágenes Venus
Tamaño 423× 379 píxeles
Filtrado Caja horizontal de 7× 1 píxeles

Reducción vertical 4
Fila 47

Paso de iteración 10.0 0.0001 0.001
Discretización temporal 5

Densidad espacial 5
Nodos de v 40

Orden de B-splines 4
Máximo de iteraciones 250 1000 250

Similitud Norma L2 Norma L1
Métrica L1A

(λ = 0.0001)
Regularización no
Adaptar paso no si

Tabla 5.1: Pruebas con distintos funcionales de similitud.
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Valor
Parámetros �g. 4.8 (a) �g. 4.8 (b)

Imágenes Venus
Tamaño 423× 379 píxeles
Filtrado Caja horizontal de 7× 1 píxeles

Reducción vertical 4
Fila 47

Paso de iteración 10.0
Discretización temporal 5

Densidad espacial 5
Nodos de v 40

Orden de B-splines 4
Máximo de iteraciones 250

Similitud Norma L2

Regularización Energía de v. αE = 0.001
Energía del laplaciano de v.

αL = 0.01
Adaptar paso si

Tabla 5.2: Pruebas con distintos funcionales de regularización.

Valor
Parámetros �g. 4.9 (a) �g. 4.9 (b) �g. 4.10 (a) �g. 4.10 (b)

Imágenes Venus
Tamaño 423× 379 píxeles
Filtrado Caja horizontal de 7× 1 píxeles

Reducción vertical 4
Fila 47

Paso de iteración 10.0
Discretización temporal 5

Densidad espacial 5
Nodos de v 10 20 80 160

Orden de B-splines 4
Máximo de iteraciones 250

Similitud Norma L2

Regularización Energía del laplaciano de v. αL = 0.01
Adaptar paso no

Tabla 5.3: Pruebas con distintos nodos del campo v.
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Parámetros Valor

Imágenes Venus
Tamaño 423× 379 píxeles
Filtrado Caja horizontal de 7× 1 píxeles

Reducción vertical 4
Fila 47

Paso de iteración 10.0
Discretización temporal 2, 5, 10, 15 y 20

Densidad espacial 5
Nodos de v 40

Orden de B-splines 4
Máximo de iteraciones 250

Similitud Norma L2

Regularización Energía del laplaciano de v. αL = 0.01
Adaptar paso no

Tabla 5.4: Pruebas con distintas discretizaciones temporales. Asociado a tabla 4.10

Parámetros Valor

Imágenes Venus
Tamaño 423× 379 píxeles
Filtrado Caja horizontal de 7× 1 píxeles

Reducción vertical 4
Fila 47

Paso de iteración 10.0
Discretización temporal 5

Densidad espacial 2, 5, 10, 15 y 20
Nodos de v 40

Orden de B-splines 4
Máximo de iteraciones 250

Similitud Norma L2

Regularización Energía del laplaciano de v. αL = 0.01
Adaptar paso no

Tabla 5.5: Pruebas con distintas discretizaciones espaciales. Asociado a tabla 4.11

92



Valor
Parámetros �g. 4.11 (a) �g. 4.11 (b)

Imágenes Venus
Tamaño 423× 379 píxeles

Filtrado

200 iteraciones
600 iteraciones 2 cajas horizontales de 7× 1 píxeles

2 cajas horizontales
200 iteraciones

2 cajas horizontales de 5× 1 píxeles
de 3× 1 píxeles 200 iteraciones

2 cajas horizontales de 3× 1 píxeles
Reducción vertical 4

Fila 47
Paso de iteración 10.0

Discretización temporal 5
Densidad espacial 5

Nodos de v 40
Orden de B-splines 4

Similitud Norma L2

Regularización Energía del laplaciano de v. αL = 0.01

Tabla 5.6: Pruebas con parámetros de partida.

Parámetros Valor

Imágenes Tsukuba
Tamaño 384× 288 píxeles
Filtrado 2 cajas horizontales de 7× 1 píxeles

Reducción vertical 4
Fila 30

Paso de iteración 10.0
Discretización temporal 5

Densidad espacial 5
Nodos de v 40

Orden de B-splines 4
Máximo de iteraciones 1000

Similitud Norma L2

Regularización Energía del laplaciano de v. αL = 0.001
Adaptar paso si

Tabla 5.7: Prueba con oclusiones. Asociado a �gura 4.12.
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Parámetros Valor

Imágenes Venus
Tamaño 423× 379 píxeles
Filtrado caja horizontal de 7× 1 píxeles

Reducción vertical 2
Paso de iteración 10.0

Discretización temporal 5
Densidad espacial 5

Nodos de v 40
Orden de B-splines 4

Máximo de iteraciones 250
Similitud Norma L2

Regularización Energía del laplaciano de v. αL = 0.01
Adaptar paso no

Tabla 5.8: Prueba con oclusiones. Asociado a �gura 4.12.

Parámetros Valor

Imágenes Cones
Tamaño 425× 372 píxeles
Filtrado 2 cajas horizontales de 7× 1 píxeles

Reducción vertical 4
Paso de iteración 20.0

Discretización temporal 5
Densidad espacial 5

Nodos de v 40
Orden de B-splines 4

Máximo de iteraciones 500
Similitud Norma L2

Regularización no
Adaptar paso si

Tabla 5.9: Prueba con oclusiones. Asociado a �gura 4.14.
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Parámetros Valor

Imágenes Tsukuba
Tamaño 357× 279 píxeles
Filtrado 2 cajas horizontales de 7× 1 píxeles

Reducción vertical 4
Paso de iteración 10.0

Discretización temporal 5
Densidad espacial 5

Nodos de v 80
Orden de B-splines 4

Máximo de iteraciones 500
Similitud Norma L2

Regularización Energía del laplaciano de v. αL = 0.01
Adaptar paso si

Tabla 5.10: Prueba con oclusiones. Asociado a �gura 4.15.

Parámetros Valor

Imágenes Mouse
Tamaño 155× 103 píxeles
Filtrado no

Reducción vertical no
Paso de iteración 7.5

Discretización temporal 5
Densidad espacial 4

Nodos de v 40
Orden de B-splines 4

Máximo de iteraciones 250
Similitud Norma L2

Regularización Energía del laplaciano de v. αL = 0.01
Adaptar paso si

Tabla 5.11: Prueba con oclusiones. Asociado a �gura 4.16.
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