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Resumen

La sincronizacion de sistemas dindmicos consiste en lograr que dos o mads sistemas, que
evolucionan en forma independiente, converjan hacia una trayectoria comun, mediante la
aplicacion de sefales externas adecuadas sobre uno de los sistemas.

Como ejemplos de aplicaciones reales, donde la sincronizacion juega un rol importante, podemos
citar el proceso de modificacion del ciclo respiratorio de pacientes sometidos a anestesia general
por medio de ventiladores mecanicos y la emision de luz de manera coordinada de las luciérnagas
en los periodos de apareamiento. En sistemas complejos de ingenieria, la sincronizacidon se
manifiesta en problemas donde se busca unificar el comportamiento de muchos sistemas
individuales (sistemas multiagente), mediante la modificacion del comportamiento de cada
agente.

En el estudio de la sincronizacién de sistemas dinamicos, es posible afirmar que los mayores
aportes realizados por los investigadores corresponden a problemas de sincronizacion de sistemas
de orden entero (sistemas con derivadas de orden entero), tanto para el caso de parametros
conocidos (sincronizaciéon no adaptable) como para el caso en que dichos parametros no se
conocen (sincronizacion adaptable). Menos abundantes son los trabajos relacionados con la
sincronizacidon no adaptable de sistemas de orden fraccionario (sistemas con derivadas de orden
fraccionario) y practicamente no existen, hasta el momento, soluciones teéricas completas para el
caso de la sincronizacidon adaptable de sistemas de orden fraccionario. En este ltimo caso, solo
se pueden encontrar intentos aislados basados en simulaciones que buscan entender esta
problematica.

La presente Tesis, tiene por objetivo justamente plantear, disefar y estudiar nuevas metodologias
que permitan llevar a cabo la sincronizacion de dos sistemas no lineales del tipo Lorenz, de orden
fraccionario y de parametros desconocidos, que evolucionan en forma separada.

La hipétesis de trabajo que se desea demostrar en esta investigacion, postula que es posible
realizar la sincronizacion de esta clase de sistemas, a pesar del desconocimiento que se tenga de
sus parametros. Este proceso de sincronizacidon serd llevado a cabo mediante el empleo de
controladores basados en parametros, empleando un proceso de identificacion paramétrica del
sistema (técnica indirecta) o bien sin un esquema de identificacién paramétrica (técnica directa).

La solucion propuesta para el problema de sincronizacion se enfoca desde la perspectiva del
control adaptable y del disefio de observadores adaptables (estado y pardmetros). Esto permite
disenar leyes de control adecuadas, que sincronizan ambos sistemas, incluso empleando una sola
senal de control. Para ello, se utilizaran técnicas de célculo fraccionario y metodologias para el
analisis de estabilidad de sistemas enteros y fraccionarios, entre otras.

Las estrategias de sincronizacion desarrolladas en este trabajo y validadas mediante simulaciones,
muestran ventajas con respecto a esquemas de sincronizacion actualmente utilizados
(fraccionarios o no fraccionarios). Para ello, se ha realizado un estudio comparativo, a nivel de
simulaciones, de los métodos de sincronizacién propuestos, con aquellos mas relevantes
existentes en la literatura técnica.



Summary

The phenomenon of synchronization of dynamical systems, consists of achieving a common path
for two o more systems, having particular and independent evolutions separately, by applying an
external control signal over one or more systems.

As examples of real applications where synchronization plays a central role, we can cite the
modification of the respiratory cycle in patients under general anesthesia using mechanical
ventilators and the coordinated light emission of fireflies in the periods of mating. In engineering
complex systems, synchronization appears in problems where a unified behavior of many
individual systems (multi-agent system) is desired, by modifying the behavior of each agent.

In the area of synchronization of dynamical systems, the majority of the contributions reported in
the literature have been made for synchronizing integer order systems (with integer-order
derivatives), both for the case of known parameters (non-adaptive synchronization) and for the
case where the parameters are unknown (adaptive synchronization). Less abundant are the works
related to non-adaptive synchronization of fractional order systems (with fractional order
derivatives) and practically does not exist, so far, theoretical works reporting complete solutions
for the case of adaptive synchronization of fractional order systems. In the latter case, only
isolated attempts based on simulations can be found seeking to understand this problem.

This thesis aims to design and develop new methodologies to carry out the synchronization of
two nonlinear systems of fractional order and unknown parameters of the Lorenz type, which
evolve separately.

The working hypothesis to be proved in this research postulates that it is possible to synchronize
this kind of systems, despite the lack of knowledge on system parameters. This synchronization
process will be carried out by mean of parameter based controllers using a parametric
identification process (indirect technique) or without a parametric identification scheme (direct
technique).

The proposed solution for the synchronization problem is approached from the point of view of
adaptive control and adaptive observers design (state and parameters). This allows designing
appropriate control laws which synchronize both systems, even using a single control signal. To
this extent fractional calculus techniques and methodologies for stability analysis of integer and
fractional systems are employed.

The synchronization strategies developed and designed in this study, validated by simulations,
show advantages over other synchronization schemes currently being used (integer or fractional).
For this purpose, a comparative study has been performed, at simulation level, between the
proposed techniques and the most relevant techniques existing in the literature.
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Capitulo 1

Introduccidon

El fenémeno de sincronizacion de sistemas dindmicos es un proceso que se produce en diferentes
ambientes, tanto de la vida cotidiana como en fendmenos fisicos presentados vistos en ciencias e
ingenieria. En este capitulo se mostrara en qué consiste este fenomeno, ademds haciendo un
recorrido historico por los desarrollos de sincronizaciéon y sus aplicaciones en algunos campos de
la ingenieria y las ciencias sociales. Posteriormente se presenta el planteamiento del problema a
resolver, estableciendo los objetivos de esta Tesis. Finalmente, se presenta un estado del arte del
fenomeno de sincronizacion de sistemas tipo Lorenz enteros, con parametros desconocidos, y
ademas, se revisa el estado del arte para sistemas tipo Lorenz de orden fraccionario con
pardmetros conocidos y desconocidos.

1.1 Motivacion

En esta seccion, se hace un recorrido histdrico sobre el surgimiento y consolidacion del estudio
de la sincronizacion de sistemas dindmicos, realizando una breve resefia sobre algunos temas de
proyeccion y aprovechamiento del fendémeno de sincronizacion en aéreas como ciencias,
ingenieria y ciencias sociales.

El concepto de sincronizacion significa poner en sincronia o hacer coincidir en el tiempo, por lo
menos dos hechos, de modo que ellos sucedan al mismo tiempo desde un cierto momento en
adelante. El término sincronizacion o sincronizado se refiere a una variedad de fendmenos de
ocurrencia frecuente en una gran variedad de campos del saber, y que estan relacionados
mediante modelos matematicos, en los cuales la evolucion de sus variables depende, en algunos
casos, de sus condiciones iniciales y de los valores de sus parametros.

En la actualidad, algunos investigadores se enfocan hacia los sistemas bioldgicos, donde el
proceso de sincronizacion se presenta en diferentes ambitos. Por ejemplo, la variacion
sincronizada de los nucleos celulares, el disparo sincrénico de neuronas, el ajuste de la frecuencia
cardiaca y diferentes formas de comportamiento cooperativo de ciertas especies de insectos, entre
otros aspectos biologicos. Usualmente, los sistemas dinamicos mencionados no se encuentran
aislados de su medio ambiente sino que interactuan con otros sistemas dindmicos, es decir son
abiertos. Por ejemplo, el reloj biologico que gobierna los ciclos diarios de un organismo puede
estar sujeto a las variaciones estacionales de iluminacion y temperatura. Las interacciones pueden
ser débiles y en algunos casos casi imperceptibles. Sin embargo, frecuentemente se produce un
salto cualitativo de transiciébn y un objeto ajusta su ritmo conforme con los ritmos de otros
objetos o sistemas. Resultado de esto es la manera en que los violinistas tocan al unisono y los
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insectos emiten pulsos acusticos o luminosos en forma mancomunada. El ajuste de los ritmos,
debido a una interaccion, es la esencia de la sincronizacion.

El proposito de la sincronizacion es hacer que al menos dos sistemas dindmicos coincidan en una
trayectoria o evolucion comun a partir de un instante determinado. Sin embargo, en sistemas
complejos el nimero de sistemas puede ser mayor que 2. La evolucion hacia una nueva
trayectoria se hace mediante la incorporacion de sefiales adecuadas que alteran la evolucion de
uno o mas de los sistemas.

La sincronizacion de oscilaciones estables es un fendémeno no lineal bien conocido
frecuentemente encontrado en la naturaleza y ampliamente utilizado en la tecnologia. Bajo el
concepto de sincronizacidon, por lo general, se entiende la capacidad de acoplamiento de los
osciladores para cambiar de un régimen independiente de oscilacién, a un régimen estable
asociado o unico, donde este nuevo régimen de oscilacidon se caracteriza por tener frecuencias
idénticas cuando la constante de acoplamiento aumenta [1].

El problema de la sincronizacion se remonta al siglo XVII, cuando el conocido maestro relojero y
constructor de telescopios, Christian Huygens, reportd el fenomeno de sincronizacion de dos
relojes de péndulo suspendidos de una base comun [2]. Huygens ubic6d dos relojes que se
encontraban suspendidos de un mismo soporte y observo que al pasar un determinado tiempo sus
oscilaciones coincidian. En palabras del propio Huygens:

“Vale la pena sefialar que cuando se suspendieron dos relojes construidos y suspendidos
de dos ganchos incrustados en la misma pieza de madera, los movimientos de cada péndulo en
cambios de frente se ponen de acuerdo y el sonido de cada uno se escuchd siempre de forma
simultanea. Ademas, si este acuerdo fue perturbado por alguna interferencia, éste se restablecid
en poco tiempo. Durante mucho tiempo me sorprendi6 este resultado inesperado, pero después de
un examen cuidadoso finalmente encontré que la causa de esto se debe al movimiento de la viga,
a pesar de que esto es apenas perceptible”. (Ver Figura 1).

Las observaciones de Huygens respecto al fenomeno no solo fueron buenas descripciones
respecto al mismo, sino que plantearon las bases para el entendimiento de la sincronizacion
mutua.

A mediados del siglo XIX, William Strutt en su tratado, “The Theory of Sound” [3], describi6 la
sincronizacion de sistemas acusticos. Observo el efecto de la sincronizacion al hacer sonar dos
tubos de similares caracteristicas, ademas de que sonaban al unisono, también descubri6 el efecto
de extincion, es decir, el cese de las oscilaciones como consecuencia de la supresion en la
interaccion de los dos sistemas.

La sincronizacion fue entendida solamente a partir de 1920, cuando Edward Appleton y Balthasar
Van der Pol [4], en forma sistematica, tedrica y experimentalmente, estudiaron la sincronizacion
generada por un triodo (vélvula al vacio que produce una corriente eléctrica en forma periodica).
Appleton y Van der Pol, replicando los experimentos realizados por William Henry Eccles y J. H.
Vincent [2, 5, 6] , lograron acoplar dos generadores con dos frecuencias ligeramente diferentes y
analizaron el efecto que esto producia en sistemas que forzadamente vibraban con una sola
frecuencia comun. Segin las observaciones, la frecuencia de esta oscilacion se encuentra
determinada por los pardmetros del circuito, en este caso de la capacitancia.
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Figura 1 Esquema general del experimento de Huygens, usando relojes de péndulo. [2]

A partir de 1990 se establecieron las bases tedricas de la sincronizacion en el trabajo de Pecora y
Carroll para sistemas cadticos[7]. Sin embargo, el mismo fendmeno de sincronizacion en
sistemas oscilatorios, fue observado por Kapitaniak [8]. Con las bases del fenémeno de
sincronizacion planteadas, los autores concentraron su atencion en la teoria del fendémeno,
surgiendo diferentes definiciones de sincronizacion para sistemas dindmicos incluso con
comportamiento caotico, tales como las presentadas en [9]. Una de las definiciones mas comunes
es la sincronizacion idéntica o perfecta, donde el estado del sistema esclavo converge
asintoticamente al estado del sistema maestro. Posteriormente, se han incorporado nuevas
definiciones como el caso de la sincronizacién generalizada [10], la sincronizacién en fase o la
sincronizacion por retardo [11], entre otras.

Recientemente se han planteado aplicaciones en relacion a modelos de sincronizacion que tienen
que ver con oferta y demanda en mercados, disefio de vehiculos eléctricos y aplicaciones en
ciencias sociales y sociologia, entre otras.

En cuanto a las perspectivas e impacto futuro de la sincronizaciéon, muchos de los modelos que
actualmente se utilizan en los andlisis de oferta y demanda en sistemas de energia eléctrica, se
podrian tratar bajo el concepto de sincronizacion. Este puede ser aplicado para estudiar las
interacciones entre agentes de demanda energética y los paquetes de energia a negociar que se
trasladan desde diferentes puntos geograficos, para satisfacer la demanda energética. Por lo tanto,
es una nueva forma de entender el intercambio y las relaciones comerciales en un posible marco
de bolsa cambiaria energética [12].

Una interesante aplicacion futura del proceso de sincronizacion se puede encontrar en el caso del
disefio de vehiculos eléctricos. Los fabricantes deben garantizar un maximo de confiabilidad de la
fuente eléctrica que suministra la energia al vehiculo, para diferentes condiciones de operacion.
La condicion de operacion mas critica se produce en el arranque del vehiculo y estd determinada
por la disponibilidad de energia en las baterias. El comportamiento de la bateria se ha venido
estudiando mediante un modelo de ecuaciones diferenciales de orden entero, sin embargo, en el
ultimo tiempo se ha propuesto desarrollar modelos basados en ecuaciones de orden fraccionario,
los cuales han resultado ser més apropiados para describir los principales parametros asociados al
funcionamiento de la bateria, tales como el estado de salud (SOH) y el estado de carga (SOC). El
modelo de disponibilidad (carga y descarga) de la bateria y el modelo de arranque del vehiculo
pueden ser mejor interpretados como un fendmeno de sincronizacion, con el fin de que ambos
sistemas evolucionen en forma coordinada, optimizando el uso de la energia acumulada en las
baterias [13].

En las ciencias sociales, fenomenos sicoldgicos como la felicidad, la tristeza o la ira, son
manifestaciones emocionales que pueden ser formuladas mediante modelos dindmicos. La
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felicidad, como emocién, puede responder a entradas externas que han sido modeladas bajo la
perspectiva de ecuaciones diferenciales de orden entero [14]. Sin embargo, este tipo de modelo
tiene limitaciones ya que la felicidad de las personas estd determinada por la informacion
histérica, situacién que no es convenientemente considerada por modelos de orden entero, ya que
en estos casos la memoria se concentra en las condiciones iniciales. En cambio, en los modelos
de orden fraccionario, las respuestas obtenidas dependen de informacion pasada (memoria) y por
lo tanto ofrecen una perspectiva mas amplia para el analisis de modelos dindmicos en sicologia y
ciencias sociales. El proceso de sincronizacion puede ser visto aqui, como un mecanismo
mediante el cual un individuo con una emocién de felicidad (o tristeza) puede contagiar a otros,
modificando su estado animico. Esta influencia puede verse como la sincronizacion de emociones
y debe conocerse los detonantes externos que permitan reforzar en el individuo la emocién de
felicidad. Ademas, en el tratamiento grupal (terapia de grupo), mediante diferentes
estimulaciones se podria llevar a experimentar a dos grupos separados de personas, sensaciones
parecidas, por medio de una sicoterapia dirigida [15].

Los casos enunciados anteriormente de proyecciones futuras de la sincronizacioén sirven como
ejemplo de algunos impactos que la investigacion de esta Tesis podria tener, ademas de proponer
una alternativa de solucion para el problema de sincronizacion de dos sistemas dinamicos de
orden fraccionario, cuando se desconocen sus parametros.

1.2 ;Por qué usar ecuaciones de orden fraccionario?

En esta seccion se presentan algunas razones por la cuales se prefiere el uso del calculo de orden
fraccionario en modelado de sistemas y cudl es el efecto de su uso en un sistema de control de
una planta y un modelo de referencia, con ajuste paramétrico de orden fraccionario.

Una de las ventajas que tiene el uso de derivadas de orden fraccionario en modelos que
representen un fenomeno fisico, es la mejor correspondencia del modelo con los hechos fisicos
que pretenden ser modelados, respecto a los modelos representados por medio de ecuaciones
diferenciales de orden entero. Un ejemplo de esta diferencia y eventual ventaja del uso de
modelos de orden fraccionario, se puede evidenciar en Westerlund et al. [16], quienes
propusieron un nuevo modelo lineal para el condensador basado en las leyes empiricas definidas
por Curie en 1889, las cuales establecen que la corriente a través del condensador esta dada por

Vo
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donde h; y q son constantes, V, es el voltaje DC aplicado ent=0,y 0 < g < 1,(q € R).

Para un voltaje de entrada general V(t) la corriente es

I quvo:) = CoD]V

) =C— g™ =GDVD)

donde C es la capacitancia del condensador. Westernlund menciona en su trabajo que este nuevo
modelo tiene una mejor correspondencia con los datos experimentales, obtenidos por Curie y
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comprobados por ¢l mismo, logrando asi una ventaja sobre el modelo usado convencionalmente
que considera g=1.

El anterior es apenas un ejemplo de las multiples aplicaciones que actualmente hacen uso del
calculo fraccionario para obtener mejores modelos, los que, gracias a la aplicacion de calculo
fraccionario, guardan mayor correspondencia con los datos experimentales y ofrecen una mejor
comprension de los fendmenos fisicos reales, comparados con los modelos tradicionales que
hacen uso de derivadas enteras.

Respecto a las ventajas que posee el calculo fraccionario frente al calculo de orden entero, dentro
del control adaptable se puede analizar el caso en que se toma una planta con un modelo de
referencia y se plantea un ajuste paramétrico de orden fraccionario para los parametros del
controlador. Consideremos la siguiente situacion

Planta
O

G, (s)

u(s) s+a, s-1

Modelo de Referencia

G (S): ym(S) = bm = 1
" r(s) s+a, s+l

Ley de Control

u(t)=0@t)y, (1)+k(0)r(t)

Leyes de Ajuste
D*0(t) = —sgn(b,)y, (e (1)
Dk(t) =—sgn(b,)r(t)e, (1)

donde ¢ es el orden de la derivada.

Las condiciones iniciales de las simulaciones realizadas son todas nulas excepto y,(0)=1 y la
referencia considerada que corresponde a una sefial escalon unitario.

En la Figura 2, se observa la salida de la planta y el error de control, para diferentes valores de q
que satisfacen 0.6 < g < 1.0. De la Figura 2 se puede ver que empleando ajustes de orden
fraccionario con 0.6 < g < 1.0 es posible reducir la amplitud de los transitorios asi como el
tiempo de convergencia del error de control, con respecto al caso g=1.
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Figura 2 Salida de la planta y error de control para diferentes valores de q, 0.6 <q < 1.0.

error

tiempo (s)

Figura 3 Salida de la planta y error de control para diferentes valores de q, ¢ > 1.0

En la Figura 3 se muestra la evolucion de la salida de la planta y del error de control con un ajuste
de parametros de orden fraccionario, con 1< q < 2. En este caso la situacion resultante es peor

que para el caso q=1.

Esto implica que al usar el calculo fraccionario en el estudio de control adaptable, se pueden
obtener las ventajas ya mencionadas y que estos resultados comparativamente son mejores
respecto de aquellas obtenidas usando célculo de orden entero.
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1.3 Planteamiento e importancia del problema a resolver

El problema central de esta Tesis consiste en desarrollar metodologias de sincronizacion de
sistemas que tengan como objetivo que dos sistemas dindmicos no lineales de pardmetros
desconocidos, que evolucionan en forma aislada, lo hagan en forma tnica y coordinada a partir
de un cierto tiempo en adelante. Los modelos matematicos que describen los dos sistemas son
idénticos y sin ninguna interrelacion. El objetivo es disefar una sefial de control que permita que
uno de los sistemas (esclavo) modifique su comportamiento y copie la trayectoria del otro
sistema (maestro), sin que ésta modificacion afecte la evolucion del modelo que se toma como
referencia.

Los modelos matematicos que son usados para definir los dos sistemas, se expresan con
derivadas de orden fraccionario y se supone que los sistemas tienen pardmetros desconocidos.
Mediante técnicas de control se quiere disefiar observadores de estado y de parametros, junto con
definir leyes adaptables de orden fraccionario o entero, lo cual haga posible la sincronizacioén ya
sea con la estimacion de todos los pardmetros del sistema o solo con la estimacion de unos pocos
pardmetros. También se empleardn técnicas de control directo, las cuales no requieren de la
identificacion de los parametros de la planta.

En las soluciones se incluye una justificacion tedrica y un andlisis mediante simulaciones, que
comprueban que la metodologia propuesta es mejor, en algiin sentido, que otras alternativas de
solucion existentes para este tipo de problema. De no existir una justificacion teorica, se
plantearan algunas hipdtesis para su solucion futura.

Este trabajo pretende llenar un vacio existente hasta el momento, puesto que no existen
soluciones tedricas a este problema y constituird un novedoso aporte inicial a la comprension de
la sincronizacién adaptiva de orden fraccionario.

Ademas, se quiere contribuir a otras areas del conocimiento que no estén directamente vinculadas
con la sincronizacion adaptable, tales como es el caso de control de caos en sistemas de orden
fraccionario, o incluso en el diseno de observadores de orden fraccionario.

1.4 Objetivos de la Tesis

Objetivo General:
Desarrollar estrategias que permitan sincronizar dos sistemas dindmicos no lineales de
orden fraccionario, cuyos parametros son desconocidos, mediante aplicacion de técnicas
de control adaptable directo e indirecto.

Objetivos especificos:

e Analizar en forma aislada el comportamiento de sistemas tipo Lorenz con derivadas de
orden fraccionario, por medio de simulaciones. Detectar condiciones para
comportamientos cadticos y no caoticos.
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e Desarrollar estrategias de sincronizacion adaptable indirectas para dos sistemas de orden
fraccionario del tipo Lorenz, definiendo convenientemente las sefiales de control a ser
aplicadas al sistema esclavo y las leyes adaptativas necesarias.

e Analizar, por medio de simulaciones, la sincronizacion de dos sistemas de orden
fraccionario del tipo Lorenz, empleando las estrategias indirectas desarrolladas.

e Desarrollar estrategias de sincronizacion adaptable directas para sistemas tipo Lorenz de
orden fraccionario, mediante el ajuste de un solo pardmetro y un minimo nimero de
sefales de control (estrategias minimas).

e Analizar, por medio de simulaciones, la sincronizaciéon de dos sistemas de orden
fraccionario del tipo Lorenz, empleando las estrategias minimas desarrolladas.

e Demostrar en forma teodrica la convergencia del error de sincronizacioén para dos sistemas
de orden fraccionario del tipo Lorenz empleando estrategias minimas no adaptables.

e Realizar un andlisis comparativo del comportamiento dindmico de sistemas de orden
fraccionario sincronizados adaptivamente, usando leyes adaptivas enteras y fraccionarias.
Analizar los casos de estrategias minimas y no minimas.

e Realizar un andlisis comparativo del comportamiento dinamico de sistemas de orden
entero sincronizados adaptivamente, usando leyes adaptivas enteras y fraccionarias.
Analizar los casos de estrategias minimas y no minimas.

1.5 Soluciones propuestas en la literatura y contribuciones de esta
Tesis

El problema de la sincronizacion de sistemas se ha abordado de diferentes maneras y por muchos
autores, por lo que aqui se presenta un analisis de un conjunto de trabajos que contribuyen a
entregar una vision general del topico de sincronizacion de sistemas y que ha permitido dar
forma a la idea central de la investigacion que se formula en esta Tesis. La revisiéon hace un
recorrido por los trabajos y contribuciones de diversos autores que de alguna manera han hecho
un aporte al conocimiento de la sincronizaciéon de sistemas dindmicos. Esta busqueda fue
realizada en diversas bases de datos y aqui se presenta una descripcion general de cada una de
ellas y comentarios generales acerca de sus aportes, similitudes respecto a otros trabajos y su
contribucion sobre el tema central de la investigacion.

En la busqueda de las contribuciones mas importantes en la sincronizacion de sistemas dinamicos
se ha seguido la ruta mostrada en la Figura 4. En el primer bloque, se encuentra el proceso de
sincronizacion propiamente, eje de la propuesta, proceso que se aplica a sistemas dindmicos
cuyos parametros son desconocidos (sincronizacion adaptable) o conocidos (sincronizacion no
adaptable).Tal como se indica en el tercer bloque de la Figura 4, la clase de sistemas que se usa
en la sincronizacion, puede ser de orden entero o fraccionario. Asi, la sincronizacion puede ser
efectuada con sistemas de parametros desconocidos pero que sean de orden entero o fraccionario,
0 bien con sistemas cuyos parametros sean conocidos y que sean de orden fraccionario o entero.
El ultimo bloque de la Figura 4 corresponde al tipo de ajuste de los parametros que se realiza en
el caso adaptable, el cual puede ser de orden fraccionario o entero.

La situacion en la que los pardmetros del sistema son desconocidos y los sistemas de orden
entero, ha sido ampliamente estudiada en la literatura técnica y existe abundante bibliografia al
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respecto que muestran diferentes metodologias para lograr la sincronizacion (ver [17],[18],[19]).
La sincronizacién de sistemas de orden fraccionario con parametros conocidos, tiene un
desarrollo menos amplio que el caso anterior pero aun asi, existe una gran cantidad de referencias
bibliograficas que muestran diferentes enfoques para lograr el objetivo de sincronizacion [20],
[21]. No sucede lo mismo con los sistemas de orden fraccionario de parametros desconocidos,
con ajuste entero o fraccionario, ya que en este caso existen reportes que basicamente presentan
simulaciones que muestran el logro de la sincronizacion [22], pero en la actualidad no existe una
solucion tedrica completa para este caso. Los casos de interés de esta propuesta de investigacion,
son aquellas que se encuentran con lineas punteadas, segiin se muestra en la Figura 4 y son las
que seran estudiadas desde el punto de vista de simulaciones, pero sin dejar de lado algunos
aspectos teoricos.
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Figura 4 Esquema general de sincronizacion para sistemas dinamicos.

Algunos de los sistemas dinamicos que han sido estudiados con mayor énfasis desde el punto de
vista de sincronizacion, son los que poseen comportamiento cadtico. Entre ellos se puede citar el
sistema de Lorenz, reportado en 1963 [23], el de Rossler, mencionado en 1976 [24], el de Chen
en 1999 [25] y el de Lii de aparicion mas reciente en 2002[26]. Seré el sistema de Lorenz entero
y fraccionario, el que principalmente se analizara en este estudio, aunque en algunos casos se
tomara como ejemplos otros sistemas cadticos como los mencionados.

La etapa inicial de la bisqueda bibliografica realizada, que sirve solo como referencia ya que es
un caso completamente resuelto, es la sincronizacioén de sistemas dindmicos de orden entero de
parametros conocidos. Aqui se presentard el método general seguido por buena parte de los
investigadores que han informado resultados en este ambito.

Para comenzar, existe un trabajo de Pecora y Carroll [7] que marco un hito en el proceso de
sincronizacion de sistemas dinamicos de orden entero, sentando las bases tedricas de analisis. Los
autores mostraron que dos sistemas dinamicos caoticos idénticos, de pardmetros conocidos,
pueden llegar a sincronizar sus comportamientos si se acoplan en forma adecuada. La idea central
es usar una sefial de control que se aplica sobre uno de los sistemas, la cual tiene una estructura
variable no lineal, de modo que pueda influenciar dicho sistema, sin afectar al otro sistema,
logrando asi la sincronizacion. (Ver Figura 6). De acuerdo a la pagina de internet de la base de
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datos ISI WEB OF KNOWLEDGE consultada en septiembre de 2011, desde 1990, el trabajo de
Pecora y Carroll se ha referenciado 3508 veces en Science Citation Index Expanded (SCIE),
Social Science Citation Index (SSCI), and Arts & Humanities Citation Index (A&HCI), 754
veces en Conference Proceedings Citation Index - Science (CPCI-S); Conference Proceedings
Citation Index - Social Science & Humanities (CPCI-SSH) y 750 veces en el Chinese Science
Citation Database. Esto muestra la gran cantidad de trabajos sobre temas de sincronizacion de
sistemas dindmicos con comportamiento cadtico asociados de alguna forma a este trabajo
seminal.

Es asi como aparecen diferentes conceptos de sincronizacion, tal como el de sincronizacion
generalizada dada por Rulkov [10], en donde enuncia que una transformacion de estados
@(.) : R™ = R™, que puede ser lineal o no, permite sincronizar los sistemas dinamicos maestro
Xy € R™ y esclavo X, € R™, definiendo el error como e = X,,, — ¢(X;). Otro concepto es la
sincronizacion proyectiva, reportada por Mainieri y Rehacek [27], quienes toman como factor de
escala una matriz de funciones suaves, las cuales se cambian por escalares (constantes) como lo
plantean Li y Xu [28]. Otro concepto discutido en la literatura, es la sincronizacién proyectiva
generalizada (GPS) en este caso[29], se define un error de sincronizacién como e = X,, —
aX,, en donde existe una igualdad entre los estados del maestro X,,, € R™ y del esclavo X € R",
salvo por un factor de escala @ € R constante. La sincronizacion proyectiva modificada (MPS) en
Li [30] toma esa transformacion de estados, mencionada por Rulkov, definiendo el error
como e = X,, — AX;, siendo A € R™™ con valores constantes a;; € R. La sincronizacion
proyectiva con funcién modificada (MFPS), concepto reportado por Zeng [31], en donde la
transformacion A(t) € R™™, tiene estructura matricial cuyos elementos a;;(t) € R son variantes
en el tiempo y define un error de sincronizacién como e = X,,, — A(t)X;.

Como el caso de la sincronizacion no adaptativa no es el centro de esta propuesta, ésta se
menciona a modo de referencia como base para el problema que se quiere abordar
(sincronizacion fraccionaria adaptable).

1.5.1 Sincronizacion de sistemas dinamicos no lineales de orden entero con parametros
desconocidos

En este caso los sistemas dinamicos estan descritos por ecuaciones diferenciales de orden entero
y sobre el sistema esclavo se introduce una sefal externa, de tal forma que cancele las no
linealidades, a la vez que haga que la evolucidn resultante para el error de sincronizacion sea
lineal. Como los parametros del sistema son desconocidos, se disefia un observador de estados y
parametros basado en la informacion del sistema esclavo y luego se definen leyes de ajuste
apropiadas para los parametros estimados (Ver Figura 5).

A partir de alli existen algunas variaciones en cuanto al tipo de sistemas que se desea sincronizar,
la definicion del error de estado o el tipo de sincronizacion que se busca. A continuacion se
mencionan algunos trabajos relacionados con el desarrollo de la sincronizacion en sistemas
dindmicos con parametros desconocidos y de orden entero. El esquema general se puede ver en la
Figura 5.
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Figura 5 Esquema general del método para la sincronizacion de sistemas dindmicos de orden entero con parametros desconocidos
y leyes adaptables enteras.

Basados en la metodologia mencionada anteriormente, existen numerosos trabajos que toman
definiciones especificas del error de sincronizacion. Por ejemplo, Du et. al.[17], desarrollan en
forma detallada el procedimiento de sincronizacion para sistemas de tres variables de estado, con
parametros desconocidos, usando la definicion de sincronizacion proyectiva y dos variables de
estado para la sincronizacidon. Seguin sus autores, se sincronizan con ¢éxito sistemas de diferente
dimension como un Lorenz y un Newton — Leipnik. Para el mismo tipo de sincronizacion, Park
[18] lo hace con sistemas dindmicos de tipo hipercadtico. Un esquema de sincronizacioén
denominada hibrida proyectiva adaptiva de estado completo, es reportado por Hu et al. [19], en el
cual se toma una matriz constante que modifica las variables de estado de los sistemas dindmicos
a sincronizar. Una sincronizacion denominada funcidén proyectiva modificada conmutable
(SMFPS), que usa una matriz variante en el tiempo como una funcién de transformacion entre el
estado del maestro y el estado del esclavo, es realizada por Sudheer y Sabir [32], y lo aplican a
dos sistemas tipo Qi. Con el mismo método, Ho [33] y Al-sawalha et. al. [34] sincronizan
sistemas con tres y cuatro variables de estado; sin embargo, el ultimo de los trabajos
mencionados se concentra en la anti sincronizacién. Estos trabajos [32]-[34] poseen
caracteristicas similares en cuanto a la metodologia y la diferencia entre ellos, radica en la
definicion del tipo de sincronizacién que usan. Ademas, los sistemas dinamicos objetivo de la
sincronizacion tienen diversas caracteristicas: pueden ser del mismo orden, de orden diferente,
con un parametro a ser ajustado para sincronizar o con igual nimero de sefiales de control que de
variables de estado de los sistemas dindmicos.

Una modificacion del método general enunciado al inicio de esta seccion (Figura 5), tiene que ver
con los parametros del sistema. Cuando éstos son variantes en el tiempo, Salarieh y Alasty [35],
realizan la sincronizacion para sistemas diferentes a los sistemas de Lorenz, como en el caso de
sistemas de Chua con parametros ruidosos. Dicha variacion es modelada por ruido blanco
Gaussiano y se muestra que el error cuadratico medio de sincronizacion, converge a un limite
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pequeiio alrededor de cero. Este limite depende de la ganancia del controlador de realimentacion,
el cual converge a cero gracias a la ley de ajuste que se disefia. El mismo autor en [36], presenta
un trabajo donde es posible estimar los parametros del sistema cuando éstos tengan variaciones
acotadas. Otro trabajo que realiza una sincronizacién bajo la optica de perturbaciones acotadas, es
el de Lin [37], que con realimentacion de estado y un s6lo parametro ajustable logra la
sincronizacion. [18]-[37] son trabajos similares, que se desarrollan con pequefias modificaciones
uno respecto del otro y lo importante es que entregan una metodologia para sincronizar en forma
adaptable sistemas de orden entero ante las variaciones de los parametros y perturbaciones
externas acotadas.

También, se han usado diferentes formas de denotar los sistemas que se sincronizan, modificando
la forma de escribirlos lo que permite analizar en forma maés sintética, genérica y mas compacta
varias clases de sistemas, aplicando la metodologia ya descrita para el proceso de sincronizacion.
La sincronizacion presentada en [38], usa la descripcion de los sistemas hecha en [39], que
generaliza los términos que tienen los sistemas dindmicos cadticos para convertirlos en sistemas
tipo Lorenz, o tipo Chen, o tipo Lii. Similarmente, Feki [40] plantea una separacion lineal y una
no lineal en los sistemas dindmicos para analizar su estabilidad. En [41] se define y desarrolla la
sincronizacion de dos sistemas de Lorenz y dos sistemas de Rossler con un solo parametro
desconocido. El trabajo de Elabbasy et al. [42], asi como el de Gao [43] sincronizan dos sistemas
hipercadticos con cinco pardmetros desconocidos y aplican leyes de ajuste derivadas del criterio
de estabilidad de Lyapunov. El planteamiento hecho por Fotsin y Woafo [44, 45] toma un par de
sistemas de Van der Pol-Duffing y Van der Pol, respectivamente. Delshad et al.[46] hace lo
propio para un par de sistemas dindmicos de comportamiento cadtico. Los resultados aqui
mencionados no tienen mayores aportes en cuanto a lo metodologico, ya que utilizan basicamente
un controlador por realimentacion de estado (error de sincronizacion) con parametros ajustables y
solo realizan un tratamiento unificado de los sistemas a sincronizar pudiendo ser aplicados en
sistemas como Lorenz, Chen, Lii, Van der Pol y Chua, entre otros.

Al revisar la literatura sobre sincronizacidon adaptiva de sistemas de orden entero, existen trabajos
que recurren a otros métodos para la resolucién del problema, diferentes del método general
explicado al comienzo de ésta seccion. Ahn [47] y Asheghan [48], mediante una metodologia
basada en LMI (Linear Matrix Inequality), sincronizan dos sistemas dinamicos con parametros
desconocidos, teniendo en cuenta perturbaciones externas. Logran la sincronizacion mediante
tres sefiales de control de realimentacion del estado y el ajuste de un pardmetro. Chiang [49], usa
la técnica de control por modo deslizante que elimina posibles perturbaciones externas acotadas.
Yau [50] toma el método de control por modo deslizante y lo combina con logica difusa, para
sincronizar un sistema Duffing-Holmes. Zhao [51]presenta una sincronizacion adaptiva tipo Q-S
para dos sistemas idénticos, con pardmetros desconocidos. (Q(x) y S(x) son las variables
observables del sistema maestro y esclavo respectivamente). Este esquema, descrito primero por
Yan [52], es un método basado en técnicas de backstepping y en la teoria de estabilidad de
Lyapunov. Las técnicas recién descritas, modifican y combinan metodologias que se han
desarrollado previamente en forma separada para otros fines. Aln cuando estas técnicas se
apartan un poco de las técnicas de control adaptable tradicionales, se cimentan en teoria de
estabilidad de Lyapunov. Son técnicas interesantes que han sido aplicadas a sistemas enteros y
podrian ser utilizadas para fines comparativos con técnicas de sincronizacién de sistemas
fraccionarios, cosa que por ahora no resulta de interés para el presente estudio, debido a que el
objetivo de esta investigaciéon es buscar soluciones mediante técnicas de control adaptable
estandar.
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1.5.2 Sincronizacion de sistemas dinamicos no lineales de orden fraccionario con
parametros conocidos

Como uno de los puntos que se desarrollara en esta propuesta, tiene que ver con los sistemas
dindmicos de orden fraccionarios, es decir, cuando los modelos matematicos estan representados
por derivadas e integrales de orden fraccionaria, comenzaremos revisando lo que se ha hecho en
sincronizacion de sistemas fraccionarios con parametros conocidos. De acuerdo a la literatura
revisada sobre sincronizacion de orden fraccionario, existen diversos estudios sobre el
comportamiento aislado de sistemas dindmicos con diferentes ordenes y condiciones iniciales,
tanto para sistemas que poseen comportamiento cadtico como hipercaotico, como es el caso del
sistema Chua [53], el sistema de Rossler [54], el sistema de Duffing modificado de orden
fraccionario, el sistema de Chen [55], el sistema de Lii [56] y el sistema de Volta de orden
fraccionario [57]. Estos reportes han sido fundamentados esencialmente sobre simulaciones y se
han enfocado hacia la exploracion del comportamiento de dichos sistemas en forma aislada, con
el fin de estudiar, bajo otra dptica, aplicaciones a modelos fisicos, bioldgicos y sociales.

El esquema general de sincronizacion de sistemas de orden fraccionario con pardmetros
conocidos, tiene la estructura mostrada en la Figura 6. Los dos sistemas dinamicos a sincronizar,
ademas de tener orden fraccionario, pueden ser escritos como un modelo con una parte lineal y
una no lineal. Al sistema esclavo se le incorpora una sefial de control adecuada, U(t) € R"™, para
que la evolucion del error de sincronizacion e(t) € R™ resulte descrita por un sistema lineal.
Luego, imponiendo condiciones de estabilidad para sistemas lineales invariantes fraccionarios
[58], se determinan los pardmetros y sefiales necesarias a ser usadas. En algunos casos la senal
externa no elimina totalmente las no linealidades de la dinamica resultante para el error de
sincronizacion. No obstante, en [59] se emplean técnicas lineales (Transformada de Laplace y
Teorema del valor final) y los autores aseguran convergencia del error de sincronizacion.

Sistema maestro Sistema esclavo Sefal Externa

A% /dt? = f(Xm) diXs/dt? = f(X,) + U(t) U

O A

Error de sincronizacio

e(t) = Xpn(t) — aX; (6
die/dt? = Ae(t)

Criterio de estabilidad ‘
larg(D)| > qm/2 '

J

Figura 6 Esquema general del método para la sincronizacion de sistemas de orden fraccionario con parametros conocidos.
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En la mayoria de los trabajos informados en esta 4rea, ademas del analisis tedrico se incluyen
simulaciones numéricas del fendmeno de sincronizacion, con el fin de conocer la evolucion de las
sefales que indica que la estabilidad se logra si los valores propios de la matriz de evolucion A
poseen argumentos mayores que qm/2, donde g es el orden de la derivada fraccionaria. Los
trabajos en su mayoria se basan en el criterio de estabilidad de sistemas lineales invariantes de
orden fraccionario descrito anteriormente. Algunos de estos resultados se presentan en trabajos
como el de Zhu [20] y Odibat [21]. Este ultimo, presenta la sincronizacion de dos sistemas
dindmicos de comportamiento cadtico y de orden fraccionario, cada uno con diferentes ordenes
fraccionarios, aplicados a sistemas tipo Chen y de Rossler, usando el método general descrito al
inicio de esta seccion, prevaleciendo las simulaciones sobre el trabajo tedrico. En Li y Yan [60],
el método general de sincronizacion es aplicado a pares de sistemas Chua, sistemas Lorenz, y
sistemas Chen. Sin embargo, aunque la descripcion del articulo da a entender la sincronizacion de
los tres sistemas al tiempo, este trabajo no tiene mayor contribucion, ya que la sincronizacion
mostrada se desarrolla en la forma estdndar para sistemas dindmicos idénticos y es replicada para
los tres casos particulares.

También es interesante mencionar los articulos de Pan et al. [61, 62]. En el primero [61], se
presenta el proceso de anti sincronizacion y sincronizacion de dos sistemas dindmicos de orden
fraccionario del tipo Lorenz con perturbaciones. La técnica se desarrolla mediante control por
realimentacion del estado y se demuestra que la sincronizacion es robusta a pesar de la
perturbacion incluida. En el segundo trabajo [62], se muestra el caso de la sincronizacion de dos
sistemas dindmicos de orden fraccionario hipercaoticos. Se realiza un control por realimentacion
del estado y se aplica a sistemas Chen modificado y Lii modificado. En forma similar Odibat et
al. [63], realizan la sincronizacion de sistemas dinamicos de comportamiento cadtico en sistemas
modificados de Chen, Rossler y Chua, mediante control por realimentacion por estado. Lo mismo
ocurre para Bhalekar [64] y Matouk [65],[66]. En el primer trabajo, se aplica la metodologia
general descrita a dos sistemas del tipo Lorenz con control por realimentacion de estado, mientras
que el segundo trabajo, toma dos sistemas del tipo Van der Pol-Duffing. En ambos casos plantea
la misma realimentacion de estado con dos pardmetros que se ajustan para lograr la
sincronizacion. Xin et al. [67], toma dos sistemas WINDMI (solar wind driven magnetosphere
ionosphere), modelo que representa la dindmica de los vientos solares impulsados por la
ionosfera y magnetosfera, y logra la sincronizacién mediante control por realimentacion de
estado. Asheghan et al. [68], presentan la sincronizacidén robusta de dos sistemas fraccionarios
tipo Chen. Los sistemas maestro y esclavo son afectados por una sefial externa acotada y el
método garantiza la sincronizaciéon a pesar de la perturbacion. Los trabajos descritos en este
apartado, emplean procedimientos que no difieren mayormente con el método genérico ya
explicado. Las principales diferencias entre ellos radican en la eleccion de los sistemas que van a
ser sincronizados. El procedimiento es similar salvo para aquellos casos, como el ultimo
planteado, que requieren de ciertas condiciones para asegurar que la sincronizacion se logre. En
todas estas propuestas se aplica el mismo criterio de estabilidad de tipo lineal.

Asi como existen diferentes tipos de sincronizacion usadas en sistemas de orden entero, ellas
también han sido estudiadas por algunos autores y muestran sus propiedades para el caso
fraccionario. En el trabajo de Zhang et al. [69], se usa el concepto de sincronizacion generalizada
y en Zhou et al. [70] emplean la sincronizacion proyectiva generalizada de orden fraccionario,
que es aplicada a sistemas tipo Chen. Xinguang [71] analiza la sincronizacidon proyectiva
modificada para sistemas de orden fraccionario tipo Chen, Lii, y Lorenz. La sincronizacion
proyectiva hibrida es estudiada por Zhou y Cheng [72]. La definicién de sincronizacion
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proyectiva generalizada, es aplicada a sistemas del tipo Lorenz — Stenflo de orden fraccionarios
en [73]. En este grupo de trabajos se aplican diferentes definiciones para el error de
sincronizacion, pero en esencia, el método aplicado es el mismo que se ha mencionado en el
inicio de esta seccion.

La sincronizacién en su forma genérica implica la interaccion de al menos dos sistemas
dindmicos. Sin embargo, hay estudios que analizan el acoplamiento de tres sistemas de orden
entero. A partir de eso, con las condiciones necesarias dadas en [74] se logra la sincronizacion de
tres sistemas de Lorenz de orden fraccionario, a los que se adiciona un pardmetro de
acoplamiento que depende de las variables de estado. No hay realimentacion de estado y con las
condiciones necesarias ya mencionadas, se aplica el teorema de Laplace sobre la dindmica del
error de sincronizacidn, con los inconvenientes ya mencionados al inicio de la presente seccion,
es decir cuando el sistema es no lineal, fraccionario y variante. Obtener el error de sincronizacion
implica incluir mas de seis variables del error con lo cual el andlisis crece en complejidad.
Ademas implica conocer tanto las condiciones iniciales de los tres sistemas, como los valores
asociados a los parametros de acoplamiento, que en la mayoria de casos no se encuentran
disponibles o son dificiles de conocer.

1.5.3 Sincronizacion de sistemas dinamicos de orden fraccionario con parametros
desconocidos

Hasta el momento se han revisado técnicas de sincronizacion de sistemas dinamicos de orden
entero con pardmetros conocidos y desconocidos y también se analizaron los trabajos
relacionados con la sincronizacion de sistemas de orden fraccionario con pardmetros conocidos.
Corresponde ahora revisar lo que se ha realizado en sincronizacién adaptable de sistemas de
orden fraccionario con ajuste fraccionario (o ajuste entero). Este tipo de sincronizacion es el tema
central de la investigacion planteada en esta Tesis. En este ultimo caso no existe una metodologia
establecida, ya que las soluciones propuestas mayoritariamente corresponden a trabajos que
mediante simulaciones de sistemas de diferente tipo, muestran que la sincronizacion es posible
lograrla pero no existe el respaldo tedrico que fundamente estos resultados.

En este trabajo de investigacion se propone un esquema de sincronizacion, como el que muestra
la Figura 7. En ella, como primer paso se disefia un observador del estado y parametros,
fundamentado en la estructura del sistema esclavo (esquema indirecto). A partir de alli se
construyen los errores de sincronizacidon, como la diferencia entre los estados del sistema maestro
y esclavo; el error de estimacion estado, como la diferencia entre los estados del esclavo y del
observador; y el error paramétrico, como la diferencia entre los pardmetros reales y los
estimados. Mediante un apropiado criterio de estabilidad se disefian las leyes de ajuste
paramétricas. En esta seccion se presentan los trabajos encontrados y analizados que guardan
relacion con la sincronizacion adaptable de sistemas de orden fraccionario.

Otro esquema de sincronizacidon propuesto para este trabajo, se muestra en la Figura 8. En ¢l no

se requiere la estimacion de estados ni parametros y se proponen unas leyes de ajuste de
parametros del controlador definidas a partir de los errores de sincronizacion (esquema directo).
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Figura 7 Esquema general del método planteado para la sincronizacién de sistemas de orden fraccionario con parametros

desconocidos. (Metodologia indirecta).
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Figura 8 Esquema general del método planteado para la sincronizacién de sistemas de orden fraccionario con parametros

desconocidos. (Metodologia directa).

En la revision de la literatura sobre este tipo de sincronizacidon fraccionaria con parametros
desconocidos, se encuentran los trabajos que se comentan a continuacion. Yin y Chu [75]
proponen la sincronizacion de dos sistemas dinamicos de evolucidon cadtica de diferente tipo
(sistema Chen y sistema Financiero [76]) de orden fraccionario, con tres variables de estado y
con parametros desconocidos. El método consiste en aplicar sefales de realimentacion del estado
introducidas al sistema esclavo, incorporando parametros de ajuste que son actualizados usando
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leyes adaptables de orden fraccionario. La eleccion de las tres sefiales de entrada deben ser tales
que la evolucion del error de sincronizacidn, junto a las leyes de ajuste, conformen una matriz
simétrica con seis variables: tres de estado y tres de parametros. Con esta matriz, los autores
proponen encontrar una matriz semidefinida positiva Q que cumpla la ecuacion de Lyapunov

-A=QA+ ATQ, con lo cual se garantiza que el error de sincronizaciéon converja a cero en
forma asintotica. El procedimiento muestra que se puede sincronizar los sistemas y estimar los
parametros del sistema maestro. Se basa en una hipotesis de estabilidad que se fundamenta en
una matriz del error de sincronizacion establecida como invariante en el tiempo, concepto que se
traslada a la misma matriz a pesar de ser variante en el tiempo. Como ventaja se puede ver que el
proceso de sincronizacién y el de identificacion de parametros son logrados en forma simultanea.

En un trabajo realizado por Yuan y Yang [77], proponen como tema de investigacion la
identificacion de parametros de los sistemas dindmicos tipo Lorenz y Chen. Para ello la
investigacion se centra en la identificacion paramétrica usando un algoritmo de PSO (Particle
Swarm Optimization). Mediante la aplicacioén de dicho algoritmo el autor propone que usando los
resultados de la identificacion paramétrica es posible lograr la sincronizacién de los sistemas
antes mencionados. Para tal fin usa el método convencional de un control por realimentacion del
estado, para obtener un sistema de tipo lineal, que permite aplicar un criterio de estabilidad de
sistemas lineales de orden fraccionario. Para este caso, una de las ventajas en la utilizacion de
PSO, es evitar el disefio de leyes de ajuste paramétricas cuando se desconocen los parametros del
sistema, sin embargo, a continuacion el proceso no exige mayor novedad ya que usa el método
tradicional de realimentacion de estado para lograr la sincronizacion.

En uno de los trabajos de Odibat [78] se presenta un esquema de tipo adaptable para sistemas de
orden fraccionario tipo Chen. El método presentado toma tres sefiales de control, cuya estructura
basica se ha disenado para cancelar las no linealidades del sistema e imponer una ganancia con
una realimentacion del estado, de tipo lineal. Sobre dichas ganancias se impone unas cotas. Se
aplica la transformada de Laplace, tanto a los sistemas maestro y esclavo aislados como a las
sefales de control. A la evolucién del error de sincronizacion se le aplica el Jacobiano, con el fin
de encontrar la ecuacion caracteristica del sistema, lo cual permite encontrar las cotas para dichas
ganancias. Este método lo hace extensible a sistemas tipo Rdssler. El autor muestra que logra la
sincronizacion de sistemas con diferentes ordenes de derivada fraccionaria en los sistemas
maestros o esclavo y de acuerdo al criterio de sistemas de orden fraccionario se puede elegir el
valor de la ganancia para que los sistemas estén en la region de estabilidad. En algunos
documentos en los cuales la Transformada de Laplace ha sido aplicada, se hace bajo el hecho de
que la trayectoria del sistema estd acotada, con lo cual algunos autores justifican su aplicacion a
expresiones no lineales.

En Zhang y Yang [79] se propone un método para la sincronizacion de dos sistemas
pertenecientes a una clase reducida de sistemas de orden fraccionario de tres variables de estado y
parametros desconocidos, basada en la técnica de control adaptable por modo deslizante. El
controlador propuesto posee un solo pardmetro adaptable y define una superficie deslizante del
tipo integral fraccionaria. El método se basa en la hipdtesis de que puede ser aplicado a sistemas
dinamicos en el que el error de sincronizacion de orden fraccionario se pueda separar en dos
subsistemas y que uno de ellos sea asintéticamente estable cerca del origen. La estabilidad del
sistema se demuestra mediante una apropiada funcién de Lyapunov. Al igual que en caso
anterior, la ventaja es que emplea un solo parametro adaptable, pero la metodologia es aplicable
a una clase muy reducida de sistemas de orden fraccionario.
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En otros dos articulos, Zhang y Yang [80] proponen un método para la sincronizacién de
sistemas dinamicos tipo Rossler y tipo Chen, en forma separada. Y se trabaja bajo la hipotesis de
que la parte no lineal del error de sincronizacion, sea acotado, ademas de suponer que existe una
sefial de control por realimentacion de estado con una ganancia del tipo u(t) = —k(t)e, la cual
hace que el sistema sea asintoticamente estable. Asi mismo, supone que el ajuste sobre esta
ganancia k, es del tipo cuadratica. Segun los autores, para un sistema dindmico de tres variables
solo es necesario usar una sefal de control, mientras que para sistemas con cuatro variables, la
sincronizacion se efectiia con dos sefiales de control. Bajo este mismo esquema, Zhang y Yang
[81] reportan la sincronizacion por retraso, de sistemas tipo Lii con pardmetros desconocidos los
cuales son ajustados, junto a la ganancia, mediante cuatro leyes de ajuste paramétricas y s6lo una
sefal de control como la del método anterior. La ventaja de esta metodologia es la forma sencilla
como se disefia el controlador, aunque requiere conocer algunas condiciones del sistema. La
desventaja estd en la hipdtesis sobre la existencia de cotas sobre variables de los sistemas a
sincronizar, fundamentales para asegurar estabilidad asintdtica. El procedimiento no tiene un
criterio elaborado sobre la estabilidad del sistema, lo que pone en dudas la efectividad teorica del
mismo ya que, su propuesta estd sustentada en la simulacion de los resultados de la
sincronizacion.

En el reporte hecho por Hu et. al [82], se presenta la sincronizacion de dos sistemas de tipo
Lorenz comenzando con la sincronizacion de orden entero y luego la de orden fraccionario.
Mediante el uso de una sefial de control apropiadamente seleccionada, establecen un sistema
lineal de orden entero al que se le aplican los criterios conocidos de estabilidad. En el mismo
sentido, los autores toman el mismo desarrollo y lo aplican a sistemas de orden fraccionario y de
parametros desconocidos, aun cuando en dicho caso aparece una matriz de 6 variables; tres
variables del error de sincronizacion y otra tres para el error de estimacion paramétrico. Segun los
autores, esta matriz con términos variantes en el tiempo, logra converger a cero en el caso del
error, mediante los criterios expuestos en el caso de sistemas invariantes en el tiempo y de orden
entero. La convergencia paramétrica no se estipula como se alcanza sin la debida excitacion
persistente, lo que constituye un error. Asi mismo, la matriz resultante posee tanto elementos
variantes como invariantes en el tiempo, a la cual se le aplican criterios de estabilidad apropiados
para sistemas invariantes.

Otros métodos que solucionan el caso de la sincronizacion adaptable de orden fraccionaria, pero
que toman otras metodologias diferentes a las de control tradicional, es el planteado por ejemplo
en Lin y Lee [83], en donde se propone como metodologia para la sincronizacién de dos sistemas
de diferente dimensioén de orden fraccionario, el uso de un control por modo deslizante difuso.
Como el Objetivo de esta Tesis no es explorar este tipo de métodos, que combinan técnicas
heuristicas y de computacion evolutiva, solo se mencionan como un elemento de referencia, ya
que el objeto de la investigacion aqui presentada se enfoca al control adaptable convencional para
sistemas de orden fraccionario con parametros desconocidos.

1.5.4 Sincronizacion minima de sistemas dinamicos y aportes

El proceso de sincronizacidn entre los dos sistemas dindmicos tipo Lorenz, se puede lograr con el
uso de todas las senales de control o con el minimo numero de estas sefiales. A esta forma de
sincronizacion, mediante el menor niumero de sefiales sobre el sistema esclavo, se le ha
denominado sincronizacion minima. El esquema general de desarrollo se basa en las cotas que
tienen los sistemas cadticos una vez que estan en su estado estable. El esquema de sincronizacion
de sistemas de tipo Lorenz de orden entero se visualiza en la Figura 9.
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Sistema Maestro D1X,, J

=f(Xn)
Error de sincronizacion
D ei =X, — aXs

U(t) = f(Xs) + gk, e) Sistema Esclavo DX,

C—> —fx)+U)

[ Cotas sobre las variables ]

Figura 9 Esquema general del método planteado para la sincronizacién de sistemas de orden fraccionario con parametros
desconocidos. (Metodologia directa).

Uno de esos desarrollos es el que presenta Oancea et al. [84] quienes proponen que para
sincronizar dos sistema de tipo Lorenz con pardmetros conocidos, se puede introducir una sola
sefal sobre el sistema esclavo, con una estructura no lineal en adicién con una parte lineal. En la
parte lineal, compuesta por una variable del error y una constante, dicha constante es determinada
mediante la funciéon candidata de Lyapunov bajo el supuesto que las variables de estado
involucradas en la determinacion de dicha ganancia estan acotadas. De acuerdo a los autores, el
sistema estd acotado por la misma evolucion que poseen los sistemas cadticos, especialmente el
sistema de Lorenz de orden entero. Las demads soluciones tienen esa misma estructura, y se
fundamentan en la estabilidad de evolucion del sistema caodtico. Sin embargo, como solucidon no
puede ser aplicada a sistemas de orden fraccionario, ya que estos evolucionan en forma
dependiente tanto de las condiciones iniciales del sistema como del orden de la derivada
fraccionaria. A su vez es una solucion particularizada a sistemas de tipo Lorenz de orden entero y
posee algunas fallas en la determinacion en la estabilidad mediante Lyapunov, en los que asegura
que la derivada de la funcion candidata propuesta por los autores es definida negativa, cuando en
realidad es semidefinida negativa. Al margen de estas situaciones el autor plantea unas soluciones
interesantes usando las tres sefales de control en forma independiente, sin embargo esta Tesis
analizo6 dichas soluciones sin la hipdtesis de acotamiento de las variables de estado, y se llegd a la
conclusion que es posible lograr la sincronizacion, con U, U, en forma independiente.

Al tenor de los sistemas enteros tipo Lorenz, Chen et. al [85] plantean un desarrollo
fundamentado en backstepping, con una sefial de control. Dicha sefial de control es introducida
en la segunda ecuacion del sistema esclavo de Lorenz, sefial que tiene dos posibilidades de ser
construida. Por un lado se eliminan las no linealidades para que el sistema tenga una
estabilizacion asintdtica y mediante un segundo esquema de sincronizacion, este es basado en una
variable de estado realimentada con una ganancia lo suficientemente grande, la cual se determina
mediante la hipdtesis de existencia de una cota sobre dos de las tres variables de estado del
sistema original. Este método tiene algunas restricciones para el caso de sistemas de orden
fraccionario, que por sus caracteristicas dependen en su evolucion del orden de la derivada
fraccionaria, y su evoluciéon no necesariamente puede tener trayectorias acotadas.
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Con una estrategia diferente, Zhang et al. [86] muestran un procedimiento en forma reducida, con
unos sistemas de Lorenz generalizados. Para ello, los autores proponen un observador de estado
reducido, es decir el observador se construye solo con dos de las tres variables de estado. Sin
embargo, el tratamiento matematico y de variables no es muy simple de seguir. Ademas plantean
que el error de sincronizacion estd definido como la diferencia de la evolucién entre el estado del
sistema y el observador, lo que es un error, ya que la sincronizacién se usa en términos de la
diferencia de estados del sistema esclavo y maestro. Tampoco se menciona que el sistema a ser
observado sea un sistema maestro o esclavo. De acuerdo a los autores, es una forma de no
recurrir a acotar variables de estado del sistema, con todo esto se incurre en el error ya
mencionado.

La revision de la literatura sobre sistemas tipo Lorenz entero mediante sefiales de control
reducido o minimo no es muy abundante, pero la bibliografia existente redunda en el uso de cotas
sobre las variables del sistema, aplicados a sistemas de diferente indole, como los presentados a
continuacion. Si bien estos no son de completo interés de esta Tesis, si vale la pena mencionar su
aplicacion en sistemas distintos a los de Lorenz de orden entero.

En el caso de Wang et. al [87], proponen que para un sistema de dindmica caodtica general con
una incertidumbre sobre los pardmetros del sistema. Dicha incertidumbre es descrita con un
rango muy pequeiio. El procedimiento muestra la sintesis que debe hacerse para un sistema de
tres ecuaciones, y convertirlas en un sistema no lineal de dos ecuaciones de estado. Para lograr
estabilidad en la sincronizacién, la matriz de evolucion de estado, debe cumplir con ciertas
condiciones dependientes de la existencia de cotas superiores sobre las variables del sistema, lo
que hace que no sea aplicable a sistemas que no sean de orden entero ya que su evolucion podria
no ser cadtica.

Por otra parte, Yang [88] propone una sincronizacion de dos sistemas tipo Li de orden entero,
mediante una sola sefal de control. Asi mismo, otros aportes enfocados a otros tipos de sistemas,
como por ejemplo sistemas hipercadticos como lo expone Guo [89], en donde hace uso de un
controlador con una ganancia ajustable por realimentacion de estado. Como ejemplo, el autor
describe este método aplicado a sistemas Rikitake con dos sefales de control. Otras aplicaciones
en diferentes tipos de sistemas, como por ejemplo en sistemas hipercadticos o tipo casi-Lorenz,
se presentan en Chen et. al [90], Wang et. al [91], y Xiao et. al [92]

En general no existe hasta el momento un trabajo que posea una linea de pensamiento diferente al
hecho de usar cotas sobre las variables de estado de los sistemas dinamicos caoticos. Asi mismo,
cuando se hace mencion a una sincronizacion en forma reducida o con menor niimero de sefiales
de control y de tipo adaptable, ésta siempre hace referencia a una ganancia ajustable o con una
ganancia con realimentacion de estado.

El aporte de la Tesis apunta a desarrollar una solucion en el ambito de la sincronizacién minima
de orden fraccionario, basado en la aplicacion del criterio de estabilidad de Routh Hurwitz,
extendido al caso fraccionario, solucion que parte del estudio de sistema, de orden entero, y que
integra el concepto de un control activo, sin que sea necesario apoyarse en la hipdtesis de
existencia de cotas sobre las variables del sistema caotico en su estado estable.

De los trabajos sobre sincronizacion adaptable de sistemas de orden fraccionario revisados
anteriormente, podemos concluir que el tema central de la Tesis sigue siendo un problema
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abierto, dado que las soluciones planteadas abordan o resuelven solo parcialmente el problema
que se desea analizar en esta Tesis. El trabajo planteado en esta Tesis y descrito en los Capitulos
3 y 4, pretende aportar al conocimiento de este tema, desarrollando procedimientos de
sincronizacidn minima y no minima, para sistemas fraccionarios, que constituyan un camino para
encontrar una solucion completa de tipo teodrica para una clase de sistemas no lineales lo mas
amplia posible.

El trabajo presentado en esta Tesis esta distribuido de la siguiente forma en el Capitulo 2 se
explicaran los conceptos basicos y fundamentos tedricos usados en la investigacion. En el
Capitulo 3, se presenta un andlisis de sincronizacion adaptable de sistemas dindmicos tipo
Lorenz, en el Capitulo 4 se presenta la sincronizaciéon minima de sistemas tipo Lorenz.
Finalmente en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 2

Fundamentos y Conceptos Basicos

En el desarrollo de esta Tesis, se hace necesario estipular algunos conceptos de calculo y control
fraccionario y de sincronizacion de sistemas, los cuales mas adelante serviran de base para
entender los desarrollos realizados. Primero se mostraran algunas definiciones sobre calculo
fraccionario y definiciones que se usaran a lo largo de la Tesis. Posteriormente se introduciran
conceptos relacionados con control fraccionario en particular aquellos utilizados en estabilidad de
sistemas de orden fraccionario lineales e invariantes en el tiempo. Finalmente se presentan los
conceptos basicos de sincronizacion de sistemas.

2.1 Aspectos basicos de calculo y control fraccionario

Desde la perspectiva historica, los antecedentes del calculo fraccionario se remontan a 1695
cuando L’Hopital, en una comunicacioén con Leibnitz, le hizo una pregunta relacionada con las
derivadas, planteando ““;qué ocurre si el orden es un medio?”. En su respuesta de septiembre 30
de 1695, Leibnitz respondio, “De esta paradoja se extraerdn, algun dia, consecuencias muy utiles”
[93]. Existen muy pocos trabajos en este campo desde 1695 hasta 1974, fecha en la cual se
publico el primer texto dedicado al célculo fraccionario por Oldham y Spanier [94]. Asi mismo,
otros autores que han contribuido al calculo fraccionario son Lagrange, Laplace, de Morgan,
Heaveside, Riesz, Weyl [95]. En la actualidad existe una extensa literatura sobre el tema del
calculo fraccionario, en donde se muestran las mas amplias aplicaciones que abarcan la reologia,
electroquimica, teoria de la dispersion, difusion, teoria del transporte, probabilidad y estadistica,
teoria del potencial, elasticidad y viscosidad, entre otras.

El célculo fraccionario es una rama del andlisis matematico que estudia la posibilidad y
consecuencias de dar valores reales o complejos al siguiente operador general

dn

D" = —
dtn

En el caso entero, el indice del operador se refiere a las aplicaciones sucesivas que se realizan del
operador sobre una funcién f(x). Es asi como podemos tener

DOF() = f(@), Df(x) =D(F(x)),  D*f() =DM(F())),  D3f(x) =D (D(f)))

En el caso general la derivada en forma iterativa se puede expresar como
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n — e J— [ —
D) = DD..DF () = -0 &y = L
Tomando lo anterior se puede plantear la pregunta relacionada con la utilizacion de un valor de n
que no sea entero. El calculo fraccionario se ocupa del estudio de los llamados operadores de
integracion y derivacion fraccionarios sobre dominios reales o complejos.

El operador Integro-diferencial, denotado mediante D;/, es un operador que combina la
integracion y la diferenciacion en un solo operador. Este operador ha sido comunmente usado en
calculo fraccionario y se define de la siguiente manera [96]

dq . . .
( ded q >0, derivada fraccwnana}
Df = # 1 q=0, operador neutro
q

1 ft
=—— | (x =) 1f(t)dt < 0, integral fraccionaria
M@ s fod oret! J

Hay varias definiciones para este operador integro-diferencial y las mds comunmente usadas son
las de Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville y Caputo [97]. La definicion de Grunwald-
Letnikov (GL) del operador diferencial estd descrita de la siguiente manera

dPf(t)  Yieof (@) (t—a)"’“‘Jr
d(t —a)? F(-p+k+1) r(— p+k+1)

oDPF(t) = f (¢ — O™ P Fm (D)

Esta definicion es obtenida bajo la suposicion que las derivadas f*(¢),(k =1,2..m+ 1) son
continuas en un intervalo cerrado [a, t]g y m es un numero entero que satisface la condicion
m > p — 1. La funcién gama, I'(z) esta definido por la integral [98]

I'(2) =f t?"letdt
0

La definicion de Riemann-Liouville (RL) del operador diferencial es la mas simple y la mas facil.
Su definicion corresponde a [98]

m+1

d t
DI O=7 | €omr @

donde m es el entero que satisfacem <p<m+1

La definicion segiin Caputo [98], es una de las més usada debido a la interpretacion de las
condiciones iniciales y esta dada por:

dPf(t) 1 t M
CDPf(t) = = S O dt (1)

dtp I'(p—-m)“a (t-7)p+1-m

donde m es el entero que satisface m — 1 < p < m. Las definiciones dadas aqui corresponden a
derivadas cuando p > 0, y a definiciones de integrales cuando p < 0 [96].
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La definicion de Caputo tiene la ventaja de tratar adecuadamente el problema de las condiciones
iniciales, las cuales estan dadas en términos de las derivadas de orden entero, caso que se da en la
mayoria de los fendémenos fisicos. Esta definicion sera la utilizada en esta Tesis.

El objetivo de incorporar parte de la teoria de calculo fraccionario es usarla como herramienta
para la sincronizacion de sistemas dadas las ventajas observadas en el control adaptable
fraccionario.

Dentro de los desarrollos que se plantearan para la sincronizacion de sistemas de orden
fraccionario, no solamente tiene como objetivo que se logre modificar la trayectoria de uno de los
dos sistemas y que compartan una trayectoria comun, sino que esa respuesta en el tiempo esté
fundamentada en la teoria de estabilidad correspondiente al sistema bajo andlisis. Por ello, a
continuacion se plantean algunos criterios que permiten darle una solucion a la estabilidad de
sistemas lineales e invariantes en el tiempo de orden fraccionario.

Para sistemas dinamicos lineales e invariantes en el tiempo de orden fraccionario, el criterio de
estabilidad presentado en [58], enuncia que la estabilidad de un sistema definido por

[‘h qz T

x7, 12, LM = Alxg, X, 0 %]
X €R",A€RM*™

queda garantizada si las raices del polinomio caracteristico (los valores propios de la matriz de
evolucion del sistema o bien los polos de la funcion de transferencia) se encuentran fuera del
sector determinado por la condicion

larg(A)| > qm/2 (2)

donde q = max(qy,q,,...q5), i1 =1,2,..n es el orden fraccionario del sistema y 4; i=
1,2, ...n son los valores propios del sistema.

Observando este criterio es posible variar la frontera de estabilidad que se tiene para los sistemas
tradicionales de orden entero. Usando calculo fraccionario se puede prolongar la region de
estabilidad a lugares en los cuales el sistema entero resulta inestable. Con esto se gana una mayor
flexibilidad a la hora de establecer puntos de trabajo de un sistema dindmico. La region de
estabilidad se muestra en la Figura 10.
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Figura 10 Region de estabilidad para sistemas dinamicos lineales e invariantes de orden fraccionario,

Otro criterio disponible en la literatura y que guarda relacion con la estabilidad de sistemas para
sistemas lineales e invariantes en el tiempo de orden fraccionario, con derivadas en el sentido de
Caputo, corresponde a una extension del criterio de Routh —Hurwitz usado para sistemas de orden
entero desarrollado por Ahmed et. al [99]. A partir del criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz
estandar, basado en el caso de q=I, las condiciones enunciadas por Mishina y Proskuryakov
[100], para el caso de g € [0,1) resultan ser suficientes pero no necesarias.

Usando los resultados de Mishina y Proskuryakov, y tomando la definicion de discriminante de
un polinomio, para uno de orden 3, ya que nos interesan los sistemas tipo Lorenz, como se
explica en [99].

P(/l) S /13 + a1/12 + a2/1 + a3
si el discriminante (D(P) > 0) es positivo implica que todas las raices son reales y cuando el
discriminante es negativo (D(P) < () implica que existe solamente una raiz real y un par de raices

complejas conjugadas. Cuando el polinomio tiene orden n=3, el discriminante de P(A) tiene una
expresion como la siguiente

D(P) = 18a,a,a;3 + (a,a;)* — 4asz(a,)’® — 4(a;)® — 27(az)?

Para este caso particular, si el discriminante es positivo, las condiciones de Routh-Hurwitz son
necesarios y suficientes para (2), y resultan ser

siD(P)>0y a;>0; a3 >0; a;a, > as
Por otro lado, cuando el discriminante es negativo, las condiciones son

siD(P)<0 y a;>0; a, >0; a;a, = ag
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entonces se satisface (2) para todo g € [0,1).

Basado en este criterio, se mostraran sus aplicaciones en el estudio relacionado con la
sincronizacion minima de sistemas de orden fraccionario con parametros conocidos e invariantes
en el tiempo.

2.2 Conceptos relacionados con sincronizacion de sistemas

La definicion de sincronizacién en su forma mas genérica puede ser vista como un fendémeno
donde existe una interaccion de al menos dos sistemas dindmicos. En esta seccion se mostraran
los diferentes tipos de sincronizacidn de sistemas dindmicos que se han planteado en la literatura
técnica.

Una definicidon mas elaborada de sincronizacion de sistemas dindmicos consiste en lograr que dos
0 mas sistemas, que evolucionan en forma independiente, converjan hacia una trayectoria comun,
mediante la aplicacion de sefales externas adecuadas sobre uno de los sistemas.

El concepto general de sincronizacion se definié en la Seccion 1.5, sin embargo aqui se explican
otras formas de sincronizar dos sistemas dindmicos, asi como otras conceptualizaciones hechas
por diferentes autores.

La Sincronizacién por Fase (PS, Phase Synchronization), se usa en sistemas de osciladores no
idénticos o sistemas rotatorios, que pueden alcanzar un régimen intermedio donde se produce
una mancomunion de las fases, mientras que la correlacion entre las amplitudes permanece débil
(amplitudes no correlacionadas o caoticas) [11].

La Sincronizacion por Retardo (LS, Lag Synchronization) es un paso intermedio entre la
sincronizacion de fase y la sincronizacién completa. En este tipo de sincronizacién y en forma
asintotica, se logra que las fases y las amplitudes de las variables de ambos sistemas permanezcan
unidas, pero con la presencia de un tiempo de retardo [11].

La Sincronizacién de Retardo Intermitente (ILS: Intermittent Lag Synchronization) produce que
los sistemas, en la mayor parte del tiempo, verifican la sincronizacién de fase, pero existen
estallidos intermitentes de comportamiento no sincronizados, debido a que la trayectoria pasa por
una region del atractor donde el exponente local de Lyapunov se acorta en alguna direccion y se
vuelve positivo [101].

Ademas de la metodologia general explicada en la Seccidon 1.5, existen otros métodos y técnicas
para manejar y controlar sistemas dinamicos con comportamiento caotico y para sistemas que se
desea sincronizar. Entre ellos podemos citar el método OGY[102] en el que, la existencia de un
numero infinito de orbitas periddicas inestables, es aprovechado para introducir pequefias
perturbaciones, para que la trayectoria cadtica siga una trayectoria periddica seleccionada. Otros
métodos usan un enfoque que emplea retardo de tiempo [103] y un disefio por backstepping
[104], s6lo por nombrar algunos.
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En términos generales, en el proceso de sincronizacién se consideran dos sistemas dinamicos
(con comportamiento cadtico o no). Uno de esos sistemas se denomina maestro y el otro sistema
esclavo, identificados con unos subindices m y s respectivamente, y con vectores de estado
Xm, Xs € R™. La evolucion del vector de estado de los sistemas esta descrita, por las siguientes
ecuaciones diferenciales

(Maestro) X, = f(X,), X (0) = X0
(Esclavo) X, = f(X) +U(®),  Xs(0) = Xyo @)

f:R™ = R™es una funcion no lineal y U(t) es el vector de control que se usara para sincronizar
ambos sistemas. En general, se introduce la senal U(t) sobre el sistema esclavo, de manera que
cancele los términos no lineales y genere dindmicas deseadas, preferentemente lineales.

Se define el error de sincronizacion e(t) € R™como la diferencia entre los estados del sistema
maestro y del sistema esclavo, excepto por un factor de escala

e(t) = X (t) — aXs() “4)
donde a € R es el factor de escala.

A continuacion, se escoge la sefial U(t) de manera que la dindmica del error de sincronizacion
esté regida por un sistema lineal de la forma

é(t) = f(Xp) — a(f(Xs) + U(D)) = Ae(t) 5)

De este modo los valores propios de A (polos del sistema (5)), determinan la convergencia del
error de sincronizacion, lograndose con ello que

lirnt—>oo||)(m — Xs” =0 (6)

Esto hace que el estado del sistema esclavo sea igual al estado del sistema maestro, excepto por el
factor de escala a.

Los pasos descritos anteriormente son los usados en la metodologia general para resolver el
problema de sincronizacion de sistemas dindmicos con pardmetros conocidos. En la literatura
técnica se hace referencia a casos especificos de sincronizacion cuyas diferencias con el caso
general ya explicado, corresponden a la forma como se define el error de sincronizacion.

Por otra parte, cuando en los sistemas que se sincronizan existe un desconocimiento de los
parametros, se disefia un observador de estados y parametros basado en la informacién del
sistema esclavo y luego se definen leyes de ajuste apropiadas para los parametros estimados, tal
como se muestra en la Figura 5.

Considerando la ecuacion (3) que define los sistemas maestro y esclavo, se disefia el observador
de estado basado en el sistema esclavo de la siguiente manera
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Xo=F(R) + U@+ (®), £,(0) =Xy ()
donde X,(t) € R™es el estimado del estado X,(t) € R™ en el instante t.

Aqui se debe mencionar que la sefal externa U(t) € R™, esta compuesta por las sefales del
controlador que eliminan las no linealidades del sistema y permiten generar una dinamica lineal y
ademas se adicionan sefiales de excitacion persistente u'(t) € R™, necesarias para que puedan ser
estimados correctamente todos los parametros y estados.

En forma general las sefiales externas tienen la forma

Ut) =¢(t) +kv(t); u'(t)=E.P 3
donde u'(t) € R™ es la sefal de excitacion persistente, la cual tiene por objetivo proveer las
condiciones para encontrar convergencia paramétrica del observador o del identificador. Por su
parte U(t) es la senal de control para la sincronizacion formado por {(t) € R™ que es la parte no

lineal, v(t) € R™ es la sefal externa de realimentacion del estado para mejorar el control sobre la
sincronizacion, y k € R es una constante.

La diferencia entre el estado del sistema esclavo X (t) y su estimado X(t) define el error de
estimacion del estado €(t) € R™, de la siguiente manera

e(t) = Xs(t) — Xs(t) )

Si definimos 6 € RP como el vector de pardametros reales del sistema y 8(t) € RP su estimado
en el instante t, el error de la estimacion de los parametros 6(t) € RPqueda dado por

6()=06(t)—6 (10)

Para encontrar la ley de ajuste de los parametros estimados 8 (t) se plantea una funcién candidata
de Lyapunov, que sea funcion del error de estado € (t) y del error paramétrico 6(t)

V(E, é) >0 (11)

de tal forma que

V(S, 9) <0 (12)

La ley de adaptacion para los parametros estimados en forma genérica estd dada por

0 =g(eX,) (13)

donde g(.,.) es una funcién a ser definida de manera que se satisfagan (11) y (12). Como los
sistemas son de orden entero, la ley de adaptacion es también entera (13), este caso corresponde
al método estandar de estimacion. A partir de alli existen algunas variantes en cuanto al tipo de
sistemas que se desea sincronizar, la definicion del error de sincronizacién o el tipo de
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sincronizacion que se busca. A continuacidon se mencionan algunos trabajos relacionados con el
desarrollo de la sincronizacion en sistemas dinamicos con parametros desconocidos y de orden
entero. El esquema de este procedimiento se puede ver en la Figura 5.

En este trabajo, el sistema maestro a analizar serd un sistema de Lorenz, el cual estd descrito en
forma general por la ecuacion (14).

2.3 Sincronizacion de sistemas tipo Lorenz de orden entero y
parametros conocidos

En esta seccion se detalla el procedimiento de sincronizacion de sistemas tipo Lorenz de orden
entero con parametros conocidos, que si bien no es el eje central de la Tesis, sirve de base para
extender el método para sincronizacion de sistemas de orden fraccionario de pardmetros
conocidos y desconocidos. En este desarrollo se centrara la atencion en las sefiales de control que
van a permitir convertir el sistema de error de sincronizacidon no lineales a sistemas lineales.

En principio, se toma en forma extendida el sistema Lorenz que se escribe como

Xm = 0(Vm — Xm)
Ym =VXm — XmZm — Ym (14)
Zm = XmYm — lgzm

donde los pardmetros 6, y y f son constantes. Para ciertos valores de ellos el sistema presenta
comportamiento cadtico (y=28, f=2.66 y c=10), mientras que para otros conjuntos de valores
este comportamiento cadtico desaparece.

A su vez, el sistema esclavo tiene una estructura similar a la del sistema maestro, con la salvedad
de que se le han agregado las tres sefiales de control U(t) = (U, Up, U3)T € R3, las cuales seran
definidas mas adelante. Sera justamente a través de estas variables de control que se lograra la
sincronizacion de ambos sistemas. El sistema esclavo se define mediante el siguiente conjunto de
ecuaciones

Xs = G(Ys - xs) + Uy
Vs = VX5 — XsZs — ¥s + Uz (15)
Zs = XsYs — Bzs + Uz

Se define el error de sincronizacion de la siguiente forma
€1 =Xy — AXg
€2 =Ym — AYs (16)
33 =Zm — (XZS

donde a € R es un factor de escala.

A partir de (14), (15) y (16) se puede ver que la evolucidon del error de sincronizacion queda
descrita, en forma extendida, por las siguientes ecuaciones
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é; =o0(e; —e) —al,
€y =yes — ey — XmZy + (X — 1) (2 — e3)/a — al, (17)
ez = XmYm — (xm - el)(ym - 92)/05 - ﬂ93 —aU;

Una forma de conseguir la sincronizacion es definiendo las sefiales de control como sigue

U, =—-v/a
Uy = —XmZm/a + (xm_el)(zm_es’)/az —v;/a
U3 =+ mem/(l - (xm - el)(ym - 62)/0{2 - U3/0{ (18)

Esta eleccion de las sefiales de control, que ciertamente no es la unica, se realiza con el fin de
cancelar los términos no lineales en la dindmica resultante para el error de sincronizacion. Tal
como se dijo anteriormente estas sefales de control tienen la forma general U(t) = {(t) +
kv(t), donde {(t) € R™ es la parte no lineal, k es una constante que considera el factor de escala
y v (t) € R™ es una sefal externa de realimentacion del estado definida de manera que genere
una dindmica del error de sincronizacion que sea lineal y conveniente.

Reemplazando los controles definidos por las ecuaciones (18) en la ecuacion (17), se obtiene
e; =oa(e;—e) + v
e, =yes—e; + 1, (19)

€3 = —fe; + U3

El sistema presentado en (19) es un sistema lineal, con una sefial de control de entrada
v=[vv, v3]

el cual se puede escribir en forma matricial como

€1 -0 o 071141 51
[e'zl = [ y -1 0]|e|+|v2 (20)
€3 0 0 —plles U3

Existen diferentes maneras de escoger el vector v. Una forma sencilla (pero no la unica) es
definiendo el vector de entradas externas de la siguiente forma, tal como lo realiz6 Li [29]

21 0 —o 0][€
-l el
VU3 0 0 o0llés

con lo cual (20) se convierte en sistema lineal auténomo que describe la dinamica del error de
sincronizacion de la siguiente manera

éq -0 0 01réx
[ézl = [ 0O -1 0 ][32] (22)
é3 0 0 —,8 €3

De esta manera, la convergencia estd determinada por la ubicacion en el semi plano complejo
izquierdo de los valores propios de la matriz de evolucion.
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El problema que se busca resolver en esta Tesis, es la sincronizaciéon de sistemas de orden
fraccionario tipo Lorenz, que toma elementos de la sincronizacion de sistemas de orden entero,
por ello se considera relevante mostrar algunos detalles de la metodologia usada en ese objetivo.
Consideremos dos sistemas dindmicos no lineales de orden fraccionario de comportamiento
eventualmente cadtico del tipo Lorenz, cuyos parametros son desconocidos y que
denominaremos maestro y esclavo. Cada sistema describe trayectorias individuales definidas por
las ecuaciones para el maestro y el esclavo cuya evolucion es caotica (o no) descritas en (14) y
(15). En las siguientes secciones se mostrara el esquema seguido para el caso de la sincronizacion
de sistemas de orden fraccionario, tanto minimo como no minimo, y en forma adaptable y no
adaptable.

2.4 Sincronizacion adaptable de sistemas tipo Lorenz de orden entero

En el caso de la sincronizacion no adaptable de sistemas tipo Lorenz, se puede hacer uso del
conocimiento de los parametros del sistema. Sin embargo, cuando €stos no se conocen, se deben
estimar cada uno de los parametros del sistema, para hacer una estimacion completa de los
mismos. De no seguir esta idea, se puede generar una metodologia directa para lograr la
sincronizacion de los dos sistemas.

El sistema observador es derivado del sistema esclavo (15), incorporando escalares a,, > 0,
b, >0, ¢, > 0, y toma la forma

x;\s = —apXs + (am - ﬁ)xs + 6y + Uy +uy'(t)
Vs = =bm¥s — Vs + bys + VX5 — X525 + Uy + u,'(t) (23)

A

25 = —CmZs + (Cm - IB)ZS + X5ys + Us + uz'(t)

Para las ecuaciones (23) se introducen las sefiales u,'(t) u,'(t) uz'(t) de excitacion persistente
que permiten la identificacion paramétrica. Como son tres parametros a identificar, se usan tres
sefales de excitacion persistente, se han elegido de la siguiente manera, no siendo esta la Unica
forma: u, '(t) = sin(wt), u,'(t) = 2sin(2wt), u3'(t) = 3sin(3wt).

La diferencia entre la variable de estado estimada y la variable de estado genera el vector de
errores de estimacion de los estados, compuesto por €, (t), €5(t), £3(t) y definidos por

£1(8) = 2,() — x%5(8)
£2(0) = 9o(6) — y5()
es(6) = 2.(6) — 7 (D) @4

La dinamica del error de estimacion de estados se obtiene al reemplazar (15) y (23) en (24)
obteniéndose
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& = —Qp& +0xg, — Gy
8'2 = - 82(1 + bm) - ]7xs (25)

€3 = —&3Cm + P2

Se define el error de estimacion de los pardmetros como la diferencia entre el valor estimado y el
valor real del pardmetro cuya forma es la siguiente

Gt)=6(t)— o
7)) =9@) -y (26)

~ P

B) = ) —p
Con una adecuada eleccion para la funcion candidata de Lyapunov que cumpla con el criterio de

estabilidad, podemos llegar a definir leyes de ajuste para cada uno de los parametros estimados,
en este caso se escogen las siguientes leyes adaptables

V=7=—0826% (27)

de donde 84, 8,, 83, son las ganancias adaptables, que permitiran un manejo de la velocidad de
convergencia del error paramétrico.

Si ahora escogemos en (18) v, , v, v3 de la forma como lo hace Li [29] para el caso no adaptable
ver ecuacion (21), pero usando los estimados en lugar de los valores reales se tiene

%1 0 -6 o0]ré
%] 0 0 ollLes
El error de sincronizacion, obtenido de (14) (15) (18) y (28) tiene ahora la forma
e, —0 —0 0 €
é3 0 0 —plles (29)

Notese la diferencia entre (22) y (29).

De acuerdo a lo anterior, el error de sincronizacion, el error de estimacion de estado y el error de
estimacion de parametros, quedan expresados por las ecuaciones (25),(27) y (29)
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Con estas ecuaciones, la sincronizacion adaptable de sistemas Lorenz de orden entero tendra tres
componentes del error de sincronizacion, tres del error de estimacion de estado y tres del error de
estimacion de parametros. En total 9 variables, que definen el proceso de observacion del estado
(25), la estimacion paramétrica (27) y el error de sincronizacion (29). Bajo esta situacion el
sistema a resolver es grande por el nimero de elementos a trabajar, no lineal y variante en el
tiempo, pero que tiene solucion completa ya que es un sistema de orden entero.

Otra manera de lograr la sincronizacién sin el conocimiento de los pardmetros, puede ser
realizada mediante un ajuste de alta ganancia. Bajo esta estrategia, se pretende lograr la
sincronizacion mediante la adicién de las sefales de control similares a las mostradas en (18) y
con el ajuste de una ganancia k;,i = 1,2,3, que se modifica de acuerdo a una ley de adaptacion
(definida en forma cuadratica a partir del error de sincronizacién) de acuerdo a Chen et. al [105]
y a los desarrollos de Vaidyanathan [106]. Las sefiales de control se definen ahora como

_ G (ea—e) +kieg
L=

a
Ve, — XmZm — AXsZs — ex+koe,

U, =
z a

— ﬁ63 + XmYm — axs)’s+k3e3
a

3

siendo 4,7, estimados de los parametros del sistema, k4, k,, k3 ganancias ajustables
Luego el error de sincronizacion queda definido

e = —6(e; —e1) —kie
é; =yer — kaey

é3=ﬁ€'3—k393
donde&=6\—0;7=?—y;ﬁ~=ﬁ—ﬁ-

A partir de los criterios de estabilidad de Lyapunov, se encuentran las siguientes leyes de ajuste
para la estimacion de parametros

O-L = _(312 - 6162 + k45)

17.: —(erez + ks7)
B = —(e3 + keB)

donde k4, k<, kg > 0 constantes arbitrarias.

Esta solucidn solo requiere manejar un namero reducido de variables, entre las que se encuentran
tres variables del error de sincronizacion y tres de ajuste paramétrico. Mientras que la solucion
para la sincronizacién adaptable indirecta, requiere de nueve variables que fueron mencionadas
anteriormente.
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2.5 Sincronizacion no adaptable de sistemas tipo Lorenz de orden
fraccionario

En la Seccion 2.3 se mostraba el esquema de sincronizacion de sistemas enteros con parametros
conocidos, cuya intencidn es generar un sistema lineal e invariante a partir de un sistema no lineal
y variante en el tiempo. Basados en esa idea se realiza, en esta seccion, un tratamiento similar al
caso entero, aplicando los criterios de estabilidad apropiados.

La descripcion del sistema de Lorenz fraccionario tiene la siguiente ecuacion general tanto para
el sistema maestro como esclavo

% = f(Xm) ; Xm(o) = Xmo
o (30)
—==fEI+U@®); X(0) = Xgg

donde g, es el orden de la derivada fraccionaria de los sistemas, X,,,, X € R3 son los estados del
sistema maestro y del sistema esclavo, respectivamente. f: R®> = R3 es un campo vectorial suave
y U(t) € R3son las sefiales de control a definir. En forma explicita el sistema de Lorenz maestro
de orden fraccionario, es descrito de la siguiente manera

dsx,,

dCISy
qum =VXm ~ XmZm — Ym
31)
disz,, (

agds _ XmYm — Bzm

Se ha observado, mediante simulaciones, que para valores de los pardmetros y =28, =83y o
=10, el sistema presenta un comportamiento cadtico cuando 0.99 < g, < 1.17. Para otros valores
de g5 € (0,2), y de acuerdo a las simulaciones, no se ha encontrado comportamiento caotico lo
cual ameritaria un estudio analitico mas detallado, para el caso del sistema de Lorenz de orden
fraccionario.

El sistema esclavo tiene una estructura igual a la del sistema maestro, ademés de las sefiales
adicionales para lograr la sincronizacion y adopta la forma

d9sxs

s = T O0%s + oy, + Uy

quy

s = Vs T ¥Xs — X525 + Uy (32)
disz

Tq: = —Pzs+ x5 + Us

De las ecuaciones (31) y (32), la evolucion del error de sincronizacién de orden fraccionario esta
dada por
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quel
dtds
dise
dthZ =ye; — ey — XmZm + (X —e1)(Zm — e3)/a — al,

dds
dt‘i‘s = XmYm — (Xm — €1) (ym — €2)/a — fe; — als

=o(e; —ey) —al;

(33)

donde e; = x,, — aXg; €3 = Y — AYs; €3 = Zpy — AZg.

Una forma de escoger las senales de control en este caso seria similar a la mostrada en la
ecuacion (18) para sistemas de orden entero. Las ecuaciones dinamicas del error de
sincronizacion quedan ahora como

dise,

s o(e; —ey) + vy

dqsez

T rea— e t v (34)
d¥es = Bes + v
dtds 3 3

Escogiendo adecuadamente el vector externo v, tal como se hizo en el caso entero (ver ecuacion
(21) el error de sincronizacion (34) queda dado por el siguiente sistema lineal e invariante en el
tiempo

dqsel
tqs —0 0 eq
dCIsez [ e, (35)
dth
dQS33J 0 _:8 €3
dtds

Para sistemas dinamicos lineales e invariantes en el tiempo de orden fraccionario, el criterio de
estabilidad presentado en [58], enuncia que la estabilidad queda garantizada si las raices del
polinomio caracteristico (los valores propios de la matriz de evolucion del sistema o bien los
polos de la funcidn de transferencia) se encuentran fuera del sector determinado por la condicién
definida en (2),condicidén que en este caso se satisface ya que g y § son positivos para el sistema
de Lorenz.

En la Figura 11, se muestra la evolucion del error de sincronizacion con pardmetros conocidos de
sistemas de orden fraccionario con qs=0.9, en el que se puede apreciar la lentitud de una de las
senales del error e;, siendo éste, el que tiene una menor magnitud dentro de todos los valores
propios del sistema.
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Figura 11 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario tipo Lorenz con q.=0.9 no adaptable

Esfuerzo de control de sistemas Lorenz de orden Fraccionario g=0.9 no adaptable
T T T T T T
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Figura 12 Esfuerzo de control para sincronizacion de sistemas de orden fraccionario tipo Lorenz con q;=0.9, no adaptable.

En la Figura 12 se muestra el esfuerzo de control que incluye las entradas externas vq, v, V3.

Al igual que se hace en el caso de orden entero, es posible obtener diferentes expresiones para la
ecuacion (35), que permitiran obtener una mejora en la velocidad de convergencia de los errores
de sincronizacion. Esto se logra modificando las sefiales de entrada externas vy, v,, v3 para
obtener por ejemplo una matriz triangular superior o inferior que garantice el criterio de
estabilidad para sistemas de orden fraccionario lineales e invariantes. Cambiando el orden de la
derivada fraccionaria, se ha encontrado que mientras mas se aleje de la unidad, es decir si el
orden es mayor que cero y menor a uno, la convergencia se hace mas lenta.
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Capitulo 3

Analisis de la  sincronizacidon
adaptable de sistemas tipo Lorenz de
orden fraccionario

En este capitulo se hace primeramente un analisis del comportamiento para un sistema de Lorenz
fraccionario aislado. Posteriormente se proponen desarrollos para la sincronizacion de sistemas
de orden fraccionario tipo Lorenz con parametros desconocidos tanto empleando técnicas directas
como indirectas.

3.1 Estudio del sistema de Lorenz fraccionario aislado

Para introducirnos en el tema de la sincronizacion adaptable de sistemas de orden fraccionario, en
esta seccion se presenta un andlisis bajo la dptica de simulaciones del sistema de Lorenz de orden
fraccionario asilado. Esto con el objeto de tener la idea completa del comportamiento y su
evolucion, definiendo convergencia y comportamiento cadtico, entre otros, y analizando la
influencia del orden de la derivada fraccionaria y de las condiciones iniciales sobre el
comportamiento del sistema.

Para ello, se realizaron simulaciones del sistema de Lorenz fraccionario con diferentes ordenes de
la derivada (valores de qs) desde qs=0.2, hasta qs=1.18. En particular se tomaron los valores 0.2,
0.5,0.9, 1, 1.1, 1.18 y las condiciones iniciales x(0) = 8; y(0) = —5; z(0) = —6. El sistema se
simulé en forma aislada, como se mencionaba antes, para conocer la evoluciéon natural del
sistema Lorenz fraccionario, con diferentes valores de qs.

Un objetivo particular de este estudio es analizar el comportamiento aislado de un sistema
fraccionario del tipo Lorenz, con el fin de observar el tipo de evolucidon que presenta con respecto
al caso de sistemas de Lorenz (¢g=1).

A partir de las simulaciones realizadas para el sistema fraccionario tipo Lorenz aislado, se
observo que el comportamiento cadtico se presenta cuando se modifica el orden de la derivada
fraccionaria que tiene el sistema. En el momento en que no existe caos, las condiciones iniciales
definen hacia qué atractor evolucionara el sistema. Es asi como se obtiene un comportamiento
cadtico cuando el orden de las derivadas fraccionarias satisface 0.99< ¢, < 1.17 (Ver Figura 14).
A partir de g~1.18 el sistema presenta un comportamiento inestable (Ver Figura 15). Para
valores ¢, < 0.98 los sistemas tienden asintoticamente a uno de los atractores del sistemas original
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de Lorenz (¢,=1), Figura 16 dependiendo de las condiciones iniciales que posea el sistema(Ver
Figura 13, Figura 17, Figura 18, Figura 19 y Figura 20). Los rangos de comportamiento del
sistema seran diferentes, en cuanto cambien los parametros del sistema,

Figura 13 Comportamiento de un sistema tipo Lorenz fraccionario aislado para q,=0.98.

50,
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Figura 14 Comportamiento del un sistema tipo Lorenz fraccionario aislado para q,=1.17.
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Figura 15 Comportamiento de un sistema tipo Lorenz fraccionario aislado para qs=1.18.
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Figura 16 Sistema de Lorenz Entero q.=1

Extendiendo el andlisis del sistema aislado, el sistema (31) se simul6 dentro del rango
correspondiente a 0 < g5 < 0,98 en ausencia de caos. Para el caso de g, = 0.2 (valor que tiene
interés ya que es cercano a cero) los resultados se muestran en la Figura 17. También se hicieron
simulaciones con valores g; = 0.1(no mostradas en esta seccidn), y se observd que tiene la
dificultad de que la sincronizacion es muy lenta respecto al caso g, = 0.2.

De igual manera, se simuld el sistema de Lorenz y se simulo con g, = 0.5, y segun la Figura 18,
la convergencia a unos de los puntos de equilibrio del sistema original de Lorenz es mas rapida
ya que no posee una trayectoria tan larga como se muestra cuando g, = 0.2.(Figura 17)
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Figura 17 Sistema Lorenz fraccionario qs=0.2
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Figura 18 Sistema de Lorenz fraccionario con qs=0.5

En la Figura 19 se muestra la evolucion del sistema de Lorenz fraccionario con orden g, = 0.7,
Mientras que en la Figura 20 se hace lo propio para un orden de g, = 0.9. En éste ultimo caso la
evolucion del sistema de Lorenz es muy parecida al caso cuando g, = 0.2,
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Figura 19 Sistemas de Lorenz q,=0.7

40

Figura 20 Sistema de Lorenz fraccionario, q; = 0.9
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Figura 21 Sistema de Lorenz fraccionario q; = 0.99

Cuando el sistema tiene un orden g, = 0.99 (ver Figura 21) el comportamiento del sistema es
cadtico. Sin embargo atn se percibe la diferencia de trayectorias con respecto al sistema entero
que se muestra en la Figura 16.

Resumiendo, el conjunto de simulaciones para el sistema de Lorenz fraccionario aislado con
pardmetros 6=10, §=28, f=2,66, muestra un comportamiento caético cuando el orden de las
derivadas fraccionarias satisface 0.9 ¢, < 1.17. A partir de g, =1.18 el sistema presenta un
comportamiento inestable. Para valores 0 < g, < 0.98 los sistemas tienden asintéticamente a uno
de los atractores del sistemas original de Lorenz, dependiendo de las condiciones iniciales que se
escojan.

Analizando el comportamiento del sistema Lorenz fraccionario en forma aislada, en las Secciones
3.2 y 3.3 se mostrara como se desarrolla la sincronizacion generalizada adaptable de dos sistemas
de orden fraccionario de Lorenz, tanto en forma indirecta como directa.

3.2 Sincronizacion adaptable indirecta de sistemas tipo Lorenz de
orden fraccionario

En esta seccién se muestra un proceso de sincronizacion de sistemas de orden fraccionario del
tipo Lorenz con parametros desconocidos, mediante el disefio de un observador de estado, el cual
copia la estructura del sistema esclavo. Este observador estd basado en el observador estandar de
Luenberger. A partir de esta estructura, se derivan las leyes de ajuste de parametros a estimar.
Para ello, se toman tanto las ideas como las metodologias desarrolladas para el caso de la
sincronizacion de sistemas de orden entero y se hacen extensivas al caso fraccionario.
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3.2.1 Solucion propuesta

Para lograr la sincronizacion de sistemas dindmicos tipo Lorenz con parametros desconocidos y
aplicar el método indirecto, se procede de la misma manera que para el caso en el que se aborda
el tema de estimacion y sincronizacion de sistemas de orden entero con parametros desconocidos.
Se realiza una estimacion de los parametros y del estado empleando un observador como el
mencionado en (23), pero ahora de orden fraccionario.

Para la estimacion de los parametros se define un observador de orden fraccionario, incorporando
escalares

am >0, b, >0, cn>0 ER

de la siguiente manera

d9szg ~ A ~ ' ~ N

a0 = AmXs + (am — 6)xs + 6ys + Uy + w1 (8); £5(0) = X0

disP ~ ~ ’ ~ ~

s = Vs T b (Js — ¥s) + Vx5 — X525 + Uy + u'5(8); P5(0) = Pso (36)
dlszg A A , . .

atls — CmZs ¥ (cm = B)zs + x5y5 + Us + u/3(8); 25(0) = Zso

, e ; ' .  citacid
donde los U; se escogen tal como se indico anteriormente, los u’; son las sefiales de excitacion
persistente incorporadas para estimar en forma adecuada, los parametros desconocidos, tal como
se mostraron en la Seccién 2.4.

Definiendo en forma vectorial 1la derivada del estado estimado, se tiene
dis X . disz; d9sys diszg
dtds [dth ’ dtds ’ dtds
en forma vectorial se expresa como

1" € R3y el error de estimacion de las variables de estado, expresado

£ =[e; & 63]" = Xy — X; € R® 37)
donde
& =X—XER, &=V, — YV, ER, &3 =2, —Z; ER.

A partir de (32) y (36) se obtiene que la evolucidon del error de estimacion de estado en forma
extendida tenga la siguiente forma:

ds
% = —am¥%s + (am — 6)xs + 6ys + Uy + u'y — (—oxs + oys +Uy)
dise ~ ~
dtqsz =—YVs— bm(ys - ys) +Vxs — x5z, + Uy + ulz = (=ys + vxs — x52s + Uy) (38)
quE N a
dtq: = —CmZs + (cm - ﬁ)zs + XsYs + U3 + u,3 - (_lBZS + XsYs + U3)

Luego de operaciones matematicas simples, la ecuacion (38) se puede expresar como
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qugl

ards . 4mé + (Vs — x5)G
quSZ ~
Tias = “DmE2 t VX (39)
quEZ ~
acds . mé&3 zsp

donde el error de estimacion de los parémetros 0 € R® se ha definido como la diferencia entre el
valor estimado de los pardametros 8 = [6 7 B]T € R®y el valor real de los parametros 6 =
[0 ¥ B]" € R3. En forma vectorial tenemos

6=0-0€Rr® (40)
donde
6=[67B"=[6—-0)7-v)(B—BI" €R®.

En forma matricial la evolucion del error de estimacion esta dada por

dqssl

dtqs _am 0 €1 (ys - xs) 0 0 a
liqtsqssz j [ 0 ] &+ 0 x;, 0 ] y (41)
qdse —Cmd LE3 0 0 —zJl|p

dtqs

Notese que en el caso que los parametros sean conocidos se tiene 6 = ¥ = f = 0 y la evolucion
del error de sincronizacion de orden fraccionaria es perfectamente lineal e invariante.

La ley de ajuste de los parametros se toma de la misma forma en la que se hace para los sistemas
de orden entero (g; = 1) (ver ecuacion (27)).

Para el caso de sistemas de orden fraccionario (q # 1) las leyes adaptables se escogen por
extension de aquellas obtenidas para el caso del orden entero (27), es decir

ddag
dtda = _5151(}’5 - xs)
dday
wcia = 0282 %s (42)
ddap
acda —083€325

En forma matricial dichas leyes de ajuste se pueden escribir como
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ddag

g;z; _(ys - xs) 0 0 €1
ol e 0 -xs 0 [ (43)
492 0 0 —zs1 €3

dtda

Notese que el orden de las derivadas para las leyes de ajuste, q,, no necesariamente tiene que ser
igual al orden de la derivada del sistema, q;.

Siguiendo el mismo razonamiento usado en el caso entero no adaptable (ver ecuacion (18)) para
definir las sefiales de control U(t) € R3, se llega a una ecuacién similar a (19) pero de tipo
fraccionaria, de la forma

dqsel
il o(e; —e) + vy
dqsez
=vye,—e, +V
s VLT 62 TV (44)
que3
W = —ﬁe3 + V3

Si ahora escogemos v, , v, V3 de la forma como lo hace Li [29] para el caso no adaptable (ver
ecuacion (21), pero usando los estimados en lugar de los pardmetros reales tenemos

%1 0 -6 0][€
V21=|—-y 0 0f]|é (45)
U3 0 0 o1l1lLes

De acuerdo a lo anterior, el error de sincronizacion, el error de estimacion de estado y el error de
estimacion de parametros, quedan expresados por el siguiente conjunto de ecuaciones

dqsel
dqtqs -0 —6 017re:
e =[—7 -1 0 ”92] (46)
dq5€3 0 0 _ﬁ e3
dtqs
qu£1
|d| —am 0 0 &) [0s—x) O 01[6
ddtqssz =[ 0 —b, O ] &+ 0 Xg O] )Z 47)
[qugsj 0 0 _Cm 83 0 O _ZS ﬁ
dtds
ana—I
g;Z‘i _(xs_ys) 0 0 €1
we|=| 0 x 0fl& (48)
492 0 0 zdlés
dtda

El sistema resumen se puede ver en la siguiente estructura matricial:
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De las ecuaciones (46) - (48) se puede observar que la sincronizacion adaptable de sistemas de
orden fraccionario con leyes de adaptacion de orden fraccionario, involucra manejar un total de
nueve variables. Esta situacion aumenta notablemente el grado de dificultad del andlisis con
respecto al caso de la sincronizacion no adaptable, que s6lo maneja tres variables. El sistema
adaptable resultante (49), se caracteriza por su no linealidad, ademés de ser variante en el tiempo.
La solucion analitica de este problema aun no cuenta con resultados conocidos, por ello se
plantea primero una exploracion via simulaciones, como base para el andlisis tedrico del
procedimiento sugerido.

3.2.2 Resultados numéricos

Para ilustrar el comportamiento del sistema adaptable resultante (49), se realizaron diferentes
simulaciones en las que se han mantenido las mismas condiciones iniciales es decir (8, -5, -6)
para el sistema maestro, y (10, -10,-10) para el sistema esclavo. En dichas simulaciones se
modifica ademas el orden de la ley de juste paramétrica g,. Se analiza parte de un sistema de
orden fraccionario con 6rdenes g, = 0.2, 0.5, 0.9, con ajuste entero y fraccionario. Esta ultima,
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con variaciones que toman valores g,= 0.2, 0.5, 0.9. Se escogieron estos valores debido a que
interesa estudiar el comportamiento que presenta el sistema dindmico para derivadas entre 0 y 1.

En la Figura 22, se muestra el sistema de orden fraccionario qs~0.2 con ajuste fraccionario con
g.= 0.2; la Figura 23 muestra el sistema de orden fraccionario qs=0.2 con ajuste fraccionario con
gd.= 0.5;y la Figura 24, muestra el sistema de orden fraccionario qs=0.2 con ajuste fraccionario
con g,= 0.9.

B
e2()
3 ()

error 1)

40 | I I 1 i
0 5 10 15 2 % E] E3 [ 5 50
tiempo (seq)

Figura 22 Evolucién del error de sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con q.=0.2 y leyes de ajuste de orden
fraccionario con q,=0.2

ol )
02 ()
o3 ()

200

error (1)

I 1 i | I 1 1 i ]
0 1 2 3 4 8§ B 7 8 9 10
tiempo (seg)

Figura 23 Evolucion del error de sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con q.=0.2 y leyes de ajuste de orden
fraccionario con q,=0.5
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0 5 [ 15 20 E3 0 E3 0 5
tiempo (seg)

Figura 24 Evolucion del error de sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con q.=0.2 y leyes de ajuste de orden
fraccionario con q,=0.9

Con la misma idea de mostrar cada uno de los efectos que existen en la evolucion del error de
sincronizacion y de las sefiales involucradas, se han elegido otros valores del orden de las
derivadas, tanto para el sistema como para el ajuste de las leyes de adaptacion propuestas. De esta
manera, en la Figura 25 se muestra el sistema con q~=0.5 y las leyes de ajuste de orden
fraccionario, con q,=0.2; en la Figura 26 se presenta el caso con leyes de ajuste q,=0.5 y
finalmente en la Figura 27 con leyes de ajuste q,=0.9.

el t)
e2()
&3 t)

ertor (1)

%0 | I | | I I | | |
] 5 10 15 P % 0 * 0 [3 50
tiempo (seg)

Figura 25 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con q,=0.5 y leyes de ajuste de orden fraccionario con
q,=0.2
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Figura 26 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con q,=0.5 y leyes de ajuste de orden fraccionario con
q.=0.5
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10 15 20 25 0 3» 40 45 50
tiempo (s)

Figura 27 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con q,=0.5 y leyes de ajuste de orden fraccionario con
q,=0.9

En cada una de las simulaciones presentadas, el sistema muestra una tendencia a la convergencia
del error de sincronizacion, que es relativamente lenta cuando ¢, es mas cercano a cero, pero es
mas rapida para valores cercanos a uno para cada uno de los ajustes fraccionarios. No se aprecia
una diferencia radical en la velocidad de convergencia.

En las Figuras 27, 28, 29 y 30, se pueden apreciar las evoluciones de error de sincronizacion de
los sistemas tipo Lorenz de orden fraccionario, para qs=0.9, con ajuste paramétrico cuyos ordenes
corresponden a q,=0.9, 0.5, 0.2. En cualquiera de estos Ultimos casos se puede ver que la sefial
que mas tarda en converger a cero es la correspondiente a e;. Esta sefial, estd vinculado con el
menor de los pardmetros del sistema, es decir f.
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error (1)

tiempo (s)

Figura 28 Error de sincronizacion de sistemas tipo Lorenz orden fraccionario q,=0.9, con ajuste de orden fraccionario con q,=0.2

error (t)
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Figura 29 Error de sincronizacion de sistemas tipo Lorenz orden fraccionario q.=0.9, con ajuste de orden fraccionario con q,=0.5
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Figura 30 Error de sincronizacion de sistemas tipo Lorenz orden fraccionario q,=0.9, con ajuste de orden fraccionario con q,=0.9

3.3 Sincronizacion adaptable directa de sistemas dinamicos tipo
Lorenz de orden fraccionario

En esta seccion se presenta el caso de la sincronizacion de sistemas tipo Lorenz de orden
fraccionario y parametros desconocidos. Para ello se introduce una ganancia adaptable en una o
en todas las sefiales de control, y una ley de ajuste para la misma, sin identificaciéon de los
parametros. Se presentan dos propuestas de solucion; la primera, con dos sefiales y una ganancia
ajustable, y la segunda, con dos sefiales de entrada y dos ganancias.

3.3.1 Solucion propuesta

En esta seccion se propone usar dos sefiales de control, U, y Us, con una ganancia que se ajusta
de acuerdo a una ley de adaptacion, la cual es derivada del procedimiento realizado para el caso
de sistemas dindmicos de orden entero y conocido como alta ganancia.

También es necesario mencionar que se han probado diferentes sefiales de control unicas, asi
como mezclas entre las mismas, cuyo objetivo particular es cancelar las no linealidades del
sistema del error de sincronizacion. En esta seleccion de sefiales de control, se probaron sefiales
como por ejemplo U, e introduciendo una ganancia adaptable sobre ésta, pero los sistemas no se
sincronizan. De la misma forma se establecid que al usar la sefial de control U; definida en (50),
la simulacion permite ver una tendencia a la sincronizacion de los errores e; y e; que no llega a
cero, mientras que el error e; converge rapidamente a cero.

Para la sincronizacion propuesta en esta seccion, lograr la sincronizacion directa de sistemas de
orden fraccionario tipo Lorenz se usa el concepto de alta ganancia, la cual se ajusta con una ley
adaptable sin necesidad de estimacion de parametros, usando las sefiales de entrada descritas a
continuacion
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Ul = 0
U2 = ((xm - 61)(Zm - 63) — XmZm — k(t)ez)/a
(50)
Us = ((Xm — 1) m — €2) + Xpym) /@
Este estudio se basa en [89]. En este trabajo la ley de ajuste para el pardmetro k (t) de la senal de
control, es de orden entero y toma la forma.

k(t) = —6e3 (51)
donde § es una ganancia adaptable.

La solucién propuesta aqui tiene como objetivo suprimir las no linealidades del sistema de
errores de sincronizacion, y modificar la dindmica del error e,. La ley de adaptacion tiene ahora
la siguiente forma

dak(t) 2
ara © o€ (52)
Como en el caso entero, esta ley tiene una ganancia adaptable &, con la cual se puede tener un
manejo sobre la velocidad de convergencia del error de sincronizacion. Lo interesante, es que

todas senales de control no requieren de la estimacion de pardmetros del sistema, sino que se
ajusta uno solo parametro.

Una segunda propuesta de soluciéon para la sincronizacidén fraccionaria directa, consiste en
introducir dos sefiales de control U, y U; con dos parametros adaptables k; y k. Las sefiales, tal
como se puede apreciar en (53), poseen términos no lineales para suprimir los que existen en el
sistema que describe la evolucion del error de sincronizacion.

U =0
U, = ((xm - 81)(Zm - 93) —XmZm — kl(t)ez) Ja (53)
Us = ((xm — 1) Ym — €2) + XY — ka(Des)/a

Las leyes de adaptacion se derivan del caso entero al fraccionario. Las leyes de adaptacion de
orden fraccionario se escogen en este caso

dlak;(t) . 2

dtda 5182 (54)
dqak;(t) _ _5 ez

dtda 23

donde 6:6, son las ganancias de adaptacion, estas van a ayudar a mejorar la velocidad de la
convergencia al valor del parametro ajustado.

3.3.2 Resultados por simulacion
En esta seccion se presentan las simulaciones para la sincronizacion directa de sistemas tipo
Lorenz de orden fraccionario, con ajuste tanto entero como fraccionario, usando las sefiales de
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control sugeridas en (50) y (53). Las simulaciones muestran la evolucién del error de
sincronizacion con ajustes de los parametros del controlador en forma entera y en forma
fraccionaria.

Primeramente se muestra el caso en que se usan dos de las tres sefiales de control y un parametro
adaptable (ecuacion (50) y (52)). Se puede ver en la Figura 31 el error de sincronizacion bajo
este esquema para ¢s= 0.9, q,= ly 6 = 0.1.

30 I T T
| *
i =
; e
H i
i :
30 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tiempo (s)

Figura 31 Evolucion del error de sincronizacion para sistemas fraccionario con q,=0.9 mediante esquema directo de ajuste entero.

La evolucion muestra que la sefial que mas tarda en converger a cero es la relacionada con el
pardmetro  asociada a es, ya que es el menor de los parametros del sistema que describe la
evolucion del error de sincronizacion.

Las sefiales de control se muestran en la Figura 32. Alli, dos de las senales usadas, U,,y Us,
poseen maximos valores en -300 y 150 antes de decaer a cero, mientras que la sefial U; es cero.
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8
1

Figura 32 Esfuerzo de control sefiales U; , U, , U3, para la sincronizacion de sistemas fraccionarios con ajuste de un parametro
adaptable de orden entero.

Las simulaciones correspondientes a la sincronizacion de sistemas de orden fraccionario con
ajuste de un parametro adaptable en forma fraccionaria, fueron simuladas con diferentes valores,
tanto para el orden del sistema (qs) como para el orden de la ley de ajuste (qa).

En el primer caso simulado, se le asigna un valor de orden fraccionario al sistema qs=0.9, la ley
de ajuste emplea q,=0.9. La evolucion del error de sincronizacion se muestra en la Figura 33.

error (1)

x I i I I i I I i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 E] 10
tiempo (s)

Figura 33 Error de sincronizacion de sistemas fraccionarios con qs=0.9, con parametro ajustable en forma fraccionaria con q,=0.9.

En la Figura 34, se muestra el esfuerzo de control para el caso entero donde se aprecia, que la
evolucion de las sefales es similar al caso entero.
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Figura 34 Esfuerzo de control en la sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con q=0.9 y ajuste de un parametro
fraccionario con q,=0.9

En las Figuras 35 y 37 se muestran la evolucion del error de sincronizacion de sistemas de orden
fraccionario con qs~0.9 y ajuste en su parametro adaptable fraccionario con q,=0.5 y 0.2,
respectivamente. En ellas, no existe gran diferencia con los resultados del ajuste fraccionario del
parametro k(t) con q,=0.9. En la Figura 36 y en la Figura 38 se muestran las sefiales de control
para los dos casos descritos anteriormente. Se puede observar que para q,=0.5 la convergencia de
la sincronizacion se logra antes de los 5 segundos, cosa que no se logra cuando el sistema tiene
un orden gs=0.2.

error (1)

1 i 1 i I I
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
tiempo (5)

Figura 35 Error de sincronizacion de sistemas de sistemas fraccionarios con q;=0.9, con un parametro ajustable en forma
fraccionaria con q,=0.5
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tiempo (s)

Figura 36 Sefal de control en la sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con q,=0.9 y ajuste de parametro
fraccionario con q,=0.5

.

3

error (t)

tiempo (s)

Figura 37 Error de sincronizacion de sistemas de sistemas fraccionarios con q.=0.9, con parametro ajustable en forma fraccionaria
con q,=0.2
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Figura 38 Esfuerzo de control sincronizacion de sistemas de orden fraccionario qs=0.9 y ajuste de parametro con q,=0.2

En las Figuras 39 a la 42 se muestra, la evolucion del error de sincronizacion de sistemas Lorenz
de orden fraccionario con qs=0.2, asi como el esfuerzo hecho por las sefiales de control usadas en
la sincronizacidn, con orden del parametro ajustable q,=0.9 y 0.5.

Se puede observar la lentitud de la evolucion del error de sincronizacion, para el caso qs=0.2
comparado con otros valores, por ejemplo qs=0.5. Ademads, no hay una variacién (o una
reduccién) en la velocidad de convergencia, cuando se modifica el orden de la ley de ajuste.

error (f)
o
|

ool 1 I 1 I 1 1 I L 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
tiempo (s)

Figura 39 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con q,=0.2 y ajuste de un parametro fraccionario con
q.=0.9
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Figura 40 Esfuerzo de control sincronizacion de sistemas de orden fraccionario q,=0.2 y ajuste de parametro con q,=0.9
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Figura 41 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con q,=0.2 y ajuste de pardmetro fraccionario con
q.=0.5
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Figura 42 Esfuerzo de control sincronizacion de sistemas de orden fraccionario qs=0.2 y ajuste de parametro con q,=0.5

En general, se observa que no hay cambios importantes en la evolucion de la sincronizacion de
sistemas de orden fraccionario cuando se hacen cambios en el orden de la derivada fraccionaria
de la ley de ajuste. La velocidad de convergencia depende en buena parte del orden del propio
sistema a sincronizar.

Ahora se mostraran algunas simulaciones en las cuales se logra la sincronizacion directa de
sistemas de orden fraccionario con dos sefales de control y dos pardmetros adaptables las cuales
se ajustan usando orden entero y fraccionario.

2

3

error ()

0 05 i 15 2 25
tiempo (s)

Figura 43 Error de sincronizacion directa de sistemas Lorenz fraccionario con q;=0.9 y sefiales U, y Us ajuste de parametro de
orden entero
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Figura 44 Esfuerzo de control sincronizacion directa de sistemas Lorenz fraccionario con q=0.9 y sefiales U, y U; ajuste de
parametro de orden entero

Se usaron las sefiales U, y U; definidas en (53) en las que se introducen términos no lineales que
permiten obtener un sistema de errores de sincronizacidon de tipo lineal las leyes de ajuste estan
dadas por (54). En las Figura 43 y 44 se presentan las evoluciones del error de sincronizacion y el
esfuerzo de control para sistemas de orden fraccionario con qs=0.9 y q,=1. En estos casos se uso
una ganancia adaptable §1,62=0.1.

En tanto, en la Figura 45, se muestra el caso de sistemas Lorenz de orden fraccionario con qs=
0.2, con ajuste fraccionario con q,=0.2, mientras en la Figura 46, se muestra las correspondientes
sefales de control.

error ()
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Figura 45 Error de sincronizacion directa de sistemas Lorenz fraccionario con qs=0.2 y sefiales U, y Uj; ajuste de parametro de
orden fraccionario con q,=0.2
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Figura 46 Seiiales de control U, y Us para sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionarios con g=0.2, con dos parametros

adaptables fraccionarios con g=0.2
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Figura 47 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con g, =0.5 con sefiales U, U; con dos parametros de
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En la Figura 47, se muestra el error de sincronizacion cuando el sistema Lorenz de orden
fraccionario tiene una derivada de orden qs=0.5 y ajuste de las dos parametros fraccionarios con
d.=0.2. A su vez, la Figura 48, muestra el esfuerzo de las dos sefales usadas en las condiciones
antes mencionadas.

Finalmente, en la Figura 49 se muestra la evolucion del error de sincronizacion para dos sistemas
de Lorenz de orden qs—=0.99. Para este caso, el sistema muestra un comportamiento caotico, de
acuerdo a lo mencionado en la Seccion 3.1.La simulaciones utilizan leyes de ajuste de orden
d.=0.8 y las condiciones iniciales corresponden a las aquellas mencionadas al comienzo de la
Seccion 3.1.

20 e pr—— e e e e

e,

€2

€3

error (t)

i i | i i i i i \ i i
0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1
tiempo (s)

Figura 49 Evolucién del error de sincronizacion para sistemas Lorenz de orden fraccionario con q,=0.99 y ajuste fraccionario con
q,=0.8

De la Figura 49 se aprecia que, a pesar de que el sistema presenta un comportamiento caotico, el
esquema de sincronizacidon propuesto resulta ser tan efectivo como en los casos en que los
sistemas originales no presentan comportamiento caotico.
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Capitulo 4

Sincronizacion minima de sistemas
tipo Lorenz

El proceso de sincronizacion se realiza en general empleando todas las sefiales de control que se
introducen apropiadamente, para que modifique la evolucion del sistema esclavo y pueda copiar
la evolucion del sistema maestro. Sin embargo un problema mas desafiante ocurre cuando se
intenta usar un nimero menor de entradas. Es por ello que en este estudio se aborda el caso en el
cual se busca la sincronizacién con un numero reducido de sefiales de control que contengan, a su
vez, un numero reducido de parametros y de estados del sistema.

4.1 Sincronizacion adaptable minima de sistemas tipo Lorenz de
orden entero

En esta seccion se presentara el caso de la sincronizacion de sistemas tipo Lorenz de orden entero
con un minimo numero de sefiales de control. Ademas, estas sefiales tendran como novedad el
hecho de que usan un estimador para determinar el valor de un parametro desconocido. Se
menciona la novedad, debido a que en la literatura se hace referencia a una sola sefial siempre
que existan cotas superiores de algunos parametros del sistema, aspecto que aqui no se hace
necesario. Se dividira la seccion en subsecciones de acuerdo a las sefiales usadas. Se plantea una
solucion usando solo la sefial U,, basada en el analisis de controlabilidad hecho previamente
sobre el sistema [106], que descarta la probabilidad de usar solo U; y solo U; como senales que
permitan realizar la sincronizacion del sistema de error.

4.1.1 Sincronizacion minima de un sistema tipo Lorenz entero con tnica seiial (U,)

En esta subseccion se plantea el uso de una sola sefial y el ajuste de un parametro, para llevar
adelante la sincronizacion. La metodologia propuesta no se encuentra reportada en la literatura,
de manera que ademas de no haber referencia alguna actualmente, y dado que mediante
simulaciones realizadas en esta Tesis, se ha logrado comprender mejor los fenomenos
involucrados.

73



Consideremos el problema de la sincronizacion de los sistemas (14) y (15). Escojamos las
siguientes sefiales de control

U, =0
U, = (0e, + zse; — xpe3)/
U;=0
de donde 6 es un parametro que se ajustara a lo largo del tiempo, el factor de escala a = 1.

El error de sincronizacion queda dado por

de,
ar o(e; — e1)
de,
P yes — ey — ZmXm + azsxs — a(feq + zge; — xpe3)/al
des
E = —fes + XpmYm — AXsYs

el cual se puede reescribir como

de
d_tl =o(e; — e)
de,
—— =0 —0)e; —e;
dt
des
E = —fe; + XpYm — AXsYs

Definiendo:
p=y—0
Las ecuaciones del error de sincronizacion son ahora

de1

FTi og(e; — eq)
d
f =@e; — € (55)
de3
ar = —fes + XpmYm — AXsYs

Para el andlisis de estabilidad se propone una funcidon candidata de Lyapunov V(eq, €3, €3, ¢9) > 0
definida como

1 2 2 2 2
V(e ez e3,¢0) = 1/2(; (e1)*+e;+ ez + ¢°)
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Al derivar la funcion candidata de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del sistema (55)

.1
V= Eele.l + ezéz + egég + (p(p

V=el(e, — e))]+ eslpe; — ;] + es[—Bes + xpym — axsys] + 9@
V= €€ — 312 + peie; — 922 - ﬁe32 + e3xXmYm — aeszxsys + Q@

(91_92)2 1312 1922

V = ‘P(elez + (P) - 2 - 2 - 2 - ﬁ932 + €3XmYm — A€3XsYs

A partir de esta funcion se tiene la ley de ajuste paramétrica

P = —€16y

Sin embargo, el signo de la funcién V no se puede catalogar como semidefinida negativa, debido
a que los dos ultimos términos no tienen un signo definido. A pesar de ello, en Figura 50 se
muestra la simulacion de la sincronizacion del sistema maestro y esclavo y su proyeccion en los
ejes X, y, z con una sola sefial y ajuste de un pardmetro. Ademads en la Figura 51 se puede ver la

evolucion del error de sincronizacion.

Figura 50 Proyeccion de la sincronizacion en los ejes X, y, z con una sefial U,
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Figura 51 Evolucion del error de sincronizacion con U, adaptable y un parametro a estimar

De la Figura 50 y 51 se aprecia que la sincronizacion se obtiene sin problemas.

4.1.2 Sincronizacion minima adaptable sistema Lorenz entero con dos sefiales U, y Uz un
parametro ajustable

En esta seccion se logra la sincronizacion de sistemas enteros tipo Lorenz con dos sefiales de

control U, y Us y un pardmetro a ajustar (6). En este caso, las sefiales de control son las

siguientes

U1 =0
U, = (Beq + zge1 — xpe;)/a
Us = (Xmy,, — axsy)/a

Las ecuaciones del error de sincronizacion quedan dados por

Zl (e - e
dt =o\e €1
d62
E =Ye|1 — €y — ZypXny, + AZ;Xg — a[eel + Zgeq1 — xme3)/a]
des
E - _ﬂes t Xm¥Ym — AXsys — a[(xm)’m - axsys)/a]

Las ecuaciones de error en forma sintética quedan con @ = 1

del
E = 0(62 - 91)
dez 9
dr 6% Je; — ey
des
— = —[fe
It Bes
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Como en el anterior caso, se hace: ¢ (t) =y — 6(t) con lo cual se puede reescribir

d81

A o(e; — eq)

e _ pe; — e (56)

dt
d€3
= —fez

dt

Para el andlisis de estabilidad se propone una funcidon candidata de Lyapunov V(eq, €3, €3, ¢9) > 0
de la forma

1 2, .2 2 2
V(ey, ez,€3,¢) = 1/2(5 (e1)” +e; + es + ¢°)

La derivada temporal tendrd a lo largo de las trayectorias del sistema (56) es
V =oceé; + e,6, +e36; + @
V=eil(e, — e)] + ey[pe; —e;] + e3[—Pes] + @@
V=ee,— e+ pee, — 2 + —fez + @@
Escogiendo la ley de ajuste
= —eie;

Se tiene

Para este caso, se puede ver que se cumple el criterio de Lyapunov, y se puede demostrar que
lim e.(t) = lim e.(t) = lim e;(t) =0

En la Figura 52 se presenta el error de sincronizacion para dos sistemas tipo Lorenz de orden
entero con ¢ = 1 y en la Figura 53 la proyeccion sobre los ejes X, y, z de las trayectorias del
sistema maestro y esclavo, en ambos casos la ganancia adaptable es 0.1.
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Figura 52 Error de sincronizacion con sefiales U, y U; adaptable y un pardmetro a estimar

Figura 53 Evolucion de las trayectorias de los sistemas maestro y esclavo y su proyeccion en los ejes x, y, z

De estas figuras se observa que la sincronizacion se logra exitosamente.

4.1.3 Sincronizacion minima de sistemas Lorenz de orden entero con dos sefiales U, y U;
con dos parametros ajustables

En esta seccion se presenta una solucion para la sincronizacion de sistemas Lorenz de orden
entero, usando dos sefales de control (U, y Us), con dos pardmetros ajustables (6, 6,).
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Para este caso se plantea el uso de dos sefiales con dos parametros a ajustar, tal como se indica a
continuacion

Ul = 0
Up = (611 + 2,61 — xpe,)/a
Uz = (—0e3 + xpy,, —axsy)/a

Estas sefiales se introducen en el sistema esclavo y se llega a que los errores de sincronizacion
tiene la forma (con a = 1),

del
dt =o(e; — e1)
dez
ar =ye1 — €y — ZypXy T azgxs — albieq + zee1 — xpe,)/a]
de3
—0 = —Bes + xny,, — ax,y, — al(~62e; + xny, — ax,y)/a]

El error de sincronizacidon en forma resumida es

d61 ( )
dt =0 ez 61
dez 9
dr 6% 1)e1 — €y
des +6
dt =(-p 2)es

Definiendo: ¢,(t) =y — 0,(t) ; ¢,(t) = —B + 6,(t), se puede escribir

del
E—U(Gz — ey)
dez
— =@.e —e
dt ¢,.€e1 2
de3
—_—— e
dt (pz 3

Para el andlisis de estabilidad se propone una funciéon candidata de Lyapunov
V(ey, €3, €3, 01,9,) > 0 de la forma

1 2, .2 2 2 2
V(ei, ez, €3,¢01,92) = 1/2(; (e1)” tey + es +¢1°+ @)

Al derivar la funcion candidata de Lyapunov a lo largo de la trayectoria del sistema, se pueden
encontrar las leyes de ajuste de los parametros 8, y 6, se tiene que

V =o0ee + ee; +es3e5+ 01901 + 020,

V=ei[(e; — e]+ ex[pie; —e;] +ez[@re3] + 0161 + 20,
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V=ee,— e’ + @reie; — e;° + @re3” + 0101 + 9,0,
Se escogen las leyes de ajuste como
$1 = —e1e;
@Y, = —e??
Con lo cual la funcion derivada de Lyapunov tiene la forma

2
La funcion es semidefinida negativa definida, es decir
V<o
lo cual garantiza la estabilidad del sistema
i e =i et) =i ea(6) =0
En las Figuras 54 y 55 se pude ver la sincronizacion de los dos sistemas maestro y esclavo y la

evolucion del error de sincronizacion, respectivamente, para a=1 y las ganancias adaptables con
un valor de 0.1.

Figura 54 Sincronizacion de dos sistemas tipo Lorenz entero con dos sefiales de control y un pardmetro a estimar
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Figura 55 Evolucion del error de sincronizacion de sistemas de tipo Lorenz con dos sefales de control y dos parametros a estimar

En este caso se puede apreciar que con las sefiales U, y U; se puede lograr una sincronizacion
con una velocidad de convergencia mayor a la que se logra con una sola sefial ver Figura 55.

4.1.4 Sincronizacion minima adaptable de sistemas tipo Lorenz de orden entero con U; y
U; con dos parametros (uno conocido y el otro desconocido)

En esta seccion se presenta la sincronizacion de sistemas tipo Lorenz de orden entero usando dos
sefales de control (U; y U,), y un pardmetro ajustable, en esta solucion se utiliza el pardmetro o
del sistema maestro. El caso presentado en esta seccidon, se muestran dos sefiales una de ellas
compuesta de términos no lineales que permiten cancelar las no linealidades en las ecuaciones de
error de sincronizacion, mientras que la otra solo estd compuesta por una ecuacion lineal en los
parametros. Las sefales usadas son las siguientes

U1 = _Gez
U, = (0161 + ze; — xpe3)/a
U3 = O

Las ecuaciones del error de sincronizacion quedan dadas para a=1

de;
P oe,
de; p
dt =Yé 1€1 — €2
des

5 = _,863 T XmYm — AXsYs

El error de sincronizacidon en forma resumida es
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o - oA
de,
Ez (y —0)e; — e,
des
E - _,863 + XmYm — AXsYs

Definiendo ¢ (t) = y — 0(t) se tiene

de1 _ e
dat 1
dez
v~ e (57)
d€3
E = _:863 + XmYm — AXsYs

La funcidn candidata de Lyapunov escogida en este caso es
V(ei ez €3,0) =1/2(ef +€; + 5+ ¢%)

La derivada de la funcion resulta ser

V =ocee; + eye; +eze3+ @@

o bien

V=ei[—0ge] + elpe; — e;] + es[—Bes + xpym — axsys] + @@

V=—0e?+ pee,—e?— e’ + e3xyVm — Ae3xsVs + PP

Asociando términos similares:

V=g(ere;+@) — ge”—Pes® — e + e3Xm Ym — ae3 Xg Y
se escoge la ley de ajuste como

» =—ee

Sin embargo no se puede asignar a la funcién de Lyapunov V un signo determinado, por que los
dos ultimos sumandos de V, no tienen un signo definido.

Sin embargo, simulaciones indican que la estabilidad del sistema se logra. En la simulacion la
Figura 56, se muestra la evolucion del error de sincronizacion y la proyeccion de la evolucion de
los dos sistemas maestro y esclavo en los ejes X, y, z. En ambas figuras se aprecia que la
sincronizacion se logra con éxito.

82



e,

e,

e,

error (1)

250 i I i I i i I i I
0

300
200 .-

100 —]. .- o

Figura 56 Sincronizacion adaptable, con dos parametros desconocidos, usando las mismas sefiales U; y U, con @=1 y un
parametro desconocido. Arriba, la evolucion del error de sincronizacion. Abajo, la proyeccion de las trayectorias sobre los ejes x,
y, z de los sistemas maestro y esclavo.

En este esquema de sincronizacion se usaron dos de las tres sefiales de control y un pardmetro
ajustable. Se puede ver que la evolucion del error de sincronizacidn es lenta para el error e;, por
el parametro asociado a ese error, también porque existe un factor de dos variables de estado del
sistema original, que son dependientes de los errores e; y e, (Ver ecuacion (57)).

4.2 Sincronizacion no adaptable minima de sistemas tipo Lorenz de
orden fraccionario

En esta seccion se toman los fundamentos presentados en la Seccion 2.1, donde se explica el
criterio de Routh Hurwitz para la estabilidad de sistemas de orden fraccionario y de sus
condiciones suficientes, con el fin de aplicarlos a sistemas fraccionarios lineales e invariantes en
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el tiempo. Para ello, se toma la ecuacion (20) y se propone que las entradas externas sean una
combinacion lineal con componentes constantes A, B, C, D, E, F, G, H, I tal como se muestra en
(58).

En forma explicita se puede ver el sistema de entradas externas v;, como una combinacion lineal
de los errores de sincronizacion eq, €, e3. Se define entonces la siguiente ecuacion

171 S A61 + Bez + Ce3
v, = Dey + Ee, + Feg (58)
v3=G€1+H€2+I€3

La combinacion lineal propuesta, sirve para imponer un comportamiento lineal al sistema
dindmico del error de sincronizacion, cuyos elementos no lineales han sido suprimidos por las
sefnales de control, que mas adelante se muestran en (60). La entrada externa en forma matricial
tiene la forma

V11 [A B Cl[&
[Uz =p E F 92] (59)
V3 G H Illes

Con esta entrada externa, se desea tener algiin grado de modificacion sobre los parametros del
sistema. Esta entrada es adicionada a las senales de control Uy, U,, U3, las cuales deben tener la
siguiente estructura,

U]_ == 171/0(
Uy = (—e1zm —e3x5 ) + 13 Ja (60)
Us = (e1ym + exx5) + v3/a

de manera que el sistema se convierta en un sistema lineal. Luego se procede a experimentar qué
pasa cuando se elige so6lo una sefial de control de las tres antes mencionadas (sincronizacién
minima). En esta experimentaciéon y haciendo diferentes elecciones, se puede afirmar que los
parametros de la entrada externa C, F, G, H no aportan o no son significativos cuando sélo
introducimos una sefial al sistema, por lo que esos parametros no seran tenidos en cuenta en las
sefiales que a continuacion se presentan.

Las sefiales de control quedan definidas de la siguiente forma

Ul = (Ael + Bez + C63)/a’
U, = (—eyz,, — e3xs + Dey + Ee, + Fez )/a (61)
Uz = (e1y,, + exxs + Gey + He, +1e3)/a

Incorporando estas entradas al sistema esclavo (32) el error de sincronizacion tiene la forma

def Ae; + Be, + Cez
W=0(€2—e1)—0‘[ a

deg

Jrd =ye; —e; —e1Zy — e3Xs — a[(—ezy, —e3xs + Dey + Ee, + Fez ) /a]
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del
-2 = —fes + e ym + exxs — af[(e1ym + exxs + Gey + He, + 1e3)/a]

dtd
o0 bien
de]l
T = o(e, — e;) —Ae; — Be, — Ce;
deg
W=ye1—ez—Del—Ee2—Fe3
deg
m = —,883 - G61 _Hez _133

En forma matricial, la dinamica del error de sincronizacion es

[5ec]
Idf‘;z -0 o 071re1 —-A —-B -—(C|[&
225 =|ly -1 o|lel+|-Dp —-E -F|le (62)
[deqS‘ 0 0 -—plles -G —-H -I1llé3
-3
dtds
[dei’]
acts —-0c—A o0-B —C 1r€1
deS| _ _ 1 _ _
e el _ﬁf,] 22] (©3)
et | 3
dtds

Como este sistema es fraccionario lineal e invariante, podemos buscar la ubicacion de los polos
del sistema para analizar la estabilidad.

El polinomio caracteristico (de tercer orden) tiene la siguiente estructura
P(A) = /13 + a1/12 + azl + as

PO =2 +2A+B+0+E+A+D+A(Do+Ec+1o+Bo—yo+AB+EB+By +As + Is +
os + Bs + Al — FH + EI) + (AB + fo — CG + Al — AFH + BFG + CDH — CEG + AEI — BDI +
AEfB — BDB — CHy + Bly — FG 0 + AEs — BDS + Dlo — FHo + Elo — CGs + Bfy + Dfjg + Efo —

Iyo — Byo) (64)

en donde
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@ =A+E+I1+pf+0+1 (65)

a=(A+1+p+0+ A+ EB+ By + Do+ Ec + 1o+ fo —yo+ AE — (66)
— CG + Al — FH + EI)

as= AR + lo + Bo — CG + Al — AFH + BFG + CDH — CEG + AEI — BDI +
AEB — BDB — CHy + Bly — FGo + Dlo — FHo + Elo + BBy + DBo + EBo —
Iyo - Byo (67)

Basados en el criterio de Routh Hurwitz para sistemas de orden fraccionario lineales e invariantes
en el tiempo (ver Seccion 2.1) e imponiendo condiciones sobre los pardmetros del polinomio
caracteristico, determinamos cuales términos de (59) son relevantes en la eleccion de una sola
sefial de control y que permita obtener la sincronizacion de los sistemas de Lorenz fraccionarios.

4.2.1 Sincronizacion minima no adaptable con una sola sefial de entrada U,

En esta subseccion se toma solo una sefial de control de las definidas en (61), y se determinan los
valores de los parametros de la entrada externa con los cuales se satisfacen los criterios de
estabilidad segin Routh Hurwitz y por ende se logra la sincronizacion de los sistemas de orden
fraccionario tipo Lorenz.

Comenzamos eligiendo la sefial de control U; con términos A, B # 0 y hacemos ceros los demas
parametros, pero conservando las sefiales no lineales de U, y Us. La sefial U; = Ae; + Be,, es
analizada bajo el criterio de Routh- Hurwitz de orden fraccionario, cuyas condiciones para un
polinomio caracteristico de orden n=3 son las siguientes, (ver [99]),

D(P)<O0
a; >0
a, >0

a,a, = az

El caso en el cual D(P) > 0, se analizé en extension pero los resultados no son mostrados por
corresponder al criterio estdndar de analisis de la estabilidad para sistemas dindmicos de orden
entero.

A partir del polinomio caracteristico (64), en este caso particular (A y B#0) el coeficiente a, esta
dado por

Gm=A+pB+o+1 (68)

Como el criterio dice que el termino a; debe ser positivo se puede hallar una cota para el
parametro A la cual es
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A>—- +ad+ 1)
y reemplazando los valores del sistema de Lorenz se tiene la condicion
A > —13.66 (69)
De acuerdo a esto debe A ser mayor que -13,66
Tomando el término a, del polinomio, con A y B distintos de cero, se tiene
a=A +p +0+ A + By + fo — yo) (70)
Para el cual se debe cumplir
a, >0
es decir
A+p+0c+ A + By + fo —yo)>0
A1+ p)+By +Po-yo+p +0)>0
A+ B)+By >—(Bo-yo+ B + o)
Reemplazando los valores de los parametros del sistema de Lorenz
3.66 A+ 28B > 240.74
Con lo cual se tiene que
B >8.5978 - 0.13714A (71)
De (69), se puede elegir A =-11, con la cual de (71) B debe satisfacer
B > 10.0357142857

Por lo tanto, cuando se elige A =-11, que cumple con la primera condicion, genera una cota para
B mayor a 10.0357.

Analizando el tercer coeficiente del polinomio caracteristico con A y B diferente de cero, se tiene
a3 = AB + fo + BBy - Byo (72)
Considerando ahora la condicion de igualdad con (68), (70) y (72) se tiene
a,a; = as
Con lo cual se debe satisfacer que

A>+ A’B+ A + 2AB + 2A0 + AB?*+ ABy + 2ABoc — Ayc+ By+ Byo+ f + o
+ 280 — yo + fo*+ B*oc— yo’+ B*+ 0% =0
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Reemplazando los valores de los parametros para el sistema de Lorenz de llega a
B = (-3.66A4% + 193.40A + 2570.30)/(284 + 308) (73)

Entonces en el caso que D (P) < 0 los valores de A y B se escogen de modo de satisfacer las
condiciones (69), (71) y (73).

A continuacion, consideramos la condicién que tiene que ver con el discriminante negativo, la
cual se enuncia de la siguiente manera

D(P) < 0= 18 aja,a; + (a;a,)? — 4az(a,)® — 4(ay)® — 27(a3)? < 0
o bien
D(P) < 0> 18 ajayas + (a,a;)? < 4az(a,)® + 4(ay)® + 27(a3)?
Reemplazando a,a,a; de (68), (70) y (72), respectivamente, la condicion se puede escribir como
(A% + 184 — 112B + 1201) <0
o bien en forma equivalente
B> (A? + 184 + 1201)/112

En forma resumida se plantean a continuacion las cuatro condiciones que deben satisfacerse

a; >0= A > —(13.66)
Si se elige A=-13

a,>0= B > —(—85978+ 0.13714)
B >10.38
a,a, = a3 = B =10.04

D(P)<0= B>10.14

4.2.2 Sincronizacion minima no adaptable usando una sefial de control U,

Asi como se desarroll6 el procedimiento para el caso de la sefial U; solamente, se procede ahora
para el caso de usar solo la sefial U, Al usar U, con términos D,E # 0, la sefial a usar es
U, = De; + Ee,. En este caso, se analiza nuevamente el criterio de Routh Hurwitz extendido
para los sistemas fraccionarios lineales e invariantes en el tiempo.

El primer término del polinomio caracteristico (65) cuando D y E son diferentes de cero, resulta
ser ahora
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y la condicion a; > 0 se traduce en
E > —13.66
Tomando el segundo término (66) del polinomio caracteristico con D, E #0 resulta ser
a,=(f +o0+ EF + Do + Eo + fo — yo )
La condicion para el segundo término a, > 0 se traduce en
D > (240.74 — 12.66 E)/10

Considerando ahora el tercer término a3 dado por (67) cuando D y E son diferentes de cero se
puede escribir

a3 = fo + Dfo + Efo - fyo
La siguiente condicion de igualdad a,a, = a3 conduce a la solucién
(12.66)E? — 94.40E + 110D + 10 DE — 2570.30 =0

Con esta ecuacion cuadratica, se puede definir un valor para el parametro E y establecer el valor
para el parametro D, es decir

Do —E?2(12.66) + E(94.40) + 2570.30
B (110 + 10E)

La condicion correspondiente al discriminante tiene

—18E + E? — 40D + 1201 <0
con lo cual se puede escribir

D > (—18E + E*+ 1201)/40

Para establecer el valor de D, se puede definir un valor de E que satisfaga la cota determinada
por la primera condicion.

En forma resumida las condiciones que se requieren en este caso son
a; >0= E > —(13.66)
a,>0= D >—(-240.74-12.66 E)/10

, _ ~(12:66E2) + (94.40E) + 2570.30
= e =
416z = ds (110 + 10E)

D(P) < 0= —(18E- E%2+ 40D - 1201) <0
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De todo lo observado bajo el criterio de Routh Hurwitz extendido a sistemas de orden
fraccionario lineales e invariantes en el tiempo, no es posible lograr la sincronizacion cuando se
usa solo una sefial como U; = Ae; + Bey; y U, = —e1zy, — e3x5; ¥y Uz = ey, + exxg; (no
cumple la condicidon del discriminante negativo), sin embargo cuando se usan las sefiales
U =0,yU, =—ezy,, —e3xs + De; + Ee,; y Us = ey, +e,x5, es  posible lograr la
sincronizacion para un rango -13,66< E < -11, en la Figura 57 se aprecia la sincronizacion de
sistemas Lorenz fraccionarios con q=0.9; en este caso la derivada de orden fraccionario nos lleva
a tener las siguientes raices y su frontera de estabilidad,

E=-13.6; D=139.540523; raices: 1, 30+31,431; 1, 30-31,431; -2, 66;  q<0,973

E=-11.2; D=1550.5452; raices: 0,101+122,971; 0,101-122,971; -2,66  q<0,999

error (f)

| | 1 | I
0.5 1 15 2 25 3
tiempo (s)

Figura 57 Evolucion del error de sincronizacion para sistemas de Lorenz de orden fraccionario con q,=0.9 con parametros
D=326,054 y E=-12
En el caso de usar los criterios asociados al discriminante positivo y cuando se usa U; = Ae; +
Bey; U, = —e 1z, — e3xg; Uz = ey, + e;x; cumple condiciones con discriminante positivo y
se logra la sincronizacion, para valores A > -11, mientras que con -13.6 < A < -11 no se logra
sincronizar.

Cuando se usa U, con Dy E Oy A, B, I =0 cumple condiciones relacionadas con el
discriminante positivo, se logra la sincronizacion con E >-11, mientras que en -13.6 <E <-11 no
se logra la sincronizacién. En los puntos en que se logra la sincronizacion, la convergencia en
mas rapida cuando se acerca a la cota superior.

Finalmente, se puede resumir esta seccion que, la sincronizacion se puede lograr con dos senales
de control, las cuales tienen un componente no lineal y uno lineal con parametros que se pueden
modificar dentro de cierto rango, como se ha mostrado a lo largo de esta seccion.
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4.3 Sincronizacion adaptable minima de sistemas tipo Lorenz de
orden fraccionario

El esquema definido como sincronizaciéon minima, corresponde a utilizar la menor cantidad de
senales y de estados, para lograr la sincronizacion. En esta seccion, se muestra el uso de senales
de control con ajuste de orden fraccionario de uno o varios parametros.

El esquema de sincronizacién minima de tipo adaptable propuesto, no se encuentra apoyado en
un desarrollo tedrico completo, por lo cual se muestran algunas simulaciones que determinan el
comportamiento bajo el planteamiento de una sincronizacién minima y con ajuste adaptable.

4.3.1 Sincronizacion adaptable minima de sistemas de orden fraccionario usando
sefales como U,

En esta seccion se presenta la sincronizacion de sistemas de orden fraccionario tipo Lorenz,

haciendo un ajuste de un sélo parametro del controlador. En este caso la ley de ajuste se toma de

la propuesta en el caso adaptable de orden entero, con una ganancia de adaptacion que permita

manejar la velocidad de convergencia del error de sincronizacion.

Para este caso se usa la sefial U; con un pardmetro 6 a ajustar

U1 = Hez/a
U, =0 (74)
U3 =0

La ley de ajuste es la misma que se tomo para el caso entero y tiene la forma

an(p _
araa = —0€1e (75)

donde 6§ es la ganancia de adaptacion, ¢ es la diferencia entre el parametro real y su estimacion
@ =(0—-0).

Con esta configuracion se simuld la sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionario con qs=0.2
y la ley de ajuste fraccionaria con q,=0.9, cuyo resultado se muestra en la Figura 58, mientras que
en la Figura 59, se observa la sefial de control U; que fue empleada. Los valores usados en estas
simulaciones para la ganancia adaptable es § =0, 1.
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Figura 58 Sincronizacion de sistemas de Lorenz fraccionario con g,=0.2 y ajuste paramétrico fraccionario con q,=0.9, empleando
solo la sefial de control U; con 6=0.1

400

200 ek 2 - £ . . 5 i

U

2004 3 : : -

500 3 i i) o8 g -

| | | | | | L |
o oot 002 003 004 005 006 007 o008 009 01
tiempo (s)

Figura 59 Seiial de control U, para la sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionarios con q=0.2 y ajuste paramétrico
fraccionario con q,=0.9, con §=0.1

En la Figura 60, se aprecia el error de sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionario con qs=0.9
y ley de adaptacion paramétrica fraccionaria con q,=0.9, al que se le ha modificado la ganancia
adaptable estableciéndola en 100. En la Figura 61, se muestra la sefial de control U; que se usa en
este caso, ambas simulaciones usan una ganancia adaptable 6= 100.

Mediante simulaciones extensivas a varios casos mas y que no han sido adicionados a los que
muestran en esta seccion, por cuestion de espacio, se pudo observar que la convergencia mas
lenta se presenta cuando el sistema tiene un orden de derivada pequefio, sin importar el valor del
orden de ajuste. Ademds la velocidad de convergencia del error de sincronizacion se puede
modificar mediante la eleccion de valores adecuados para la ganancia adaptable.
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Figura 60 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionario con q=0.9 y ley de ajuste adaptable fraccionario con q,=0.9 y
ganancia adaptable =100
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Figura 61 Sefial de control U, en la sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionario con q,=0.9 y ley de adaptacion fraccionaria
con q,=0.9 y ganancia adaptable 100.

4.3.2 Sincronizacion adaptable minima de sistemas de orden fraccionario con una
sola senal (Uz)

En esta seccion, se muestra como con solamente la sefial U,, y un parametro ajustable, es posible

lograr la sincronizacion. Se ha tomado una ley de adaptacion en donde hay factores de los dos

primeros errores de estado e; y e, y existe una ganancia adaptable §.

En este caso, las sefiales de control usadas son

Ul =0
U, = (Be; + z;e; — xppe3)/a (76)
U3 =0
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Se propone usar una ley adaptable como la siguiente

an(p —_
qia — 0€1€2 77)

El sistema tipo Lorenz fraccionario se analizd bajo diferentes 6rdenes fraccionarios con qs=0.2,
0.5, 0.9, y ley de adaptacion paramétrica con q,=0.2, 0.5, 0.9. Se debe aclarar que el ajuste
cuando g,=1, corresponde al caso entero, obtenido como un caso particular del fraccionario.

La primer simulacion se hace con sistemas tipo Lorenz de orden fraccionario con qs=0.2 y ley de
ajuste con orden q,=0.2. En las Figuras 62 y 63, se puede ver tanto el error de sincronizacion
como el esfuerzo de control de la sefial aplicada al sistema, con valor de 6=0.1.
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Figura 62 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionarios con q=0.2 y ajuste adaptable con q,=0.2 con una sefial de

control U,
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Figura 63 Seial de control U, en la sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionario con q,=0.2 y ajuste paramétrico adaptable
fraccionario con q,=0.2
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Asi mismo, se simul6 el comportamiento del error de sincronizacion entre sistemas tipo Lorenz
de orden fraccionario con qs=0.5, y ajuste de orden fraccionario con q,=0.9, el que se puede ver
en la Figura 64, la simulaciones se hicieron con un valor de §=0.1.
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Figura 64 Error de sincronizacion de sistemas tipo Lorenz fraccionario qs=0.5 y ajuste paramétrico fraccionario q,=0.9

El esfuerzo de control se puede observar en la Figura 65. El esfuerzo se concentra en apenas unas
centésimas de segundo, y parte desde una magnitud de -3000, para decaer a cero. Mientras que la
evolucion del parametro ajustable se muestra en la Figura 66.
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Figura 65 Sefial de control U, para el caso de sincronizaciéon minima adaptable
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Figura 66 Evolucion del parametro ajustable

Por otra parte, en la Figura 67 se puede ver la evolucion del error de sincronizacion de sistemas
Lorenz de orden fraccionario con qs = 0.5 y ajuste de orden fraccionario q, = 0.5. No es
significativo el cambio que se observa respecto al primer caso mostrado (qs = 0.5 g, = 0.9).

El esfuerzo de control se muestra en la Figura 68.

error (t)
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Figura 67 Error de sincronizacion con solo sefial U, sistema fraccionario q.=0.5 y parametro adaptable q,=0.5
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Figura 68 Senal de control U, sistema fraccionario q,=0.5 y parametro adaptable q,=0.5

En el caso de usar una ley adaptable fraccionaria con g,=0.2 y manteniendo el sistema
fraccionario con qs=0.5, el comportamiento del error de sincronizacion es el mismo y no presenta
grande variaciones con respecto al caso anterior.

Para el caso de los sistemas de orden fraccionario con qs=0.9 y en la ley de adaptacion de orden
fraccionaria con g,=0.2, en la Figura 69 y en la Figura 70, se muestra la evolucion del error de
sincronizacion y el esfuerzo de control, respectivamente.
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Figura 69 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionario con q;=0.9 y sefial U, parametro adaptable fraccionario con q,=
0.2.
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Figura 70 Senal U, en la sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionario con qs=0.9 parametro adaptable fraccionario con q,= 0.2

En el caso de modificar el orden de la ley de ajuste fraccionaria del pardmetro ajustable, éste no
impone ningin cambio en la evolucién del error de sincronizacion para sistemas de orden
fraccionario, como tampoco se modifica la sefial del error de control.

Esto se probd en simulaciones para diferentes ordenes de la derivada fraccionaria
correspondientes al sistema como gs=0.9, 0.5, 0.2, con estos valores se han propuesto otros para
la ley de adaptacion q,, lo que mostrd es que no hay mayores diferencias en la convergencia del
error de sincronizacidon, al momento de escoger 6rdenes en la derivada fraccionaria de la ley de
ajuste, por el contrario esta convergencia se ve alterada por los o6rdenes de la derivada de los
sistemas a sincronizar.

4.3.3 Sincronizacion minima adaptable de sistemas de orden fraccionario tipo
Lorenz con tnica seiial (U3)

Siguiendo con la idea de sincronizar dos sistemas de orden fraccionario con un minimo de

sefales de control, se propone el uso de una sola senial, U; y el ajuste de un parametro. Ademas se

eliminan las no linealidades presentes en la tercera ecuacion de error de sincronizacion.

Para este caso las sefales elegidas como control son las siguientes

U1 = 0
Us = (Bes + XpYm — axsys)/a

La ley de adaptacion elegida tiene la particularidad de ser cuadratica respecto al error de
sincronizacion es y con el fin de darle mayor velocidad a la convergencia se introduce la
ganancia adaptiva &.
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dCIa(p _ 2
w03 (79)

La evolucion del error de sincronizacion estd mostrada en Figura 71 en donde, el orden de la
derivada fraccionaria de los sistemas es qs =0.9, con una ley de ajuste de orden fraccionario gs
=0.9. con un valor de la ganancia adaptable § =0.1.

2“ T T T

e,

L]

e,

3

error (1)

1 | 1
15 2 25 3
tiempo (s)

Figura 71 Error de sincronizacion de sistemas de orden fraccionario con q,=0.9, ley de ajuste de orden fraccionario con q,=0.9 y
ganancia adaptable 0.1

En la Figura 72, se muestra el error de sincronizacidon para el caso de sistemas con qs =0.9 y
ajuste fraccionario con g, =0.5, y una ganancia adaptable 6=100. Esto permite visualizar, por lo
menos en la ventana de tiempo usada, la convergencia del error de sincronizacion.
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Figura 72 Error de sincronizacion sistemas de orden fraccionario con q¢=0.9, ley de ajuste fraccionario q,=0.5 y ganancia
adaptable =100
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En la Figura 73, se muestra la evolucion del error de sincronizacion al usar solo la sefial Us como
en (78), para sistemas fraccionarios con qs=0.5 y ley de ajuste entero q,=1 usando la ecuacion
(79), con una ganancia de adaptacion §=0.1
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Figura 73 Error de sincronizacion para sistemas Lorenz fraccionario con q=0.5, sefial Us y ley de ajuste entera.

En una tercera simulacion, se tomaron valores para la derivada fraccionaria de los sistemas a
sincronizar qs=0.5 y la ley de ajuste fraccionario con q,=0.9 y usando una sola sefial Us Los
resultados se muestran en la Figura 74, con un valor de la ganancia adaptable de §=0.1.
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Figura 74 Error de sincronizacion de sistemas de Lorenz fraccionarios q,=0.5 y ajuste fraccionario con q,=0.9 para una sefal U,

En la Figura 75, se muestra el error de sincronizacion con valores de orden fraccionario para el
sistema, de qs=0.2 y ajuste fraccionario q,=0.9, usando una ganancia adaptiva igual a 0.1. Aqui se
puede ver la lentitud de convergencia de la sefial correspondiente a e, respecto a la evolucion de
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las otras sefiales del error. Esta evolucion estd dada por la poca influencia que tiene la sefial
introducida por Us sobre la evolucion de dicho error.
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Figura 75 Error de sincronizacion para sistemas de Lorenz orden fraccionario q=0.2, ley ajuste fraccionario q,=0.9 y ganancia
adaptable 0.1.

4.3.4 Sincronizacion adaptable minima de sistemas de orden fraccionario tipo
Lorenz con dos seiiales (Uz y U3)

El planteamiento en esta seccion se basa en el uso de dos senales de control con un solo
parametro ajustable. Las dos sefiales ademas tienen incorporados términos no lineales, con el fin
de llevar el sistema de errores, a una forma lineal e invariante en el tiempo.

Para este caso se usan dos sefiales de control como las descritas a continuacion

Ul == 0
U, = (Bey + zse; — xpe3)/a (80)
Us = XmYm — aXsYs

La ley de ajuste fraccionaria es similar a la descrita para el caso entero, donde las variables de
estado usadas son los errores €; y e;.

dda
dtqf = _66162 (81)

En este caso, al usar dos senales de control, se aprecia que en el caso del error e3, la convergencia
tiene una velocidad menor y estd asociado al parametro mas pequeio que posee el sistema. Esto
se muestra en la Figura 76, donde el sistema tiene un orden con qs=0.2 y ajuste con q,=0.2 y
ganancia adaptiva §=0.1. Entre tanto, en la Figura 77 se muestra el esfuerzo de control donde se
aprecia que el esfuerzo méaximo esta concentrado en la sefial Us.
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Figura 76 Error de sincronizacion de sistemas de orden fraccionario tipo Lorenz con q;=0.2 y ajuste fraccionario de parametro
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Figura 77 Esfuerzo en la sincronizacion de sistemas de orden fraccionario tipo Lorenz con q,=0.2 y ajuste fraccionario de
parametro con q,=0.2
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Figura 78 Error de sincronizacion sistemas tipo Lorenz de orden fraccionario qs=0.5 con ajuste fraccionario de orden fraccionario
con q,=0.5

En la Figura 78 se muestra el error de sincronizacion cuando el sistema tipo Lorenz de orden
fraccionario con qs=0.5 y ajuste fraccionario con q,=0.5, se us6 un valor de ganancia adaptable &
=0.1.

En la Figura 79, se presenta la evolucion del error de sincronizacion cuando el sistema es
fraccionario tipo Lorenz con qs=0.9 y ley de adaptacion fraccionaria con q,=0.9. Aqui se aprecia
que los errores convergen rapidamente antes del primer segundo de su evolucion. Bajo las
mismas condiciones, en la Figura 80 se muestra el esfuerzo de control. Para las dos sefiales
usadas, su evolucion decae después de tener un transitorio muy alto +/-1500 y llega a cero en
menos de 0.4 seg.

error (t)
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Figura 79 Error de sincronizacion de sistemas de orden fraccionario q,=0.9 con dos sefiales de control y parametros ajustables con
q.=0.9
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Figura 80 Sefiales de control para sincronizacion de sistemas de orden fraccionario con q,=0.9 con dos sefiales adaptables con
q.=0.9

En cada uno de los casos estudiados el error de sincronizacién no tiene cambios cuando se
modifica el orden de ajuste del parametro adaptable. Se puede apreciar que al usar las dos sefiales
de control, la sefal del error mas lenta es la que corresponde al error es.

La sincronizacion se hace mas rapida en la medida que el orden de la derivada fraccionaria de los
sistemas sea cercana a la unidad. Ademas, el esfuerzo de control no tiene cambio alguno cuando
se modifica el orden fraccionario de la ley de ajuste paramétrica.

4.3.5 Sincronizacion minima de sistemas de orden fraccionario tipo Lorenz con dos
sefiales (Uzy Us3)

En esta seccion se presenta el uso de dos sefiales para lograr la sincronizacion de dos sistemas de
orden fraccionario tipo Lorenz, cada una con un parametro ajustable, que son ajustados mediante
sendas leyes de adaptacion.

Para este caso, las sefiales descritas a ser usadas son U, y Us. Lo particular es que cada sefial
tiene un parametro a ajustar. Las sefales son las siguientes:

Ul = 0
U, = (6161 + z5€1 — xmes)/a (82)
Uz = (0263 + Xpmym — axsys)/a

Las leyes de ajuste de los parametros estan dadas por
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diagp,

drda = _63132
dlag, 2
dtda 563

donde § es la ganancia adaptable.

Con estas dos leyes de adaptacion se realizaron las simulaciones para diferentes ordenes de la
derivada fraccionaria tanto del sistema de Lorenz fraccionario como de las leyes de ajuste. En la
Figura 81 se muestra la sincronizacion de sistemas fraccionarios tipo Lorenz de orden qs=0.9,
con un ajuste fraccionario con q,=0.5. En la Figura 82 se presenta la evolucion de las senales de

control correspondientes con valores de ganancias adaptivas §=0.1.
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Figura 81 Error de sincronizacion de sistemas tipo Lorenz fraccionario con q,=0.9 y ajuste paramétrico fraccionario con q,=0.5
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Figura 82 Sefiales de control en la sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionario con q,=0.9 y ajuste paramétrico fraccionario

Al cambiar el orden de la derivada fraccionaria en las leyes de ajuste, se aprecia una reduccion en
el error e;, ya que con una orden de q,=0.5, éste sobre pasa el valor de 40 unidades en su
amplitud, pero con q,=0.2, éste error se reduce por debajo de la mencionada amplitud. Los demas

0.5
tiempo (s)

con q,=0.5

errores permanecen sin modificacion en su evolucion.
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4.3.6 Sincronizacion adaptable minima de sistemas de orden fraccionario tipo
Lorenz con seiales U1 y Uz

En esta seccion se presenta la sincronizacion de sistemas de orden fraccionario con solo dos
senales de control (U; y U;) y con ajuste de dos parametros. En este caso se usan dos senales
como las descritas a continuacion

Ul = 9162/05
U, = (0281 + z;e1 — xpmes)/a (84)
U3 = 0

La leyes de ajuste que han sido elegidas son las siguientes, la cuales han sido derivadas del caso
entero,

dlag,

= —de,e
dtda 1=z (85)
an(pZ — _662
dtda 2

donde 6 es la ganancia adaptable de la ley de adaptacién. En este caso se elige un s6lo valor
para las dos leyes de ajuste igual a 0.1.

Para este caso, se simularon los sistemas de Lorenz de orden fraccionario con qs=0.9 y leyes de
ajuste fraccionario con ¢,=0.9, en la Figura 83 se muestra la evolucidon para el error de
sincronizacion y en la Figura 84 se obtienen las correspondientes sefiales de control.

eror (t)
o

1 1 1 I 1 1 | 1 1 1
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
tiempo (s)

Figura 83 Error de sincronizacion sistemas Lorenz de orden fraccionario con gs=0.9 con sefiales de alimentacion U, y U, y ajuste
de orden fraccionario q,=0.9
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Figura 84 Seiiales de control de sincronizacion sistemas Lorenz de orden fraccionario con g=0.9 con sefiales de alimentacion U,
y U, y ajuste de orden fraccionario q,=0.9

Cuando el sistema a sincronizar tiene orden qs—0.2 y ajuste adaptable con q,=0.9, la evolucion
del error de sincronizacion se muestra en la Figura 85, mientras que en la Figura 86 se presenta el
esfuerzo de control. En la evolucion del error es muy lenta respecto a otros sistemas de orden
fraccionario estudiados. El esfuerzo de control para las sefiales U; y U, toman valores iniciales
muy grandes, pero se estabilizan en niveles cercanos a 100 y -100 decayendo muy lentamente a
cero, los valores usados para las ganancias adaptables es de 0.1para cada una.

L T T T T T T T T

error (i)
o

ol i I i | i I | i |
a 1 2 3 4 5 3 7 8 9
tiempo (s)

Figura 85 Error de sincronizacion sistemas Lorenz de orden fraccionario q¢=0.2 con sefial de control U, U, con ajuste
fraccionario con q,=0.9
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Figura 86 Senales de control U; U, para la sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionarios con q¢=0.2 y ajuste paramétrico
fraccionario con q,=0.9

En todos los casos revisados en esta parte, se muestra que las sefiales de control usadas logran la
sincronizacion y ademas que la convergencia estd determinada por el orden elegido para el
sistema. Si se eligen diferentes valores para el orden de las leyes adaptables esto no tiene mayor
influencia en dicha convergencia. La tnica forma de darle celeridad a la convergencia del error
de sincronizacion es modificando la ganancia adaptable en las de ajuste paramétrica.

4.3.7 Sincronizacion adaptable minima de sistemas de orden fraccionario tipo
Lorenz usando dos seifiales (U1 y U3)

En esta seccion se presenta la sincronizacion de sistemas de orden fraccionario, usando las

sefales U; y Us, con el ajuste de dos pardmetros. Para este caso las sefiales de control se escogen

como sigue

Uy = 0,e;/a
Uz - O
Us = (6263 + XpmYm — axsys)/a

Las leyes de ajuste empleadas son

an(p

Tqal = —56162
an(pz 5
draa 0%

donde & es la ganancia de adaptacion. Los errores entre el parametro real y el estimado se definen
como@, =0—0;¢p,=y—0,
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El comportamiento del error de sincronizacion y el esfuerzo de control para el caso de la
sincronizacion con ordenes de sistema con qs =0.9 y orden de la ley de ajuste con q, =0.9, con
una ganancia adaptable 6=100, se presentan en la Figura 87 y en la Figura 88, respectivamente.

ermor (1)

i
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
tiempo (s)

Figura 87 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario con q.=0.9 y leyes de adaptacion paramétricas
fraccionarias con q,=0.9 con una ganancia adaptable 100 con sefiales de entrada U; y U,
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-1000 |+ ; E

| 1 1 i 1 I
0 05 1 15 2 25 3
tiempo (s)

Figura 88 Esfuerzo de control para sefiales de control U; y U; fraccionaria en la sincronizacion de sistemas de Lorenz
fraccionario con qs=0.9, ajuste fraccionario q,=0.9

Para este caso se hicieron cambios de la ganancia adaptable que varia de un valor de 100 a 0.1.
Esto tiene como consecuencia que los transitorios tengan menor amplitud en el mismo lapso de
tiempo.

Al cambiar el orden de los sistemas y usan, con valor es qs = 0.2, con ajuste paramétrico
fraccionario q,=0.9 y ganancia adaptable 0.1, se puede ver la evolucion del error de
sincronizacion en la Figura 89, donde los errores e; y e, convergen a cero muy rapidamente, por
debajo de 0.1 seg, mientras el error e; tiene la evolucion mdas lenta de todos los errores. El
esfuerzo de control para este caso se muestra en la Figura 90.
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Figura 89 Error de sincronizacion de sistemas Lorenz fraccionario con qs=0.2 y ajuste fraccionario q,=0.9 con sefiales de entrada
U, y U; ganancia 0.1
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Figura 90 Sefiales de control para la sincronizacion de sistemas Lorenz de orden fraccionario qe=0.2 y ajuste q,=0.9 con entradas
U, y U; con ganancia 0.1

Luego, por experimentacion, se probaron diferentes valores del orden de la derivada fraccionaria
en las leyes de ajuste, sin embargo no se consigue cambios sustanciales en la evolucion del error
de sincronizacion.

En general, de las simulaciones realizadas con sistemas de orden fraccionario del tipo Lorenz se
observo que la evolucion del error de sincronizacidon es mas lento cuanto menor sea el orden de la
derivada fraccionaria del sistema. Sin embargo los ordenes cercanos a 0.9 tienen mayor velocidad
de convergencia. Se destaca el hecho de que es posible lograr la sincronizacion con una sola senal
de control, como las descritas en esta seccion. Ademas se muestran combinaciones entre dos
sefales de control que permiten sincronizar los sistemas, denominado como sincronizacion
minima. Por ultimo, los esfuerzos de control usando dos de tres sefiales, tienen mayores
amplitudes en sus transitorios, que cuando se usa una sefial de control.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

El trabajo de investigacion presentado en esta Tesis se enfocé hacia el estudio de la
sincronizacion de sistemas tipo Lorenz de orden fraccionario con pardmetros desconocidos,
problema para el cual atin no se ha encontrado una solucion tedrica completa. Debido a la
complejidad de analisis, el estudio se realizd principalmente mediante simulaciones, gracias a
esto, se ha logrado comprender mejor los fendmenos involucrados en el proceso de
sincronizacion y ello permitird desarrollos posteriores que apunten a soluciones teoricas
completas para este problema.

Dentro de las estrategias estudiadas en esta Tesis, la sincronizaciéon minima, tanto aplicada a los
sistemas tipo Lorenz de orden entero como de orden fraccionario, posee ventajas con respecto a
esquemas de sincronizacion actualmente utilizados y reportados en la literatura técnica, debido a
que utiliza un minimo numero de sefiales tanto de control como de estados del sistema. Ademas,
en el esquema de sincronizacion minima propuesta, el esfuerzo de control resulta ser menor que
en las estrategias existentes. Ello se desprende del estudio comparativo, principalmente por
simulaciones pero también teodrico, realizado entre las estrategias propuestas y los métodos de
sincronizacion existentes.

Con la investigacion iniciada en esta Tesis, se espera contribuir al conocimiento en esta area, en
cuanto a metodologias de sincronizacion adaptable de sistemas fraccionarios, permitiendo
extender el abanico de posibilidades en el estudio de sincronizacion de sistemas dindmicos con
pardmetros desconocidos.

Respecto a las simulaciones del sistema de Lorenz aislado, de orden fraccionario, éste presenta
tres tipos de comportamiento; uno convergente hacia uno de los puntos de equilibrio del sistema
original (q < 0.98), otro caotico (0.99 < q < 1.17) y un ultimo divergente (q>1.17). En el primer
caso esta convergencia depende de las condiciones iniciales del sistema fraccionario.

Por otra parte, se logré demostrar que es posible la sincronizacién de dos sistemas dindmicos de
Lorenz de orden fraccionario y entero, por medio de una estrategia indirecta que hace uso de un
observador adaptable y de tres sefiales de control basadas en el observador. Con lo cual, el
problema de sincronizacidn involucra 9 variables de estado (tres errores de sincronizacion, tres
errores de estimacion de estado y tres errores de estimacion de pardmetros), que lo convierte en
un problema complejo y con caracteristicas especiales (no lineal y variante en el tiempo).

En cuanto a la sincronizacion adaptable directa de sistemas de orden entero, se verificd que con
dos senales de control, convenientemente elegidas, y con una o dos ganancias adaptables, se logra
la sincronizacién de ambos sistemas sin necesidad de una identificacion paramétrica.
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En relacion al proceso de sincronizacion minima adaptable de sistemas tipo Lorenz de orden
entero, se logro comprobar, mediante simulaciones junto a una demostracién tedrica que
fundamenta el método de sincronizacion, que es posible lograr la sincronizaciéon con un nimero
reducido de sefiales de entrada y leyes de ajuste de uno o dos pardmetros del controlador.

También se demostrd que la sincronizacion minima de sistemas tipo Lorenz de orden fraccionario
no adaptable, se puede lograr mediante un procedimiento novedoso con la incorporacién del
criterio de Routh Hurwitz extendido a sistemas fraccionarios, empleando solamente dos sefiales
de control convenientemente elegidas.

Finalmente, mediante simulaciones se comprob6 que se logra la sincronizacion adaptable minima
de sistemas tipo Lorenz de orden fraccionario, ajustando uno o dos parametros y empleando un
numero reducido de sefales de control (una o dos). En este punto, se sugiere a futuro realizar
estudios que conduzcan a obtener una fundamentacion teorica, que explique adecuadamente el
fendmeno de sincronizacion minima reportado en esta Tesis.

Como el fenomeno de sincronizacion de dos o mas sistemas no es un problema exclusivo del area
de control de sistemas en el ambito de la ingenieria, se espera que los resultados obtenidos
puedan trasladarse como una metodologia estandar hacia aplicaciones tan diversas como oferta y
demanda en economia, o relaciones humanas en sociologia, entre otros temas, penetrando otras
areas del conocimiento.

Como trabajo futuro y teniendo en cuenta los resultados contenidos en este trabajo, se propone
iniciar un estudio tedrico que sea capaz de explicar los resultados obtenidos mediante
simulaciones. De igual forma, resulta conveniente hacer extensivo el método de sincronizacion
minimo y no minimo para sistemas de orden fraccionario diferentes al de tipo Lorenz estudiado
en esta Tesis.
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