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Resumen

Esta memoria fue concebida con el intento de ser un aporte a la Educacion desde la
Modelacion Matematica de Procesos Cognitivos. En el Capitulo 1, se hace un recorrido por
los principales aspectos de la Cognicion Matematica y el Sentido Numérico, analizando el
porqué de su importancia y los distintos enfoques para su estudio.

El Capitulo 2 trata del problema de Representacion de Estimulos y como medir su grado de
similaridad. Junto con mostrar resultados clasicos de Psicofisica, se analizan los dos modelos
de representacion numérica mas conocidos; el modelo de escala comprimida y el modelo
lineal con variabilidad escalar. Se demuestra que ambos modelos pertenecen a una familia
més general de representaciones que cumplen con las mismas propiedades fundamentales.
Ademés, se describe una situacion experimental en donde los modelos hacen predicciones
distintas.

En el Capitulo 3 se trabaja el problema de estimacion de cantidades, esto es, frente a un
determinado estimulo numeérico no simbdélico, por ejemplo, nubes de puntos, secuencias de
tonos, etc. se pide estimar la numerosidad del estimulo. Para ello se propone y estudian dos
modelos para explicar dicho fen6meno. Para uno de estos modelos, se obtiene predicciones
acordes con los principales resultados experimentales conocidos.

Finalmente, en el Capitulo 4, se aborda el tema del Aprendizaje de Fracciones. Para ello,
se realiz6 un estudio con méas de 200 ninas y ninos de cuarto bésico, con el fin de comparar tres
métodos de ensenanza. Se comparé la representacion Geométrica de fraccion (por ejemplo,
1/2 es equivalente a la mitad de un cuadrado), con una representacion Temporal (1/2 equivale
a recibir un dulce cada dos dias) y con una representacion de Intercambio (1/2 equivale a
recibir un objeto por cada dos monedas que doy). La primera es una de las méas utilizadas en
textos escolares y en el aula, mientras que las otras son poco conocidas o se suelen presentar
en otros contextos. Se encontraron diferencias en desempeno a favor de las representaciones
Temporal y de Intercambio en la tarea de comparacion de fracciones, siendo un hallazgo
promisorio para la educaciéon. Junto con esto, aprovechando la informacion se proponen tres
metodologias para representar estimulos en una escala numérica y se construyo un modelo que
permite estimar el impacto de cada método de ensenanza en el cambio de estrategias que los
estudiantes utilizan para comparar fracciones. Se concluye que con periodos de entrenamiento
breves, los estudiantes son capaces de cambiar la manera de contestar preguntas de fracciones
fuera de un contexto metaforico, siendo esto una extension de las investigaciones en torno a
este tema.
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Introduccion

En 2009, Chile particip6 como miembro de la OCDE en la prueba PISA (Programme
for International Student Assessment). Los resultados obtenidos por los estudiantes chilenos
fueron més que insatisfactorios. De un total de 65 paises, Chile quedd en la posicion 49 en la
prueba de Matematicas. Paises como Azerbaiyan o Rumania tuvieron mejores desempenos
que nuestro pais. [10]. El problema que tiene nuestra naciéon en educacién es serio, por lo que
deben estar puestas todas las energias en tratar de solucionarlo.

Respecto a la educacion matematica, una de las piezas claves es enteder como los ninos
y ninas construyen sus representaciones mentales de los distintos conceptos mateméaticos. Al
entender como los alumnos van comprendiendo y asimilando las ideas matematicas, la tarea
educativa podria llegar a ser mucho mas fructifera.

Este trabajo intenta hacer un aporte a la Educaciéon desde la Modelacion Matemética de
fenomenos de la Psicologia Cognitiva y la Percepcién Numeérica. Para ello, bajo el marco de
la Cognicion Matemaética, se pondra atencion a uno de los conceptos mas fundamentales de
la matemaética, el concepto de ntimero.

La Cogniciéon Matematica estudia el modo en que se entienden los diversos conceptos ma-
tematicos, haciendo un fuerte uso de todas las herramientas de las ciencias cognitivas. Una
de las méas importantes lineas de investigacion es el estudio del Sentido Numérico, esto es,
el conjunto de mecanismos innatos que participan en la confeccion del concepto de niamero.
Como se dard cuenta en este trabajo, se sabe que dicha percepcién en ninos tiene una re-
lacion directa con el desempeno que lograran en la educacion matemaética formal. De ahi la
importancia que podria llegar a tener conocer en profundidad los mecanismos asociados al
Sentido Numérico.

En el primer capitulo de este trabajo, se hace un recorrido por los principales aspectos
de la Cognicion Matematica y el Sentido Numeérico, analizando el porqué de su importan-
cia, revisando los principales resultados experimentales tanto en estudios conductuales como
neurobilogicos, y estudiando algunos modelos que intentan describir estos fenémenos.

El capitulo 2 trata del problema de Representacion de Estimulos y como medir su grado
de similaridad. Junto con mostrar resultados clasicos de Psicofisica, se analizan en detalle
los dos modelos méas conocidos de representacién numérica; el modelo de escala comprimida
y el linal con variabilidad escalar. Para esto, se estudia el problema de discriminaciéon de
cantidades bajo dos enfoques. El primero, se sitta en la condicion que frente a dos estimulos
numéricos no simboélicos, se pide al sujeto experimental identificar el mayor de los dos. El



otro enfoque consiste en determinar si los dos estimulos numéricos no simbolicos expuestos
son iguales o no. Analizando las predicciones que hacen los dos modelos en las situaciones
descritas se encuentran diferencias entre ellos. Ademaés, se prueba que ambos modelos perte-
necen a familias de modelos méas generales que siguen cumpliendo las principales propiedades
estudiadas.

En el tercer capitulo se trabaja el problema de estimaciéon de cantidades, esto es, frente a
un determinado estimulo numérico, por ejemplo, nubes de puntos, secuencias de tonos, etc. se
pide estimar la cantidad asociada. Para ello se propone y estudia dos modelos para explicar
dicho fenémeno. Se contrastan las predicciones hechas por los modelos con los resultados
experimentales conocidos y se dejan algunas preguntas abiertas para futuras investigaciones.

Finalmente, en el Capitulo 4, se aborda el tema del Aprendizaje de Fracciones. Para ello,
se realizé un estudio con mas de 200 ninas y ninos de cuarto basico, con el fin de comparar tres
métodos de aprendizaje. Se comparé la representacion Geométrica de fraccion (por ejemplo,
1/2 es equivalente a la mitad de un cuadrado), con una representacion Temporal (1/2 equivale
a recibir un dulce cada dos dias) y con una representacion de Intercambio (1/2 equivale a
recibir un objeto por cada dos monedas que doy). La primera es una de las mas utilizadas en
textos escolares y en el aula, mientras que las otras son poco conocidas o se suelen presentar
en otros contextos.

Se encontraron diferencias en desempeno a favor de las representaciones Temporal y de
Intercambio en la tarea de comparacion de fracciones. Junto con esto, aprovechando la infor-
macion recopilada, se propone tres métodos para representar estimulos en una escala numérica
y se construyé un modelo que permite estimar el impacto de cada método de ensenanza en
el cambio de estrategias que los estudiantes utilizan para comparar fracciones.



Capitulo 1

Del Sentido Numérico

“También contiene la memoria las razones y leyes infinitas de los numeros y dimensiones,
ninguna de las cuales ha sido impresa en ella por los sentidos del cuerpo, por no ser
coloradas, ni tener sonido ni olor, ni haber sido gustadas ni tocadas.”

Agustin de Hipona

Confesiones

“Un hombre sabe que dieciocho y diecinueve suman treinta y siete con la misma sequridad
que sabe que uno y dos suman tres; sin embargo, un nino no sabe esto tan pronto como
aquél, no por falta de uso de razon, sino porque las ideas que expresan las palabras
dieciocho, diecinueve y treinta y siete no las alcanza tan pronto como las que significan uno,
dos y tres.”

John Locke

Ensayo sobre el Entendimiento Humano

Parece tener un consenso enorme considerar que uno de los conceptos fundamentales de
las matematicas es el de numero. El rol central que ocupa en la vida cotidiana del hombre y
en el desarrollo de ideas mateméticas mas profundas son aspectos mas que suficientes para
hacerlo materia de este estudio. Sin embargo, este no es un trabajo que aborda al ntimero
desde su axiomatizacién o su generalizacion; asi como lo hizo Dedekind, Peano o Galois. Mas
bien, este tema seré tratado desde el punto de vista de la Cognicién Matematica.

La cognicién matematica se basa en el estudio de los conceptos matematicos haciendo uso
de las herramientas de las ciencias cognitivas. Su objetivo central es entender los mecanis-
mos que le permite al cerebro humano crear el universo de las matematicas. El objeto de
estudio serd en este caso el “Sentido Numérico”; esto es, el conjunto de facultades cognitivas
que permiten comparar, estimar e identificar magnitudes numéricas [I1] [6]. Todas las perso-
nas, incluso en sus primeros anos de vida, poseen un sentido numeérico, es decir, una buena
intuicion de numerosidad.



En este capitulo se encontraran los principales hallazgos relacionados con el sentido nu-
mérico. Se revisara el vinculo que posee con las mateméticas superiores, su presencia en
animales de los mas diversos tipos, asi como también en ninos y bebés humanos, ademés
de los resultados sistematicos observados en experimentos conductuales y las investigaciones
neurobiolégicas recientes que asocian neuronas especificas a los nimeros.

1.1. Alcances del sentido numérico, ;Por qué es un tema
que debe ser tratado?

Dado lo crucial que son las habilidades numeéricas para un buen desarrollo de la vida en
la sociedades occidental, el comprender por qué se producen las diferencias en desempeno
en matematicas es un tema que actualmente tiene relevancia en la investigacion educati-
va. Inicialmente, estas investigaciones intentaron relacionar las diferencias individuales en el
desempeno académico con factores como la memoria de trabajo y la velocidad de procesa-
miento de la informacion por parte de los alumnos [I] [5] [23] . Sin embargo, otro enfoque
teorico propone que el sentido numérico juega un rol predominante para el desarrollo del
aprendizaje de las matematicas formales, es decir, la habilidad de comprender y representar
magnitudes numéricas condiciona el desarrollo de las habilidades matematicas superiores,
como por ejemplo, la aritmética.

Son varios los argumentos a favor de la relacion entre el sentido numérico y el aprendiza-
je de las matematicas. El primero establece que una buena comprension de las magnitudes
numéricas reduce el rango de respuestas posibles en problemas de aritmética, logrando asi
una mejora en el desempeno [2]. Otra linea argumentativa esta ligada a estudios con indivi-
duos que presentan discapacidades en matemaéticas; éstos tienen un déficit particular con la
comprension y procesamiento de magnitudes numeéricas [24].

En general, las tareas que usualmente se ocupan para estudiar el sentido numérico y que
tratan de establecer una correlacion con las habilidades matemaéticas superiores son dos. Una
es la que hace uso de la recta numérica, en donde a los ninos se les pide ubicar un ntmero
especifico en ella. La otra tarea es la de comparacion de magnitudes, en la cual a los ninos
se les pide identificar cudl de dos cantidades es la mayor. Sorprendentemente, ambas tareas
parecen relacionarse con el desempeno en el primer afo de escolaridad [37] [50]. Por ejemplo,
estudios indican que cambios en la recta numeérica estimada se relacionan con las diferencias
individuales en el desempeno en matematicas y la capacidad que tienen los ninos a enfrentarse
a problemas aritméticos nuevos.

Pese a los hallazgos mencionados, una pregunta que surge es si este sentido numérico y las
habilidades matemaéticas son manifestaciones de un mismo factor, el cual se podria denominar
informalmente “ser bueno para las matematicas”. Esto en vista que la mayoria de los estudios
establecen correlaciones entre estos dos aspectos tomando mediciones en periodos de tiempo
muy cercanos. De este modo, a priori no es clara la capacidad predictiva que podria tener un
buen desarrollo del sentido numérico sobre el logro académico en matematicas.

Sin embargo, estudios recientes que consideran un diseno longitudinal, concluyen que el
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sentido ntiimero predice, en el sentido estricto del término, el desempeno futuro en matema-
ticas [57]. Contrastando los resultados de un test de comparaciéon de magnitudes a un grupo
de ninos antes del inicio de la educaciéon primaria, con el desempeno en matematicas del
mismo grupo un ano mas tarde, se concluye que un desarrollado sentido numérico anterior a
la educacion formal predice el nivel de aprendizaje que podria adquirir un alumno.

1.2. Sentido Numérico en:

1.2.1. Animales

El hecho que los animales sean capaces de contar es un asunto debatido entre los cientificos.
En cualquier caso, una gran cantidad de investigaciones concluyen que los animales tienen
cierta nociéon de numerosidad. Estudios indican que ratas, primates, aves, peces e incluso
hormigas tienen un sentido numérico. Por ejemplo, se tiene a la hormiga del desierto del
Sahara, la cual recorre enormes distancias de terreno arenoso en busca de alimento y vuelve
sin problemas a su hormiguero. Un grupo de cientificos alemanes y suizos descubri6 que
las hormigas “cuentan” sus pasos [63] [64]; manipulando la longitud de sus patas notaron
que cuando éstas eran alargadas con una especie de zancos caminaban mayores distancias,
mientras que si eran acortadas por medio de una amputacion, recorrian una distancia més
corta.

Otros estudios revelan que los animales no tan s6lo serian capaces de comparar magnitudes
numéricas, sino también realizarian operaciones aritméticas sencillas. Por ejemplo, estudios
con palomas indicarian que son capaces de realizar restas [3|; las palomas ven dos series de
flashes de luz y deben responder picoteando un botén tantas veces como la resta los flashes
mostrados, si la paloma acierta, recibe una premio en alimento. Los investigadores concluyen
que las palomas serfan capaces de realizar correctamente la operacion incluso en situaciones
en las cuales no fueron entrenadas.

Un buen marco tedrico para explicar la existencia de este mecanismo es la teoria de la
evolucion; tener esta habilidad cognitiva darfa ventajas comparativas contra los sujetos de la
misma especie que no la posee. Asi, distinguir dénde hay mayor cantidad de alimento, qué
manada es mas grande, a cudl cardumen conviene unirse o cuanta distancia ha recorrido el
animal son preguntas que se resuelven de manera eficiente teniendo un mecanismo asociado
a la numerosidad.

Figura 1.1: Animales en Estudios de Cogniciéon Numérica.



Obviamente, en ningtn instante se ha dicho que los animales entienden los nimeros de
igual manera que los seres humanos. La nocién de sentido numérico no se relaciona a priori con
la forma simboélica de éstos. Si bien, hay estudios en donde se muestra que primates pueden
aprender la asociacion entre un conjunto de puntos y el simbolo que representa su cantidad, o
incluso que pueden aprender a ordenar los nimeros expresados de manera simboélica de forma
muy precisa, el sentido numérico en animales esta asociado principalmente a caracteristicas
no simbolicos de los niimeros.

Con todo esto sobre la mesa, una de las primeras conclusiones que aparece es el hecho
que el sentido numérico es en principio independiente del lenguaje, teniendo sus origenes en
aspectos biologicos y adaptativos.

1.2.2. Ninos y bebés

Hace méas de medio siglo, las teorias de como los ninos adquieren sus primeras habilidades
matematicas estaban dirigidas principalmente por las ideas de Piaget. El planteaba que las
habilidades l6gicas y matemaéticas se construian de manera progresiva en la mente de los ninios
mediante observacion, internalizacion y abstraccion de las regularidades del mundo que les
rodea. El principal supuesto establecia que los infantes no tienen ningiin tipo de conocimiento
al nacer.

Respecto a los nimeros, Piaget consideraba que éstos, del mismo modo que cualquier tipo
de representacion abstracta, debian su origen a interacciones con el medio ambiente haciendo
uso de los cinco sentidos; manipulando colecciones de objetos los ninos eventualmente descu-
bren que existe una propiedad que permanece invariante cuando los objetos se mueven [48§].
Se pensaba entonces, que los ninos nacian sin ninguna idea preconcebida sobre los nimeros.

Esta teoria se sustent6 en diversos estudios experimentales. Una de las principales lineas
argumentativas planteaba que los ninos de pocos meses de edad no tenian asociado a los
objetos la propiedad de permanencia, es decir, los objetos existen en la medida que el nino
los percibe; por ejemplo, si un nino observa que un juguete es escondido detras de una tela,
él no va en busca del objeto. Asi, si se instaura la idea de que los nifios no perciben que los
objetos permanecen en el tiempo, es poco plausible considerar que algtn tipo de conocimiento
sobre nimeros y aritmética existe de manera innata.

Otro tipo de experimentos se basan en estudiar lo que se denominé como la conservaciéon
numérica. A ninos de entre dos y cuatro anos se les muestra dos filas de objetos, ambas filas
contienen la misma cantidad, haciendo corresponder un objeto de la primera fila con otro de
la segunda, asi se tiene que ambas filas, ademés de tener la misma cantidad de objetos tienen
el mismo largo. Una vez que los ninos observan esto, se les pregunta cual de las dos filas tienen
més cantidad de objetos. Es sistematico que responden que ambas tienen la misma cantidad
de elementos. Luego de esto, se selecciona una fila y se agrupan sus objetos, manteniendo la
cantidad pero reduciendo el largo. Nuevamente se les pregunta a los ninos cuél fila tiene mas
objetos, obteniendo como respuesta sistematica que la fila mas larga tiene mas elementos.
Ademas si se agregan elementos a la fila mas corta, manteniendo su longitud, los ninos siguen
declarando que la fila més larga tiene mas objetos.



Figura 1.2: Nina realizando el Test de Conservacién Numérica

Este hecho se ocup6 para instaurar la idea que ninos menores a cuatro anos no son capaces
de comprender la nocién de nimero. De esta manera, la ensenanza de la matematica quedé
en general ajustada a un programa de acuerdo a la edad de los nifios, y en vista que ellos, en
teoria, no estan preparados para entender a cabalidad lo que es un niimero, parece primordial
que en los primeros anos se debe incentivar el pensamiento logico y las nociones de orden.

Sin embargo, Mehler y Bever mostraron que el resultado del test de conservacion de
numerosidad dependia fuertemente del contexto y la motivacion de los ninos [41] [42]. En
particular, mostraron que si el experimento se realizaba con dulces, sisteméaticamente los
ninos escogfan la fila de mayor cardinalidad, independiente la longitud de ésta. Una de las
posibles explicaciones a este fendomeno es bastante simple; los ninos no tienen claridad de qué
se les esta preguntando. Dado que las respuestas podrian ser evidentes, el cambio aparente de
escenario podria hacer pensar que se busca una respuesta alternativa, generando un conflicto
entre lo que se considera correcto con la supuesta logica del cambio de escenario; si el respuesta
es la misma, el cambio de escenario no tiene sentido, por lo que se debe contestar de manera
diferente.

En relacion a ninos aiin mas pequenos, distintas investigaciones han llegado a la conclusiéon
que bebés de meses de edad serian capaces de distinguir grupos de dos objetos con grupos de
tres [58] [59)]. Dado que no se les puede preguntar directamente a los nifios, diversos métodos,
por lo demas bastante ingeniosos, son ocupados para inferir estos hechos. La principal medida
utilizada es el tiempo de observacion al estimulo que destina el bebé. Por ejemplo, en algunos
experimentos se le muestra al bebé una serie grupos de objetos todos de tamano dos. Una
vez habituado, se le muestra grupos de tres objetos, observando que cuando se produce el
cambio de cantidad los ninos estan mas tiempo mirando el estimulo.

Ademas de lo anterior, otras investigaciones indicarian que bebés, incluyendo recién naci-
dos, serian capaces de distinguir que 1 més 1 es igual 2, o incluso que 2 menos 1 es igual a
1 ]67]. Sin embargo, estas capacidades aritméticas serfan bastante limitadas, ya que cuando
se testean igualdades que involucran ntimeros mas grandes, los resultados no permiten hacer
ningin tipo de inferencia.

Los hallazgos descritos hacen pensar que las ideas Piagetianas no estarian del todo co-
rrectas. Sin embargo, seria una falacia afirmar que los ninos no desarrollan un razonamiento
més profundo sobre el concepto de nimero en la medida que crecen y avanzan en el sistema
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educativo, o que el éxito en las mateméticas puede ser predicho del todo en los primeros
meses de vida. Lo cierto es que la evidencia expuesta deberia dar un buen punto de partida
para la ensenanza; saber que existe un mecanismo incipiente de numerosidad, conociendo sus
bondades y deficiencias, podria facilitar de sobre manera la tarea educativa en los primeros
anos.

1.3. Resultados Clasicos de la Psicologia Conductual

Sin duda, si se quisiera estudiar el sentido numérico en adultos, una de las principales
ventajas es que los disenos experimentales no deben ser demasiado sofisticados como en los
casos anteriores. Trabajar con adultos permite registrar gran cantidad de datos, teniendo res-
puestas concretas a preguntas especificas. Sin embargo, una nueva dificultad emerge. El nivel
de educacion matemaética que han tenido los sujetos podria ser influyente en los resultados.
Naturalmente, si se pregunta a persona mayor cuanto es 1 + 1, dificilmente respondera algo
distinto de 2. Si se quiere estudiar el sentido numérico en adultos, el diseno experimental
debe ser tal que el calculo numérico exacto no sea una estrategia factible.

Cientificos aseguran que los adultos humanos poseen una representacion numeérica apro-
ximada. Utilizando como principales medidas los porcentajes de correctitud y los tiempos de
respuestas, se han estudiado en profundidad dos tipos de experimentos: el de comparacion
de magnitudes y el de estimacién numérica.

En el primero, como su nombre lo indica, el sujeto debe senalar cual de los dos estimulos
presentados es el mayor. Los estimulos pueden ser mostrados en distintos formatos, ya sea
como nubes de puntos, segmentos de distintos largos o secuencias de tonos. También existen
variaciones de este experimento, en donde se presenta una serie de estimulos y se le pide al
individuo indicar si lo observado es mayor o menor a una cantidad predefinida. El disenio en
este tipo de experiencia debe estar formulado de manera que los sujetos no puedan hacer un
conteo exacto de los estimulos, ya que se espera que al momento de responder los sujetos
apelen a la representacion aproximada que poseen de los niimeros.

En estas y otras modalidades del experimento de comparaciéon aparece un resultado sis-
teméatico: es mas facil discriminar nameros lejanos que cercanos. Asi, discriminar entre 2 y
6 es mas facil que entre 5 y 6. A este fendomeno se le denomina Efecto Distancia. Ademas se
observa lo que se conoce como Efecto de Tamano. Esto indica que si se mantiene constante la
distancia numérica, son més faciles de discriminar cantidades pequenas. Por ejemplo, distin-
guir entre 2 y 4 es méas facil que entre 8 y 10; en ambos casos la distancia entre los estimulos
es 2. Ajustes estadisticos a resultados de distintos experimentos de este tipo indican que la
probabilidad de discriminar correctamente dos estimulos numéricos depende principalmente
del cuociente entre ellos [7] [12]. Esto se conoce comunmente como la Ley de Weber, y es
concordante con los dos efectos mencionados.

Por otra parte, en la tarea de la estimacion numérica, los sujetos se enfrentan a un de-
terminado tipo de estimulo, cominmente nubes de puntos, y se pide dar una estimacion de
la cantidad de objetos que se observan. Los estimulos son mostrados en periodos breves, del



orden de los milisegundos, de modo que no sea una estrategia contar. Como es de esperar,
las estimaciones entregadas por las personas estan lejos de ser exactas, mostrandose que en
general, existe una tendencia a la subestimacion [30] [34].

Estudios indican que la calidad de las estimaciones estaria afectada por distintos factores,
como la cantidad de objetos por unidad de superficie de la imagen; a mayor densidad, mayor
la tendencia a subestimar. También senalan que los estimulos asociados a cantidades peque-
nas son sobrestimados y de cantidades grandes subestimados, y que si los estimulos estan
equiespaciados, las cantidades tienden a sobrestimarse.

Al momento de establecer una relacion funcional entre estimulo y respuesta del sujeto, los
ajustes estadisticos indicarfan que en promedio es una relaciéon potencial, es decir

R=Fk-E“

con k> 0y «a€(0,1),donde E es el estimulo presentado y R la estimacion de numerosidad
de dicho estimulo [34] [35].

Otro resultado que suele aparecer tiene que ver con el nivel de variabilidad de las respuestas
entregadas por los individuos. A mayor el nimero que se pide estimar, mayor la variabilidad
observada. Algunos investigadores han llegado a establecer que si R. es la variable aleatoria
que representa la respuesta que da un sujeto frente al estimulo ¢, entonces la cantidad

E (R.)
Var (R.)

no depende de . A esto se le conoce como la Propiedad de Variabilidad Escalar.

Junto con esto, se sabe que dando algin tipo de informacion a los sujetos experimentales,
disminuye la variabilidad de las respuestas. Por ejemplo, Izard y Dehaene [31] indican que
mostrando una nube de puntos al inicio del experimento e indicando su cantidad, las respues-
tas sucesivas tienen a ser mas certeras y de menor varianza. A este fenémeno se le denominé
como Calibracion de la Recta Numérica Mental y se ilustra en la figura [1.3]

1.4. Aspectos Neurobiol6gicos Involucrados

Si bien, es sabido que existe una variedad de experimentos conductuales con animales,
ninos y adultos humanos, los cuales permiten inferir la existencia de un sentido numérico, en
los 1ltimos anos ha sido de gran impacto el descubrimiento de neuronas especificas que se
sintonizan con la numerosidad de conjuntos.

Midiendo la actividad neuronal en monos cuando se les presentaba un estimulo visual,
consistente en nubes de puntos, cientificos encontraron neuronas especificas de numerosidad,
es decir, se encontrdé que la actividad maxima de un determinado grupo de neuronas se
asociaba a una numerosidad especifica, hallando ademas que en la medida que el estimulo se
iba alejando del nimero preferido ocurria una caida progresiva de la actividad neuronal del
grupo asociado [45] [14].
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Figura 1.3: Promedio de Estimaciones en Funcion de los Estimulos. En ambos graficos el eje
horizontal indica la numerosidad real de un estimulo numérico, mientras que el eje vertical
indica la estimacion que hace el individuo. El grafico de la izquierda muestra como son las
estimaciones cuando los sujetos no reciben ningin tipo de informacién sobre las numerosida-
des de los estimulos. El grafico de la derecha muestra el comportamiento de las estimaciones
después que a los sujetos se le muestra una nube de 30 puntos y se les dice cuantos puntos
hay. Fuente: [31]

Mientras los monos realizaban una tarea en donde se les pedia identificar si dos cantidades
eran iguales o no, se identificaron dos zonas principales del cerebro que registraron activacion
inducida por los estimulos numéricos; la Corteza Prefrontal Lateral (PFC) y la Corteza
Parietal Posterior (PPC). La primera también estd asociada a las emociones y al control del
comportamiento, mientras que la segunda zona se asocia ademés al area visual y al control
sensomotor. En la figura [1.4] se observa la proporciéon de neuronas selectivas de numerosidad
de acuerdo a la escala de colores.

Corteza Prefrontal Corteza Parietal Posterior
Lateral

30%
20%
10%
0%

Corteza Temporal Inferior

Figura 1.4: Vista Lateral del Cerebro de un Mono. Segiin experimentos con monos, la Corteza
Prefrontal Lateral y la Corteza Parietal Posterior son las zonas del cerebro que registran
mayor actividad neuronal al momento de realizar tareas de percepciéon numérica. Fuente:
[14].

Cientificos consideran que la Corteza Parietal Posterior podria ser el primer escenario neu-
ronal donde se extrae la informacién numérica visual y somatosensorial, ya que las neuronas
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correspondientes requieren de un tiempo necesario para transmitir informacién més corto
que las neuronas de la Corteza Prefrontal. A su vez, serfa en esta tltima zona en donde se
amplificaria y almacenaria la informacién numérica.

Un descubrimiento sorprendente indica que existe un conjunto de neuronas que codifican
numerosidad independiente del formato en que se presenta el estimulo. Asi, si se presentan
nubes de puntos en una pantalla, o una cantidad secuencial de puntos, habrian neuronas que
su actividad depende exclusivamente de la cantidad expuesta. Esto daria pie para plantear
que existirfa una sintesis de informacion para luego formar una representacion abstracta de
cantidades.

Con todo esto sobre la mesa, investigadores consideran que el comportamiento observado
en las células nerviosas selectivas de numerosidad podria explicar los fenémenos psicolégicos
basicos en monos, como los mencionados efectos de distancia numérica y de tamano. El pri-
mero dependeria de qué tan superpuestas estarian las funciones neuronales; numerosidades
adyacentes tendrian un nivel de superposicién muy alto, mientras que numerosidades lejanas
apenas se solaparfan. Algo similar se tiene para el efecto de tamano, ya que a mayor nume-
rosidad del estimulo, conservando la distancia entre numerosidades, mayor la superposicion
de las funciones neuronales. En la figura [1.5| se muestra el comportamiento de distintos tipos
de neuronas selectivas frente a estimulos de distintas numerosidades.

50 184
N 40 124
T
£ 30 124 W
i
2 20 8. +‘H
o
IR &
0 4 ) .
2 4 8 16 32 0 6 12 18 24 30 0 6 12 18 24 30
Numerosidad del Estimulo Numerosidad del Estimulo Numerosidad del Estimulo

Figura 1.5: Actividad de distintas Neuronas Selectivas de Numerosidad. En los tres graficos
el eje horizontal indica la numerosidad del estimulo expuesto, y el eje vertical la actividad
neuronal del grupo de neuronas. En el grafico de la izquierda se observa que la numerosidad
preferida es 3, en el grafico del centro es 6 y en el de la derecha 22. Fuente: [14]

Por otra parte, ademés de las neuronas selectivas, se han hallado otro tipo de células que
codifican numerosidad. Roitman y su equipo encontraron que la actividad de la mayoria de
las neuronas del Lobulo Intra Parietal (LIP) aument6 o disminuy6 de forma sistemética al
aumentar el nimero de elementos durante la presentacion del estimulo, esto con independen-
cia de las otras caracteristicas de los estimulos o demandas cognitivas hacia el sujeto [51]. A
este tipo de neuronas se les llamo6 neuronas mondétonas de numerosidad. Los autores terminan
sugiriendo que la magnitud del nivel de activaciéon de las neuronas mondtonas del LIP puede
proporcionar informacién a las neuronas selectivas de numerosidad del PPC y PFC para
calcular cantidades, logrando la sintonizacion con las numerosidades preferidas de acuerdo al
grupo neuronal asociado.

11



40 75
~N
= ™
- 30
E Ve
g 20} 2 | ©

10 + %)

30
0
2 4 8 16 32 0 6 12 18 24 30
Numerosidad del Estimulo Numerosidad del Estimulo

Figura 1.6: Actividad de las Neuronas monotonas en funciéon de la numerosidad expuesta.
En ambos graficos el eje horizontal indica la numerosidad del estimulo expuesto, y el eje
vertical la actividad neuronal del grupo de neuronas. El grafico de la izquierda corresponde
a un grupo de neuronas monoénotas crecientes, mientras que el de la derecha corresponde a
un grupo de neuronas monotonas decrecientes. Fuente: [14]

Otras investigaciones sugieren que la selectividad numérica no seria cosa exclusiva de
estimulos discretos, como nubes de puntos, si no que ademéas habrian neuronas selectivas de
magnitudes continuas, como largos de segmentos, e que incluso existirian células nerviosas
asociadas a proporciones [32]. En relacion a estimulos simbolicos, estudios en monos después
de un largo periodo de entrenamiento, concluyen que a pesar de que los monos utilizan el
PFC y el PPC para las representaciones de cantidad no-simbélica, sélo la parte prefrontal se
dedica a las asociaciones simboélicas de los ntimeros.

A esta altura cabria preguntarse si todos estos descubrimientos en monos son extrapolables
a seres humanos. Si existen similitudes tanto anatomicas como funcionales entre los cerebros
de primates no humanos y los seres humanos, entonces zonas equivalentes en el cerebro
también deberian ser activadas en las personas cuando cantidades en formato no verbal son
procesadas. Por medio de pruebas de resonancia magnética funcional (fMRI), Piazza y su
equipo encontraron una esquema de activaciéon neuronal similar en humanos, mientras los
sujetos desarrollaban tareas numéricas no simbélicas [49] [14].

1.5. Algunos Modelos del Sentido Numérico

Explicar las leyes anteriormente expuestas a partir de un conjunto bésico de reglas es
un objetivo deseable. Comprender en detalle como funcionan los mecanismos asociados a
numerosidad podria tener inmensas repercusiones no tan s6lo para las ciencias cognitivas,
sino también en areas como las ciencias sociales y la educacion formal. Una manera de
sintetizar y analizar en profundidad estos fendémenos es utilizando el lenguaje matematico, lo
que permitirfa capturar las regularidades de los comportamientos mencionados. Son varios
los modelos de numerosidad que se han propuesto en los tltimos anos. Aqui solo se analizara
algunos.
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En relacion a la cuantificacion de informacion ejecutada por los sujetos, dos son los princi-
pales modelos que se han planteado. Uno es el modelo de modo-control de Meck y Church, el
cual trabaja en serie, es decir, los componentes de la informacién nimerica se va procesando
secuencialmente; por ejemplo, los puntos de una nube van siendo procesados uno a uno. El
modelo propone que cada elemento esta codificado por un impulso generado por un conta-
dor, que se termina anadiendo a un acumulador. La magnitud en este acumulador al final
del proceso de conteo se lee en la memoria, formando de este modo una representacion de la
cantidad de elementos de un conjunto. Asi, el proceso de conteo seria a una suerte de suma, lo
cual intentaria asociarse con el comportamiento de las neuronas monoétonas de numerosidad.

Contador Puerto Acumulador

U (U]

Figura 1.7: Esquema del Modelo Modo-Control de Meck y Church. Fuente: [6]

El otro modelo es el de filtrado neuronal de Dehaene y Changeux, el cual procesa la infor-
macion numérica en paralelo. En una primera instancia, cada estimulo visual se codifica como
una distribucion gaussiana local de activacion, simulando de este modo el comportamiento de
la retina al momento de observar un conjunto de objetos. Luego, los elementos de diferentes
tamanos son normalizados, teniendo asi un codigo independiente del tamano del estimulo.
A su vez, las posiciones de las agrupaciones de activaciones locales detectadas también son
codificadas. Con estos dos codigos se realiza una especie de suma de agrupaciones; esta ope-
racion tienen implementados sesgos que aumentan con nimeros cada vez mayores. La suma
de estos conglomerados finalmente se traduce en la numerosidad del conjunto.

Agrupacion de Mapa de Suma de Numerosidad
informacion sensorial Ubicacién Agrupaciones  del Grupo

Figura 1.8: Esquema del Modelo de Filtro Neuronal de Dehaene y Changeux. Fuente: [6]

A pesar que las representaciones de numerosidad derivadas con ambos modelos son rui-
dosas, es decir, incorporan efectos aleatorios, y se ajustan de manera bastante razonable a
los datos observados, los dos modelos se diferencian en aspectos importantes. El modelo de
modo de control de Meck y Church opera en serie y asume la representacion de la cardinali-
dad en una escala lineal, mientras que en el modelo de filtrado neuronal de numerosidad de
Dehaene y Changeux se codifica de forma paralela y la representaciéon termina ajustdndose
a una escala logaritmica [6].
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El debate sobre cual escala es la mas adecuada para modelar la representacién mental
de los ntimeros estd atn vigente. Autores como Dehaene proponen que si un sujeto observa
un estimulo de numerosidad n, entonces una manera de modelar su representacién mental es
mediante una variable aletoria que se distribuye como una normal de media log(n) y varianza
w?. A esto se le conoce como Modelo de Escala Comprimida. Por otra parte, autores como
Gallistel senalan que un mejor modelo para la representaciéon mental estaria dado por una
variable aleatoria normal de media n y varianza o - n%. A esto se le conoce como el Modelo
Lineal con Variabilidad Escalar.

Modelo de Escala Comprimida Modelo Lineal con Variabilidad Escalar

] 3
! - ' m
0 2 4 6 8101214 0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20
Nimero Objetivo Namero Objetivo

Figura 1.9: Modelos de Escala Comprimida y Lineal con Variabilidad Escalar. A la izquierda
se puede observar una descripcion grafica del modelo de Escala Comprimida, en donde se
aprecia el escalamiento logaritmico de las numerosidades con varianza constante. A la derecha
se ilustra el modelo Lineal con Variabilidad Escalar, donde se observa el escalamiento lineal y
el aumento lineal de la desviacion estandar de las representaciones de numerosidades. Fuente:
14

Estos modelos se ajustan bastante bien a los resultados observados en la tarea de compa-
racion de magnitudes. En efecto, si se toma el modelo de Escala Comprimida, y se supone
que al sujeto se le presentan dos estimulos, uno de tamano n y el otro de tamano m, en-
tonces la declaracion de que n es mayor a m estd dada por la comparacion de las variables
aleatorias independientes K, y K,, donde K,, ~ N (log(n),w?) v K,, ~ N (log(m),w?). Asi,
la probabilidad que el sujeto declare que n es mas grande que m esta dada por

P(K, > Kp) = P> K, — K,)

_ — (log(m) —log(n)) _ K,, — K, — (log(m) — log(n))
g ( wv/2 g wv/2 >

_ — (log(m) — log(n))

=0 ( wv/2 )

o (2)

donde ® es la funcion de distribuciéon de una normal de media 0 y varianza 1.

Por otra parte, si se toma el modelo lineal con variabilidad escalar, de manera analoga
se tendra que la declaracion de que n es mayor a m estd dada por la comparacion de las

14



variables aleatorias independientes V,, y V,,, donde V;, ~ N (n,0?n?) y V,, ~ N (m,o*m?).
Con esto, la probabilidad que el sujeto declare que n es mayor que m, segin este modelo,
estd dada por

P(V,>V,) = PO>V,—V,)
B IP’(— m-—n >Vm—Vn—(m—n))
T R

B cp( m-—n )
PN
n_q

Como se observa, ambos modelos llegan a dependencias del cuociente entre los nimeros que
se comparan, lo cual sucede experimentalmente. Ademas, si bien las expresiones encontradas
no son idénticas, en la practica es imposible tener un buen ajuste de un modelo con datos
experimentales, sin dejar de tenerlo con el otro [15].

= ¢

Los defensores de la escala comprimida aseveran que este modelo es mas plausible que el
modelo lineal pues el primero consumiria mucho menos recursos neuronales que el segundo;
tener una escala lineal asociada a los nimeros seria poco eficiente, ya que esto se traduciria
en carga cognitiva extra y a su vez la chance de encontrarse con nimeros grande es mas pe-
quena comparada con niimeros pequenos. Junto con esto, aseguran que los tltimos hallazgos
relacionados con neuronas especificas y monotonas daria pie para estar a favor de la escala
logaritmica.

Sin embargo, los defensores del modelo lineal argumentan que un modelo de escala com-
primida no estaria en concordancia con las capacidades aritméticas de los sujetos. Una escala
logaritmica generaria grandes dificultades para realizar operaciones como la suma o la resta.
Sin embargo, se observa que incluso aves serian capaces de realizar estas operaciones con un
margen de error menor.

La discusion anterior motiva a (Gémez para proponer un modelo basado en el origen evo-
lutivo de la escala numérica mental [25]. La escala mental de los niimeros serd una secuencia
de puntos en el intervalo [0, 1]. Dado un valor N € N mayor que 2, una escala queda definida
por los puntos z; < x5 < ... < zy donde z; seria la posicidén asociada a la cantidad i. Con
esto, la representacion de un conjunto de tamano i estd dado por una variable aleatoria &
que se distribuye como una normal de media z; y varianza fija o2. Asi, el error de declarar
que i es mayor que j cuando en verdad i < j esta dado por la comparacion de realizaciones
independentes de las variable § coni=1,..., N

E(x,1,j)=P(&>¢) = <$10;\/§3)

El supuesto del origen evolutivo de la escala queda expresado en la minimizaciéon de una
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combinacion lineal de los errores £(x,1,7) con 1 < i < j < N. El modelo propuesto indica
que la funcién objetivo seria

N-1
ET(w,z) = wé (x,i,i+1)

i=1

donde w € RY~! es un vector de pesos.

Gomez muestra que si los pesos son decrecientes, entonces existe un valor L entre 1 y N
tal que z; = xp11 = ... = xn, mostrando de esta manera que para nimeros grandes las
representaciones podrian conglomerarse.

1.6. Primeras Conclusiones

A partir de lo expuesto en este primer capitulo, una de las primeras conclusiones es el
hecho que el sentido numérico no esta presente sélo en seres humanos, sino que es trans-
versal a muchas especies, lo que hace inferir que es un mecanismo que funciona de manera
independiente del lenguaje, de modo que sus origenes podrian deberse a aspectos evoluti-
vos y adaptativos. Ademés, la evidencia muestra que el sentido niimerico tiene componentes
innatos, los cuales ya pueden ser observados en los primeros meses de vida.

Otro punto importante es la relacion entre el sentido numeérico con el aprendizaje de
matematicas superiores. Muchas son las investigaciones que ligan desempenos en tareas que
apelan al uso de mecanismos de percepcidon numeérica no simbélica con desempenos en los
primeros anos de escolaridad. También hay estudios que senalan que el desempeno en tareas
de percepcion numérica no simbolica se puede entrenar y mejorar, y que a su vez, esto influye
en los posteriores resultados académicos en primaria.

Con lo senalado, la repercusion de los hallazgos expuestos en este capitulo en la Educacion
Matematica resulta ser natural. Conocer que existe un mecanismo incipiente de numerosi-
dad, con bondades y deficiencias, podria facilitar la tarea educativa. Al introducir conceptos
matematicos nuevos en los primeros anos de escolaridad, se deberia apelar fuertemente al uso
del sentido numeérico.

El siguiente capitulo aborda desde un punto de vista matematico el problema de la compa-
racion de magnitudes. Para ello se hard un recorrido rapido sobre algunos hechos conocidos de
Psicofisica, revizando la literatura reciente y enfocando la teoria hacia aspectos de la cogni-
cién matematica. Ademas se hara una comparacion entre los modelos de Escala Comprimida
y el Lineal con Variabilidad Escalar.
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Capitulo 2

Representaciones y Medidas de
Similaridad

“El cerebro puede tener muchos pasos intermedios en los circuitos que median entre el
estimulo y la respuesta, y sequir careciendo de mente, si no cumple una condicion esencial:
la capacidad de representar internamente imdgenes y de ordenar dichas imdgenes en un
proceso denominado pensamiento.”

Antonio Damasio

El Error de Descartes

Como se mencion6 en el capitulo anterior, la representaciéon de los niimeros en alguna
escala mental es un tema ain debatido en el mundo cientifico. La eleccion entre el modelo
de escala comprimida o el modelo lineal no pasard por mas estudios experimentales, sino
por tratar de establecerse diferencias especificas en alguna prediccion que se haga con los
modelos.

Para tratar de llevar esto a cabo, se estudiaré en primer lugar el problema de comparaciéon
de magnitudes desde un punto de vista teoérico, definiendo qué se entiende por escalamien-
to y determinando en qué condiciones se puede tener. Ademas, se analizard qué tipo de
representaciones podrian ser consideradas para modelar los fendémenos cognitivos descritos.
Posteriormente, se estudiardn los modelos en base a la tarea de declaracion de diferencia;
esto consiste en que frente a dos estimulos al sujeto se le pide declarar si éstos son iguales
o distintos. También serd materia de anélisis como construir una métrica adecuada entre
estimulos, y a partir de ello, construir su representacion.

Para el estudio de la representacion de estimulos, este trabajo se basara fuertemente en el
texto de Falmagne, “Elementos de la Teoria Psicofisica” [20], mientras que para la construccion
de métricas entre los estimulos se usara como referencia los trabajos de Dzhafarov y Colonius
[16] [17] [18]. Finalmente, la representacion de estimulos a partir de una métrica sera tratado
con el método de Escalamiento Multidimensional Estandar [36] [38].
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2.1. Representacion de Estimulos

En esta seccion se analizara la situacion experimental en donde a los sujetos se les pide
identificar cual es el mayor de dos estimulos observados. Esta identificaciéon depende del
contexto en que son presentados los estimulos. Por ejemplo, frente a dos senales sonoras se
podria pedir seleccionar la mas aguda, o bien, al observar dos estimulos visuales se podria
pedir senalar el de mayor intensidad luminosa. De este modo, el tratamiento mateméatico aqui
expuesto no es propio del problema de discriminacién numérica, siendo su caracter general a
cualquier problema de discriminacién de estimulos.

En esta primera fase se trabajara con estimulos que se identifican con una variable cuanti-
tativa en un dominio continuo. Por ejemplo, un sonido con su frecuencia, una senal luminosa
con su intensidad o un segmento con su longitud. Con esto en mente, se denotara con letras
mintscula las magnitudes de los estimulos que se comparan.

El objeto principal de este estudio son los valores P, ;, los que denotan la probabilidad de
que un sujeto declara que a es mayor que b. Lo que en esta seccion se analizara es el problema
de representacion, o de Fechner, el cual consiste en determinar bajo qué condiciones se puede
obtener

P,y =F (u(a) —u(b))

donde F' y u son funciones crecientes. A la funcion u se le conoce como la funciéon de
representacion de estimulos, o también como escala psicométrica. La igualdad anterior indica
que la probabilidad de declarar un estimulo mayor que otro depende de la diferencia de
magnitudes en dicha escala.

Una de las primeras definiciones que surge en este contexto es la de sistema de discrimi-
nacion.

Definicién 2.1 Sea I C R un intervalo, y C C I x I. Sea P una funcion de C en (0,1). Se
dird que (I,C, P) es un sistema de discriminacion si Ya,b € I:

1) (a,a) € C
2) (a,b) € C implica (b,a) € C
3) P es creciente en la primera componente, decreciente en la sequnda y continua.

4) Los conjuntos {c € I/(c,b) € C} y {c € I/(b,c) e C} son intervalos abiertos.

En caso que (a,b) € C, se dird que a es comparable con b. En general, ya sea por razones
experimentales o limitaciones fisicas, no siempre se tiene que todos los punto a, b € I son
comparables. Sin embargo, se tiene el siguiente teorema

Teorema 2.2 Sea (I,C, P) un sistema de discriminacion. Se tiene que para todo a,b € I
existe un natural n y una secuencia ay,as, ..., a, tal que a; = a, a, = b y (a;,a;41) € C para
todoi, 1 <i<n-—1.
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Las siguientes definiciones seran de gran ayuda en lo que sigue.

Definiciéon 2.3 Un sistema de discriminacion (I,C, P) se dice balanceado si

Pop+PBo=1

Definicion 2.4 Un sistema de discriminacion (I,C, P) es llamado Fechneriano si existen u
y I funciones estrictamente crecientes continuas, tales que

Fop = Flu(a) — u(b)]

Al par (u, F) se le llamard representacion Fechneriana de (I,C, P).

A nivel de observacion, se puede decir que la condiciéon de balance no es una condicion
suficiente para tener representacion Fechneriana. En efecto, si se toma

a—>b
P,,=®
. L/a%—b}

se verifica facilmente que el sistema es balanceado. Por otra parte, si se asume que el sistema
es Fechneriano con F'y u son diferenciables, entonces por la condicion de crecimiento tienen
derivada positiva. Luego, al derivar con respecto a a queda

(oot Rl
a+b a+b

y al derivar con respecto a b queda

,( a—2b - a"‘b_(a_b)'% a1+ . / /
v () S — —F' (u(a) — u(B)) - '8

d

tomando el cuociente entre estas dos expresiones y simplificando queda

a+3b  u(a)
3a+b  uw(b)

Asumiendo que b # 0 y que a = kb con k > 0, se tiene que
uw'(b) - (k+ 3)
3k+1
tomando k& = 0, se tiene que u’ es constante, y de la ultima ecuacion se tiene que
"1)-(b+3
iy~ M- +3)
3b+1

luego, u'(x) = 0, pero esto contradice el hecho que u era estrictamente creciente. De este
modo, el sistema descrito no puede tener representacion Fechneriana diferenciable.

u' (kb) =

En vista de lo anterior, se debe caracterizar atin méas a los sistemas de discriminacién
para tener representacion Fechneriana. En ese sentido, las siguientes definiciones son muy
importantes.
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Definicion 2.5 Se dird que (I,C, P) satisface la condicion de bicancelacion ssi
Pa,b S Pa’,b’a Pb,c S Pb’,c’> (Cl, C) € C; (a/acl) cC= Pa,c S Pa’,c/

Se dird que el sistema cumple con la bicancelacion débil si la condicion anterior se obtiene
reemplazando las desigualdades por igualdades.

Definicién 2.6 Un sistema (I,C, P) satisface la condicion cuadruple ssi
Pa,b S Pa’,b’ = Pa,a’ S Pb,b’
Se llama condicion cuadruple débil a la condicion anterior con igualdad.

Es claro que las condiciones “fuertes” implican las débiles, pues basta aplicar las propie-
dades de las desigualdades en ambos sentidos. La reciproca también se tiene para sistemas
balanceados y queda establecida por el siguiente teorema.

Teorema 2.7 En un sistema de discriminacion balanceado:
i) Bicancelacion es equivalente a la bicancelacion débil.

it) La condicion cuadruple es equivalente a la condicion cuadruple débil.

Se tiene que es necesario la bicancelacién débil y la condicién cuadruple débil para un
sistema balanceado sea Fechneriano. Lo sorprendente es que se puede demostrar que estas
condiciones son suficientes.

Teorema 2.8 Sea ¥ un sistema de discriminacion balanceado. Entonces, son equivalentes:
i) U es Fechneriano
it) U satisface la bicancelacion débil.
iii) U satisface la condicion cuadruple débil.

Ademds, si (u, F'),(ug, Fy) son dos representaciones Fechnerianas de ¥V, entonces ug(a) =
au(a) + B y Fo(s) = F(s/a) para algunas constantes o > 0 y (.

Se debe notar que tanto el modelo de escala comprimida como el modelo lineal con varia-
bilidad escalar tienen representaciones Fechnerianas asociadas. En efecto, para el primero se
tiene que



Para el modelo lineal con variabilidad escalar se tiene

Pop = @ w1l
o 1+(%)2

= Fy(ua(n) — uz(m))

donde Fy(z) = @ (ﬁ) y ug(z) = log(x).

El hecho que ambos modelos se puedan explicar en términos de comparaciéon de variables
aleatorias, motiva la siguiente definicion

Definicion 2.9 Sea V = (I,C, P) un sistema de discriminacion. Sea U = {U, | a € I} una
coleccion de variables aleatorias conjuntamente distribuidas. Entonces U es una representa-
cion aleatoria de VU si y sdlo si cuando (a,b) € C y a # b, entonces

Pa,b = P(Ua 2 Ub)

Si las variables aleatorias en I/ son independientes, entonces decimos que U/ es una repre-
sentacion aleatoria independiente de W.

Una de las ventajas de los sistemas con representacion aleatoria es que la propiedad de
balanceo queda caracterizada de forma muy precisa. Esto lo establece el siguiente teorema

Teorema 2.10 Sea {U, | a € I} una representacion aleatoria de un sistema de discrimina-
cion U = (I,C, P). Entoncles V¥ es balanceado si y sélo si

PU,=Uy) =0
cuando (a,b) € C

Debe notarse que en un sistema de discriminacion aleatoria balanceado se tiene

P P (U, > U.)

= PU,>U,>U)+PU,>U,>U,)+P(U, >U.>U)
PU,>U,>U)+PU.>U, >Upy) +P(U, >U.>Up)
+P (U, > U, >U.)+P(U,>U.>U,)+P(U, > U, >U,)
= PU,>U,) +P (U, > U,)

= Pa,b+Pb,c

IN

Es decir, en un sistema de discriminacién balanceado con representacion aleatoria se tiene la
desigualdad triangular. Esta propiedad es equivalente a varias otras.

Teorema 2.11 En un sistema balanceado de discriminacion ¥ = (I, C, P), las cuatros con-
diciones sigquientes son equivalentes; siempre que las probabilidades estén definidas

Z) Pa’c < Pa,b + Pb,c Va,b,c € I.

21



i) 1< Pyy+ Py + Py Va,b,c € 1.
iii) Pop+ Poe+ Peo <2 Va,b,ce 1.

1) Payay + Pagas + oo+ Papy 1an <n—1YneNyVa; €1

En general, si un sistema tiene representacion aleatoria, no necesariamente tiene represen-
tacion Fechneriana. En efecto, considerese el sistema donde U, ~ N (a,a). Si se asume que
las representaciones son independientes entonces

a—>
P,=
. [\/cH—b]

y como se vi6 anteriormente, este sistema no tiene representacion.

Un tipo de sistemas de discriminacion que relaciona las representaciones Fechnerianas con
las representaciones aleatorias son los sistemas de Bradley-Terry-Luce. Para comprenderlos
en detalle, se hacen necesarias las siguientes definiciones

Definicion 2.12 Sea ¥ = (I,C, P) un sistema de discriminacion. Una funcién v de I en
R4 se dice representacion B.T.L. de U si cuando (a.b) € I

_ v(a)
Fap = v(a) + v(b)

Definicién 2.13 Se dice que U satisface la regla del producto si para (a,b), (b, c), (a,c) € C

se tiene
Pa,b Pb,c Pc,a —1
Pb,zz Pc,b Pzz,c

Definicion 2.14 Sea una coleccion de variables aleatorias U = {U, | a € I} que satisface

ev@t it <
1 sttt >0

P(Uagt):{

Se dice que U es una representacion exponencial negativa (independiente) de VU si U es una
representacion aleatoria (independiente) de V. A la funcion v se le llama parametrizacion de
U.

La primera observaciéon que se debe hacer es que si un sistema W tiene representacion
B.T.L., entonces es Fechneriano. En efecto, si el sistema W tiene representacion B.T.L., en-
tonces existe v tal que

p v(a) 1 1
ab = = U(b) = - 1
vla) +o(b) 14 8E g (%)
Si se define F(z) = 1= v u(x) = log (v(x)), entonces se tiene

Pop = F (u(a) — u(b))
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Se tiene claramente que F' es creciente. Para que u sea creciente es necesario que v lo sea.
En tal caso, se tendra representacion Fechneriana.

Las tres definiciones anteriores se enlazan en el siguiente teorema

Teorema 2.15 En un sistema de discriminacion balanceado V | las siguientes tres condi-
ciones son equivalentes:

i) U satisface la regla del producto.
ii) U tiene una representacion B.T.L.
iii) W tiene una representacion exponencial negativa U.

Ademds, la representacion B.T.L de U puede ser ocupada como pardmetro de U , y esta
funcion debe ser estrictamente creciente y continua. Por iltimo, si v y vg son dos represen-
taciones B.T.L. de ¥, entonces vg = yv con v alguna constante positiva.

En el capitulo 4 se volvera a hacer mencion de este tipo de modelos.

Los teoremas hasta aqui enunciados son resultados clasicos de Psicofisica y sus demos-
traciones se pueden encontrar en [20]. El marco tedrico anterior permitird contextualizar la
discusion entre los modelos de Escala Comprimida y Lineal con Variabilidad Escalar men-
cionados en el capitulo 1.

2.1.1. Modelos de Representacion Aleatoria para Numerosidades

Una de las razones por las que la discusiéon entre los modelos de escala comprimida y
lineal con variabilidad escalar no ha llegado a buen puerto estd fundada principalmente en
el hecho que ambos hacen la misma prediccion: La probabilidad de declarar a mayor que b
depende del cuociente entre estas magnitudes y esta probabilidad aumenta en la medida que
el cuociente lo hace. Ambos modelos son muy populares en el mundo de la psicologia cognitiva
y la discusion se ha centrado en discernir cudl de los dos es més apropiado para explicar los
fendémenos relativos al sentido numérico. Desde el punto de vista matematico, ambos suponen
que las representaciones aleatorias de numerosidad tienen distribucion normal, lo que facilita
los calculos al momento de calcular probabilidades.

Como parte de este trabajo, se probo que estos modelos pertenecen a familias de represen-
taciones aleatorias méas generales, que cumplen que la probabilidad de declarar un estimulo
mayor que otro depende del cuociente de las cantidades que se comparan. De esta manera,
asociar a las representaciones aletorias distribuciones normales ya no es un supuesto necesario.

Ademés, se propone otro modelo de discriminacion basado en la comparacion de los tiem-
pos en que se producen los peaks de activacion de neuronas especificas de numerosidad. Este
modelo también predice que la probabilidad de declarar un estimulo mayor que otro depende
del cuociente entre ellos.
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Modelos Aditivos

La representacion aleatoria del modelo de escala comprimida se puede escribir como
K, =log(a) + N

donde N ~ N(0,w?). Se prob6 que este modelo es generalizable para casos en donde N no
necesarimente tiene que tener una distribucion normal. Para ello, se introduce la siguiente
definicion.

Definicion 2.16 Sea U = {U, | a > 0} una familia de variables aleatorias. Se dird que U
stgue un modelo aditivo si U, es independiente de Uy, con a # b, y para todo a > 0, U, tiene
la misma distribucidn que la variable aleatoria log(a) + &, donde & es una variable aleatoria
cuya distribucion no depende de a.

Hecha esta definicién, en el desarrollo de este trabaj6 se probo6 la siguiente proposicion

Proposicion 2.17 Sea U = {U, | a > 0} una familia de variables aleatorias que sigue un

modelo aditivo. Si U es representacion aleatoria de (I,C, P), entonces P,y es funcion de §,

es decir, la probabilidad de declarar un estimulo mayor que otro depende del cuociente entre
ellos. Ademds, se tiene que si U sigue un modelo aditivo, entonces se tiene el efecto distancia,
esto es, P,y < P.p sib<a<ec.

DEMOSTRACION. Si U sigue un modelo aditivo, entonces U, y U, tienen la misma distribucion
que las variables aleatorias log(a) + £ y log(b) + &', respectivamente. Ademas se tiene que &
y & son variables aleatoria iid, luego.

Pa,b = P(Ua > Ub)
= P(log(a) + ¢ — [log(b) +¢1 = 0)
= P(¢ —¢ <log(a) — log(b))

a
= oo (7))
donde G es la funciéon de distribucion de £ — €.

Ademas, dado que G es creciente, si 0 < b < a < ¢, entonces log (%) < log (g), por lo que
Pa,b S Pc,b-

]

Modelos Multiplicativos

La representacion aleatoria del modelo lineal con variabilidad escalar se puede expresar
como

Vo=a W
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donde W ~ N(1,0?). De manera similar al caso anterior, el modelo es generalizable para
casos donde W no necesariamente tiene distribucion normal. Siguiendo el esquema anterior,
se introduce la siguiente definicion.

Definicion 2.18 Sea U = {U, | a > 0} una familia de variables aleatorias. Se dird que U
sigue un modelo multiplicativo si U, es independiente de Uy, con a # b, y para todo a > 0, U,
tiene la misma distribucion que la variable aleatoria a - &, donde & es una variable aleatoria
continua cuya distribucion no depende de a.

Usando esta definiciéon, como parte de este trabajo se probé la siguiente proposicion

Proposiciéon 2.19 Sea U = {U, | a > 0} una familia de variables aleatorias que sigue un
modelo multiplicativo. SiU es representacion aleatoria de (I,C, P), entonces P,y es funcion
de £.

b

DEMOSTRACION. Si U sigue un modelo multiplicativo, entonces U, y U, tienen la misma dis-
tribucion que las variables aleatorias a - £ y b - &', respectivamente. Ademaés se tiene que & y
& son variables aleatoria iid, luego.

Pa,b =

donde F¢ y fe son las funciones de distribucion y densidad de £ respectivamente. Del célculo
anterior se observa la dependencia del cuociente entre a y b. O]

Para que se cumpla el efecto distancia se debe imponer una condicién extra, esta queda
enunciada en la siguiente proposicion que se demostro

Proposicién 2.20 Si U = {U, | a > 0} es una familia de variables aleatorias que sigue un
modelo multiplicativo, entonces una condicion suficiente para que se tenga el efecto distancia
es

fe(=2) < fe(z)

cuando x > 0.

Notese que para el caso normal con media 1 y varianza o2 esta condicién se cumple. La
proposicion anterior se prob6 de la siguiente manera.

DEMOSTRACION. Si U sigue un modelo multiplicativo, en vista de los célculos hechos en la
demostracion anterior, se tiene las siguientes equivalencias.
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- Z[Fg (25) - R (S2)] etare > 0

o [l - r (<) o Z R (50) R ()] e >

o Z (U0 - R (S0)] felrar + Z [Fg (‘ab' *"”) R (‘Cd' x)} fe(—2)dz > 0
o ) (et

donde
h(y,z) = Fe (y-2) - fe(z) + Fe (—y - 2) - fe(—2)

Asi, con la condicién impuesta sobre fe y considerando x > 0, se tiene que h(-,z) es
creciente. En efecto

Oh(y, x
) — fefyo) o Selo) — fe(—y-a) ol o)

asi, se tiene que

Oh(y, x)

>0
dy
Luego, si § > ¢, entonces
h(5e) > 1 (§2)

b 4"

Lo que implica que
Pa,b Z Pc,d

Modelos Temporales

Otro tipo de modelo podria hacer supuestos sobre la actividad neuronal. Este modelo
supone que neuronalmente hay un proceso de Poisson asociado al estimulo ¢, digase L;(c),
de media A(c) = k - ¢, el cual modela los momentos en que ocurren los peaks de activacion
neuronal. Suponiendo que hay una variedad de procesos asociados a un mismo estimulo
funcionando de forma independiente, los tiempos en que se producen los primeros peaks de
activacion se distribuyen como exponenciales independientes de media A(c)~!. Definiendo S, .
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el promedio de los tiempos asociados, donde p es el tamano de la muestra, entonces se puede
plantear
Pop =P (Sp,a < Sp,b)

Es decir, se declara que a es mayor que b si los peaks de activacion neuronal asociados al
estimulo a se producen en promedio antes que los de b.

Considerando p grande, entonces se tiene
1 1
Spe~N|—, ——
" (A(C) A(0)229)
luego, dado que A(c) = k - ¢, queda
F
p? [§ —1]
1
(&) +1]"

Obteniendo nuevamente la dependencia del cuociente. Notese que la forma que tiene la ecua-
cion anterior es idéntica a la que genera el modelo de variabilidad escalar.

Py=9®

)

Comparacion entre Modelos Aditivos y Multiplicativos

Una diferencia especifica que tienen los modelos aditivos con los multiplicativos tiene que
ver con el comportamiento asintotico de las predicciones. Para el caso de los modelos aditivos,
se tiene que cuando a — oo entonces, cuando b esté fijo se tiene

Pa,b — 1
A su vez, cuando a esté fijo y b — oo entonces

Pa,b —0
Sin embargo, en general, esto no ocurre necesariamente en los modelos multiplicativos.
Proposicion 2.21 Sea U es una familia de variables aleatorias que sigue un modelo multi-

plicativo, es decir, U, tiene la misma distribucion que a - & y U, es independiente de U, con
a # b, y & variable aleatoria continua. Se tiene que cuando a — oo y b estd fijo

P, —P(&>0)
Ademds, cuando b — oo y a estd fijo

P.,—>P(E<0)

DeMOSTRACION. Para los modelos multiplicativos se tiene

Pop = Pla-§>0-¢)
= Pa-&>b-16£>0))-P(E>0)+P(a-E>0-1E<0)-P(£<0)

= A () Pe>0+ (1-£(F)) PE<0)
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donde F} y F}, son funciones de distribucion. Luego, estando b fijo, y tomando a — oo se
tiene que
Pa,b — P (f > O)

Ademés, se tiene

Pop = Pla-€>0-1>0)-PE>0+Pa-E>b-8 & <0)-P(¢<0)
= (1—1%(2))-P(5’>0)+F4(2)P(§’<0)

donde Fy y F, son funciones de distribucion. Con esto se concluye que estando a fijo y b — 0o
entonces

P, =P <0)
[l

De esta manera, se tiene que el comportamiento asintético de los modelos multiplicativos
estd acotado, lo cual podria considerarse como una deficiencia para modelos de este estilo.

Si bien, en el caso que P (£ > 0) = 1 el comportamiento asintotico en el modelo multipli-
cativo es el mismo que en el modelo aditivo, también se debe senalar que en tal caso ambos
modelos son equivalentes, ya que si U, = a - &, y el soporte & esta contenido en los reales
positivos, entonces V, = log(a) + log(&) esta bien definido y se tiene que Ya,b > 0

P (U, > U,) =P(V, > V)

Es decir, si P(£ > 0) = 1 entonces el modelo multiplicativo se puede reescribir como un
modelo aditivo.

Notese que todo modelo aditivo se puede reescribir como un modelo multiplicativo, ya
que si U, = log(a) + &, definiendo V, = exp(U,), se tiene que V, = a - &, con & = exp(§).
Obviamente el soporte de & esta contenido en los reales positivos y se tiene P (U, > U) =
P(V, > V,).

2.2. Construccion de Métricas Fechnerianas

Trabajar con la comparaciéon de magnitudes pidiendo identificar el estimulo mayor requiere
que exista una correspondencia natural entre los estimulos y alguna escala. Esto puede ser
obvio para estimulos numéricos, luminosos o incluso sonoros. Sin embargo, existen tipos de
estimulos donde esto no es claro, como por ejemplo en el problema de identificaciéon de rostros
o voces; a los sujetos se les podria preguntar si dos frases que escuchan fueron generadas por la
misma persona. En este tipo de casos pedir identificar el mayor de los estimulos, en principio,
carece de todo sentido. Asi, como plantea Dzhafarov, el objeto de estudio en esta seccion serd
la funcion ¢, donde 9 (x,y) representa la probabilidad de declarar que z es distinto de y.

A diferencia de lo estudiado anteriormente, el dominio de la funcién ¢ estara en corres-

pondencia a un conjunto numerable arbitrario de estimulos, denotado por M. Formalmente,
¥ es un funcion de M x M en [0, 1].
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Una propiedad importante que debe cumplir la funciéon ¢ es la llamada Minimalidad
Regular, esto es

U(z,y)
U(y, )

para todo x,y € M con = # y. En general, no se exigird que ¥(z,y) = ¥(y,z) ya que las
componentes de los argumentos de ¢ podrian tener consideraciones experimentales precisas.
Por ejemplo, si a los sujetos se les pide comparar dos imagenes que observan en momentos
distintos, entonces la primera componente podria estar asociada a la imagen que se observa
por primera vez, mientras que la segunda componente estaria asociada con la segunda imagen.

U(x,x) < {

Otra propiedad que no se exigira es el hecho que ¥ (x,z) = k, para todo © € M. Expe-
rimentalmente se podria encontrar estimulos més dificiles de diferenciar de si mismos que
otros. Esta situacion es extrapolable al caso de niimeros; dos nubes de dos puntos cada una
son més faciles de declarar como iguales que dos nubes con 50 puntos cada una.

El objetivo de esta parte es encontrar una métrica razonable para el conjunto de estimu-
los a partir de la funciéon ¢, que de alguna manera permita inferir que tan parecido son
cognitivamente los estimulos estudiados. Para ello se hard uso de las cantidades positivas

las que se llaman incrementos psicométricos de primer y segundo tipo, respectivamente.

Sia,b € M, se entenderd por cadena que va desde a hasta b a cualquier secuencia
1, L9, ..., € M tal que 1 = a y xp = b. El largo psicométrico del tipo i de una cadena,
con i € {1,2}, esta dado por

e

-1
LO (21,29, . m)] = > 0D (), 2541)
1

.
I

Si Uy denota el conjunto de cadenas que van desde a hasta b, se define

Gi(a,b) = inf LY

CEC,LJ)

Notese que la funcion G; cumple con todas las propiedades de una métrica, salvo la simetria.
Ahora bien, si z = (21,9, ..., ;) es una cadena que va desde a hasta b, entonces se define
&= (y1,Y2, .-, Yr) como la cadena que va desde b hasta a tal que y; = z5_;11, es decir, es la
cadena inversa.

Dada las definiciones anteriores, es facil probar el siguiente teorema.
Teorema 2.22 Dados a,b € M y una cadena x que va de a en b, entonces se tiene
LW [2] = 1O [7] = L [a] = LY [F] = 4(b,b) — ¥(a,a)
Como corolario del teorema anterior se tiene que
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Corolario 2.23 Sean a,b € M y sean las cadenas x,y € C,p, entonces

LW o] + L[] = L[] + L [y

Tomando infimo sobre las cadenas en la igualdad anterior, queda el siguiente teorema

Teorema 2.24 Sean a,b € M , entonces

G1(a,b) + G1(b,a) = Ga(a,b) + Ga(b, a)

De este modo, si se define G(a,b) = Gi(a,b) + Ga(a,b), se tiene que G es una métrica
en M. A esta métrica se le denominard Métrica Fechneriana. Las demostraciones de estas y
otras proposiciones relacionadas se pueden ver en [16] [17] [18].

Trabajar con una métrica facilita la tarea de representar los estimulos como puntos en
algiin espacio; esto consiste en asociar a a y b vectores x, v x, respectivamente, de modo
que G(a,b) = ||z, — xp||. Existen distintos métodos para realizar esto. En este trabajo se
analizard el mas conocido, el método de escalamiento multidimensional. Antes de ello, se
estudiara la factibilidad de construir una métrica de este estilo suponiendo que las funciones
1 son calculadas a partir de los modelos de escala comprimida y variabilidad escalar.

2.2.1. Aplicaciones a Modelos de Numerosidad

En adelante, se considedara que M = N. En primer lugar, se estudiara la construccion de
la métrica fechneriana con el modelo de escala comprimida, encontrando varias propiedades
interesantes. Posteriormente se probara la infactibilidad de construir la métrica fechneriana
con el modelo de variabilidad escalar, dado que no se cumple la propiedad de minimalidad
regular.

Modelo de Escala Comprimida

Como se ha dicho, el modelo de Escala Comprimida supone que al visualizar un estimulo
de tamano n se realiza una variable aleatoria

K, ~ N(log(n),w?)

Asi, declarar que un estimulo es mayor que otro, o bien que dos estimulos son distintos,
se corresponde a comparaciones de realizaciones de estas variables aleatorias, las cuales se
supondran independientes. En base a esto, la probabilidad de declarar x distinto de y, segin
este modelo, estaria dada por

—0 — log <§> log <§> -0
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Donde ® es la funcion de distribucion de una normal estandar y 6 es un parametro que
determina la capacidad de discriminacion en la tarea de determinar si dos estimulos son
distintos o no. Asi, dos estimulos numéricos se declararan distintos si las realizaciones de las
variables aleatorias asociadas a los estimulos se encuentran a una distancia mayor que 9.

Una funcion que serd tutil para efectos del anélisis es
—0—x x—0
)= —— |+ ——=
#lo) ( wy/2 ) <W\/§>

Vec(@,y) = ¢ (log (g))

Notese que, si bien no son propiedades necesarias para construir la métrica fechneriana,
se cumple

con lo que se tiene

1. Ypc(x,z) = cte
2. Ype(r,y) = Yec(y, )

Lo que si es necesario que se cumpla es la propiedad de Minimalidad Regular. Referente
a esto se tiene la siguiente proposicion

Proposicion 2.25 El modelo de Escala Comprimida cumple con la Minimalidad Regular,
es decir
’QDEC (ZL’, y)
’QDEC (xa x) <
wEC (y> .I')

para x # vy

DEMOSTRACION. Se mostrara que la funciéon ¢ tiene su minimo en 0. En efecto, derivando ¢
queda

=5 (r) roet ()

Se tiene que @ es la funciéon de densidad de una normal de media 0 y varianza 1. Esta
funcion, ademés de ser simétrica, es creciente en la parte negativa y decreciente en la parte
positiva. Supdngase que z > 0, entonces, como 0 > 0 se tiene que —6 — z < x — §. Dado que
hay distintos comportamiento de acuerdo al signo del argumento de la funcion @', hay que
plantear dos casos.

Si0<zyax<d,entonces =0 —x < x— 09 <0, lo que implica que

i o) o v (0s)

es decir ¢/(z) >0
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Si § < x, entonces se tiene que 0 < x — 0 < x + 4§, y dado el decrecimiento de @’ en la
parte positiva y su simetria se tiene

1 —0—u 1 )

w\/§ w\/§ w\/§ w\/§
luego se concluye que para valores positivos ¢ es creciente. En vista de la pariedad de la
funcion @, se tiene que para valores negativos la funcion es decreciente. Asi se tiene que el

minimo se alcanza en x = 0.
x
VYec(r,y) = ¢ | log "

se obtiene que a z fijo, el valor de y que minimiza ¥ gc serfa y = x.

Ahora bien, dado que

]

Con la proposicion anterior, se tiene que los incrementos psicométricos estan bien definidos.
Es mas, se tiene la siguiente teorema

Teorema 2.26 En el modelo de FEscala Comprimida, se tiene

G(a,b) = 2 Gy(a,b)

DEMOSTRACION. Sean a,b € M. En vista que ¥gc(a,b) = Ygc(b, a), se tiene
U (a,b) = Ypc(a,b) — Yec(a, a) = Yo, a) — Prc(a,a) = ¥ (a, b)
Ademas, dado que ¥pc(a,a) = Ypc(b,b), se tiene
D (a,b) = U@ (a,b) = VW (b,a) = TP (b, a)
Con esto se tiene que si x € Cyy, cadena de a en b, entonces

LO[2] = LW [T =L® [z] = LO [T]

Finalmente
Ga(a,b) = inf LO[Y]
yeca,b
= inf LO[y]
yec{z,b
= G1(Cl,b)
luego

G(a,b) =2-G1(a,b)
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Un elemento que es importante estudiar es el camino z* € C,; tal que

G(a,b) =2- LW (z¥)

En principio, no es obvio que x* exista, sin embargo, la siguiente proposiciéon que se
demostré ayuda a aclarar esto.

Proposicién 2.27 Sean m,n € N, tales que m < n. Para toda cadena c € C,,,, eziste
¢ € Cpy tal que
LW (&) < LW (c)

Tal que todos los elementos de ¢ se encuentran entre m y n.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € Cp,,,. Si ¢ tiene todos sus elementos entre m y n, entonces no hay
nada que probar. Supéngase entonces que ¢ tiene al menos un elemento que no cumple con
esta condicién. En primer lugar, se supondra que existe al menos un elemento en la cadena
que es mayor a n. Asi, si ¢ = (m, xs, 3, ..., Tx_1,n), se define

i=inf{k:zx >n}

Esto permite construir la cadena ¢ = (m, xo, ..., zi_1,n). Naturalmente, todos los elementos
de la cadena ¢ son menores a n. Notese que el largo psicométrico de ¢ es mayor que el de ¢.
En efecto,

LY (¢) = LW (¢)) + LW (¢3) + LW (e5)

donde
C1 = (m, T, ...,Ii_l)
Co = (56171,951)
c3 = (T, Tig1, ... 1)
Y
LW (&) = LW (¢)) + LW (&)
con

Cy = (xifla n)
en vista que z;_; < n < zj, entonces 0 < log (ﬁ) < log (m"”—_l), y dado que ¢ es creciente

en la parte positiva se tiene que

VYec(Tio1,n) < Ypo(Ti-1,7:)
lo que implica que LM (&) < LM (¢y), v se tiene LMY (&) < LM (¢).

Ahora bien, si ¢ no contiene ningin elemento menor a m, entonces esta es la cadena
buscada. Notese que el procedimiento es valido si se supone que existe algin elemento mayor
a n. Sin embargo, se puede dar que todos los elementos sean menores a n pero que existan
elementos menores a m. Asi, en lo que sigue, se supondra que la cadena ¢ que une a m con
n tiene elementos menores a n. En caso que exista un elemento mayor a n, ya se sabe como
construir una cadena de largo psicométrico menor con elementos menores a n.
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En base a lo senalado, si ¢ = (m, za, ..., Tx_1,n), se define
J = sup{k :zp <m}

Con esto se construye la cadena é = (m, x;11,...,n). Notese que el largo psicométrico de ¢ se
puede escribir como
LW (¢) = LW (¢g) + LW (e5) + LW (cg)

donde
¢y = (m,x9, ..., ;)
s = (@5, Tj4+1)
Ceg — (ZE]'_H, iEj_H, ,n)
Y
LW (&) = LW (&) + LW (c4)
con

¢ = (m> $j+1)

957) <log<m> < 0, y dado que ¢ es

en vista que z; < m < z;41, entonces log (mﬁl o

decreciente en la parte negativa se tiene que

Ypc(m, l’j+1) < ¢EC(%‘>%‘+1)

lo que implica que LM (&) < LW (¢5), v se tiene LY (&) < LW (¢). De esta manera, a partir
de una cadena ¢ que une m con n, se construyé una cadena que une dichos puntos, de largo
psicométrico menor y posee todos sus elementos entre m y n. ]

La proposiciéon anterior implica que el infimo de los largo psicométricos de las cadenas
que unen a los puntos m y n, es igual al infimo de los largos psicométricos de las cadenas
que unen a los dichos puntos con elementos entre m y n. Pero dado que este tltimo conjunto
es finito, ya que la cantidad de elementos entre m y n es finita, se tiene que este infimo
se alcanza. Luego, siempre existe 2* € C,,,, tal que G(n,m) = 2 - LW (z*). Esto motiva la
siguiente definicion

Definicion 2.28 Si x es una cadena que une a m con n es tal que G(n,m) = 2 - LW (z%),
entonces se dird que x genera la métrica entre m y n.

Para los siguientes analisis, el siguiente lema serd de gran utilidad.

Lema 2.29 Sea A C Ry, conjunto convexo tal que 0 € A. Sea f : A — R estrictamente
conveza, tal que f(0) =0. Si z,y,x+y € A, entonces

f@)+ fly) < flz+y)
DEMOSTRACION. Primero notese que para A € (0,1) y > 0, se tiene
fQz) = f Az + (1= A)0) <Af(z) + (1= A)f(0)
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pero como f(0) = 0, entonces
f(Az) < Af(x)

con esto se tiene que

f@) + fy) = f(“”—*y-x)w(”y-y)

Tr+y Tty
Yy
w+yf($+y)+x—+yf(93+y)
= flz+vy)

Ahora bien, si eventualmente la funcion ¢ fuera estrictamente convexa, donde

) = (o) 20 ()

entonces se tendria que

o100 (1)) (o () < (o ()

donde m < h < n, con m, h,n € N. Dado que
b b —0
(a,b) = ¢ {log | — o log | ~ o

D (m, h) + D (h,n) < T (m,n)

entonces se tiene

Es decir, la cadena (m, h,n) tiene menor largo psicométrico que la cadena (m,n). Asi, repi-
tiendo el argumento con valores &/, h® € N, tal que m < I/ < hy h < h® < n, e iterando
hasta cubrir todos los enteros entre m y n, se tendria que la cadena que genera la métrica
Fechneriana entre m y n seria (m,m + 1,...,n — 1,n). Es importante notar que para aplicar
este argumento, se usa fuertemente el hecho que los valores con los que se evalia la funcion
¢ sean positivos, por lo que no se podria ocupar un valor de h que no esté entre m y n.
Pero dado que la cadena que genera la métrica entre m y n s6lo posee elementos entre estos
numeros, entonces no es necesario analizar el caso de h > n o de h < m.

Sin embargo, como es de esperar, la funcién ¢ no es convexa en todo el dominio. Esto
se puede observa claramente en la parte positiva, ya que la funcién es creciente y acotada.
Ademas, se puede encontrar situaciones en donde la cadena que genera la métrica entre
dos estimulos no contiene a todos los ntimeros entre dichos estimulos. Por ejemplo, si se
toma § = 0,2 y w = 0,1, entonces se tiene W (1,2) = 0,8425, ¥1(2,3) = 0,7696 y
UM(1,3) = 0,8427. Como ser observa, la cadena que genera la métrica entre 1 y 3 es
simplemente (1,3).

Atun asi, se pudo encontrar una condiciéon suficiente para asegurar que la cadena que une
m y n, y genera la métrica, contiene a todos los puntos j, tal que m < 7 < n.
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Teorema 2.30 Sean m,n € N, tal que m < n. Si se cumple que

o (2) 03> (0 (2) -9) (2

entonces Vi € N tal que m < i< n estd en la cadena que genera la métrica entre m y n.

DEMOSTRACION. Primero se caracterizara la region en donde la funcion ¢ es convexa. Para ello
se debe ver en qué parte la segunda derivada es positiva.

F2) >0 < @,,(—5—33) >—<1>”(x_5)

w\V 2x w\ 2x

1 1 /(—0—=x 0+ 1

T v (‘5( 3 )) Ve var (‘% (ﬁ)) o
& exp <—% (‘;2)2) (6+2) > eap (-% <22)2> (z — 5)
& (0+x) >exp (—% (Z—?/_Qé)sz% (Z—J\r/g)z> (x —0)

) o0

| 8
>,

& (5+x)>exp(

€

Con esto, se define el conjunto

FW;:{xER|x+5>(z—5)exp(Z—g)}

Dado que la funcién ¢ es par, se tiene que ¢(x) > 0 si y solo si ¢(—z) > 0, luego, el
conjunto I', 5 es simétrico, es decir, si x € I',, 5, entonces —x € I, 5.

Ademas, se verifica facilmente que si 0 < 2 < J, entonces z € I, 5, luego, por simetria se
tiene

[—(5, (5] C Fwﬁ
Por otra parte, nétese que la funcién

Fw) = (z — 6) exp (j—‘s)

es convexa para x > ¢. En efecto, se puede calcular que

[ (&) = exp (Z_g) B_i o) 52}

wt

obteniendo asi, dado que § > 0, que f”(z) > 0 para valores de  mayores a . Con esto, si
T1,To € Fw,g tal que z1, x5 > 0, entonces

171+5>f(1'1>
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o+ > f(x2)
luego, tomando A € (0, 1), se tiene
(Azy + (1= N)a2) +0 > Af (z1) + (1 = A) f (22)
Pero dada la convexidad de f en valores mayores que d se tiene

(Az1+ (L= N)z2) +0 > f(Azy + (1 — N)xo)

Asi se tiene que si un valor z > § esta en I', 5, entonces, por convexidad se tiene [d,z] C
I'.s, y por lo dicho anteriormente, se obtiene

WS Fw,é = [—ZL‘,J]] C FW,é

Ahora bien, el hecho que m y n cumplan las hipotesis del teorema es equivalente a

log <£> clus
m

Asi, si m < h < n, entonces, dado que 1 < %,% < 7, entonces
n h
log (—) ,log (—> c€ly,s
h m

Pero como I', 5 es la regiéon convexa en donde la funciéon ¢ es estrictamente convexa, se

5 (zog (%)) 5 (10g (1)) < ¢ (log (%) T log (g))

lo que equivale a
D (m, h) + D (h,n) < D (m, n)

Asi, iterando este argumento con las parejas m y h, y h y n, las cuales, ya se sabe que
cumplen con las hipotesis del teorema, se concluye que todos los puntos entre m y n estan
en la cadena que genera la métrica entre estos nimeros O]

La hipotesis del teorema anterior podria parecer poco manejable. Sin embargo es fa-
cil encontrar valores de m y n tales que la cumplan. En particular, basta considerar que
log (%) < 6. Lo que intenta senalar el teorema recién demostrado es que cuando el cuociente
entre dos nimeros se mantiene acotado, entonces la cadena que genera la métrica Fechneriana
entre dichos niimeros contiene todos los ntimeros entre m y n.

A continuacion se estudiara el problema de declarar dos estimulos numeéricos distintos bajo
el modelo lineal con variablidad escalar.
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Modelo Lineal con Variabilidad Escalar

De manera analoga al modelo anterior, se considera que al visualizar un estimulo de
tamano n se realiza una variable aleatoria

Vi, ~ N(n,w?n?)

asi se tiene la probabilidad de declarar x distinto de y esta dada por

_ _ P (el Clnl )10 W Rl Gt )}
VYeL(r,y) =P(|V; Vy|>5) q)<w\/m> @(w\/m>+1

Donde ¢ > 0 es un parametro asociado al problema de discriminacién. Este parametro tiene
la misma interpretacién que en el caso anterior. Ademaés, en el calculo anterior, se supone la
independencia entre V, y V.

Si se quiere repetir en anélisis hecho con el modelo de escala comprimida, una de las
primeras cosas que se deberfa probar es el cumplimiento de la Minimalidad Regular. Sin
embargo, la funcion ¥ gy, no cumple con esta propiedad. Graficamente, esto se puede observar
en la figura 2.1 en donde se grafica la funcion ¢g.(7,-) con pardmetros § = 0,6 y w = 0,9.
En la figura se observa que el minimo no se alcanza en 7, si no mas bien cerca de 4.

Modelo de Yariabilidad Escalar. Comparacian con 7
089 T T T T T T T T T

096 -

097 -

0.596

0.93 L L L L | | | L L
u] 2 4 G g 10 12 14 1B 18 20

Figura 2.1: No cumplimiento de la Minimalidad Regular en el Modelo Lineal con Variabilidad
Escalar. Se grafica la probabilidad de declarar un estimulo distinto de 7 segtin este modelo,
considerando 6 = 0,6 y w = 0,9. Se observa que el minimo de la funcién no se alcanza en 7.

Formalmente, se prob6 la siguiente proposicion
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Proposicion 2.31 En el modelo de variabilidad escalar, se tiene tiene que a x fijo, el minimo
de Y(z,-) no se alcanza en x.

) . B
DEMOSTRACION. Primero calculemos %’y)

Se tiene que

8¢éz, D _ 5 (~hla,y) + gla.y) [— 6hg;’ 2 agg;, y)}
= 0(h(z, ) + o) | P 4 220
donde
(@) = % == R L ey =
La condicién de mfnimo implica que
(=) + ol ) [~ B ) + gl | P 2

como ¢(z) # 0V, se tiene que

¢ (=h(z,y) + 9(x,y)) {_Gh(l‘,y) N ag(fv,y)] _ Ohlz,y) | 99(z,y)

¢ (h(z,y) + g9(z,y)) dy dy dy dy
pero
1 —(=h(=z.y)+9(z.y))?
¢ (=h(z.y) +9(x,y)) _ Vﬁmp( 2 )
6 (hfz.y) +9(e.4) L eqp (~lleadtstea?)
= exrp +
2 2
(—h2 + 2hg — g> + h* 4 2hg +92)
= exrp 5

=exp (2h(x,y) - g(x,y))

Asi se tiene que el valor de y minimo satisface

—26(x—y)\ [_Oh(z.y)  Ig(x.y)] _ Oh(z,y) gz, y)
(G [ a et e
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De este modo, si suponemos que x =y, x # 0, se tiene tiene que cumplir que

~Oh(z,y) . 0g(z,y) _ Oh(z,y) N dg(z,y)

dy 0y dy dy
o bien ok
8—y(m,x) =0
pero
ah 5 3
— = ——(22%)722

por lo que en general, no se tiene que x sea minimo de ¥(x, )

2.3. Meétodo de Escalamiento Multidimensional

Una vez que se tiene una matriz de distancias para un conjunto de estimulos, resulta
natural tratar de representar dichos estimulos en algtn espacio de modo que las distancias
entre las representaciones sea igual, o similar, a las distancias originales. Un método que se
ajusta a estos requerimientos es el Método de Escalamiento Multidimensional.

Para partir, se va a suponer que se tiene n estimulos, los que serdn enumerados de forma
arbitraria desde 1 hasta n, y una matriz D de dimensién n, la cual contiene la distancia entre
ellos. Asi, el valor D; ; es igual a la distancia entre 16s estimulos i y j. Ademaés, cada estimulo
se le asociard un punto en RY, que en principio se desconocen, de modo que

Dyj = || — x|

con z; y x; € RY. El objetivo de este método es encontrar n vectores de manera de recuperar
las distancias por medio de la norma de las diferencias. Obviamente si el conjunto {z; |
i€ {1,..,n}} conserva las distancia de la matriz D, entonces también lo hara el conjunto
{zi+c|i€{l,...,n}} con cun vector fijo. Es més, cualquier transformacion isométrica sobre
los puntos también serd una solucion del problema en cuestion. Una primera condiciéon que
se impondra sobre el conjunto de vectores es

iﬂ]i =0
i=1

Por otra parte, si se asume que a partir de la matriz distancias D se puede construir la
matriz de productos internos W € M,,.,(R), esto es

Wi = (@i, z5)
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entonces cualquier descomposicion de la matriz W de la forma
W=X".X

con X € Myxn(R), permite resolver el problema, siendo las columnas de X las vectores que
se buscan. Ahora bien, si W es efectivamente una matriz de productos internos, entonces se
tiene que es simétrica semidefinida positiva, de modo que se puede descomponer como

W=P- AP

donde A es una matriz diagonal, en que el término A;; corresponde al i-ésimo valor propio
méas grande de W, y P es la matriz que contiene a la base ortonormal de vectores propios de
W, donde la i-ésima columna de P es el vector propio asociado al valor propio A;;.

Asi, una matriz X posible se escribe como

X =Az.P!

Una de las principales ventajas de elegir esta descomposiciéon de la matriz W para encon-
trar X, es el criterio de optimalidad que subyace en este método. En efecto, si eventualmente
se quisiera representar los estimulos en un espacio de dimension p, con p < ¢, entonces una
manera de buscar las representaciones 1, Zo, ..., , € RP serfa imponiendo que dichos vectores
minimicen

n

> (Wi — (@5, 85))°

ij=1

Sin embargo, es sabido que la solucién a este problema de optimizacion esta dada por
A 1
X = an . A2 . Pt

donde [, tiene la forma
1 sii=j
Lyyn). . =
Ucnks 0 sii#j
Con esto se tiene que la representacion en un espacio de dimension p queda definida por las
p valores propios mas grande de la matriz W y sus respectivos vectores propios. Aumentar o

disminuir la dimensién de la representacion corresponde a agregar o quitar vectores propios,
respectivamente.

Con este resultado, solo queda establecer cuél es la manera de reconstruir la matriz de
productos internos W a partir de la matriz de distancias D. En primer lugar, nétese que

D% = ||lzi|]® + [l — 2 - (@i, 2;)

luego

1 2 2
(zi,25) = 5 [HIiH + [l " - ij}
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Obviamente, atin queda determinar cuanto valen las normas de las representaciones. Pero,
en vista de la restriccién impuesta sobre la suma de las representaciones, se tiene que

2 —12
]| = [ — ]
donde T = % > x; = 0. Por otra parte, notese que

D = |l —

Asi, sumando sobre i queda

n n n
> DY =Y ai—z +n- ||:pj—z||2_2<zxi_n.zyxj_z>
i=1 i=1 P—y

luego, tomando z = 7, queda que

n

n
—112 —112
ZDijZZHxi—wH +n-flz; =7

i=1

2 _ 1\
notando D? = L 37" | D7, se sigue que

1 n
—12 2 : —112
i=1

. , . —n2 , .
Lo que queda por averiguar es como expresar la cantidad > ;| ||z; — Z||” en términos de la
matriz de distancias. Ocupando la ecuacion anterior se tiene que

ZH:&—%’II Z <D2 - —ZH% - )

S DY -
i=1 i=1
por consiguente

Zl D3
—ZH% —7|* = ==L

=, D2

Definiendo D? = =274 queda, finalmente que

1
2

lz; —Z||° = D? — §D?
Con esto se tiene

Wi, =

17]

—~

i, T5)

[llill® + a1 = D2

N | — [\Jlr—twlr—t
2

1 1
——D2+D2 —D?> - D?.
2 2

17-]

[D3+ D% — D? — D]
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Asi, se ha conseguido expresar la matriz de productor internos en funcién de la matriz de
distancia. Esto matricialmente se puede escribir como

W==(-A) R-(I-A)

N | —

siendo A = Lu - u! donde v € R” y todas sus componentes son iguales a 1, y R;; = D},
n E LJ

Los calculos expuestos en esta seccion son estandar, y el método se encuentra implemen-
tado en distintos softwares. Para analizar otros métodos similares se recomienda revisar [38].

2.3.1. Un Ejemplo Aplicado

Para apreciar una aplicacién conjunta de la construcciéon de la métrica Fechneriana y
el método de escalamiento multidimensional, se analizaron los datos de un experimento de
aprendizaje. Los sujetos observaban frente a un computador una variedad de kanjis, simbolos
propios de la escritura japonesa, y debian declarar si era iguales o distintos.

Especificamente, cada trial del experimento comenzaba cuando los sujetos presionaban la
barra espaciadora del teclado, luego pasaban entre 1,5 a 2 segundos, apareciendo el primer
estimulo por 100 milisegundos. Después de esto, por 500 milisegundos se presentaba una
maéascara, esto es, una pantalla ruidosa, y luego por 1 segundo una pantalla negra. Seguido de
esto, se presentaba un segundo estimulo kanji por 100 milisegundos, para continuar con otra
méscara por 500 milisegundos y una pantalla negra por 1 segundo. Luego, se presentaba por
100 milisegundos un tercer estimulo kanji, el cual estaba rotado en 90° a la izquierda o a la
derecha. Finalmente se presentaba una tltima mascara por 500 milisegundos y se esperaba
la respuesta del sujeto. Este debia contestar si el primer con el tercer estimulo era iguales o
no.

E1 E2
HBREGT B

15-28 100 ms 500 ms 1000 ms 100 ms

~ lguales

500 ms 1000 ms

~ Diferentes

Figura 2.2: Esquema de cada trial del Experimento
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Se trabajo con los datos de 7 sujetos, los cuales respondieron 8 bloques de 50 trials ca-
da uno. Dentro del experimento se presentaron 30 simbolos kanjis, y las preguntas fueron
generadas de forma aleatoria.

El analisis aqui expuesto corresponde a un estudio global de la muestra, por lo que no se
presentaran conclusiones a nivel de individuos. Para analizar la evolucion de las respuestas a
medida que el tiempo avanza se decidi6 dividir el conjunto de datos en dos grupos. El primero
contienen las respuestas de los primeros cuatro bloques, mientras que el segundo contiene a
los datos restantes. Con esto, y una vez etiquetados los estimulos del 1 al 30, se construyeron
dos tablas de probabilidad, ambas de 30 filas y 30 columnas, en donde la componente (i, j)
contiene una estimacion de la probabilidad de declarar que i es distinto de j. De esta manera,
las tablas de probabilidad corresponden a estimaciones de la funcién 1) necesaria para la
construccion de la métrica Fechneriana.

Para evitar sobrestimar las probabilidad, se decidi6 construir las estimaciones considerando
un suavizamiento de Laplace, es cual se define como

donde z; ; corresponde a la cantidad de veces que se declara i distinto de j, mientras que n; ;
es la cantidad de veces que se contrastaron los estimulos i y j. Este tratamiento es estandar
para estimar probabilidades [52].

Construidas estas tablas, se procedi6 a verificar el cumplimiento de la propiedad de Mini-
malidad Regular. Esto no se cumplio, por lo que se decidi6 retirar un conjunto de estimulos
del analisis. De este modo, con 22 de los 30 estimulos, se cumplié la propiedad necesaria
para la construccion de la métrica Fechneriana. Asi, para cada una de las tablas se cons-
truy6 la métrica Fechneriana y con la matriz de distancias obtenida se aplic6 el método de
escalamiento multidimensional.

Para el primer conglomerado de bloques, la matriz de distancias Fechnerianas se recons-
truye con vectores de dimension 13, mientras que para el segundo grupo esto se logra con
vectores de dimension 14. Ademés, se calculo la varianza promedio de las representaciones,
obteniendo para el primer conglomerado un valor de 0.5915 y para el segundo un valor de
0.6457. Esto hace inferir, que al menos en promedio, las representaciones del segundo con-
glomerado se encuentran mas alejadas entre si, es decir, es mas facil discriminar.

A continuacién, en las figuras y se presentan los estimulos representados en las
dos primeras dimensiones para cada conglomerado. El proposito de estos graficos es tratar
de resumir la informaciéon entrega por los experimentos para poder visualizar de manera
sencilla qué estimulos se consideran con alta probabilidad distintos y cudales no. Estimulos
que se encuentran muy cercanos entre si se declarardn en general como similares, mientras
que aquellos alejados seran declarados como distintos. La representaciéon de los dos grupos
fue orientada principalmente para observar si a lo largo del tiempo podian o no cambiar las
medidas de similaridad. Sin embargo, a primera vista no se observa un patrén evidente.
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Representacion Primer Conglomerado de Estimulos
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Primera Componente de Representacion

Figura 2.3: Representacion en dos dimensiones del Primer Conglomerado de Estimulos

Representacién Segundo Conglomerado de Estimulos
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Segunda Componente de Representacion
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Figura 2.4: Representacion en dos dimensiones del Segundo Conglomerado de Estimulos

2.4. Conclusiones

El principal propésito de este capitulo fue comparar los modelos de escala comprimida
y el lineal con varibilidad escalar. Para ello se analizaron los modelos bajo el problema de
discriminaciéon en dos enfoques. El primer enfoque, consistié en analizar los modelos bajo la
situacion en que frente a dos estimulos, se pide identificar el de mayor numerosidad. Ambos
modelos indican que la probabilidad de identificar el mayor de los estimulos depende del
cuociente de las cantidades que se comparan. Ademaés, se mostrdé que ambos modelos son
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casos particulares de modelos mas generales que hacen la misma prediccion. Conjuntamente,
se mostrd que el modelo lineal tiene un comportamiento asint6tico distinto al modelo de escala
comprimida, esto es, en la medida que se hace crecer la numerosidad de uno de los estimulos,
segiin el modelo lineal, la probabilidad de identificar el mayor siempre serda acotada por
algo menor a 1, mientras que el modelo de escala comprimida indica que dicha probabilidad
converge a uno en la medida que uno de los estimulos crezca a infinito. Esta es una de las
primeras diferencias teéricas que se encontraron entre los modelos.

El segundo enfoque, consisti6 en analizar el problema de la declaracion de diferencia, es
decir, frente a dos estimulos numéricos, declarar si los estimulos son de igual numerosidad
o no. Una propiedad que parece ser razonable, y que deberfa cumplirse, es la propiedad de
minimalidad regular, esto es, que siempre la probabilidad de declarar que dos estimulos de
tamano n son distintos es menor que la probabilidad de declarar que un estimulo de tamano n
es distinto a un estimulo de tamano m, con n # m. Esta propiedad se cumple para el modelo
de escala comprimida, lo que permite calcular lo que se conoce como métrica Fechneriana
estre estimulos. Sin embargo, al trabajar con el modelo lineal con varibilidad escalar, resulta
que la propiedad de minimalidad regular no se cumple, es decir, se podria dar que declarar
“T es distinto de 4”7 es menos probable que declarar “7 es distinto de 77, esto en experimentos
con numerosidades no simbdlicas.

A partir de lo expuesto en este capitulo, se considera que el modelo de escala comprimida
se ajusta mejor a los hechos experimentales que el modelo de lineal con variabilidad escalar.
De este modo, trabajar con la escala logaritmica para representar a las numerosidades es mas
conveniente que trabajar con la escala lineal. Esto sera la base para el modelo que se propone
en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Estimacion y Modelo de Acumuladores

“Hay quienes... creen que el niumero de granos de arena es infinito... Otros, aun sin
considerarlo infinito, piensan que todavia no se ha mencionado un numero lo bastante
grande... Pero voy a tratar de mostrarte nimeros que superen no solo el de una masa de
arena equivalente a la Tierra... sino el de una masa igual en magnitud al Universo”

Arquimides

El Arenario

La estimacion de cantidades es otro de los experimentos conductuales clasicos en cogniciéon
matematica. En esta tarea a los sujetos se les presenta una estimulo numérico no simbdlico,
generalmente una nube de puntos, y se les pide dar una estimaciéon de la cantidad asociada
al estimulo. Como se dijo en el capitulo 1, hay varios resultados sistematicos que se observan
experimentalmente, entre ellos la tendencia a subestimar y la denominada propiedad de
variabilidad escalar; esto indica que el cuociente entre el promedio y la desviacion estandar
de una cantidad estimada es independiente de dicha cantidad.

Ademas, dentro de esta tarea aparece el fenomeno de la Calibracion; si el experimentador
entrega informacion al sujeto de cual es la numerosidad de una nube de puntos especifica,
las estimaciones de todas las numerosidades mejoran. Esta pequena cantidad de informacion
dada al inicio del experimento hace que la curva estimulo respuesta pueda ajustarse sin
problemas a una recta.

Un modelo matematico para describir este fenomeno es el desarrollado por Dehaene [31]
[13]. Este se basa en el modelo de Escala Comprimida y en la Teoria de Deteccion de Sefiales,
haciendo el supuesto que cuando se observa un estimulo de tamano n, se realiza una variable
aleatoria N (log(n), 0?) en la escala numérica mental, la que a su vez se encuentra particionada
en zonas asociadas a los nimeros con los cuales se hard la estimacién pedida. Asi, si la

realizacion de la variable aleatoria cae, por ejemplo, en la zona del 30, se declarard que el
estimulo es de cardinal 30 (ver figura [3.1)).

La particion de la recta numérica mental, la cual se hace corresponder a la recta real, queda
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Estimulo No Simbsiico e

Distribucion de activacion en
la recta numérica mental

L

Grilla de Respuesta

T > BEE © El«olN |

Figura 3.1: Esquema del Modelo de Estimaciéon Numérica de Dehaene. Se ejemplifica un caso
en donde se muestra una nube de 40 puntos. La realizacion de la variable aleatoria cae en la
recta numeérica mental en la zona del nimero 30, por lo que se declarara que la nube contiene
30 puntos. Fuente: [31]

en principio sujeta al tipo de respuestas que pueda dar el sujeto. En algunos experimentos la
respuesta es libre, mientras que en otros, por razones de diseno experimental, las respuestas
quedan acotadas a una serie de alternativas. Lo que prevalece es que en ambos casos las
estimaciones deben ser niimeros enteros postivos. El modo en que se realiza la particién de la
recta numérica mental se basa en un criterio de optimalidad. La region de la recta asociada
a n serd aquella en donde la funcién de densidad de K, ~ N (log(n),w?) sea mayor a todas
las funciones de densidad de K,, con m # n. Esto se traduce, en el caso de declaracion libre
que la regién de una numerosidad de tamano n serfa el intervalo

[log(n) +log(n — 1) log(n) + log(n + 1)]
2 ’ 2

A su vez, para el caso de respuestas restringidas, si se tiene que las respuestas son x; <
Ty < ... < x,, entonces la regiéon asociada a la respuesta z; seria

{log(mi) + log(wi—1) log(x:) + 509($i+1)]
2 ’ 2

En la figura (3.2 se muestra un caso de respuestas restringidas a multiplos de 10 hasta 100.

Dada la descripcion del modelo, se tiene que éste predice que los sujetos tienden a sobrees-
timar la numerosidad de los estimulos, cosa que en general no se observa. Para que el modelo
se ajuste a los resultados experimentales, Dehaene propone una correcciéon de las particiones
de la recta numérica mental, de modo que si las respuestas admisibles son x1 < z9 < ... < x,,
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log(10)

Figura 3.2: Ejemplo de Particion de la Recta Numérica Mental. Fuente: [31]

entonces la region asociada a la respuesta z; esta dada por

.. log(x;) + log(zi_1)
2

log(xi) + log(wis)

b
+0,a 5

+0

donde a y b son parametros a determinar. Por medio de simulaciones, el autor identifica que
para valores de @ mayores a 1 se tiene un buen ajuste de la subestimacion de la numerosidad.
Por ultimo, el fenémeno de la Calibracion, en términos del modelo, se explica como un cambio
de los pardmetros a y b tal que se logre una mejora en la calidad de las estimaciones.

Con todo lo mencionado, si bien se considera que el modelo tiene bases razonables, como
el trabajo con la recta numérica mental y la particiéon de ésta para generar las estimaciones,
el hecho de que el ajuste a la evidencia empirica quede determinado por pardmetros que
en principio no tienen significado teodrico, genera un grado de disconformidad y se considera
razon suficiente para buscar un modelo alternativo.

En este capitulo se introducira y estudiara dos modelos para la estimacion de numerosidad.
Ambos hacen uso de la recta numérica mental, pero estan constituidos por distintos supuestos.
El primer modelo, denominado Modelo de Acumuladores Difusos, se fundamenta en que cada
punto en la recta numérica mental tiene un peso al momento de observar un estimulo de
numerosidad ¢. Estos pesos tienen una dindmica asociada, la cual se basa en un proceso
de difusion. La manera de estimar dependera de la realizacion de una variable aleatoria
cuya funcion de densidad es proporcional a los pesos descritos. El segundo modelo, el cual
se denomindé Modelo de Competencia, se fundamenta en el hecho que los pesos sobre cada
punto en la recta dependen tanto del estimulo expuesto como de la cantidad de neuronas
asociadas a cada punto de la recta numérica.

Qué tan bien se ajustan estos modelos a los resultados experimentales y qué tipo de
predicciones pueden hacer, sera discutido en las siguientes secciones.

3.1. Modelo de Acumuladores Difusos

Este modelo tiene como base algunos supuestos considerados por Dehaene en su modelo. El
elemento central serd la recta numérica mental. Se asumird que existe una correspondencia
entre todo punto de la recta numérica mental con los ntimeros positivos. Esto se puede
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apoyar en la evidencia que indica que incluso las fracciones se pueden representar una la
recta numeérica y no los nimeros negativos [22]. Con lo indicado, a cada posicion x en la
recta numérica mental se le asociara los valores a(z), el cual es el valor positivo representado
en la posicién x de la recta.

El modelo aqui desarrollado trata de sostenerse en el descubrimiento de las neuronas
especificas de numerosidad. Asi, un grupo de neuronas afin a una numerosidad dada quedara
representada por una posiciéon x en la recta, de modo que cuando se observe un estimulo de
numerosidad ¢, la actividad neuronal de dicho grupo deberia ser proporcional a la cantidad
Ac(z,t), que se denominara como el valor del acumulador de z frente al estimulo € en el
tiempo t.

Ademés, se asumira que
Az, t) >0 Ve e RVE>0

y que
0< A(t) = / Az, t)dr < oo VE>0
Luego, definiendo
Ac(x,t)
fealz) = 0

se tiene una funciéon de densidad en la recta numérica mental.

Se considera entonces, que al observar un estimulo de numerosidad ¢, después de un tiempo
t, se realiza la variable aleatoria X.;, que tiene por densidad de probabilidad a la funcién
fer. Asi, la estimacion de la numerosidad del estimulo queda dada por a (X, .).

En lo que sigue se dara una dindmica a los valores de los acumuladores e intentara estudiar
los valores de
E[a (X4

3.1.1. Dinamica de Acumuladores

Basado en la idea que la actividad de neuronas afines a numerosidades similares son
influyentes unas sobres las otras, se asume la siguiente dindmica sobre los acumuladores
cuando se observa un estimulo de numerosidad e

A (z,t+At) = (% [Ae (x4 Az, t) + Ac (x — Az, t)] + (1 — N) A. (x,t)) (1 —w-At)

Es decir, el valor del acumulador en la posicién z y en el tiempo t + At es igual a una
combinacion convexa entre el valor del acumulador en el tiempo ¢ y en la posicién x con
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los valores de los acumuladores en las posiciones vecinas x — Ax y x + Az en el tiempo t.
Ademas se considera que los valores de los acumuladores decaen en la medida que el tiempo
transcurre, lo que explica el factor (1 —w - At). Por ultimo, se asume que la observacion del
estimulo de numerosidad ¢ sigue teniendo efecto despues de un tiempo At. Este efecto sobre
los acumuladores en la posicion = queda establecido por la suma de la cantidad g.(z) - At. A
la funcion g., que depende de ¢, se le denominara funcién de evidencia, y se exigira que sea
positiva e integrable.

Notese que la ecuacion anterior se puede reescribir como

A (zt+ At) — A (z,t)  [A(z+ Az t) + A (2 — Az t) — 2A (2,) )\sz (
At B 2 Az? At

1 —w-At)

—wA(z,t) + g-(x)
asumiendo que AA—m: — D, cuando At — 0y Az — 0, se llega a la ecuacion

OA(z,1)  AD PAc(,t)

5 5 oz wA(z,t) + g:-(x) (3.1)

Como condicion inicial de los valores de los acumuladores, se prefirié dejar
A (x,0) = h(z) (3.2)

donde h es una funciéon positiva e integrable. Asi, esta funcion modelara el tipo de sesgo que
tienen los sujetos hacia los niimeros pequenos, o la incorporacion de informaciéon al inicio del
experimento.

Finalmente, llamando n = ’\TD, se tiene la ecuacion

T 2 £ m7
Odelat) A2t _ A (2, 8) + gel()
A (z,0) = h(z)

3.1.2. Solucién

Al ser una ecuaciéon diferencial parcial lineal, exigiendo que tanto la funcion g. v h
sean continuas y tengan decaimiento exponencial cuando x tienda a co 0 —oo, se tiene que
dicha ecuacion tiene soluciéon dnica y positiva [19)].

Para encontrar la solucién de manera explicita, se hara uso de la Transformada de Fourier.
Aplicandola sobre la ecuacion ( ) en la variable z se tiene

A

DA (s,1)

0) oA s,) — (o) + (o)
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Es facil ver que esta ecuacion diferencial ordinaria, considerando como condicion inicial la
aplicacion de la transformada de Fourier sobre la ecuacion tiene por solucion a

Aot = B e (,3(8)_ d.(5) )

ns? + w ns? + w

Pero, debe notarse que

Ge(s) _ 1 -e_/%‘sfs
by ORAC

y que
e—[ns2+w]t — efwt . e*7752t
1 4ant 2
—wt — s
= . .92 t - 4
e N vt - e
—wt 1 f%( )
f— e . . e n S
2/t
Asi se tiene, aplicando antitransformada, que
1 m 1 22 1 m
A1) = Lo/l VIR SRR PO Py
(1) N e Vi'lxg (z)+e N e wt x |h(r) N e Vi1l xg.(x)
Lo que implica
1 ot 1
A(t)= | Az, t)de = -G +e H—- -G
w w

donde G = [7_g.(x)dz y H = [°._h(x)dz. Se considerara que [~ g.(z)dz no depende
de €

3.1.3. [Evaluacién para caso particular

Si se asume que la recta numérica mental estd en escala logaritmica, entonces, una posi-
bilidad es considerar que la posicion x en la recta se asocia a la numerosidad a(x) como lo
hace el modelo de Dehaene, esto es

log(n) + log(n — 1) log(n) + log(n + 1)
2 7 2

a(x) =nsix €

Sin embargo, para ganar analiticidad, se considerara
a(x) =e
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La similitud entre estas dos funciones se puede apreciar en la ﬁgura Dado que a (X.4)
es la variable aleatoria que modela la estimacién que entrega el sujeto cuando observa un
estimulo de numerosidad ¢ después de un tiempo t, podria ser criticable que la funcién a
no tenga como recorrido el conjunto de los nimeros naturales. Sin embargo, en este estudio
se estd interesado en el comportamiento de la E (a (X.,)), por lo que trabajar con la fun-
cion definida por Dehaene se hace tremendamente engorroso. Preferir la funcion exponencial
permite llegar a resultados analiticos bastante precisos.

25

Figura 3.3: Compararaciéon de funciones de asociacién a ntimeros positivos. La linea azul es el

grafico de la funcion a(z) = e, mientras que la linea roja es el grafico de la funcion a(x) =n
six € [l"g(”‘l)“"g(") lOg(7l)+log(n+1)]
2 ) )

Considerando que a(z) = €, se tiene

Ela(X.1)] = / e’ - A%(—z)t)dx

Dada la dindmica descrita para A.(z,t), se tiene la siguiente proposicion

Proposicién 3.1 Sea X.; la variable aleatoria con densidad f.;. Si a(x) = e, entonces
Ela(X.0)] = &(t) - E [e%] + &(t) - E [e9]

donde Z. es una variable aleatoria que tiene como funcion de densidad %, y Q la variable
aleatoria que tiene por densidad %

DeMOSTRACION. Dado los calculos anteriores, se tiene
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1 2?
+ / e’ et ce” it x h(x)da

1 22 1 ©
_ T gwt R ATV d
/e e N e I K o = e V1'% g (r)dx

Ahora bien para el primer término se tiene

o0

1 SNEL _G]O e 1w e (%)
/eane *gg(x)dx—w e’ 5 77e * de

—00

— gE [eY+ZE:|

w

con Y variable aletoria que se distribuye como una Laplace (O, \/g) y Z. ~ G,, donde G,
es la distribucion de probabilidad asociada a la densidad % teniendo ademas que Y y Z, son
independientes.

Luego, se tiene, asumiendo n < w,

B[*%] ~B[] B [
T1-n [e”]
IR

con lo que se tiene

o

/ o 1 ce VAl ge(z)dz = G K [ezg}

2,/wn w—="n

—0o0

Por otra parte. el segundo término se puede calcular como

769” e ! ! e_‘fit * h(z)de =e ™" H 7ex 1 e_ﬁ% * de
2¢/mnt N 2¢/mnt H

— et [ - E [V

donde @) y W, son variables aleatoria independientes tales que W; ~ N(0,2nt) y Q ~ H(x),
donde H(z) es la funcion de distribucion asociada a la densidad %
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Asi se tiene
E [eWtJrQ] =F [eWt} E [eQ}
= e | [e?]

quedando que

1 o2
/ e” et N e it x h(z)de = He~ @™t R 9]

Finalmente, se tiene que el tercer término se puede escribir como

oo o0
22 _ = 22 _Jw
/ew.e*wt. NP =S S \/n'z‘*gg(m)dx:efwtf/er. LIPS = \/n|z|*957($)dx
t 2\ n G
—00 — 00

£€1Q

2\/mnt 2, /wn 2\/7n

oWt g ‘E [ewt+Y+ZE]
w

donde W, Y, Z. se distribuyen como se menciond anteriormente y son independientes.
Luego

E [eWz+Y+Zg:| ) [ewt] E [ey] ‘K [ezs}
—_ent. Y R %]

w =

por lo que se tiene

w 1 _ a2 1 =y G (e
/ex-e t-2 _ﬂnt-e 4nt*2 wn-e \/]*ga(iv)dz:w_n-e( ”)t-E[eZE]

—00

Con todo esto, se puede decir que

i .2 o2 G .2
/ e’ Az, t)dr =€ - 0T 4 He’ em@mt _¢ e Wt %
w—=n w—n

y se tiene que

luego, definiendo

&) =747
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H - e_(w_n)t
TG+ oo (H=1G)

52(75) =

queda

Ela(X.;)] = &(t) - E [e7] + &(t) - E [e9]
O

Recuérdese que Z. tiene directa relacion con la funciéon g, la que a su vez representa la
incorporacion de peso a los acumuladores A.(x,t) cuando se observa un estimulo de nu-
merosidad e. Por otra parte, la variable aleatoria () se relaciona con la funciéon h, la cuél
determinaba los valores de los acumuladores al inicio del proceso de observaciéon del estimulo.
Este se puede relacionar, como se dijo, con un sesgo hacia los ntimeros pequenos o la incorpo-
racion de informacion al inicio del experimento. Dar distribuciones a las variables Z. y ) que
se ajusten a las ideas anteriores, siendo consistente con el escalamiento logaritmico permite
tener una idea mas concreta de coémo son las estimaciones que indica el modelo cuando se
observa un estimulo. La siguiente proposicion intenta hacerse cargo de esto.

Proposicion 3.2 5i

Z. ley log(e) +Z

[
Q< log(xo) + Z

donde Z es una variable aletoria dada, tal que E(Z) =0 y E (eZ) = K < o0, entonces

Ela(X.0)] = &i(t) - € + &) - 2o

DemosTRrACION. Dado que
E (eZg) —FE (elog(€)+Z) —c. K

Ademas, por desigualdad de Jensen, K > 1. De igual manera se tiene

E (eQ) —F (elog(xo)+Z) =20 K

lo que implica

donde &(t) = &(t) - K conie 1,2
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La proposicién anterior indica que los valores de E (a (X.¢)) a t fijo, se representan me-
diante funciones lineales afines de la numerosidad del estimulo. En relacion a la hipotesis
de esta proposicién, no es muy dificil encontrar funciones g. y h que generen las variables
aleatorias Z. y @) que cumplan lo pedido. Un ejemplo seria

_ (log(e)—x)?
gS(I) = e 02
ha) = =

Por otra parte, hay que observar que 51(0) =0y 52(0) = K , por lo que las estimaciones
cuando t = 0 no dependen del valor de ¢, si no mas bien de zy. Una explicaciéon para esto
serfa que para el inicio del experimento el sujeto no tiene informacion del estimulo, por lo
que la estimacion serfa la declaraciéon de un ntimero al azar. Esté estudiado que cuando se les
pide a los sujetos declarar niimeros al azar, estos tienen a decir més niimeros pequefios [39).
El valor de xy también puede asociarse a la informacion que recibe el sujeto, de modo que
si recibe informacién sobre numerosidades altas, la prediccién de este modelo es que todas
las declaraciones aleatorias en el instante ¢ = 0, es decir, antes de comenzar a observar el
estimulo, deberian aumentar.

A su vez, cuando t — oo se tiene que

&i(t) = g

De modo que la esperanza cuando t tiende a infinito converge a una recta que pasa por
el origen y tiene pendiente mayor a 1. Naturalmente, la influencia de la condicién inicial
desaparece y se tiene una tendencia a la sobreestimaciéon. Ademaés, por continuidad de las
funciones & y & se tiene que existen tiempos en donde la estimacion tiene a subestimar las
numerosidades de nimeros grandes (mayores a K - xg ).

Una potencial critica al modelo es la dependencia del tiempo; el anélisis anterior se hizo
a tiempo t fijo. Sin embargo, no es claro el comportamiento de los tiempos que tardan en
declarar las estimaciones los sujetos. Una alternativa es considerar que el tiempo en que se
tarda en hacer la estimacién desde que se observa el estimulo es una variablea aleatoria T,
por lo que los calculos anteriores corresponden a una esperanza condicional, por lo que se
tiene, manteniendo los supuestos del modelo que

Ela(X.s) | T=1=&() e+&() - 29

Si se asume que T es independiente de € y de xg, entonces se tiene que

Ela(X.,)] =E(E[a(Xey) | T=1]) = K e+ Ky - 20

Por lo que la dependencia lineal de las numerosidades sobre las estimaciones se mantiene.
Es importante aclarar que no hay informacion precisa de los tiempos de respuestas en la
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tarea de estimacion de magnitudes, de modo que, si bien el supuesto de independencia puede
ser considerado poco plausible, tampoco existe una relacion clara entre los tiempos y las
numerosidades a estimar.

Si bien, el modelo logra incorporar condiciones para predecir subestimacion, se tiene dos
problemas. Primero, no se recupera el hecho experimental que las estimaciones tienden a
ajustarse a funciones potencia sobre la numerosidad, es decir, funciones de la forma K - &°.
El segundo problema es como se modela el fenémeno de la Calibracion. Como se ha dicho, la
incorporaciéon de informacion se asociaria al modelo mediante una modificacion del valor xy.
Por ejemplo, si al sujeto no se le entrega informacion, entonces se puede asumir que xy = 1
o algin otro valor pequeno. Sin embargo, si al sujeto se le presenta una nube de 30 puntos y
se le indica su numerosidad al inicio del experimento, entonces se puede considerar zy = 30.

Lamentablemente, esta modificacion en las condiciones iniciales no logra ajustarse a lo
observado experimentalmente, ya que en vez de una rectificaciéon de la curva de estimaciones,
s6lo se logra una traslacion de la curva ya rectificada.

Esta dispariedad con la evidencia experimental hace necesario perfeccionar el modelo o
buscar una alternativa. El siguiente modelo tiene una base comtn, el uso de los acumuladores
Ac(x,t). La diferencia radica en no incorporar el efecto de difusion pero agregar un efecto
sobre la cantidad de neuronas asociadas a cada numerosidad.

3.2. Modelo de Competencia

A diferencia del modelo anterior, se consideraré la siguiente dindmica sobre los valores de
los acumuladores

% —  —wA(z,1) + ()

As(xv O) = h(l’)

Se puede observar que no se considero el efecto de difusiéon sobre valores cercanos. De la
ecuacion diferencial anterior, es facil notar que su solucién esta dada por

Aty = S [h(x)—gf(x)]

Se considerara esta vez la funcion ¢(x), cuyo valor es proporcional a la cantidad de neuronas
asociadas al valor = en la recta numérica mental. De este modo, se generard la variable
aleatoria X.; tal que su funcioén de densidad esté dada por

c(x) - Ae(z,t)
ffo c(x) - Az, t)dx

o0

fa,t (37) =
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Nuevamente se estudiara

2o (1)

3.2.1. Esperanza de la Estimacion

En vista de la definicion de X.(z,t), se tiene

- 7 alz) - e(x) - Ac(z, t)dx
E [a (Xa,tﬂ = = A s (3.3)
pero
/ o(z) - Ac(z,t)dz = % / c(x) - %dx te et H- / o(z) - %"‘)dx
= w E[C(ZE)] _i_efwt HE[C(Q)]

haciendo un célculo andlogo para el numerador de la expresion se llega a

(l—e*“’t)G

E[a (X >] _——Ela(Z) c(Z) +e H-Ela(Q) c(Q)]
o UG B le(Z.)] + et H-Ec(Q)]

w

donde () es una variable aleatoria que tiene por funcion de densidad % y Z. una variable
aleatoria con densidad %, con G = [~ g.(z)dz y H = [*_h(z)dz.

3.2.2. Evaluacion de Caso Particular

Al igual que en el estudio del modelo anterior, se considerara

a(x) =e

La cantidad de neuronas asociadas a la posicion de la recta numeérica mental x, se consi-
derara decreciente en x; en particular se tomara

clx)=e"
Ademas, de igual manera que en el modelo anterior, se impondra
le
Z. & log(e) + Z
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1
Q & log(xo) + Z

donde Z es una variable aleatoria dada.

Con todo esto se tiene que

Ela(Z.) - c(Z:)] = VLR [e(lf’\)z]

Ela(Q) c(Q)] = x(()l_/\) -E [e(l_’\)z}

y
Elc(Z.)] =& E[e ]
Elc(Q)] = z,* - E [e ]
Por lo que
3 E [o(1-2Z (1-—evt)a Ce1=N) g gmwt (1Y)
slo(n.)] = Ml e
E [e=*] (_ZH) -5_)‘—|—e—“’t-xa’\

En particular, si tomamos

Z ~ N(0,0%)
entonces
-NZ
E [e[(l A;]} _ e§a2[(14)242] — e307(1-2))
Ele™
Por lo que finalmente se llega a
(1=e)G _an) 4 gt . (=N
~ —t + e - X
B [0 (Rur) ] = b0 e s (34
" £ +e vt X

El comportamiento de las estimaciones generadas por el modelo cumplen varias propieda-
des

Proposicion 3.3 Si A < 1, entonces at fijo los valores de |E [a (f(g’t)] dados por la ecuacion
son crecientes en ¢, cuando € > 0

DEMOSTRACION. A t fijo, se tiene que la forma de las estimaciones es de la forma

S _1-a
E@(XmﬂzzK-gilrié
’ a-et+ vy
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derivando con respecto a £ queda

Bl ()] o ne o) 4 (o 49) (1)
de (a2 +7)°

y se tiene que esta expresion es positiva si A < 1 ]

De manera totalmente andloga a la proposicion anterior, se puede probar que
Proposicion 3.4 Los valores de £ [a (X&t)} son crecientes en xo cuando Ty es positivo.

Ademas se tiene que en la medida que el tiempo avanza, las estimaciones van aumentando
o disminuyendo de acuerdo a la numerosidad del estimulo y del valor de x.

Proposicion 3.5 A ¢ fijo, los valores de E [a (f(g,tﬂ son crecienles en t si € > xg, Y son

decrecientes st € < xg.

DEMOSTRACION. A ¢ fijo, la forma de las estimaciones son

2o ()] =K e s

Derivando con respecto a t queda

M K- w-e ay - Py —ay - B
dt (1 —ewt)ay +evt - f3,)°

Que esta expresion sea positiva equivale a

ap-fPo—ag- B >0

pero esto se puede escribir como

lo que equivale a decir
e—x9>0

Asi, si € es mayor a xg, entonces la esperanza de las estimaciones aumenta en la medida que
el tiempo aumenta. A su vez, si € es menor a xy, entonces la esperanza de las numerosidades
disminuye en la medida que el tiempo disminuye. O]
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Una interpretacion que se le puede dar a la proposicion anterior es que, a tiempos pequenos
desde que se comienza a observar el estimulo una vez dada la informacion para calibrar, las
numerosidades menores al estimulo de calibraciéon tienden a sobreestimarse, mientras que
numerosidades mayores al estimulo de calibracion tienen a subestimarse.

Por ultimo, es facil notar que se tiene las siguientes propiedades

Proposicion 3.6 Bajo las condiciones descritas, se tiene
i) E [a ()N(&O)] — 027°(1=2Y) . g,
i) E [a (X’xo,t)] — 277 (172} . g0
i) Cuando t — oo, entonces E [a (X87t>} — 2971720 ¢

Es bueno notar que si bien el modelo no indica que la esperanza de las estimaciones es
una funcion potencial de las numerosidades de los estimulos, se tiene que la forma que toma

E [a (Xs,tﬂ es similar a una de estas funciones. Un punto importante es que el fendmeno
de la Calibracion es bien descrito por el modelo, ya que queda definido por un ajuste de la
condicién inicial de los acumuladores, lo que se traduce en aumentar el valor zy. Esto logra

que la curva de estimaciones se rectifique, mejorando la calidad de éstas. En la figura [3.4] se
observa como afecta sobre las estimaciones cambiar la condicion inicial de los acumuladores.

Sin Calibracion Con Calibracién
100 T T T T 100 T T T T

a0 r B ag | 4
80 B 80+ B
0r 1 T0H J
60 4 60 - ]

50+ B 50+ B

Respuesta
Respuesta

a0t 1 40t 1

201 B 20r B

0 I L L I 0 I L L I
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Estimulo Estimulo

Figura 3.4: Estimaciones segiin modelo de Competencias Sin y Con Calibracion. La linea azul
en ambos graficos muestra la funcién identidad. En ambos graficos se ocuparon los parametros
w=01,H=1,G=1,0=0,1y A=0,8. En el grifico de la izquierda se muestra las
estimaciones que genera el modelo con zy = 1, lo que se considera como modelacién de
la estimacion sin dar informacion. En el grafico de la derecha se tomé zy = 30, lo que en
términos del modelo se traduce como incorporar informacion, replicando la Calibraciéon de la
Estimacion.
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3.2.3. Variabilidad Escalar

En vista que el modelo tiene similitudes con el comportamiento de la esperanza de las
estimaciones en funcion de la numerosidad del estimulo, una propiedad que deberia estudiarse
es la variabilidad escalar. En términos del modelo, se deberia estudiar la cantidad

[o (5)
Jror[o (%))

o bien estudiar la cantidad

2fo (1))
2o (5)] 2o (1)

Si bien, hay reportes en donde se indica que esta propiedad no siempre se registra |31,
también es cierto que es ampliamente aceptada por los cientificos dedicados al tema [6] [14].

(3.5)

Mostrar que la cantidad dada por no depende de € equivale a mostrar que la siguiente
expresion tampoco lo hace
E |a* (X..)

L (3.6)

2fo(v)]

Una igualdad necesaria para estudiar la cantidad , a la cual se llega de manera similar

que en [3.4] es

(1=e™)G  _(2=n) 4 pmwt . 2N

~ -~ —wH £ +e - X

B[ ()] = e2n. = 0
wH

ceTA f et xa’\

_p—wt _a—wt
2 {(1 e )G Lo et %A} {(1 iH )G L e2N) gt x((fk)}

2
[(1—2;;0(1 (12 4wt x(()H)]

La expresion anterior si depende de e, sin embargo, cuando t — oo se tiene que ésta

converge a e"2, por lo que cuando ¢ tiene a infinito se tiene la propiedad de variabilidad
escalar.
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3.3. Conclusiones y Preguntas Abiertas

En este capitulo se presentaron dos modelos para explicar el fenomeno de la Estimacion
de Cantidades y su Calibracién. El primer modelo, basado en un proceso de difusion en la
recta numérica mental, terminé por indicar que las estimaciones tienden a ser rectas y que
la entrega de informaciéon haria que las estimaciones aumentaran de manera uniforme, lo que
se traduce en un cambio del coeficiente de posicion de las rectas mencionadas. Ninguna de
estas dos cosas se observa experimentalmente.

El segundo modelo, consideraba un efecto sobre la cantidad de neuronas asociadas a cada
posicion de la recta numérica mental. Este modelo logra generar estimaciones acordes con los
datos experimentales y el fenémeno de la calibraciéon. Esto tltimo se considera en el modelo
como un cambio de la condicién inicial de la dindmica, generando una rectificacion de las
estimaciones. Ademaés se tiene la variabilidad escalar como propiedad asintotica.

Este tultimo modelo cuenta con dos predicciones que deberian ser testeadas experimental-
mente

e A mayor tiempo de exposicion del estimulo, el valor esperado de las estimaciones deberia
tender a rectificarse.

e A mayor el valor del estimulo con que se realiza la calibracion, mayores deberian ser
las estimaciones.

Una predicciéon adicional estaria relacionada con el efecto que tiene un trail con los que
le prosiguen en un experimento. Podria ser que la misma tarea de estimar afecte las estima-
ciones de un intento al otro. Esto, en términos del modelo, se podria explicar a partir de los
acumuladores, ya que entre trial y trial podria darse que las condiciones iniciales no serian
exactamente las mismas. Es decir, la condicién inicial al momento de estimar la numerosidad
del trail n podria ser la numerosidad del trail n — 1.
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Capitulo 4

Un Estudio sobre la Ensenanza de
Fracciones

“Nuestros ninos aprenden matemdticas con un cerebro disenado inicialmente para sobrevivir
en la sabana africana... Una gran cantidad de ninos encuentra las fracciones dificiles de
aprender porque su maquinaria cortical se resiste a un concepto contrario a la intuicion.”

Stanislas Dehaene

El Sentido Numérico

En los capitulos anteriores se desarrollaron algunos modelos matematicos para el sentido
numeérico. Estos, se basaron en la enorme evidencia empirica que existe en experimentaciones
con estimulos no simboélicos, tales como nubes de puntos, secuencias de tonos, u otros.

El objetivo de este capitulo es utilizar algunas de las ideas desarrolladas anteriormente,
principalmente la de recta numérica mental, para tratar de abordar un problema crucial en
la investigacion en educacion matematica; el aprendizaje de las fracciones.

En primer lugar, se expondré algunos hechos conocidos sobre las distintas dificultades que
existen en torno al concepto de fraccidon. Luego, se hard un rapido recorrido de las distintas
investigaciones que se han desarrollado estudiando este tema. Posteriormente se intetara dar
un marco conceptual para tratar de explicar el origen de estas dificultades y como tratar de
resolverlas. Finalmente, para tratar de validar las ideas del modelo conceptual, se describe un
experimento que se llevé a cabo como parte de este trabajo, el cual, contrasto tres métodos de
ensenanza de fracciones en mas de 200 ninos chilenos. Ademas, se proponen algunos métodos
estadisticos, los cuales permitirian hacer una inferencia sobre el tipo de criterios que utilizan
los ninos para comparar fracciones.
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4.1. Marco Teodrico

4.1.1. La dificultad en la ensenanza de fracciones

Para una gran cantidad de investigadores, la tarea de ensenar fracciones es declarada
como “el mayor desafio pedagogico” [21] [8]. Diversos son los estudios que indican las serias
deficiencias que tienen los estudiantes en este tema. Por ejemplo, el 2004 en Estados Unidos,
se detecto que el 50% de los alumnos de 8vo grado no podian ordenar tres fracciones de
menor a mayor [46]. Junto con esto, menos del 30 % de los alumnos de 17 anos pudieron

29

interpretar 0,029 como 1555 [33]. También se indica que la mayoria de los alumnos de 5to y

6to grado considera que 0,274 es mayor que 0,83 [60].

Ademés, existen dificultades al relacionar las fracciones con la recta numérica. Al momento
en que se les pide a los ninos ubicar fracciones en la recta, algunos ubican un determinado
ntmero racional de acuerdo a la fraccion del segmento de recta que se utiliza en la tarea, asi
por ejemplo, se observa que en algunos casos % es ubicado al medio del segmento de recta
con independencia de los nimeros que aparecen en ella. Por otra parte, hay estudiantes que
consideran que la fraccion ¢ debe ubicarse entre los niimeros a y b [65]. Un ejemplo de esto

se muestra en la figura , en donde incluso se ubica en la recta %.

|

|

R

O

o
wiexe
w

Figura 4.1: Error comin al momento de ubicar fracciones en la recta numérica. Cuando a un
nino se le pide determinar la posicién en que ubicaria %, él lo posiciona al centro del segmento.
Cuando se le pide ubicar %, lo hace entre 2 y 3. Cuando se le pide senalar la fraccion que se

ubica donde indica la fecha, él indica %.

Existen distintas explicaciones para entender el origen de estas dificultades. Algunos apelan
a la estructura del curriculum escolar, en donde parece ser que el principal propoésito es que
en determinados niveles los ninos logren hacer determinadas tareas matematicas. Esto hace
sentir a los estudiantes que lo aprendido en un ano lo pueden olvidar en el siguiente. En
relacion a las fracciones, éstas son ensefiadas simultaneamente como partes de un entero, una
divisiéon y una razén sin hacer un vinculo claro entre estas tres formas de representacion.
Ademaés, los numeros decimales son ensenados de forma independiente de las fracciones,
siendo el eje fundamental el de nimeros enteros. El no hacer vinculos claros entre las distintas
ideas que orbitan en torno al concepto de fraccion podria causar serios dafnos en el aprendizaje.

Ejemplo tipico de esto es cuando se ensena a sumar fracciones. En general, se enfatiza que
para sumar de fracciones se debe encontrar el minimo comtn multiplo entre los denomina-
dores, haciendo de la tarea algo netamente procedimental. El enlace con la suma de niimeros
enteros queda difuso y esta nueva tarea termina convirtiéndose en una combinacioén extrana
de elementos. Hay una variedad de reportes que aseveran que gran parte de la fobia hacia
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las matematicas comienza cuando a los ninos se les ensefia a sumar fracciones.

Otro factor que entra en juego es el nivel de preparaciéon que tienen los profesores de
ensenanza primaria. Al parecer las dificultades para comprender las fracciones llegan incluso
a los docentes. Existe una diversidad de afirmaciones erréneas en torno al concepto de fraccion
las cuales los profesores usan permanentemente, por ejemplo, que “simplificar una fraccion
es convertir la fracciéon en una més pequena”, o “un medio no es lo mismo que dos cuartos”,
o simplemente que “las fracciones no son nimeros”. Ademas, parece ser que las habilidades
procedimentales también son una dificultad en los docentes; Liping Ma detecté que tan solo
un 43 % de los profesores norteamericanos de primaria llegan a la respuesta correcta en una
tarea de division de fracciones [40].

Para hacer frente a todas estas probleméticas, en 2010 un comité de expertos, encabezados
por Robert Siegler, dieron 5 recomendaciones bésicas para dirigir el aprendizaje de fracciones
durante la educacion escolar [54]. Estas son:

1. Basarse en el entendimiento informal que tienen los alumnos de reparticion y propor-
cionalidad para desarrollar de forma inicial el concepto de fraccion.

2. Ayudar a los estudiantes a entender que las fracciones son nimeros y que expanden
el sistema de los ntimeros enteros. Usar la recta numérica como representacion lo mas
tempranamente posible.

3. Ayudar a los estudiantes a entender por qué los procedimientos para hacer calculos con
fracciones tienen sentido.

4. Desarrollar en los estudiantes la comprension conceptual sobre estrategias para resolver
problemas de proporciones antes de presentar como método de resolucion la multipli-
cacion cruzada.

5. Los programas de desarrollo profesional deberian tomar un lugar prioritario para me-
jorar la comprension por parte de los profesores de las fracciones y de como ensenarlas.

Sin duda, las recomendaciones anteriores son una buena guia para intentar mejorar la
ensenanza de las fracciones, sin embargo, estas no implican que basta con seguirlas para
solucionar el problema. La investigacion en relacion a este tema atin esta en pleno desarrollo.
Todavia hay aristas que no estan del todo claras y varios puntos en donde no hay consenso.
Lo que si es claro es la importancia de este tema a nivel educacional.

4.1.2. La importancia del buen aprendizaje de las fracciones

En 2006 fue creado en los Estados Unidos el National Mathematics Advisory Panel, comité
que tuvo como objetivo examinar y sintetizar la evidencia cientifica sobre la ensenanza y el
aprendizaje de las matematicas. El trabajo de este panel de expertos terminé en el ano 2008
con la entrega de un informe, en donde se senala que uno de los problemas graves en la
educacion escolar es la ensenanza del algebra [47]. Para intentar cambiar este escenario, se
propuso que el aprendizaje de este contenido debe tener como base tres ejes fundamentales:

1. La fluidez con nimeros enteros. Se debe desarrollar el sentido numérico, fomentar el
conocimiento de propiedades, representaciones y habilidades de célculo.
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2. La fluidez con fracciones. Se debe ensenar a ubicar fracciones en la recta numérica,
comparar fracciones y representarlas.

3. El conocimiento de aspectos particulares de Geometria y Medicion. Entender la seme-
janza de tridngulos es fundamental para la comprension del concepto de pendiente. Se
pueden usar las figuras para contextualizar expresiones algebraicas, como féormulas para
el area o perimetro.

Junto con esto, la influencia de las fracciones sobre el algebra es estudiada en una reciente
investigacion. A partir de datos de alumnos de Estados Unidos y Reino Unido, se revela que el
nivel de conocimiento de fracciones y division en quinto grado predice el nivel de comprension
de algebra y matematica en general en la secundaria [55]. Esta deduccion se hizo controlando
estadisticamente por otros tipos de conocimiento matematico, la capacidad intelectual en
general, la memoria de trabajo y el ingreso y educacion familiar. A su vez es sabido que el
desempeno en matematica en la secundaria es un predictor de la matricula en universidades
y del término de una carrera.

Las explicaciones van en dos corrientes. La primera considera que para las tareas asociadas
al algebra y la matematica mas avanzada, la operatoria con fracciones y la realizacion de
divisiones son cruciales para un buen desempeno. Otra explicacion considera que el trabajo
con fracciones es por si misma una tarea que requiere mayor esfuerzo cognitivo. Sin embargo,
se observa que la prediccion es valida para la generalidad de los alumnos, tanto para aquellos
con buen desempeno como los con mal desempeno en matematica.

Mejoras sustanciales en la ensefianza de fracciones a nivel béasico podrian entonces re-
percutir de manera significativa en el desempeno logrado por los alumnos en niveles muy
superiores.

4.1.3. Representaciones Privilegiadas y Mecanismos Ecolégicamen-
te Validos

Aparentemente hay representaciones que son privilegiadas sobre otras en el dominio del
razonamiento matemético. Esto serviria para explicar la causa de los errores comunes que se
cometen en fracciones y el trabajo con nimeros decimales. Como se dijo en el Capitulo 1 de
este trabajo, en general hay acuerdo que los fundamentos del razonamiento matematico estan
basados en habilidades innatas. Al aceptar la existencia de representaciones privilegiadas se
asume que el sujeto tiene un rol activo en el aprendizaje, pero que ademas existe una fuerte
influencia del medio ambiente [4].

Una segunda implicancia de la aceptacion de representaciones privilegiadas es el rechazo
del supuesto de equipotencialidad de los conceptos. La equipotencialidad significa que no hay
conceptos que a priori sean mas faciles o mas dificiles que otros.

En general, la equipotencialidad no se asume como cierta; es claro que ensenar niimeros
enteros es mucho mas facil que ensenar trigonometria; sin embargo, cuando los docentes
analizan un dominio conceptual en particular, por ejemplo las fracciones, generalmente se
asume la equipotencialidad. De este modo, se considera que la dificultad en visualizar las
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fracciones como razones, nimeros racionales, divisiones o nimeros decimales es la misma.
En vista de lo que se ha expuesto, distintas investigaciones indicarian que el supuesto de
equipotencialidad es erréneo, en particular para el razonamiento matemaético.

Una idea similar es la desarrollada por Gigerenzer [68], quien plantea que la comprension
de determinados conceptos depende fuertemente del formato en que sean estudiados. En
particular, Gigerenzer trabajo la comprension del concepto de probabilidad, concluyendo que
existe una diferencia sustancial en entender la probabilidad como una magnitud entre 0 y
1, por ejemplo que la probabilidad que ocurra un determinado evento es 0,1, y entenderla
asociado a una tasa de frecuencias, por ejemplo que un evento ocurra en 10 de cada 100 casos.
Este tultimo formato seria muchos mas comprensible y permitiria trabajar con probabilidades
de mejor forma.

Aparentemente, el formato frecuentista de las probabilidades podria tener origenes evolu-
tivos, lo que explicaria su ventaja sobre el formato decimal. Tener una medida de ocurrencia
de eventos dada la experiencia podria facilitar reconocer situaciones beneficionas o riesgosas
para el individuo. De este modo, los seres humanos estarfamos ecologicamente adaptados para
comprender las probabilidades como frecuencias. Este y otros hallazgos motivan a Gigerenzer
a hablar de mecanismos ecologicamente validos, siendo aquellos mecanismos cognitivos que
podrian deber su origen a la evolucion.

Desde este punto de vista, valdria la pena observar qué tipo de conductas estan presentes
en animales que estan bajo los seres humanos en la escala evolutiva y que a la vez intenten
ser base para la situacion aqui estudiada, es decir, el aprendizaje de fracciones.

Segiin algunos estudios, la capacidad de intercambiar no es propia de los seres humanos.
Experimentos conductuales con monos indican que éstos podrian negociar. El tipo de inter-
cambio entre monos se produce entre bienes y servicios, y se ajusta de acuerdo a la escases
de los bienes; los monos subordinados acicalan més a los monos dominantes con el fin de
tener mas comida en peridos cuando ésta es escasa [62] [61], las hembras acicalan més a una
hembra que recién ha sido madre para que éste permita a las otras tomar en brazos al bebe
en tiempos en que la tasa de natalidad es baja [27] [28], los machos tienden a acicalar méas a
las hembras fértiles cuando es periodo de apareamiento [26]. Los primates tienen mecanismos
de ajuste de sus tasas de intercambios muy sensibles, capaces de adaptarse a cambios en las
situaciones de su tribu. A este fenémeno suele denominarse Mercado Ecologico.

Tener en mente estos hallazgos podrian motivar la bisqueda de una representacion pri-
vilegiada asociada a las fracciones, en la linea de tasas de frecuencias o de intercambio de
objetos.

4.1.4. Otros estudios sobre fracciones

El problema del aprendizaje de fracciones no es tema de investigaciéon nuevo. Existe una
diversidad de estudios que intentan determinar cudl es el origen de las dificultades en su
aprendizaje y cudl es la mejor manera de ensenarlas. Algunas investigaciones senalan que la
ensenanza de fracciones debe estar orientada principalmente por el concepto de medida. Asi,
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lo fundamental para trabajar con fracciones es la definicion de una unidad de medida, lo que
permitira dar significado a las fracciones [65].

Otros proponen que una buena manera de abordar este concepto es mediante la idea de
intensidad. Asi, una fraccion se debe asociar a las nociones de velocidad, presion o densidad,
entre otras [29]. De esta manera, los investigadores apelan al sentido de proporcionalidad
que tendrian los estudiantes para ensenar las fracciones. Ademas, se indica que existirian
diferencias en desempeno cuando se construyen intensidades con distintos tipos de cantidades.
Cuando la intensidad se construye con cantidades continuas, como distancia y tiempo, los
resultados serfan mejores que cuando las intensidades se construyen con cantidades discretas.

También hay estudios que indican que existe una estrecha relacion entre el aprendizaje de
fracciones con las capacidades inhibitorias que tienen los alumnos. Esto se plantea ya que se
considera que la dificultad asociada a las fracciones esta ligada al sesgo hacia los niimeros
enteros [43] [44]. En vista que los ninos comienzan, en general, el aprendizaje de fracciones
una vez que han trabajado de manera extensa sobre los nimeros enteros, las dificultades en
fracciones resultan de no reconocer la diferencia entre los dos sistemas numeéricos, por lo que
aplican equivocadamente conceptos y algoritmos propios de los niimeros enteros.

Sin embargo, este no es un tema totalmente consensuado. Algunos investigadores conside-
ran que el problema surge de establecer analogias impresisas sobre los nimeros enteros. De
este modo, los ntimeros enteros deben ser vistos como parte de un sistema mayor, asociado
a la recta numérica mental [50].

Para entender en profundidad de qué manera se representan las fracciones en la recta
numeérica mental, la principal tarea que se ha ocupado en distintos estudios es la de compa-
racion. A los estudiantes se les presentan dos fracciones y se les pide determinar cudal es la
mayor. Las conclusiones obtenidas apuntan en distintas direcciones; algunos consideran que
al comparar fracciones, estas pueden ser vistas de manera holistica [22] [32] [53], mientras
que otros consideran que para determinado tipo de fracciones que se comparan se utilizan
determinadas estrategias, asi por ejemplo, cuando se comparan dos fracciones con igual nu-
merador, se suele utilizar la comparacion de niimeros enteros. Otras estrategias consisten en
transformar la fraccion a ntiimero decimal y luego comparar.

Lo cierto es que cuando los ninos comienzan el aprendizaje de fracciones, en la tarea de
comparar suele manifestarse el sesgo hacia los niimeros enteros, es decir, se considera como
fraccion mayor aquella que contiene en su escritura el niimero entero mayor. Con el fin de
intentar resolver esta dificultad, Wu recomienda usar la recta numérica para comparar fraccio-
nes [66]. Si se ocupa la representacion de la figura , esta puede causar serios inconvenientes.
De ahi que, en caso de ocupar esta representacion, se debe resaltar permanentemente que la
unidad es la misma en ambas fracciones que se comparan.

Wu también recomienda trabajar con fracciones unitarias (numerador igual a 1). Luego,
comparar fracciones con igual numerador es simplemente replicar una fracciéon unitaria tantas
veces como el numerador, asi por ejemplo, % se puede entender como 5 veces %. Ademas, tener
ntumeros de referencia, como el 1 o % podria facilitar la representacion de fracciones en la
recta numeérica.
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Figura 4.2: Problema en la Reprentacion Geométrica de Fracciones. Si no se insiste en que
para comparar fracciones se necesita representarlas con la misma unidad, se podrian llegar a
conclusiones erradas.

4.2. Presentaciéon del Experimento

4.2.1. Objetivo

Se pretendi6 con este estudio comparar el impacto de tres métodos de ensenanza en estu-
diantes que han iniciado el aprendizaje de fracciones. La ensenanza en los tres casos estuvo
orientada a que los alumnos aprendieran a comparar fracciones.

A cada uno de los estudiantes participantes de este estudio se les enseno sélo uno de los
siguientes tres formatos de representacion de fracciones:

e Fraccionar. Fraccién como parte de un cuadrado. Por ejemplo, % se representa como la
mitad de un cuadrado.

e Temporal. La fraccion asociada a la entrega de objetos cada cierta cantidad de dias.
Por ejemplo, % equivale a recibir un dulce cada dos dias.

e Intercambio. La fraccion asociada a una situacion de intercambio de objetos. Por ejem-
plo, % es igual a recibir un objeto por cada dos monedas que doy.

En base a la literatura y experimentos realizados anteriormente, se ha detectado una
tipologia en la preguntas de comparacion de fracciones. En las preguntas en que se presentan
dos fracciones y se le pide al estudiante identificar la mayor, se encuentran dos grupos de
preguntas:

e Congruentes: son aquellas preguntas cuya soluciéon coincide con la fraccion que tiene al
mayor de los cuatro ntimeros enteros que aparecen en la tarea; dos numerados y dos
denominadores.

e Incongruentes: son las no cogruentes.

La evidencia ha mostrado que las preguntas congruentes tienen mayor tasa de acierto que
las incongruentes. Esto es consistente con los hallazgos relacionados con el sesgo hacia los
niimeros enteros.

Un subconjunto de las preguntas incongruentes son las denominadas “Incongruentes Di-
ficiles”. Estas son aquellas preguntas incongruentes en que el segundo niimero mayor de los
cuatro se encuentra en la fraccion menor. Se denominaré “Incongruentes Simples”, a las pre-
guntas incongruentes que no son dificiles.
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Parte de este estudio tiene como propoésito analizar el impacto de los distintos formatos
en los distintos tipos de preguntas.

4.2.2. Participantes

En total, participaron 213 estudiantes, 109 mujeres y 104 hombres, todos cursando el
cuarto ano de ensenanza bésica. La edad promedio de los alumnos fue cercana a los 10 anos.
Los alumnos participantes pertenecian a dos colegios de la regién metropolitana, ambos
ubicados en sectores vulnerables; un colegio pertenece a la comuna de Pedro Aguirre Cerda
y el otro a la comuna de La Pintana. Estos alumnos estaban comenzando su aprendizaje
formal en el area de fracciones.

Para comparar los métodos de ensenanza se separaron de forma aleatoria en tres grupos,
los cuales se denominaron Fraccionar, Temporal e Intercambio.

4.2.3. Materiales

Para realizar este estudio, los alumnos asistieron al laboratorio de computacion de sus
colegios. Cada alumno ocup6 un computador de manera personal, en el que se trabajo con el
programa SAGDE (http://sagde.metaforas.cl/), el cual permite crear preguntar y registrar
las respuestas de los alumnos. Ademas, cada computador contaba con audifonos.

En parte de este estudio los alumnos debieron contestar preguntas, todas ellas de alter-
nativas. Para contestar, los alumnos tuvieron conectar un punto, que se ubica debajo del
enunciado, con la respuesta correcta. Es importante notar que los alumnos estaban familia-
rizados con el programa, ya que a la fecha, hacian uso de él una vez a la semana.

La realizacion de la tarea dur6 entre 30 y 45 minutos.

4.2.4. Descripcion del Test

Este estudio consideré un diseno experimental de tres etapas. La primera etapa corres-
ponde a un Pre Test comin para todos los alumnos. La segunda etapa es la denominada
etapa de Entrenamiento, en donde se separaron a los alumnos de manera aleatoria en los
tres grupos senalados. Finalmente, en la tltima etapa se realizé un Post Test comin a todos
los estudiantes. Un esquema del experimento se presenta en la figura Especificaciones de
cada etapa se encontraran en las siguientes secciones.

Pre Test

Todos los alumnos, con independencia al grupo definido, contestaron 18 preguntas al
iniciar el test. Estas preguntas se presentaron en un orden definido con antelacién. Una vez
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Figura 4.3: Esquema del Diseno Experimental

que el alumno respondi6 una pregunta, pasé a la siguiente sin recibir feedback y sin tener la
posibilidad de cambiar las respuestas ya emitidas.

Las seis primeras preguntas pidieron identificar cual es la mayor fraccion de dos que se
presentaron escritas en formato simbolico. Dos de estas preguntas fueron congruentes, dos
incongruentes simples y dos incongruentes dificiles. Todas estas preguntas tuvieron como
enunciado: “Conecta el mayor de los dos”.

Las seis preguntas siguientes tuvieron como objetivo identificar la habilidad de los alumnos
de utilizar las representaciones para comparar magnitudes utilizando el formato temporal,
pero sin hacer uso de la notacion simbolica de fraccion. El enunciado de estas preguntas fue:
“La profesora da dulces a sus alumnos. Conecta a quien prefiere”. Las alternativas fueron dos, y
eran de la forma “Juan: Recibe x dulces cada y dias”. Los numeros utilizados en las alternativas
de estas preguntas fueron los mismos que se utilizaron en las primeras series preguntas del
Pre Test, por lo que por cada pregunta en formato simboélico existe una pregunta en formato
temporal. Obviamente, esto hace que hayan dos preguntas congruentes, dos incongruentes
simples y dos incongruentes dificiles.

Las seis titimas tienen el mismo objetivo anterior pero en esta parte se utilizé la metafora
de intercambio, también sin hacer uso de la notacién simbolica de fraccion. El enunciado fue:
“;,Qué méquina me conviene mas?”. Las alternativas fueron del estilo “Maquina A: me entrega
x tickets por cada y fichas que pongo”. Al igual que en el caso anterior, los nimeros ocupados
en las alternativas fueron los mismos que en los casos anteriores. La correspondencia entre
cada una de estas preguntas se observa en la figura 4.4
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Conecta el mayor de los dos
La profesora da dulces a sus alumnos.
Conecta a quien prefiere,

1 21
2 80 Juan: Recibe 1 dulce cada 2 dias
Maquina A

Jorge: Recibe 21 dulces cada 30 dias Me entrega 1 ticket por cada 2 fichas que pongo

Maquina B
Me entrega 21 tickets por cada 30 fichas que pongo

Figura 4.4: Ejemplo de Preguntas del Pre Test. En el Pre Test hubo tres tipos de preguntas;
aquellas en formato simbélico, en donde se les pedia identificar la mayor de dos fracciones
escritas simbolicamente, aquellas en formato temporal, en donde se les pedia identificar qué
alumno terminaba siendo més favorecido, y finalmente aquellas en formato de intercambio, en
donde los alumnos debian identificar qué situacion era mas conveniente. Para cada pregunta
en formato simboélico, se plante6 su simil en formato temporal y de intercambio utilizando
los mismo nimeros enteros, como se indica en la figura.

Entrenamiento

En esta etapa, las actividades hechas por los alumnos dependieron del grupo al que fueron
asignados. El entrenamiento consistié en 5 bloques, en donde cada uno cont6 de un video y
dos preguntas. Tanto los videos como las preguntas a responder dependieron del grupo que
el alumno perteneci6. Todos los alumnos de un mismo curso realizaron esta etapa de manera
simultanea, y ninguno sabia que habian tres posibles entrenamientos.

En los primeros cuatro videos se presenté una fraccion especifica y el modo de repre-
sentarla. En los videos del grupo Fraccionar, las fracciones fueron enseniadas como parte de
un cuadrado. Asi, representar % equivale a marcar la mitad de un cuadrado. A los alumnos
del grupo Temporal se les ensené fracciones asocidndolas a la entrega de dulces cada cierta
cantidad de dias. Asi % equivale a recibir 1 dulce cada 2 dias. Por ultimo, en los videos del
Grupo Intercambio, se les ensené a los alumnos asociar las fracciones a una situacion en
donde recibian cierta cantidad de tickets por cada cierta cantidad de fichas que entregan, asi

representar % corresponde a recibir 1 ticket por cada 2 fichas que entrego.

Después de cada uno de estos videos, se les pidi6 a los estudiantes contestar dos preguntas.
En la primera se pidi6 identificar cudl es la representacion que se ajusta a una fraccion dada, la
cudl siempre coincide con la fraccion ensenada en el video. En la segunda pregunta se mostro
una representacion y se pidio identificar en un grupo de alternativas cuél es la fraccion que
se ajusta a ésta; la respuesta correcta coincide con la fraccion ensenada en el video.

En el dltimo video, se ensend a los alumnos a comparar fracciones ocupando las represen-
taciones correspondientes. Para el grupo Fraccionar la comparacion de fracciones se basé en
la comparacion de areas sombreadas de cuadrados de igual tamano. Para el grupo Temporal
e Intercambio la comparacion de fracciones quedd sujeta a encontrar la situacion més con-
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veniente. Asi, identificar el mayor entre % y i equivale a indentificar si es mas conveniente
tener un dulce cada dos dias o un dulce cada cuatro dias, en el caso del grupo Temporal, o
un ticket por cada dos fichas que pongo o un ticket por cada cuatro fichas que pongo, en el
caso del grupo Intercambio. Luego del video, se les hicieron a los alumnos dos preguntas, en
cada una se les pedia identificar la fraccién mayor, siendo una pregunta congruente y la otra
incongruente.

En esta etapa los alumnos recibieron feedback y podian modificar su respuestas en caso de
responder de manera incorrecta. S6lo pudieron avanzar en el test si encontraron la pregunta
de forma correcta.

La tabla muestra las fracciones utilizadas en cada video y sus duraciones segtin cada
grupo.

‘ Bloque ‘ Fraccion ensenada ‘ Video Fraccionar ‘ Video Temporal ‘ Video Intercambio ‘

1 3 1:17 1:23 1:08
2 2 1:35 1:23 1:04
3 3 2:20 1:50 1:54
4 2 1:26 1:17 1:15

v/s
5) 1:33 1:39 1:42

v/s

N[ =
=

ool
NeJ o

Tabla 4.1: Tiempo y Contenido de Videos de la Etapa de Entrenamiento

Es importante notar que en la etapa de aprendizaje no se hizo mencién a los nombres

propios de las fracciones, asi por ejemplo, cuando se presentd % no se hizo referencia a “un
medio”; si no se indicaba que ese simbolo tiene un determinado significado, de acuerdo al tipo

de instruccion. Més atn, en ningin video se mencion6 la palabra “fraccion”.

Post Test

En esta etapa se deseaba estudiar la habilidad de comparar fracciones. Se eligieron 8
fracciones, de modo que cada pregunta se genera comparando dos de estas. Asi se tiene un
total de 28 preguntas. Las fracciones escogidas fueron:
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En todas las preguntas se pidié identificar la fraccion mayor, ocupando siempre el enunciado
“Conecta el mayor de los dos”. Notese que la distancia entre todas las fracciones es mayor a
0,2.

En esta etapa se di6 prioridad a preguntas incongruentes. Asi, del total de 28 preguntas
generadas, se tiene que hubo 8 congruentes y 20 incongruentes. Las preguntas segin su
clasificaciéon se muestran en la tabla donde C identifica a las preguntas Congruentes, IS
a las Incongruentes Simples e ID a las Incongruentes Dificiles.

-|ID|C|IS|IS|ID]|IS

- |ID | ID | ID | ID

- (ID |ID | ID
- |ID| C
- | C

b 1o et | S | | Mo 13 | s [

Tabla 4.2: Clasificaciéon de Preguntas

Las 28 preguntas fueron presentadas a cada estudiante de manera aleatoria. Cabe notar
que no se presentaron todos los ordenes posibles de las preguntas, por ejemplo, se mostro
la pregunta en donde % se ubicaba a la izquierda y % a derecha, y no aquella en donde
LZL se ubica a la derecha y 2% a la izquierda. Sin embargo, se procurd que en el caso de las
preguntas Congruentes la mitad de las respuestas correctas se ubicaran a la izquierda y la
otra mitad a la derecha. L.o mismo se hizo para las preguntas Incongruentes Simples y para las
Incongruentes Dificiles. Esto se hizo pensando que en caso contrario se tendria un Post Test

de 56 preguntas, lo que se consider6 como demasiado extenso para ninos de cuarto béasico.

Otro punto importante, es el hecho que las primeras seis preguntas del Pre Test coinciden
con algunas preguntas del Post Test, lo que permitié medir el aprendizaje alcanzado por los
estudiantes.

4.3. Principales Resultados

Cada pregunta del Pre Test puede ser clasificada de acuerdo a dos factores, el tipo de
pregunta, es decir, si fue formulada usando fracciones en formato Simboélico, formato Tem-
poral o formato Intercambio, y segin la congruecia, en Cogruente, Incongruente Simple o
Incongruente Dificil. Esto hace que las preguntas se puedan clasificar en 9 tipos, combinando
los dos factores mencionados.

Si se toma las preguntas en formato Simbolico, es decir aquellas en donde aparecian los
simbolos fraccionarios, comparando por tipo de congruencia se tiene las preguntas congruentes
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tienen un desempeno superior al azar, no siendo asi para las incongruentes simples y dificiles.
Junto con esto, se tiene que las preguntas Incongruentes Simples tiene una mejor correctitud
que las preguntas Incongruentes Dificiles (p-valor<0,001).

Si se consideran las preguntas en formato Temporal, se tiene que las preguntas Congruentes
e Incongruentes Simples tienen una correctitud sobre el azar, pero no las Incongruentes
Dificiles. Ademas, se tiene que las preguntas Congruentes tienen asociado un mejor desempeno
que las preguntas Incongruentes Simples(p-valor<0,001), y estas tltimas un mejor desempeno
que las Incongruentes Dificiles (p-valor<0,001).

Un situacion similar se observa para las preguntas en formato Intercambio. De igual mane-
ra al caso anterior, las preguntas Congruentes e Incongruentes Simples tienen una correctitud
sobre el azar, pero no las Incongruentes Dificiles. Sin embargo, en este caso no se puede decir
que las preguntas Congruentes tienen un mejor desempeno que las preguntas Incongruentes
Simples(p-valor>0,05). Si observa ademas que en las Incongruentes Simples se obtiene un
mejor desempenio que en las Incongruentes Dificiles (p-valor<0,001).

Un resultado interesante resulta al comparar el tipo de preguntas a un mismo nivel de
congruencia. En el caso de las preguntas Congruentes, en todos los formatos, como se men-
cion6 anteriormente, se tiene una correctitud superior al azar. Sin embargo, las preguntas
en formato Temporal tiene una correctitud mayor que las preguntas en formato Simbolico e
Intercambio (p-valor<<0,05). Para el caso de las Incongruentes Simples, sélo las preguntas en
formato Temporal e Intercambio superan al azar, sin encontrar diferencias estadisticamente
significativas en estos dos formatos (p-valor>0,1), mientras que las preguntas en formato
Simbolico no superan el 30 % de correctitud. Este hallazgo es muy importante, ya que indi-
caria que parte de la dificultad que tienen los alummnos para comparar fracciones se puede
resolver apelando a la representacion adecuada. Finalmente, para el caso de las preguntas
Incongruentes Dificiles, si bien todos los formatos tienen desempenos inferiores al azar, se
tiene que el formato Intercambio tiene un mejor resultado que el Temporal y el Simboélico
(p-valor<0,001), y el formato Temporal mejor al formato Simbolico (p-valor<0,001). Toda
esta informacién se encuentra sintetizada en el grafico de la figura [4.5

Para el caso del Post Test, se calculé por separado el desempeno obtenido por cada alumno
en las preguntas Congruentes, Incongruentes Simples e Incongruentes Dificiles. Dado que en
este escenario el entrenamiento es un factor clave, se realizé un test ANOVA para estudiar
la existencia de diferencias en cada uno de los promedios indicados. Se encontrd que en las
preguntas Congruentes e Incongruentes Dificiles existe una diferencia estadisticamente signi-
ficativa entre los distintos tipos de entrenamiento (p-valor<0,02 en ambos casos), no asi para
las preguntas Incongruentes Simples (p-valor >0,5). Haciendo un andlisis Post-Hoc, se tiene
que en el caso de las preguntas Congruentes el grupo Fraccionar tiene un desempeno supe-
rior al Grupo Temporal (p-valor<0,05), no registrandose ninguna otra diferencia importante.
Para el caso de las preguntas Incongruentes Dificiles, se tiene que el desempeno del Grupo
Temporal es superior al Grupo Fraccionar. No se puede declarar que El Grupo Intercambio
es, términos estadisticos, distinto a los otros dos grupos. Esta situacion se resume en el grafico
de la figura [4.6

Por otra parte, se quiso estudiar si hubo un aumento de desempeno después del entrena-
miento. Para ello, se tomaron los resultados de las preguntas en formato Simboélico del Pre
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Figura 4.5: Resultados Pre Test

Test y se compararon con su desempeno en el Post Test. Recuérdese que todas las preguntas
en formato Simbolico del Pre Test se repitieron en el Post Test. Asi, para cada pregunta se
calculd la diferencia entre el puntaje obtenido en el Post Test con obtenido en el Pre Test,
luego se promediaron las preguntas que tenian el mismo tipo de congruencia.

Inferir si un determinado grupo aprendi6 se traduce en determinar si el promedio de
las diferencias de desempeno es mayor que 0 en términos estadisticos. En el caso de las
preguntas Congruentes esto no ocurre para ningin grupo (p-valor>0,05 en todos los casos).
Sin embargo, en las preguntas Incongruentes Simples y Dificiles se encontré que en todos
los grupos la diferencia de desempeno es superior a cero (p-valor<0,05 en todos los casos).
Ademas, se encontrd que existe una diferencia en la contribucion que hacen los métodos
de ensenanza. El Grupo Temporal tiene mas de 14 puntos de diferencia sobre el Grupo
Fraccionar (p-valor<0,05). La figura hace sintesis de estos hallazgos. La diferencia entre
el grupo Intercambio y Fraccionar en este caso no es significativa.

4.3.1. Primeras Conclusiones del Estudio

De los analisis estadisticos hasta aqui expuestos se puede decir varias cosas. En primer
lugar, de los resultados del Pre Test se concluye el evidente sesgo hacia los niimeros enteros
en la tarea de comparar fracciones en lenguaje simbolico, pues en general, se considera la
fraccion mayor a aquella que posee niimeros grandes. Sin embargo, cuando se lleva a los
estudiantes a una situacion en donde deben identificar la situacion mas beneficiosa, el sesgo
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Post Test

Grupo
B Fraccionar

B Temporal
[ Intercambio

1007

Media

Promedio Promedio Promedio
Congruentes Incongruentes Incongruentes
Simples Dificiles

Barras de Error: Intervalos de Confianza al 95%

Figura 4.6: Resultados PostTest

tiende a disminuir. Esto se observa en los resultados del Pre Test en las preguntas en formato
Temporal e Intercambio. Esto hace pensar que para tener éxito en la tarea de comparacion
de fracciones podria ser 1til representarlas en uno de estos dos formatos.

Por otra parte, los resultados del Post Test indican que si bien las diferencias de desempeno
entre las preguntas Congruentes, Incongruentes Simples e Incongruentes Dificiles, también
es cierto que hay un aumento en el desempeno con respecto al Pre Test. Al momento de
comparar los tres métodos de ensenanza se observa que el que tiene mejores desempenos en
las preguntas Incongruentes es el método Temporal, siguiéndole el método de Intercambio.

Hasta acd, se podria decir que el método Temporal aporta mas que el método tradicional
de ensefianza (en términos estadisticos). Sin embargo, estos andlisis no logran capturar el
tipo de estrategia que podrian estar utilizando los alumnos al momento de contestar las
preguntas. La siguiente seccién intenta hacerse cargo de este problema, proponiéndose una
serie de métodos para lograr identificar qué tipo de estrategias utilizarian los estudiantes.
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Aprendizaje

Grupo
B Fraccionar
40 B Temporal
] Intercambio
307
207
S
T 10
[
=
0_
-10
-20
-30 T T I
Aprendizaje Aprendizaje Aprendizaje
Congruentes Incongruentes Incongruentes
Simples Dificiles

Barras de Error: Intervalos de Confianza al 95%

Figura 4.7: Nivel de Aprendizaje entre PreTest y PostTest

4.4. FEscalamiento de Fracciones

Una pregunta recurrente en la tarea de comparacion de magnitudes es si los ninos tienen
una estrategia con la cual ordenan las fracciones. Dicha estrategia deberia verse manifiesta
en las respuestas entregadas por los estudiantes al momento de decidir cual es la mayor de
las dos fracciones en cada pregunta del test.

La manera usual de abordar esta pregunta por parte de los investigadores es proponiendo
diversas estrategias y comparar los respuestas que arrojaria la estrategia con las respuestas
dadas por los alumnos. Este procedimiento culmina entregando un perfil de estrategia, indi-
cando cudles son las dominantes y en qué proporcion se encuentran. Sin embargo, este modo
de proceder tiene una dificultad intrinseca. Si se testean dos estrategia que son muy simi-
lares en sus respuestas, el método indicard que ambas estrategias son igualmente ocupadas
por los estudiantes. Dado que en principio podrian existir infinitas estrategias a testear, esta
metodologia podria no ser tan ttil, ya que impediria seleccionar con claridad una estrategia
dominante.

En este estudio se tom6é un enfoque diferente. En vez de testear distintas estrategias
que podrian haber ocupado los alumnos, se procedera a ordenar las fracciones ocupadas en
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el experimento a partir de un criterio dado y utilizando las respuestas de los alumnos. El
objetivo es entonces, suponiendo que existe una estrategia con la que los ninos ordenan las
fracciones, encontrar dicho orden a partir de las respuestas y luego, inferir una estrategia.
Esta estrategia debe ser coherente con el orden encontrado, ya que este ultimo es el que debe
ser la base para cualquier deduccion y no al revés.

En los términos utilizados en los capitulo 2, lo que se quiso hacer es encontrar un escala-
miento de las fracciones ocupadas en el experimento. El disenno experimental ocupado permite
realizar este trabajo con los datos obtenidos del Post Test, ya que al seleccionar las 8 fraccio-
nes y preguntar por todos los pares que se pueden generar, se tiene la informacion precisa de
como resulta ser la comparacion entre cada uno de los estimulos. Para lograr el objetivo, a
lo largo del desarrollo de este estudio, se plantearon 3 metodologias. A continuaciéon se hace
mencion de cada una de ellas, destacando sus beneficios y desventajas. Es importante resaltar
que las metodologias aqui expuestas son enfocadas hacia la realizacion un analisis global de
los datos, y no pretenden, en principio, ser herramientas para hacer estudios individuales de
los alumnos testeados.

4.4.1. Meétodo de Escalamiento Multidimensional

Para simplificar la notacion, a cada fraccion se le asocié un nimero de 1 a 8, de forma
correlativa, segtin el orden ascendente natural de las fracciones utilizadas.

Un supuesto que se hara sobre la tarea, es que ésta se ajusta a un modelo B.T.L. visto en

el capitulo 2. Asi, la probabilidad de declarar j mayor que i esta dada por

v;  exp(t; —0)
(] =+ N 1+ exp(Qj — 91)

P =

donde 0; = log(v;). De este modo, si se define iji como la respuesta del alumno £k a la
pregunta en que se le pide identificar si j es mayor que i, donde Z]"1 es 1 si declar6 que j es
mayor y 0 si no, entonces, por la ley de los grandes ntimeros, se deberia tener que

— Yz
Zji:T]%f(ej_ei)
donde f(z) = 1-?2;2;:6()9;) y N la cantidad total de alumnos. Con esto, se podria inferir que

171 (Z5s) | = 10; — 6

obteniendo de esta manera una matriz de distancias. Luego, lo que queda es aplicar el
método de escalamiento multidimensional expuesto en el capitulo 2.

Una primera dificultad de este método surge cuando se plantea el escenario en donde todos
contestan correctamente las preguntas. Si bien, puede ser poco probable, es un escenario
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posible, sobre todo si se establece que existe alguna estrategia que utilizan los alumnos para
contestar. Cuando lo anterior ocurre, se tiene

/71 (Z5i) | = o0 > 16; —

lo que impide hacer cualquier tipo de célculo. Algo similar ocurre cuando todas las respuestas
son incorrectas. Una manera de resolver esto es suavizando la estimacion de las probabilida-
des, de modo que
N k
7 _ > (Z5) +1
! N +2

~ [ (0; —6h)

Con esto, siempre la estimacion de las probabilidades serd menor estricto que 1 y ma-
yor estricto que 0, por lo que se podra calcular la inversa de la funcion f, y proceder con
el método de escalamiento multidimensional. Sin embargo, un nuevo problema aparece. Se
deberia esperar que si se tiene sélo respuestas correctas, el escalamiento de las fracciones sea
el correcto. Esto no ocurre con esta metodologia, lo que observa en la figura [£.8] Una de las
razones de esto es la aplicacion de la funciéon valor absoluto, ya que al utilizarla se pierde la
estructura de orden de los datos. Ademés, en el escenario en que todas las respuestas son
correctas, se tiene que la distancia entre todos los estimulos es la misma, lo que implica que
el buen espacio para representarlas debe tener dimension 7 (la cantidad de estimulos menos
1), por lo que un espacio unidimensional no tiene poder representativo.

k3

40
21 6 93 6 1
30 20 1O 2 1 5 2
= | L I | | \ |
15 ] 05 0 05 1 15 2

Figura 4.8: Problema del Método de Escalamiento Multidimensional

Este hecho hace de este método una herramienta poco 1til, sin embargo, sus caracteristicas
iniciales serviran para dar pie al método de maxima verosimilitud.

4.4.2. Meétodo de Maxima Verosimilitud

Siguiendo el supuesto sobre Pj; utilizado en el método anterior, en esta parte se asumira que
las respuestas entregadas por los alumnos al momento de comparar 7 con i, son realizaciones
independientes de la variable aleatoria

Zj; ~ Bernoulli (f [0; — 6i])

con f(x) = %. La estructura de este método es similar a la utilizada en la Teoria
de Respuesta al Item, en donde también se utiliza el supuesto de independencia entre las

respuestas entregadas en un test [9).
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Considerando, al igual que en el caso anterior, que iji = 1 cuando el alumno £ declara
que j es mayor que i, y ij'i = 0 si no, entonces, la verosimilitud de una muestra de tamano

N esta dada por
N
k _
[ITI/ 007 11— s -0
k=1 i<j

tomando logaritmo queda

SN 2k log (f (0;—6) + (1= Z§) log (1 — f (0; — 6,))

k=1 i<j

lo que es igual a

N> Zji-log (f (6;— 6)) + (1= Zj) log (1 — f (6; — 6))

= X1 2 . .
donde Z;; = =*5—=. Notese ademas que

exp(x)
1+ exp(x)
1
1 + exp(z)
__empl-a)
1 + exp(—x)
= f(=x)

1—f(x)=1-

Asi se tiene maximizar la verosimilitud de la muestra equivale a maximizar

> Zji-log (f (8; — 6:)) + (1 — Zj) log (f (6: — 65))
i<y
Debe observarse que si se quiere maximizar con respecto a #;,1 = 1,...,p se tiene que

el problema no tiene solucion tnica, ya que si (64, ...,0g) es solucion, (0 + K, ..., 05 + K)
también lo es. Esto es condicién para imponer la restriccion:

20120

Con esto, se tiene el problema de optimizacion

Maz Y  Zsi-log (f (8; = 0)) + (1 = Zj;) log (f (6: = ;)

i<j
s.a. Z 6, =0
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Ahora bien, la solucién del problema anterior también sera solucion del problema,

]\/[9171 ZFJI (93 — 91)

i<j

s.a. Z@i =0

i

donde
Fji (0, — 6;) = —Zj; - log (f (0, — 6))) — (1 — Zj) log (f (6 — ;)

Se tiene que el problema de minimizacién anterior es un problema convexo. En efecto, hay
que observar que las funciones Fj; son convexas, pues

8Fji — 1 ’ - 1 /
=—Ji——f (0, — 0, 1—2Z4) ———f(6; — 0;
aej ]f(ej—(gi)f( J ])+( J)f(el_ej)f( ])
Por simetria se tiene que
oFy _8Fj~
06, 06
lo que implica que
PPy OPFy  0PF;  0*Fy
89]2- 092 00,00, N 00,00,
Ademés se tiene que
8217]'1 exp(ej — 91) exp(é’i — QJ)

= Zji +(1-7Z;
ag? ! (1 + e:z:p(ej — 91))2 ( ! ) (1 + e[L’p((gi — ‘9]'))2

Luego, a 6; y 6; fijos, la matriz hessiana de Fj; es de la forma

a  —«
—a  «
con o > (. Luego, en vista que

(0; 6) (_(J‘a ;&)(Zﬂi'):a(ej—eif

se tiene que la matriz Hessiana es semidefinida positiva. Luego, la funciéon Fj; es convexa,
y dado que la funcién objetivo es suma de funciones convexas y el conjunto en donde se
restringe el problema es convexo, se tiene que el problema es convexo.

Sin embargo, esta situaciéon no asegura existencia de soluciones. Es més, si Z_]1 = 1 para
todo par j,1i, se tiene que el problema es irrestricto. Con esto, se hace necesario, imponer un
suavizamiento sobre las estimaciones de las probabilidades de declarar que j es mayor que i.
Este sera el mismo que se ocup6 en el método anterior,

N k
7 > (Z5) +1
! N +2
Con esto, y simulando que todos los alumnos contestan correctamente, a diferencia del método

anterior, si se tiene como resultado un buen ordenamiento de las fracciones en estudio, como
se muestra en la figura [1.9
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Figura 4.9: Consistencia del Método de Maxima Verosimilitud
4.4.3. Meétodo de Camino Maximo

La ultima propuesta de ordenamiento hecho como parte de este trabajo, estd basada en
la idea de incremento psicométrico. Si se asume que existe un orden predominante en la
tarea de comparacion de fracciones, entonces se deberia tener que si j se concibe mayor que
i entonces, la probabilidad de declarar j mayor que i debe cumplir

De este modo, para cada par i,j de estimulos se tiene que, o bien P;; > %, o bien F; > %
Si eventualmente los estimulos son ordenados de forma creciente bajo algtun criterio, digase
iy, 1s,...,1g , entonces una condicién necesaria que se deberia cumplir es que

. (4.1)

k+1,lk 9

p
VEk=1.7

Una primera pregunta es si bajo cualquier configuraciéon de los resultados entregados
por los alumnos, existird un orden de las fracciones que cumpla la condicién anterior. Para
responder esto, se ocupard el marco de teoria de grafos. El tipo de grafos con el que se
trabajara estd dado por la siguiente definicion

Definicién 4.1 Se dird que un grafo dirigido es de discriminacion si su matriz de incidencia
A, cumple
1 sii#y
Ajj+ A= L
0 sti=
Es decir, para todo par de nodos existe un unico arco que los une.

Recuérdese que las matrices de incidencias en grafos dirigidos son matrices cuadradas de
orden n, donde n representa la cantidad de vértices del grafo. Estas matrices estan compuestas
solo de ceros y unos, encontrando un 1 en la posicion (i, j) si existe el arco que parte desde
el vértice i y llega al vértice j.

A partir de los resultados entregados por parte de los alumnos, se puede construir un grafo
de discriminacion, en donde la matriz de incidencia queda dada por

: 1
1 si fyj >3

ij = )
0 sino
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Con esto, encontrar una secuencia de vértices que cumpla la condicion (4.1) equivale a
encontrarar un camino Hamiltoniano en el grafo de discriminacion construido. La siguiente
proposicion muestra que esta condicién siempre se cumple.

Proposicion 4.2 Todo grado de discriminacion posee un camino Hamiltoniano dirigido

DEMOSTRACION. Se procede por induccion sobre la cantidad de vértices. Para n = 2 la exis-
tencia del camino Hamiltoniano es evidente, ya que hay un tinico arco en el grafo, el cual es
el que une a los dos vértices.

Para mostrar que si se tiene la propiedad para n vértices, entonces se tiene para n + 1,
noétese lo siguiente. Si se toma un grafo de discriminacién con n + 1 vértices, entonces, si se
selecciona n vértices cualesquiera, y se restringe el grafo a esos nodos, entonces, por hipotesis
de induccioén, existe un camino Hamiltoniano que recorre a los n vértices seleccionado. Sin
pérdida de generalidad, enumérese a dichos vértices desde 1 hasta n segin el recorrido del
camino.

Por otra parte, dado que el grafo con los n+ 1 vértices es de discriminacion, existe un arco
que une al nodo n 4+ 1 con el primer vértice del camino Hamiltoniano. Si este arco parte en
el nodo n + 1 y llega a 1 entonces se tiene un camino Hamiltoniano para el grafo completo.
A su vez, como el grafo es de discriminacion, entonces existe un arco que une a n con n + 1.
Si este arco parte en n y termina en n + 1, entonces se tiene un camino Hamiltoniano para
el grafo completo. Estas dos situaciones se pueden apreciar en la figura 4.10

Figura 4.10: Situaciones simples de existencia de camino Hamiltoniano

De este modo, supdngase que no se tiene ninguna de las dos situaciones antes mencionadas,
es decir el arco que une a n+ 1 con 1 comienza en 1 y termina en n + 1, mientras que el arco
que une a n con n + 1 comienza en n + 1 y termina en n.

Considérese i dado por
i= inf 7
JiAny1,;=1
es decir, i es el primer vértice en el camino Hamiltoniano desde 1 hasta n, en donde el arco
que se conecta con n + 1 sale del nodo n + 1. Esto se intenta ilustrar en la figura [4.11

Asi, se tiene que un camino Hamiltoniano para el grafo completo seria el camino (1,2, ..,i—
I,n+1,i,i+1,...,n—1,n). Luego, siempre existe un camino Hamiltoniano para un grafo de
discriminacion.

]
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Figura 4.11: Situacion General de existencia de camino Hamiltoniano

En vista de la proposicion anterior, habria que determinar algtin criterio para elegir un
camino Hamiltoniano. Dado que se busca una escala, parece razonable proponer el camino
que mas discrimine, esto es, el que maximice

i
L

P

Eolk+1 5

B
Il
—

donde n es la cantidad de estimulos, en este caso, fracciones.

Una condicién necesaria que debe cumplir un camino para ser Hamiltoniano es que de
todos los vértices puede salir a lo mas un arco, que de todos los vértices puede incidir a lo
més un arco, y que la cantidad de arcos que forman el camino es exactamente n — 1, donde
n es la cantidad de vértices. Si se observa este camino como un subgrafo, se tiene que esta
condicion no es suficiente. La figura 4.12) muestra un contraejemplo de esto.

NG
O O
/ T O
O O&O/
Figura 4.12: Contraejemplo sobre condicion suficiente de Camino Hamiltoniano.
Sin embargo, trabajar con esta condicién necesaria puede ser 1til para encontrar el camino
que se busca. Una manera para tratar de encontrar este camino, es formulando un problema

de programacion lineal entera en donde el conjunto de restricciones se asocie al cumplimiento
de las condiciones descritas. Este problema se formula de la siguiente manera

1
Mar 3 (P 5) X
ij
S.a. Xi,j S Ai,j

X1, <1,

ZXi’j =n—1
1,j

Vi,j X;; €4{0,1}
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1, es el vector de n componentes donde todas valen 1. La incégnita en este problema es
la matriz X, la cual determinara el camino que se busca. La primera restriccion alude a
que el camino esté dentro del grafo, mientras que las restantes son las correspondientes a la
condicién necesaria senalada para que el camino sea Hamiltoniano. Este problema se puede
trabajar como un problema vectorial de la siguiente forma

n2

k=1
S.Q. Yk SAk
v-y<i,

U.Y<1,
ZYk:n—l
k

Vk Vi € {0,1}

Donde V), = X ;, P, = Pj,i—%, Ay, = A;j con k = (i—1)n+j, mientras que U, U € My,
estan dadas por
U= (Uy,U,,..Uy,)

0 sino

1 sii=k
(Uk)ij = {
con Uy, € Mysn, v

U=(,1,..1)
donde I es la matriz identidad de orden n. Esta formulacion es ttil, ya que para resolver estos

problemas se utilizaron métodos numéricos cuyos inputs deben ser ingresados en formato
vectorial.

El problema anterior no necesariamente tiene solucién tnica ni tampoco es un camino
Hamiltoniano. En caso que se encuentra una soluciéon que sea un camino Hamiltoniano, se
consigue un criterio de orden que parece ser razonable. Una observacion importante es el que
el método es consistente, pues si los alumnos contestaran de manera totalmente correcta,
entonces el problema de optimizaciéon tiene solucién tdnica y el método entrega un orden
correcto. En la figura [4.13| se observa que en cada arco aparece el valor del incremento
P — 1.

J 2

4.4.4. Comparacién de los Métodos

Un primer ejercicio que se puede ejecutar para comparar los métodos es aplicarlos a
nivel global con los resultados obtenidos del PostTest. Distinguiendo las respuestas de los
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Figura 4.13: Consistencia del Método de Camino Maximo

estudiantes segtn el tipo de entrenamiento al que fueron sometidos, se puede crear tres tipos
de escalamientos distintos para cada método.

En el caso del método de Maxima Verosimilitud los escalamientos para cada uno de los

grupos de entrenamiento se puede ver en la figura [£.14]

Grupo Fraccionar 4
40
1 3 6 i 65 9 21
2 2 5 1 2010 30
| | | | | 1
15 -1 05 0 05 1 15
Grupo Temporal
I 36 i D, B 5 21
2 2 5 4 10 20 10 30
| | 1 | | | 1
06 -04 02 0 02 04 06
Grupo Intercambio
1 3 (6] z 9 B 4 21
2 2 5 4 10 20 40 30
| | | ] | | | | | |
-04 02 0 02 04 06 08

-1 -08 06
Figura 4.14: Escalamiento con Maxima Verosimilitud segin Tipo de Entrenamiento

De las figuras anteriores se aprecia que en la mayor parte de los alumnos se tiende a
considerar como las fracciones mayores aquellas que estan formadas, tanto numerador como
denominador, por nameros grandes. Asi, segun este tipo de analisis, es poco claro el aporte
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que tienen los distintos métodos de ensenanza. Sin embargo, es importante notar que el
entrenamiento fue bastante breve, por lo que si se quiere buscar diferencias entre los distintos
métodos de ensenanza, se tendra que identificar pequenos cambios de comportamiento en los
alumnos. El método de maxima verosimiltud para estimar escalamiento se ve fuertemente
influenciado por la gran cantidad de alumnos que no realizé correctamente la tarea.

A conclusiones parecidas llega el método de Camino Maximo, en donde se observa la
misma tendencia que en el caso anterior, esto es, asociar como fracciones mayores aquellas
formadas por ntimeros mas grandes. Los caminos para cada grupo se muestran en la figura
[4.15] Tanto el grupo Temporal como el Intercambio tienen el mismo ordenamiento, mientras
que el grupo Fraccionar difiere solamente en las dos tltimas fracciones que considera como
mayores.

Grupo Fraccionar Grupo Temporal Grupo Intercambio
] 5 [ 9 G 9
5 LO 5 10 5 10
b4 1 7 1 o 4 o
3 21 3 21 3 21
2 4730 2w £30 B d PEY
14 : 1 44 } 1 14 ) ) 1
1 2 1 2 1 7
Y ye ] ye ]

=&
.

6

£ 4 £ A
20 10 20 10

Figura 4.15: Camino Maximo segin Tipo de Entrenamiento

Dado que ambos métodos entregan una visualizacion global del comportamiento, es bas-
tante dificil identificar diferencias pequenas entres los grupos. Una alternativa para resolver
esto seria aplicar cada uno de los métodos con las respuestas individuales de cada alumno. Si
bien esto podria dar luces de patrones en el comportamiento individual, los métodos terminan
por entregar 8 parametros construidos con 28 datos. Esto podria hacer que los métodos se
vuelvan poco robustos y el anélisis invalido. Otro problema que genera este tipo de métodos
es el diseno experimental que involucra, ya que para poder aplicarlos es necesario testear
todas las combinaciones entre estimulos analizados, como se di6 en el Post Test. Sin embar-
go, los métodos no pueden ser aplicados en el Pre Test ya que, en el caso del Método de
Maxima Verosimilitud, el tipo de estimaciones que podrian dar estaria sesgada de acuerdo a
las preguntas con las que se construye el analisis, por ejemplo, si s6lo hubiera una pregunta
donde hay una fraccion especifica que se compara con otra, entonces el método entregaria
solo dos posibles relaciones, que una fraccion es mayor a la otra, o que es menor a la otra. De
este modo, no se puede establecer con claridad la relacién entre dicha fraccién con las que
no se comparan directamente. En el caso del método de Camino Maximo, si no comparan
directamente todas las preguntas, puede darse que el camino Hamiltoniano no exista.

Para intentar analizar los resultados en situaciones generales, en donde no sea necesario
la comparaciéon directa entre todos los estimulos involucrados, se propondra un modelo ba-
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sados en estrategias. Se supondra que un alumno puede ocupar una de dos estrategias al
momento de contestar una pregunta, dando la posibilidad que distintas estrategias generen
distintas respuestas. Luego se estimara la probabilidad de utilizar una determinada estrategia
al momento de comparar fracciones.

4.5. Estimacion de Estrategias

En este modelo, se dard una estructura precisa a PJ’j’, esto es, la probabilidad de declarar
j mayor que i por el alumno k. A diferencia de los modelos anteriores, aqui se incorpora un

factor por alumno, el cual serd especificado més adelante.

Al evento de declarar 5 mayor que i por el alumno k se denominara Dfi. Obviamente, se
tiene que P (D%) = P%

En principio, podrian existir miltiples estrategias que los alumnos serfan capaces de utili-
zar. Para simplificar el modelo, se asumira que los alumnos s6lo pueden utilizar dos estrategias
para comparar fracciones. La primera de ellas, que se denominé estrategia R, es aquella que
al utilizarla, la probabilidad de encontrar la mayor de dos fracciones depende del cuociente
entre ellas. Por otra parte, la estrategia restante, la que se denominé por estragia M, es
aquella que al utilizarla, la probabilidad de encontrar la mayor de dos fracciones depende de
la diferencia de los maximos entre el numerador y el denominador de cada fraccién.

<
d

P (D | R) = f (log(j) — log(1))

Asi, el modelo que se propone supone que, sii= ¢, j = entonces

y que
P (Dfi | M) = f (maz(c,d) — maz(a,b))

donde ()
exp(x
J(w) = 1 + exp(x)

Con estas definiciones, se entiende que utilizar la estrategia R es mas correcto que utilizar la
estrategia M, ya que con la primera al momento de seleccionar la mayor de dos fracciones,
es mas probable elegir aquella que realmente es la mayor que elegir la menor.

A su vez, la probabilidad que el alumno k utilice la estrategia R se denominara «y. Por
consiguiente, la probabilidad que utilice la estrategia M es 1 — a.

Luego, con el modelo establecido, se tiene por el teorema de Probabilidades Totales que

Pfi = f(log(3) — log(i)) - ax + f (maz(c,d) — max(a,b)) - (1 — ay)

Con esto, la tarea que queda es determinar para cada alumno cuanto vale ay.

Se define Z]’?i la respuesta que entrega el alumno & al comparar i con j, valiendo 1 si declara
que j es mayor que i, 0 si no.
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Para estimar los valores de a4 se utilizard el método de maxima verosimilitud. Asi, la
verosimilitud de la muestra, para ciertos valores de aj con k= 1...,n es

[T 0

i<j k=1

con lo que tomando logaritmo queda

57 Ziton () + (1~ ZE) g (1~ P))

i<j k=1

es decir

Z Z "log (f (log(5) — log(i)) - ax + f (max(c,d) — max(a,b)) - (1 — ay))

i<j k=1

+ (1= Zj) log (1 — f (log(j) — log(i)) - caux — f (maz(c,d) — maz(a,b)) - (1 — az,))

Asi, para estimar «ay, se resolvera el problema de optimizaciéon de maximizar la funcion
anterior, sujeto a que oy, € [0,1|Vk =1,...,n

Hay que notar que, dado que la derivada parcial de la funcién objetivo con respecto a
oy, s6lo depende de ay, resolver el problema anterior equivale a resolver n problemas en
conjunto. Por otra parte, si el problema de maximizacion se transforma en un problema de
minimizacion, resulta que este dltimo es convexo. Para resolver este problema, se utilizaron
métodos numéricos.

4.5.1. Resultados

Una de las ventajas de este método es que no se necesita que todas las fracciones que
aparecen en las preguntas se comparen directamente, a diferencia de los métodos anteriores.
Esto permite, hacer estimaciones no solo en el Post Test, si no también en el Pre Test. De
esta manera, en primera lugar se procedi6 a estimar el valor de « para cada alumno con
las seis preguntas en formato simbolico que aparecieron en el Pre Test. Una vez calculados
estos valores, se puede comparar la variacién segin grupo de entrenamiento. Como es de
esperar, con los calculos hechos con las preguntas del Pre Test, no se detectan diferencias
estadisticamente significativas (Test ANOVA p-valor = 0,597).

Luego, se procedié a estimar los valores de « después del entrenamiento. Con las res-
puestas obtenidas en el Post Test, se estimaron las probabilidad de utilizar la estrategia R.
Hecho este calculo, se estudio el incremento de estos valores después del entrenamiento, es
decir, se estudio la diferencia entre los valores de « calculados con los datos del Post Test
con los calculados a partir del Pre Test. Para el caso del grupo Fraccionar, el incremento
no registro una variacion significativa (p-valor = 0,875). Sin embargo, tanto en los Grupos
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Figura 4.16: Variacion de valores promedios de « segtn tipo de entrenamiento. A la izquierda
se encuentran los valores promedios de la probabilidad de utilizar la estrategia R calculados
con las respuestas a las preguntas en formato simbolico del Pre Test. A la derecha se encuen-
tran los mismos estimadores pero calculados con los datos del Post Test.

Temporal como Intercambio se registran alzas en los valores de o después del entrenamiento
que son estadisticamente significativas (p-valor = 0,013 y p-valor = 0,034 respectivamente).
Lo descrito anteriormente se ilustra en la figura

Este resultado es muy importante, ya que con esto se muestra que existe una diferencia
entre los distintos tipos de entrenamiento. El hecho que los incrementos de los valores de
a sean estadisticamente significativos en los grupos Temporal e Intercambio, da a entender
que estas maneras de representar las fracciones podria ayudar a mejorar el desempeno en
esta area. Es importante notar que estos hallazgos igualmente son pequenos, ya que no se
puede desconocer, segtin los métodos de escalamiento, la prevalencia a ordenar las fracciones
segun el sesgo hacia los nimeros enteros. De todos modos, es sumamente interesante haber
encontrado una diferencia en los métodos de ensenanza con entrenamientos tan pequenos en
su duracion.

4.6. Conclusiones del Estudio

Sin duda, una de las principales conclusiones hace referencia al hallazgo en las diferencias
de los métodos de ensenanza. Esto se observa tanto en el puntaje promedio de las Preguntas
Incongruentes Dificiles del Post Test como en el calculo de los estimadores de la probabili-
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dad de utilizar la estrategia R. Declarar que los métodos Temporal e Intercambio son mas
ventajosos que el método tradicional de ensefianza de fracciones encaja en el marco tedrico
construido al principio de este estudio. Las representaciones Temporal e Intercambio podrian
considerarse como privilegiadas respecto a la representacion Geométrica de Fraccion. Aparen-
temente, el ser humano esta mejor disenado para pensar en tasas temporales o en situaciones
de intercambio, que en construcciones geométricas.

Es muy notable observar que estas diferencias se presentan atn cuando el entrenamiento
es breve, ya que los alumnos no tardaban més de 20 minutos en ver los videos y contestar
las preguntas respectivas. Esto daria indicios de las enormes ventajas que podria producir
ensenar fracciones con las representaciones Temporal o Intercambio. Sin embargo, hay que ser
cauto en este planteamiento, ya que en este estudio solo se analiz6 la tarea de comparacion
de fracciones, dejando de lado otros aspectos como la suma, la multiplicacién y division de
fracciones. También es necesario estudiar como los alumnos retienen la informacion en el
tiempo cuando se les ensena de manera sistematica con estos métodos. De este modo, es
fundamental extender esta investigacion, para asi validar contundentemente los beneficios de
las representaciones Temporal e Intercambio.

Respecto a las metodologias desarrolladas, se puede decir que se intenté abordar el pro-
blema desde un enfoque basado en los modelos de comparacién de estimulos. Mediante este
camino no se observaron diferencias claras entre los tres métodos de ensenianza. Es més, los
resultados arrojados por el modelo indicarian que, en general, los alumnos tienen un evidente
sesgo hacia los niimeros enteros, esto sin hacer distincién entre tipos de entrenamiento. En
principio, esto no deberia sorprender, ya que los porcentajes de respuestas correctas de las
preguntas Incongruentes Simples e Incongruentes Dificiles son bajo el 50 %, lo que indica la
tendencia general a identificar como mayor aquellas fracciones que poseen niimeros mayores.
Pese a esto, la metodologia no se invalida, si no todo lo contrario, ya que a nivel general,
si un nuevo alumno pasa por cualquiera de los entrenamientos, es muy probable que haga
sus declaraciones basado en el sesgo hacia los ntimeros enteros. Asi, el analisis hecho con las
estrategias indica que esas pequenas probabilidades de mejorar aumentan de manera distinta
segun el tipo de entrenamiento.

Finalmente, es prudente indentificar las diferencias con otros estudios que aparentemente
son muy similares. Se podria indicar que los métodos de ensenanza basados en los formatos
Temporal e Intercambio se fundamentan en la nocién de intensidad, como es tratada en
[29]. Sin embargo, existen dos diferencias con dicho estudio. La primera es el tiempo de
entrenamiento; en la investigacion citada los alumnos fueron entrenados con 4 clases, mientras
que en este estudio s6lo estuvieron menos de 15 minutos en el proceso de aprendizaje. La
otra diferencia hace alusion a el tipo de preguntas en el Post Test; en la otra investigacion las
preguntas hechas contextualizaban los problemas de fracciones directamente a un problema
de intensidad, mientras que en este estudio se trabaja directamente con la comparacion de
fracciones en formato simbolico. De esta manera, este estudio revela nuevos hallazgos en
relacion a los tiempos necesarios para que se experimente aprendizaje en el trabajo con
fracciones en lenguaje simbolico, y no solamente en el dominio de alguna metafora, junto con
el tipo de preguntas que los alumnos serian capaces de contestar correctamente.
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Conclusion

La conclusion global, ademas de las conclusiones mencionadas en cada uno de los capi-
tulos, es que este trabajo cumple su objetivo méas importante, dar una perspectiva desde la
modelacién a aspectos fundamentales de la cognicion matematica. En particular, en el ca-
pitulo 2, se logra dar un enfoque matemaético para explicar los fenémenos basicos asociados
al Sentido Numérico. Esto permitié hacer distinciones entre los distintos modelos de repre-
sentacion numérica que actualmente son propuestos por investigadores del area. A partir de
eso, se considerd que el escalamiento mas adecuado para los nimeros en la recta numérica
mental deberia tener forma logaritmica.

Del capitulo 3, queda determinar experimentalmente si el supuesto sobre la cantidad de
neuronas asociadas a los niimeros tiene o no sentido, es decir, si efectivamente hay menos
neuronas asociadas a los nimeros grandes que asociadas a los ntimeros pequenos. Junto con
esto, se propone estudiar el modelo con casos mas generales que el aqui desarrollado, ya que
la cantidad de neuronas especificas de numerosidad fue modelada por una funcién dada y
no por una funcion arbitraria. Ademas, el modelo desarrollado hace predicciones sobre el
impacto de la calibracion que deben ser testeadas experimentalmente.

En relaciéon a la investigacion expuesta en el capitulo 4, es importante seguir examinando
de qué manera funcionan las representaciones de fracciones propuestas. En este trabajo se
analizaron resultados para una tarea especifica, por lo que es primordial saber qué tipo de
ventajas genera en otro tipo de tareas ensenar fracciones utilizando las metodologias aqui
investigadas. La comparacion de fracciones es lo primero que suele ser estudiado, sin embargo,
se debe conocer el nivel de desempeiio en tareas como la suma o la multiplicacién de fracciones
y el nivel de retenciéon en el tiempo que tienen los estudiantes al momento de aprender estas
representaciones.

Como se dijo en un principio, este trabajo de memoria intent6 ser un aporte a la Eduaciéon
Matematica a través de la modelacion de procesos cognitivos asociados a la percepcion numé-
rica. Es fundamental profundizar las investigaciones aqui expuestas con el fin de comprender
de mejor manera como aprendemos y comprendemos los elementos bésicos de la matemati-
ca elemental. Existe la fuerte conviccion que este tipo de estudios podria producir grandes
beneficios en nuestro sistema educativo.
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