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Resumen

Las alturas méaximas del tsunami (alturas de runup) son unos de los parametros de mayor
interés, ya que su prediccién estima el peligro al cual se ve expuesta la poblacién. Bajo esta
perspectiva, el objetivo principal de este trabajo es estudiar, desde un punto de vista teorico,
el comportamiento del runup a lo largo de la costa. Se ha escogido una batimetria simple, del
tipo sloping beach, para aproximar a primer orden la geometria de la subduccién chilena, bajo
la cual se aplico la teoria de la mecanica de fluidos. Se ha hecho una revision exhaustiva de la
teoria clasicamente utilizada, en los casos unidimensional (lineal y no lineal) y bidimensional
lineal, que corresponden a las ecuaciones de aguas poco profundas.

Para el célculo del runup en el caso unidimensional se han utilizado formas de ondas
iniciales incidentes de tipo solitarias, que corresponden a la solucion més regular de la ecuacion
de Korteweg-De Vries. También se han usado otras formas de onda iniciales, como las llamadas
N-waves, que son una soluciéon particular de la ecuacién de generaciéon de tsunamis linealizada
en una dimension. En el caso no lineal, se presenta un método de resolucién basado en la
teoria de los invariantes de Riemann para sistemas hiperbolicos, conciliando con los resultados
de la teoria lineal, y obteniéndose asi el ya conocido resultado que, a primer orden, el runup
es bien estimado por la teoria lineal.

En el caso bidimensional, se ha encontrado una solucién para la altura de la ola en el caso
de una batimetria de sloping beach, donde se han resuelto las ecuaciones bajo las hipotesis
de la teoria lineal. Se ha verificado que el ntcleo de las ecuaciones y la geometria, generaliza
adecuadamente el caso unidimensional bajo condiciones de borde idénticas. Para ello, se ha
hecho un analisis de sus polos y ceros en el plano complejo, para su posterior tratamiento
integral, obteniéndose los resultados esperados. Para situaciones especiales, considerando
algunas simplificaciones, se ha encontrado una generalizacion del calculo analitico aproximado
del runup en dos dimensiones tomando en cuenta el angulo de incidencia de la ola inicial sobre
la costa. Se ha encontrando una dependencia explicita con este factor, y asi, en este estudio
se propone un modelo analitico de la distribucion de runup a lo largo de la costa, del que
sOlo existian modelos empiricos basados en observaciones y simulaciones numeéricas.

El modelo teoérico analitico propuesto ha sido, ademas, comparado con el modelo numeéri-
co NEOWAVE, encontrandose que en el dominio de validez de la solucién teorica, ésta estima
adecuadamente el maximo runup, concluyendo asi la generalizacion buscada. Para esta ve-
rificacion, se exploraron varios valores de los parametros (pendiente de la playa, angulo de
incidencia y altura de la ola inicial, etc.), que inciden directamente en el valor final del runup.

Como ultima aplicacion a datos reales, se ha utilizado el modelo teérico propuesto en
este trabajo para estudiar la distribucion de runup en la costa del tsunami generado por el
terremoto del Maule, Mw 8.8 del 27 de febrero del 2010, obteniéndose mejoras en la curva

que ajusta dicha distribucién, en comparacion con otros modelos empiricos preexistentes.
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Abstract

The maximum heights of the tsunami along the shore (runup) are one of most important
parameters because its prediction quantifies the tsunami threat to the population. Under this
perspective, the main goal of this work is to study, from a theoretical point view, the runup
distribution along the coast. A simple sloping beach bathymetry was chosen to approximate
to the first order the Chilean subduction seabed geometry. In this domain the fluid mechanics
theory was applied. First a detailed review was made of the classical theory used for the one-
dimensional (linear and nonlinear), and linear two-dimensional cases, that corresponds to
shallow water wave equations. In order to compute the runup in the one-dimensional case,
we used a solitary wave type as initial incident waveform, which correspond to the most
regular solution of Korteweg-De Vries equation. We also used other type of initial waveform,
such as the so called N-waves, which are a particular solution of the linearized tsunami
generation equation in one dimension. In the nonlinear case, we present a method based on
the theory of Riemann invariants for hyperbolic systems, which is not very different from the
results obtained by the linear theory, and thus, we establish the already well known fact that
to the first order, the runup is well estimated by the linear theory. In the two-dimensional
case, we found a solution for the tsunami wave height in a sloping beach bathymetry, where
the equations have been solved by using the linear theory. We verified the kernel of the
equations and the geometry that generalize the one-dimensional case with identical boundary
conditions. To do this, an analysis of the poles and zeros in the complex plane was made,
for a posterior integral treatment, obtaining the expected results. For particular cases, under
some simplifications, was found, a generalization of the approximate analytical solution for
the runup in two dimensions, by taking into account the incidence angle of the initial wave
on the coast. An explicit dependence of this factor has been found, therefore, in this study
we propose a model and an analytical solution, able to describe the runup distribution along
the coast, for which only empirical models based on observations, and numerical simulations,
existed. The theoretical model proposed here has also been compared against the numerical
model NEOWAVE, we find that, under the validity domain of the theoretical solution, the
latter one estimates properly the maximum runup, obtaining then the generalization looked
for. To verify it, several parameter values - that affect directly in the final runup value - were
explored. Among which, the beach slope, the incidence angle and the initial wave height.
A last application performed on real data, was to use the theoretical model proposed in
this work to study the runup distribution along the coast generated by the tsunami of the
February 27th, 2010, Mw 8.8, Maule earthquake. We found an improved curve that fits better

the runup along the coast, in comparison with other existing empirical models.
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Capitulo 1

Introduccion

Situandose en el contexto sismotectonico, Chile es uno de los paises que presenta una
de las mayores tasas de actividad sismica en el mundo, siendo el pais donde se produjo el
terremoto mas grande registrado a la fecha (Valdivia 1960, M,, = 9,5). A menudo una se
genera gran diversidad de terremotos con distinto origen tectonico, muchos de los cuales son
tsunamigénicos (terremoto con alta probabilidad de ocasionar un tsunami, por lo general de
magnitud mayor o igual a 7.5). Puesto que Chile posee una larga zona de subduccion, dada
principalmente por la convergencia de las placas de Nazca y Sudamericana, se hace indispen-
sable contar con la mayor cantidad de conocimiento relativo a la generacion, propagacion y
runup (altura maxima de la ola en la costa) de los tsunamis. En lo que a Chile concierne,
cuando un terremoto tsunamigénico se genera en la zona de contacto entre las placas de
Nazca y Sudamericana, se habla de un tsunami local o de campo cercano. Sin embargo, no
es el tnico tipo de tsunami que puede causar danos en las costas chilenas, pues no necesa-
riamente debe originarse por un terremoto chileno. Debido a la poca pérdida de energia que
sufren las ondas en el mar, tsunamis producidos, por ejemplo en Japon, tienen alto riesgo
de causar danos en las costas chilenas, los cuales son llamados tsunamis de campo lejano o
transoceanicos.

Entre los altimos tsunamis, podemos mencionar los de Sumatra (2004, 2009), del Maule
(2010) y el de Tohoku-Oki (2011), todos ellos destructivos, causando muchas pérdidas hu-
manas y materiales, lo cual hace esencial comprender este fenémeno al mayor detalle, en
particular en Chile, que a lo largo de su historia ha sido asolado por varios de estos fenéme-
nos (ver tabla 1.1). El dltimo tsunami importante producido por un terremoto chileno, fue
el del Maule, 2010 (Se observa de la figura 1.3, que el terremoto del maule produjo un runup

cercano a 30m ).

Fuente Lugar Fecha Magnitud
Terremoto Bio-Bio 28/10/1562 8.5
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Terremoto Bio-Bio 08/02/1570 7.5
Terremoto | Los Lagos | 16/12/1575 8.5
Terremoto Tarapacé 16/09/1615 7.5
Terremoto Bio-Bio 15/03/1657 8

Terremoto Tarapacé 10/03/1681 7.5
Terremoto Tarapacé 22/08/1715 7.5
Terremoto | Valparaiso | 08/07/1730 8.7
Terremoto | Los Lagos | 24/12/1737 8

Terremoto Bio-Bio 23/05/1751 8.5
Terremoto Atacama 11/04/1819 8.5
Terremoto | Valparaiso | 19/11/1822 8.5
Terremoto Bio-Bio 20/02/1835 8.5
Terremoto Tarapacé 07/07/1836 7.5
Terremoto | Los Lagos | 07/11/1837 8

Terremoto | Coquimbo | 17/11/1849 7.5
Terremoto Atacama 26/05/1851 7.5
Terremoto Atacama 05/10/1859 7.7
Terremoto Bio-Bio 13/08/1868 8.5
Terremoto Tarapacé 19/08,/1869 7.7
Terremoto Tarapacé 24/08/1869 7.5
Terremoto | Valparaiso | 25/03/1871 7.5
Terremoto Tarapacé 09/05/1877 8.5
Terremoto | Punta Arenas | 02/11/1879 7.5
Terremoto | Valparaiso | 16/08/1906 8.5
Terremoto Atacama 18/12/1918 7.5
Terremoto Atacama 10/11/1922 8.5
Terremoto Atacama 04/05/1923 7

Terremoto Aisén 21/11/1927 7.1
Terremoto Maule 01/12/1928 8.4
Terremoto |  Coquimbo | 06/04/1943 8.3
Terremoto | Punta Arenas | 07/12/1949 7.5
Terremoto |  Coquimbo | 12/04/1955 7.1
Terremoto Valdivia 22/05/1960 9.5
Terremoto | Antofagasta | 20/07/1995 8.1
Landslide Tocopilla 21/04,/2007 7.7
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Terremoto Maule 27/02/2010 8.8
Tabla 1.1: Catalogo de tsunamis de Chile en los tltimos 100 anos
(Fuente: http://www.ngdc.noaa.gov/nndc/struts/form¢t=1016506s="706d="7).

Un aspecto importante en el modelamiento de tsunamis es la estimacion del runup y las

alturas de inundacion.

Inundation

line or
limit

1

TSUNAM/

Maximum

water level RUN-UP

INUNDATION

HORIZONTAL FLOODING
DATUM is mean sea level Maximum Water Level may be
or mean low water at time located at shoreline or the inundation
tsunami attack. line or anywhere in between.

Figura 1.1: Esquema gréafico del nombre de las variables asociadas a un tsunami.
(Fuente: http://go2add.com/paleo/Tsunamis.php)

En términos practicos, el runup es la distancia minima que una persona que se encuentra
en la playa debiese subir para estar a salvo del tsunami.

Sin embargo, la resolucion de este problema es extremadamente complejo, debido a que
las ecuaciones que rigen el movimiento son altamente no-lineales. En este estudio se propone
una estrategia de anélisis teorico, con especial énfasis en resolver el problema de propagacion
bidimensional, para el caso de una batimetria simplificada usada ampliamente en la literatura.
Este problema presenta interés no sélo aplicado al caso de las costas chilenas, sino que también
desde un punto de vista fisico-matematico, ya que no existen muchos resultados analiticos al
respecto.

El trabajo comienza haciendo una revision detallada de la teoria clasica de la mecanica
de fluidos, tanto lineal como no lineal, de la generacién y propagacion de tsunamis, basadas
en las ecuaciones de Euler para fluidos, en su aproximacion de “shallow water equations”.

(aproximacion de agua poco profunda), para después generalizar los resultados teoricos y
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analiticos existentes de runup unidimensionales, al caso bidimensional. En ambos casos, con-
siderando una batimetria simple, para obtener asi, una funcion de runup analitica a lo largo
de la playa. Esto permitira realizar estudios comparativos de calculo de runup tedricos con
simulaciones numeéricas y con datos observados del tsunami asociado al terremoto del Maule
2010, M,, = 8,8.

Se comenzaré realizando un estudio de las ecuaciones fundamentales de la mecénica de
fluidos para resolver el problema de la generacién y propagacion tanto en una como en dos
dimensiones espaciales (Ecuaciones de Euler para fluidos). Para esto se recurrird a técnicas
clasicas en el estudio y resolucion de ecuaciones diferenciales con derivadas parciales, tales co-
mo el uso de los invariantes de Riemann y transformaciones integrales (como la transformada
de Laplace y la Transformada de Fourier en tiempo y espacio).

La estrategia estd en considerar una batimetria simplificada, que en primera aproxima-
cion, pueda tener sentido para la configuracion geométrica de la zona de subducciéon en la
costa chilena, por lo cual se escoge una batimetria muy usada en la literatura conocida como
“sloping beach”, es decir, profundidad constante hasta un cierto dominio, unida a un plano
inclinado desde la fosa hasta la costa. A pesar de lo simple que resulta esta batimetria, pre-
senta altos niveles de complejidad matematica en la resoluciéon del problema de propagacion
de ondas en el agua, pero es una buena aproximaciéon para las costas de Chile, debido a la
geometria de la subduccion.

A grandes rasgos, el problema comienza cuando un terremoto, con las caracteristicas
adecuadas para producir un tsunami, genera una perturbacion en la superficie del agua (ola
inicial), debido a las deformaciones y desplazamientos producidos en el fondo marino, esto es
lo que se conoce como “generacion” y es el proceso que esté ligado directamente con la parte
sismologica del problema (Kajiura, 1970). Cuando nace la pertubacién inicial, por accion de
la gravedad, pasa a ser propagada hacia la costa, y, al encontrarse con la fosa, en donde se
produce el cambio de pendiente, se genera una onda reflejada y una transmitida, siendo esta
ultima, la de mayor interés para este problema ya que es la responsable del runup en la costa.

El problema en una dimensién ha sido modelado tedricamente considerando como per-
turbacion inicial una onda solitaria, por ejemplo Synolakis (1987) encuentra una expresion
analitica para el caso lineal del problema. Las ecuaciones han sido tratadas también en su
forma no lineal (Carrier & Greenspan, 1958; Kanaglu, 2004) y se ha visto que la teoria lineal
se aproxima muy bien a la no lineal (Synolakis, 1991). En el caso bidimensional, han habido
algunos resultados de la teoria lineal que incluyen la incidencia oblicua de las ondas (Carrier
& Noiseux, 1983; Zhang & Wu, 1999), sin embargo es muy poca la investigacion existente al
respecto y aun no se ha encontrado o propuesto alguna solucién a este ultimo caso, salvo las
clasicas soluciones numéricas o los modelos empiricos (Okal & Synolakis, 2004, ver figuras

1.2, 1.4 para el caso del Maule, 2010. Este modelo empirico, por ejemplo, trata de explicar
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la variacion del runup con una funcion simple que la describa globalmente). Todos estas
investigaciones han sido revisadas y seran incluidas en este trabajo.

En el andlisis 2D, se asumird la misma batimetria de “sloping beach” extendida en la
direccion “y”. En el caso de Chile, este modelo se aproxima en primer orden bastante bien,
debido a la geometria de la linea costera del pais, la cual sigue una tendencia “lineal” norte-sur.

Se pretende llegar al limite del modelo y obtener soluciones analiticas que den cuenta
co6mo se relacionan los distintos parametros y cémo éstos influyen en la solucion, permitiendo
comprender de manera més profunda la fisica del problema. Una vez alcanzado este limite, se
procederé a la parte final que corresponde a comparar la solucién analitica con simulaciones
numéricas utilizando softwares existentes que resuelven de manera numérica (esquemas de
diferencias finitas por lo general) el problema completo, incluyendo términos no lineales y
otros factores que usualmente son despreciados en los célculos analiticos, y se espera entonces
obtener consistencia de ambas ramas.

Como ya se ha mencionado, el problema completo es altamente complejo, debido a efectos
locales, irregularidades en la batimetria, resonancia en bahias, etc. Por lo que los modelos
numéricos existentes que simulan un tsunami desde su inicio pueden tardar muchas horas
de calculo para simular pocos minutos del tsunami. Esto significa que en una situacion real
no es factible ejecutar el programa computacional que simula el tsunami, pues no habria
tiempo suficiente para alertar a la poblacién. Lo que se hace es contar con una bateria de
miles de “escenarios” (situaciones hipotéticas pre calculadas que representan algunas de las
infinitas configuraciones con las que un terremoto tsunamigénico podria ocurrir). Cuando un
evento ocurre, se selecciona el escenario mas parecido al evento real dando la respuesta de
alarma correspondiente. Sin embargo, las soluciones analiticas obtenidas para casos especiales
no requieren de un esfuerzo computacional mayor para ser evaluadas y tener, en primer
orden, las alturas maximas de runup en la costa, y es por lo cual se hace esencial comparar
estos resultados con las soluciones numéricas, pues al ser validadas, podran ser utilizadas en

aplicaciones reales.
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Figura 1.2: Mapa de la zona afectada por el tsunami del Maule (2010) y su runup.
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Figura 1.3: Distribucion del runup producido por el terremoto del Maule, 2010.
Su epicentro fue (-36.1220°, -72.898°).

30 ® I
® @ Datos medidos
P Ajuste encontrado
251 ® f
@
20 @ ,
@
E ° 8
P gl o
S 15+ ® 8 7
S e eo_8
4
10 ' B
e
5 - -
0 L @ !
-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500
Distancia "y" alo largo de la playa [km]

Figura 1.4: Un ajuste para el runup del terremoto del Maule, 2010, segtin el

propuesto por Okal & Synolakis. La funcién propuesta por los autores es del tipo

R(y) = @

En el capitulo 2 se ha hecho una deduccion de las ecuaciones basicas de la hidrodinamica

para la generacion y propagaciéon de tsunamis. El capitulo 3 estd destinado a la revision
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de las caracteristicas fisicas y matemaéticas que desembocan en la generacion de tsunamis,
verificando la comin practica de propagar la deformacion estatica del fondo marino en la
superficie del agua. En el capitulo 4, se presentan los resultados existentes para el runup en
una dimension para onda larga, discutiendo las ecuaciones matemaéticas y leyes fisicas que
definen el problema. Las ondas de un tsunami son de longitudes de onda comparativamente
muy superiores a la profundidad del océano, siendo la razéon de por qué este trabajo estudia
el runup de este tipo de ondas. En el caso unidimensional se presenta una comparacion entre
las teoria lineal y no lineal, verificando que los efectos costeros del runup son suficientemente
bien estimados con la teoria lineal. En el capitulo 5, se pasa al caso bidimensional de la teoria
lineal, desarrollando las ecuaciones del caso y comparando con resultados existentes para
luego proponer un modelo bidimensional que dé cuenta de los efectos de la oblicuidad de la
incidencia. Modelos de distribucion de runup a lo largo de la costa existen de manera empirica,
siendo uno de los objetivos de este trabajo dar un contraste analitico. Las comparaciones con
simulaciones numeéricas, datos reales y modelos empiricos, pueden encontrarse en el capitulo

6. Finalmente, las conclusiones del presente trabajo estdn desarrolladas en el capitulo 7.
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Capitulo 2
Ecuaciones Preliminares

Existen muchas ecuaciones que describen el movimiento de fluidos dependiendo de la
modelacion, ya sea para fluidos de alta o baja viscosidad, turbulentos, de flujo laminar o de
agua poco profunda.

En el caso de tsunamis, el fluido en cuestiéon es agua salada, la cual, por tanto, posee
variacion de densidad, debido a su salinidad y temperatura en funcién de la posiciéon. Para
hacer posible, o al menos, dar el maximo acercamiento, a la resoluciones de las ecuaciones,
se daran algunos supuestos que se irdn mencionando y discutiendo a medida que aparezcan
en el desarrollo.

Se comienza entonces por describir las ecuaciones de movimiento y los supuestos asociados

a éstas y también las condiciones de borde que se deben satisfacer.

2.1. Ecuaciones de Movimiento

Se va a considerar el agua como un fluido no viscoso satisfaciendo las ecuaciones de
Euler. Este supuesto es bastante aceptable ya que la viscosidad del agua, v, es en este caso
despreciable y es del orden de 0.0091 P medida a 25°C.

Sea u = (u,v,w) el campo de velocidades, p la presion, p la densidad del fluido y ¢ la
gravedad:

o ~
p(aJru-V)quVerpgk:O, (2.1)

0
Donde el operador — 4 u - V se conoce como derivada material, total o substancial.

Por otra parte, se supondra un fluido incompresible, lo que permite trabajar con un campo

solenoidal,

div(u) =0,
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esta ecuacion es obtenida directamente de la ecuaciéon de continuidad o de conservacidon

de masa.

2.2. Condiciones de Borde

Para abordar el problema, se pondré el nivel z = 0 a nivel del mar, positivo hacia fuera
del agua (Figura 2.1). Se llamara n = n(z,y,z) a la funcion que describe la elevacion del
agua en cada posicion (z,y) e instante de tiempo ¢, siendo la variable més importante para
este problema, y es la que se desea obtener. La funcion h = h(x,y) representa la batimetria,
la cual en principio, es una funciéon cualquiera.

Para efectos de célculo, supondremos que estas funciones son lo suficientemente regulares

para poder manipularlas.

Vi
n=n(x,y,t)

T .

Figura 2.1: Esquema de coordenadas y variables a usar.

Las condiciones de borde que se utilizaran, son de tipo cinematica debido al hecho que se

impondra cierta condicidén sobre las particulas del fluido.

2.2.1. En la superficie

En la superficie debe cumplirse que,

z=n(x,y,t)

Aplicando derivada material a la ecuacién anterior se obtiene,

O+u-04+v-0+w-1=mn+un, +vn, +w-0,

luego,

w(x,y,n) =+ u(x,y,m)n. + v(x, y, n)ny, (2.2)
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Cabe hacer notar que de aqui en adelante se adoptara la siguiente notacioén para derivadas

parciales:
Jo_.
_S = fs-

2.2.2. En el fondo

Similar a lo anterior, en el fondo se debe satisfacer que,

z = —h(x,y).

Aplicando derivada material,

O+u-0+v-04+w-1=0—uhy —vhy+w-0,

despejando w,

w(l'a Y, _h) = —U($, Y, _h)nx - U(ma Y, _h)ny (23)

2.3. Deduccion del sistema Shallow Water Equations

Se comienza con la ecuacidén de conservacion de masa

div(u) =0
Se integra en z entre —h y n

n "
/ uzdz + / vydz +w(z,y,n) —w(z,y,—h) = 0.

~h ~h
Utilizando (2.2) y (2.3)

n n
/ deZ + / Ude + Nt + U(ZE, Y, 77)77:1: + U(fL’, Y, 77)77y + U(ZL’7 Y, _h)na: + U(ZL‘, Y, _h)ny =0
—h —h

n n
N+ (/ updz + u(z, y, n)n, + u(z, y, —h)nx> + (/ vydz +v(x, y,n)n, + v(z,y, —h)ny) =0

—h —h

Recordando la regla de Leibniz para diferenciacién bajo el signo integral, la regla de la

cadena y el teorema fundamental del calculo se llega a,

a/“ d ‘9/" d
+ = udz + — vdz = 0. 2.4
Tt or |, oy |, (2.4)
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En esta aproximacion de shallow water, supone a u, v independientes de z con una presién

puramente hidrostatica, es decir,

p(l’,y,Z) = Po + PQ(TI(xay7t) - Z)

donde pq es la presion atmosférica.

Con esto, la ecuacion 2.4 se reduce a

ne+ (u(n+h))e + (v(n+h)), =0 (2.5)

Reemplazando la ecuacion (2.3) en la expresion (2.1), y reteniendo so6lo las dos prime-
ras ecuaciones, y agregando la ecuaciéon (2.5), finalmente se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas,

Up + Uy + VUy + g1y = 0
v + uvy +vuy +gny, = 0 (2.6)
e+ (0 + h)u)e + ((n + h)v),y

I
o

2.4. Version para la generacion de Tsunamis

Para este caso, se debe considerar una pequena variaciéon a la deduccién previa, y es que

se debe incluir una deformacioén en el fondo marino con dependencia temporal.

b
N=N(x,y,t)

Figura 2.2: Esquema de coordenadas y variables a usar en el caso de la generacion.
Se introduce una elevacion, o deformacion del fondo marino dada por ¢ = ((z,y,1).
El analisis es analogo al descrito en la seccion anterior.

La condicién de borde cinematica en la superficie del agua es igual que antes, es decir

w(x,y,n) =0 +u(x,y,n)n. +v(x,y,n)n,
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Sin embargo, la condicion en el fondo, es diferente, pues ahi la superficie del fluido en el

fondo esté dada por la ecucion,

z = —h(l’,y) + g(ﬂj,y,t)

Aplicando derivada material a la ecuacion previa,

O+u-04+v-04+w-1=¢G+u-(—h+(),+v-(=h+(),+w-0

despejando w,

w(@,y, =h+ ) =G +u-(=h+ e+ v (=h+()y

Finalmente, reuniendo todas las ecuaciones, al igual que antes, se obtiene el siguiente

sistema,

Up + ULy + VUy + gy = 0
U + UV + vvy +gn, = 0

(2.7)
N — G+ ((n+h—=Qu)e+((n+h—Cv)y= 0

2.5. Caso de vorticidad despreciable
Cuando se considera vorticidad despreciable, se tiene entonces que,

Vxu=0

Debido a que u es irrotacional, trabajando sobre un espacio conexo, se tiene que u proviene

de un campo escalar. Sea éste ¢, luego,

u= Vo

Dado que el campo u es solenoidal, el campo escalar satisface la ecuacion de Laplace,

Ve = 0.

Reemplazando u = Vi en la ecuacion (2.1),
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0
<8t+v(’0 V)VngerergV(z) = 0,

dp 2 _
V(at ]Vgo\ +p+gz) = 0.

Lo anterior puede escribirse de la siguiente manera,

390
o

\V % + p_ppo—l—gz = 0

es decir, se ha introducido una constante de integracion junto a la presion, donde p(z = n) =

Do, es la presion atmosférica. Para que lo anterior sea valido, debe cumplirse que,

390

875 |V<p\2+gn =0 en z=rn

y esta relacion es una condicion de borde dinamica en la superficie.

Recopilando todas las condiciones se cumple entonces:

Ecuacion de Continuidad

Vi =0
e Condicion Cinemaética en el fondo
dp  OC B
E—E—FV V( h‘l—C) en z = h‘f‘c

Condiciéon Cinemética en la superficie

dp _On

5 8t+v -Vn enz=n

Condicién Dindmica en la superficie

0
a_f+—\V<pl2+g?7=0 en z =17
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Capitulo 3
Generacion de Tsunamis

En este capitulo, se estudiard cémo se genera un tsunami desde la deformacion del fondo
marino. En el caso que un terremoto se produzca por la subducciéon entre una placa oceanica
y una continental, por ejemplo, dependiendo del tamano y las caracteristicas del evento,
existe la posibilidad que éste provoque un tsunami. El campo de tensiones que actia en la
region circundante a la zona sismogénica, sujeto a una liberacién stibita de energia, debido a
procesos de ruptura en la fuente sismica genera una deformacion del suelo, pudiendo variar
en escala de centimetros a decenas de metros. Una practica comin en el modelamiento de
tsunamis es aproximar el proceso dindmico de deformaciones copiando el desplazamiento

estatico del fondo directamente en la superficie del océano.

zid

-500

0 200 500
-400 Norte [km]

Este [km]
Figura 3.1: Ejemplo de deformacion en el fondo marino transmitida directamente

a la supercifie del agua.

Tal como lo discute, por ejemplo Kervella et al. (2007), la generacion de tsunamis puede

modelarse de forma activa o pasiva.
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Despreciando la vorticidad, el sistema de ecuaciones (pagina 14) linealizado es

Vip = 0
0, = (¢ enz=—h
.= enz=20 (3.1)
por= —gn enz=10

Notar que al combinar las ecuaciones en la superficie libre, se obtiene

it + gp. =0

por lo que el sistema 3.1, puede ser reescrito como,

Vi = 0
Y, = (¢ enz=—h
pr= —gn enz=10 (3.2)
Y= —gp, enz=10

3.1. Generacion Activa - Pasiva

Dependiendo de cémo se tomen las condiciones iniciales, es posible definir dos formas
distintas de generacion de tsunamis. Sendas generaciones son discutidas en las siguientes

secciones.

3.1.1. Generacion Activa

Aqui se asume causalidad, es decir, nada ocurre antes de t > 0, y entonces, tanto el fondo

como la superficie estan en reposo, luego el sistema 3.2 estd sujeto a las condiciones,

n(z,y,t) = 0,t<0
(z,y,t) = 0,t<0

y lo mismo ocurre para las velocidades.
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El problema es atacado utilizando las transformadas de Fourier en espacio y Laplace en

tiempo. Se denota la transformada de Laplace de un funciéon g(t) como,

E@@ﬂ@)ZEQFZAﬁmﬂﬂe“ﬁ

ientras qu ra una funciéon f(r nar ransform urier i
Mientras que para una funcié , €O € R", la transformada de Fourier espacial se

denota

-~

FU@YFR) = k) = [ f(@)e dE

Rn
Aplicando estas transformaciones integrales al sistema 3.2 se obtiene,

?.. = (B+k)?
Bk ky —hys) = sC(ks, Ky, s)
$*P(ka by, 0,5) = —g8, (ks Ky, 0,5)
5Pk kys 0,8) = —gi(ks, ky, 5)

Notar que la dltima ecuacién es la que permite encontrar la elevaciéon de la superficie del
agua. El resto de las ecuaciones define una ecuacion diferencial ordnaria en z con condiciones
iniciales.

Como es usual, definiendo k := /kZ + k7, se obtiene,

% = Acosh(kz)+ Bsinh(kz)
E;(kxa kya - ) = Sg(k k S)
(k’m,ky,O s) = 2<,pz(k:gc,ky,0 s)

Debido a las condiciones, es posible obtener un sistema para las constantes A, B:

k[—Asinh(kh) + B cosh(kh)] = 2?
A= -IB
S

De aqui, es facil despejar las constantes,
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CAPITULO 3. GENERACION DE TSUNAMIS

L -at
cosh(kh)[s? 4+ w?]
B = 'C

k cosh(kh)[s? + w?]

donde se ha definido la frecuencia angular w como,

w? = gk tanh(kh)

notar que w depende del nimero de onda k.

Recordando que,

50 (ka, ky, 0,8) = —gn(ky, ky, 5)
La elevacion de la superficie del agua, en el espacio de Fourier-Laplace es,
522
cosh(kh)[s? + w?]

Se considera en este estudio, la deformacion vertical del suelo marino en la forma

ﬁ(ku’mkyvs) =

C(z,y,t) = Colz,y)T(1)

Hay dos buenas razones para lo anterior. La separacién en funciones independientes de
espacio y tiempo facilita el cilculo analitico de las integrales, pero otra razén es debido a
que no es tan sencillo obtener modelos de deformacion dinamica, sin embargo, Okada (1985),
provee soluciones estaticas para el campo de desplazamientos en la superficie de un semi-
espacio elastico debido a una dislocacion generada a una cierta profundidad. De esta manera,

es posible escribir

—+00

+oo0 Co S s*T(s)
) ¢ tkar—ikyy p—1 t)dk,dk
cosh(kh) £ {82+w2}() ’

Suponiendo que 1a deformacmn ocurre de manera instantanea, se considera T'(t) = H (t),

C(z,y,t

y sabiendo que la transformada de Laplace de,

[V

52 + w?
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se obtiene entonces que la elevacion del agua, transmitida desde el fondo a la superficie por

la deformacion es,

1 +oo +oo é(\)(k k ) ) )
)= H(t SUNTE) YT t *Zk””’”*’kyydkxdk
77(1'73/7 ) ( >(27T)2 /_Oo /_Oo COSh(k‘h) COS(C«J )6 Y

3.1.2. Generacion Pasiva

Para esta situacion, la condiciéon en el fondo es distinta, y el sistema queda

Vip = 0
Y, = 0 enz=-—h
pr= —gn enz=0
Y= —gp. enz=0,

ademas, se asumen velocidades iniciales nulas y que la deformacion en el fondo es exactamente

la perturbacion inicial en la superficie del agua:

77(95> Y, O) = CO(xv y)
De esta manera, esta vez solo basta aplicar la transformada de Fourier espacial al sistema

de ecuaciones anterior,

~ 2 2\ ~
0

O, = en 2z = —h
O = —gn enz=0
Oy = —gp, enz=10

De aqui es posible obtener un sistema para el potencial

¢ = Acosh(kz)+ Bsinh(kz)
@Z(kilﬂky?_hut) =0
@tt(kxakyao t) - —g@Z(km,ky,O,t)

donde la primera ecuacion es la solucion para @, siendo A, B constantes a calcular.
Las constantes A, B se determinan de las condiciones que debe satisfacer @ en el fondo y

en la superficie, generando un sistema
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CAPITULO 3. GENERACION DE TSUNAMIS

k[—Asinh(kh) + Bcosh(kh)] = 0
Ay = —gkB

Este sistema define una ecuacion diferencial para A, a saber,

Att + M2A =0
cuya soluciéon general es del tipo
Ay(ky, ky, 0)
A = A(ky, ky,0) cos(wt) + Ak, by, 0) sin(wt)
‘ w
Como ademas,
©r=—gn en z=0, (3.3)

o bien,

At = _gﬁa

sumado a las condicones iniciales, entonces se encuentra que,

A= —260 sin(wt),
w

y el potencial transformado es,

p= —%EO sin(wt)[cosh(kz) + tanh(kh) sinh(kz)].

Finalmente, la elevacion transmitida, gracias a 3.3 es
1 +o0o +oo ) )
W t) = HO G [ [ Gtk by costun)e v a,
m —00 —00

3.1.3. Comparacion entre generacion activa y pasiva

Del mismo estudio dado por Kervella, se puede observar que las formas de onda producidas

por la generaciéon de tsunamis activa y pasiva son muy similares.

La figura 3.2 presenta la comparacion numérica de las generaciones activas y pasivas
para distintas deformaciones del fondo. Se aprecia que ambas generaciones no presentan una

diferencia significativa.
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0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
time (s) time (s)

50 100 150 200 50 100 150
time (s) time (s)

Figura 3.2: Mareogramas sintéticos producidos por las generaciones activa y pasiva
(Kervella et al. 2007).

Algunos puntos que se deben rescatar del analisis de Kervella et al. (2007), con ayuda de

las ecuaciones anteriores son:

e El campo de velocidades inicial es despreciable: u(zx,y, z,0) =0

e Las caracteristicas dinamicas de la ruptura asi como las caracteristicas temporales de

la fuente no son tomadas en cuenta.

e La amplitud de la onda siempre excede ligeramente la deformacion instantanea del
fondo.

e Kl efecto del agua hace las veces de un filtro pasa-bajo debido a la presencia de cosh(kh),

en el caso de generacion activa.

3.2. Funcioén de Green para la generacioén lineal

En esta seccion, se comienza con el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales dado por 2.7. Considerando la linealizacion de dicho sistema, eliminando las variables
u, v, suponiendo que las amplitudes 7, ( son pequenas frente a la profundidad, es posible

escribir, el sistema en forma aproximada como una sola ecuacién equivalente,

Nee — Cut — 9(AN2)z — g(hny)y =0

Para simplificar este andlisis se estudia la generacién en mar abierto, considerando

h(z,y) = d (profundidad constante). Asi, definiendo ¢y = +/gd, que corresponde a la ve-
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locidad de propagacion, se puede reconocer la ecuaciéon de ondas inhomogenea al reescribir

la ecuacion anterior

1 1
Nex + Myy — C_gntt = —C—gCtt

La funcion de Green para la ecuacion de ondas en un medio infinito es bien conocida
(Morse & Feshbach, 1953), y en el caso de dos dimensiones es
2COH(C0(t — to) — ‘F— F0|>
VA=t = 7=l

Donde el subindice 0 denota las cantidades en la fuente, 7= (x,y) es el vector posicion y

G(f; t|7707 tO) =

como siempre, H(-) denota la funcién de Heaviside.

Por convolucion entonces, la elevacion fundamental esta dada por,

I L .
n(x’y7t) = 47TC(2)/0 dtO ffG<T7t|T07t0)Ctt(T07tO)d807
S

donde S corresponde a la superficie de la fuente y dsy denota el elemento de superficie.
Este método es utilizado por Kajiura (1970) para casos particulares de ( y este autor
estudia distintos modelos de formas de area de ruptura, de ahi, él define una funcién asociada
a la directividad de la fuente del tsunami con respecto al observador. Uno de los resultados
més importantes de su estudio, ya que la directividad en la radiacion de la energia del
tsunami esta ligada completamente a la geometria de la fuente sismica y es entonces un

factor determinante en el comportamiento evolutivo del tsunami.
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Capitulo 4
Estudio Unidimensional

En este capitulo se presenta con el sistema de ecuaciones en el caso 1D. Sean = n(z,t),u =
u(z,t) y h = h(z):

+((h+n)u),= 0
ne 4+ ((h+n)u), (4.1)
U+ utty +gn, = 0

La figura 4.1 muestra la batimetria a tratar en el caso 1D. El origen de coordenadas x x z

estd ubicado en la costa a nivel del mar. d representa la profundidad y R es el runup.

Figura 4.1: Esquema del perfil de la batimetria modelo a tratar en el caso 1D.

donde zy = dcot(f), y la batimetria de este modelo es la funcion dada por,

W) = { tan(B)z si x < x (1.2)

d si x> xg

4.1. Caso Lineal

En este caso, se considera el sistema (4.1), reteniendo sélo términos de primer orden,

Facultad de Cs. Fisicas y Mateméaticas Universidad de Chile



CAPITULO 4. ESTUDIO UNIDIMENSIONAL

T]t—f‘(hu)x = 0
u+gn, = 0

Este sistema puede reducirse eliminando u, y la ecuaciéon que gobierna el movimiento es

Se deben distinguir dos casos:

oL > X

En este caso la profundidad es constante, luego h(x) = d y por lo tanto, la ecuacion

resultante es

Nt — gdnxx =0 (43)

la cual corresponde a la ecuacion de ondas con ¢ = gd, por lo que la velocidad de propagacion

co es constante y depende so6lo de la profundidad.

Se utilizara la transformada de Fourier, sobre una funcion de tiempo, definida por

flo)= [ s ar
y su correspondiente antitransformada
v(t) 1 /oo ( ) iwtd
= — w)e“dw
g on | 9

Entonces la ecuacion (4.3) transformada queda,

2 2
—W 1 = Colzz,

definiendo kg = ﬁ,
Co

ﬁrz + k%ﬁ = Oa

cuya solucion general puede escribirse como,

n= Ai(w)eikog” + AT(w)e_ikom

donde A; corresponde al coeficiente de la onda incidente y A, a la amplitud de la onda

reflejada en x = z.
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o r <

En este caso, la profundidad decrece linealmente con z, luego h(z) = ztan(5) y por lo

tanto, la ecuacién queda,

Nt — g tan(B)(zn). =0

desdoblando la derivada con respecto a x,

Nt — gtan(B) (0w, + n.) = 0 (4.4)

Aplicando transformada de Fourier n(z,w) =7

_WQﬁ_ gtan(ﬁ) (xﬁm" +17.) =0

. . cot .
i+ 7+ 2 25
g
. . d cot .
TNz + N + &w% =0

gd

~ ~ To o~
TNz + M + sw N =0
=0
TTpe + M + Toka) = 0

Utilizando el cambio de variables z = 2kg\/Tox, la solucion finita de la ecuacion en el

limite z — 0, es

7/7\: B(W)JU(QI{?O\/I()ZL')
donde Jy(-) es la funcion de Bessel de primer tipo de orden 0 y B(w) se interpreta como el
coeficiente transmitido.
Notar que este cambio de variables s6lo es valido cuando x > 0. Si se quiere conocer el

comportamiento para z < 0 se debe estudiar el sistema no lineal.

4.1.1. Formalismo Alternativo: Uso de la Transformada de Fourier
Tiempo-Espacio

Para una funcion f(#,t) : R* x R — R la transformada de Fourier en tiempo y espacio
(T-E), esta definida por,
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F(E, / F(Z, )Rt gt (4.5)
Rn

y su correspondiente transformada inversa

f(z,t) = @ / . Tk, w)e FETt i,

es comun llamar £ al médulo del vector nimero de onda: k =: |l<:]

Obsérvese que de esta definicion, es directo que,

0 =
g () = i, ),

Aplicando la transformada T-E a la ecuaciéon 4.3 se obtiene

(= + k)T = 0
para obtener soluciones no triviales, se obtiene la relacién de dispersion |w| = kcy. Asi, la

solucién general de 4.3 es

1 [~ o
= _/ Ai(w)ezwtflko(w)x +A7«(W) iwt+iko(w ;pdw
T J—co

Para el caso interesante, si se aplica el cambio de variables z = A\y/z, con & > 0 y siendo

A un parametro por determinar, entonces al definir la funcion,

T(z,t):{ n(z,t) >0
n(—z,t) <0

como la extension par de n (para poder usar la transformada de Fourier), se tiene que

0

y la derivada segunda de n respecto de x,

_)\2/\2TZ
nm_?z? z ),

= — (T, —T,)
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N = Ty

Asi, reemplazando 7, 7., ¥ N en la ecuacion (4.4), ésta se transforma en,

z\2 M A2 cot ()
N T3 Tzz - Tz _Tz - 1 =0
(A) 423(Z )+ 2z "
4.T0
: 2 :
Escogiendo A = —/x¢, se obtiene finalmente
Co
2T, +T,— 2T =0 (4.6)

Puesto que la variable z es real, de la teoria cldsica de ecuaciones diferenciales, en este
caso de segundo orden, se sabe que si se encuentra una soluciéon compleja, entonces la solucion
general es una combinacion lineal de las partes real e imaginarias. En efecto, si se considera

la ecuacion

Yoo + Yz — 2y = 0
Siy(z,t) = u(z,t) +iv(z,t), entonces

2(u 4 vi),, + (u+vi), — z(u+vi)y =0

Uy, + Uy — 2Uy +1(20,, + v, — 2vy) =0

que en el sentido complejo significa que
ZUy, + Uy, — 22Uy = 0 2U,, + v, —zvy =0

Ahora, aplicando transformada T-E y gracias a sus propiedades, la ecuacion (4.6) se

convierte en

—zﬁ(—lfﬁ) —iky + zﬁ(—aﬁﬁ) =0

ok ok
a — = =
%(—ka) +ky+w'y, = 0
= k =
Y = —w2 — ka
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e integrando,

- C
A oy

donde C es una constante independiente de k. Separando partes real e imaginarias,

C C

7= \/ﬁH(W — |Kk]) — i\/ﬁH(W — |wl)

Invirtiendo,

: ) ) ¢ ) ¢ iwt—ikz
1 iwt = 1 : 1 —ikz
/_oo ce /_oo (ﬂm’w’ k) = i H Ik = le)) e~
y = (2@2/ Ceiwt( H(|w| Ikzl ik g / H( |1<;| |w| _ikzdk) y

y - 1 /OO Ceivt /le _Zkzdk‘ . _““de'
(2m)? J o A VT =R Jgpgspeny VR — 0?

Aprovechando la paridad de los integrandos,

2 it ! cos(k;z)dk [ cos(kz)dk
y = (27r) / Ce (0 Vw? — k? Z/w \/k2—w2>dw

Aplicando el cambio de variables k = |w|s en ambas integrales

2 cos wlzs)ds . [ cos(|w|zs)ds
= — C wi —1 — | dw
- (27T \/1—82 1 \/82—1

Gracias a nas representaciones integrales de las funciones de Bessel de orden 0 de primer
y segundo tipo Jy(+) v Yo(+) respectivamente, (E.1) y (E.2)

2w iwt :

v = Gy | O Uhllels) = i¥(llz) de
2w iwt ;

y = (27?)25/ Ce™ (Jo(wz) —iYo(wz)) dw
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Siendo equivalente, podemos escribir las soluciones generales como,

1 o0

o= oo B(w)e™" Jo(wz)dw
1 OO iwt
v = oo D(w)e™"Yy(wz)dw

En este caso, para la funcion T'(z,t) se buscan soluciones convergentes en x = 0, asi,

1 e ,
T(zt) %/ Bw)e Jo (Jw]2)dw,

o0

y regresando a la variable original,

1 [~ - 2
n(z,t) = — B(w)e™" Jy (|w|—~/x0\/5> dw
27 J_o Co
1 [~ -
n(xz,t) = py B(w)e™" Jy (2ko\/7x0) dw
™ —0o

Lo anterior so6lo es valido para x > 0, pero se puede aprovechar la continuidad de la
funcion Jy para poder tener la solucion valida en z = 0 también.

De este modo se llega al mismo resultado obtenido por el camino de la transformada de
Fourier en tiempo. La ventaja de este formalismo, es que tiene una clara aplicacion a la hora

de extender el problema a més dimensiones espaciales.

4.1.2. Continuidad de las soluciones

Para conciliar las soluciones obtenidas en los casos © > zgy 0 < x < x(, se impone

continuidad en zy tanto de las soluciones encontradas, como de sus derivadas primeras,

Ai(W)eikomO—FAr(W)eiikoxo = B(W)J()(zk()\/l’ol’o)

| | 2hion/To
ko As(w)eoTo — kg A, (w)e kom0 — —B(w)Jl(ka/—xoxo)zo—\/_xo
Lo

Aj(w)e*oro 1 A (w)e om0 = B(w)Jy(2kexo)
Aj(w)eoro — A (w)e ™m0 = —iB(w).Jy(2koxo)
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De aqui, es facil despejar los coeficientes transmitido, B(w) y reflejado, A, (w), en funcién
de la amplitud de la onda incidente A;(w).

2Az (w)eikoxo
J0<2]€£E0) + ZJl (2]601'0)

J1(2kgz0)

M) Auo)e (st (i)

Es interesante notar que el coeficiente reflejado mantiene la amplitud incidente pero pre-
senta un cambio de fase, mientras que en el caso del coeficiente transmitido, este presenta un

cambio de fase y de amplitud, a saber,

Bw)| 2
A (W) | [Jo(2kxo) + i1 (2koxo)|

Por ejemplo, si se da el valor incidente en xq, se puede definir

(o, w) = ¢(w)

lo que significa que

Ai(w) = e ™m0 P (w)

Aplicando la antitransformada a la solucién transmitida se obtiene entonces

1 [t 2A;(w)etkoro :
t) = — : Jo(2ko/ “hd,
77(3:’ ) 2w /—oo J0(2/{0$0) + ZJ1 (2]601'0) 0( 0 1'037)6 w

1 teo Jo(QkO\/on)eiwt
t)=— P d 4.7
n(x, ) /oo (w Jo(QkQ.CEo) + ZJl (Qko.iﬂo) w ( )

s
el valor maximo en la costa (x = 0), define entonces, la integral de runup

1 +oo P(w eiwt
—00 J0(2]€0$CO> + ’ZJ1(2/€0Q30)

T
cuya expresion integral es esencialmente la misma propuesta por Synolakis (1987). Las pe-

dw (4.8)

quenas diferencias aparecen de las distintas elecciones en la definicién de la transformada de

Fourier y esta trabajo, asi como el trabajar con sistemas adimensionales y dimensionales.

4.1.3. Calculo de espectro de Fourier de una onda solitaria

Se considera la solucion de la ecuacion de Boussinesq (Ver Anexo B), para el caso de una
onda solitaria incidente, centrada en 1, y que se propaga con velocidad ¢, es decir de B.2,
se puede escribir
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n(z,t) = Hsech® (v (x — z1 + ct))

1 [3H
con y = TR siendo H la altura de la onda.

En la seccion anterior se definio ®(w) = 7(xg,w), asi, se debe calcular simplemente una
transformada de Fourier. Se define la funcion s(t) como
s(t) = sech?(t)
entonces, su transformada de Fourier es

+oo
S(w) = / sech?(t)e~dt

—00

Evaluando esta integral tomando la extensiéon analitica al plano complejo, se define

w(z) = sech?(z)e ™*

y el contorno C mostrado en la figura 4.2. y el contorno cerrado C mostrado en la figura 4.2

Alm(z)

—R+im i R+im

VN
VN

A
Y
A 4

Figura 4.2: Contorno de integracion C.

La funcion w tiene solo un polo de orden 2, 2z = 7, asi que por el teorema de los residuos,

j{w(z)dz = 2miRes (w(z), 2o)

c
El residuo que se obtiene es,

d :
Res (w(z), z) = lim —(z — z)*sech?(z)e™ ™
z—z0 A2

derivando con respecto a z,

Facultad de Cs. Fisicas y Matematicas Universidad de Chile



CAPITULO 4. ESTUDIO UNIDIMENSIONAL

Res (w(2),20) = Um [2(z — zg)sech?(z)e™™* — 2(z — z)’sech®(z)tanh(z)e**
Z—r20

— iw(z — z0)’sech?(z)e"*7]

Notar que,
/ B (z — 20)
zh—>nzlo(z - ZU>SeCh<2) o Z—20 COSh(Z)
1
— 1m
220 SeIlh<Z>
B 1
~ senh (%)
= —
Yy que
1 — (z — z9)tanh
lim —tanh(z) = lm (&~ Zo)tanh()
z2—20 (Z — ZO) e (Z a ZO)
iy Cosh(2) = (2 = zo)senh(2)
z2—20 (Z - ZO)COSh Z)

(
senh(z) — (z — 2zg)cosh(z) — senh(z)
z—20 (z — z9)senh(z) + cosh(z)
(z — zp)cosh(z)

—
e (z — zg9)senh(z) + cosh(z)

, (2 — zg)senh(z) + cosh(z)
= —lim
2=z (2 — zg)cosh(z) + 2senh(z)
~0+0

0+ 2
= 0

Con estos resultados, el residuo entonces es,

Res (w(2), z) = lim e ((2 — zo)sech(z))? {2 (

Z—20

—- tanh<z>) - Zw]
= e W(—3)%(2.0 —iw)

. wm
= we 2

Asi, la integral de contorno queda
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R R ™
N

J -

R s —R 0
/ w(t)dt+i/ w(R—i—iy)dy—i—/ w(t +im)dz —i—i/ w(—R + iy)dy = —2rwe?
- 0

~N~ ~~ ~~ ~~

I Ip) I3 1y

Notar que para I3,

R
I; = —/ sech?(t + im)e @I+ gt
R

R

= —em"/ sech?(t)e "“'dt
-R

_ _ewwll

Y ademés, para R suficientemente grande, la integral I,

|| < / ‘SeChQ(R+iy)€*iw(R+iy)‘dy

0
s 2 2
< /0 <€R+iy+e—(R+iy))
T 2 2
wy
/0 (||eR+w|—\e—<R+w>|r) ey

T 9 2
wy 4
[ () e

< mmax (1, e )cosech?(R)

e“Ydy

IN

mientras que para la integral I,

L] < / [sech?(— R + iy)e )| dy
0

T 2 2
wy
< /0 (6—R+iy+e—(—R+iy)) € dy
s 2 2
wy
= / (Hemw,_‘wwu) ey
T 92 2 .

< mmax (1, e )cosech?(R)
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y estas cotas van a 0 cuando R — 400, asi que tomando este limite se obtiene

+00 +oo
/ sech?(t)e ™'dt + 0 — ™ / sech?(t)e “ldt + 0 = —2nwe s

e} o0

+oo
(1-— 6”“)/ sech?(t)e “ldt = —2rwe™

o

o0 9 ) eT
/ sech”(t)e " ™'dt = —2rw——

o0

+oo
/ sech?(t)e”™“'dt = Twcosech <ﬂ>

—00

Con lo que se ha encontrado la transforma de Fourier

S(w) = mwcosech (%)

Finalmente, gracias a las propiedades de traslacion y de cambio de escala de la transfor-

mada de Fourier se puede calcular 7(zg,w) facilmente, es decir,

N(xo,w) = HF(s(y(zo — 21 + 1)) (w)

o = (L1222 o

N w 1
M(zo,w) = Hel@o)e 3 ( d >
ye \7¢€
N , 1 (k.
n(ze,w) = Hekelwo—z1) 3 (—)
e Y

, 1 k
N(zg,w) = Hekel@omz) _q < ) cosech <(—C> —)
e Y

n(ro,w) = Hethelo—an) 2 k.cosech ( >
72

43 7
(o, w) = H2 D gikelmo—an) cosech( kc)

Finalmente,

43,
O(w) = ?%elkc(a’o”“)kccosech(akc)

I

7
cona=—yk,=
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4.1.4. Calculo del maximo runup de una onda solitaria

., w .
De 4.7, usando el espectro recién calculado y al recordar que ky = —, se tiene
Co

1 Feo 4d3 ™ Jo(zkoq/.fol')eiwt
t) = — ———e*elr0mm)k cosech(ak, d
77(5(:7 ) ™ /_ 3 Ce cosec (OC )J0(2]€0330> - ZJ1<2]€0.%'0) v

oo

4d3 teo ik JO(2k0w/x0x)ew dw
) = — the(wo=21) L cosech(ark, —
7’](‘7;7 ) 3 — 00 c cosec (Oé )J0<2k’01‘0) + ZJl(QkJOZL'()) Cc
Notar que kg = Y_ve_ ak., donde a =: ‘- 1+ —.
cp € Co d

Haciendo el cambio de variables w = k.c

4d3 +o00 JO(QakC\/%—x)eikC(mo—xl—&—ct)
t) = — k. h(ak, - dk.
0. 1) /_OO cosech(ak) Jo(2ak.xo) + iJ1(2ak.x0)

Se debe evaluar en x = 0 (en la costa) para buscar la maxima altura

4P / " hecosech(ake) iy gy (4.9)

0,t) = —
77( ’ ) 3 — 00 JO(Qakcx0)+iJ1(2akcxo)

Ahora, debemos atacar esta integral desde el analisis complejo, para ello, consideraremos

el contorno mostrado en la figura 4.3.

A
A

v-Im(z)

Figura 4.3: Contorno de integracion C.

El contorno C consiste del segmento de recta [—R, R| y el arco de circunferencia I'g. Se

debe calcular

zcosech(az) |
I t — ’LmZd
e(®) 7{ Jo(02) +ih(02)"  ©°
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conm=xg— 1 +ctyd=2ax.

En 'z, z = Re, 0 € [r,27]. Notar que la cosech(-) se puede acotar,

2
|cosech(z)| = e
2
= lel = el
2
T |eRe(a) — e Re(3)]
2

elRe(z)l — g—[Re(2)]
= cosech(|Re(2)])

y asi, usando las expansiones asintoticas de las funciones de Bessel,

. 2 T 2 T T
Jo(w) +iJi(w) =~ ﬁcos<w—z>+z %COS<W—§—Z>
woo(o-3) +iy o (0-3)
= —cos |w — — 14/ —sIn |w — —
W 4 W 4
= iel(w_%)
Tw

Luego

2
J i J ~ _ < _—Im(w)
) + i ()| [ e

el valor principal de Cauchy (VP) debido a la singularidad en 2X, se puede escribir como,

27
I, ()] < RQ\/M—RVP/ cosech(aR| cos(€)|)e_(m_5)RSin(9)dQ
= 2R/ 7T(SR/ cosech(aR| cos(0)|)e (M=) gg
2T .
QRQ\/Tcosech (aRsin(e ))/ e~ (m=0)Rsin(9) 79
3

2

2R/ 7T(STR(:oseCh (aRsin(e)) m (1 — e O7mR) (x)

2
mh mSRcosech —aRe |,
(6 —m) 2 T

IN

IA

IA
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donde (*) proviene del lema de Jordan sélo cuando § —m > 0.
Asi, tomando €(R) = R",v € (—1,0),

lim I, =0,
R—o0

siempre que 6 —m > 0.

Synolakis (1988) probé que la funcién Jy(z)—i.J1(2) no tiene ceros en el semiplano superior
(F.1), y debido a que J,(z) = J,(Z), los ceros de Jo(z) — iJy(z) son la reflexion de los ceros
de Jy(z) +iJ1(2), con lo que los tinicos polos son los del numerador, es decir p, = —""4 con

n=1,2,3,..., luego, del teorema de los residuos y del desarrollo anterior, la integral 4.9

A3 X zcosech(az)
- I7i E : izm
U(O’ t) 3 i Res (Jo((;Z) + ZJ1 (62) ¢ 7pn>

n=1

Al observar que,

) 1
Zlg]r)ln (z — pn)cosech(az) = acosh(apy)

_

-

Entonces, dado que Jy es par y J; es impar,

_sdr S n(=1)"
3 a? = Jo(2n7di) — i1 (2n6i)

2nym

n(0,t) =

Las funciones de Bessel y las Funciones modificadas de Bessel estan vinculadas por la

relacion:

con lo que se obtiene

3 72 +oo _1)ntl
w0, = 22T D
3 a? £ Ip(2n7y0) + L1(2n76)

Ademés, cuando = >> ‘kQ — ﬂ, las funciones modificadas tienen una aproximacion asin-

totica

ﬁ
=)
)

obteniéndose
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8d* m — 3 n+1_—2nvy(6—m)
n(0,t) = ——x/?T’Y(SZ?”L?(—l) e

8d3 24 2 +o0 :
n(0,t) = T /W75Zn%(—1)n+16_2m(5_m)

3 72
n=1
8d° SH\/ S +1,-2
= — 44— S5(—_1\" —2ny(6—m)

U(Oat) = 3 44d3 7'("}/5;712( 1) e 2y

+o0o X
U(O,t) = 8HV7T75ZnE(_l)nHe—zm(&m)

n=1

n(0,t) = 8H\/W752n%(_1)n+1 (6—27(6—m))n

77<O7 t) = SH\/ \/_Q.TO Z n% n+1 *27(57171))”
H i :
77(0; t) = 8 7T\/§H (g) ( ) W Z TL% n—i—l —27(5—m))

Se puede observar que la serie es de la forma,

E n% n+1 n

cuyo grafico se muestra en la figura 4.4. S(X) ha sido calculada numéricamente para distintos
valores de x y el valor maximo se alcanza en y = 0,481 = ¢~ %™2, Lo cual define el tiempo

méaximo de acuerdo a las variables m y S definidas previamente, luego,

1 0,366
toar = — (xl + (2a — 1)z — —)
c v

El valor maximo de la serie es S(0,481) = 0,15173, y evaluando el término 8/ /3 el

runup, R, es
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0.18F 7
0.16 | i
0.4} 0.1517 ]
0.12
) -
» 0.1
~
0 o0.08f
0.06 |
0.04
0.02
0 I I I I Oﬁ\81 I I I I
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X

Figura 4.4: Serie S(x).

R = 2831H([;;)1
R (1) (1 ) e

y en primer orden, se obtiene que la "Ley de runup” es

N]
/\
&
v
)
@]
r#

7; = 2,831 ( ) Veot(B) +0,7078 ([j) cot(B)

Es interesante notar la dependencia de las variables H y [ en el runup, las cuales concuer-
dan con la intuicion. A mayor altura inicial y/o mientras menos empinada sea la pendiente
de la playa, mayor seré el runup. La dependencia puede observarse en los graficos 4.5 y 4.6.

A pesar de existir diferencias muy leves, en esencia, el runup analitico es el mismo obtenido
por Synolakis (1987). Las diferencias son debidas a que Synolakis resolvio el problema de
condicién inicial, mientras que aca se ha resuelto un problema de condicién de borde en .
Esto significa que este caso incluye los efectos producto del viaje que la onda realiza desde
1 a g, lo cual hace a una velocidad ligeramente superior a la velocidad ¢q. Gracias a las

propiedades de la onda solitaria, que le permiten viajar preservando su forma, en este caso,
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ambos caminos conducen al mismo runup, pero esto no es cierto en general para cualquier

tipo de onda.

Synolakis (1987)
80 o @® Fuentes (2012)

0 5 10 15 20
Altura inicial de la ola [m]

Figura 4.5: Comparacion entre el runup propuesto en éste trabajo y el de Synolakis
(1987), variando H, usando = 2° y d = 4km.

25 T T T

Synolakis (1987)
@® Fuentes (2012)

20

Runup [m]

0

0 20 40 60 80 100
Angulo de la playa [°]

Figura 4.6: Comparacién entre el runup calculado en éste trabajo y el de Synolakis
(1987), variando f3, usando H = 10m y d = 4km.

4.1.5. Calculo del espectro de Fourier de una N-wave

A diferencia de la onda solitaria, que s6lo representa una elevacion de la superficie del
agua, la N-wave, tal como lo indica su nombre, se asemeja a la forma de una letra N, y
por tanto, incluye una subsidencia (depresion) y una elevacion. Es importante destacar que

algunas N-waves no provienen de alguna ecuaciéon diferencial especial que dé cuenta de la
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dindmica del fluido, a diferencia de la onda solitaria que proviene de la ecuacion KdV, sino
que son usadas para modelar de manera maés realista la situacién de un tsunami producido
por un terremoto. De todos modos, es posible obtener algunas N-waves como soluciones de
ecuaciones asociadas a la creacion de un tsunami. Las usando N-waves fueron introducidas
por Tadepalli & Synolakis (1994).

T T T T T T T
Onda Solitaria
N-wave H

N-wave Isésceles

| | | | |
Figura 4.7: Formas iniciales de onda tratadas en esta seccion.

La diferencia 4.7 presenta la comparacion entre las formas de onda de una onda solitaria
vy de dos casos de N-waves. Notar que las N-waves, en general, no son simétricas ni anti-
simétricas y que dependiendo de la direccién de propagacion de propagacion la amplitud
incidente puede corresponder a la parte deprimida o elevada de la N-wave.

Como se ha visto en el capitulo sobre generacion de tsunamis, la ecuacién que gobierna

la generacion lineal de tsunamis, en el caso de propagacion en una dimension, esta dada por,

1 1
Nzx — C_%ntt = _C_%Ctta
donde ((z,t) representa la deformacion del fondo marino.
Consideremos una solucion en la forma n(z,y) = f(z)g(§), donde £ = x — x1 + ¢t y a1
es el centro de la onda en ¢ = 0.

Reemplazando en la ecuacion anterior,

c? 1
(f"g+2f'd+ f9")—=2fd" = —=Cu
Co Co
1
ffg+2fgd = —=G
€o
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Modelando la deformacién como una funcién ¢ de la forma ¢ = 2h(€) y para lograr obtener

soluciones simples, se escoge f(x) = x — z5. Con estas consideraciones es facil ver que

0
2 = 23N
0
g/ — _p
g = —h+C*
Asi, por simplicidad, basta escoger g(§) = —h/(§), es decir, para una deformacion en

el fondo dada por ¢ = h(§), la elevacion instantanea transmitida a la superficie es n =

—(z — @) (§).
Tadepalli & Synolakis (1996) modelan una N-wave usando

he) = —% tanh(~¢)

Con lo cual, la onda inicial est4 dada por,

n(x,t) = e(x — x9)Hsech?(y(z — 1 + cot)),

donde v = é, / %po y Po €s un parametro que controla la longitud de onda.
La constante € > 0 controla la amplitud de la onda, que normaliza la amplitud maxima
en H.
Debido a que la soluciéon representa una onda viajera, sin pérdida de generalidad, € puede
on(z,0)

ser calculado en ¢ = 0. Se debe resolver la ecuacion =7~ = 0, la que define la relacion,

2y(z* — xg)

o = coth(y(z* — 1))

donde z* es una solucion de la ecuacion anterior. Con esto, es facil determinar que,

*
r — X2

€ = max 5
(e = a7~ (3)
Como Tadepalli & Synolakis (1994) discuten € exhibe, en un amplio rango, una variacion

lineal con L = x1 — x2. Sin embargo, también puede verse la variacion de € con respecto a .
(Figura 4.8).
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x 107
2.5
2F i
1.5 1
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0.5F q
0 Il Il Il Il Il
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2
\ x 107

Figura 4.8: Dependencia de € con v, con py = 1, d = 4 km, § = 2°.

Ahora bien, reordenando, la solucion obtenida para esta geometria en la zona de decreci-

miento lineal de la profundidad se tenia que (ecuacion (4.7))

1 [t 2A,;(w)eikozo :
) = — - Jo(2ko+/ W,
77(1), ) 2 /oo Jg(zk’oiﬁo) + ZJl(Zko.To) 0( 0 onl')G “

+o00
U(I,t) _ l/ Ai<k0)‘]0(2l.€0\/x0x> eiko(aj0+cot)dk0
— 00 Jo(Qk'[)l'()) -+ ZJl (2]{?01’0)

T

donde, ahora, A;(ko) representa el espectro de Fourier del perfil inicial.

Recordando que la transformada de Fourier de la onda solitaria es,

443 ,
F (Hsech®(y(z — 21))) (ko) = 3—;:7TkQCOSGCh(Oék‘0)6_ZkOx1

con o = % El perfil inicial de la N-wave puede escribirse en t = 0 como,

n(z,0) = € [xHsech®(y(z — 1)) — x2Hsech® (y(z — 1))]

y entonces gracias a las propiedades de la transformada de Fourier, F{n(z,0)}(ko) puede

calcularse facilmente,
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d (4d® : 4d3 .
Alk — — | — 7k h(ak —ikoz1 | __ k h(ak —ikox
(ko) € {de’o (3p07r ocosech(aky)e > ZL‘Q—BPOW gcosech(akg)e }
A T d » .
Alko) = @WG T (k‘ocosech(akg)e ! 0’31) — xokgcosech(akg)e 0™
0 0
4d3 —ikox ;
Alky) = E£7rcosech(ako)e 01 [Lko + i(1 — akg coth(ako))]
0

donde L = z; — 5.

4.1.6. Calculo del maximo runup de una N-wave

Puesto que el espectro de Fourier de la N-wave esta calculado, basta reemplazarlo en la

formula para n:

+o0
n(z,t) l/ Ai(k‘oﬂo(%o\/xox) eiko(l’o-ﬁ-cot)dko

—o0 J()(Qk’ol’g) + ’lJl(Qk‘QQTo)

™

Al evaluar en x = 0 se tiene entonces,

5@ + cosech(akg)[Lko + 2(1 — akg coth(aky))] gHhotzo—erteot) g
3])0 — o J0<2]€0$0) + ZJ1(2I{50{E0)

n(0,t) =

La integral anterior, puede escribirse separadamente como

4d? : :
n(0,t) = e=—(LE, + iEy — iaE3)
3po

con

El B /-l-oo k’OCOSGCh(ako) 6ik0(m0_w1+cot)dk0
—c0 J()(Qk’ol‘o) + ZJl (2]{?023())

E2 B /'+OO COSGCh(O&kO) eiko(mo_wl_‘—cot)dko
50 Jg(?kol’o) + ZJ1(2I{?0{E0)

b /+oo kocosech(aky) COth(O‘kO)ez‘ko(wofxﬁrcot)dk
3 _ J0(2l{70.l‘0) + ZJ1(2]€0I0) 0

[e.9]

Para calcular las integrales, se utilizard el contorno de la figura 4.3, debido a que el

denominador no tiene ceros en el semiplano inferior. Vemos que la primer y segunda integral
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tienen polos simples dados por p, = —"** mientras que la tercera integral tiene los mismos

polos, salvo que son de orden 2.
Aunque el cdlculo de residuos puede ser algo largo y tedioso, es posible hacer algunas

consideraciones generales: Suponiendo que f(z) tiene un cero simple en zj, entonces

Res(f~L, 2) = girﬁl%
o
(%)

Si se desea buscar el residuo para el cuadrado de f, entonces, con ayuda de la regla de

L’Hopital se calcula como sigue,

L d [(z— 2 2
Res(f™,20) = lim —

2=z dz \ f(2)
(=20 f(2) = (2= 20) [ (2)
2im () T
2 o 1B = FE) — (2= 20) (2)
f'(20) z=2 2f(2)f'(2)
1 iy 220 f"(2)
f(20) === f(2) f'(2)
(=)
[f"(z0)]?

Con esto, para el caso de f(z) = senh(az), es directo ver que el limite anterior es nulo, y
notando que cosh(ap,) = (—1)", se puede evaluar las integrales una a una.
Notar que FEji, es la misma integral de runup de la onda solitaria, asi que, aplicando el

teorema de los residuos y la expansion asintotica de las funciones modificadas de Bessel

B, = 875/2\/F$0Z(—1)n+1n3/26_27n(2$0_¢0)
n=1

El caso de F5 es muy similar, con la salvedad que posee un polo real en el origen, donde
el expansion asintotica de las funciones modificadas de Bessel no es valida. De todos modos,
en el primer orden de aproximacion el aporte que realiza este polo es despreciable, con lo que

se obtiene

E2 = 4@73/2 /271_:1:0 Z(_1)n+1n1/2€—2"/n(21’0_¢0)
n=1
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El caso E3 es mucho més dificil, ya que ahi los polos son dobles. Calculemos el residuo
a, exacto. Llamando 0 = x¢ — x1 + ¢ot:

., d Z—DPn 2 z cosh(az)e???
an lim — - -
z=pn dz | \ sinh(az) Jo(2z0z) + iJ1(220%)

—  lm z cosh(az)e?*? d ( z—pn 2 e 2 d z cosh(az)e?*?
o |\ Jo(2202) +iJ1(2702) ) dz \ sinh(az) sinh(az) / dz \ Jo(2z02) + iJ1(2202)

Debido al comentario sobre calculo de residuos, el primer sumando es nulo, de modo que,

, d z cosh(az)e???
a, = — lim |[— -
a2 z=pn | dz \ Jo(2x0z) + iJ1(2202)

I [(J0(2xoz) +iJ1(2202)) 2 (2 cosh(az)e®?) — (z cosh(az)e™?) L (Jo(2z9z) + iJ1(2202))

1
% z=pn

(J0(2CE02) + iJl(onz))2

Notar que

7 (2 cosh(az)e™™”) = cosh(az)e” + az sinh(az)e” + 0z cosh(az)e™
z

Pero el segundo término, en el limite, es nulo. Por otra parte, de las propiedades de las
funciones de Bessel

%(Jo(onz)—i—iJl(onz)) - (—J1(2:Jcoz)+i(J0(2xoz)—2;02<]1(2x02)>)
_ (QxO(JO(QxOZ) iy (2202)) — %Jl(Zxoz))

Asi, definiendo

iJl (21’02’)
J0(2[E02) + ZJl (2(E02) .

K(z) =

Se obtiene que el residuo es,
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69 cosh(apy) [ (1+i0pa) — ipn (20 — 5222)
a/n = -
a? J0(21E0pn) + ZJl(eropn)
B eipn9(_1)n (1 + K(pn)) —+ an(e — 2%0):|
o? Jo(2xopn) + iJ1(2x0py)

Aplicando nuevamente la aproximacion asintotica de las funciones de Bessel modificadas

para grandes valores del argumento, y notando que,

I (4WW0)
Io(4ynxo) + I (4ynxg)

K(pn)

Q

N | —

se obtiene entonces que

4 > 3
Es = évg/zx/TxDZ(—l)”“nl/z (5 + 2ny(0 — 23:0)) e2y0—2x0)
n=1

Definiedo la fase ¢ = xg + x1 — cot = 229 — 6.
Finalmente, se puede escribir que la elevacién producto de una N-wave en la costa, en

funcion del tiempo, es

16d°
0,t) = €
n(0,1) 3,

> 1
yVome Y (~1)" ! (5 +2n7(L - cb)) e e
n=1

Para calcular el runup, se debe hallar la fase 6ptima ¢, (1o que define el tiempo maximo).

De la condiciéon de optimalidad de primer orden, se tiene que
- 3
S (3 2L = o) ) e = o

n=1

Pero, reordenando la ecuacion

4,}/ I B ZfZI(_l)n-&-lnS/Qe—Q'ynqﬁm

g( ~m) = _Zzozl(_l)n—&—ln5/2€—27n¢m
9 007 -1 n+1n3/26727n¢m
(L =0m) = Ooznil(n 1> 3/2 —2yn
3 Yoo (=1 Hn3/2(—2ny)e2mém
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Llamando S(¢,,) = Y00 (—1)""1n3/2e=2mém ge encuentra una ecuacion diferencial para

S(6m), ;

2 S(¢m)
“(L—6,,) =
3 = 96,
y separando variables
31 ds
2L— ¢, S

se obtiene que (para L — ¢,, > 0)

S(¢m) = So(L — ) 3/

3/2
Evaluando en ¢, = % ?;66 se encuentra Sy = 0,1517 (L — @) ,

Gracias a esto, puede obtenerse también que

o0

Z(—l)”“nlﬂe—%”‘bm = —27/5(¢m)d¢m+20

n=1

D (=1l = Ay Sy(L — ¢y) "V 420 (4.10)
n=1

Con esto, el runup es,

].6d3 1 )
R = ¢ V2rxg | = 1)t 2e=2mom 4 o (L — ¢, 1)/ 2= 2mém
3]00 0 [2 ; g ¢ ;
16d3 1
R = 36p 3/2,/271'1)0 |:§ ( 4")/50([/ — ¢m>*1/2 + 20) + 2,}/([1 _ ¢m)SO(L _ ¢m)3/2:|
0
16d3
R = ¢ 36 732\ 2o C
Do

0,366

Para determinar la constante de integracion, basta evaluar 4.10 en ¢,, = S

0,366
0,2772 = —0,6068y ‘L—— +2C
v

0,366
¢ = 01386+030347‘L——
~
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Realizando los reemplazos correspondientes, finalmente se obtiene

1
H\* 1 0,366 0,4586
R = 2,83ley/cot(S) (E) 2 ('L— ’7 '—l— 7V )

Es interesante notar que una N-wave de depresion dominante, tiene un runup superior al
de una N-wave de elevacion dominante, y de hecho la sensibilidad del runup respecto a L,

puede apreciarse en la figura 4.9.

85

Runup [m]
[e2] 2] ~ ~ 0]
o al o ul o

[¢)]
[

50

45 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
“10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
L (km]

Figura 4.9: Dependencia del runup de una N-wave con la separacion L, con H =
10, d=4km, = 2°.

4.1.7. N-waves IsOsceles

En el caso particular de una N-wave de igual amplitud de elevaciéon y depresion, se hablara
de N-wave isosceles. Tadepalli & Synolakis (1996) proponen una N-wave inicial de elevacion-

depresion dada por,
n(x,0) = —eHsech?(y(z — 21)) tanh(y(z — 21))
con y = 2 8,

En este caso, es posible determinar explicitamente €. De la condiciéon de optimalidad,
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2sech?(y(z* — x1)) tanh?(y(z* — 21)) = sech*(y(z* — 1))
1

senh?(y(z* — 1)) = 5

Obviamente las dos soluciones corresponden al punto minimo y maximo. Reemplazando
en la N-wave,
21
x5,0) =eH-—
puesto que el objetivo del pardmetro € es escalar la fun(:lén de modo que la altura maxima
sea H, se obtiene entonces que € = %\/5

Para calcular el espectro de Fourier de este perfil inicial, basta notar que

n(z,0) = —H%sech (v(z — 1))

Por tanto, la transformada de Fourier es

€ mH
Alky) = —%(zko)v—kocosech(ako) ~thoz1
_€7TH 2 —ikox
Alky) = —zﬁkocosech(ak:o)e 01
/‘y

Asi, la integral de runup esta dada por,

eH [t k2cosech(aky)

s iko(xo—l’1+00t)dk
]
2’}/3 — 00 JQ(2I€0[L‘Q) + ZJ1(2]{70[E0) 0

7](07 t) =

Como se ha hecho antes, aplicando el teorema de los residuos en el semi-circulo inferior

se obtiene,

2 n+1
7](1‘ 0) = 27 et 47 Z n ( 1) i eQH’Y(xO*CUlJrcot)
’ 293 « Io(4ynwxg) + L (4ynwo)
n?(—1)"*!
r,0) = 8eH
(e, 0) Z Iy(4ynzg) + 11 (4ynxg)

2ny(zo—x1+cot)

Aplicando las aproximaciones asintoticas de las funciones modificadas de Bessel
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§(w,0) = gewﬁmzn% g amtan —a)

= 8cHV3m <§> : (E) COt ng "+16—2n"/($0+a:1—cot)
4 d

Esta es una serie de la forma S(x) = 3.°°  n2(—1)"'y", que alcanza su valor maximo en
X = 0,1605 = e 182 ¢l cual es S(x) = 0,06273. La figura 4.10 muestra el calculo numérico

de esta serie en funcion de y mostrando claramente que ésta alcanza un maximo.

£ 0.06273"

0.06

0.04

0.02

S(X)
o

-0.02 i

-0.04 i

~0.06 X = 0.1605 .
1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.10: Serie S(x).

Con esto, el runup y el tiempo maximo, queda

R = 3,861H (%)4 cot(B)

1 ( 0914)
tmax - - x0+xl_—
Y

Co

Comparando ahora este resultado con el runup de la onda solitaria, se verifica que el

cociente entre ambos es,

R(N-wave)
R(Solitary wave)

= 1,364
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y la diferencia de los tiempos maximos,

d |d
tmax (Solitary wave) — tax(N-wave) = 0,203—4/ —
Co H

es decir, una N-wave de la misma altura que una onda solitaria, produce un runup un 36 %
mayor y éste se alcanza antes que el que produce la onda solitaria. Tal como lo discuten
Tadepalli & Synolakis (1994,1996) la forma de la N-wave parace ser mas estable, lo que la
hace mas eficiente que la onda solitaria al propagarse.

Para analizar esta seccion, se observa que, de la seccion 4.1.6, una N-wave isésceles puede
obtenerse al escoger L = 0, por lo que el runup predicho por ambos tipos de N-waves
isosceles deberia ser muy similar. Esto puede apreciarse con claridad en la figura 4.11, pero
para adaptarlas a la misma longitud de onda, se ha tomado py = %g, con el fin de realizar una
comparacion consistente. Dicha figura muestra que ambos runup son similares para valores
de H pequenos y s6lo divergen localmente cuando H crece.

120 T T T T

N-wave Isésceles q

N-wave generalizada con L = o

100 g

80 g
E

S 60t i
c
>
4

40 g

20 g

0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Altura méxima inicial de la ola [m]

Figura 4.11: Comparacion del runup predicho por N-waves isosceles con la N-wave

generalizada (L = 0) en funcién de H.

4.2. Teoria no lineal

En esta seccién, se estudiaran las ecuaciones en su versién no lineal para buscar una

expresion analitica de las soluciones.
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Recordando que el sistema (4.1) antes de ser linealizado, es

ne+ ((h+n)u), = 0
U +uty +gn, = 0

Definiendo la funcion hy(z,t) = h(z)+n(z,t) y recordando que en el caso de sloping beach

h(z) = tan(B)z, luego el sistema anterior se reduce a,

77t+h0ux+houz =0

El sistema no lineal que gobierna la elevacion y velocidad del fluido, puede reescribirse

como una unica ecuacion vectorial que representa un sistema hiperboélico que puede escribirse

a v b c

como,

Las direcciones caracteristicas, en la notaciéon clasica, se obtienen del problema de auto-

dz
Ifla——=b | =0

Asi, en este caso, las velocidades caracteristicas son

valores:

dx
E =:Clp =Uuxy gho,

mientras que los vectores propios del sistema son,

11,2 = (9 i\/ﬁ)

Cada valor propio, define en el espacio (z,t) una curva llamada caracteristica. Cada

caracteristica, tiene asociada una abscisa curvilinea ¢* definida por el diferencial,
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d dt 2+ dx g
do* do* 0t do* Ox

_ (0 o
 do* \ Ot dt Ox

lo que define las ecuaciones caracteristicas,

dv dt

" do* + do*

l-a l-c=0

En este caso,

o= —gtan(f3)

g du dt

“dor + g hod . F V ghog tan(p tda* =0
d(+/gh du dt
d(v/ho)” + \/ghoda* F \/ghogtan(ﬁ)tda* =0

gng<°> gim)< ! );ffo
d(

do*
dv/gh du dt
24/ ghg dag* 04 hod - F v/ ghog tan(p tdo =0

+ gho *[u:I:Q\/gho—gtan } =0

Luego, los invariantes de Riemann del sistema, definidos como las funciones escalares que

son constantes a lo largo de las curvas caracteristicas son

I o = u=2v/gho — gtan(f)t

que satisfacen las ecuaciones caracteristicas

Olh 9 4 €120, 112 =0

Notar que los invariantes y las velocidades caracteristicas, se relacionan de manera sencilla

3 1
0172 = 1—1[172 + 11271 + tan(ﬂ)gt
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Una de las estrategias utilizadas por Carrier & Greenspan (1958) para resolver este proble-
ma, es considerar a las variables independientes como variables dependientes de los invariantes

de Riemann. Para ello, debe considerarse el siguiente Jacobiano

S ot,x) [0t Ot
N 6(11,12) N 8]1ZE 8121'

Suponiendo que esta matriz es invertible (este supuesto se discutird mas adelante), en-
tonces

J_l_ 8([1,12) . 8t11 835]1 _i 812x —81215
- Otx)  \oaL olL) |J| —Onr  Ont

esto permite reescribir las ecuaciones caracteristicas como

af2,117 - 01,2811,2 =0

Esto representa un sistema no lineal debido a la dependencia de las velocidades caracte-
risticas con los invariantes, pero es posible convertirlo en una ecuacién diferencial lineal de

segundo orden al derivar cada ecuacién con la variable opuesta

3

(‘3%21156 — 1(91215 — cﬁiht =0
3

8?2115U - Zajlt - 628%211t - O

Eliminando la variable z restando las ecuaciones

Ot + (Ot — O, t) =0

3
2(I, — Ip)
es conveniente entonces, definir las siguientes variables generalizadas

I +1
A= 1—; 2 — u — tan(B)gt

L —1
o =: 12 2:2\/gh0
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Utilizando la regla de la cadena, es directo escribir la ecuaciéon en términos de las nuevas

variables
2 2 3
(a)\)\t - ao.o.t) - _ao—t = O
o

u—A
tan(B8)g"

Debido a que A = u — tan(f)gt, se tiene que t = Nuevamente, gracias a la regla

de la cadena, es posible encontrar con facilidad que
2 2 3
(O u—05,u) — —0,u=0
o

Otra de las estrategias de Carrier & Greenspan (1958), es la introduccion de un “potencial”
¢ = ¢(0,\), de modo que

Al reemplazarlo

Pidiéndole acotamiento a las derivadas del potencial, entonces la ecuacién se reduce a

O\¢ — 00, (@) L%l

g

e — (_&30¢0— a"(b) %0 _

g

1
a>2\>\¢ - 8§a¢ - gaa =0
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Finalmente, la ecuacién que define al potencial, puede escribirse como
08§A¢ = 60(080¢)

Para completar esta parte, debemos dar las formulas que definen el pasaje de un sistema
a otro.

De la definicion del potencial

Tal como se utiliz6 anteriormente,

. uU— A
~ tan(B)yg

Para expresar x, se puede ver que los invariantes de Riemann y las velocidades caracte-

risticas, en términos de las variables generalizadas son

112 = A*o

)

c1g = Ak % + tan(6)gt

gracias a esto, y a la regla de la cadena, las ecuaciones caracteristicas pueden reescribirse

como

Ohx — 0,x — c1 (Ot — O,t) = 0
T+ Opx — c2(Oxt +0,t) = 0

Restando las ecuaciones

26)\1’ + (Cl — Cg)a)\t — (Cl + Cg)aﬂf =0
206z + 00\t — 2(\ +tan(B)gt)0,t = 0
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pero como t =

200 + 0 (&,u - 1) —2(A+tan(B)gt)o,t = 0

tan(f3)g
(%u—l) Oyu
20t +o0 | ——— | —2u——-— =
A (tan(ﬁ)g tan(f3)g
y utilizando la definicién del potencial
28+1(8¢—)+2 (Oyu) = 0
M fan(B)g T T an (@)Y T
Despejando x
bt = (o + 2u(Dyu) — Dry0)
el = Qtan(ﬁ)g o u\Osu Ao

1 o?
Oyx = 0, (m (? +U2 - a)\gb))

de donde se puede escoger entonces que

_ 1 o’ 2
= 2tan(B)g (? e M)

finalmente, como o = 2+/ghy, v utilizando la representaciéon de la variable x, se despeja

o? = dghy

o2

19 = n+tan(f)z
o? 1 o? 9

0= Gty (BT )
1

= — (06— u?
n 2g(w5 u?)
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4.2.1. Soluciéon de la teoria no lineal

Tal como se vi6 en la secciéon anterior, el sistema no lineal de shallow water equations en
el caso unidimensional, puede ser representado a través de una ecuacién lineal diferencial a

derivadas parciales de segundo orden utilizando una transformacién hodogréfica,

08?\/@ = aa(aaa¢)

0x¢
u =
o
. uU— A
~ tan(B)g
1 o? 9
© = gm0 )

1
=g, (0o — u?)

Considerando la transformada de Fourier del potencial, en la variable A

QAS(U, s) = /OO P, N)e ¥ dA

entonces, es facil ver que la solucion acotada del potencial es

d(0,5) = A(s)Jo(s0)

Si se proporciona una condiciéon de borde, digamos

entonces

y por tanto, al invertir la transformada

60, 2) = — /_ TG o)

~ 21 ) Jo(s00)

Si se especifica una condicion inicial, es posible hacer un tratamiento similar (Carrier,
1986). En general, tal como lo plantea Synolakis (1987) no es trivial tomar una condicion de
borde o inicial sin hacer un fuerte supuesto sobre la solucién, ya que esto implicaria conocer
el dato, ya sea en todo el espacio o todo el tiempo, dependiendo de la condicién, sin contar,

que después deben ser traspasadas al espacio (o, \).
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4.2.2. Comparacién entre la teoria lineal y no lineal

Para verificar la consistencia entre las soluciones predichas por ambas teorias, se linealiza
* s ~ . . . . 2
la transformacion hodogréfica despreciando los términos O(u?). En el mismo orden, ¢y < 5

y u < A, con lo cual

0y
y - %0
g
LA
~ tan(B)g
0.2
"7 Ttan(B)g
_ 0o
=g,

es interesante notar que ahora las ecuaciones quedan desacopladas, permitiendo una transi-
cion directa entre los espacios (x,t) y (o, A).

Teniendo en consideracion la dificultad a la hora de tomar una condicién inicial o de borde,
Synolakis (1987) propone tomar como condicién de borde la misma utilizada en el problema
lineal equivalente, lo que viene a ser formalmente correcto al mismo orden de aproximacion.

El punto xy en el plano hodografico, estad dado por

op = 2cg
Por otra parte, notar que
1 > J()(2k’ol‘o) ¢
; _ 1 o wi g
77(‘7;07 ) T /—oo (Cd) JO(QI{Z()I'()) +iJ1(2kOx0)e “
1 [ J()(Qk’ofl?g) i w
N - P tan(8)g (],
77(%7 ) 7T/oo (w) JO(2k0x0)+iJ1(2k0$0 ‘ “
Haciendo el cambio de variables w = —gtan(5)s
1 [ Jo(2koo) A
. _ ot 1 O iAs ]
n(wo, 1) gtan(f) o /Oo () Jo(2kozo) +iJ1(2k0370)€ ’

Con lo anterior, por inspeccion, se reconoce la transformada de Fourier en la variable A
de 77<$07 t)
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1@, 1)(s) = 2g tan(8)®(w) J0<zko;]§>( iniii%x0>

Y puesto que

8/\¢(CT, >‘) - 2977(377 t)

Al aplicar la transformada de Fourier en la variable A en o

Jo(2kox
iSF(S) = 492 tan(ﬁ)q)(w) J0(2/{:0:E(()))(2‘|‘0i(](i)(2k0x0)

al reemplazar valores, se observa que

w

2]{301'0 = 2—130
Co
—sgt
okor, — 29t
€o
—sgt
2korg = QMdco’c(ﬂ)
Co
2]{501'0 = —2008
2]{301’0 = —20'08

De este modo, la expresion integral del potencial queda

4 2 oo (I) .
¢(U7 /\) _ g tan(ﬁ) / (w) JO(SU) ezAst
211 0o S J()(Qkol'o) + ZJl (2]601’0)
Redefiniendo como variable de integracion kg < ya que s = —ﬁ—gko)
oo, \) = _2963 /OO 2) . <:£_8k00> eiiA%kodk
’ N l‘oﬂ'i — 00 kﬁg J()(Qk‘ol'o) + ZJl (2]{301‘0) 0

. ., 1
pero, en esta aproximacion n = %8A¢, con lo cual
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G [y Jo ( 20 koo .
) = =2 z
ﬁ(x, ) T J_co ( ) Jo(Qk’o.’ﬂo) + ZJl (2]6’0330) c ’ 0
oo JO ( Ok'()O'
o icokot
t) = — (I> 0ROt dk
77(3:’ ) ™ J_ ( ) J0(2k033'0) + ZJl (2k0$0) ¢ 0

En la teoria no lineal, el runup, se alcanza en la posicion =, donde la elevacion alcanza
el mismo nivel que la profundidad, es decir en z, tal que —z,tan(f) = n(xs,t). Mirando el
sistema hodografico original, es directo que esto sélo puede lograrse cuando o = 0, y en dicho
punto, la velocidad alcanza su valor critico, haciéndose nula, es decir, u(xs,t) = 0. De este
modo

o [ P (w) icokot
o)== | icokot
77(1' ) ™ / J0(2]€0.I’0) + ZJl (2]601’0)6 0

Escribiendo la integral en términos de la variable w (ya que w = koco)

d(w)

(0,,1) = = /OO “'d
Tg, 1) = — ; e w
m T J_ Jo(Qko[Bg) + ZJ1<21{05E0)

que es exactamente la misma integral de runup 4.8 predicha por la teoria lineal.

4.2.3. Validacidén de la teoria no lineal: Breaking point

Calculemos el Jacobiano de la transformacion hodografica,

‘J| = 811t812x — 812258[15(]
_ %(&\t b 0,8)(Ont — D) — }l(aﬂs — 0,)(0nt + Ba)

1
= 5(80256)\1‘ — (9,\15(9035)

1

= Ggran(p)e et = On) = (i = Do+ 2us = 0))
1

— W(ua@uug —u— (ou)y) — (uy — 1)(0 4 2uu, — ouy))
1 2y

- W((UA -1) 2)
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que el Jacobiano sea singular en ¢ = 0, es una propiedad de la transformacion hodografica
y no de la forma inicial en particular que se escoja. Asi que, si u y sus primeras derivadas
parciales se mantienen acotadas, el Jacobiano queda invertible dentro del fluido. Luego, los
problemas aparecen cuando la pendiente de la superficie del liquido,%7 se hace infinita. El
punto donde esto ocurre es cominmente llamado breaking point, es decir, el punto en que la
ola “rompe” y se colapsa sobre si misma por acciéon de la gravedad. La predicciéon de este punto
y sus implicancias desde la teoria no lineal fueron comparadas en experiencias de laboratorio

por Synolakis (1987).
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Capitulo 5
(GGeneralizacion al caso Bidimensional

Se considera una batimetria similar a la del caso unidimensional pero extendiéndola en

la direccion y (ver figura 5.1 ):

h(z,y) = d si z>z9,yeR
= xtan(f) si z<zg,y€R

Figura 5.1: Esquema de batimetia para el problema 2D.

Retomando el sistema de ecuaciones (2.6) que rige el problema,

m+ ((n+h)u) + ((n+h)v), = 0
Up + Uy + VUy + g1, = 0
vy +uvy +ovv, +gn, = 0
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En el caso lineal, el sistema queda,

m+ (hu), + (hv), = 0 (5.1)
u+gn, = 0 (5.2)
vet+gny = 0 (5.3)

y eliminando las variables u, v se obtiene la EDP

Nt — 9((A1e)e + (hny)y) =0

Se deben distinguir dos casos,

oL > X
En este caso la profundidad es constante, h(z,y) = d y la EDP queda,

Nt = 9d(Naz + Myy) (5.4)

que corresponde a la ecuacion de ondas 2D, con ¢ = gd.

Aplicando la transformada de Fourier en tiempo, la ecuacién se convierte en

_w27/7\ = 0(2) (ﬁxw + ﬁyy)
Definiendo ky = “
Co
_k(Q)ﬁ = 7/7\96:1: + 7/7\yy
Se postula una solucion del tipo

iz, y,w) = 7{ {A(E)e—i‘?w B(E)eiE'F} dl
|k|=ko

donde k = (ky, ky) representa el vector nimero de onda, 7= (x,y) es el vector posicion y dl

es el elemento de linea.

o < X

Para este caso, h(z,y) = ztan(/3), y se obtiene la EDP

N = gtan B(ane + ne + T1,,) (5.5)
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Aplicando la transformada de Fourier en tiempo

_WQﬁ = gtan B(zNy, + 1y + mﬁyy)

w? cot(f) -

-0
g

w?d cot(f) . ~ . .
—TU = TNex + Nz + Ty

—k(%iﬁoﬁ = xﬁxa: + ﬁx + l'ﬁyy

= xﬁxm + ﬁx + xﬁyy

Se postula una solucion del tipo,

A, o) = f X ()Y (y)dl

E|=ko

Se observa que las funciones X, Y deben satisfacer que

—kjro XY =2 X"Y + X'Y +2XY”
Separando variables

1 9 X/l Xl Yl/
‘; (’” eyt y) =y

Tomando como constante de separacion —k:;, se obtiene que

Y (y) = C(k)e ™ 4 D(k)etvy

mientras que la funcién X satisface la siguiente ecuacion diferencial ordinaria de segundo

orden

X"+ X'+ (kjrg — k2x)X =0 (5.6)

Que es esencialmente la ecuacion diferencial de Sharpe, luego, la solucion finita en la costa

(x = 0) es, gracias a D.1

X(z) = e ™" M(p,1,2k,)

2

1
conu—i(l— ’

) , ¥y M(a,b, z) es la funcion hipergeométrica confluente de Kummer.
Yy
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5.1. Uso de la Transformada de Fourier Tiempo - Espacio

La ecuacion diferencial parcial que gobierna el movimiento para el caso de profundidad

constante, es la ecuaciéon de ondas,

1
Nex + Nyy = 57t
0}

Aplicando la transformada Tiempo-Espacio en (y,t), la ecuacion de ondas se transforma
en,

w2

3|

= 2=
nmx_kyn - _C%

definiendo k, = 4/k§ — k2 notar que k, = k,(k,,w)

Las soluciones generales son

ﬁ: Aiezkwx_FATe—zkmm

Invirtiendo la transformada se obtiene,

1 - > ikgpx —ikyx iwt—1

Para el caso interesante, cuando la profundidad decrece linealmente con z, se aplica la

77(% Y, t) =

transformada definida en 4.5 a la ecuacion 5.5 pero solo en las variables (y,t), es decir, la
ecuacion

Zo
TNz + Nz + Tlyy — ?ntt =0
0

se convierte en

— — — T —
Ty + Ty — k22T + C—;’w?ﬁ =0
0

la que se concilia con ecuacion (5.6). Las soluciones generales en este caso son entonces,

7= Be ™" M(u,1,2k,x) + Ae ™*U(u, 1, 2k, )
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1 k2x

con p =3 (1 — (l]e 0) y donde M(a,b, z),U(a,b, z) son las funciones hipergeométricas con-
Y

fluentes de Kummer y de Tricomi respectivamente.

Dado que U tiene singularidad logaritmica en = 0, la soluciéon acotada en el origen es

= Be ™" M(u, 1,2k,z)

=l

e invirtiendo la transformada,

1 o0 [e.e] ) )
77(v”c,z/,1ﬁ):(27r)2 / / Bet ke kv N (11,1, 2k, ) dk, dw

Debe notarse que k, en el dominio de integracion puede tomar valores reales o complejos.

Esta particularidad, rompe la simetria del problema, e incluso podrian producirse divergencias
exponenciales. Sin embargo, por completitud, se continuara el calculo y para el caso de la
onda solitaria infinitamente extendida, se vera que aun este formalismo es valido, pero para

otros casos, se vera una alternativa para evitar este problema.

5.2. Continuidad de las soluciones

Se debe imponer continuidad en x = =z, de las soluciones y sus primeras derivadas.
Debido a que se ha utilizado la transformada espacial en la variable y, las soluciones son
independientes de ésta, con lo cual, s6lo basta aplicar la continuidad a las derivadas en z,

con lo cual se obtiene el sistema

AgetFrm0 4 AT = BX (1)
ik, (Aje=m — A em =m0y = BX'(x)

Siendo similar al caso unidimensional, se obtienen entonces los coeficientes

B(k = .
( yaw) X(CCO) _ ];_IX/(Z'O)
X + X' A
Ap(ky w) = (o) Ko (xO)Ai(ky, )eglkwmo
X(Io) — kz_r /(IO

Ahora bien, si se da el valor incidente en = = z¢, digamos
ﬁ(%o, ky> w) = (I)(kw w)

significa que
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Ai(ky,w) = e_ik’”wO(I)(ky, w)

Por lo tanto, dado que se tiene la expresién para la solucion antitransformada

n(z,y,t B wt=tkyy X (1) dk,dw
2@ k w zwt—ikyyX( )
= dk,d 5.7
77(37 y7 / / o —XI( ) ) w ( )

5.3. Calculo del espectro de Fourier de una onda solitaria
2D

Consideremos la solucién de la ecuacion de Boussinesq 2D, para el caso de una onda soli-
taria incidente, centrada en x1, como antes, pero infinitamente extendida con una incidencia
0, es decir, de B.4

n(x,y,t) = Hsech? (v (sin(f)(x — z1) — cos(A)y + ct))

Puesto que ®(k,,w) = 7(xo, ky, w), se debe calcular una transformada de Fourier tiempo-

espacio, es decir,

P(ky,w) = / / Hsech? (7 (sin(0)(zg — 21) — cos(0)y + ct)) ey dydt

o(k,,w) = /OO ekvy (/Z Hsech? (v (sin(#)(xg — 1) — cos(0)y + ct)) e_i“’t> dtdy

—00

Pero la transformada en t ya fue calculada, salvo traslacion, se tiene que calcular la

siguiente integral,

< 4 ., .
@(ky,(ﬂ) — / elkyy (_Ee’bk‘c(sln(e)(mowl)COS(H)y)kCCOSeCh(akC)> dy7

0 3 ¢
conazlykczg
2y c
Asi
AB T, o |
(I)(kjy,w) = (?Eezkc sm(e)(xo—xl)]{jCCOSGCh(Oz/{;C)) / e—zk’c Cos(G)y-Hkyydy
¢ —0o0
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4d®
O (ky,w) = ( 3 Zemc sin(9) (@o—a1 kccosech(akc)) 216 (— cos(0)k. + k), (5.8)

donde 4(+) es la distribucion Delta de Dirac.

5.4. Calculo del maximo runup para una onda solitaria
2D

Analogo al caso unidimensional, al considerar 5.7 y 5.8, se tiene

/ /oo 2 A0 7 gikesin(0)(wo—21) ;_cosech (avk, )) 276 (ky — cos(0)k.)e“t = X (z)

dk, dw
X (w0) — 1= X" (20) !

n(x,y,t
Recordando, que

X(z) = e ™" M(u,1,2k,7)

kZ
conu:%<1—}’€—z°>.
Y

Evaluando en z = 0,X(0) = 1 e integrando en k, (§ funciona como el funcional de

evaluacion) se tiene que,

4d3 /oo (eikcsin(@)(m—ml)kccosech<ak6)) eiwt—icos(@)kcy dew (5 9)

0,,) = —— 4 el
n(0.y,6) = = X (o) — &X' (0) c

Observar que,

H
ko= =2 14+ Tk = ak,
co € d

Por otra parte, al evaluar en k, = cos(6)k,, se tiene

N
= a2k? — cos2(0)k2
= asin(0)k,

Puede notarse que k, € R, ademés
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X (z) = Ok N1 (1,1, =2 cos(6) k)
con 1= 1% (1 + —‘i’:ggﬁ’)

Gracias a la transformacion de Kummer (ecuacion (C.6)), es equivalente escribir

X(z) = e @kt N (1 — 11, 1,2 cos(0) ko)

Con estas consideraciones, aplicando el cambio de variables w = ck, en la ecuacion (5.9),
ésta queda

4d3 [ k. h(ak, I
77(0, " t) _ _/ cosec i(a / ) ezkzc(sln(e)(:co—xl)+cos(0)y+ct)dkc (510)
3 — oo X(l’o) — JX (.1'0)

5.4.1. Validacién de la generalizacion

Se puede apreciar que la integral en la ecuaciéon (5.10) es muy similar a la obtenida en
el caso unidimensional, por lo que el caso § — 7 deberia recuperar lo ya obtenido en la
seccion 4.1.4. En efecto, llamando A = cos(f) y usando la expansion en serie de potencias

(ver ecuacion (C.2)) se tiene que,

’ W o= _
}\%X(a:) = }\li%e M1 — u,1,2\k.x)

(1 — )™ (20k )™

A0 1(n) n!
n=0
o] n—1 o
= lm HQ)\k:C(l—u+])> IE
n=0 \j=0
[e'e] n—1
, 1 a’k.xo . "
= > (T2 (5 (-5 >+J)> (n)?
n=0 \j=0
o] n—1 n
i 2 x
— }\1{{(1) H ]{C ((2] + 1)/\ —a k}ﬂ]o)) (n|>2
n=0 \j=0
oo n—1 2
= > [ (—a*k2x0)
n=0 j=0 (n')2
= Y (1) (a*k2n)"
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S ()

= Jo(2ak.\/Tx0)

esto muestra que la funcion X (-) esté fuertemente relacionada con la funcion de Bessel Jy(-)
cuando ¢ — 7.
Puesto que la derivada es un operador lineal y continuo, y la funcion X(-) es lo suficien-

temente regular,

lim X'(z) = (Jo(2akey/z20))
= —Jl(QakC\/ﬁ_fL‘())

ak.\/To

VT

Q'

Al reemplazar en lo anterior la ecuacion (5.10), y evaluando en x = zy, se llega a que

@ /°° k.cosech(ak.)
3 — 0 Jo(QCchﬁo) + ZJl (2@]{701'0)

que es exactamente la misma integral obtenida en la ecuacion (4.9), lo que valida la solu-

Hm T](O, Y, t) = ikc(a:o—acl—i-ct)dkc
A—0

cion en curso (caso bidimensional), al estar generalizando correctamente la solucion del caso
unidimensional.
Una forma gréfica de ver esto, es que la funcion X (-) se mantiene muy cerca de la funcion

Jo(+). La figura 5.2 muestra la comparacion de ambas funciones.

5.4.2. Sobre los ceros de la funcién X(-) £ -X'(-)

Para seguir en la direccion de generalizar el problema unidimensional al bidimensional,
debe realizarse una integraciéon en el plano complejo, por lo que es de interés conocer si el
denominador del integrando de (5.10) posee ceros, ya que contribuyen como polos tal y como
Synolakis (1988) lo hizo con la funcion Jo(-) £ iJi(+).

Un célculo directo, permite ver que,

X'(w0) = Meee e [M(1 — p, 1, 20ko0) — 2uM (1 — g1, 2, 2\ke )]

Para estudiar la integral de runup, se debe pasar al plano complejo, asi, cambiando k.

por z
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0.5F

05 . . . . . . .
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
z

Figura 5.2: Comparacion entre las funciones Jy(2az), en rojo, y en azul, X =
e M (% ( - TAZ) ,1,2)\7;) para A = 0.3, H = 10 m, v d = 4000 m.

Observar que para n fijo

(1= )™

I
S 3
Il |
o —
VR
—_
|
N} ylgw
N
S
o
+
.
~__

Para z grande

(1 — <—gzxo)n+0((—gzm())n_lnz_l(j—i—lﬂ))

=0
CL2 n ng CL2 n—1
(1-— ,U>(n) = <—ﬁzxo> +0 (3 (—ﬁz%ﬁ) ) )
donde O(g) representa el orden de g. lo que permite escribir la funcion M de Kummer como,

M1 — pu, 1,2 zz0) = Jo(2azzo) (1 + O(2Azx0))

1
M1 — p,2,2 zz0) = pTa— J1(2azzo) (1 4+ O(2)/a))

ademaés,

1
—Azx0o —
‘ © ( Azxg >
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Por otra parte, para z pequeno, es facil ver que

M(1—p, 1,2 zx9) = 14 O(Azxy)
M1 —p, 2,2 zx9) = 14 O(Azzp)

y recordando que J,(-) tiene expansion en serie de potencias,

=55 (5) -0 (7 (5)7)

Se definen las funciones,

f(z) = Jo(2azxg) — iJ1(2azx)

o) = X(ao) + 3= X'(ao)

entonces, para z grande, el modulo de f(z) — g(z) se puede acotar, en efecto,

f(2) = 9(2)| = [f(2)O(z[ )] < |f(2)]
y lo mismo se deduce para z pequeno.

En particular la desigualdad anterior es valida en Cg, el semicirculo superior de radio
R. En virtud del teorema de Rouché (F.2), las funciones f y g tienen el mismo nimero de
ceros en C'r v haciendo R — 400, tienen el mismo niimero de ceros en el semiplano superior.
Debido a que f no tiene ceros en el semiplano superior, se concluye que la funciéon g tampoco
tiene ceros en el semiplano superior, y por tanto no contribuye con polos a la integral de

TUNUP.

Si se definen

fo(2) = Jo(2azxo) + iJ1(2a2x0)

92(2) = X(w) = 17X (x0)

La misma conclusion que antes se puede obtener en el semi plano inferior, puesto que

fa(2) = f(2) v 72(2) = g(Z), es decir, os ceros quedan reflejados.
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El resultado anterior puede interpretarse de la siguiente manera: debido a que no es posi-
ble establecer desigualdades precisas a causa de la complejidad de las funciones, se sabe que
ambas funciones se mantienen a una distancia cada vez mas pequena (de hecho, ambas tienen
la misma expansion asintdtica), por lo que, gracias al teorema de Rouché, ambas deberian
tener aproximadamente el mismo numero de ceros, y mas ain, debido a su similitud, y como
ya se ha probado que la funcién f(z) no tiene ceros en el semi plano superior (Synolakis,1988),
la funcion ¢(z), de tener ceros en el semi plano superior, no puede tener demasiados, y sus
contribuciones como polos en el denominador de la integral de runup, deberian ser despre-
ciables, y es por lo cual, de ahora en adelante, sera tratada como si fuera una funciéon entera

en el semi plano superior.

5.4.3. Calculo del runup

Retomando el desarrollo desde la ecuacion (5.10), se procede a realizar una integracion
en el plano complejo de la misma forma que en el caso unidimensional, pero en vista que el
denominador no tiene ceros en el semi plano inferior, los tnicos polos que contribuyen son
los del numerador, asi, siguiendo el mismo procediemiento, se puede asegurar la convergencia
cuando 6 —m > 0, donde en este caso, m = sin(#)(zg — x1) —acos(0)y + ct y § = 2axy.

Aplicando la aproximacion asintética, se obtiene

+o00
77(07 Y, t) = 8H./ 7?}/5 Z n% (_1)n+1 (6—27(5_m))n
n=1

1 3H H o= 3 n+1 —2v(6—m) n
77(07y7t) = 8H\/ﬂa~/@2x0~ll+gnz_:ln2(_l) (6 K )

pero la serie es la misma obtenida en el caso unidimensional, lo que define el tiempo

MmMAaximo

1 0,366
tmaz = — (sin(&)(xl — x0) + 2axo + acos(f)y — ’—)
¢ Y

y evaluando 7(0,y,t) en dicho tiempo, se obtiene el runup de acuerdo a la férmula

% = 2,831 (%)(H%)i cot(f3)

La formula anterior muestra que el runup de una onda solitaria 2D, infinitamente exten-

ISEY

dida es el mismo que en el caso unidimensional a lo largo de toda la costa. Este resultado
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es consistente con la intuicién, ya que al tratarse de una teoria lineal, lo inico que es de-
pendiente de la direccion y, es el tiempo maximo, debido a la oblicuidad de la incidencia,
es decir, aunque en algunas zonas se tarde mas, eventualmente la ola llegara con la misma
altura maxima. Siendo esto ltimo una situacion poco realista, se torna necesario introducir

la finitud de la onda inicial.

5.5. Solucién Particular

Debido a la enorme dificultad presente en el problema, al tratar de resolver en forma
cerrada las ecuaciones, atn en el caso lineal, se reducira a resolverlas en el caso particular de
soluciones armonicas tanto en ¢ como en y.

Para esto, introduciremos la variable s de la siguiente forma (Carrier & Noiseux, 1983):
s =y — sec(f)cot

donde 0 € [0, 7], representa el angulo de incidencia de las ondas (incidencia normal con

0 = %), tal como se aprecia en la figura 5.3.

A y Fosa

" Frente de onda

Figura 5.3: Geometria bésica para la solucion particular.

En el caso x > xg, la ecuacion obtenida era,

1
Nez + Nyy = 57t
€

utilizando la variable s, la ecuacion anterior se reduce a,
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na:a:+7755 - 8802(9)7785
New — tan?(0)n, = 0

luego, aplicando la transformada de Fourier (se utiliza la transformada espacial)

Mew + tan(0) k27 = 0.

Las soluciones generales son entonces

ﬁ:Aieitan(é)ksx_’_Arefitan(@)ksm

Para el caso 0 < x < x¢, la ecuaciéon obtenida era

Lo
TNzz + Na + TTyy — ?ntt =0
0

Reemplazando la variable s, la ecuacion anterior se reduce a,

TNgw + N + TNss — Tg secQ(H)nss =0
TNee + N + (2 — 20 8602(6’))7758 = 0

Aplicando la transformada de Fourier en s,

xﬁxa: + ﬁa: - (l‘ — Xo sec%@))kfﬁ = 0
TNy + T + (K2 sec?(0)zg — K22)7 = 0

En vista de la ecuacion diferencial (D.1), la solucion finita cuando x — 01 en este caso

es,

7= Be " M(u,1,2kx)

1
con p = u(ky) = 5(1 — kysec?(0)xo). Notar que pu(ks) + pu(—ks) = 1.

Notace que, al igual que antes, debido a las propiedades de la funcion de Kummer,

Facultad de Cs. Fisicas y Matematicas Universidad de Chile



CAPITULO 5. GENERALIZACION AL CASO BIDIMENSIONAL

Mo = Bhee ™ [M(u,1,2kx) — (1 + kysec®(0)zo) M (11, 2, 2ksx)]
Ne = DBkee ™" [M(u,1,2kx) — 2u(—ks) M (1, 2, 2ksx)]

Aplicando las condiciones de continuidad en x = xy, nuevamente se obtiene

Aieitan ksxo + A —itan(0)kszo _ —kQIOM(M7 1’ 2]%1,0)
iky tan(f) (Azetten@kseo _ g pmitan@kszoy - — - Bl e=ksto [Nf (1) 1 2k,a0)—
(14 ks sec®(0)mo) M (1, 2, 2k )|

A itan(0)kszo + A —itan(0)ksxo _ B€_kSIOM([L, 1’ kaxO)
Aie”anw) 20 _ A ettan@kwo — B cot(h)e 0 (M (p, 1, 2k o) —
(14 ks sec®(0)xo) M (1, 2, 2kyxo)]

Por simplicidad, se definen las funciones My(-) y No(+) como,

My(ks) = e‘kszOM(,u,l,kaxo)
No(ks) = cot(f)e ™" [M(u,1,2ksxo) — 2u(—ks) M (11,2, 2kyo)]

Las que presentan paridad como funciones de k;, :
Mo(—ky) = €™M (u(—ks), 1, —2k.xo) (Usando la transformacion de Kummer)
= eFmeT N (1 — p(—ks), 1, 2kszo)

= e P M (u(ky), 1, 2k,o)
= My(k,)

luego, My(+) es par, y en el caso de Ny(-)

No(—ks) = cot(B)e™™ [e 2 ™ M (u(—ks), 1, —2kswo) — 2pu(ks)e™ " M (u(—ks), 2, —2ksxo)]
= cot(B)e ™™ [M(1 — pu(—ky), 1, 2kexo) — 2u(ks) M (2 — pu(—ks), 2, 2k0)]
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= cot(®)e™ 0 [M(ju(hy), 1, 26ym0) — 2u(ka) M(1 + p(ks), 2, 2bz0)]

= cot(B)e ™™ [M(u(ks), 1, 2ksx0) — 2(u(ks) — 1) M (u(ks), 2, 2ks2)
—2M (pu(ks), 1, 2ksxo)] (Usando propiedades de recurrencia)

= —cot(f

)6 Koo [ ( (ks)7 17 kax()) - 2#(—]{35)M(/L(k‘5), 27 2]{331‘0)]
= —No(ks)

se concluye que es impar.
Asi, el sistema de ecuaciones en términos de My, Ny es,

Aieitan(O)ksxo+Ar6_itan(9)k5x0 = BM()(]CS)

Aieitanw)ks;ro . Are—itan(G)ks:vo _ —ZBN()(]CS)

Despejando los coeficientes

2iksxo tan(6) Mo(l{is) + ZNO(kS)
Moy(ks) — iNo(ks)
2eiksxo tan(6)

Mo (ks) — iNo(ks)

Ar = Aie

Ar — Ai€2i(ksxo tan(@)+arg(Mo(ks)+iNo(ks)))

261'165300 tan(6)
Moy(ks) — iNo(ks)

y como es de esperar, el coeficiente reflejado A, mantiene la amplitud de la onda incidente y

sOlo presenta un cambio de fase.
Suponiendo conocido el coeficiente incidente en x = x( en funciéon de k;,

Aieitan(e)k:s:vo _ (I)(]CS)
Ai _ (I)(k;s)efitan(@)kswo

se obtiene facilmente el coeficiente B.
Invirtiendo la transformada de Fourier, una vez reemplazado B, se tiene,

+°° Qe_kﬂ]\/[(u 1,2kex)
— . S 9 ? —z Ssdks
77(37 y’ / k ) _ ZNo(k )
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Es posible probar que la integral anterior es real. En efecto

1 [t e RO M (u, 1, 2kew)
. — - @ ) ) ) S /—2 sS )
Mot = o /,oo ") Mok — Moty ©
1 [t ek M (1, 2kex) _; 1 /0 e Rt M (p, 1, 2kex)
_ - d kg 7’ ) s 672kssdks 4 7/ P ks 7‘ ) s efzkssdks
s /0 ( Mo(k‘s) — ZNQ(kS) T J_0o ( ) Mo(k’s) — ZN()(ks)
Haciendo el cambio de variable k, = —k; en la segunda integral
1 [t et M(p,1,2kex) _, 1 [t P M (u(—ks), 1, —2ksx)
z,y,t) = = D (k4 ] eﬂkssdks—i-f/ D(—k, CEAR 577 etkss d
n(@ 4, 1) WA ) Lo ) — N (k) ) R T Ry = iNo (=) .

Por la transformacion de Kummer

Feo ekt M (u,1,2ksx) i 1 [t e ks M(u(ks), 1, 2ksz)
z,y,t) = — < LS e RS kg 4 7/ D(—k, S0 20 TR pthsS g
77( y ) ™ /0 ( ) M()(ks) — ZN()(]CS) ™ Jo ( M()(ks) + ’LN()(]CS) )

Notando que ®(ks) es la transformada de Fourier de alguna funciéon real, entonces

O(—ks) = P(ks), donde () denota el complejo conjugado. Por lo tanto,

oo e FTM(u, 1,2kew) 1 [t e~k M (u(ks), 1,2ksz) .
z,y,t) = — Ok, L s e RS g + — / D (ks 2L T8 e—ikssdk,
n(91) W/O k) o) = iNo () =)o ) TR =N

Como Vz € C, z + zZ = 2Re(z), se obtiene,

e Rt M(u, 1, 2k,x)

2 e ‘
. _ 2 Bk —zkssdk
n(z,y, 1) WRQ/O (k) Mo(ks) — iNo(ks) )

Evaluando en x = 0, se obtiene la integral que es de interés para este problema

l ®(ks)

. _ 1 7ikssdk.s
1000 =~ ) N

Como ya se vio antes, una ola inicial que es infinitamente extendida en la direccion y

sin presentar variacion de amplitud a lo largo de una direccion, no refleja una distribucion
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apreciable, de hecho, por ser una teoria lineal, llega la misma altura méxima en toda la costa.
Con el fin de visualizar una distribuciéon de runup realista, se considerard una onda inicial
tipo soliton, pero con decaimiento en la direccién normal a la direccion de propagacion, tal

como se aprecia en la realidad.

Para considerar un soliton que se propaga a velocidad ¢, se toma,

n(x,y,t) = Hsech’(y(sin(8)(x — x1) — acos(6)s))f(p) (5.11)

con y =5 /3¢ =acg = \/1+ ey, p=cos(8)(z — 1) + asin(f)y y donde f: R — [0,1]
tal que lim f(p) = 0.

|p|—o00
Una eleccion de la funcion f es, por ejemplo, un modelo gaussiano,

2

) = e (%)
siendo L un parametro que controla el tamano transversal de la ola (por ejemplo, el largo
de una falla). La figura 5.4 muestra la ola inicial a ser propagada en el caso bidimensional,
segin el modelo anterior (decaimiento gaussiano en la direccion normal al de la direccion de

propagacion)

Figura 5.4: Ejemplo de forma inicial de la ola.

Ahora se debe calcular ®(ky), para ello, evaluando n(z,y,t) en x = x,

n(zo,y,t) = Hsech?(y(sin(0)(zo — 1) — acos(6)s))f(po)
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donde py = cos(0)(xg — x1) + asin(9)y.
Puesto que esta transformada ya fue calculada (salvo una constante de cambio de escala),

se obtiene que,

Bk — f(po) LT

3 B kycosech (g SeC(@)k’5> ei]gs(tan(9) (z0— xl))
a

a

Con esto, la integral de runup queda,

gy tan®)
n(0,y,t) = f(po) T o) g

4d3 sec?() /*“’ kscosech (2 sec(6)k) it
3 a Mo(ky) — iNo(ks)

—0o0

Como ya se probo, la funciéon del denominador sélo posee ceros en el semiespacio superior
del plano complejo, con lo cual, los tinicos polos, son los del numerador, asi, bajo las mismas

condiciones de convergencia dadas en el caso anterior, se puede escribir

4d® sec? = "a cos(f k o (s - 12000)
t - _ § n 7 ( s+—=——= (acofam))
77(07 Y, ) f(pO) ~ MO(kn) _ ZNO(/{?n>6
4d3 SGC(@ . <—1)nk ik, (— tan(@) _
0,5,t) = —f(py)— —22 E n ihn (=25 (w0 —21))
77( ' Y, ) f(pO) 3 aa ™ — Mo(k'n) . ZNO(k'n)e

donde k, = —2 cos(f)nmi, n € IN.

Asi
8d3 9 n(_l)n—‘rl " tan(6)
0u) = iy o0
77( ' Ys ) f(p()) 3 QQnE;MO(kn)—iNO(kn)e
S T WA
0,y.) = —8H : ik (=5 1220 (o~
n(0,y,1) f(po);Mo(kn)—ZNo(kn)

Para seguir evaluando la serie anterior, se utilizara una expresion asintotica de la funcion
de Kummer, dada por la ecuacion (C.7).

Con b=1,a=3(1 - kyzosec®(0)) y z = 2k,x0, se ve que

2(b — 2a) = sec?(#)z > z (en modulo)

con lo cual, es directo encontrar que,
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¢=0

y entonces

-

M(pu(kn), 1, 2kpao) = " [kpzom tan(6)] 2 -

(1
{sm < (1= ko sec2(8))m + ko (6 s6c2(6) — tan(6)) + D +0 (|kn|1)}

= ek, xmrtan(H)]_% .

{cos (knxo ((5 — 9) sec?(0) +tan(9)) - Z)} + 0 (\k |~ 1)

Notese que la aproximacion asintotica toma mayor validez para angulos cercanos a 6 = 90°.

Definiendo v(#) = (2 — 6) sec?(d) + tan(f), se obtiene

M(k,) = [knzom tan(@)]_% cos (knxov(G) — 2) +0 (]kn\’l)

En el caso en que b =2,a = %(1 — kpxosec?(0)) y z = 2k,xg, s6lo se puede decir que

knrosec®(¢) = 1+ kyzosec?(6)

1
2 _ 2
sec’(¢) = sec’ () + e

Reemplazando

NI

M(p(kn), 2,2) = T(2)e" [knzosec(d)] ™" [Tkt tan(e)]”

{sm ( (1 — knpzosec?(0))m + knzo(dsec’(¢) — tan(o)) + %) +0 (|k‘n|_1)}
M(p(ky),2,2) = e [kyaosec()] " [rkpao tan(e)]”
{sin (5(1 — knxgsec?(0))m 4 koo (gb (SGCQ(Q) + kn1x0> - tan(cb)) + %)
+0 (Ikal ™) }

"0 [k g sec(@)] " [rknao tan(¢)]”

{cos (k’ To < (g — gzﬁ) sec?(6) + tan(gb)) — % — (]5) +0 (|kn\*1)}
{

N[

[

(NI

knwo [knxo sec(qﬁ)]*l [k, 0 tan(g)] ™
cos (k To < (g — gb) sec?(6) + tan(gb)) - %) cos(¢)+
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Dado que en O (|k,|™'), ¢ = 6, se tiene andlogamente que

N(k,) = —lkpxom tan(@)]_% sin (k:nmov(e) - %) + O (|k,|7)

Esto permite escribir en conjunto que

M(kn) —iN(ky) = [knaor tan(6)] 72 e*200@=F 4 O (|k,|™)

Debe observarse nuevamente que este kernel tiene la misma expresion asintética que el ob-
tenido en el caso unidimensional, salvo constantes. Esto nuevamente sugiere el hecho que este
kernel también es entero en el semiplano correspondiente (puede tratarse una demostracion
analoga a la dada por Synolakis (PhD Thesis,1986).

Regresando al calculo de 7, usando esta aproximacién asintética

i . tan(6)
s _$+ - (

n0,y,t) = —8H f(po Z [k xom tan(60 %e‘iknxov(eHTn(—1)"*16““”(

030—361))

Haciendo todos los reemplazos correspondientes, la expresiéon anterior se puede escribir

como

ST

H i H) 1 00 ,
n(0,y,t) = 8\ mV3H f(po) (E) (1—'—3) cot(3) sin(6 Z 2(—1)" Ty

=1
con

X GQCW cos(@)(— 4 tan 9) (xo—z1)— [( 9) secz(e)—l-tan(ﬁ)]a:o)

Puesto que la serie anterior es la misma que aparecio en el caso unidimensional, es posible

definir el tiempo maximo, gracias a la variable s, y el valor del runup

0,366

® tha(y) = % (a cos(0)y + sin(0)(x; — zo) + [(g — 9) sec(d) + sin(@)] axrg — T)(B.l?)

e R(y) = 2,831H f(cos(8)(xo — 1) + asin(f)y) (—) ! (1 + %) ' cot(B) sin(f) (5.13)
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O en la forma de “Ley de runup”

B — 231 1(cos0 — )+ asmi@l) (5) (14 2) " ook
Si se define,

N

(1+§)‘1‘m,

que no es méas que el runup obtenido en la parte unidimensional, entonces

H
Ro = 2,831H (E)

R(y) = f(cos()(xo — 1) + asin(0)y)+/sin(0) Ry

Es interesante notar que en el caso de incidencia normal (§ = 7), las expresiones anteriores
(5.12), (5.13) se reducen a

Es decir, que la forma del runup es la misma que la forma inicial amplificada por el
runup predicho por el estudio unidimensional, y el tiempo méaximo, no depende de y, con lo
cual, segiin esta teoria, con incidencia normal, el runup se alcanza en toda la costa al mismo
tiempo.

Es claro también que cuando la ola viaja en forma paralela a la costa (6 = 0,7), no

existe ningln runup, pues esta ola no toca la playa, lo que es consistente con las formulas, pues

R(y) =0

Las figuras 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, muestran la distribucion de runup para distintos valores del
angulo de incidencia, mientras que la figura 5.9 muestra la variacion del runup, en ciertos

puntos de la costa, en funcién del angulo de incidencia.
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Figura 5.5: Runup predicho por esta teoria, para d = 4km,0 = 80°,8 =2°, H =

10m, zy = 441 km y con f gaussiana como en el ejemplo anterior con L = 500 km.
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Figura 5.6: Runup predicho por esta teorfa, para d = 4km,0 = 60°,8 =2°, H =

10m, zqy = 441 km y con f gaussiana como en el ejemplo anterior con L = 500 km.

Se puede observar que la incidencia juega una suerte de “directividad” (tal y como los
patrones de radiacion indican la forma en que las ondas sismicas radian su energia). Queda
a evidencia entonces, segiin la formula 5.13 que el runup es maximo en la incidencia normal,
y decrece como 4/sin(f) para otros dngulos.

Okal & Synolakis (2004) propusieron una distribucion R(y) empirica. Por otra parte,
el desarrollo tedrico realizado ha permitido encontrar una expresion analitica dada por la
ecuacion (5.13) con un respaldo fisico-matematico.
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Forma inicial, normalizada
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Figura 5.7: Runup predicho por esta teoria, para d = 4km,0 = 30°,8 =2°, H =

10m, xy = 441 km y con f gaussiana como en el ejemplo anterior con L = 500 km.
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Figura 5.8: Runup predicho por esta teoria, para d = 4km,0 = 10°,8 =2°,. H =

10m, zqy = 441 km y con f gaussiana como en el ejemplo anterior con L = 500 km.

Todo el desarrollo anterior ha sido pensando en una onda solitaria como onda inicial.
Debido a que no existen las N-waves 2D, (no al menos como la solucion exacta de alguna
ecuacion fisico-matemaética) es posible proponerlas al igual como se hizo con la onda solitaria
con decaimiento transversal, y en ese sentido, se dispondria de una onda inicial tipo N-wauve.
Segin la metodologia utilizada, el resultado seria el mismo que el de la ecuacion 5.13, salvo

que el valor de Rg estara dado por el runup de una N-wave unidimensional en vez del de una
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Figura 5.9: Variacion del runup segin el angulo de incidencia para tres posiciones
en la playa, para d = 4km, = 2°, H = 10m,x; = 441 km y con f gaussiana

como antes con L = 500 km.

onda solitaria.
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Capitulo 6

Comparacién numérica y con datos reales

En este capitulo se procedera a validar los célculos teéricos analiticos con ayuda de mo-
delos de simulacion numérica. También se va a comparar el modelo analitico con datos reales

y contrstarlo con el modelo empirico propuesto por Okal & Synolkis (2004).

6.1. EIl modelo NEOWAVE

La simulaciéon numérica de tsunamis es una area que cada vez se ha vuelto méas importante
con el fin de obtener el seguimiento y prediccion de un tsunami, asi como las alturas de
inundacion. Algunos modelos usados para estos propositos, usados en el NOAA, son MOST
(Method Of Splitting Tsunami) desarrollado por Titov & Synolakis (1997), TTT (Tsunami
Travel Times) disenado por Paul Wessel, el principal desarollador de GMT (Generic Mapping
Tools).

El modelo NEOWAVE; sigla de Non-hydrostatic Evolution of Ocean WAVE, es un softwa-
re disenado principalmente por el Dr. Yoshiki Yamazaki (Yamazaki et al., 2008) en lenguaje
de programacion FORTRAN basado en un esquema numérico de diferencias finitas con grillas
anidadas, como resultado de su tesis doctoral en la Universidad de Hawaii en Manoa.

El modelo NEOWAVE es derivado de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles y de
la ecuacion de continuidad, las cuales incluyen efectos de no-linelidad, viscosidad del fluido
y presion tanto hidrostatica como no-hidrostatica. Cabe destacar que al ser un modelo de
diferencias finitas que resuelve un problema altamente complejo y no-lineal, los tiempos de
calculo pueden ser muy elevados dependiendo del detalle de resolucion de la grilla que se
defina, por ejemplo, con una batimetria de 30” de resolucion, el modelo puede tardar varias
horas en simular pocos minutos de propagacion del tsunami.

El modelo NEOWAVE ha sido validado en experimentos de laboratorio simulando con
buenos resultados la evolucion de ondas solitarias en un canal y la estimacion del runup en

una isla conica, lo que es de interés particular en la situacién de Hawaii.
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Este modelo ha sido utilizado para modelar tsunamis generados por terremotos usando
modelos de falla finita considerando distribuciones heterogeneas de slip, como por ejemplo,
el caso del terremoto de Tohoku-oki del 2011 (Yamazaki et al., 2011).

6.1.1. Configuraciéon del modelo

Para ejecutar el modelo numérico NEOWAVE, deben ingresarse tres inputs fundamenta-

les:

e Batimetria
e Ola inicial

e Campo de velocidades inicial

En el caso de este problema, la batimetria esta dada por el modelo Sloping beach, lo que
reduce considerablemente los tiempos de calculo del software.
Por otra parte, la ola inicial es la estudiada en la seccion (5.5), correspondiente a la

ecuacion (5.11),

n(x,y,t) = Hsech?(y(sin(8)(x — x1) — acos(6)s))f(p)
con p = cos(#)(x — x1) + asin()y, o bien
n(x,y,t) = Hsech?(y(sin(f)(x — 1) — acos(8)y + ct)) f(p) (6.1)

Por otra parte, para la obtencion del campo horizontal de velocidades inicial, debe reanu-
darse desde las ecuaciones de movimiento. Se retoma desde el sistema “Shallow water wave

equations”, las ecuaciones linealizadas

u+gn. = 0 (6.2)
vetgn, = 0 (6.3)

Tomando la onda inicial descrita antes, como una onda viajera solitaria y amortiguada en la

direccién transversal,

n(z,y,t) = Hsech®(v¢) f(p) (6.4)

con p = cos(f)(x — x1) +asin(@)y y £ = sin(0)(z — z1) — acos(f)y + ct. Entonces, de (6.4)
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pero de (6.2), u; =

Nz

— (%HsechQ(’Yf)f(P)

= Hf(p)agse(jhz(%) +Hsech2(7§)2f( )
S

— HiGp >3sech2<v£>—+Hsech2<v€> Py

23

— HI() e (6 sin(6) + Hsech® (1) 5 () cos(O)

23

—gn., por lo que, integrando en ¢

u = —g/nxdt+0(9&,y)
0 2 2
= o) [ G 506 — gH ' (6)cos(0) [ seek? (7€) SL06 + o)
= O pgymsecting) - ZED pi 08 1 o)
= _&2(9)”(%% t) — @f’(ﬁ)ﬂw +C(z,y)
asi, cuando t — 0,
u(z,y,0) = —Mn(x, y,0) — &S(Q)@Htanh(v(sin(é’)@ —x1) —acos(f)y)) + C(z,y)

¢ g

Para v, el procedimiento es analogo: de (6.4)

Ty

luego, de (6.3),

0
a5t sech®(v€) f (p)

9 B
Hf(p) 8—ysec‘h2 (¥€) + Hsech®(y¢) —yf (p)

dp

HI () gesect (6655 + Hsecl? ()2 £(0) o2 o

U3

H (p) Ssech?(1€) (— aCOS(G))—FHseChQ(yg)a—p

U3

vy = —gn, e integrando en ¢,

(6.5)

f(p)asin(0)
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v o= —g/ndeD(l’,y)
d 2 . 2
— GHFpacos(t) [ Ssec® (1) FL0 — gH [ (plasin(®) [ sech(6) 0 + Dl
- 2= Czs(e)f (p)Hsech? (7€) — L2070 “in(6) f'(p)H fanh(%8) 4 D(z,y)
= 200 ) - P gy O iy
y tomando el limite t — 0,
v(z,y,0) = gcc:)(@)n(x’ y,0) — %I;(@)@Htanh(y(sin(e)(x —x1) —acos(f)y)) + D(z,y)

(6.6)

Puesto que el campo de velocidades inicial debe estar concentrado en una zona acotada,

equivalente a la de la onda inicial, se impone que,

lim  {u(x,y,0),v(z,y,0)} =0

|z[,y| =00

esta condicion permite fijar las constantes,

gcos(0) I'(p)

Clz,y) = . -y =~ Htanh(y(sin(0)(z — x1) — acos(0)y))
D(z,y) = gs;r;( ) ) “—— Htanh(y(sin(0)(z — 1) — acos(0)y))

con esto, el campo inicial de velocidades queda

gcos(0)

(u(,y,0),v(z,y,0)) = n(z,y,0),

Co

(—&2(9) n(@,y, 0)>

Finalmente, para asegurar que la ola inicial no se traslape con la zona de sloping beach
(0 < & < z) y evitar problemas numéricos, es posible establecer una condiciéon geométrica
entre los distintos pardmetros.

Como se aprecia en la figura 6.1, para simplificar los calculos, se encierra a la onda inicial

en un rectangulo de dimensiones L, W. Sin pérdida de generalidad debido a la simetria de la
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P

Xo X,

Figura 6.1: Condiciéon geométrica.

rotacion, basta suponer a 6 agudo, asi, sin un mayor esfuerzo, las coordenadas del punto P

son

L w . L . w
P = (3:1 -5 cos(f) — o sin(6), 5 sin(f) — o cos(@))

Con lo cual, debe imponerse que,

L

=g cos(f) — 5 sin(f) > x
o en forma equivalente
2(1’1 — 1’0)
cos(¢p —0) < ——=
(0-6) < SA—")
donde ¢ es el angulo agudo definido a través de cos(¢) = ﬁ

Lo anterior genera distintos casos:

o Si VL?+W? < 2(x; — xg), 0 es libre y cualquier angulo en [0, 7| puede ser escogido.

o Si VL2+W?2>2(xy — xg), 0 queda restringido al intervalo [ := [fy, m — 6], donde 6

2(ac1—zo)>

4 . _ L
estd definido por 6y = arc cos (—L2+W2) + arc cos < TR

e Si I = (), no existen angulos que eviten el traslape, lo que significa que la ola inicial

ha sido puesta demasiado cerca de la linea x = .
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e Si I # 0, solo los angulos contenidos en I son validos para evitar el traslape.

Es importante precisar como el ancho de la onda es definido. Esto es una complicacion
adicional puesto que en estricto rigor, la onda solitaria tiene una longitud de onda infinita.
El método aqui utilizado para definirla, es el de considerar porcentualmente el area elevada

que se cubre. Gracias al hecho que

1
/ sech?(yx)dr =
R+ g

¥y que

w/2 1
/ sech?(yz)dr = ~ tanh <7K)
0 g 2

se impone que la cobertura de area dada por W sea del 100r % (r € [0, 1]),

2|~

tanh ('y%)
— =7

2=

de donde, finalmente, se obtiene para cierta eleccion de r,

2
W = —arctanh(r)
Y

Con todas las consideraciones previas, el software del modelo NEOWAVE queda listo para

usarse.

6.1.2. Resultados

A continuacion se presentan los resultados obtenidos por el modelo NEOWAVE vy sus
respectivas comparaciones con el modelo tebrico. Se presentan distintos casos, ordenados

segln el pardmetro a variar.

Los siguientes resultados han sido modelados variando f,0 v (3, todos con H = 10m,d =
4 km, L =500 km y x1 = 441 km, fijos. Debido a la simetria del problema, basta con estudiar
angulos de incidencia agudos. Cada eleccion de parametros supone una simulacion distinta

en NEOWAVE, asi, se hara variar un cierto parametro, manteniendo los demas fijos.
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(a) Funcion Gaussiana f(p) = e (#) , 8 =190°,60°,30°,10° y 8 = 2°.
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Figura 6.2: Ola inicial con amortiguamiento Gaussiano, § = 2°, § = 90°.
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Figura 6.3: Comparacion de runup, § — 2°, 6 — 90°.
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Figura 6.4: Ola inicial con amortiguamiento Gaussiano, § = 2°, § = 60°.
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Figura 6.5: Comparacion de runup, 8 = 2°, 0 = 60°.
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Figura 6.6: Ola inicial con amortiguamiento Gaussiano, § = 2°, § = 30°.
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Figura 6.7: Comparacion de runup, f = 2°, 0 = 30°.
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Figura 6.8: Ola inicial con amortiguamiento Gaussiano, § = 2°, § = 10°.
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Figura 6.9: Comparacion de runup, f = 2°, 0 = 10°.

(b) Funcion Lorentzianaf(p) =

1+ (

2p 27
T

6 =90°,60°,30°,10° y 5 = 2°.
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Figura 6.10: Ola inicial con amortiguamiento Lorentziano, § = 2°, § = 90°.
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Figura 6.11: Comparacion de runup, 5 = 2°, = 90°.
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Figura 6.12: Ola inicial con amortiguamiento Lorentziano, § = 2°, § = 60°.
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Figura 6.13: Comparacion de runup, § = 2°, = 60°.
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Figura 6.14: Ola inicial con amortiguamiento Lorentziano, § = 2°, § = 30°.
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Figura 6.15: Comparacion de runup, 5 = 2°, 0 = 30°.
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Figura 6.16: Ola inicial con amortiguamiento Lorentziano, § = 2°, § = 10°.
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(c) Funcion Lorentziana f(p) =
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de runup, = 2°, 0 = 10°.

1
B = 1.5°2°2.5°3° y 0 — 80°.
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Figura 6.18: Ola inicial con amortiguamiento Lorentziano, § — 1.5°, § —

80°.
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Figura 6.19: Comparacion de runup, f = 1.5°, 6§ = 80°.
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Figura 6.20: Ola inicial con amortiguamiento Lorentziano, § = 2°, § = 80°.
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Figura 6.21: Comparacion de runup, § = 2°, 0 = 80°.
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Figura 6.22: Ola inicial con amortiguamiento Lorentziano, § — 2.5°, § —
80°.
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Figura 6.23: Comparacion de runup, f = 2.5°, § = 80°.
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Figura 6.24: Ola inicial con amortiguamiento Lorentziano, § = 3°, § = 80°.
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Figura 6.25: Comparacion de runup, 5 = 3°, 0 = 80°.

L
(d) Funcién indicatriz f(p) = H <§ — |p|>7 0 = 90°,75°,60°,45°,30°,25°,20°,10° y 3 = 2°.
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Figura 6.26: Ola inicial finita sin amortiguamiento, § = 2°, § = 90°.
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Figura 6.27: Comparacion de runup, § = 2°, = 90°.
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Figura 6.28: Ola inicial finita sin amortiguamiento, § — 2°, § = 75°.
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Figura 6.29: Comparacion de runup, § = 2°, 0 = 75°.
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Figura 6.30: Ola inicial finita sin amortiguamiento, § — 2°, § = 60°.
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Figura 6.31: Comparacion de runup, § = 2°, = 60°.
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Figura 6.32: Ola inicial finita sin amortiguamiento, § — 2°, § — 45°.
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Figura 6.33: Comparacion de runup, § = 2°, 0 = 45°.
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Figura 6.34: Ola inicial finita sin amortiguamiento, § — 2°, § = 30°.
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Figura 6.35: Comparacion de runup, 5 = 2°, 0 = 30°.
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Figura 6.36: Ola inicial finita sin amortiguamiento, § — 2°, § — 25°.
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Figura 6.37: Comparacion de runup, § = 2°, = 25°.
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Figura 6.38: Ola inicial finita sin amortiguamiento, § = 2°, § = 20°.
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Figura 6.40: Ola inicial finita sin amortiguamiento, § — 2°, § = 10°.
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Figura 6.41: Comparacion de runup, = 2°, § = 10°.

Los resultados anteriores permiten observar el comportamiento de las soluciones y cuén
bien representadas son por la modelacion tedrica. El caso (a) muestra que un decaimiento
gaussiano resulta demasiado rapido respecto del runup calculado numéricamente. El caso (b),

con decaimiento Lorentziano mejora la forma de la distribucién ya que posee un decaimiento
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més lento. En ambos casos, los resultados tienden a discrepar mayormente cuando 6 se aleja
de 90°, lo cual es completamente consistente con la derivacion de la solucion tedrica, la cual es
valida para dngulos cercanos a 90°, debido al rango de validez de la aproximacion asintdtica
de las funciones hipergeométricas. Otras razones que explican las diferencias, son que el
modelo NEOWAVE considera los efectos de dispersion y no-linealidad, los cuales se hacen
més importantes en una incidencia mas oblicua. El caso (c) pone en evidencia la depencia de
la pendiente de la playa, la cual para angulos demasiado pequenios (<1.5°) la solucion teorica
comienza a sobreestimar en demasia el runup. Para angulos mayores, a pesar de haber una
sobreestimacién inherente debido a las aproximaciones desarrolladas, esta diferencia comienza
a hacerse menor y estabilizarse alrededor de los 7 m. En general, se observa que el maximo
runup teorico es mayor que el numérico y que el corrimiento de dicho méximo, se predice
bien.

La eleccion de la funcion f es muy importante pues la evolucion y estabilidad de la onda
inicial dependen en gran medida a ella. Para ver esto tltimo, el caso (d), con una funcion de
Heaviside, modela un segmento de onda solitaria, la cual por ser una solucion exacta de la
ecuacion KdV, compensa la no-linealidad y dispersién haciendola mucho mas estable en su
viaje. Este tltimo caso, a pesar de no ser un modelo razonable para la distribucion de runup
en la costa, permite obtener un resultado de gran importancia, el cual es validar desde otro
punto de vista la soluciéon teérica. Es trivial ver que el runup maximo, entendido como el

maximo valor de la distribucién de runup en la playa, de la solucion teorica esta dado por

R = /sin(0) Ry, (6.7)

entonces, al comparar los maximos de las figuras obtenidas en el caso (d) (ver figura 6.42)
puede verse que para 6 > 30° la solucién teorica predice muy bien el runup maximo, mientras
que las diferencias se vuelven mayores cuanto mas alejado de 90° es la incidencia, principal-
mente debido a que la solucion teérica no es valida para dngulos muy distantes de 90° y
porque los efectos no-lineales se hacen méas importante gracias a interferencias entre distintos
frentes de ondas que se forman en el viaje debido a que la onda inicial es mas inestable.
Finalmente, gracias a la simetria del problema, para este modelamiento, puede decirse

que la solucion teérica predice muy bien el maximo runup para 6 € [30°, 150°].
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Figura 6.42: Comparacion del maximo runup.

6.2. Modelos empiricos

Para modelar la distribucién de runup en la costa, existe el modelo propuesto por Okal
& Synolakis (2004)

R(y) = —— (6.8)

con y la distancia a lo largo de la costa y donde a, b, ¢ son constantes determinanas mediante
métodos de optimizacion (“ensayo y error”) para ajustar la curva a los datos observados, de
modo que ésta pase lo més cerca de los puntos, segin algin tipo de criterio (por ejemplo,
minimos cuadrados).

Este modelo es usado por los autores para discriminar si un tsunami fue producido ya sea

por dislocaciones o por landslides, utilizando razones entre los parametros de ajuste.

2F T
"'-‘_\\
1.5 i
E
=
~
¢ ' j
L / \
=
o=
0.5 }
-200 0 200
Distance y along beach (km)

Figura 6.43: Modelo de distribuciéon de runup propuesto por Okal & Synolakis
(2004).
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La figura 6.43 muestra un ejemplo estudiado por Okal & Synolakis (2004) en que el ajuste
resulta casi perfecto.

A pesar de ajustar en muchos casos, no siempre este modelo representa adecuadamente la
distribucion de runup y no es claro el por qué elegir dicha funcion, pues los autores consideran

esta eleccidn sin una razon fisico-matematica aparente.

6.3. Caso emblematico: Tsunami del Maule, 2010

El terremoto del Maule ocurri6 el 27 de febrero el ano 2010a las 03:34 a.m. hora local
(UTC-3). Tuvo una magnitud de momento M,=8.8 y la maxima intensidad registrada fue
de IX en la escala e Mercalli. Este terremoto cobro6 la vida de alrededor de 525 personas y
otras 25 desaparecidas. Debido a las caracteristicas del contacto de subduccion en Chile, la
ruptura fue lo suficientemente grande como para llegar hasta la fosa dando como resultado
un epicentro ubicado mar adentro y la generacion de un tsunami que termind por devastar
las zonas costeras.

Para modelar este tsunami, se consideran los siguientes valores para los parametros que

definen la batimetria y el tamano aproximado de la ola inicial:

o d=4km

e 5 = 2° (lo que genera una distancia, entre la costa y la fosa, de aproximadamente
zo = 115 km)

o L =500km

e H=9m

e §=090°

f(p) =e(fr(bp)+afL(bp—c)), donde f1 es la misma funcion Lorentziana usada en (b)
y con a, b, ¢ a escoger para simular la forma bimodal del runup del tsunami del Maule.
Dichos parametros son escogidos con el método “Trial and Error”. La constante € es

para asegurar que el maximo valor de f sea 1.

Se observa que a diferencia del modelo de Okal & Synolakis (Figura 1.4), el modelo previo

ajusta de mejor forma de la distribucion de runup tal como se aprecia en la figura 6.44.

Facultad de Cs. Fisicas y Matematicas 117 Universidad de Chile



CAPITULO 6. COMPARACION NUMERICA Y CON DATOS REALES

30

T T
@ Datos medidos
Modelo propuesto

251

20

151

Runup [m]

10

0 ® o .o . e ® o
-2000  -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500
Distancia "y" a lo largo de la playa [km]

Figura 6.44: Modelo de distribuciéon de runup para el tsunami del Maule, con
e =0,9371, a = —0,6, b = 3,5y ¢ = 1000km.

6.3.1. Relacion con la deformacion inicial: Formulas de Okada

Okada (1985) provee una solucion analitica para la deformacion en superficie provocada
por una falla rectangular en un semi-espacio. Las formulas hacen uso de los parametros
elasticos, dimensiones de la falla, su profundidad, deslizamiento y orientacion en el espacio
(Strike, Rake, Dip). Para obtener un mayor grado de detalle, es posible hacer uso de modelos
de falla finita, los cuales descomponen el plano de falla en multiples subfallas, cada una con

sus respectivos parametros (Figura 6.45).

Strike =17.5

Distance Along Strike (km)
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T — T
Rupture Front Contours Plotted Every 5s

T T T
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Figura 6.45: Modelo de falla finita para el terremoto del Maule dado por el USGS.
(Fuente: hitp://earthquake.usgs.gov/earthquakes/eqinthenews/2010/us2010tfan/finite_ fault.php)

Utilizando la informacién que provee el USGS, para el caso del terremoto del Maule, se

aplica una superposicion lineal de las formulas de Okada, donde se obtiene una deformacion
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con una elevacion maxima de 4m y una subsidencia maxima de 1 m. (Ver figuras 6.46, 6.47,

6.48).
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Figura 6.46: Verificaciéon modelo de falla finita para el terremoto del Maule, uti-
lizando los datos descargables del sitio web del USGS.
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Figura 6.47: Deformacion del fondo marino producto del plano de falla mostrado.
La barra de colores de la izquierda muestra el slip de la falla finita (figura 6.46) y

la de la derecha, el levantamiento-depresion del fondo marino.
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Figura 6.48: Vision en planta de la deformacion en la superficie del fondo marino.

La eleccion de la altura H podria estar sobreestimada tal como lo sugiere el modelo de

falla finita del terremoto del Maule (figura 6.48). Por lo cual, se procede a considerar los

siguiente valores para los parametros en la determinacion de la distribucion de runup:

e d=4km
o =2°

o [ =500km
e H=5m

o 0 =90°

e f(p) =e(fr(bp) + afL(bp — ¢)), igual que en la seccion anterior.

con esta modelacion, la distribucién de runup se muestra en la figura 6.49.
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Figura 6.49: Modelo de distribucion de runup para el tsunami del Maule, con
e=0,3804,a=2,b=1,2y c=300km.

El modelo anterior subestima el maximo runup practicamente en un 50 %, sin embargo,
si se observa la deformacion inicial (figura 6.47), pensando en una generacion de tsunamis
pasiva, la onda inicial se asemeja mas a una N-wave que a una onda solitaria, y ya que sus
runup difieren alrededor de un 36 %, el modelo puede ser facilmente corregido, lo cual puede

verse en la figura 6.50.

30 T T T T T
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Runup [m]
= N
(53] o
o0 © 00

=
o
T

o P SR
-2000  -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500
Distancia "y" a lo largo de la playa [km]

Figura 6.50: Modelo de distribucion de runup para el tsunami del Maule, con
€e=0,9257,a=1,b=3,5y c=1200km.

A pesar que atn hay una subestimacion en el maximo runup, esta diferencia puede ser
explicada por el hecho que al ser un modelo basado en la teoria lineal, ésta solo tiene capacidad
para cuantificar los efectos de la primer ola, sin embargo, en la realidad se observa que

en general la primer ola no es la mas energética debido a que las siguientes incorporan
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interferencias y efectos de resonancia segtn la geometria de la costa, dificultando la prediccion

del momento en que se alcanzan las maximas alturas.
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Capitulo 7
Conclusiones

El objetivo de este trabajo ha sido estudiar de manera tedrica algunos aspectos sobre
propagacion de tsunamis y el runup . Siendo un problema de complejidad muy alta, la
obtenciéon de expresiones analiticas cerradas que den cuenta del comportamiento y evoluciéon
de las ondas en el agua analiticas es una tarea que parece no ser posible de realizar. A
pesar de esto, es posible encontrar soluciones explicitas (en algunos casos son exactas y en
otros, aproximadas) para el caso de la teoria lineal 1D y soluciones semi explicitas en el
caso de la teoria no-lineal 1D. Inherentment, el problema 2D se torna atn més complejo
ya que entran en juego pardmetros que la teoria 1D no tiene la resoluciéon de ver, tales co-

mo la finitud de la onda inicial y la oblicuidad con la que incide dicha onda inicial, entre otras.

La generacion es un tema importante a la hora de modelar tsunamis. En el caso
particular de tsunamis producidos por terremotos, se ha comprobado que la generacion de
ondas de tsunami, que son de grandes longitudes de onda, es practicmente instantanea,
respecto al tiempo de duracion de la fuente del terremoto (Kajiura, 1970), esto significa
que la deformacion estatica del fondo marino es utilizada idénticamente como la forma
de onda inicial, lo que permite hablar equivalentemente sobre ola inicial y deformacion
estatica (Okada, 1985), lo cual es consistente con las comparaciones mostradas por Kervella
et al. (2007) sobre las generaciones activa y pasiva. También, el supuesto de replicar la
deformacion submarina en la superficie del agua, es un supuesto adquirido en el modelo

NEOWAVE a la hora de modelar numéricamente tsunamis producidos por terremotos.

En este trabajo se han reencontrado las soluciones al problema lineal 1D dadas por Synola-
kis (1987) y por Tadepalli & Synolakis (1994,1996) y se ha cuantificado la diferncia que surge
al resolver el problema de condiciones iniciales por medio de la transformada tiempo-espacio
de Fourier contra el problema de condiciones iniciales, para una onda solitaria, obteniendo

que para un amplio rango de valores, no hay una diferencia sustancial (Ecuacion 7.1) entre
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el runup calculado en el caso de C.I. (Synolakis, 1987) y de C.B. encontrado en este estudio,
a saber,
R(Condicion de borde) H

=4/1+ — 7.1
R(Condicion inicial) * d (7-1)

Se ha exhibido una demostracién para la solucion del problema no-lineal 1D, esta vez para
un sistema dimensional a través del uso de los invariantes de Riemann siendo consistente
con las soluciones existentes dadas por Carrier & Greenspan (1958). La linealizacion de
dicha solucion permite probar que las teorias no-lineal y lineal predicen de igual manera las
alturas de runup (Synolakis, 1987).

Para el caso de la teoria lineal 2D, con el uso de la transformda de Fourier espacio-
tiempo, se ha probado que cuando se hace incidir una onda solitaria infinitamente extendida,
sin importar su angulo de incidencia, produce un runup constante a lo largo de la playa, y
de hecho, igual al predicho por la teoria lineal unidimensional. Se ha propuesto una solucion
para un caso particular de ondas viajeras con una dependencia simultdnea y lineal entre el
tiempo y la direccion de la playa para una onda solitaria inicial finita o acotada (amortiguada

en la direccion transversal a la direccion de propagacion) (Ecuacion 7.2),

n(x,y,t) = Hsech?(y(sin(0)(z — 1) — acos(d)y + ct)) f(p) (7.2)

con p = cos(0)(z — x1) + asin(f)y, ya que su simpleza permite cuantificar explicitamente el
como influye la oblicuidad de la incidencia de las ondas, siendo una de las contribuciones mas

importantes de este trabajo (Ecuacion 7.3).

R(y) = f(cos()(xo — 1) + asin(0)y)+/sin(0) Ry (7.3)

H\% [ ~—H\7
con Ry =2,831H ( d) (1 + E) cot().

Gracias a las caracteristicas de la funcion f, se tiene cierta libertad para elegirla y asi
modelar distribuciones de runup en la costa.

La solucion anterior, del caso linel 2D, ha sido comparada con el modelo numérico NEO-
WAVE descrito en el capitulo 6, encontrandose que la solucién analitica cuantifica la distri-
bucion de runup, en medida de una eleccion adecuada de la funcién f y se ha comprobado
la sensibilidad de el &ngulo de incidencia y de la pendiente de la playa.

En el caso de un segmento de onda solitaria 2D, el maximo runup

max R(y) = /sin(0)Ro

yeR
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estima muy bien el calculado por el modelo NEOWAVE, dentro del dominio de validez de esta
solucion, y es una generalizacion clara del trabajo de Synolakis (1987) cuando se considera
0=73.

La distribucion de runup en la costa es una funcion de alto interés ya que indica las zonas
de inundacion de un tsunami, las cuales son necesarias para alertar a la poblacion frente a
un potencial peligro. La obtencion de dicha funcion sélo puede ser aproximada, si se desea
una estimaciéon en pocos segundos, ya que una distribucion que incluya todos los detalles de
batimetria, no-linealidad, dispersion, etc, tarda del orden de horas hasta dias en ser calculada
por un software numeérico, como el caso de NEOWAVE.

Se ha comparado la versiéon empirica de la distribucion dada por Okal & Synolakis
(2004), y se ha propuesto un modo mas general de confeccionarla pero con un respaldo

fisico-matematico que explica de forma explicita la influencia de la incidencia de las ondas.

7.1. Perspectivas y desarrollos futuros

Aunque en el presente estudio se han abordado varias lineas de trabajo, ain quedan abier-
tos algunos puntos que pueden investigarse y/o desarrollarse pero necesitan de un trabajo

mas exhaustivo. Algunos de estos puntos son

e Estudio del caso 2D no lineal.

e Complejizar batimetria 1D: dos segmentos lineales con diferente inclinacion y generlizar

a n segmentos.
e Buscar otras formas iniciales de onda que generen un resultado analitico.

e Investigar si es posible corregir la formula de distribucion de runup usando modelos

numeéricos.

e Estudiar y relacionar el punto critico en que la férmula analitica de la teoria lineal 2D

deja de ser valida con todos los pardmetros del modelo.

e Estimar una relacion analitica que describa las diferencias entre las generaciones activa

y pasiva, en funciéon de los pardmetros del modelo.
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Apéndice A
La ecuacion de Korteweg - de Vries

La ecuacion de Korteweg - de Vries (KdV) es una ecuacion de propagacion de ondas que
incluye tanto efectos de no-linealidad y dispersion a la vez. Esta ecuaciéon tiene muchos usos
en fisica de ondas, para el caso de la teoria de ondas sobre agua poco profunda, la ecuacion

KdV adquiere la forma

3¢

donde ¢y = \/gd.

A.1. Solucidon solitaria de la ecuacion KdV

La solucién solitaria se obtiene buscando una solucién del tipo,

n(z,t) = f(§)
& = x—ct

donde c es la velocidad de la onda, la cual quedara a determinar.

Reemplazando en la ecuacion (A.1)se obtiene

300 C(]d2
! ! / "o
cf—l—cof+2dff+ 6f =0
Integrando,
300 f2 Cod2 1"
_ ——L 4 A
(o= +575 T

Multiplicando por [’ e integrando nuevamente,
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f? o f3 N Cod2 f/2
2 2d 2 6 2
La onda solitaria se concentra en una region acotada, por lo que decae rapidamente a

— A¢+B

cero cuando & — +o00, esto significa que A = B = 0, asi la ecuaciéon anterior queda

6(0 — C()) 3
2 _ Y\~ U] 2 Y £3
f - Cod2 f d3f )
que es una EDO que puede resolverse por medio de separacion de variables,
df p
=]
con o’ = % y b2 = % Integrando,
daf
— = ¢+4 C
/ fy/a? =0 f :

A través del cambio de variables f = ‘g—jsech2(9), la integral se resuelve explicitamente,
2 b
—Zsech™ (—ﬁ) =+ C
a a
y despejando f,

2

&) = Tsech? (5(6+0))

b2
20c—co)d o[ 1 [3(c—cp)
p— _—— h -
7€) —Wsean | 5y [ F5 e +0)
con lo que
20c—co)d 5[ 1 [3(c—cp)
= - h —_— —_— —
n(z,t) o sec y 2o (x —ct+C)
Si definimos C' = —x7 como el centro de la onda solitaria, en el instante inicial,
2(c—co)d 1 —
n(x,t) = <CC—OCO)S€Ch2 p 3(62—000@@ — 1 — ct)

y si ademés en n(z1,0) = H, con H la altura de la ola, entonces debe tenerse que,

2(c—cp)d
Co

=H
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De donde se puede encontrar la velocidad del solitén,

H
c:co(l—i-zl)

y por tanto, se obtiene finalmente que

n(x,t) = Hsech? (y(z — z1 — ct)) (A.2)
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Apéndice B
La ecuacion de Boussinesq

La ecuacion de Boussinesq es otra aproximacion para la propagacion de ondas en el agua
que incorpora efectos de no linealidad y que es valida para grandes longitudes de onda. La

ecuacion de Boussinesq es,

2 2 12
3¢ _cpd

Mt — C(Q)Um - 2 (772)m: Tnmﬁxm =0 (Bl)

donde ¢y = \/gd.

B.1. Solucién solitaria de la ecuaciéon de Boussinesq

La solucion solitaria se obtiene buscando una solucién del tipo

n(@,t) = f(&)
¢ = x+tct

donde c es la velocidad de la onda, la cual quedara a determinar.

Reemplazando en la ecuaciéon (B.1) se obtiene

2 2 72
3¢5 cod

o (fQ)// o

CQf// _ Cgf// _

Integrando dos veces

2 2 72
3¢y o Cod

(@ -df-2p -

La onda solitaria se concentra en una region acotada, por lo que decae rapidamente a

J"=AL+ B

cero cuando & — o0, esto significa que A = B = 0. Multiplicando por f’ e integrando otra

vez
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2 2 272 ( £1\2
2_2f__& 3_Cod(f)_
(C-a)rg —g/ —73 5 =¢

Por la misma razon que antes, C' = 0,
(62 — 0(2)) f2 _ C_%fS _ ngQ (f/)Q =0
2 2d 6

que es una EDO que puede resolverse por medio de separacion de variables

df e
e =pf T
3(c? — )
con a’ = cg—dQO y b? = ek Integrando,
§+D

A través del cambio de variables f = z—ssechQ(@), la integral se resuelve explicitamente
2 b
—Zsech™! (—ﬁ) =¢{+D
a a
y despejando f,

2

f§) = Fsect® (56 + D))

b2
(* —c2)d o [ 1 [3(c?2—¢)
= ——sech® | =/ ————— D
7€) e | 5 [T+ D)
con lo que
(—=cd)d o (1 [3(c2—c})
t) = ———=sech” | -y ———(x X ct+ D
n(z,t) 2 sec y i@ (rtct+ D)
Si definimos D = —x; como el centro de la onda solitaria, en el instante inicial
(c—c)d_ o1 [3(c—cp)
n(x,t) = C—gsech p 4—63(:5 — a1 £ ct)
y si ademés en n(z1,0) = H, con H la altura de la ola, entonces debe tenerse que
2 _ 2 d
(c 200) — H,
€

de donde se puede encontrar la velocidad del solitén,
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H
c=Co 1—1—5

y por tanto, se obtiene finalmente que

noo L 3H
CONT=9V aa

Puede observarse que, en el primer orden

1H
C~ Cy 1+§E

que corresponde a la solucién hallada en la ecuacion KdV.

n(x,t) = Hsech? (y(z — z1 £ ct)) (B.2)

B.2. Ecuacion de Boussinesq 2D y solucién solitaria

Para el caso bidimensional, la ecuaciéon se perturba ligeramente, y la ecuacion que rige el
movimiento es
2 2 12
3¢ _ cpd

ﬁ@f)mx Tnmm =0 (B.3)

Para buscar la solucién solitaria, al igual que antes, se obtiene al poner,

Mt — Cg(Naw + Nyy) —

n(z,y,t) = f(&)
£ = ar+eytct

donde €1, €5 estan relacionados con la direccion de propagacion de la onda.

El tratamiento es exactamente el mismo que antes, con la salvedad que en este caso,

2 2/ 9 | 2

22— c* —ci(ef +€3)
o 2.2
d?cg

y entonces, la soluciéon solitaria 2D es,

n(x,y,t) = Hsech? (y(ey(x — 1) + ey & ct)) (B.4)

/ H 1 [3H
conc=co\/et +e&+ 577 =31/%
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Apéndice C
La funcién hipergeométrica

La ecuacion diferencial de Kummer es,

2w 4+ (b— 2)w —aw =0
donde a, b son constantes complejas. Esta ecuacion tiene dos soluciones linealmente indepen-

dientes: la funcion M de Kummer y la funcion U de Tricomsi:

2 q(™) zn
M(a,b, Z) = ng (Cl)
n=0 ’
B ['(1-0) 'b—1) 1.,
Ula,b,z) = F(a—b+1)M(a’b’2)+ Ia) 27 "M(a—b+1,2—-0,2z) (C.2)

donde a™ es el rising factorial o simbolo de Pochhammer

['(a+n)
['(a)

La ecuacién hipergeométrica de Kummer o ecuaciéon hipergeométrica confluente, es un

ad™ =ala+1)---(a+n-1)= (C.3)

caso particular de la ecuacion hipergeométrica generalizada.

Esta funcion permite expresar muchas funciones elementales y especiales, por ejemplo,

M(a,a,z) = ¢€*
M(1/2,1,2) = ezl (—)

De la definicién es facil deducir relaciones recursivas, por ejemplo

d%M(a,b, = (5 1) Mlab+1,2) + Mab,2) (C.4)
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(b—a)M(a—1,b,2) + (2a— b+ 2)M(a,b,z) = aM(a + 1,0, 2) (C.5)

Una importante propiedad, es la Transformacion de Kummer

M(a,b,—z) = e *M(b— a,b, z) (C.6)

C.1. Expansiones asintéticas

La funcién de Kummer cuenta variadas formas asintoticas dependiendo el caso de sus
parametros. Una de ellas es cuando |a| y z son grandes, de modo que 2(b — 2a) > z >> 1.

Siendo cos?(¢) = ﬁ, la expresion es
—2a

NI

M(a,b,2) = T(b)e 2 @)[(h - 24) cos(¢)]'™" [W

56— 20) sin(ng)} B

{sm (wr + %(b ~24)(26 — sin(26)) + D +0 (';b _a

) e

O equivalentemente

=

4

[ sec(o)] [ 5 tan(o)

[ 1IN

M(a,b,z) = T(b)e

{sin (mr + g((bsecQ(gb) — tan(¢)) + %) +0 <Bb —a

)

Los detalles de estas funciones y otras propiedades pueden verse en “Handbook of mat-

hematical functions” (Abramowitz & Stegun, 1964).
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Apéndice D
La ecuacion de Sharpe

La ecuacion diferencial de Sharpe es,

2" +y +(z+ Ay =0

la cual, es una generalizacion de la ecuacion de Bessel de orden 0 (es el caso cuando A =0
) ?
y aparece en la teoria de reflexion de sonido en un paraboloide.

Para resolver la ecuacion, se hace la transformacion y(z) = e*w(z), con lo cual,

y = % +ie%w = e*(w +iw)

yl/ — 6zzuj// + 2iezzwl o ezzw — ezz(w/l + ZZU), o w)
Asi, la ecuacion diferencial queda,

z(w" + 2w —w) + (W +iw) + (z+ Aw = 0
2w + (2iz+ D'+ (A+dw = 0

Haciendo el cambio de variables t = —2:2, la ecuacion resultante es

tw" (t) + (1 — t)w'(t) — (1 ;Ai) w(t) =0

1— Az
5

que es la ecuacion hipergeométrica de Kummer con b=1y a =

Con esto, las soluciones generales de la ecuacion de Sharpe son,
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2

Otras ecuaciones del estilo, pueden ser resueltas con el mismo método, por ejemplo, la
ecuacion diferencial,

; 1— As 4 1— Ai
y(2) —e”M( 5 Z,l,—Qiz) , e”U( Z,l,—2z’z)

2" +y + (a—B2)y=0 (D.1)

Considerando el cambio de variables z = A, entonces y(z) = w(t), la ecuacion se trans-
forma

1 1
Atﬁw” + Xw’ +(a=BM)w = 0

tw” +w' + (aX = BNHw = 0

Se escoge A de modo que —BA\? = 1, es decir \ = _\/LB’ y asi la ecuacion queda

tw”+w’+(t—i—a w=20
VB

La cual, es la ecuacion de Sharpe, con A = —%, y entonces, la solucion general de la
ecuacion (D.1) es

4 1— Ai . 1— Ai
w(t) = {e”]\/[( 5 Z,l,—ta) ,e”U( 5 2,1,—2%)}
4 ]._A -z 1—A
3/(2) = {61*M< 5 Z,l,—2i§) 7eZAU( 5 Z,L—Qi;)}

1—-% 1 — @
y(z) = {e_\/BZM (T\/B,l,Q\/Bz) , e VP (T‘/B,I,Q\/Bz)}
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Apéndice E
Representaciones Integrales

Muchas de las funciones especiales poseen representaciones integrales de distintos tipos.
Las que involucran este trabajo, hacen uso de las funciones de Bessel e hipergeométrica,
para las cuales existen diversas representaciones, y en particular, representaciones en forma
integral. Los detalles pueden verse en “Handbook of mathematical functions” (Abramowitz
& Stegun, 1964).

La integral de Poisson para funciones de Bessel o también conocida como La sequnda

wntegral de Bessel, establece que

J(x) = m (g)y/ol(l — UQ)V’% cos(ux)du , Re(v) > —%,:L’ > 0.
Y, (x) = Ny (i/ ey (g)_y /loo(u2 — 1) cos(ux)du Re(v) < %,x > 0.

donde J,(+) es la funcién cilindrica de Bessel y J,(-) es la funcion de Neumann o de Bessel
de segundo tipo.
Notemos que en el caso particular en que v = 0

2 [ cos(ux)

Jo(z) = T i u (E.1)
Yolx) = 2 [* cos(ux) (£.2)

—Qau
™ J1 \/u2—1

Por otra parte, de las integrales de Mehler - Sonine,

Jy () = ;—y) (f)_y /100(u2 - 1)’”’% sin(ux)du , Re(v) < %, x> 0.
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Y en el caso particular en que v =0

2 [ sin(ux)
Jo(x) = p ) N

Utilizando el cambio de variables u = cosh(s), esta tltima expresion se transforma en

du , x > 0.

2 oo
Jo(z) = 2 / sin(zcosh(s))ds, x> 0. (E.3)
T Jo
Similarmente, la funciéon de Kummer admite la siguiente representacion integral,
M(a,b,z) = _ /1 e 1 — 1)t Re(b) > Re(a) > 0
0 D)L —a) Jo '

otra expresion que la liga con las funciones de Bessel es,

1_b
2272

[(a)

M(a,b,—z) = / e_tt“_%_%Jb_l(Q\/E)dt Re(a) > 0.
0
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Apéndice F
Teoremas del Argumento y de Rouché

Estos teoremas, son ampliamente usados cuando se trata de estudiar ceros y polos de
funciones en el plano complejo. Sus demostraciones no son mayormente complicadas, y pueden
hallarse en cualquier libro de variable compleja, por ejemplo, ver “Mathematical methods for
physicists” (Arfken, 1985)

F.1. Teorema del argumento

Este teorema, relaciona el ntimero de ceros y polos de una funciéon meromorfa (funcion
analitica salvo en sus polos), el cual puede interpretarse a través de integrales tipo “winding

number”. Su enunciado mateméatico es:

Teorema del argumento

Si f es una funcion meromorfa en un abierto ) limitado por una curva cerrada C de

modo que ningiun cero ni polo pertenece a C, entonces

1 [ f(z)
2mi c f(2)

donde N, P son el numero de ceros y polos contando multiplicidades, respectivamente.
Synolakis (1986) en su integral de runup utiliza este teorema al momento de probar que

dz=N-P

la funcion

f(z) = Jo(z) —iJi(2) (F.1)

no tiene ceros en el semiplano superior. En efecto, tomando C' = Cp, el semicirculo

superior de radio R, f es analitica en C'r y por tanto P = 0, entonces
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e,
N 211 Jep f(z)d
1 J)(z) —iJi(2) s
N= omi Cr Jo(z) le(z)d
_ 1 Ji(2) —i(Jo(2) — L(2)/2) ;.
N= 2mi Jop, Jo(z) —iJ1(2) d

1 1 Ji(2)/z
N = —¢ dey— ¢ B2
o b © o jéR 7@ —ih(:) ™

1 Ji(2)/= ;
N= 27 jiR Jo(z) — iJl(z)d

donde se ha usado que Jj(z) = —J1(2), Ju—1(2) = ZJu(2) + J;(2) (con n = 1) y que una
integral cerrada de una funcion analitica es cero.

Por otra parte, de las expresiones asintoticas de las funciones de Bessel

Ji(z) = \/g <Sin <z — %) 4 efm(2)0(|z|—1>)

Jo(2) —ih(z) = (/= (7G04 em0(|2 )

T2

entonces

AL f sin (=~ §) +¢"0(J2-)

| Jo(2) —iJ1(2)| et z—*) + eI O(|2|- 1))

< 2€Im(z)
1

< =

- 2

Mientras que si z =x € R
|J1()| _ |J1(2)]
| Jo(z) — iy ()] Je(x) + J ()
< 1
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Asi, se obtiene que

1)/ dZ’ < [ A0,
cr Jo(2) —iJ1(2) cnl | Jo(2) —iJ1(2)
UEE
~— 2R R
y se puede estimar que,
NS S TET
21 Jop, Jo(2) —iJ1(2)
1 (7R 2R
< —[(=+=
- 27 <2R R)
< 2T sess.
27
< 1

Como N es un natural, necesariamente N = 0, es decir, Jo(z) — iJ1(2) no tiene ceros

dentro de C'g, luego haciendo R — oo, se concluye lo mismo para el semiplano superior.

F.2. Teorema de Rouché

Una de las grandes aplicaciones de este teorema, es que permite demostrar de manera
muy simple el teorema fundamental del algebra. Su uso principal esta relacionado con la
existencia y nimero de ceros de funciones analiticas. Existe una popular explicacion informal
de este teorema: Si una persona pasea a Su perro con una correa y comienzan a darle vueltas
a un arbol, la persona y el perro dardn exactamente el mismo nimero de vueltas al arbol
siempre que el largo de la correa sea menor a la minima vuelta.

El enunciado matematico del teorema es:

Teorema de Rouché (F.2)

Sea K C Q) una region acotada de frontera 0K regular y sean f,qg funciones analiticas
en K. Si |f(z)—g(2)| < |f(2)| Vz € 0K, entonces f,g poseen el mismo nimero de ceros
dentro de K.
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