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RESUMEN DE LA MEMORIA
PARA OPTAR AL TITULO DE

MAGISTER EN CIENCAS, MENCION FISICA
POR: CLAUDIO JARUFE

FECHA: 25 DE JULIO DE 2012

PROF. GUIA: SR. RODRIGO ARIAS

“MAGNONES Y PLASMONES EN UN FILM GEOMETRICAMENTE MODULADO”

En este trabajo se presenta la teoria para estudiar los modos de oscilacion de plasmones y
magnones en un film geométricamente modulado y se analiza la respuesta de la polarizacion
y magnetizacién, respectivamente, al aplicar un campo externo paralelo al eje de simetria
de la perturbacién. La geometria en cuestion corresponde a un film delgado ferromagnético
para el andlisis de los magnones y dieléctrico en el caso de los plasmones. El film posee una
modulacién peridédica de sus superficies en una cierta direccion.

El estudio se realiz6 suponiendo que la escala relevante de la nano-estructura, en este caso el
ancho del film, es pequena en comparacién con la longitud de onda de la radiacién incidente,
esto corresponde al limite estatico. En este caso se pueden despreciar los efectos de retardo,
no existen efectos inductivos y los problemas eléctricos y magnéticos se desacoplan y por lo
tanto se pueden estudiar las respuestas plasmonicas y magnonicas separadamente.

Utilizando elementos de variable compleja se obtuvieron ecuaciones integrales para los po-
tenciales electro-esaticos y magneto-estaticos en el borde de la muestra; luego, utilizando una
base adecuada para la descripcion del potencial en el borde las ecuaciones integrales se trans-
forman en un problema matricial de valores y vectores propios. Los potenciales en el interior
y exterior de la estructura y la respuesta a un campo externo se pueden obtener integrando
adecuadamente el potencial en el borde. La ventaja al utilizar ecuaciones integrales es que se
pueden resolver geometrias complejas.

Se realizaron simulaciones numeéricas para estudiar los modos normales en el caso plasménico
y magnoénico. Los modos estudiados se propagan perpendicularmente a la perturbacion de
la superficie. La periodicidad de la geometria genera modos de Bloch andlogos a los que se
encuentran para electrones en redes cristalinas periddicas y se puede apreciar la aparicion
de bandas prohibidas. Para perturbaciones geométricas sinusoidales de pequena amplitud se
puede calcular analiticamente el ancho de las bandas permitiendo el diseno de dispositivos
que cumplan ciertos requerimientos.
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Capitulo 1

Introduccion

Por un largo tiempo ha existido interés en crear meta-materiales o estructuras artificiales
hechas con nano-estructuras con el objetivo de lograr nuevas aplicaciones. Nuevos dispositi-

vos de estado sélido han sido construidos y se esperan mucho més en el futuro.

Un éarea en que se estan realizando trabajos en esta direccion es en éptica, donde la res-
puesta de particulas metalicas o dieléctricas a campos electromagnéticos se estan tratando de
entender y utilizar en dispositivos practicos. Un fenémeno de interés en algunos casos es el in-
cremento localizado de los campos, el cual estd relacionado con las caracteristicas geométricas
de los nano-objetos. También por ejemplo, en espectroscopia Raman la preponderancia de las
superficies de las moléculas puede dar respuestas 6rdenes de magnitud superiores a liquidos
o gases correspondientes [1]. En particular se estudian los sistemas metdlicos debido a sus
excitaciones colectivas, llamadas plasmones, donde los electrones de conduccién se mueven
de manera especifica a frecuencias especificas. Las resonancias plasmoénicas permiten identi-
ficar nano-estructuras y juegan un rol importante en el incremento no lineal de las senales
Opticas. Estos campos Opticos de alta intensidad proveen una manera de detectar moléculas

individuales [2] .

Otra area en que también se estan buscando aplicaciones nano-métricas es en la pro-

pagacién de ondas de spin en materiales ferromagnéticos, en particular en films delgados



y nano-hilos. En nano-sistemas ferromagnéticos la respuesta a los campos magnéticos es
también de gran interés dada su importancia para la comprensién de la dindmica de la mag-

netizacién. En el caso ferromagnético los analogos a los plasmones se denominan magnones.

Los materiales ferromagnéticos artificiales con caracteristicas periddicas se denominan
«Magnonic crystals» en relacién con los més conocidos y desarrollados «Photonic crystals».
Estos ultimos, han sido concebidos para controlar la propagacion de ondas electromagnéti-
cas o fotones en materiales: una caracteristica principal en ellos es la existencia de gaps de
frecuencias prohibidas debido a la periodicidad de estos materiales. A su vez los «Photonic
crystals» tienen como predecesores a los cristales atémicos que existen naturalmente. De he-
cho, la ingenieria de gaps en bandas electréonicas en materiales semi-conductores ha sido muy
importante en el desarrollo de la electrénica avanzada. A medida que ahora entramos en la
era de la Spintronica, se evidencia que el desarrollo de los «Magnonic crystals», deberia ser

muy relevante en futuras aplicaciones.

El estudio de ondas de spin en films delgados se inicié en 1980, el interés estuvo enfoca-
do en estudiar la aparicion de bandas en la relacién de dispersién de ondas de spin en un
material o guia de ondas que posee una interaccion periddica efectiva construida. Este efecto
es de particular interés debido a aplicaciones en filtros de spin. Calculos micro-magnéticos
y resultados experimentales han mostrado que estos «band gaps» existen en films delgados
ferromagnéticos: han sido calculados y medidos en relacién a modulaciones de la geometria
del film, sus materiales y campos aplicados. Aun asi, todavia existe una necesidad de entender
mejor el rol de la geometria en estos «band gaps» y la relacién de dispersién, para disenar

estructuras con mejores aplicaciones.

El topico de esta tesis es el estudio de la influencia de la geometria en los modos normales
y la respuesta electromagnética de nano-estructuras ferromagnéticas y dieléctricas: los prin-

cipales resultados de esta tesis fueron publicados en la Ref. [3]. La geometria de interés que se



desea estudiar en esta tesis corresponde a un film delgado ferromagnético para el andlisis de
magnones, y dieléctrico para el caso de plasmones . El film posee una modulacion periddica
de sus superficies en una direccion. El andlisis puede simplificarse cuando la escala relevante
de la nano-estructura es pequena en comparacion con la longitud de onda de la radiacion
incidente, esto corresponde al llamado limite estdtico: los campos eléctricos y magnéticos
incidentes pueden ser considerados uniformes en la nano-estructura. En este caso uno puede
despreciar los efectos de retardo, no existen efectos inductivos y los problemas eléctrico y
magnético se desacoplan [4] y por lo tanto se pueden estudiar las respuestas plasmonicas y

magnonicas separadamente.

El objetivo especifico es analizar el efecto de la modulaciéon periddica en la relacién de
dispersién, modos de oscilacién y la respuesta electromagnética de las nano-estructuras. La
geometria no permite el uso de una base ortogonal de funciones para describir el perfil del
film y obtener el efecto de la perturbacién en los modos y su respuesta. La teoria utilizada
para analizar los plasmones es la de la referencia [15], consiste en resolver ecuaciones inte-
grales para los potenciales electro-estaticos en los bordes de la muestra. Los potenciales en
el interior y exterior de la estructura y la respuesta a un campo externo pueden ser calcula-
dos integrando el potencial en el borde. En el caso magneto-estatico el potencial magnético
también satisface la ecuacion de Laplace en el interior y exterior de la geometria y por lo
tanto se utilizara una modificacién de la teoria anteriormente descrita. La ventaja de estas
ecuaciones integrales es que permiten resolver geometrias complejas; luego, utilizando una
base adecuada para describir el potencial en el borde las ecuaciones integrales se transforman

en un problema matricial simple de resolver.

La periodicidad de la geometria genera modos de Bloch, analogos a los que se encuentran
para electrones en redes cristalinas periddicas, por lo tanto, se pueden identificar diferentes
bandas en un esquema de zona de Brillouin reducido. Estos modos se propagan perpendicu-

larmente a la perturbacién de la superficie y se acoplan en el borde de la zona de Brillouin



debido a la existencia de la modulacién.



Capitulo 2

Teoria: Ecuaciones Integrales para los
potenciales electro-estaticos y
magneto-estaticos

2.1. Modos plasmodnicos

Primero se resumira la teorfa presentada en la referencia [15] la cual nos permite deter-
minar los modos electro-estaticos de un dieléctrico (la cual asumiremos muy grande en una
dimensién) utilizando ecuaciones integrales del potencial electro-estético a lo largo del borde

de la muestra. Supondremos que los campos oscilan con frecuencia w:

E(ft) = Eu(p)e ™ + EL(p)e™ (2.1)

D(p,t) = epw)Ea(p)e™™ + e(pw) B (A" | (2.2)

donde €(7,w) = 1 afuera del diellectrico y €(7,w) = e(w) dentro de él. El campo electro-

estdtico satisface V. x E = 0 en todo el espacio, por lo tanto el campo eléctrico puede

escribirse como el gradiente del potencial eléctrico E, = —V¢,,; andlogamente, como V-E =0
(excepto en el borde del dieléctrico) entonces Emeut — —¥ x (yinout2) (llamaremos potencial

conjugado a 1 ). Como estos potenciales deben describir el mismo campo eléctrico deben

satisfacer las condiciones de Cauchy-Riemann:



0¢/0x =0y/dy , 0¢/0y=—0vy/0x (2.3)

Por lo tanto se introduce un potencial complejo Q2 = ¢ + 1), el cual es instantaneamente
analitico, es decir 2 = (2,t), con z = x + iy, y E, —1E, = —0§)(2,t)/0z. Este potencial
complejo es discontinuo al cruzar el borde de la muestra, por lo tanto se deben diferenciar
Qinout (> t). Como el potencial complejo es analitico se puede utilizar el teorema de Cauchy
para escribir su componente de Fourier temporal (2(z,t) = Qu,(2)e™ + Q_,(2)e ™) en
un punto z = z, en el borde de la muestra descrita por la curva C' (considerando que los

potenciales decaen a cero apropiadamente en infinito):

: 1 QL (n)

Q" (z) = — dn—= 2 2.4

o(2e) - nn_zc (2.4)
1 Qout

() = — L el (25)

™ Jpvy N T
(en las ecuaciones anteriores PV es la integral del valor principal sobre la curva C'; ademas
las ecuaciones son para la componente de Fourier temporal del potencial). La condicion de
borde escritas para la componentes de Fourier son ¢ (z.) = ¢3“(2.), e(£w)dPT (2.)/On =
DT (2.) /O, e(£W)VT (2.) = V3% (2.) v 0P (2.)/On = OY3“(2.)/On (donde O/On repre-
senta la derivada normal). Usando estas condiciones de borde en las ecuaciones (2.4) y (2.5),
el hecho que ¢_, = (¢,)*, ¥_o, = (V)*, luego de simplificaciones algebraicas (detalles en la

ref. [15]) se pueden obtener las siguientes ecuaciones integrales para los potenciales electro-

estaticos:
o) = oo {T - b (26)
s TR e L) (27)
con
)= e(w)—1 2.8)
Ce(w)+1 ‘



(para simplificar la notacién escribimos ¢ = ¢(n), 1 = 1 (n) pero en estricto rigor ambos
potenciales son funcién de 1 y n*, es decir, no analiticas). Las ecuaciones (2.6) y (2.7) deben
ser resueltas para el problema de autovalores (A, ¢., 1.). Se puede notar que estas ecuaciones
son muy similares y por lo tanto muestran un espectro “gemelo” [14], es decir, si (A, ¢¢, Ve ) €58
una solucién al problema de autovalores de estas ecuaciones, entonces (—A\, Ve, @) también
es solucién (se puede observar que A\ — —\ es equivalente a ¢ — 1/¢). Ademds, si uno
esta interesado en conocer los potenciales en el interior y en el exterior de la muestra, estos
pueden ser calculados mediante la integracion de las soluciones anteriores a lo largo de la

muestra. Utilizando el teorema de Cauchy se puede obtener:

: 1 QH(n)
Q" (z) = — ¢ dyp—2 2.9
w (Zin) omi P (2.9)
1 Q2" (n)
Qout = — w 2.1

2.2. Modos Magneto-estaticos

Para el estudio se consideré una lamina delgada con modulaciones superficiales perpen-
diculares a la direccién z a largo de la cual se aplica un campo magnético Hy. Utilizando
esta geometria 2.1 es posible asegurar que la configuracion de equilibrio corresponde a una
magnetizacion uniforme alineada con el eje z debido a que estas modulaciones superficiales
no inducen cargas superficiales.

La dindmica de una pequena perturbacion de la magnetizacion (]\7[ (Z,t) ~ M2+ mi(Z,1))
estd descrita por la ecuaciéon linealizada de Landau-Lifshitz, y a una frecuencia w se puede
escribir como (m = m,,(p) exp(—iwt) + c.c, donde c.c. es el complejo conjugado y asumimos

que no existe dependencia en z) :

iwimi, () = YM2 x RS (M) + v X HoZ (2.11)

donde ED(Tﬁ) es el campo demagnetizante producido por la magnetizacion m, y v el

valor absoluto de la razén giromagnetica. Estas ecuaciones pueden ser invertidas y permiten

7



OH,  M(&Z,t) = M2+ m(Z,t)
W
T Tu
4

\/\/\/

Figura 2.1: Geometria del film con una perturbacién sinusoidal en sus superficies

encontrar una relaciéon constitutiva entre la perturbacion de la magnetizacion y el campo

demagnetizante correspondiente:

ATy, = (1(0) — DAY, — ipa(0)2 x 1Y, (2.12)

donde 0 = w/4mMyy es una frecuencia adimensional y (o) = [h(h + 1) — 0?]/[h* —
0?], pa(0) = —o/[h* — 0%, con h = Hy/4n M,y el campo aplicado adimensional. El campo
demagnetizante estd dado por el gradiente de un potencial magneto-estatico, hp = —Vo,
ademas segun las ecuaciones de Maxwell en ausencia de monopolos magnéticos V - b= 0,
por lo tanto en el interior y exterior del film V2?¢ = 0 . Debido a esto tltimo, al igual que
en el caso plasménico, se puede introducir un potenial complejo analitico £2(z) = ¢ + i) en
el interior y exterior del film y las ecuaciones (2.3,2.4,2.5) también son vélidas en este caso.
Las condiciones de borde magneto-estaticas en el borde del film (curva C') de continuidad
del campo magnético tangencial (ﬁD) y continuidad de la induccién magnetica (5) normal
se pueden escribir en funcién del potencial complejo ¢2% = @™, ™ + ipgd™ = Pou.
Reemplazando estas condiciones de borde en las ecuaciones integrales (2.4,2.5) y luego de
manipulaciones algebraicas analogas al caso plasmoénico se pueden obtener las siguientes
ecuaciones integrales de valores propios para el potencial magneto-estatico ¢ = ¢,, y su

potencial conjugado 1"



(1 + 1) (2e) = Qim {(m - 1) ]iv ((77 fnzc) - c.c.) -
f (2o o

(Ut g = ) =5 { = 1408) § (- =)
iz ﬁ § <(n inzc) + C-C-) } ) (2.14)

Se puede observar que la ecuacién de autovalores (2.6) para los modos plasménicos es un

caso especial de la ecuacién (2.13) para los modos magneto-estéticos: si ps es reemplazado
por cero y fi; por € entonces se recupera la ecuacién (2.6) (lo mismo ocurre con la ecuacién
para el potencial conjugado ).

Ademas, para evitar la singularidad numérica en n = z, de las ecuaciones (2.13,2.14) se
puede sumar y restar un termino adecuado a los potenciales integrados. De esta forma se
obtienen las siguientes ecuaciones integrales para el potencial ¢, en el borde de la muestra

(ya no es necesario tomar el valor principal de la integral):

oute) = g { -0 f (2= ce) b f (2 e ) Houtn) = otz
(2.15)

2.3. Potenciales en todo el espacio:

Si uno esta interesado en los potenciales al interior o exterior de la muestra, ellos pueden
ser calculados mediante la integracion apropiada de las soluciones previas a lo largo del borde

del film, esto es vélido para el caso magneto-estatico y electro-estatico. A partir del teorema

de Cauchy:

' 1 7 ()
Q"(z) = — ¢ dp—e 1L 2.16
D) = g f dn D (216)
1 Q2" (n)
Qout = - g 2.1
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En el caso magneto-estatico cuando uno combina las ecuaciones para 24, se obtienen
las siguientes expresiones para el potencial magneto-estatico en el exterior e interior de la

muestra respectivamente (el caso plasménico corresponde a tomar ps =0y p; = €):

0 ) = =g T (01 = ) + i) -
I )1+ ) — i) | 215)
) = g b {0 (Gl + i) -
I (o) — ) | 219

Es importante observar que ambas ecuaciones (2.18) y (2.19) requieren conocer los po-
tenciales ¢, y ¥ en el borde del film: estos deben ser calculados previamente mediante sus

respectivas ecuaciones integrales (2.13), (2.14).
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Capitulo 3

Teoria aplicada a la geometria elegida:

3.1. Geometria seleccionada:

La idea es analizar el efecto de la geometria en los modos de propagacion electro-estaticos
y magneto-estaticos en este film. Se eligié una perturbacion geométrica peridédica para buscar
modos con bandas prohibidas, es decir, se espera un efecto similar a lo que sucede para los
electrones de Bloch al moverse en el potencial periddico de un cristal. Ademés se supuso
que la perturbacién de la superficie inferior es una reflexiéon de la superficie superior. El
film perfecto se asume infinito en las direcciones x y z y se encuentra entre y = —D/2 e
y = D/2 en la direccion y. En general la superficie superior esta descrita por y,(z) = y(z) y
la superficie inferior y4(z) = —y(x), con y(z) una funcién periddica de periodo A, es decir si
n es un entero y(x +nA) = y(z).

Para calcular la relacién de dispersion se eligié la funcién periddica mas simple, un perfil
sinusoidal para la superficie perturbada: y(x) = D/2 + {sin(Kz), con K = 27/A. La figura

2.1 muestra la geometria en el caso sinusoidal.

3.2. Ecuaciones integrales y soluciones tipo Bloch:

La ecuacién de valores propios (2.13) para el potencial magneto-estético en un punto
2. = 2z, = ¢’ + 1y’ en la superficie superior y para un punto en la superficie inferior z, = 2/, =

' — iy (se utilizé la notacién y' = y(z') y y = dy/dz) es:
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+oo o
2mi(py + 1)y (' £4y') = PV/_ dx {(Ml —1) (ac — x/l_ ZZ(Z ) c.c.>

+ 4t ( L= + c.c.) } b (x — iy)

r—a —i(yxy)

teo 1+ 4y
- PV d -1 — c.c.
[ o0 (= )

1+ iy .
112 (x—x’—i—i(yq:y’) +c.c.>}gz5w(x+@y) (3.1)

En la ecuacién (3.1) el punto 2’ £ iy’ en el borde de la muestra es un punto arbitrario y

por lo tanto la misma ecuacion puede ser evaluada en x’ +nA +iy’. Al realizar el cambio de

variable = por = + nA y utilizando la periodicidad de la funcién y(z) se obtiene:

400 11—y
mi (1 + 1)ul(a’ + nA £ iy) V/oo dl‘{“‘l )(a:—x’—i(yiy') >

1— iy .
.C. A—
+ 4o (x—x’—i(yiy’)+cc)}¢“(x+n iy)

+oo 1+ iy
— PV d —1 — c.c.
/oo x{(“l >(as—xf+z'<y¢y'> )

1+ iy .
+ o (x T e - c.c.) } du(x +nA+1iy)
(3.2)

Se puede observar que el kernel no varfa con respecto a la ecuacién (3.1) y por lo tan-
to el potencial magneto-estatico ¢, (p) satisface la misma ecuacién integral que su versién
desplazada ¢, (p + é), donde R = nAz, es decir, un desplazamiento que es multiplo de la
periodicidad de la geometria. De esta forma se concluye que ¢, (7+ R) = C(R)¢. (). Apli-
cando esta tltima propiedad para ¢(7+ R + R') se obtiene C(R + R') = C(R)C(R'), y por
lo tanto C(R) = exp(ik - R) = exp(iknA). Este tltimo resultado nos permite afimar que
0w (p) = exp(ikx)u,(p), con u,(p) una funcién periddica con periodo A. Por lo tanto existen
modos de Bloch (como en el caso de las funciones de onda de electrones en un cristal periodi-
co) que se generan debido a la invariancia de traslacién de la geometria en la direccion z, la

cual posee un periodo A.
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El vector de onda k = ki es entonces perpendicular a la perturbacion geométrica y
a la magnetizacién de equilibrio. En el caso del film perfecto magnetizado en el plano, y
con el vector de onda k perpendicular a la magnetizacion, los modos magneto-estaticos son
superficiales y localizados en una de las superficies del film dependiendo de la direccién de
propagacion [18] (field displacement non reciprocity).

Por lo tanto, el campo magneto-estatico real en los bordes superiores e inferiores del film

se pueden escribir en terminos de ondas de Bloch de la forma:

Gu(x,t) = fE(x)e ™D 4 (fi(x))re et (3.3)

ga(r,t) = gh()e’ ™ + (g (a)) e (3.4)

, donde las funciones f*(z) y ¢*(x) poseen perfodo A, i.e. pueden ser escritas utilizando las

siguientes series de Fourier:
fola) =307 eyeRT s gh(n) = 305 bjeRE (3-5)

3.3. Ecuaciones integrales para films con perturbacio-
nes superficiales peridédicas:

La ecuacién integral para el potencial magneto-estatico (2.13) en su version (3.1) puede ser
reescrita al estudiar una perturbacion geométrica de periodo A. En este caso la integracion
infinita sobre la variable x (direccién perpendicular a la perturbacién geométrica) puede
ser transformada en una sumatoria de integrales sobre el periodo A, como se explica en la
seccién 6.1. La ecuacién integral (2.13) se transforma en la siguiente ecuacién integral para

las funciones f*(x) y g% () sobre x € (—=A/2, A/2):
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(o) + Dkw) = PV [ o)~ DIFE (') — F ()
w —A/2 A 1 1+
~12(0) [FE () + FE, (0,2)]} ()
A2 g
PV [ ) = DI ()~ B e.2)

+2(0) [Fy_(2,2') + Fy (z,2)]} gi(x) (3.6)

A/2 dr
(o) + 1gl) = PV [ ) = DIFE (9 Pl (o)
—i2(0) [Fy(w,2") + Fy (z,2)] } fi(x)
Az dx k / k /
PV [ S (o) - DIFE (o.2) ~ Pl (0,0
+z(0) [Fy(w,2') + FY, (z,2)] } g5 () (3.7)
donde las funciones FF, (z,2’) estan definidas como (para k > 0):
e:l:k:(y_y/)
1 — e~ Ki(z—2") =K (y—y')

/
eEk(y+y)

1— 6—Ki(:c—a:’):|:K(y+y’)

FF (z,2") = (1+iy)

F¥ (z,2)) = (1+1ig) (3.8)

, con la notacién y = dy/dx e y = y(2').

3.4. Simetria y soluciones:

La simetria de la geometria con respecto al eje x (posee una simetria de reflexién con
respecto a este eje) y las funciones FJ' (,2') (ecuaciones (3.8)) permiten obtener las siguientes

propiedades:

Byt £ Bt =F((Fy ) £ (FR)] 5 PP+ AP =F[(Ff)7 £ (FR)] (3.9)
Tomando el complejo conjugado de las ecuaciones (3.6,3.7) y comparando estas con las

mismas ecuaciones (3.6,3.7) escritas para (—w, —k) se concluye que (utilizando las propieda-

des (3.9)):
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(fS(@)) = f25(x) 5 (gh(2))" = g=i(x) (3.10)

Ademés, si se escribe la ecuacién (3.6) para f*_(z) y ¢*_(x) se obtiene:

A2 g,
o)+ 1500 = PV [ o) = NP0~ B o)

+ha(0) [Ff(z,2") + F{:@:,x')}} fru(2)

A/2 dx k / k /
+ PV 4 _{ pa (o) = DIFY. (z,2") — Fyy (x, 27)]
—AJ2

—pa0) [F(2,2) + Ff, (2.2')]} ¢ o (2) (3.11)

Comparando la ecuacién (3.11) con (3.7) se puede observar que f* (z) = Cg*(x) v
g* . (¥) = Cf¥(z) ya que los kernels de las ecuaciones (3.11) y (3.7) son los mismos. Como
las ecuaciones son lineales, se puede elegir C' = 1, es decir, f* (z) = g~ (x) y ¢* (x) = fF(2).
Aplicando las ecuaciones (3.10) se concluye que f %(x) = (g8 (2))* y 95%(x) = (f¥(x))*.

Para el caso especial de los plasmones (us = 0) utilizando el mismo tipo de argumentos se
puede observar que f*(z) = Cgf(z) y gk (z) = Cf*(z). Reemplazando esta tiltima relacién
en las anteriores se concluye que C? = 1, es decir C' = +1 o f¥(z) = +¢*(z), por lo tanto los

modos plasmoénicos son simétricos o anti-simétricos bajo reflexiones con respecto al eje x.

3.5. Desde ecuaciones integrales a ecuaciones matricia-
les:

Los potenciales magneto-estaticos en las superficies del film pueden ser encontrados una
vez que los coeficientes de Fourier ¢js y b)s de las funciones periédicas f*(x), g*(x) (ecuaciones
(3.3), (3.4)) hayan sido calculados. Es preferible introducir los coeficientes p;, = ¢ + b, y
¢ = ¢—b; ya que para el caso plasménico (g = 0) las ecuaciones para calcular los coeficientes
se desacoplan.

Utilizando el procedimiento detallado en el apéndice 6.2 las ecuaciones integrales (3.6) y

(3.7) para los modos magneto-estaticos pasan a ser equivalentes al siguiente sistema matricial
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lineal:

[(p1(0) = 1)M — ps(0)N —2U]d =0 (3.12)

donde d es un vector columna compuesto por la concatenacion de los vectores p y ¢q. Las

matrices M y N estan definidas como:

M, 0 0 N,
M = . N = (3.13)
0 M, Ny 0

con:

M,=D —D"-C"+C""+C~-C* ; My=D —D"—-C" +C"*" —C~+C*

N,=D +D"+Cy+Cf+C~+C* ; Ny=D +D"+Cy+Cf —C~—C*
(3.14)

donde los elementos de las matrices D, C* y C%* estan definidos por:

DE=Di ; CE=CH ; O =ck% (3.15)
y
+ A2 A2 da fzKlm iKia ok / iKja' 10 '
Dlj = A A Fli(x7x>_e F1i<l',$)) (316>
—A/2 —A/2
A/2 d A/2 d R
C’lkji = / v / L -iklo eHRITER (1, 2)) (3.17)
apg A J_ap A
Andlogamente las ecuaciones para el caso plasmoénico son (s = 0 y py es reemplazado
por €(w)):

[(e(0) — 1)M — 2U]d = 0 (3.18)

en efecto esto corresponde a ecuaciones desacopladas para los modos simétricos y anti-

simétricos respectivamente:

[(e(0) = )M, —2Ulp=0 ; [(e(0) —1)My—2U)q =0 (3.19)
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3.6. Caso del film perfecto:

En el caso del film perfecto las matrices DT, C*, C%F son diagonales, esto se puede apreciar

en el siguiente diagrama para el médulo de las matrices M y N :

[ M| | Nu|

6 8 10 12 14 16

J

Figura 3.1: El médulo de las matrices M y N en cada posicién (i, j) para el film perfecto. El color
azul corresponde a cero y color rojo oscuro corresponde a 1.

por lo tanto el problema de valores propios (3.12) se transforma en problemas de valores
propios independientes compuestos por matrices de 2 x 2 asociadas a los diferentes valores

de j, donde j es el indice de los coeficientes de Fourier p;, g;:

(1= m(@)(1—eP) =2 Fpa(o)(1+ ) P
(o)1= ) (1= )1+ =2 )\ g

kj = k+Kjyen F el signo superior corresponde a j > 0y el inferior a j < 0. La condicién

=0  (3.20)

para encontrar soluciones a las ecuaciones (3.20) es que el determinante del sistema sea nulo,

de esta forma se obtiene la siguiente ecuacion para la relacién de dispersion:
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241
ps — i — 1

donde se puede notar que los modos con £« son degenerados (el mismo resultado puede

tanh(|k|D) = (3.21)

obtenerse resolviendo las ecuaciones diferenciales con las condiciones de borde apropiadas,
ver seccién 6.3). La ecuacion anterior nos permite obtener la relacién de dispersién para los

modos magneto-estaticos:

o(k) = \/h(h +1) + (1 — ¢~2IP) /4 (3.22)

es decir la frecuencia de estos modos estd en el rango o € (\/m ,h+1/2) y corres-
ponden a modos superficiales [18].

Para modos electro-estaticos se reemplaza f1(0) por €(w) y s = 0, a partir de la ecua-
cién (3.20) se observa que existen modos simétricos y anti-simétricos independientes cuyas

relaciones de dispersiéon son:

es = —coth(|k|D/2) Ay = exp(|k|D)

(3.23)
€a = —tanh(|x|D/2) N, = —exp(|k|D)

lo que corresponde a los "modos gemelos” (A = (¢ —1)/(e+ 1)) [15]. Para conocer explici-
tamente la relacién w(k) es necesario conocer el tipo de material dieléctrico, es decir, €(w).

Se puede observar que al considerar el caso de un film perturbado, el resultado del film
perfecto sugiere reordenar las variables de la ecuacién (3.12) para que p; y ¢; estén juntos,
de esta forma, la matriz perturbada comienza como una matriz diagonal por bloques cuando

la perturbacién es pequena (con bloque de dimensién 2 x 2).

3.6.1. Analisis de frecuencias en el esquema reducido:

Como la perturbacion geométrica de la superficie del film posee periodo Az = A, el
vector de onda k puede considerarse restringido entre k = —w/A y k = w/A, es decir, la
primera zona de Brillouin. Para una perturbacién periddica el analisis de las frecuencias de

los modos puede hacerse en un esquema reducido. Por ejemplo, para el caso del film perfecto,
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las frecuencias de los modos magneto-estéticos (ecuacién (6.22)) en un esquema reducido

estan graficados en la figura 3.2

08 —
078l o888

070600888822 1

0.741 b

2 0.72 ....“:380‘

L 00®
0.68 ..0..
....
0.66 ..... i

0.641 o°® 7

Figura 3.2: Modos magneto-estaticos para el film perfecto en un esquema reducido, con h = 0,3,
D/A=0,1
En la figura 3.3 se puede observar el valor propio €(k) de los modos electro-estaticos

simétricos y anti-simétricos en un esquema reducido

3.7. Perturbaciones geométricas pequenas:

Es posible analizar el caso de una pequena perturbacién a la superficie del filrm (con
respecto a su espesor D), es decir, se consideré y(z) = D/2 + {(z) with |{(x)] << D, el
pardmetro pequeno. Por lo tanto, se estudiara la ecuacién de valores propios (3.12) a primer
orden en &. Por ejemplo, uno de los coeficientes necesarios en la ecuacién (3.12) a primer

orden es:

D ~ Di" + D + Dt (3.24)

donde Df;o corresponde al valor asociado al film perfecto (seccion 6.4), Dl:]t.gl es la correc-
cién proporcional a ¢ = y'(z) ~ &'(x), y D# el término proporcional a £(x). Los términos

relevantes a primer orden en la ecuacién (3.12) son:
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Figura 3.3: Valor propio €(k) de los modos simétricos y anti-simétricos en un film dieléctrico
perfecto en un esquema reducido, D/A = 0,1

byt = i"/ T, e () (325)
A2 A A/2 A 1 — ¢~ iK(z—2
C’l"’.if' ~ kD /A/2 dx /A/2 da’ e’“f(‘”'ewx (3.26)
J A/2 A2 1 — e~ iK(z—a')£KD
DX~ /A/z dx /A/2 dz’ ilE M T ciiKe - iK' o)
’ ap A app A 1 — emif@=e) 1 — eik(a—a’)
A/2 dl’ A/2 dCE
Ck:l:§ ~ iikp/ / +£< ))
ap A g A
e—lez ijKx K
1 — e~ iK(z—a') p=KD (k B 1— eiFKDeiK(x—:C’)> (328>
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3.7.1. Caso especial, una perturbacion sinusoidal:

Como un ejemplo de una perturbacién periddica simple se eligié una sinusoidal: £(z) =
Esin(Kx), es decir § = €K cos(Kx), con |£| << D, K = 2n/A y periodo A. En este caso
las matrices D*, C*, C%* que determinan las matrices M y N son todas tridiagonales. En la
figura 3.4 se puede observar la forma tridiagonal de las matrices M y N, la diagonal principal es

de orden cero, y las diagonales superiores e inferiores son de primer orden en la perturbacién.

| M| | V|

6 8 10 12 14 16

J

Figura 3.4: El médulo de las matrices M y N en cada posicién (i, j) para & = 0,01. El color azul
corresponde a cero y color rojo oscuro corresponde a 1.

A medida que el tamano de la perturbacion aumenta ya no se pueden utilizar los resultados
de la seccion anterior y se debe recurrir al célculo de las integrales sin realizar la aproximacion.
En el grafico 3.5 se observa la aparicién de diagonales superiores e inferiores en las matrices
M vy N que no existen cuando la perturbacién es pequena.

Esto significa que los modos con diferentes valores de j ya no son independientes como en

el caso del film perfecto: un modo del film perfecto j se acopla a los modos j + 1 generandose
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| M| | V|

Figura 3.5: El médulo de las matrices M y N en cada posicién (i, j) para & = 0,04. El color azul
corresponde a cero y color rojo oscuro corresponde a 1.

una dependencia en cadena. Los elementos a primer orden de las matrices D C* C%*
(ecuaciones (3.25) a (3.28) ) son determinadas analiticamente mediante integrales calculadas
en el plano complejo (el método es el mismo que el utilizado para el film perfecto en el 6.4 ).

Esta teoria de perturbaciones concuerda con los calculos numéricos realizados para el caso

sinusoidal sin reestringir la amplitud de la perturbacién.

3.8. Analisis perturbativo de las brechas entre bandas:

Se puede realizar un anélisis perturbativo de lo que sucede con la relacion de dispersion en
los bordes de la zona de Brillouin realizando un analisis similar al hecho para los electrones en
los sélidos en un potencial débil. En estos bordes dos bandas se degeneran para el film perfecto
y se acoplan mediante la perturbacion de la superficie, y la autofuncion puede ser aproximada
por una combinacion linea de las autofunciones degeneradas. Primero se analizara el caso de

los plasmones, que es el caso simple, y luego el caso magnénico.
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3.8.1. Brechas entre bandas aproximadas, plasmones:

Definiendo v = 2/(e — 1), las ecuaciones (3.19) para los modos plasménicos simétricos y

anti-simétricos pueden ser re-escritas como las siguientes ecuaciones de auto-valores:

(M, —vU)p=0 , (My—vU)g=0 (3.29)

Se puede realizar un anélisis perturbativo de la ecuacién anterior para el caso de los
modos simétricos (andlogamente se puede realizar el andlisis para los modos anti-simétricos),

a primer orden se obtiene:

(M —vU)p = -M{p (3.30)

donde la matriz en el lado izquierdo es diagonal, y la matriz en el lado derecho es propor-
cional a la amplitud de la perturbacion, es decir, de primer orden. Las ecuaciones asociadas

a los indices | = 0, —1 en la ecuacién (3.30) son:
((—1 + 6_|k_K‘D) - V)p—l = - Z M((i)l)jpj (3'31>
J
J

y similarmente para otros valores de [. Cuando k ~ K /2, es decir, cerca del borde de la
zona de Brillouin, los factores en el lado izquierdo de las ecuaciones (3.32) se vuelven similares
y pequenos si v es cercano al valor propio de orden cero asociado con py or p_; (debido
a la degeneracién que existe en el film perfecto). Este no es el caso para las ecuaciones
correspondientes a otros valores de [. Por lo tanto pg vy p_; son grandes comparados con
otros p;, luego una forma aproximada de calcular los valores propios y vectores propios es
mantener solo estas variables, es decir, la ecuacién (3.32) se puede escribir como (evaluando

exactamente en k = K/2):

_ 1 1
(=14 PR) 4 MO, Ly - v M 220 (333
(1) —KD/2 (1) - (3.33)
My (-1+e )+ My —v Do



Para nuestro ejemplo de perturbacién sinusoidal, y a partir de las ecuaciones (3.13,3.14,6.43)

esta ecuacidn se transforma en:

—1+ e KDy EK )2 _
(Pl —v ik =)~ (3.34)
—iEK/2 (=1 +e KDy —y Po

es decir, los valores y vectores propios son:

v = 14 e K02 _¢K/2 V@) = 14 KP2 L eK/2
pt) = —i P& =i (3.35)
py =1 p =1

y por lo tanto la separacion entre las bandas es igual a:

v — ) = ¢ K =2r¢ /A (3.36)

, es decir, une expresion analitica muy simple proporcional a la perturbacién. Dado los
vectores propios anteriores el potencial en la superficie superior para los modos con alta (2)

y baja (1) frecuencia (al borde de la zona de Brillouin) son proporcionales a:

£ cos(wt)(cos(Kx/2) 4+ sin(Kx/2)) M sin(wt)(cos(Kx/2) — sin(Kx/2))
(3.37)
es decir, corresponden a modos estacionarios: esto se puede entender ya que en el borde
de la zona de Brillouin se tienen dos modos acoplados de la misma amplitud viajando en

direcciones opuestas.

3.8.2. Brechas entre bandas aproximadas, magnones:

Siguiendo argumentos similares a los utilizados en el caso de los plasmones, los modos
magneto-estaticos y sus frecuencias estdn (en forma aproximada) dados por la solucién al
siguiente problema de valores propios para la frecuencia normalizada o (u; = p1(0), s =

p2(0), r+ = —1 £ exp(—KD/2)) y los coeficientes principales de los modos p_1,q_1, po, qo:
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(1 —Dry—2 i — 1) — T - i%m@_% p-1
—i%(ﬂl 1) (i —1ry—2 Z'ETKW‘?% TH2T+ Po -0
—phoT —i e (= Do =2 iy — 1) -1
—i%uze‘% — 2T it (= 1) ( — r- —2 qo
(3.38)

La frecuencia en el borde de la zona de Brillouin se expande de la forma: o ~ 0% + Ao,
donde 0 es la frecuencia de orden cero (ecuacién (6.22) con k = K/2 ) y Ao una perturbacién
a la frecuencia de orden . Imponiendo que el determinante de la ecuacion de valores propios
(3.38) sea nulo y utilizando un andlisis perturbativo se puede obtener la siguiente expresién

aproximada para los cambios en frecuencia en el borde de la zona de Brillouin:

Ao — ig_KefKD/Z (41 = 1)* = (u3)?
(1 = D))o = H5(pa)ol (1 — €=KP) +2(pui)o
un resultado que concuerda con los célculos numéricos (aqui (p),)o corresponde a la

(3.39)

derivada con respecto a la frecuencia evaluada en la frecuencia de orden cero). La separacion
entre las bandas es (K exp(—KD/2)| %|. Los detalles de este cdlculo se encuentran en la

seccion 6.5.1.

3.9. Respuesta a un campo aplicado:

Es posible estudiar como estos films con superficies moduladas reaccionan a un campo
aplicado. En particular, se explica como calcular la respuesta de un film ferromagnético bajo
la aproximacién magneto-estatica. Si se utiliza el potencial complejo analitico Q = ¢ +
(aqui ¢ y v son reales) el teorema de Cauchy aplicado en el interior y exterior de la muestra

implican que para un punto z. ubicado en el borde de la muestra (en la curva C') se cumple:

out . i QOUt(n) _l Qout(,,ﬁ
SRS AR R Ty 340
Qoui(z) = L gyt (3.41)

— n
™ Jpv. (U‘%)
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La diferencia al existir el campo aplicado consiste en que la integracion en oo contribuye:
de hecho, la integral por Cy en la ecuacién (3.40) es igual a 2Q°°(z.), con el potencial
previo igual al potencial aplicado. Tomando la transformada de Fourier en el tiempo y luego
de manipulaciones algebraicas se obtiene la siguiente ecuacion para ¢, en el borde de la

muestra, la cual es una version inhomogénea de la ecuacion (2.15):

ulee) = 650+ g { =) f (0 )

bin (2 ) Foutn - ute) (342

El campo aplicado es (de esta forma satisface la ecuacién de Laplace):

—

Boo = Hoo = by cos(kax — wt) cosh(ky)j (3.43)

—

Cerca de la muestra (aproximacién magneto-estética) Ho, =~ bo, cos(kz—wt)y. El potencial

asociado ¢, esta dado por:

b be , .
¢ (z,y) = —%O cos(kx — wt) sinh(ky) = —ﬁ(ez(kw_“’t) + e~ ikz=wDY ginh (ky) (3.44)

,es decir,

boo iw -
o (x,y) = —%elk‘” sinh(ky) (3.45)

Si uno sigue los pasos que en el caso homogéneo llevan desde la ecuacion integral para el
potencial (2.15) a su versién de ecuacién matricial (3.12), en el caso inhomogéneo a partir de

la ecuacién (3.42) se obtiene la siguiente ecuacién matricial:

[(11(0) = )M — p2(0) N = 2U]d = —2dg (3.46)

donde doo = (Poo; o), cON P = ¢° 4+ b, ¢° = ° — b°, v (y(x) representa una

perturbacién particular de la superficie)
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> = —7 i dxe_“Kx(;il: sinh(ky(x)) = —b;° (3.47)

es decir, ¢/° = 2¢° y pi°® = 0, que representa el hecho que el término de forzamiento, en

este caso, es anti-simétrico.

3.9.1. Respuesta del film perfecto:

Como un ejemplo es interesante estudiar la forma de la ecuacién matricial inhomogénea

en el caso del film perfecto cuando es forzado a una frecuencia w:

(1(0) = 1) +e7*2) + =2 —p2(0)(1+¢7*P) w0} s
—pa(0)(1 — e7*P) (p1(0) = 1)(=1 = e™*P) =2 9o o
donde o = 2b, sinh(kD/2)/k. La solucion de este sistema es:
Po | _ boo (eFP — 1) pz2(0) cosh(kD/2) A
o 2k Det (o) —u1(0) sinh(kD/2) — cosh(kD/2) (349

con Det(0) = (111(0)*+1—p2(0)?) sinh(kD) /2+ 1 (0) cosh(kD), es decir, como es esperado
la respuesta posee una resonancia (diverge) a medida que la frecuencia se acerca a la frecuencia

de los modos normales donde Det = 0 para un valor de k.

3.10. Energia Magnética:

Utilizando el resultado del problema de valores y vectores propios es posible escribir una
expresién simple para la energia magnética del film, la cual se simplifica en integrales de los
potenciales sobre el borde de la muestra.

El promedio temporal de la densidad de energia magnética esta dado por [20]:

Wy = ~h* —(wi(w))h (3.50)
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La energia por unidad de largo en la direccién perpendicular a la perturbacion es
dAL L (i) 51
W, = [ dAgf 2 (n(w) (3.51)

La matriz de 2 x 2: 2L (wp) posee la forma:

d I —ITy

2 () = (3.52)
dw ?:7'2 T
donde
h(h?* + w?)
T1 (w) = 1+ m (353)
2h%w
De esta forma la energia magnética puede escribirse como:
1 10 , 0 -1
W=~ /dA(ng)* T +iTy Vo (3.55)
4 01 1 0

Definiendo R como la matriz de rotacién en /2 en el sentido anti-horario entonces la

energia del film es:
W, = }l/dA [11(V@)*' Vo +ita(Vo) RV ¢ (3.56)

Utilizando la propiedad: V(fA) = AV f + fV A se obtiene:

V(¢'Ve) = VoVe' +¢" V2o (3.57)
(3.58)

Como el potencial magnético satisface la ecuacién de Laplace se obtiene: V(¢*V¢) = VoV o*,

para el otro término en la energia se puede escribir:

V(¢"RV¢) = (RV)V¢" + ¢"V(RV9) (3.59)
(3.60)
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El segundo término es nulo ya que V(RV¢) = 0,0,¢ —0,0,¢ y por lo tanto V(¢*RV¢) =
(RV@)Vo* = Vg™ (RVe)

reemplazando ambos valores en la energia:

W, — %1 / JA [V (6°V ) + imV (6" RV )] (3.61)
W, — }1 / dIi [ (V)6 + ims R(V )] (3.62)

El término n(RV¢) correponde a —0,¢ (aqui 0 es la derivada tangencial), por lo tanto

1 0 0
1 0 0

Ademds, de las relaciones de Cauchy sabemos que 9¢/9n = v /0t, con lo que se obtiene:

1 oy 0o |,

El potencial magnético 1" se puede describir de forma similar al potencial ¢ en el borde
del film. Denominando ¢; y 131 a los coeficientes de Fourier de las funciones periédicas asociadas
al potencial ¢ en el borde, las integrales sobre el borde del film se pueden calcular y por lo

tanto la energia se puede escribir en funcién de los coeficientes para ¢ y ™

4 U o ox ox ox

—0o0

W = ! / da {T O —mawd}@;ﬂ—ll / dx {ﬁaw“ —m% o= (3.66)

—0o0

Las potenciales en la cara inferior (d) estan descritos de la forma:

Gg = Y bt (3.67)
l

by = Zgleileeikx (368)
l

(3.69)
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Los cuatro términos que aparecen en la integral para el cdlculo de la energia en la ecuacion

(3.66) son similiares, el primero de ellos es:

T1 / dz
T1 / dz
75 / dx

Ay

l

ny

l

Ay

J

Ny
ox

Z [SJZ(KJ + k)einxeikz Z b;kefileefikx

¢p

J l
Z lA?]Z(Kj + k,)einxeikx Z b?e_ilee_ikx
J l

S b ) [ daettor ikt
j —00
> " bibi(Kj + k) Ady,

J

~

bbti(Kj + k) A

(3.70)

los otros términos son andlogos con distintos coeficientes (para la cara superior (u) los

. ~ ¢ : : R N RPN * __ 12
coeficientes son ¢; y ¢; ), de tal forma que apareceran las combinaciones: b;b3, ¢;c;, biby = b;

y ¢ = cjz. De esta forma la energia del film es:

A
Wo = 7

> [(Kj +E) (m(z;jb;f +é5¢7) — (b2 + c]?))}
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Capitulo 4

Resultados Numéricos

Los resultados numéricos que se presentan se realizaron considerando un film delgado cu-

yas superficies superior e inferior estan moduladas geométricamente mediante una sinusoidal,

es decir, y(z) = D/2 + sin(Kx), con K = 27 /A.

4.1. Relaciones de dispersién

Se calcularon los valores propios y modos normales asociados a las ecuaciones integrales
(2.13), (2.14) para los potenciales ¢,, y ¥/". La ecuacién matricial lineal asociada con la ecua-
cién integral (2.13) para ¢, es la ecuacién (3.12), donde uno determina los coeficientes de las
matrices utilizando la transformada rapida de Fourier (FFT). La teoria de perturbaciones
coincide con los resultados numéricos cuando la perturbacién de la superficie es pequena.
Para el caso plasmoénico la ecuacién matricial anterior se desacopla en dos ecuaciones inde-
pendientes (3.19) para los modos simétricos y anti-simétricos.

La figura 4.1 muestra la relacion de dispersion de un film ferromagnético con superficies
perturbadas sinusoidalmente con amplitudes &€ = 0,01 y 0,05 respectivamente. Se eligié como
pardmetro D = 0,1 (ancho del film), y la periodicidad de largo A = 1 como el largo de
referencia (se puede notar que los modos magneto-estaticos dependen de D/A, £/ A, es decir,
existe una independencia de escala).

Para el caso del film perfecto, en el borde de la zona de Brillouin (es decir, k = +7/A =

K/2) las bandas son degeneradas. Por ejemplo para k = K/2 la banda j = 0 es degenerada
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con la banda j = —1, y en k = —K/2 las bandas j = 0y j = 1 son degeneradas.
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Figura 4.1: Frecuencias propias magneto-estdticas en un film cuya superficie estd perturbada
simétricamente de forma sinusoidal con amplitudes £ = 0,01 (arriba), £ = 0,03 (abajo) respec-
tivamente, D/A = 0,1, h = 0,3

El resultado de la figura 4.1 muestra que cuando existe una perturbaciéon pequena, es
decir & = 0,01, aparece una brecha entre las bandas de los modos 7 = 0y j = —1. El
valor analitico encontrado para la brecha en k& = 7/A en la ecuacién (3.39) coincide con
los resultados numéricos graficados. A medida que la perturbacion crece hasta & = 0,03 los
valores propios de modos mas altos comienzan a separarse en el borde de la zona de Brillouin,
generando la apariciéon de nuevas brechas entre los modos 7 = 1y 7 = —2. Finalmente cuando

la amplitud es £ = 0,04 se puede observar la existencia de muchas brechas entre las bandas,
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las cuales se vuelven mas densas y delgadas a medida que uno se aproxima a la frecuencia
limite: \/h(h + 1). La separacion entre las bandas crece a medida que se incrementa el tamafio
de las modulaciones geométricas de las superficies.

Este mismo comportamiento se puede observar en el caso de los modos plasmonicos,
donde los modos simétricos estan en el rango € < —1 y los modos anti-simétricos en el rango
—1 < e < 0. En ambos casos la separacion entre las bandas crece a medida que aumenta &,
pero estas brechas son més delgadas a medida que uno se acerca a € = —1 ya que este es un

punto de acumulaciéon para las bandas. Esto puede observarse en las figuras 4.2 y 4.3

(]
i _4 ..........................
% -6 .....°°Oo
e0®
-8 ..o....
..
-10 0.2 0.4 06 o0
k/(m/A)
THI i
L L
.':...............................

€(k)

0.2 0.4 0.6 0.8
k/(n/A)
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Figura 4.2: Valor propio €(k) de los modos electro-estaticos simétricos en un film dieléctrico cuya
superficie estd perturbada simétricamente de forma sinusoidal, con amplitudes £ = 0,01 (arriba) y
¢ = 0,04 (abajo) respectivamente, D/A = 0,1
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Figura 4.3: Valor propio €(k) de los modos electro-estéticos anti-simétricos en un film dieléctrico
cuya superficie estd perturbada simétricamente de forma sinusoidal, con amplitudes £ = 0,01 (arriba)
y £ = 0,04 (abajo) respectivamente, D/A = 0,1

Para conocer explicitamente la relacién de dispersién o(k) en el caso plasménico es nece-

sario conocer €(w) para un material dieléctrico especifico.

4.2. Potencial Magneto-estatico

El potencial magneto-estatico ¢(Z,t) en el exterior e interior del film ferromagnético
puede ser obtenido mediante las ecuaciones (2.18), (2.19) respectivamente: estos requieren
la integracion del potencial en el borde de la muestra, el cual es solucion de las ecuaciones

integrales (2.13,2.14). Para entender la evolucién temporal de los modos se graficaron las
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curvas de nivel del potencial magnético a diferentes tiempos ty,ts, y se utilizé k = K/2 (es
decir en el borde de la zona de Brillouin, donde el acoplamiento entre las bandas originalmente
degeneradas es més fuerte y genera un comportamiento més interesante).

En la configuracién utilizada para el vector de onda k = ki en el caso del film perfecto
existen dos tipos de modos superficiales: ondas que viajan hacia la izquierda localizadas
en la superficie superior (¢;;) y ondas que viajan hacia la derecha (¢,;) localizadas en la
superficie inferior (field displacement non reciprocity). Por ejemplo las bandas j = —1 y
J = 0 corresponden a modos del tipo [h y rh, y en el borde de la zona de Brillouin estos
dos modos se degeneran. La perturbacion geométrica genera que estos modos se acoplen
fuertemente creando un modo mezclado, es decir, con una parte viajando hacia la izquierda
en la superficie inferior y hacia la derecha en la superficie superior.

En las figuras 4.4 y 4.5 se presentan las curvas de nivel de los modos superficiales del film
perfecto viajando a la izquierda y derecha respectivamente (en kK = Fm/A o equivalentemente

k =mn/A = K/2 para las bandas j = —1y j = 0):

Contour Plot: qb(:l:,y, 1) Contour Plot: ¢(z,y,t2)

i\l /A /A AT WA

= 0 \*'é'
~0.05
01 05 1 15 2 25 0.1 05 1 15 2 25
z/A z/A

Figura 4.4: Potencial magneto-estatico ¢;, localizado en la superficie superior moviéndose hacia
la izquierda, D/A = 0,1, h =0,3

Las figuras 4.6 y 4.7 muestran la evolucién temporal desde ¢; a to de los modos magneto-
estaticos del film con una pequena perturbaciéon en su superficie con amplitud & = 0,01. La
figura 4.6 corresponde al borde de la zona de Brillouin (k = K/2) y la figura 4.7 estd en la

mitad de la parte positiva de la zona de Brillouin, es decir, k = K /4.
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Contour Plot: ¢(z,y,t1) Contour Plot: ¢(z,y, t2)
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Figura 4.5: Potencial magneto-estatico ¢, localizado en la superficie inferior moviéndose hacia la
derecha, D/A=0,1, h=0,3

Contour Plot: ¢(z,y,t1) Contour Plot: ¢(z,y,t2)
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Figura 4.6: Potencial magneto-estatico de la segunda banda en el borde de la zona de Brillouin
k = K/2 para una perturbacién sinusoidal con amplitud £ = 0,01, D/A = 0,1, h = 0,3

En la figura 4.6 la deformacion periddica del film causa el acoplamiento entre las dos
bandas j = 0, —1 del film perfecto en k = K /2, se puede observar en la superficie superior
el modo de la segunda banda viajando hacia la izquierda y en la superficie inferior viajando
a la derecha, esto es consistente con un fuerte acoplamiento entre las ondas viajeras hacia la
izquierda y derecha, 7 = —1y j = 0, del film perfecto. A medida que uno se aleja del borde
de la zona de Brillouin los modos del film perfecto se desacoplan y los modos poseen las
mismas propiedades que en el film perfecto, es decir, soluciones localizadas en la superficie

superior /inferior viajando hacia la derecha/izquierda: este comportamiento se puede observar
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Contour Plot: ¢(x,y, 1)

Contour Plot: ¢(x,y, t2)
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Figura 4.7: Potencial magneto-estatico de la segunda banda en k = K /4 (en el centro de la parte
positiva de la zona de Brillouin) para una perturbacién sinusoidal con amplitud £ = 0,01, D/A = 0,1,
h=0,3

en la figura 4.7 en k = K /4, es decir, en la mitad de la parte positiva de la zona de Brillouin

se observa para la segunda banda una onda que viaja hacia la izquierda.

4.3. Respuesta de un film magneto-estatico perturba-
do:

Para el caso de un film ferromagnético con sus superficies perturbadas, como se explicd en
la seccion 3.9 se puede estudiar la respuesta a un campo magnético aplicado en la aproxi-
macién magneto-estatica. En nuestro caso, el campo magnético forzante fue elegido con una
polarizacion a lo largo de la direccién perpendicular al plano del film, y se propaga hacia
la derecha (con frecuencia w y vector de onda k). Esto corresponde a un forzamiento anti-
simétrico (si se considera la respuesta de un film dieléctrico, con puy = 0, solo se excitarian
modos anti-simétricos). La superficie del film se considera perturbada sinusoidalmente ( y
también simétricamente) como se discutié anteriormente, es decir, y(x) = D/2 + {sin(Kx)
con K = 2m/A. Para suavizar la respuesta en la frecuencia de resonancia se incluyé el amor-
tiguamiento de Gilbert dado por o = 0,01 (en la préactica, en los cdlculos basta reemplazar
la frecuencia w por w — iq, es decir, adquiere una parte imaginaria).

Para analizar la respuesta del film se pueden considerar diferentes observables, la energia
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absorbida, la amplitud del campo promedio, etc. En nuestro caso se estudié, para un vector
de onda k y frecuencia variable, los coeficientes del potencial asociado a la primera y segunda
banda del film perfecto en las superficies superiores e inferiores, es decir, ¢q, ¢_; (ecuaciones
(3.3), (3.5)) v by, b_1 (ecuaciones (3.4), (3.5)) respectivamente. Comportamientos interesantes
aparecen cuando el vector de onda se acerca al borde de la zona de Brillouin, & — K /2. En
la figura 4.8 se grafican los valores absolutos de ¢y, c¢_1 y by, b_1 en el plano (w, k), donde el
color rojo indica un valor mas alto.

Co

0.8

Figura 4.8: Amplitudes el potencial magneto-estatico en la superficie superior (¢o y c—1) e inferior
(bo y b_1) del film, como respuesta al campo magnético aplicado de frecuencia w y vector de onda

k, D/A=01, h=03.

En el caso del film perfecto este tipo de forzamiento, es decir, un campo magnético pro-
pagandose hacia la derecha, debiese excitar los modos de la primera banda, que se propagan
hacia la derecha y localizado en la superficie inferior: esto explica que by es grande para todo
(w, k)'s asociado con la relacién de dispersiéon de la primera banda y ¢y menor (superficie
superior). Entonces, el acoplamiento de las primeras dos bandas mediante la perturbacion

geométrica , que es fuerte cerca del borde de la zona de Brllouin, explica el alto valor de ¢_;
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en las primeras dos bandas cerca del borde de la zona. Cuando el acoplamiento es impor-
tante b_; no alcanza valores altos ya que j = —1 corresponde a una onda que viaja hacia la
izquierda localizada en la superficie superior. Ademas, cerca del borde by adquiere un valor
alto en la segunda banda y esto se explica ya que, en ese punto, el modo normal se acopla
con amplitudes similares viajando hacia la izquierda y derecha.

En la figura 4.9 se observa la ”seccion transversal” de las figuras anteriores, donde se puede
identificar las frecuencias de resonancia de los modos normales para los valores elegidos de &

y los anchos de linea de la respuesta en frecuencia.

Co
0.4 \ \ ‘ 0.8
——kA=m/4
—— kA=n/2
0.31 ——kA=3m/2|] 0.6
| kA=
o 0.2t /r\‘ \‘ \ T 4+
oY Il /“\ O 0.
J ‘\ [
AWAl
0.1} \/ | 02
0 e L — 1 0 = I o -
0.65 0.7 0.75 0.8 0.65 0.7 0.75 0.8
o) o)
bo b_1
1 - : 0.2 :
(\‘ ——kA=n/4 ——kA=n/4
0.8l I ——kA=m/2 —— kA=n/2
A I —— kA=37/2 0.15} || kA=3m2 ]
I i kA=t | KA=n
S Al ol
0.4} // | | \ =
0.2} * 0.05¢
/
0 — — - —— 0 — i
0.65 0.7 0.75 0.8 0.65 0.7 0.75 0.8
0 o)

Figura 4.9: Amplitud de los coeficientes cg, c_1, bg y b_1 del potencial magneto-estatico en funcién
de la frecuencia para ciertos valores del vector de onda k, D/A = 0,1, h =0,3

Los comentarios previos se pueden observar claramente en estas figuras. Los anchos de
linea se mantienen muy similares al variar el valor de k, algo que era de esperarse ya que se

excita el modo normal aun cuando las amplitudes pueden cambiar, y cuando uno se acerca
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al borde de la zona ambas bandas se acercan (son degeneradas en el caso del film perfecto),

algo que puede ser interpretado como solo un modo con un ancho de linea mucho mayor.

4.4. Magnetizacion

Con los calculos obtenidos para los potenciales magnéticos se puede obtener la magneti-

zacion en el interior del film mediante la ecuacion:

AT, = (11(0) — DAY — ips(0)2 x hY, (4.1)

La evolucion temporal de la magnetizacion permite ver una onda de spin que se propaga
en el interior del film. En el caso del film perfecto existen dos modos con la misma frecuencia,
en los cuales la direccion de propagacion de la onda de spin cambia pero el sentido de la
precesion se mantiene. En las figuras 4.10 y 4.11 se observan imagenes en distintos instantes
de la magnetizacion en el plano x — y para distintos instantes de tiempo: tq,t5... ts.

Al igual como sucede con el potencial magnetico, la magnetizacion (la magnitud de la
magnetizacion) se localiza en distintas superficies segun el modo normal en cual se encuentre
oscilando, es decir, se localiza en la superficie cuando se propaga hacia la derecha y se localiza
en la superficie superior al propagarse hacia la izquierda. Esto se puede apreciar en las figuras
4.12 y 4.13, en las cuales se grafica la densidad de magnetizacion en el film en distintos
instantes (¢; < t5), el color azul corresponde a cero y el color rojo oscuro a 1.

En las figuras 4.14 y 4.15 se puede observar la magnetizacion cuando el film estd modulado
sinusoidalmente. Se puede apreciar un comportamiento similar al de una cadena de pendulos,
en el cual la magnetizacion va alternando su direccion de una superficie del film a la otra. En
ambos modos la magnetizacion no esta uniformemente distribuida en el interior del film y se
mantiene el sentido de presecion. En las figuras 4.17 y 4.16 se puede grafica la magnitud de
la magnetizacion, donde el color azul corresponde a cero y el color rojo oscuro a 1. Se puede
notar que en ambos modos aparece una onda estacionaria con nodos claramente definidos,
en el caso del modo de mayor frecuencia o = 0,7198 se aprecia que la magnetizacion esta

localizada en las zonas mas anchas del film y decae rapidamente en las zonas angostas.
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Figura 4.10: Primer modo de oscilacion de la magnetizacion en el plano = — y en la frecuencia de
resonancia en el caso del film perfecto para distintos tiempos t1,ts... tg, con k = n/A, D/A = 0,1,
h=0,3
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Figura 4.12: Magnetizacion m(t) del modo en el borde de la zona de Brillouin £ = K/2 para el
film perfecto. La magnetizacion se localiza en la superficie inferior moviéndose hacia la derecha,
D/A =0,1, h =0,3. El color azul corresponde a cero y el color rojo oscuro a 1
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Figura 4.13: Magnetizacion m(t) del modo en el borde de la zona de Brillouin £ = K/2 para el
film perfecto. La magnetizacion se localiza en la superficie superior moviéndose hacia la izquierda,
D/A =0,1, h =0,3. El color azul corresponde a cero y el color rojo oscuro a 1
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Capitulo 5

Discusion y Conclusiones

En la presente tesis se presenté un formalismo para poder estudiar en un mismo esquema
los modos plasménicos y magnoénicos de un film infinito cuyas superficies estan moduladas
periddicamente. La metodologia utilizada es valida en el limite estético, es decir, cuando el
tamano caracteristico del film es pequeno comparado con la longitud de la onda incidente.
La ventaja del método desarrollado, que se basa en la resolucién de ecuaciones integrales
de valores propios, es que es utilizable para cualquier geometria arbitraria (con ciertas res-
tricciones, basicamente un problema en 2D) y por lo tanto permite obtener resultados para

perturbaciones geométricas de grandes amplitudes.

Los resultados obtenidos muestran que al cambiar periddicamente la geometria de las
superficies de una peliicula dieléctrica o ferromagnética, aparecen modos de Bloch que se
propagan perpendiculares a la perturbacién. La relacién de dispersion de estos modos se
modifica de tal forma que en un esquema de la zona reducida de Brillouin se observa la
aparicién de bandas prohibidas asociadas a la perturbacion geométrica. El tamano de estas
bandas disminuye a medida que aumenta la frecuencia del modo de interés y crece a medida
que crece el tamano de la modulacion. Mas aun, para modulaciones pequenas, el tamano de

las bandas se puede obtener analiticamente y concuerda con los resultados numeéricos.

Utilizando las ecuaciones integrales se obtuvieron los modos normales del sistema. En el
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borde de la zona de Brillouin, para el caso del film perfecto, existen dos modos superficia-
les degenerados que se propagan en direcciones opuestas y que se concentran en superficies
opuestas. La modulacién geométrica genera que las bandas inferiores se acoplen fuertemente
y por lo tanto los modos normales son una mezcla de ondas viajando en ambas direcciones.
Al alejarse del borde de la zona de Brillouin este acoplamiento disminuye y se recupera el
comportamiento que se obteiia para el film perfecto. Estas propiedades se verificaron reali-
zando el estudio de la respuesta del sistema a una onda magnética viajando hacia la derecha,
ademads se observo que en el borde de la zona de Brillouin las bandas inferiores vecinas son
tan cercanas que pueden ser interpretadas experimetalmente como un solo modo con ancho

de linea mas amplio al que se observa para cada banda al alejarse del borde.
La modulacion geometrica, en el borde de la zona de Brillouin, genera la aparicion de mo-

dos estacionarios, y la aparicion de un modo en el cual la magnetizacion se localiza oscilando

en las zonas anchas del film y luego decae rapidamente en las zonas angostas.
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Capitulo 6

Apendice

6.1. Ecuaciones integrales para films con superficies per-
turbadas periédicamente:

La ecuacién integral (3.1) puede ser re-escrita de una forma més simple para el caso de una
perturbacién geométrica que posee periodo A. En este caso, la integracién sobre la extension
infinita de la variable x (perpendicular a la perturbacién geométrica) puede ser transformada
apropiadamente mediante suma de integrales sobre el periodo A.

En la ecuacién integral (3.1) para el potencial magneto-estatico como consecuencia de los
modos de Bloch (con n = = + iy en la superficie superior del film, n = x — iy en la inferior y

2! = a' +1y'), aparecen operadores de la forma:

1 An e L= L —1y L +1y ik
Py _/6 = 5 dl‘{_/_' N oo : _/}e
210 Jon— 2, 2 ) =o' —ily+y) x—a +i(y—y)
1 0o A)2 1 — it
=D 1
271 A x—a' +jA—i(ly+vy)
1 +iy } ik ikjA
- : : ee
r—a +jA+i(ly—y)
e [P, / k /
= e — (B (z,2) = Fi (2, 7)) (6.1)
—A/2
Anélogamente

o1



1 dn . " ,/A/2 dr , , , )
tkx __ ikx 3 — F 6.2
27_”: 077_2&6 € a2 A( 1_(.1',ZE) 2+(!IJ,I’)) ( )

con
oo

1
Fip(ra)=—=(1+ig) Y ——r—
mi(m .13) 27”( Zy) j _6 Yt

j=—o0

Los valores de m son 1,2, a = kA, f = —(x —2') /Ay Ymse = £(y+(—1)"y') /A, por lo tanto

eia(jfﬁ)

(6.3)

uno solo necesita sumas del tipo:

+oo

s(a, B,7) = > €G- B+

j=—o0

HoBy) = D je”/[( = B)* +7°] = —ids/da (6.4)

j=—o0

De acuerdo a la referencia [19], y para 0 < o < 27

7 [eP@=2M ginh(ya) + e sinh(y(27 — «
sy~ T (ha) (127 — a)) .
¥ cosh(27my) — cos(27)3)
luego de manipulaciones algebraicas se obtiene:
T piBla—) o (a—) o—(a—m)
s bo) = T | T = ) 00
También,
ds
t = —j— = 6.7
(a, 8,7) i5e =Bs+yg (6.7)
7 piBla—) v(a—m) o—(a—m)
- — 6.8
o0s0) = g |G T SR ) (63)
De las ecuaciones (6.3,6.4,6.6,6.7,6.8) se puede observar que:
1 o\ —iBe .
Fr]fmi(x7 I‘/) = %(1 + Zy)e 7 [t(aa ﬁv 7m:|:) - (ﬁ + Z'Ym:l:)‘s(av B7 er:I:)]
1 e Ym0 o= (Ym++iB) PR
= —=(1=%1y = (1 £y -
2( Zy) sinh (W(Vmi + Zﬂ)) ( Zy) 1 — e~ iK(z—2') o2 ym+
(6.9)
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Ademas,

Debido a que 3(_04757%7&) = S(Oé, _/67’7m:|:)a t(—O[7 /viym:t) - —t(Oé, _/viym:t%

e—’Ym:l:CV

FEb(r2)) = —(1+19) (6.11)

1 — eiK(z—2") g—2mYm+

De esta forma la ecuacién integral (3.1) se puede escribir como combinaciones de las

funciones F,.% (z,2").

6.2. Desde ecuaciones integrales a ecuaciones matricia-
les:

Primero se utilizan una versién apropiada de las ecuaciones integrales (3.6,3.7) para los
modos magneto-estaticos que no requiere la consideracién del valor principal delas integrales,

es decir, se utilizara la ecuacién (2.15):

A2 g
2f5(x') = /_A/2 — 1(m(0) = DI(F (2, 2') = Ff, (2,2)) o) — (F_(,2") = FYy (2, 2")) f3

—12(0) [(F{_(w, 2") + Fy (2, 2)) £ () — (F{_(,2") + F{, (w,2) £ ()]}

+i2(0)[(Fy (2, 2') + Fy (,2)) g () — (F3-(w,2) + F3, (2, 2)) f5(«)]}

A/2 dr
2g,(a") = /A/2 — L (0) = DIE (w,2) = Fy (2, 2) fo(w) = (FL(w, &) = Fy, (') g (2")]

—12(0)[(Fy_ (z,2) + Fy' (w,2)) fi(2) — (Fy_(z,2) + . (w,2))giy(«")]}

A2 g
[ S (o) = DI (0) — B (oagb(a) = (B (o) = B, (o) )
A2

Af2 dx k / k / k 0 / 0 / k /
" / (12(0) — DI(FE (2, 2') — F, (2,2/))gb () — (FO_(z,2) — FY, (,2))g ()]

ap A
+u2(0)[(Fy (2, ") + FY, (z,2))gi () — (FY_(z,2) + FY, (x, 2"))gis(2")]}

93



Se multiplica las ecuaciones (6.12,6.13) por el factor exp(—iKlz')/A y se integra sobre z’

entre —A/2 y A/2, luego las ecuaciones (6.12,6.13) se transforman en:

20 = i {[(11(0) = 1)(Dy; = Dff = O 0 + O jy0) — k2(0)(Dy; + Djs + Oy + Ct 0l
j=—o00
(o) = (G = CEF) + pa0) (G + Cpi )by} (6.14)
o = Z {[(11(0) = D)(C™ = CEF) — pa(0)(Cl™ + CEN)]ey
pa—
+H(p(0) = D)(Dy; = Dfy = O jyo + O jyo) + k2(0)(Dy; + Djf + Oy + Ct 110105}
(6.15)

donde los diferentes elementos de matriz estan definidos en las ecuaciones (3.15) y (3.17).
Introduciendo p; = ¢, + b, y ¢ = ¢ — b, sumando y restando las ecuaciones (6.14,6.15) y

escribiéndolas en notacién matricial, se obtiene:

2 = (u1(0) —1)(D~ = Dt —C° 4+ C* +C~ —CH)p

—p2(0)(D™ + DT+ C° +C +C™ +Ch)q (6.16)
2¢ = (p1(0) = 1) (D~ = DT = C" + O —C~ 4+ CT)q

—ps(0)(D” 4+ DT+ C"” +C¥" —C™ = CH)p (6.17)

que puede ser escrito como la ecuacién matricial (3.12).

6.3. Film Perfecto

Las soluciones de la ecuacién de Laplace para el potencial electro-estético (V¢4 = ()

en las zonas: I y > D/2, II: —=D/2 <y < D/2 y IIl: y < —D/2 estan dadas por:
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¢r(r) = A Feytivhes (6.18)
ori(r) = B(e" + e ek (6.19)
Grir(r) = Aelfevtivkse (6.20)

(6.21)

Utilizando las condiciones de borde ¢2* = ¢ 1119h™ + i@ = %" en y = £D/2 se

puede obtener la relacion de dispersion:

= \/h(h+ 1) + (1 — e2kiD) /4 (6.22)

En la siguiente figura se puede observar el potencial graficado para v + 1. Se puede
observar que a pesar de que la relacion de dispersion es independiente de v, los modos no lo
son. Cuando la direccién de propagacion se invierte, los modos se desplazan de una superficie

a otra. En la siguiente figura se puede observar el potencial en funcién de la coordenada y:

6.4. Integrales necesarias para el film perfecto:

En el caso del film perfecto y(x) = y(z') = D/2, y la expresién para Dl:; (ecuacién (3.17)

toma la forma:

A iKjz iKja!
/A/2 dx/ /2 dSB ik €89 feKJ (6.23)

A/2 A/2 1 — emiK(e=a")

Se pueden introducir las variables § = Kz y 0/ = Kz’ que varfan desde —7 a 7, entonces
para j > 0 se utiliza n = exp(if) y n' = exp(i€). De esta forma, la ecuacién (6.23) se
transforma en una doble intregal sobre circulos de radio uno (curva c) en el plano complejo.

Es imporante destacar que la singularidad en n = 1’ no existe ya que se trabajé con las
ecuaciones integrales en su versién (2.15) (las cuales no incluyen el valor principal). Utilizando

el teorema de Cauchy se obtiene

1 fdy oy [dypnl = (i)l
DiA - _ A NAT L N - .24
sl (27T)27€ e ) 1wy (6.24)

95



1.2 . .

o
o

potential (arb.units)
o o
S (e}

0.2

0 1 1 1 1 1 1 1

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
position (units of d)

Figura 6.1: Perfil del potencial magnético en funcién de la coordenada y para ondas superficiales

con v = +1, fuente [20]

El el valor de Clﬁ (ecuacién (3.17)) para el film perfecto estd dado por

A/2 A/2 +kD
Ck-:t dl’ dl’ —zKlaJ zK]a: €
lj A/2 A/2 1 — e—iK(z—a') oKD

y utilizando el mismo cambio de variable para j > 0:

C«k:l: 1 j{d_n/( /)—l @ n\j\eikD
15 (27T>2 o 1 _e:I:KDn//n

(6.25)

(6.26)

(6.27)

En el calculo de Cl]ﬁ se puede observar que no existen polos dentro del circulo unitario
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Camino de Integracion

A

3

Figura 6.2: Curva de integracién para calcular la integral (6.23)

en la integral sobre n:

5l kD
]{ a1 (6.28)

n— GKDn’
por lo tanto C’ZT;T =0, es decir C** = 0.

En el calculo de Cﬁ]" si existe un polo dentro del circulo unitario en la integral sobre 7 en

— B_KD /

Ui Ui
lilg—kD

n-e _ o il —KD|j| —kD
d =92 J J 6.29
}{nn_eKDn/ min'lle e (6.29)

luego,
1 dn ; ;

ok — j{_ N=llil g=KDljl o=k D 6.30
10l Z(QW) o (77) n-e e ( )
— ¢ KDlilg=kDg, (6.31)

C’ﬁﬂ = exp(—kD — K D|j|)éyj, es decir,C’(klfg)_O =0, = C’loj_. Ademas, si j < 0 se realiza el
cambio de variable:n = exp(—if), ' = exp(—i#’) y realizando un célculo similar se obtiene

+ k —Kl|j k—
qQueDy_yy = =di-is ¥ Oyl = —eF=DP0 -y, Gy = 0.
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6.5. Caso especial, un film perturbado de forma sinu-
soidal:

El método para calcular las integrales de los coeficientes D*, C*, C%* en el caso de una
perturbacion sinusoidal es el mismo que se utilizé para calcular los coeficientes en el film

perfecto. Como ejemplo se detalla el calculo del coeficiente C’er/:

1
1 — ¢—iK(@—a")+KD

/
/ dx dxT s s
ClJrjé _ /7 e iRl il ol kD

! 7 K d:E/ d:)j . ;s
ClJrf _ 52 ekD/I efzKl:v ezK]:p

A 1 — ¢—iK(z—2/)+KD

ein + efin

(6.32)
Para calcular la dltima integral es necesario analizar distintamente los casos j > 0y 7 < 0.

» Caso j > 0: En este caso conviene realizar los cambios de variables: n = exp(iKzx) y
n' = exp(iKz'), de esta forma la integral se realiza sobre el circulo unitario en el plano

complejo, por lo tanto:

+¢ _ €K p [dy' [dn 1 2
Cj = “or2A2€ /7 ;77 njm(n +1) (6.33)
Como j > 0 el tnico polo encerrado en el circulo unitario existe cuando j = 0, y

estd ubicado en n = 0, por lo tanto si j > 1 entonces C’ff/ = 0. El tnico término no

nulo existe si j = 0:

- /
A = g | 5 [ g+
~ /
C’Zr(f/ = —%ew%ri d%n'_ln/elKD
C’;rogl = —2;52[1(42 e*Pori / dn'n/ =" "2e KD (6.34)
La integral en 7’ serd no nula solamente si —[ — 2 = —1, por lo tanto [ = —1 y el valor

del coeficiente sera:

€K

CHy = —grape @mife P
, K
ct, = —%e’“D—KD (6.35)
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= Caso j < 0: Andlogamente al caso anterior ahora realizamos el cambio de variable:

n =exp(—iKx)y n = exp(—iKz') por lo tanto la integral para los coeficientes es:

+¢ ZfK kD / d77 n,_—j 1 (772 + 1)
Cj = Tor2A2¢ /dn/—nn g 776KD 1
' 1K _
C’;f = QKzAzekDe KD/dn n’l/dnn =2 — (77 +1) (6.36)
La integral anterior posee dos polos, uno en n = n’e %P y otro polo en n = 0 que existe
solo si j = —1. Si j = —1 el coeficiente queda dado por:
~ KD kD
e WK p kDo 1| € /1 -KD |, ©
= = SR2A2¢ (27?2)/0[77 [— 7 +ne + r
/ 193¢ _ :
Cltsl _ 2K2A2ekD KD(27”)/dn/ /z[ KD}
/ 193¢ _ :
Ojg’fl = m@kl) KD<27TZ)2€—KD
/ €K
Oi—g,,l = —TGkD 2KD (637)

Si j < —1 ya no existe el polo en cero:

oo _ €K

= g e P ) [ ore <Py e K 4 1

Uno de los términos aportaenl =7 —1yelotroen =75+ 1:

/ W€K _ . ;
O;rflj — SR ekDe KD(QM)QGKD]
/ EK A
C;rgl ;= - 252 okD—KD+KDj (6.38)
v _ K 4p kD 2 KDj
Civg = grogpe ¢ @mye
/ EK ;
C]ti,j _ Zfz okD+ED+KDj (6. 39)
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Los elementos no nulos de primer orden de las matrices D, C*, C°* que determinan
las matrices M y N (ecuaciones (3.13), (3.14)) para un film con una superficie modificada
periédicamente son (para las columnas j = —1y j = 0 hay valores especiales que no coinciden

con los siguientes):

Dy = ]Fi%

Difi-nan = ii%
D = ii%

Dy = W%
Clnin = —i%ekD@_KD('j'_l)
Clnem = ST kD KD

Ciii-nin = —@'%ewem('j'”

CTJ|+1 (i) —i%(ewemuﬂm
oy = —i5ePe k(L + ) 4 K(j] - Ve + |j)]
Clncun = _igewemj[’f(H@KD) = K((g] + 1)e™7 + [j])]

Cil oy = —ige ™ Pe FPHRQ 4 eP) 1 K (5]~ 1P + )]

Clfinisn ige‘kDe‘KDU'[k:(l +e Y+ K((|j] + De ™™ P +|5))]  (6.40)

Los casos especiales para las columnas j = —1 y j = 0 son los siguientes:
Dy = Figk Dyt n= = Fi§(k - K)
Cl = —igKel 0P Colyy = —isKe P (6.41)
C(_—gl)o = —ike P C(tgl)o = —i5(k — K)elhOP
C(;r(él) = i§(k — K)et=P Co(g 1= i$ke P
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es decir:
DY), = Fisk Dy = Fi§(k — K)
OO = —i§keh—K)D C(T((_li) = i§(k — K)el= 5D (6.42)
C Yy = —ifke™?  Cu ) = iS(k — K)e*P

(10 =
A partir de las ecuaciones (6.40), (6.41) and (6.42) se obtiene que los elementos de matriz

nulos son los mismos que antes. Por lo tanto, de las ecuaciones (3.14) y evaluando en

COﬂ:
k = K/2 se obtiene:
0 1 01
M, = My = i*s ; Ny =—Ny=—itfe KD/ (6.43)
-1 0 10
6.5.1. Brechas de bandas aproximadas, caso magnédnico:
Reordenando las ecuaciones (3.38) y sus variables se obtiene:
(m=D(14e )2 —pp(-1-e 7)) i - 1) i e -
—p2a(—1+e"727) (Ml—l)(—l—e;?)—Q —i5  poe” oz i85 (m - -1 | _g
—i5 (1 — 1) i85 poe” "2 (p1—1)(-1+e 27)-2 —p2(l+e " 2) po
Ko~ TP gK(,U«l*l) —pa(l — e ) (1 —D(~1—e"27) —2 “©
(6.44)

—135-pge

Al escribir el determinante de la matriz de la ecuacién (6.44) con términos hasta de orden

¢ el problema se puede escribir de la siguiente forma:

(A +c¢y) —B_—d_ a b

(B, —d) (Ate) b y
Ca b (Ap+en) (Bo+d) |0 (6.45)
—b —a (By +dy) (A-+co)

donde los elementos con letra mayuscula son términos de orden zero y los elementos con
letra minuscula representan correcciones de primer orden en £. Estos tltimos estan definidos

mediante:
a—z{K(ul—l)/2 b= ilK i, e KD/2 /9 (6.46)
cr = As(p)oDo  di = Ai(ph)olo '

y los términos en maytusculas son:

Ar = (1 —DAp -2 (
By = p9is (6.48)
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con Ay = —1 + e KP/2 Los términos de segundo orden del determinante (6.45) permiten

obtener (puede obtenerse, por ejemplo, de la siguiente formula para el determinante de una
matriz M;; de 4 x 4, Det = €5, M Mo M3 Myy con €;5p, €l tensor de Levi-Civita totalmente
antisimétrico):

0=(A_c, +Ac. —B.dy —Byd )+ (a(Ay — A_) +b(B, + B_))? (6.49)

Esta ltima expresién lleva al resultado (3.39) para el cambio en frecuencia en el borde
de la zona de Brillouin.
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