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Resumen

En este trabajo se presentara una discusion teorica de ciertos procesos mecanico cuanticos
que influyen en la dindmica colectiva de momentos magnéticos localizados. En el problema
en particular que estudiamos estos momentos estan distribuidos en el perimetro de un anillo.
De este modo el sistema exhibe la libertad de manifestar dos posibles vorticidades. Por lo
tanto focalizaremos nuestros esfuerzos en determinar la amplitud de reversiéon mediante efecto
tunel de la vorticidad de este anillo. Presentaremos un estudio analitico que nos proporciona
una comprension acerca de dichos procesos de reversion. Este estudio esta basado en la
aproximacion semiclasica para las integrales de camino que determinan estos procesos. El
método usado es conocido como la aproximacion del gas instantones.

Comenzamos la discusion estudiando la reversion de un momento magnético aislado e
ilustramos el fenémeno de congelamiento del efecto tinel, que consiste en la cancelacion de
la amplitud de efecto tunel para ciertos valores de un campo magnético externo. A conti-
nuacion nos enfocamos en la dindmica de un arreglo de spines en un anillo con acoplamiento
ferromagnético. Este tipo de intercambio energético nos provee de un efecto de reversion ca-
racterizado por un comportamiento coherente de todos los espines rotando colectivamente.
De este modo es posible caracterizar la dinamica global mediante un momento magnético
efectivo dependiente del numero de sitios considerados en nuestro anillo. En conclusién, mos-
tramos que la amplitud de probabilidad de reversion de la vorticidad como funcién del campo
externo manifiesta oscilaciones que corresponden al congelamiento del efecto ttinel. El forma-
lismo presentado nos permite identificar el origen de dicho congelamiento en la interferencia
destructiva de dos caminos de reversion de la vorticidad, uno a través del interior y otro por
el exterior del anillo.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Efecto tanel

Desde que fue propuesto por Gamow en 1928 como el mecanismo detras de la misteriosa
radiacion «, el efecto tunel[3] ha permitido diversas aplicaciones en una amplia gama de
sistemas. Su caracter es esencialmente cuantico y por ello, cada vez que es invocado, se
plantea como un desafio a la intuicién. En términos simples, el efecto tinel consiste en la
exploracion, por parte de particulas, de zonas energéticamente prohibidas desde un punto de
vista clésico. Para poner el efecto tinel en el contexto més usual, es conveniente considerar
el siguiente ejemplo. Consideremos una particula de masa m que atraviesa un potencial de
la forma indicada en la figura. El potencial es descrito por

V(r) = {0 |z ]>a (1.1)

Vo |z|<a

La energia asociada a tal sistema est&d dada por:

Ly

E = 5P T V(x) (1.2)
Si efectivamente V(x) > F encontramos que p? < 0 lo cual nos indica que p es imaginario.
Este argumento es fisicamente inaceptable. A partir de esto surge la pregunta de por que el
efecto tunel es exclusivamente un fenémeno cuantico sin una contraparte clasica observable.
La respuesta esta dada por el principio de incerteza, debido a que asumimos conocer simul-
taneamente en todo instante de tiempo la energia cinética asociada al vector p y la energia
potencial asociada al vector x es que nuestro razonamiento es erroneo. Por lo tanto debemos
considerar que el principio de incerteza que experimenta la energia cinética en términos del
vector p y de su variable conjugadas x es:

AXAp ~ (1.3)

DO | St

Por otro lado, la propagacion de la particula esta descrita por un movimiento ondulatorio

con numero de onda
2mFE

KR = 72




N

N
v

Figura 1.1: En la figura se puede observar una particula atravesando una barrera potencial.
Figura tomada del texto [3].

en las zonas I y II1 y por ondas evanescentes que decaen como

en la zona /1. Es un resultado comiin que la probabilidad de transicion, en el caso qa >> a

es:

4 2

T~ ! e taa (1.4)
K2 + ¢?

Notamos el comportamiento exponencial tanto en el ancho de la barrera como en el tamano
de esta[3]. Este comportamiento exponencial es caracteristico del fenémeno de tinel que a
su vez exhibe la gran sensibilidad de las aplicaciones desarrolladas en base a este.

Entre estas aplicaciones resaltamos el microscopio de efecto tinel. Tal microscopio permite
la resolucion a nivel atomico de la topografia de superficies cristalinas. Por otro lado el efecto
tunel de protones presentes en el &tomo de hidrogeno entre distintas configuraciones en una
molécula de ADN corresponde a un mecanismo importante de mutacion. Otras aplicaciones
importantes del efecto tiinel incluyen las junturas tinel y el diodo ttnel, ambos referidos a
el efecto tunel de electrones en semiconductores.

Otro fenémeno asociado al efecto tiinel de una particula es el comportamiento que presenta
en un potencial doble como se puede observar en la figura.

Los estados cuanticos asociados al minimo izquierdo y al derecho de este potencial son |I)

2
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Figura 1.2: Potencial V (z) = % (2? — a?)?. Manifiesta dos minimos degenerados para v = —a
(izquierda) y x = a (derecha).

y | D) respectivamente. Los autoestados cuanticos estan descritos por:

B) = %m D))

1
V2

Las energias de estos estados estan dadas por:

X) = () = 1D)). (1.5)

A
EG = E—E
A
EX — EO_’_E

(1.6)

respectivamente.
Si preparamos el sistema para que la particula se encuentre inicialmente en la derecha, es
decir:

|6(t = 0)) = |D), (1.7)

de las ecuaciones anteriores se puede obtener
6t = 0)) = V2(|B) — | X)). (1.8)

Al evolucionar el sistema en el tiempo lo hard en proporciéon a la energia asociada a los
estados descritos anteriormente, estos son el estado basal y el primer estado excitado. Dado
que el estado asociado a un minimo no es un autoestado la particula comenzara a oscilar de
izquierda a derecha, es decir:

9(t)) = Co (¢P=2)1|B) — (21 x) ) (1.9)

Podemos escoger el cero de energia arbitrariamente. Haciendo Ey = 0 y usando la ecuacion
(1.5)) obtenemos:
A Y AN
lp(t)) = Cy | cos 315 |D) + isin §t |y ), (1.10)

3



donde C'5 es una constante aritmética. Esta tltima ecuacién nos muestra que el periodo de
oscilacion de la particula es inversamente proporcional a la brecha de energia que separa los
dos autoestados cuanticos exhibidos anteriormente, es decir

2
T x —
A
Este resultado es particularmente interesante puesto que nos entrega una medida de la am-
plitud de probabilidad del efecto tinel, que esti intimamente relacionada con la brecha de
energia entre los dos autoestados descritos anteriormente.

1.2. Moléculas Magnéticas

Las moléculas magnéticas [2] [5] han sido sintetizadas desde los afios ’80, aunque sus
propiedades magnéticas solo han sido estudiadas desde los '90. La forma esencial que tienen
estas moléculas es un sistema de momentos magnéticos originados en iones de metales de
transicion unidos entre si por ligandos variados (O?*~, OH~, OCH;, F~, Cl™, etc.). Estos
ligandos permiten un acople entre los momentos magnéticos de los iones metalicos (mediante
un proceso de superintercambio que entrega un acople de Heisenberg J ~ 0,1---10 meV) y al
mismo tiempo encapsulan al sistema de momentos magnéticos protegiéndolo de interacciones
con sistemas vecinos. Los imanes moleculares més destacados son el MnjsAc y el Feg. Estas
moléculas son complejas y presentan distintos momentos magnéticos dependiendo del acople
que estos tengan. Es importante destacar que las moléculas mencionadas tienen un caracter
ferrimagnético. Esto quiere decir que los acoples entre los distintos momentos magnéticos
no son homogéneos e incluso pueden ser antiferromagnéticos. El momento efectivo neto se
origina en la descompensacion entre estos acoples.

La importancia de estos imanes moleculares radica en el hecho de que cada molécula
presenta un comportamiento colectivo en sus grados de libertad magnéticos. De este modo
cada molécula se comporta como un pequeno iman. El momento magnético total, asociado
a la molécula varia y depende del signo de la constante de intercambio entre momentos.
La creacion de cristales de estas moléculas, en los cuales los grados de libertad magnéticos
permanecen, bajo una primera aproximacion, aislados entre si. Esta consideracion nos permite
una medicién macroscopica de las propiedades magnéticas de cada molécula aislada. La
capacidad de resolver experimentalmente propiedades magnéticas de una molécula aislada
permite explorar efectos cuanticos en la dindmica de la magnetizacion. Entre los efectos
cuanticos que exploraremos esté el efecto tunel de la magnetizacion o de spin[§]. El efecto ttinel
de spin consiste en la transiciéon de los estados magnéticos de una molécula, a través de estados
clasicamente prohibidos. Es en este sentido analogo al efecto tinel de una particula. Este
efecto ha sido estudiado en diversos trabajos teéricos y ha sido reportado experimentalmente
por muchos grupos de investigacion.



Figura 1.3: La representacion quimica completa del MnisAc es M1501 (CHgCOO)16 (H20).
Esta molécula tiene 4 iones de Mn*" (S = 3/2) y 8 iones de Mn** de spin S = 2 el acople
entre los distintos iones da origen a un spin total de S = 10. Los ligandos de acetato estin en

el exterior de la molécula y pueden ser potencialmente cambiados para ajustar las propiedades
de la misma.

Figura 1.4: La representacion quimica completa del Feg es (tacn)g FesOq (OH),, (H20) tie-

ne 8 iones de Fe*™ con spin S = 5/2 dando lugar a un spin total S = 10. Los ligandos
tacnCgHio (NH), estdn situados en el exterior de la molécula



Capitulo 2

Spin Aislado

En esta seccion estudiaremos un spin aislado. Esto nos permitira comprender el compor-
tamiento de este mediante la construcciéon de un hamiltoniano de spin. Este Hamiltoniano se
obtiene a través de la reduccion de los grados de libertad electréonicos. Es decir solo reten-
dremos los grados de libertad de spin, mientras que los grados de libertad espaciales de los
electrones se contraen dando lugar al acoplamiento spin-spin. Por tanto surgen las siguientes
contribuciones:

H = Hani + Hyco- (2.1)

El primer término esta vinculado a la anisotropia que da lugar a un quiebre en la simetria,
optando el sistema por una configuracién privilegiada para la energia. También se conoce
como la energia asociada al campo cristalino, que estd dado por:

Hani =S-D-S (22)
el cual D corresponde a un tensor simétrico.
Hani = — Doz Si - Dyy S; - D.. S,f (23)

Realizando un corrimiento de la energia mediante la constante:

1
C = §(Dyy+DZZ)(S+1)S
1
= 3 (Dyy + D..) (S2+ 5} + 527) (2.4)
obtenemos:
1 o 1 s 1 2
7'[ani = Dm - 5 (Dyy + Dz2> S:L‘ + 5 <_Dyy + DZZ) Sy + 5 (Dyy - DZZ) Sz

Donde finalmente podemos expresar el término anisotropico

Hani - _D»Sg + g (Sg — S;) (25)

1
D:Dzz—g(Dyy—szz) y & =Dyy — D,



De esta manera se ajustaran los valores del tensor D para obtener la anisotropia deseada.

El Hamiltoniano de Zeeman esta dado por:
H.=-h-m=—pugh-g-S (2.6)

donde pp corresponde al magneton de Bohr, h es el campo magnético aplicado, y g es el
tensor que acopla el campo magnetico al operador de spin. Podemos decir que el momento
magnetico m esta dado por:

m=—ugg-S (2.7)

Fisicamente este Hamiltoniano representa un spin sujeto a un potencial doble. Esto se puede
ver por el primer término H,,; presente en H dado por su equivalencia a una particula en un
potencial simétrico. Esta analogia nos lleva a considerar:

e Si el spin se encuentra inicialmente en el estado inicial, representado por el minimo
izquierdo, este puede ir de derecha a izquierda con cierta frecuencia w que depende de
la forma del potencial.

e Las funciones propias del Hamiltoniano son deslocalizadas. Esta deslocalizacion corres-
ponde a una superposicion de las funciones de estado compatibles, con igual probabi-
lidad de describir el sistema en el lado izquierdo o derecho.

El Hamiltoniano resultante se puede escribir como:
H=—DS; + & (57— 52) +hS. (2.8)

A continuacion revisaremos una galeria de resultados usando D > £ > 0. En ella se muestra

1 |
|11

\
‘\
25 3.0 0.0

0.0t . . "
2.0

Figura 2.1: En este grdfico mostramos la energia en un codigo de colores donde los tonos
oscuros corresponden a los minimos del potencial. En el grifico de la izquierda mostramos el
caso sin campo magnético mientras que en el de la derecha mostramos el efecto que tiene un
campo magnético en el eje z. Hemos usado coordenadas esféricas con 0 indicando el dngulo
que forma la magnetizacion con el eje z.

como el efecto del campo externo sobre la brecha (entre el estado basal y el primer estado
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excitado) depende fuertemente del valor total del spin S. Para cada valor de S observaremos
un numero distinto de oscilaciones de la brecha. En particular para valores de S semientero
vemos un cero en la brecha ubicado a campo cero.

2.1. Spin 1l

Comenzaremos con spin S = 1 debido que para spin S = 1/2 no es posible obtener
anisotropfa puesto que S2 = S; = S? = 1. Representaremos los operadores de spin mediante
las siguientes matrices

p (010 p [0 -0 10 0
S,;=—|101| s,=—|[i 0 —i] s.=n|o00 0 (2.9)
V21 1 0 V2o i o 00 -1

Utilizando el Hamiltoniano antes mencionado (2.8]) obtenemos la forma matricial de la energia

9 19
h—3+5 0 7%
H = 0  -D-¢€ 0 (2.10)
R

El cual al ser diagonalizado nos entrega las siguientes autoenergias

E, = D-¢& (2.11)
E, = %(—D—\/(D—E)2+4h2+5> (2.12)
E, = %(—D+\/(D—E)2+4h2+€) (2.13)

que presentan el comportamiento descrito en la figura ([2.2). Para mayor comprension esque-
matizamos la diferencia de los dos valores méas bajos encontrados en la energia en la figura
. Podemos observar el comportamiento oscilatorio de la brecha, el cero corresponde al
congelamiento del efecto tunel, es decir el sistema adquiere una configuracién y permanece
en la eleccion.

.3
2.2. Spin §

Al considerar el caso S = 3/2 tenemos que lidiar con matrices de dimensiéon 25 + 1 = 4.
Los operadores de spin se pueden encontrar explicitamente mediante el uso de operadores de
subida y bajada. Las matrices resultantes son:

V3 0 —iv3 0 0
g _ D W3 0 -2 0
Y9 0 2i 0 —iV3

0 0 V3 0

S, =
2

0 0 0
V3 2 0
0 0 V3
0 V3 0
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Figura 2.2: Este grafico muestra las autoenergias para un spin de S = 1. La interseccion entre
los dos valores mas bajos da lugar a un congelamiento del efecto tunel.

A

D
0.100
0.050
0.010
0.005

0.000.050.100.150.200.250.300.35 E
D

Figura 2.3: En este grdfico se muestra, con las mismas unidades que el grifico anterior, el
comportamiento de la brecha energética en funcion del campo magnético. Notemos como hay
un punto en el cual el gap se anula dando origen al fendmeno de congelamiento del efecto
tunel, que serd discutido en detalle en el capitulo siquiente

30 0 O
01 0 O
S. = 00 -1 0 (2.14)
00 0 -3
Usando dichas matrices en la ecuacion ([2.8) se obtiene un Hamiltoniano
—3h — 5P 4 3 0 ¥3D _ V3¢ 0
0 _h— T _ 3¢ 0 V3D _ V3E
H= aod 2 2 (2.15)
V3D _ V3E 0 h— 1D _ 3¢ 0
’ ’ V3D _ V3E ¥ ! 3D | 33¢
0 G- 0 3h — 2P 4 B



Este Hamiltoniano atn puede ser diagonalizado explicitamente, con los siguientes autovalores

(—51) _ AVD? ¥ 3DE + 4% — 9Dh — 18hE + 21E2 — 4h + 155)

—5D + 4/D2? + 3DE + 4h2 — 2Dh — 18hE + 21E2 — 4h + 15€

=

w

Il
Y N N N -
/N 7N N

_5D — 4vVD? + 3DE + 4h? + 2Dh + 18hE + 21E2 + 4h + 155)

—5D + 4V D? 4 3DE + 4h? + 2Dh + 18hE + 212 + 4h + 15&

00 02 0.4h0;6 0.8 1.0
D

Figura 2.4: Este grdfico muestra las autoenergias para un spin de S = 3/2. La interseccion
entre los dos valores mas bajos da lugar a un congelamiento del efecto tunel.

10



1.000
0.500

9| b

0.100
0.050
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D

Figura 2.5: En este grifico se muestra el comportamiento de la brecha energética en funcion
del campo magnético. Se observan dos puntos en los cuales el gap se anula, uno de los cuales
se encuentra a campo cero.

2.3. Spin 2

Analogamente a la seccion anterior, por construccion directa de los operadores de subida
y bajada obtenemos las matrices de spin para S = 2

0 2 0 0 0
2 0o V6 oo
S, =5 0 V6 0 V6 0 (2.16)
0 0 v6 0 2
00 0 2 0
0 2 0 0 0
-2 0 v6 0 0
Sy=5] 0 -6 0 V6 0 (2.17)
0 0 —/6 0 2
0 0 0 -2 0
200 0 0
010 0 0
S.=[{oo0oo0 0 o (2.18)
000 —1 0
000 0 —2

11



Usando la ecuacion ([2.8) obtenemos el Hamiltoniano de dimension 25 +1 =5

—2h—D+3€ 0 se— /i 0 0
0 —h— 2 % 0 &£ 0
H=| \Jie- /3D 0 3D -3¢ 0 V- \fip
3¢ _ 3D 5D _ 3¢ 0
2
% — D+ 3E

0 e _ 3l 0 h—
0 Jie—\fip 0 -

En este caso no es posible obtener una expresion analitica, de todos modos podemos repre-

sentar la soluciéon numeérica en el siguiente grafico

-4 — T

6 _
0.00.51.01.52.02.53.0

h
D

Figura 2.6: Este grdafico muestra las autoenergias para un spin S = 2. La interseccion entre
los dos valores mas bajos da lugar a un congelamiento del efecto tunel.

12



LA
D
0.1
0.01
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Figura 2.7: En este grdfico se muestra, utilizando las mismas unidades que en el grdfico
anterior, el comportamiento de la brecha energética en funcion del campo magnético. Notemos
como hay dos puntos en los cuales el gap se anula dando origen al fenomeno de congelamiento
del efecto tunel.

2.4. Spin %

Como ultimo ejemplo consideraremos el caso de spin S = 5/2 cuyas matrices de spin son:

0 v/5 0 0 0 0
Vi 0 V8 0 0 0
1l 0 v8 0 3 0 0
B 2.9
S 2 0 0 3 0 8 0 (2.20)
0 0 0 v8 0 G
0 0 0 0 5 0
0 V5 0 0 0 0
-5 0 V8 0 0 0
1 0 —/8 0 3 0 0
S 2.921
Sy 21 0 0 -3 0 V8 0 (2.21)
0 0 0 —/8 0 5
0 0 0 0 —vV5 0
500 0 0 0
030 0 0 0
11oo01 0 0 0
Sz_ﬁ 000 -1 0 0 (2.22)
000 0 —=3 0
000 0 0 =5



En la figura se muestra el comportamiento de la brecha energética en funcion del
campo magnético.

0.1

0.01

0.001

10°%

00 05 10 15 20 25 3.0
D

Figura 2.8: En este grifico se muestra el comportamiento de la brecha energética en funcion
del campo magnético. Notemos como hay tres puntos en los cuales el gap se anula dando
origen al fenomeno de congelamiento del efecto tunel.

2.5. Conclusion

En conclusiéon podemos destacar dos comportamientos generales que se infieren de los
ejemplos presentados. La primera es que la brecha energética entre el estado basal y el pri-
mer estado excitado presenta oscilaciones que la hacen pasar por cero para valores bien
determinados del campo magnético. En dichos valores el estado basal muestra una degene-
racion que da origen al fenémeno conocido como el congelamiento del efecto tunel. El origen
de este nombre seré discutido en el capitulo siguiente. La segunda caracteristica general del
comportamiento de la brecha es su dependencia del spin involucrado. Para spin entero el
ntmero de ceros de la brecha es igual al spin total. El caso de spin semientero el ntimero de
oscilaciones es igual al menor entero mayor que el spin y tienen un cero directamente en el
campo igual a cero. A pesar que estos comportamientos caracteristicos seran explicados en
el capitulo siguiente mediante la técnica de aproximacion semiclasica y el uso de instantones
daremos una breve explicacion de este fendémeno desde el contexto de teoria de grupos. De-
bido a que es posible desentranar a grandes rasgos lo que sucede en la degeneraciéon a campo
cero en el caso de spin semientero.

El Hamiltoniano a campo cero es de la forma

Hpo=—-DS:+E(S2—5)). (2.23)

Por tanto el grupo de simetrias del Hamiltoniano, es decir las transformaciones que dejan
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nuestro sistema invariante, corresponde a:
D, = {R(0), R(n2), R(m), R(r2)}, (2.24)

donde R (¢n) corresponde al operador de rotacion en un angulo ¢ en torno al eje n. Para
spin entero se trata de un grupo abeliano puesto que son matrices diagonales que conmutan
entre si. Esto nos entrega representaciones irreductibles unidimensionales por tanto tenemos
una ausencia de degeneracién a campo cero.

Sin embargo para spin semientero se da que:

A~

R(277) — e 275 — _] (2.25)

Lo cual nos lleva a ampliar el grupo D; al llamado grupo doble D) dicho grupo ya no es
abeliano y posee una representacion irreductible bidimensional de la forma:

) 621¢ﬁ-§
D, = p2(¢+2m)7-§ (2.26)

En conclusion diremos que el grupo de simetria esta descrito para spin entero y semientero
de la siguiente manera:

Dy: XS =1 S entero
D, %S = 1 S semientero

G(H(h = 0)) = { (2.27)

Esto tiene que ver con el teorema de Aharonov-Susskind de modo que la transformacion
que nos regresa a la identidad para spin semientero no es una rotaciéon en 27 sino en 4.
Por tanto se puede probar que cualquier nivel de energia asociado a esta representacion
irreductible bidimensional nos entrega la dimensiéon de la degeneracion.
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Capitulo 3

Analisis Semiclasico

3.1. Soluciones clasicas

Para estudiar las soluciones clasicas consideraremos el Hamiltoniano referente a un spin
aislado:
H=-DS*+€& (Sf — Sj) —hS,. (3.1)
Representaremos el Hamiltoniano en coordenadas esféricas sustituyendo los operadores de
spin por:

Nt

Figura 3.1: Coordenadas esféricas asociadas al Hamiltoniano de spin.

S, = Ssinf cos ¢

Sy = S'sinfsin ¢

S, = Scosb
Observamos que la energia adquiere la siguiente forma:

H = —DS?sin*f cos® ¢ + £5? (cos® § — sin® @ sin” ¢) — hS cos b (3.2)
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Minimizando H respecto a ¢ y # respectivamente

(3_7; = (D — &) $sin? fsin 26 = 0 (3.3)

=
Gmin = 0,£7/2, 7 (3.4)

Evaluando la segunda derivada encontramos que los valores de ¢ = 0y ¢min = £ son los
que minimizan la energia en nuestro caso de interes, D > £ > 0.
Evaluando con respecto a 6

88_7; = —DS5*sin 20 cos® ¢ — €S (sin 26 + sin 20 sin”® ¢) + hS'sin § (3.5)
Simplicando y reemplazando por ¢ = ¢uin
%—;;[ = —25%(D+ &) cosh + hS = 0. (3.6)
Finalmente: 3
cosf, = S GEY) (3.7)

Juntando ambos resultados encontramos que las posibles configuraciones que minimizan la
energia son {6 = 0y;¢ = 0} y {0 = 0y; ¢ = 7}. Estas orientaciones se ilustran en la figura

B2.

Eat

F.i E;-.
1 h=0 h#0

z 7

Figura 3.2: Las posibles configuraciones para ¢ =0 y ¢ = w. Cuando el campo es nulo, h =0,
encontramos que 0 = /2 es decir el spin esta en el plano xy luego cuando el campo no es
nulo h # 0 el spin comienza a adquirir componente perpendicular al plano adquiriendo una
inclinacion que dependerd del campo aplicado.

3.2. Instantones

Para comenzar nuestro estudio analitico, consideraremos un spin aislado, clasicamente su
estado mas bajo de energia es degenerado como se puede observar en la figura (3.2)). Por tanto
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definiremos | 1) = ;1 (0 =0,,0=0)) y | L) = |12 (0 = 0,,¢ = 7)) como las orientaciones de
spin que minimizan H (6, @)
El operador reflexiéon R que transforma un estado en otro esta dado por:

RIT) = 1D (3:8)
R = |1 (3.9)

El valor de expectacion de este operador, apoyado en la mecanica estadistica

(R) o trRe %
= (e RN + (TR

— o BE=2) _ o B(Et2)

donde hemos considerado el limite § — oo es decir la temperatura T — 0 para asi poder
conservar los dos estados de méas baja energia en la traza. Considerando &, = 0, obtenemos

(R) = sinh (%) (3.10)

Por otro lado podemos entregar una expresion explicita del valor de expectacion de R
usando integrales de camino. Estas estan descritas en el apéndice B.

3.2.1. Integrales de camino

Para comenzar nuestro analisis con integrales de camino debemos considerar todos los
caminos que conectan el estado inicial con el estado final, estos estédn descritos por:

(R) = (Q | 7| Q) (3.11)

Utilizando la resolucion de la identidad en estados coherentes de spin[I]

i (254:1) /n L, | A0, (3.12)

podemos construir la representacion de la integral de camino en la base de los estados cohe-

rentes de spin.
25 + 1\ V!
(R) = ( S4+ ) /dQl--~/dQN1e‘5E/h (3.13)
m

En el limite de N — oo esta expresion se puede entender como la integral sobre todos los
caminos que conectan el estado inicial con el final. La acciéon Euclideana, que aparece en el
exponente de la integral de camino, es[I]:

Sp = /OT dr (%(1 — cost)d — H (Q)) (3.14)
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Figura 3.3: Orientacion de las coordenadas utilizadas para definir los estados coherentes de
spin. Estos son definidos como los estados de minima incerteza con valor de expectacion a lo
largo de la direccion indicada. (figura tomada de[3])

19



Figura 3.4: El término geométrico corresponde a la fase de Berry que corresponde al drea
de dngulo solido que genera el spin originado por el efecto tiunel entre los dos estados que
minimizan H definidos anteriormente.

Hemos usado la notacion T = hf para enfatizar la analogia entre la integral de camino
que obtuvimos y la resultante de la evolucion temporal. La conexion entre ambas se puede
establecer transformando el tiempo en una variable imaginaria. Es por esto que la accion
resultante es denominada accion Fuclidea.

La ecuacion contiene dos términos, el primero esta dado por la fase que adquiere
el spin en su trayectoria de reversion, esta fase se puede entender como el area de angulo
solido que adquiere el spin sobre la esfera al moverse desde el estado inicial al final como se
ilustra en la Fig. . Esta representado sobre la esfera puesto que los parametros estan
representados por los estados coherentes.

En el limite en que A — 0, es decir en el régimen semiclasico la suma sobre caminos esta
dominada por aquellos que hacen la accién estacionaria. Variando la accién encontramos que
estos caminos deben satisfacer la ecuacion de Landau-Lifshitz en tiempo imaginario:

dQ 0H

1525_QXQ'

Esta ecuacion debe ser complementada por las condiciones de borde 2(0) = 7y y QUT") = 7.
Una familia de soluciones caracteristicas de esta ecuacion es ilustrada en la figura (3.5)).
Basicamente esta familia corresponde a reversiones del spin abruptas que pueden ocurrir
en distintos instantes de tiempo. Estos caminos elementales que minimizan la accién son
conocidos como instantones|4].

Como nos interesa el limite de bajas temperaturas siempre se tendré que la duracion del
instanton sera mucho menor que 7' = [h. Esto nos lleva a una proliferacion de caminos
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A
v

Figura 3.5: Las soluciones con forma de instantones pueden ocurrir en distintos instantes de
tiempo. Cada una de las soluciones es un camino vdlido de fase estacionaria. Es necesario
sumar sobre todas ellas.

alternativos que consisten en una secuencia alternada de instantones y anti instantones. Un
camino caracteristico de esta familia es ilustrado en la figura . Si bien es cierto que
estos caminos no corresponden a una solucién exacta de las ecuaciones de Landau-Lifshitz
si corresponden a soluciones aproximadas mientras que el intervalo entre instantones y anti
instantones sea mucho mayor que la duracién de un proceso elemental. Esta aproximacion es
conocida como la aproximacion del gas de instantones.

Tomando en cuenta la contribuciéon de todos los caminos de reversion conformados por un
gas de instantones llegamos a la siguiente expresion para el elemento de matriz bajo estudio:

T T3 [y
(g | e PM | fy) = Z / erdr,, - / eS2dT2/ eS1dr (3.15)

n=impar ¥ ©

Donde el conjunto {Si, S, - ,S,} son las acciones correspondientes a los distintos instan-

tones que forman parte del gas [4] y 71 < 7 < --- < 7, es la secuencia de tiempos a los que
ocurren los instantones.

Debido a que estamos sumando sobre los caminos estacionarios encontramos que la accion
debe ser la misma para cada instanton es decir

Sy =S8y =-=8,=85, (3.16)
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A
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m
T1 T2 T3

Figura 3.6: Ademds debemos considerar la suma de caminos consistentes en un instanton
sequido de un anti-instanton, sequido de un instanton, etc. Todos ocurriendo en distintos
tiempos 11 < To < T3, respectivamente.

Por tanto encontramos que:

T T3 T2
(o [ e i) = > /dTn---/ de/ dri (Ke) (3.17)

n=impar

donde hemos introducido la constante K. Esta constante corresponde a la contribucién de
caminos infinitesimalmente cercanos a los caminos de minima acciéon. Para determinar el
valor de K debemos estudiar las fluctuaciones cuanticas en torno a los caminos semiclasi-
cos. Como veremos el valor especifico de K no afectara cualitativamente los resultados que
presentaremos. Es por este motivo que lo dejaremos como una constante indeterminada.

Usando:

T T3 T2 Tn

/ dTn---/ dTg/ dr = — (3.18)

o o (o] n!

obtenemos
Al aBH | A " So\™
(M2 | e | ) = Z Y(Ke )
n=impar
— sinh(KTe)

Es importante observar que al integrar el gas de instantones sobre los caminos estacionarios
encontramos que la brecha energética se relaciona con la accion de un solo instanton|4].

A
3= hK e (3.19)

Este resultado nos permitira evaluar la brecha por métodos directos usando solo un instanton|6].
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3.3. Determinaciéon del gap

Utilizando el Hamiltoniano (3.1]) en las coordenadas descritas anteriormente obtenemos:
H = —DS?sin’f cos® ¢ + £5” (cos® § — sin® fsin® ¢) — hS cos b (3.20)

El estado de minima energia estda dado por los valores encontrados para ¢, y @, los cuales
entregan una energia:

_ 2 _ h?
H, = -DS* — - (3.21)

(D+¢)
Un corrimiento constante en la energia nos permite fijar el valor basal igual a cero. Por lo
tanto definiremos

"Wo— W, (3.22)
2
= —DS?(sin’fcos® ¢ — 1) + £S? (cos® @ — sin® Gsin® ¢) + hS cos b + —4(D 16

Reemplazando sin? § = 1 — cos? # encontramos la siguiente expresion para el Hamiltoniano

L 2
H =(D+&)S? (Cosﬁ—m) + (D — €) S*sin® fsin® ¢ (3.23)

Inspirados en la ecuaciéon diremos que

h
s .24
cos b, 25 (DL E) (3.24)
Por lo tanto obtenemos

H = (D + &) S?(cos — cosb,)” + (D — &) S?sin? fsin® ¢ (3.25)

Las ecuaciones de movimiento semiclésicas (en tiempo imaginario) son conservativas, luego
podemos decir que ‘H’, que es cero en los extremos del instanton (puntos de minima energia),
se anula a lo largo de todo el instanton.

(D + &) 5% (cosh — cosb,)* + (D — &) 52 sin?hsin’ ¢ = 0 (3.26)

Esta ecuacion puede resolverse para cosf en funcion de ¢:

cos B, +iv/Asin ¢y/1 — cos? 0, + Asin® ¢

9 — 3.27
o8 1— Asin® @ ’ (3:27)

donde D«
A= — 7. 3.28
D+E& (3.28)

Notemos que esta solucion entrega valores complejos para cos @, en el limite

0 < 1—cos’f,+ Asin®¢
cos?f, < 14+ Asin?¢
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Punto de fase
estacionaria |

\‘ (1)

Figura 3.7: En la técnica de la fase estacionaria el camino de integracion es deformado para
que atraviese por puntos donde la fase sea estacionaria. En el contexto de integrales de camino
esta deformacion se hace en cada instante de tiempo

En la ecuacion anterior hemos considerado D > £ > 0. Enfatizamos esta caracteristica debido
a que es una peculiaridad de la técnica de la fase estacionaria. La solucién encontrada es la
que hace la accion estacionaria, sin importar si la solucién corresponde a una solucion fisica
permitida. El resultado final es, sin embargo, el fisicamente correcto. Para cada instante 7
las variables de integracion son promovidas a variables complejas, la rama fisica corresponde
simplemente a una integral sobre el eje real. La técnica de la fase estacionaria explora un
camino cerrado en el rango de integracién que incluye el eje real y una linea que pasa por el
punto de fase estacionaria.

Tenemos dos instantones uno con ¢ variando entre 0 — 7 y entre 0 — —m. Como la
energia es cero en cada instante la accion corresponde simplemente a la fase geométrical6]:

+7
Sy = iS/ (1 —cosf)d¢ (3.29)
0

Tenemos que:
Sy = SE+ist. (3.30)

Podemos encontrar facilmenmte:

™ VAsingy/1 — cos? 0, + Asin® ¢
R __ R __ o
SE = S_—S/O do T veing (3.31)
1 T cos 0
Sl = —SI:—S/ 1———27_)d 3.32
+ 2 _W( 1—)\sin2¢> ¢ (3:32)

El valor del gap es proporcional a la suma de dichas contribuciones:
A =D, e +D_e5 (3.33)

donde D, son prefactores asociados a las fluctuaciones gaussianas en torno a las soluciones
estacionarias[]. En vista de la total simetria entre los dos caminos instantonicos podemos
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asumir con seguridad que D, = D_ = D. En lo que sigue no evaluaremos D y lo dejaremos
como un factor de escala indeterminado. El gap va a ser acompanado por un factor igual al6]:

A = Agcos (Sw (1 - %)) (3.34)

Donde Aq es proporcional a:

A= Koo | —5 (1o VI=cos?0,+ VA\  cosd, o VT =cos20,) (1 — \) + cos 0,7/
0= P g /1—003200—\/X A\ g \/<1—C05290)(1—>\)—COSQO\/X

Considerando el término oscilatorio podemos dar una explicacién inmediata a la propiedad de
spines semienteros vista en el capitulo anterior. Vimos que el caso de spines semientero existia
un congelamiento del efecto tunel directamente a campo nulo. La ecuacion anterior reproduce
ese comportamiento trivialmente. El numero de ceros estan topologicamente determinados
por [6]:

o
1 ©
wn
e
>

I
0|~
N\
nn
|

3
VRS
3
+
DN | —
N——
N——

(3.35)
0o
1< B oy (3.36)
14+ A
Esta inecuacion desde el punto de vista de la ecuacion (2.36), se puede interpretar
1
—SSS—(n+§) <S
1
—2S§—(n+§) <0
El espectro para n esta determinado por
1 1
——<n<25-—- 3.37
2 =" =5 (3.57)
Con n entero, obtenemos n =0,1,---,25 — 1.
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Figura 3.8: En la figura mostramos el gap en funcion del campo magnético segin lo estimado
por la aproximacion de instantones. La similitud con los resultados exactos obtenidos en el
capitulo anterior es evidente. El gap estd expresado en unidades arbitrarias debido a que hay
un factor de escala indeterminado.
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Capitulo 4

Anillo de Spin

4.1. Introduccién

El proposito de este capitulo es evidenciar el comportamiento colectivo que presentan

ciertas configuraciones, como el cambio en la direccién de la vorticidad de un anillo con
momentos magnéticos localizados. Como discutimos en el capitulo 2 estos sistemas pueden
ser abordados mediante la reduccién de grados de libertad electronicos siendo efectivo en
el limite de bajas temperaturas. Comenzando por la distribucién de momentos magnéticos
localizados a lo largo de una circunferencia y estudiando las interacciones a primeros vecinos
encontraremos resultados sorprendentes.
Estas configuraciones son observadas experimentalmente en una variedad de moléculas que
pertenecen a la familia de las ruedas férricas. Se han logrado manipular y controlar con
gran precision. Nosotros asumiremos un tipo de intercambio ferromagnético entre momentos
magnéticos consecutivos, esta interaccion da lugar a un comportamiento colectivo de los
momentos magnéticos. Es decir, definiremos nuestro sistema con quiralidad siniestra |O)
aquella configuracion que esta en el sentido de las agujas de un reloj.

y quiralidad diestra |O) aquella que presenta una configuracion en el sentido inverso de las
agujas del reloj.
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Nuestro estudio consistira en determinar cual es la amplitud de probabilidad del proceso que
transforma la configuracion magnética del anillo de un estado en el otro. Esto es analogo al
efecto tiinel de una particula a través de una barrera de potencial con la gran diferencia que
se trata de una configuracion colectiva y no una particula puntual.

4.2. Hamiltoniano del anillo de spin

Para lo anterior, comenzaremos describiendo un momento magnético mediante un Hamil-
toniano de spin.

H = Hani + Hex + Hzee (41)

—

il

Notemos que este problema fue resuelto en el capitulo anterior para un spin aislado.
La contribucién energética local puede representarse a través de:
Honi = DZS i) +EZ( (S pi)?) (4.2)

El termino de Zeeman expone un acople al campo magnético externo de la forma:
zee = /YHZ SZ (43>

Finalmente completaremos el sistema con el término de intercambio ferromagnético, este
término es de gran importancia debido a que articula el comportamiento colectivo,
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este término es:

Hex =T > _Si-S; (4.4)
(i7)

4.3. Gap asociado a la quiralidad

Clasicamente las dos posibles configuraciones que minimizan la energia son degeneradas
en los dos primeros niveles energéticos, siendo estos descritos por los estados que representan
ambas configuraciones. Esta degeneracion desaparece al considerar las fluctuaciones cuanti-
cas, debido a que generan una brecha entre los niveles de energia mas bajos. Esta brecha
da cuenta del efecto tunel entre los estados que describen ambas quiralidades. Esto se puede
observar en la siguiente figura:

Como vimos en el capitulo 2 la brecha energética se puede determinar mediante el valor
expectacion del operador de reversion:

RI0O) = |O) (4.5)
RIO) = |O) (4.6)

El operador R revierte punto a punto el sentido del vector tangente al anillo. A bajas tem-
peraturas dicho valor de expectacion se relaciona directamente con el gap, segin muestra la
ecuacion (2.11). Adicionalmente podemos determinar el valor de R mediante el uso de ins-
tantones que es lo que procedemos a hacer. Primero parametrizamos la orientaciéon de cada
momento magnético segun:

Q) = sin O, sin ¥, pi + sin ©; cos ¥ 1[11 + cos Oz (4.7)

donde p;, v; son vectores radiales y tangentes a la circunferencia en la posiciéon de cada
momento. Procedemos a escribir una acciéon que representa el comportamiento colectivo:

S =18 (1 —cos ©;) dP; — H(Ch) (4.8)

El tratamiento de la amplitud de reversion a partir de esta accién es muy complicada debido
a la gran cantidad de grados de libertad. Las ecuaciones semiclasicas de movimiento para
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((7) se obtienen variando la accion. El resultado es la célebre ecuacion de Landau-Lifshitz
en tiempo imaginario:

Ay 0H ‘0
i = — i
dr (SQI
La derivada de la energia se puede obtener directamente y es igual a:
5H o 5H100a1

5 o0, + J (i1 + Qi)
donde hemos separado la contribucion del término local de energia (anisotropia y Zeeman)
del intercambio que acopla la dindmica de cada spin con la de sus vecinos. Notemos que la
ecuacion de Landau-Lifshitz escrita en términos de los angulos polares ©; y ®; se transforma
en una ecuacion independiente de la etiqueta i. Lo anterior es debido a la simetria axial
del problema en consideracién. Basados en esta simetria podemos avanzar si hacemos una
aproximacion basada en problemas similares enfrentados en el contexto clésico.

En [7] se estudia la dindmica de paredes de dominio magnéticas clasicas, en particular se
estudia la dindamica de paredes de tipo vortice. En dicho estudio se hizo el ansatz de movi-
miento colectivo de la magnetizacion que permitia reducir el nimero de grados de libertad
a solo dos, los que procederemos a describir a continuacién. Dicho ansatz ha resultado ser
muy eficiente en la descripcion de la dinamica de paredes de dominio y ha sido comparado
exitosamente con simulaciones numéricas exactas de las ecuaciones clasicas de movimiento.
A continuacion suponemos un comportamiento colectivo durante la reversion. Para tal efecto
consideramos que ©; = © y ¥; = U, este supuesto refleja el comportamiento colectivo entre
los momentos magnéticos. Este ansatz impone una reversion colectiva en contraste con otros
tipos de reversion como paredes de dominio u ondas de spin. Este supuesto tendra validez
cuando el valor de J sea lo suficientemente grande comparado con las demas escalas energé-
ticas. Sin embargo en este trabajo no abordaremos el estudio del rango de validez del ansatz
dicho analisis se ha dejado para un estudio posterior.

La accion efectiva para las coordenadas colectivas se obtiene reemplazando en la accion
(4.8) el ansatz de movimiento colectivo. El resultado es:

S = iSN (1 — cos0) dd — He (). (4.9)

Para determinar Hes(§2) procedemos como sigue. En base a nuestra definicion de los ejes
coordenados tenemos las siguientes relaciones:

pi Piy1 = @i : 1&#1 = c0s 09,
ademés R R
pi - Yix1 = Vi - Piy1 = sin oo,
donde 5
T
0p = —.
¢ N

Reuniendo estos resultados obtenemos finalmente que la proyecciéon entre dos momentos
magnéticos consecutivos esta dado por:

Si - Siy1 = S?sin® © (cos ¢ + cos U sin W sin §¢) + S? cos® O. (4.10)
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El Hamiltoniano adquiere un término dependiente del ntimero de sitios en consideracion:

Hep = —NS%sin®O cos® U+ NS?e (cos® © — sin® O sin® ¥)
—N5%j (cos® © + sin® © (cos ¢ + sin 2Wsin 6¢)) — N'Shcos©.  (4.11)

En esta ultima ecuaciéon hemos definido:

E J vyH

cTp JTp Y D

4.4. Spin efectivo asociado a la quiralidad

Podemos asociar la accion efectiva referida a la reversion de la vorticidad con un Hamil-
toniano de spin efectivo dado por:

Her = j%/’ (—Si +e (Sf — S;) — NhS, —j (1 —cosdp)S? — jsindep (SzSy, + Sny)) )

(4.12)
El dltimo término ha sido simetrizado para garantizar la hermiticidad del Hamiltoniano. Esta
ecuacion determina la energia de las distintas orientaciones. La magnitud del spin, por otro
lado, esta dado por el término de fase de Berry obtenida anteriormente el cual corresponde a
un spin de magnitud N'S. El comportamiento del gap para este Hamiltoniano y por lo tanto
para el sistema colectivo es presentado como funcién de h para j = 0,2 en la gréifica de la
figura En ellas se observa un claro comportamiento que indica que hay oscilaciones en
las que se manifiesta la interferencia destructiva de dos modos de reversién como se ilustra

en la figurgb.2

1
0.01
107*
107
1078

0 5 10 15 h
D

a
D

Figura 4.1: Comportamiento del gap como funcion de h para 7 = 0,2. En este grdfico hemos

considerado S = 1 y N = 10. Para este cdlculo hemos considerado un spin efectivo con
Hamiltoniano en la ecuacion [{.19
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Tiempo [a.u.] 0 1 2 3 4

Figura 4.2: Dos caminos de reversion que interfieren destructivamente para ciertos valores
del campo magnético.

Cuando el nimero de momentos AN es grande, es decir ¢ << 1. podemos hacer las
siguientes aproximaciones sind¢ ~ 0 y cosd¢ ~ 1. El Hamiltoniano adquiere la siguiente
forma: .

€
H=——52+—(52-82) —hS.. 4.13
Notemos que el resultado obtenido es equivalente a la ecuacion (3.20]). Por lo tanto logramos
el mismo comportamiento para el gap gobernado por un spin efectivo Set = N'S:

A = Agcos (Nsw (1 - %)) . (4.14)

5
10% A N =20
100 P

0.1
1074

1077

10—10

0 5 10 15 h

D

Figura 4.3: Comportamiento analitico del gap en funcion del campo magnético para N = 20
y E/D = 0,3. Observamos oscilaciones que reflejan la interferencia entre los distintos modos
de reversion de la vorticidad. Dichas interferencias son consecuencia del comportamiento
colectivo.
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4.5. Conclusion

En conclusion hemos descrito el proceso de reversion de la vorticidad de la magnetizacion
de un anillo magnetico en términos de un spin efectivo, de magnitud N'S. Hemos diagonali-
zado numéricamente el Hamiltoniano para ese spin efectivo y verificado que manifiesta claros
indicios del fenémeno de congelamiento topologico del efecto ttinel. Este comportamiento
se puede entender en términos de la interferencia destructiva de caminos de reversion com-
plementarios. Adicionalmente hemos logrado, en el limite N > 1, reducir el Hamiltoniano
efectivo al Hamiltoniano del capitulo anterior y asi obtener una expresion analitica para el
gap que demuestra el congelamiento topologico del efecto ttnel.
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Capitulo 5

Conclusion

En este trabajo hemos hecho tres cosas.

1. Hemos revisado numérica y analiticamente el fenémeno de congelamiento topologico
del efecto tunel.

2. Hemos establecido un modelo efectivo para la reversion de la vorticidad de un anillo
magnético en términos de un spin ficticio de magnitud NS, donde N es el nimero de
componentes del anillo.

3. Hemos resuelto el modelo anterior usando técnicas numéricas y analiticas ilustrando
que la reversion de la vorticidad manifiesta el fenomeno de congelamiento topologico
del efecto tunel.

Nuestro estudio comenzo6 con la presentacion de los resultados numéricos para un spin ais-
lado. Los resultados fueron sorprendentes, pues la amplitud de tinel mostraba oscilaciones
misteriosas que crecian conforme crecia el tamano del spin.

Un efecto notable que se encontr6 asociado a estas oscilaciones fue el congelamiento ab-
soluto del efecto tunel para ciertos valores especificos del campo magnético. Dicho efecto
se conoce como el congelamiento topologico del efecto tunel y ha sido objeto de una gran
variedad de estudios tanto teéricos como experimentales. Para dar con una interpretacion
fisica de dichas oscilaciones nuestra presentaciéon prosiguié con un desvio.

Se present6 una representacion de la amplitud de tuneleo en términos de integrales de
camino. Para tal efecto usamos la representacion de estados coherentes de spin. Esta repre-
sentacion difiere de las usuales en que constituye una expansion de los estados de spin en una
base sobre completa. En términos de dicha base la amplitud de tunel queda expresada como
una suma sobre todos los caminos posibles de reversion. Cada camino contribuye a la suma
un término identificable con la exponencial de la accién clésica asociada al camino:

Sp = /OT dr <%(1 — cosO)p — H (Q)) . (5.1)

Notamos en este punto que la accién contiene un término que no esta relacionado con la
energia de las diferentes orientaciones de spin. Es un término puramente geométrico cono-
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Figura 5.1: En este grifico se muestra el comportamiento de la brecha energética en funcion
del campo magnético. Se observan dos puntos en los cuales el gap se anula uno de los cuales
se encuentra a campo cero.

cida como la fase de Berry. El origen de las misteriosas oscilaciones seria posteriormente
identificado directamente en la presencia de ese término.

La siguiente parada para lograr descifrar las oscilaciones misteriosas fue el uso de un mé-
todo llamado aproximacion semiclasica. Dicho método consiste esencialmente en considerar
a S (la magnitud del spin) como un parametro grande. En dicho caso es posible aproximar la
suma sobre todos los caminos por la suma sobre aquellos de minima acciéon. Dada la simetria
del problema siempre es posible encontrar dos de dichos caminos correspondientes a rever-
siones por sentidos opuestos. La fase de Berry de dichos caminos interfiere destructivamente
para ciertos valores del campo magnético. Esta interferencia es precisamente el origen de los
ceros del gap y del consiguiente congelamiento del efecto tunel.

Establecidos dichos resultados proseguimos nuestra investigacion para estudiar el sistema
de un anillo magnético con N momentos magnéticos localizados alrededor del perimetro de
una circunferencia. Para dicho anillo estudiamos el correspondiente problema de reversion,
mediante efecto tinel, de la vorticidad asociada a su magnetizacion. Comenzamos con un
Hamiltoniano modelo que, por construccion, manifestaba la estabilidad de dos vorticidades
opuestas. Dicho Hamiltoniano contenia tres tipos de contribuciones, una anisotropia local
asociada a cada momento magnético del anillo, un acople ferromagnético que garantizaba la
reversion colectiva del anillo y un término de campo magnético externo. Nuestro estudio se
enfoco en el estudio del desdoblamiento mediante efecto tunel de las dos quiralidades como
se ilustra en el siguiente diagrama:
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Comenzamos el anélisis de dicho modelo usando la técnica de integrales de camino. Ha-
ciendo el supuesto de que los caminos en que la reversion se lleva a cabo colectivamente son
dominantes pudimos reducir el problema de reversion de la vorticidad al problema de un spin
efectivo de magnitud N'S. Esta correspondencia permitié mostrar que existe el fenomeno
oscilaciones en el gap correspondiente a la reversion de la vorticidad. Dichas oscilaciones co-
rresponden a la interferencia de distintos caminos de reversiéon como se indica en la figura
siguiente.

Tiempo [a.u.] 0 1 2 3 4

Figura 5.2: Dos caminos de reversion que interfieren destructivamente para ciertos valores
del campo magnético.
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Apéndice A
Integrales de camino

Las integrales de camino en mecanica cuantica son una herramienta elegante y potente
en el tratamiento de aproximacion semiclésica, efectos de interferencia y el analisis del efecto
tinel mediante el método de instantones. Antes de derivar las integrales de camino de spin
comenzaremos con integrales de camino comun.

Consideremos el propagador K (z;, z¢,T) el cual corresponde a la amplitud de probabilidad
de localizar la particula en x = ¢ en un tiempo ¢t = 7" dado que se encontraba inicialmente
en r = z; en un tiempo ¢t = 0. por tanto tenemos:

K (w20, T) = (wg]e™/ )
_ <xN|e—iaH/hle—ia’H/h1 . 1e_i€H/ﬁ|£L'0>, (Al)

con e =T/N, xy = x;, xx = xs. Insertando (N — 1) resoluciones de la identidad, posterior-
mente haremos el limite N — oo,

1= /_Oo daj|z;) (5. (A.2)

e}

Encontramos los siguientes elementos de matriz:

g

—ieH/h dpj<$j+1|pj><pj|e—is7-[/ﬁ’xj>dl’j

(Tj41]e |25)

!
8

dp; (i1 |p;) (psle =T eV g ) dx

8

L2
—ieRyT ey,

dp; (1 |pj)e @men V) (pi|z;)day,

Q

I I
\h\

\
8

donde hemos usado

_ / ) (A4)

—00

Por tanto, encontramos

1 £ T —X;)p; p2
K(zjh,2),€) = 5 /dpj exp <+17—i (% - (ﬁ + V(%’)))) ,  (AD)
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= % /dpi exp (—i% (s — H)) - (A.6)

Luego para la posicién inicial y final antes mencionada, obtenemos:

K(vj11,2),¢€)

K(zx, 20, T) = / DaDpexp (% /0 C(ip — H(xp)) dt) | (A7)

con
[[da =Dg paraq=xp.

De este modo el propagador queda expresado como la suma sobre todos los caminos de la
exponencial de la accién.

K(ox, 29, T) = / DaDpesp (%s) | (A8)
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Apéndice B
Integrales de camino de spin

Para introducir el formalismo de integrales de camino para grados de libertad de spin es
necesario utilizar el concepto de estados coherentes de spin. Los estados coherentes de spin
|Q> consisten en una rotacion del estado de minima incerteza |m = +S) considerando que
este es el estado de maxima polarizacion. Desde esta perspectiva el estado |Z) representa un
estado coherente, es decir |Q) = |2). Para seguir consideraremos los estados que son generados
por el elemento de SU(2), R que estan parametrizados por los tres dngulos de Euler:

R = exp (—ipS®) exp (—i0SY) exp (—ixS?) . (B.1)
Por tanto expresaremos los estados coherentes de spin mediante:
Q) = R(,6,X)]5. ) (B.2)

donde ) corresponde al vector sobre la esfera unitaria que se asocia a los dngulos 0 y ¢.
Observemos que tenemos la libertad de elegir x arbitrariamente, es decir una libertad de
gauge. Por tanto tenemos solo dos angulos que importan 6 y ¢, los cuales estan definidos en
el siguiente dominio:

{6 € [0,7],0¢ € [-m, 7]}

El vector unitario es:

Q) = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0) . (B.3)

La amplitud de probabilidad para que un sistema de spin pase de la orientaciéon €2y a Qy en
un tiempo T esta dada por:

<QN|e—iHT/h|QO> — <QN|e—ia’H/hle—ia’H/h1 . 1e—is7—t/ﬁ|Q0>’ (B4)

donde hemos particionado el intervalo 7" en N partes iguales y definido ¢ = T'/N. La resolu-
cion de la identidad en términos de estados coherentes de spin es:

25 +1

1=
47

/ 19)(Q]d9 (B.5)
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Evaluando los elementos de matriz obtenemos:

Q

(Qle™™MQ; ) (€[1 —i/heH|Q;-1)
= (Q[1]9Q;-1) — /Ry |eH|Qy-1) + O

(B.6)
Finalmente encontramos:
(e MM, ) = (O]9 1) exp (—%H(Qjma’—l)) 7 (B.7)
donde (U [H|Q;-1)
H (€]€5-1) = RO

Finalmente encontramos:

Qe TH/MQp) = (Qi;:l)Nl/dQl---/dQN_l Nl(QJ|Q]_1>eXp (—I—H(Qjmj_l))
_ <2i:1>Nl/dQl---/dQN_1exp (—i%ZA(%)) , (B.8)
CA©) = : {m(mjmjg) _ %H(Qjmjl)} . (B.9)

Considerando una de las relaciones mas importante de los estados coherentes de spin [1],
<Qj|Qj_1> = exp (-185 (gbj COs 03)> (BlO)

donde hemos definido: ¢; = 1/¢(¢; — ¢;_1). En el limite N > 1 podemos entender la suma
en j como una integral. De esta forma el exponente se puede escribir como:

A:/(—S@(T) cos O(7) + H(Q(T))) dr (B.11)

Esta ecuacion muestra que la accién se descompone en dos contribuciones, una dependiente
de la energia y otra puramente geométrica.

De esta manera concluimos que:

<Q(t — 7—>|e(—iTH/ﬁ)|Q(t — 0)) — /DQeiSA(Q)/h,
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Apéndice C
Fase de Berry

Consideremos un sistema cuyo Hamiltoniano depende lentamente del tiempo H(t¢). En
cada instante de tiempo el sistema puede ser descrito mediante una base de autoestados de
H(t):

H(E)| V(1) = Eu(t) V(1)) (C.1)
Si el Hamiltoniano varia a un ritmo suficientemente lento es posible demostrar la siguiente
propiedad: si el sistema se encuentra inicialmente en el estado fundamental permanecera en

¢él. Este hecho se conoce como el teorema adiabatico y es ampliamente discutido en los textos
de mecanica cuantica. Consideremos el estado mecanico cuantico que resulta de evolucionar

el estado basal:
(W (t)) = A()[Wo(t))-

Como el estado |¥(t)) obedece la ecuacion de Schrodinger:
—i0 W (t)) = H () (1)),
llegamos a una ecuacion para A
i\ — IN(W| 0| We) = AEo(1).

La soluciéon de esta ecuacion diferencial de primer orden es:

23 ty
A(#) = exp <i / Ey(t)dt + i / <\110|18t|\110>dt).
ti t

Es fécil reconocer el primer término como la fase dinamica asociada a la evolucién temporal.
Sin embargo el segundo término requiere una explicacion mas sutil. Primero notemos que
también se trata de una fase, este hecho es evidente al notar que (Vo|0;|¥y) es un nimero
imaginario puro. Esto se debe a la condicién de normalizacion que el estado |Wy) satisface en
cada instante. Por tanto denominaremos al segundo término como la fase de Berry en honor
a su descubridor. Una propiedad interesante de la fase de Berry es su naturaleza geométrica.
Esto significa que la fase de Berry asociada a un proceso particular depende exclusivamente
de la forma del camino que describe el Hamiltoniano y no de la parametrizacion temporal de
este.
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Notemos la estrecha relaciéon que hay entre la fase de Berry recién descrita y el término
que denominamos fase de Berry en la integral de camino de spin. Este tiltimo término aparece
a través de la expresion (€2;]€2;_1) que se puede interpretar como la version discretizada de
la fase de Berry.
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