
UNIVERSIDAD DE CHILE

FACULTAD DE CIENCIAS F�ISICAS Y MATEM�ATICAS

DEPARTAMENTO DE INGENIER�IA CIVIL

FORMULACI�ON DE UN MODELO DE EQUILIBRIO ESTOC�ASTICO PARA

ASIGNACI�ON DE PASAJEROS EN SISTEMAS DE TRANSPORTE P�UBLICO

TESIS PARA OPTAR AL GRADO DE MAGISTER EN CIENCIAS DE LA

INGENIERIA, MENCI�ON TRANSPORTE

MEMORIA PARA OPTAR AL T�ITULO DE INGENIERO CIVIL

CRIST�OBAL FELIPE PINEDA ANDRADEZ

PROFESOR GU�IA:

CRISTI�AN CORT�ES CARRILLO

MIEMBROS DE LA COMISI�ON:

MARCELA MUNIZAGA MU~NOZ

PEDRO JARA MORONI

EDUARDO MORENO ARAYA

Este trabajo ha sido parcialmente �nanciado por Proyecto FONDEF D10I-1002

\Tecnolog��a Avanzada para Ciudades del Futuro"

SANTIAGO DE CHILE

2014



RESUMEN DE LA TESIS PARA OPTAR AL

T�ITULO DE: Ingeniero Civil y grado de

Mag��ster en Ciencias de la Ingenier��a

Menci�on Transporte

POR: Crist�obal Felipe Pineda Andradez

FECHA: Enero 2014

PROFESOR GU�IA: Cristi�an Cort�es Carrillo

FORMULACI�ON DE UN MODELO DE EQUILIBRIO ESTOC�ASTICO PARA ASIGNACI�ON

DE PASAJEROS EN SISTEMAS DE TRANSPORTE P�UBLICO

En esta tesis, se desarrolla un modelo de equilibrio de pasajeros en transporte p�ublico, donde las

decisiones de abordar un bus se toman en forma estoc�astica por parte de los usuarios. La formulaci�on

es una generalizaci�on de los modelos deterministas de equilibrio, donde uno de los supuestos funda-

mentales que �estos tienen es que los usuarios siempre escogen la estrategia o hiperruta m��nima para

realizar sus viajes, lo cual no siempre ocurre en redes de transporte p�ublico densas o de gran tama~no,

donde por desconocimiento de la red, o incerteza sobre los tiempos de viaje o frecuencias, los usuarios

escogen otras hiperrutas adicionales.

El modelo de equilibrio estoc�astico incorpora la congesti�on, re
ejado mediante tiempos de espera

y de viaje crecientes en los 
ujos. Se propone un algoritmo de soluci�on basado en el M�etodo de

Promedios Sucesivos para obtener los 
ujos de equilibrio, aplic�andose a redes peque~nas para probar

distintas particularidades del modelo, y tambi�en a una red real de transporte p�ublico, para analizar el

rendimiento general del algoritmo.

Luego, el modelo de equilbrio estoc�astico en transporte p�ublico se integra con un modelo similar

en transporte privado, resultando en un modelo integrado de equilibrio estoc�astico, donde parte de

los usuarios tienen la posibilidad de escoger el modo a utilizar, o incluso, combinar ambos, donde la

primera parte del viaje se realiza en auto hasta un estacionamiento, y desde all�� se contin�ua el via-

je en transporte p�ublico. Tambi�en se propone y se analiza un algoritmo de soluci�on para este equilibrio.

El modelo de equilibrio estoc�astico en transporte p�ublico tiene como �nalidad entregar una herra-

mienta de plani�caci�on urbana que, por un lado, sea capaz de reproducir los vol�umenes actuales de


ujo de pasajeros observados en las calles y, por otro, pueda utilizarse como un modelo de predicci�on

del comportamiento de la demanda ante cambios relevantes en la oferta de transporte p�ublico.
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Cap��tulo 1

Introducci�on

La operaci�on de los sistemas de transporte p�ublico impacta directamente en la calidad de vida de

las personas en cualquier zona urbana, ya que su funcionamiento tiene distintos efectos sobre la forma

en la cual los pasajeros se trasladan desde un origen a un destino, para realizar sus actividades de

trabajo o de ocio. Adem�as, la operaci�on del transporte p�ublico interact�ua con otros modos como el

autom�ovil, dado que utilizan el mismo espacio vial. Por lo anterior, es relevante estudiar la forma en

que los pasajeros utilizan los sistemas de transporte p�ublico y c�omo se comportan frente a las distintas

opciones disponibles, pues permite de�nir y evaluar las pol��ticas p�ublicas que sean las m�as adecuadas

para tener un sistema de transporte p�ublico e�ciente.

Durante los �ultimos a~nos se han propuesto distintos modelos de equilibrio que describen la asig-

naci�on de pasajeros que utilizan los sistemas de transporte p�ublico, los que intentan reproducir el

comportamiento observado de los usuarios en zonas urbanas. En general, los modelos existentes en

la literatura asumen que los pasajeros, cuando necesitan viajar desde un origen a un destino, se ven

enfrentados a una serie de opciones de rutas y hacen una selecci�on de rutas atractivas que minimizan

su tiempo esperado de viaje, donde se incluyen el tiempo de acceso, el tiempo de espera en paraderos

o estaciones, y el tiempo a bordo del veh��culo. Por lo mismo, el problema de equilibrio en redes de

transporte p�ublico, en comparaci�on con el de transporte privado, di�ere al incorporar el tiempo de es-

pera en el an�alisis. Al existir esta componente, no basta con encontrar la ruta que minimiza el tiempo

de viaje entre un origen y un destino, como se asume habitualmente en los modelos de asignaci�on

de transporte privado. En el �ambito del transporte p�ublico, la ruta estar�a determinada en gran parte

por la l��nea o servicio del transporte p�ublico que �nalmente sea escogida por el usuario, decisi�on que

est�a in
uenciada por el tiempo de espera que experimenta un pasajero en una parada.

Uno de los supuestos fundamentales sobre los cuales se basan estos modelos, es que los pasajeros

tienen un conocimiento completo de la operaci�on del sistema, en t�erminos de l��neas, rutas, frecuencias

y tiempos de viaje, lo cual les permite realizar, a priori, la selecci�on de l��neas atractivas para realizar

un determinado viaje. Esto puede ser cierto en ciudades con una red de transporte p�ublico peque~na

o intermedia, donde los tiempos de viaje y las frecuencias de los distintos servicios tienen poca vari-

abilidad y las redes no tienen una gran cantidad de servicios. Por lo tanto, este supuesto de tipo

determinista, donde los usuarios siempre escoger�an aquellas opciones que minimizan sus tiempos de

viaje, es una suposici�on v�alida. Sin embargo, en las megaciudades existentes en el mundo, con redes

densas y una gran cantidad de servicios disponibles en el sistema, el conocimiento acabado por parte

de los usuarios ya no puede ser un supuesto v�alido, notando en este caso una gran variabilidad en

tiempos de viaje y frecuencia. Por otro lado, en los modelos deterministas se asume que el modelador
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incluye los atributos que in
uyen en la decisi�on de viajar de manera exacta y precisa, lo que tampoco

es siempre completamente v�alido, a�un en ciudades de menor tama~no. Luego, es conveniente introducir

un elemento que re
eje el grado de incerteza por parte de los usuarios. As��, el gran objetivo de esta

tesis es extender el modelo determinista de equilibrio en sistemas de transporte p�ublico, convirti�endolo

en un Modelo de Equilibrio Estoc�astico en Transporte P�ublico (STE), capturando de mejor for-

ma los efectos de la informaci�on incompleta con la que cuentan los usuarios para realizar sus viajes

en el contexto urbano. De esta forma, se levanta el supuesto de que los usuarios siempre escogen

la estrategia �optima, haciendo que la asignaci�on y equilibrio del 
ujo de pasajeros sea m�as dispersa

dentro de la red, re
ejando la variabilidad y percepci�on que tienen los pasajeros sobre la operaci�on del

sistema de transporte p�ublico.

El modelo STE est�a basado en el concepto de estrategias o hiperrutas en transporte p�ublico, pero

al introducir incerteza en las decisiones de viaje, la asignaci�on de pasajeros no solo se realiza sobre la

estrategia �optima entre un par origen-destino, sino que el modelo integra otras estrategias sub�optimas

pero que pudiesen parecer mejores bajo la percepci�on de los propios usuarios. Para ello, se asume que

las decisiones de viaje est�an basadas en una elecci�on sucesiva de arcos en la red en funci�on de los

tiempos de viaje esperados -o percibidos- hasta alcanzar el destino.

Otro de los grandes objetivos de esta tesis es que, una vez desarollado el modelo STE de transporte

p�ublico, �este se combine con el Modelo Markoviano de Equilibrio en Transporte Privado (MTE) de

Baillon y Cominetti (2008), dando or��gen al Modelo Integrado de Equilibrio (IEM). Ambos modos

comparten aspectos esenciales al momento de realizar un viaje, como la elecci�on modal y la infraestruc-

tura vial sobre la cual operan, por lo cual es plausible buscar un equilibrio conjunto entre ambas redes.

Adem�as, ambos modelos de equilibrio tienen ciertas similitudes en sus formulaciones, como es el hecho

de que son modelos estoc�asticos de equilibrio, y est�an basados en una elecci�on secuencial de arcos

a trav�es de la red. Luego, es posible realizar una integraci�on entre ambos modelos de forma natural,

de�niendo los elementos comunes que ambos modelos comparten, tanto en la formulaci�on como en

el procedimiento de b�usqueda del equilibrio.

En cuanto a la estructura de esta tesis, se ha dividido en 5 cap��tulos. En el primero de ellos, se

indica el contexto del trabajo a desarrollar, el problema a resolver y los objetivos generales que se

busca abordar. En el cap��tulo 2, se realiza una revisi�on bibliogr�a�ca del desarrollo de la investigaci�on

en materia de asignaci�on de pasajeros en transporte p�ublico, y a la vez, se profundiza en aquellos

elementos que servir�an posteriormente para desarrollar la tesis, como es el modelo MTE de equilibrio

en transporte privado.

En el cap��tulo 3, se desarrolla el modelo STE, donde en una primera parte, se presentan los e-

lementos constitutivos y la base del modelo, para luego dar una de�nici�on apropiada del equilibrio

estoc�astico en transporte p�ublico. Hacia el �nal del cap��tulo, se presenta una metodolog��a para la in-

tegraci�on del modelo STE con el modelo MTE de equilibrio estoc�astico en transporte privado, dando

or��gen al Modelo Integrado de Equilibrio.

El cap��tulo 4 muestra la implementaci�on algor��tmica para resolver el equilibrio estoc�astico en trans-

porte p�ublico, junto con algunos ejemplos que muestran las diferencias fundamentales del modelo STE

en comparaci�on con un modelo determinista. Luego, se desarrolla la implementaci�on del modelo de

equilibrio integrado, junto con algunas instancias de prueba en redes reales para observar el rendimien-

to del algor��tmo.
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Finalmente, en el cap��tulo 5 se encuentran las conclusiones de esta tesis, junto con posibles l��neas

de investigaci�on futura, en aspectos que pudiesen robustecer los modelos STE e IEM y que fueron

identi�cados a lo largo del desarrollo del presente trabajo.
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Cap��tulo 2

Revisi�on Bibliogr�a�ca

2.1. Introducci�on

En este cap��tulo se realiza una revisi�on de varios modelos de asignaci�on de pasajeros en transporte

p�ublico existentes en la literatura. En general, estos modelos est�an basados en un supuesto com�un:

cuando los usuarios necesitan viajar desde un origen a un destino, ellos escogen un subconjunto de

lineas atractivas en el paradero, entre todas las disponibles, para completar su viaje, lo que se ha

designado en la literatura como la elecci�on de estrategia o hiperruta. Sin embargo, este supuesto

implica que los pasajeros tienen un alto grado de conocimiento de la estructura y las condiciones de

operaci�on de la red de transporte p�ublico, en t�erminos de l��neas, rutas y tiempos de viaje, obviando el

hecho de que los pasajeros toman decisiones de viaje basados en su propia percepci�on, la que muchas

veces puede diferir de la operaci�on real del sistema.

En la primera parte de �este cap��tulo, se presentan algunos elementos preliminares en el estudio de

la asignaci�on de pasajeros en redes de transporte p�ublico, como son el problema de l��neas comunes, o

el concepto de estrategia. Luego, se analizan modelos macrosc�opicos de equilibrio global en este tipo

de redes, para �nalizar con la descripci�on de modelos que permiten realizar la asignaci�on de pasajeros

en las distintas l��neas de buses en forma desagregada, resolviendo el llamado problema de la parada

de bus.

2.2. Conceptos Preliminares

2.2.1. El Problema de la Asignaci�on de Pasajeros en Transporte P�ublico

En el marco el modelo de transporte de cuatro etapas, los modelos de asignaci�on de pasajeros en

transporte p�ublico constituyen la �ultima etapa del proceso cl�asico de modelaci�on de viajes (Ort�uzar

y Willumsen, 2001), una vez resueltas las fases de generaci�on, distribuci�on y partici�on modal, y en

las cuales el modelador ya conoce todos los aspectos que determinan las elecciones involucradas en

todas las etapas anteriores. Los modelos de asignaci�on en transporte p�ublico reciben como variable de

entrada una matriz de demanda or��gen-destino (OD) y tienen como objetivo distribuir esta demanda

en las distintas rutas de la red, las cuales est�an asociadas a las l��neas o servicios que conforman el

sistema de transporte p�ublico. Luego, cualquier modelo de asignaci�on de pasajeros debe centrarse en

describir adecuadamente la elecci�on de ruta, lo cual est�a asociado al comportamiento de los pasajeros

y sus percepciones.

4



Muchos de los modelos existentes han adoptado los principios de los modelos de asignaci�on en

transporte privado para implementarlos en la dimensi�on del transporte p�ublico. El m�as importante de

ellos es que, asumiendo que los usuarios tienen un comportamiento racional, ellos escoger�an la ruta

que minimice sus tiempos esperados de viaje. Sin embargo, entre el transporte p�ublico y el transporte

privado existe una diferencia irremediable: mientras que para el transporte privado basta con escoger

aquella ruta que minimice el tiempo esperado de viaje en el veh��culo, en la dimensi�on del transporte

p�ublico la ruta de un usuario queda de�nida por la l��nea o servicio en particular que �nalmente aborda,

entre una gama de servicios que sirven un paradero, y que pueden utilizarse para llegar al destino.

Por lo tanto, adem�as de considerar el tiempo de viaje en el veh��culo, en la dimensi�on del transporte

p�ublico juega adem�as un papel importante el tiempo de espera, ligado a otras variables intr��nsecas de

todo sistema de transporte p�ublico urbano, como son la frecuencia y la capacidad de los buses. Este

elemento aumenta la complejidad en la modelaci�on de asignaci�on de pasajeros en transporte p�ublico,

en comparaci�on con el problema equivalente en transporte privado.

Bajo un enfoque convencional, es posible diferenciar dos tipos de modelos para el problema de

asignaci�on de pasajeros, que dependen de la forma de operaci�on del servicio de transporte p�ublico:

los modelos basados en frecuencias -frequency-based-, y los modelos basados en itinerarios -schedule-

based- (Cats, 2011). En el primer tipo, la red est�a representada a nivel de l��nea, donde la frecuencia

de los buses resulta ser el par�ametro m�as relevante. Este tipo de modelos est�a orientado para la plan-

i�caci�on estrat�egica o de largo plazo en sistemas de transporte p�ublico. Por otro lado, los modelos

basados en itinerarios incluyen una representaci�on m�as detallada -dependiente del tiempo- de cada uno

de los veh��culos utilizados en el sistema, y por lo tanto, son aplicables para la operaci�on de corto plazo.

A pesar de que el concepto de hiperruta es asociado al �ambito de los modelos basados en frecuencia, y

que este cap��tulo estar�a casi en su totalidad enfocado a este tipo de modelos, se debe hacer la salvedad

de que en los modelos basados en itinerarios tambi�en se ha incluido previamente aquel concepto. En

particular, Hamdouch y Lawphongpanich (2008) proponen un modelo de asignaci�on para un sistema

basado en itinerarios que incluye restricci�on de capacidad en veh��culos de forma expl��cita, donde los

pasajeros realizan elecciones de viaje utilizando estrategias. Se concluye que la proporci�on de pasajeros

que decide esperar por el siguiente bus en un paradero es similar a la probabilidad de no abordar que

aparece mencionada en modelos de asignaci�on basados en frecuencias, alguno de los cuales se pre-

sentar�an m�as adelante en este cap��tulo. Adicionalmente, Hamdouch et al. (2011) extienden el modelo

previo diferenciando niveles de comodidad entre pasajeros que viajan sentados y de pie, capturando la

incertidumbre por obtener un asiento. Sin embargo, ninguno de los dos modelos considera los efectos

de la incertidumbre existente en la redes de transporte p�ublico en cuanto a la elecci�on de ruta.

Por otro lado, desarrollos m�as recientes han abordado el problema de asignaci�on en transporte

p�ublico utilizando herramientas de simulaci�on, que capturan en forma din�amica la operaci�on de los

sistemas y tambi�en de los pasajeros. Tambi�en, se han propuesto modelos alternativos basados en elec-

ci�on discreta, donde se presentan m�etodos tanto para generar conjuntos de l��neas atractivas, como

para la elecci�on de rutas (Cats, 2011).

Para el modelamiento de asignaci�on de pasajeros en un sistema basado en la frecuencia, (Bouza��ene-

Ayari et al., 2001) reconocen dos enfoques, seg�un el nivel de agregaci�on al realizar el an�alisis. A nivel

macrosc�opico, est�a el problema de equilibrio global, cuyos modelos describen los mecanismos me-

diante los cuales la asignaci�on alcanza un equilibrio bas�andose en el Primer Principio de Wardrop, el

cual indica que todos los usuarios, en forma racional, minimizar�an sus tiempos o costos esperados de

viaje, y ninguno de ellos podr�a reducirlos en forma unilateral. A nivel microsc�opico, se ha estudiado
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el problema de distribuci�on de la demanda en un paradero -llamado bus stop problem-, para el cual

deben realizarse las formulaciones necesarias para asignar la demanda en las distintas rutas o l��neas

de transporte p�ublico disponibles en un paradero de or��gen para alcanzar el destino correspondiente,

tema que se analizar�a en detalle en la secci�on 2.4.

Ambos subproblemas est�an intimamente ligados, y generalmente, se resuelven en conjunto, aunque

existen l��neas de investigaci�on dedicadas exclusivamente al segundo problema, asumiendo previamente

que el equilibrio global existe y es posible computarlo. Seg�un (Bouza��ene-Ayari et al., 2001) existen prin-

cipalmente tres tipos de modelos: los modelos aplicables a sistemas no congestionados, parcialmente

congestionados, y enteramente congestionados. En el primer tipo, se considera que la congestion de

las l��neas de buses no tiene ning�un impacto sobre la distribuci�on de pasajeros. En la segunda, s�olo

los tiempos de espera se ven afectados por la congesti�on. Por �ultimo, en los sistemas enteramente

congestionados la congesti�on repercute tanto en los tiempos de espera como en la distribuci�on de

pasajeros. Estos modelos son los m�as dif��ciles de formular, pues la distribuci�on de pasajeros, que a su

vez determina la asignaci�on de 
ujos en las diferentes l��neas, depende justamente de los mismos 
u-

jos, habiendo una interacci�on directa entre ambas componentes. Por �ultimo, (Bouza��ene-Ayari et al.,

2001) indican que los modelos para sistemas enteramente congestionados se pueden clasi�car a su vez

en dos subgrupos: en el primero, las capacidades de las distintas l��neas son percibidas como capaci-

dades pr�acticas y, por lo tanto, los 
ujos resultantes pueden ser eventualmente superiores a ella. En el

segundo grupo, las capacidades se consideran como restricciones reales, y los 
ujos no pueden exceder

aquellos par�ametros. Este �ultimo grupo representa mejor lo que ocurre con el transporte p�ublico en

las zonas urbanas.

2.2.2. El Problema de L��neas Comunes

Una forma b�asica de representar la asignaci�on de pasajeros en transporte p�ublico es el problema

de l��neas comunes, descrito por Chriqui y Robillard (1975). Este problema puede describirse de la

siguiente forma: consideremos una red simple compuesta por dos nodos, un or��gen O y un destino

D, conectado por n l��neas de buses, donde la l��nea la, con a 2 A = f1;:::;ng, se caracteriza por un

tiempo en el veh��culo ta y una frecuencia fa (�g. 2.1). Luego, los pasajeros que viajan desde O a D

seleccionan antes de abordar un subconjunto de l��neas s � A, para luego abordar el primer bus de este

subconjunto que llega al paradero. La estrategia de elecci�on de este subconjunto s de l��neas atractivas

es aquel que minimiza el tiempo esperado total de viaje Ts , de�nido como la suma de los tiempos

involucrados para la realizaci�on de un viaje cualquiera: el tiempo de espera 1=
∑

a2s fa y el tiempo

esperado de viaje en el vehiculo
∑

a2s ta�
s
a, donde �

s
a = fa=

∑
a02s fa0 es la probabilidad de abordar la

l��nea la, es decir,

Ts =
1 +

∑
a2s tafa∑

a2s fa
: (2.1)

Intuitivamente, si un pasajero considera utilizar la l��nea la para realizar el viaje, tambi�en debiera

considerar una l��nea m�as r�apida lj , cuando tj < ta. Este razonamiento conduce a los autores a

desarrollar un algoritmo para computar el subconjunto de l��neas atractivas s�. El modelo asume que los
pasajeros siempre pueden abordar el primer bus que llegue al paradero, y que pertenezca al subconjunto

s�, lo cual no siempre ocurre en sistemas altamente congestionados.
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Figura 2.1: El Problema de L��neas Comunes

2.2.3. Estrategias e Hiperrutas

A �nales de la d�ecada de los '70 y durante la primera parte de los '80, el problema de la asig-

naci�on de pasajeros en transporte p�ublico fue desarrollado como un problema separado de cualquier

otro �ambito del transporte (Andreasson, 1976; Rapp et al., 1976), o como una parte de modelos m�as

complejos, ya sea en equilibrios multimodales en redes de transporte (Florian, 1977) o en el dise~no de

redes en transporte p�ublico (Hasselstrom, 1982). Sin embargo, a �nales de la d�ecada de los '80 se

produjo un avance notable en el campo de la asignaci�on de pasajeros en transporte p�ublico, mediante la

introducci�on del concepto de estrategia o hiperruta. Spiess y Florian (1989) de�nieron una estrategia

como un conjunto de reglas que, cuando son aplicadas, permiten a un pasajero alcanzar su destino.

Supongamos una red de transporte p�ublico como la de la �g. 2.2. Sin ning�un tipo de informaci�on al

pasajero, una estrategia es una ruta simple, como \tomar el pr�oximo bus de la l��nea 1 en A, y bajar

en B". En cambio, si el usuario conoce a que l��nea pertenece el pr�oximo bus que llegar�a al paradero,

una estrategia posible es \tomar el pr�oximo bus de la l��nea 1 o 2; si se aborda la l��nea 1, bajar en B; si

se aborda la linea 2, hacer transbordo en el nodo Y a las l��neas 3 o 4, y luego bajar en B". Se asume

que este es el nivel de informaci�on que tiene el pasajero en un paradero, y por lo tanto, el pasajero

puede decidir si abordar el bus que llega al paradero o esperar el pr�oximo.

A su vez, Nguyen y Pallotino (1988) de�nen una hiperruta como un subgrafo ac��clico que conecta

un or��gen con un destino, junto con un vector de valores reales para cada arco. Este descripci�on

representa, tanto gr�a�ca como matem�aticamente, una estrategia en transporte p�ublico, y permite

convertir el problema de asignaci�on de pasajeros en un problema de equilibrio est�andar de transporte

privado, los cuales han sido ampliamente estudiados en la literatura.

2.3. Modelos de Equilibrio Global

El mayor desaf��o en el desarrollo de un modelo de asignaci�on de pasajeros de transporte p�ublico

es la di�cultad de modelar la elecci�on de ruta cuando los usuarios se encuentran en una parada. Para

ello, los modelos propuestos hasta ahora coinciden en que los pasajeros, de forma racional, intentan

minimizar su tiempo total esperado de viaje, y se basan en el Primer Principio de Wardrop para lograr

un equilibrio. Entre los modelos, var��a la forma de incluir el fen�omeno de la congesti�on, as�� como las

formulaciones para la asignaci�on de pasajeros en cada paradero.
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Figura 2.2: Red Simple de Transporte P�ublico

Spiess y Florian (1989) desarrollaron un modelo para encontrar la estrategia �optima. Se trata de

un problema de optimizaci�on que minimiza la suma de los tiempos totales esperados de viaje -espera

y a bordo del veh��culo- de todo el sistema, sujeto a restricciones de no negatividad de los 
ujos en

arcos -que representan segmentos de l��nea entre paraderos-, y conservaci�on de 
ujo en los nodos de

parada, en los cuales se observan transbordos de pasajeros, y tambi�en una demanda intr��nseca desde

aquella parada hacia otros destinos. La asignaci�on de usuarios se realiza mediante una formulaci�on

de probabilidades para abordar una l��nea, que son proporcionales a la frecuencia de cada una de ellas.

Luego, se asume que los pasajeros son capaces de abordar el primer bus dentro del conjunto de l��neas

contenido en la estrategia �optima resultante, obviando el efecto de la congesti�on en paraderos. El

problema de optimizaci�on planteado originalmente es del tipo entero mixto. Sin embargo, los autores

fueron capaces de transformarlo en un problema de programaci�on lineal, lo que resulta ventajoso desde

el punto de vista anal��tico y tambi�en computacional, al proponer un algoritmo de soluci�on para la asig-

naci�on. Adem�as, fueron los primeros en se~nalar que al enfocar el problema de asignaci�on de usuarios

en transporte p�ublico mediante la introducci�on del concepto de estrategia, se tiene una semejanza

con el problema en transporte privado. De hecho, este �ultimo problema puede ser visto como un caso

especial de problema de transporte p�ublico, en donde no existe tiempo de espera involucrado, y donde

todos los arcos tienen frecuencia in�nita.

A su vez, Nguyen y Pallotino (1988), adem�as de desarrollar el concepto de hiperruta, demuestran

que es posible alcanzar un equilibrio en la asignaci�on de pasajeros, suponiendo que se cumple el Primer

Principio de Wardrop en t�erminos de estrategias, a diferencia del transporte privado, en el cual debe

cumplir este principio en t�erminos de ruta. Luego, basta con encontrar aquella estrategia �optima, que

minimice el tiempo de viaje total esperado, para luego realizar la asignaci�on. A primera vista, enumerar

y encontrar la estrategia que cumple este objetivo, llamada hiperruta m��nima, se aprecia altamente

impracticable, pues, por ejemplo, para un par OD servido por k l��neas comunes, se tienen k rutas

y 2k � 1 estrategias o hiperrutas distintas. Sin embargo, ellos proponen un algoritmo e�ciente para

calcular la hiperruta m��nima, emulando los procedimientos realizados para encontrar las rutas m��nimas

en el problema de asignaci�on en transporte privado: para cada destino, se calcula la hiperruta m��nima

recorriendo la red en orden topol�ogico inverso, desde un destino a todos los or��genes, mediante un

algoritmo de correcci�on de etiquetas. Por lo tanto, y dado que una hiperruta es un grafo ac��clico, la

asignaci�on de 
ujos se realiza en el mismo orden topol�ogico inverso, y en forma proporcional a las

frecuencias de las l��neas de buses. Por �ultimo, los tiempos o costos en arcos son dependientes del

volumen de pasajeros, pero los autores justi�can este hecho s�olo como una medida de la incomodidad

que experimentan los usuarios cuando abordan buses llenos, y no como un efecto de aumento en los
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tiempos de viaje.

A pesar de los avances producto de los conceptos de estrategia e hiperruta, que permitieron utilizar

las herramientas desarrolladas para la asignaci�on de usuarios de transporte privado en aplicaciones de

transporte p�ublico, tales modelos a�un no eran capaces de consideran los efectos que tiene la congesti�on

de pasajeros en paraderos sobre los tiempos de espera, los cuales eran constantes e independientes

de los 
ujos. Por ello, De Cea y Fern�andez (1993) presentaron una formulaci�on para el problema

de asignaci�on en transporte p�ublico en donde la congesti�on est�a relacionada con el aumento en los

tiempos de espera cuando el nivel de 
ujos se aproxima a la capacidad del sistema. Se de�nen dos

nuevos conceptos: la ruta de transporte p�ublico y la secci�on de ruta. El primero, es una secuencia de

nodos que describe cualquier ruta que un pasajero puede utilizar para viajar entre dos nodos, siendo

el primero el nodo de or��gen, el �ultimo de ellos el nodo destino, y los nodos intermedios representan

puntos de transbordo; el segundo concepto se de�ne como una porci�on de ruta entre dos nodos de

transbordo consecutivos. Luego, el modelo est�a basado fundamentalmente en la resoluci�on sucesiva

de subproblemas de l��neas comunes entre las distintas secciones de ruta que existen para completar

un viaje, suponiendo que los usuarios escogen previamente aquella ruta que minimiza el tiempo total

de viaje. Para representar la congesti�on se introduce el concepto de frecuencia efectiva, la cual es una

funci�on decreciente, que depende del 
ujo de pasajeros a bordo de los buses. Su m�aximo es igual a

la frecuencia nominal de las l��neas, cuando la congesti�on es nula, y tiende a 0 a medida que la l��nea

alcanza mayores niveles de congesti�on. Luego, la frecuencia efectiva representa la porci�on de buses de

una l��nea que efectivamente puede abordar un pasajero que espera en un paradero, aumentando los

tiempos de espera cuando se incrementa la congesti�on. Por otro lado, se modi�ca el planteamiento

del problema de l��neas comunes descrito en el punto 2.2.2, pues ahora se incluye la congesti�on: se

resuelve en primera instancia el problema de l��neas comunes sin congesti�on, que arroja como resultado

el conjunto de l��neas atractivas m�as r�apidas. Si a�un despu�es de este paso hay l��neas que sirven el mismo

par OD fuera del conjunto de l��neas �optimas, se resuelve nuevamente el problema de l��neas comunes

dentro de este subconjunto de l��neas restantes. Este procedimiento se repite hasta que todas las l��neas

est�an asociadas a alg�un subconjunto �jo de l��neas, que se har�an atractivos a medida que aumenta el

nivel de congesti�on.

Aunque este modelo de asignaci�on es uno de los primeros que incorporan el efecto de la congesti�on,

la forma funcional para representarla y la selecci�on de los subconjuntos de l��neas atractivas en una

secci�on de ruta tienen fundamentos heur��sticos, que producen en algunos casos asignaciones que van

m�as all�a de las capacidades de las l��neas. Tampoco se garantiza que las condiciones de Wardrop para

el equilibrio se cumplan a cabalidad; y por �ultimo, los autores proponen un algoritmo que realiza la

asignaci�on de pasajeros en forma proporcional a las frecuencias nominales y no efectivas, obviando el

efecto de la congesti�on.

Nguyen et al. (1998) presentan un modelo de asignaci�on estoc�astico basado en el concepto de

hiperrutas, donde la estocasticidad est�a dada a trav�es de una estructura de asignaci�on logit. Los au-

tores demuestran que existe una diferencia entre la forma global de asignaci�on, con probabilidades de

escoger una ruta espec���ca para un viaje; y la forma secuencial, con probabilidades condicionales de

elecci�on de arcos en cada nodo. S�olo esta �ultima forma redunda en un algoritmo de implementaci�on,

donde no es necesaria la enumeraci�on de hiperrrutas. A pesar de introducir estocasticidad al modelo,

no se consideran condiciones para alcanzar un equilibrio general ni tampoco restricciones de capacidad.

Cominetti y Correa (2001) desarrollaron un modelo de equilibrio con congesti�on, basado tambi�en
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en el Primer Principio de Wardrop para estrategias y en el hecho de que los pasajeros viajan escogiendo

la hiperruta m��nima. Los tiempos de viaje no son necesariamente mon�otonos y la congesti�on afecta los

tiempos de espera -utilizando el concepto de frecuencia efectiva- as�� como tambi�en la distribuci�on de

la demanda. Este modelo se basa en un enfoque de programaci�on din�amica, resolviendo subproblemas

de l��neas comunes de la siguiente forma: un pasajero ha alcanzado un nodo i en su viaje, y desea llegar

al destino d . Denotando por A+
i el conjunto de arcos que salen desde el nodo i , cada arco a 2 A+

i re-

presenta una de las l��neas que el pasajero puede abordar, para alcanzar el siguiente nodo j(a). Adem�as,

si se denota ta al tiempo de viaje del arco a, y �k
j(a) al tiempo desde el nodo j(a) al destino d , en el

nodo i existe un problema de l��neas comunes con tiempos de viaje ta + �k
j(a) y frecuencias efectivas

correspondientes a los arcos a 2 A+
i . Solucionando este problema, se obtiene el tiempo de viaje desde

i a d , el que luego puede ser usado para resolver el problema de l��neas comunes de los nodos aguas

arriba de la red. El modelo abre toda una nueva l��nea de investigaci�on para redes urbanas de gran

tama~no, pues a pesar de estar basado en el concepto de hiperruta m��nima, es formulado en t�ermi-

nos de 
ujo en arcos. Adem�as, los autores proponen un nuevo algoritmo para encontrar la hiperruta

m��nima basado en el algoritmo de Dijkstra para redes de transporte privado, y junto con esto, prue-

ban la existencia del equilibrio, pero no son capaces de proponer un algoritmo efectivo para computarlo.

Por �ultimo, Cepeda et al. (2006) extienden el desarrollo anterior, describiendo una formulaci�on

alternativa para el modelo: se obtiene una funci�on gap cuyo m��nimo global, que tiene un valor igual

a 0, caracteriza la soluci�on del equilibrio en la asignaci�on de pasajeros, aunque no logran probar

que cada una de las soluciones locales es tambi�en una soluci�on global, a pesar de que las pruebas

computacionales que ellos realizan sugieren emp��ricamente que esto se cumple. Se demuestra este

resultado para el caso de l��neas comunes, con dos nodos y una cantidad �nita de l��neas. A pesar de lo

anterior, el algoritmo propuesto para la asignaci�on, basado en el m�etodo de los promedios sucesivos

(MSA) resulta �util, al converger en forma r�apida hacia el equilibrio.

2.4. El Problema de la Parada de Bus

En esta secci�on, se analizan los distintos mecanismos y formulaciones para distribuir la demanda y

para representar el tiempo de espera en los modelos de asignaci�on ya mencionados. La mayor��a de ellos

realiza este procedimiento a nivel de paradero, por lo que este problema es llamado bus stop problem

en la literatura. En primer lugar, se presentan los modelos de distribuci�on, y luego, los de tiempos de

espera.

2.4.1. Modelos de Distribuci�on de Demanda

Antes de presentar las caracter��sticas que comparten los distintos modelos de distribuci�on de

demanda, se de�ne a continuaci�on la notaci�on que se usar�a para describir la operaci�on de un paradero

cualquiera de la red (Bouza��ene-Ayari et al., 2001).

A :conjunto de l��neas que se detienen en la parada

� :conjunto de tipos de pasajeros que esperan bus en la parada (pasajeros del tipo � 2 �

comparten el mismo conjunto de l��neas atractivas)

v� :
ujo de pasajeros del tipo � 2 � en la parada; 0 < v� < +1; 8� 2 �

A� :subconjunto de l��neas atractivas para los pasajeros del tipo � 2 �; A� � A y A� 6= ;, 8� 2 �

va� :
ujo de pasajeros en la parada del tipo � 2 � distribuidos en la l��nea a 2 A�
ca :capacidad de un bus de la l��nea a 2 A
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va :
ujo agregado de pasajeros en la l��nea a 2 A que abordan en la parada

�a :frecuencia nominal de la l��nea a

fa :frecuencia efectiva de la l��nea a 2 A

Si se analiza una parada en part��cular de la red, entonces se tiene:∑
�2�

va� = va; 8a 2 A (2.2)

En general, los modelos de distribuci�on de demanda comparten la siguiente formulaci�on:

va� = v�
�a∑

a02A�
�a0
; 8a 2 A�; 8� 2 � (2.3)

donde �a es un factor de atracci�on positivo asociado con la l��nea a, 8a 2 A de aquella parada. La

principal diferencia radica en la de�nici�on de este factor. Com�unmente, los modelos asocian este factor

a la frecuencia de las l��neas. Sin embargo, se deben diferenciar dos casos: en los modelos no conges-

tionados como los de Spiess y Florian (1989) y Nguyen y Pallotino (1988), el factor es �jo e igual a

la frecuencia nominal, �a = �a. En cambio, en los modelos enteramente congestionados, como los de

Cominetti y Correa (2001) y Cepeda et al. (2006), el factor es variable, e igual a la frecuencia efecti-

va de las l��neas, como una forma de que la congesti�on tenga un efecto sobre la distribuci�on de pasajeros.

De Cea y Fern�andez (1993) fueron pioneros en proponer una formulaci�on para la frecuencia efec-

tiva: se de�ne un indicador de tiempo promedio de espera equivalente !a para cada una de las l��neas

a que se detienen en el paradero. Sea ṽa el 
ujo total de pasajeros a bordo del bus de la l��nea a que

lo toman antes de la parada, y se bajan despu�es de ella. Luego:

!a �
�a

�a
+ 'a

(
ṽa

�aca

)
(2.4)

donde 'a debe ser una funci�on mon�onona creciente de ṽa. Una posible formulaci�on para 'a es una

funci�on potencia:

'a = �a

(
ṽa

�aca

)n

: (2.5)

Los par�ametros �a y n deben ser calibrados mediante un modelo de simulaci�on para cada l��nea a.

Notar que el valor del indicador !a es el mismo para todos los pasajeros en la parada, independiente del

tipo � 2 � que sea. Por otro lado, el valor �a depende de la distribuci�on para el intervalo entre llegadas

de los buses y tambi�en para la llegada de pasajeros al paradero. Normalmente, � = 0;5 corresponde

a una distribuci�on uniforme para la llegada de pasajeros al paradero, y un tiempo determinista (�jo)

para el tiempo entre llegadas de buses; mientras que � = 1 representa una distribuci�on exponencial

para esta �ultima variable. Finalmente, si denotamos al vector de todos los 
ujos agregados como

v = (va)a2A, la formulaci�on para la frecuencia efectiva se de�ne como:

fa(v) =
�a

!a
: (2.6)

Notar que si el bus llega vac��o a la parada, entonces 'a = 0 pues el 
ujo ṽa es igual a cero. Luego,

en esta parada, la frecuencia efectiva ser�a igual a la frecuencia nominal de la l��nea. De otra forma,

cuando la congesti�on aumenta, el valor de 'a tambien crece, y por lo tanto, siempre se cumple que

fa � �a. Esta formulaci�on de frecuencia efectiva tiende a 0 si el nivel de congesti�on se hace muy alto,
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pero dado que el modelo planteado por los autores no considera una restricci�on de capacidad estricta

sobre las l��neas, la asignaci�on podr��a eventualmente superar la capacidad.

Cepeda et al. (2006) desarrollan una expresi�on alternativa para la frecuencia efectiva en los arcos

de subida:

fa(v) =

�a
[
1�

(
va

�aca�va0+va

)�]
si va0 < �aca

0 si no

(2.7)

donde va0 es el 
ujo agregado a bordo de la l��nea a justo despu�es de la parada, y � es un parametro

a calibrar. Notar que �aca � va0 es la capacidad residual de la l��nea despu�es de la parada, por lo que

esta funci�on incorpora expl��citamente la restricci�on de capacidad va0 < �aca.

2.4.2. Modelos de Tiempo de Espera

En forma similar al caso de los modelos de distribuci�on de la demanda, existen dos tipos de modelos

de tiempo de espera: los modelos para sistemas no congestionados y para sistemas congestionados.

En el primer grupo se encuentran aquellos modelos donde la congesti�on no tiene ning�un efecto sobre

los tiempos de espera. En el modelo propuesto por Spiess y Florian (1989) se asume que el tiempo

entre llegadas de los buses a las paradas sigue una distribuci�on exponencial. Como este modelo no

tiene restricci�on de capacidad, el tiempo de espera se modela de la siguiente forma:

W� =
1∑

a02A�
�a0
; 8� 2 �: (2.8)

A consecuencia de suponer una distribuci�on exponencial para el intervalo entre llegadas de buses,

esta formulaci�on asume una coordinaci�on perfecta de las diferentes l��neas atractivas. Sin embargo,

N�okel y Wekeck (2009) indican que esta aproximaci�on no es realista en sistemas de transporte p�ublico

que pudiesen tener otras distribuciones arbitrarias, aunque es un supuesto recurrente en los modelos

de asignaci�on de pasajeros.

Algunos modelos de tipo congestionado, como Cominetti y Correa (2001) y Cepeda et al. (2006)

modelan el tiempo de espera en forma similar al descrito en (2.8), pero utilizan la frecuencia efectiva

en lugar de la frecuencia nominal:

W�(v) =
1∑

a02A�
fa0(v)

; 8� 2 �: (2.9)

Nguyen y Pallotino (1988) proponen una formulaci�on alternativa, multiplicando la expresi�on dada

en (2.8) por un factor de correcci�on basado en distribuciones m�as generales del intervalo entre llegadas.

Pero para considerar el efecto de la congesti�on, Wu et al. (1994) modi�can el modelo anterior de la

siguiente forma: un pasajero de tipo � 2 � aborda un bus de alguna l��nea atractiva a 2 A�. Luego, su

tiempo de espera Wa�(va) est�a compuesto por un valor constante  
[∑

a02A�
�a0
]�1

que es com�un a

todos los pasajeros de tipo �, y un tiempo de espera inherente a la l��nea dado por n
(
va
�ca

)b
, a causa de

la congesti�on en la l��nea a, donde �ca es la capacidad residual de la l��nea al llegar a la parada. Luego,

Wa�(va) =
 ∑

a02A�
�a0

+ n

(
va

�ca

)b

8a 2 A�; 8� 2 � (2.10)
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donde n y b son par�ametros positivos y  es un factor positivo de correcci�on similar al propuesto

por Nguyen y Pallotino (1988). Notar que bajo este modelo, pueden producirse distintos valores de

tiempo de espera para pasajeros del mismo tipo � -pues tambi�en depende de cual l��nea a se aborda

efectivamente-, lo que es un punto d�ebil del modelo.

Por otro lado, Bouza��ene-Ayari et al. (2001) demuestran que los modelos antes mencionados que

consideran la congesti�on no siempre producen tiempos de espera consistentes con el subconjunto de

l��neas atractivas. Es decir, que satisfagan la siguiente condici�on intuitiva: mientras m�as grande sea

el subconjunto de l��neas atractivas, menor debiera ser el valor del tiempo de espera promedio. Por

ello, desarrollan un nuevo modelo para el tiempo de espera, llamado general bus stop model (GSM).

En primer lugar, se asume que cada l��nea a 2 A tiene una funci�on de tiempo de espera continua y

diferenciable !a(�), creciente en los 
ujos va, y que tambi�en incluye otros par�ametros de la l��nea, como

la frecuencia, capacidad, y la distribuci�on del intervalo entre llegadas. Luego, el tiempo de espera, para

un pasajero de tipo � 2 �, est�a dado por:

W�(v) =
1∑

a02A�
[!a0(va0)]

�1 ; 8a 2 A�; (2.11)

expresi�on que cumple siempre la condici�on intuitiva se~nalada.

Los autores desarrollan dos casos especiales para esta expresi�on del tiempo de espera. El primer caso

pertenece a la modelaci�on de este valor con restricci�on estricta de capacidad, donde asumiendo una

distribuci�on Erlang para el intervalo entre llegadas de buses, el tiempo de espera adopta la expresi�on:

W�(v) =
1∑

a02A�
[�a0 + 
a0va0=(ca0 � va0)]

�1 ; 8a 2 A�; (2.12)

donde �a y 
a son funciones dependientes de la frecuencia, capacidad y par�ametro de forma ka de

la distribuci�on Erlang. El segundo caso especial se re�ere a la modelaci�on del tiempo de espera sin

restricci�on de capacidad, donde proponen una aproximaci�on hiperb�olica del tipo:

W�(v) =

∑
a02A�

1

2fa0

[
1 +

1

ka0
+

(
 
va0

ca0

)�]�1 ; 8a 2 A�; (2.13)

donde  y � son par�ametros positivos que pueden ser calibrados en base a datos reales o por simulaci�on.

2.5. Modelo de Equilibrio Markoviano en Transporte Privado (MTE)

A continuaci�on, se describir�a el Modelo de Equilibrio Markoviano en Redes de Transporte Privado

(MTE), puesto que su formulaci�on se utilizar�a en el desarrollo de esta tesis.

2.5.1. Descripci�on del Modelo MTE

Los modelos de equilibrio en transporte privado describen la distribuci�on de la demanda a trav�es

de la red utilizando el principio de Wardrop, el cual indica que los usuarios utilizar�an aquellas rutas

m�as cortas para realizar sus viajes. Generalmente, el efecto de la congesti�on se introduce mediante

formulaciones de tiempos o costos generalizados en arcos, crecientes con los 
ujos. Por otro lado, los

modelos existentes pueden clasi�carse en deterministas, si los costos de las rutas percibidos por los
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usuarios se asumen id�enticos entre ellos; o estoc�asticos, si los costos son percibidos en forma particular

por cada usuario, que conduce a un modelo de elecci�on discreta de rutas.

Un primer enfoque para abordar este problema es la enumeraci�on de rutas. En forma determinista,

se calculan los costos de todas las rutas posibles, y se escoge la ruta �optima; y en forma estoc�astica,

se desarrolla una asignaci�on en rutas basada en modelos de elecci�on discreta como el logit o probit.

Desde el punto de vista de la modelaci�on, este enfoque tiene severas de�ciencias. La principal de

ellas es que se asume independencia entre las rutas, lo cual no siempre ocurre cuando hay segmentos

traslapados. Por otro lado, los modelos estoc�asticos tienen la particularidad de asignar 
ujo en todas

las rutas, a�un cuando los tiempos de viaje esperados de algunas de ellas sea muy grande. Por �ultimo,

para redes de gran tama~no en zonas urbanas, enumerar todas las rutas posibles para todos los pares

or��genes-destino puede resultar demasiado costoso en t�erminos computacionales.

Baillon y Cominetti (2008) consideran un enfoque que, aunque tambi�en se basa en un modelos de

elecci�on discreta, est�a incluido en un marco de programaci�on din�amica. La elecci�on de ruta no es un

problema que deba resolverse en un solo paso para todos los or��genes y destinos, sino que puede ser

un procedimiento resuelto secuencialmente mediante una selecci�on de arcos en cada nodo intermedio.

As��, el 
ujo de usuarios se asimila al comportamiento de una cadena de Markov dentro de la red,

por lo que este modelo es llamado Equilibrio Markoviano en Transporte Privado -MTE por sus

siglas en ingl�es-. Este enfoque permite modelar tanto formulaciones deterministas como estoc�asticas,

y no asume independencia entre rutas. Por �ultimo, una de las mayores ventajas es que se evita la

enumeraci�on de rutas para todos los pares OD.

2.5.2. Formulaci�on del Modelo MTE

El fundamento del modelo MTE es que los usuarios viajan a sus destinos mediante un proceso

secuencial de selecci�on de arcos, basado en un modelo de elecci�on discreta en cada nodo intermedio

que alcanzan en su viaje.

Sean los tiempos de viaje en arcos las variables aleatorias ~ta = ta + �a, donde ta es el valor

esperado del tiempo de viaje en el arco a, y �a el t�ermino estoc�astico, que representa la variabilidad de

las percepciones entre los conductores. Se asume que estos t�erminos tienen una distribuci�on continua,

donde E(�a) = 0. Luego, el tiempo �optimo de viaje entre del par id considerando todas las rutas

disponibles contenidas en el conjunto Rid est�a dado por

~�id = m��n
r2Rid

{∑
a2r

~ta

}
Dado un destino d , un usuario llega a un nodo i y compara (en forma estoc�astica) los tiempos

-o costos generalizados- de viaje usando cada uno de los arcos salientes del nodo i . Se de�ne ~zad al

tiempo o costo (estoc�atico) hasta el destino d utilizando el arco a, que corresponde a:

~zad = ~ta + ~�jad = zad + �ad (2.14)

donde zad = E(~zad) y E(�ad) = 0. El usuario selecciona aquel arco que tenga el menor tiempo entre

aquellos arcos salientes a 2 A+
i , seg�un su propia percepci�on. Este proceso lo va repitiendo en cada

nodo intermedio durante su viaje. Entonces, para cada destino d 2 D, existe una cadena de Markov
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subyacente en la red representada, donde para un nodo i 6= d , las probabilidades de transici�on est�an

dadas por:

pdi;j =

{
P(~zad � ~za0d ; 8a

0 2 A+
i ) si (i ;j) = a 2 A+

i

0 si no

mientras que el nodo destino es un estado absorbente de la cadena, i.e. P d
d;d = 1.

Basta saber con que la probabilidad de utilizar el arco a desde el nodo i puede expresarse como:

P(zad � za0d 8a
0 2 A+

i ) =
@'id
@zad

(zd) (2.15)

donde zd � (zad)a2A y 'id(�) son las funciones de tiempo esperado de viaje:

'id(zd) � E

(
m��n
a2A+

i

fzad + �adg

)
(2.16)

Estas funciones, que son no decrecientes por componente y c�oncavas, est�an determinadas por las

variables aleatorias �ad , y a su vez, por las variables �a. Las funciones que pertenecen a esta clase,

denotada por E , y en donde 'dd � 0, admiten una caracterizaci�on anal��tica, como se ver�a m�as adelante.

Con estos elementos, es posible describir las ecuaciones de Bellman de programaci�on din�amica, de

la forma ~�id = m��na2A+

i
~zad . Calculando el valor esperado a ambos lados de esta �ultima la ecuaci�on,

se tiene que: {
zad = ta + �jad

�id = 'id(zd)

las cuales pueden expresarse solo en t�erminos de las variables �id :

�id = 'id
(
(ta + �jad)a2A

)
: (2.17)

Por otro lado, sea xid el 
ujo esperado que entra al nodo i con destino d . A
+
i y A�i son los conjuntos

de arcos salientes y entrantes del nodo i respectivamente. Luego, la condici�on de conservaci�on de 
ujo

requiere que:

xid = gid +
∑
a2A�

i

vad (2.18)

donde gid es la demanda intr��nseca desde el nodo i al destino d . El 
ujo esperado xid se distribuir�a entre

los distintos arcos a siguiendo la relaci�on:

vad = xid � p
d
a : (2.19)

Las restricciones (2.18) y (2.19) pueden reescribirse utilizando una ecuaci�on vectorial:

xd = gd + P
txd (2.20)

donde P es la matriz que contiene las probabilidades que distribuyen el 
ujo xid . Luego, computan-

do las variables zad y las probabilidades en P , es posible resolver un sistema lineal de tipo sparse
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(I � P t)xd = gd para encontrar los 
ujos en cada arco.

Dada una familia de funciones 'id 2 E con ' � 0, y funciones estrictamente crecientes para los

tiempos en arcos sa : R! (0;1), el modelo MTE se formaliza con la siguiente de�nici�on:

De�nici�on 2.1 Un vector v 2 RjAj es un equilibrio Markoviano en transporte privado ssi va =∑
d2D vad donde los valores vad satisfacen las ecuaciones (2.18) y (2.19) de conservaci�on y dis-

tribuci�on de 
ujos respectivamente, junto con los tiempos esperados de viaje �id como soluci�on de

(2.17) para ta = sa(va).

Baillon y Cominetti (2008) utilizan, para pruebas en redes de gran tama~no, una formulaci�on de

tipo BPR para los tiempos en arcos para incluir el efecto de la congesti�on, y una formulaci�on de tipo

logit para la funci�on '(�) de par�ametros �id :

'id(x) = �
1

�id
ln

∑
a2A+

i

e��idzad

 (2.21)

obteniendo:

�id = �
1

�id
ln

∑
a2A+

i

e��idzad

 ; (2.22)

pda =
e��id (ta+�jad )∑

a02A+

i
e
��id (�a0+�ja0 d )

: (2.23)

El modelo MTE es su�cientemente 
exible para utilizar otras formulaciones para la asignaci�on. En

particular, es posible realizar asignaciones de tipo mixto, donde en ciertos nodos exista una asignaci�on

determinista, y en otros, estoc�astica. Adem�as, en el modelo pueden incluirse procesos de decisi�on

m�as complejos, como la elecci�on de modo y ruta simult�aneamente, as�� como tambi�en la posibilidad

de no realizar un viaje si se consideran demandas el�asticas: bastar��a con adicionar un arco de no-viaje

que conecte directamente el or��gen con el destino, con costo igual al inverso de la funci�on de demanda.

Un aspecto importante sobre el modelo de equilibrio markoviano de transporte privado es asegurar

su convergencia. Para ello, se requiere que los automovilistas lleguen a sus destinos durante un tiempo

�nito. Es decir, en el modelo no pueden existir tiempos esperados negativos dentro de la red, pues eso

implicar��a que cierto volumen de veh��culos se mantuviera cautivo dentro de ciertos ciclos, al tratar de

disminuir el tiempo de viaje entre un punto y otro. Por ello, Cominetti et al. (2012) indican que se

asegura la convergencia si el vector de tiempos en arcos t pertenece al conjunto

C =
{
t 2 RjAj : 9�̂ con �̂id < 'id

((
ta + �̂jad

)
a2A
)
8i 6= d

}
:

Adem�as, se indica que como las funciones 'di (�) son continuas, c�oncavas y no decrecientes por

componente, para cualquier t 0 > t se cumplir�a que t 0 2 C. Luego, si el vector de tiempos inicial t0

pertenece al conjunto C, cualquier vector con tiempos mayores a los iniciales asegurar�a que los tiempos

esperados no sean negativos, y por lo tanto, no existir�an ciclos dentro de la red.
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Como los valores contenidos en el vector de tiempos en arcos t est�an com�unmente de�nido por

dise~nos y condiciones viales existentes al momento de correr este tipo de modelos y son imposible

de modi�car sin intervenir la red vial -mediante la construcci�on de nueva infraestrctura, por ejemplo-,

para cumplir la restricci�on asociada al conjunto C se deben modi�car los par�ametros de las funciones

'di (�), que en el caso particular de distribuciones logit, concretamente signi�ca utilizar aquellos valores

de los par�ametros �id tal que el vector t obtenido pertenezca al conjunto C. Estos par�ametros tienen

una doble funci�on dentro del modelo: por un lado, muestran la valoraci�on del tiempo de viaje que

tienen los usuarios; y por otro, es el par�ametro que modi�ca -en forma inversamente proporcional- la

varianza de los tiempos de viaje al escoger un arco, zad , cuyo error sigue una distribuci�on Gumbel.

2.6. Modelos de Equilibrio con Elecci�on Modal

En la formulaci�on de modelos de equilibrio para redes multimodales, se observan avances impor-

tantes durante los �ultimos 25 a~nos (Florian, 1977; Florian y Spiess, 1983; Wong, 1998). Estos modelos

asumen que los pasajeros escoger�an, desde el nodo de origen, solo un modo -tambi�en llamados modos

puros- para hacer el viaje completo, por ejemplo, solo auto o solo bus. Por otro lado, utilizan una

formulaci�on logit para obtener la proporci�on de viajes en cada modo, de acuerdo al costo generalizado

de cada una de las alternativas modales.

Durante los �ultimos a~nos, la tendencia ha sido atraer pasajeros al transporte p�ublico y remover

autom�oviles de las calles, por lo que han proliferado en los n�ucleos urbanos los sistemas park'n ride,

donde la primera parte del viaje se realiza en autom�ovil, y luego el viaje es completado en alg�un otro

modo de transporte p�ublico -trenes, buses, o metro-. Estas opciones de viaje se denominan modos

combinados.

El incentivo a escoger estos modos combinados por parte de los pasajeros est�a relacionado con

la congesti�on en las calles, frecuencia y precio de los servicios de transporte p�ublico, as�� como tarifa

y la localizaci�on de los estacionamientos. La modelaci�on de equilibrio en redes que incluyan modos

combinados no ha sido una l��nea de investigaci�on con grandes desarrollos, y los modelos existentes

que toman en cuenta este aspecto en forma expl��cita son dos. En el primero, Florian y Los (1979)

desarrollaron un modelo que determina las matrices origen-destino para la primera parte de los modos

combinados, esto es, desde el hogar hasta el estacionamiento. El objetivo es predecir cambios en los


ujos dependiendo de las pol��ticas adoptadas en torno a los estacionamientos, tales como capaci-

dad, tarifa o infraestructura asociada. El segundo modelo que trata los modos combinados es el de

Fern�andez et al. (1994), donde se presentan algunos enfoques para formular un equilibrio en redes

incluyendo modos combinados, que indican la elecci�on de nodos de transferencia mediante un modelo

logit anidado. Pero, una de las desventajas de este modelo es que asume funciones de costos sim�etri-

cas, lo que reduce la gama de aplicaciones del modelo.

Para subsanar este �ultimo aspecto, Garc��a y Mar��n (2005) extienden el modelo previo para formu-

laciones de costos asim�etricas. Esto es relevante, pues ampl��a las aplicaciones del modelo hacia redes

en donde la congesti�on no tiene el mismo efecto en todos los arcos. Los autores utilizan tambi�en una

formulaci�on logit anidada en dos etapas: en la primera, se describe la elecci�on de modo por parte del

usuario, y en la segunda, la elecci�on del nodo de transferencia, pero asumen un principio determinista

de usuario que rige el modelo de elecci�on de ruta en cada modo, despreciando la variabilidad en la

percepci�on de los tiempos de viaje entre los usuarios.
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Cap��tulo 3

Modelo de Equilibrio Estoc�astico en
Transporte P�ublico (STE) e Integraci�on
con Transporte Privado

3.1. Introducci�on

Los modelos de asignaci�on y equilibrio de pasajeros en transporte p�ublico descritos en el cap. 2

coinciden mayormente al momento de representar el comportamiento de los pasajeros cuando abordan

buses en paraderos. Aquellos modelos asumen que los pasajeros minimizan su tiempo esperado total

de viaje, incluyendo tiempo de espera as�� como tiempo a bordo del veh��culo, lo que redunda en la

selecci�on de un conjunto de l��neas �optimas que se desprende a partir de este criterio.

Por otro lado, estos modelos incorporan un elemento importante: la inclusi�on de la congesti�on en

paraderos en las distintas formulaciones. La congesti�on est�a relacionada principalmente con la imposi-

bilidad de los pasajeros para abordar alg�un bus, dado que puede darse eventualmente el caso de que

no exista capacidad disponible dentro de �el una vez que �este ha llegado al paradero. Sin embargo,

tambi�en puede darse el caso que algunos pasajeros no aborden alg�un bus, a�un cuando aquel bus tenga

capacidad disponible. Este comportamiento podr��a explicarse por la propia percepci�on que tienen los

pasajeros sobre el sistema, y que puede diferir de su operaci�on real. Por ello, se hace necesario incluir

un efecto estoc�astico al momento de tomar la decisi�on de abordar un bus en el paradero dentro de

un modelo de equilibrio de transporte p�ublico con congesti�on, que re
eje este tipo de decisiones y

percepciones de los usuarios. Esta es la premisa del modelo que se formular�a en el actual cap��tulo, y

que lleva por nombreModelo de Equilibrio Estoc�astico en Transporte P�ublico -�o Stochastic Transit

Equilibrium, STE por sus siglas en ingl�es- (Cort�es et al., 2013).

El modelo STE es una extensi�on de la propuesta de Cominetti y Correa (2001) y de Cepeda et al.

(2006), donde se asume que los pasajeros escogen efectivamente aquellas l��neas que minimizan sus

tiempos esperados de viaje, es decir, los usuarios computan y escogen la hiperruta �optima. La esto-

casticidad del modelo est�a dada por la inclusi�on de una distribuci�on de probabilidades al momento de

abordar un bus de alguna l��nea en espec���co, y que puede caracterizarse por la frecuencia observada

o efectiva en el paradero en estudio, y los tiempos de viaje que conlleva la elecci�on de esta l��nea.

La formulaci�on genera un problema estoc�astico de l��neas comunes, en donde cada l��nea tiene una

probabilidad intr��nseca de ser escogida, a�un cuando el servicio que se ofrece sea excesivamente lento
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para alcanzar el destino requerido.

Por otro lado, el equilibrio en el modelo STE puede encontrarse en forma e�ciente, pues las

expresiones para el tiempo esperado a destino dan lugar a un sistema lineal de ecuaciones, lo que no

representa una mayor di�cultad para ser resuelto. Aqu��, se debe hacer la diferencia con otros modelos

de equilibrio, en donde es necesario computar la hiperruta �optima en forma previa antes de realizar

la asignaci�on de pasajeros (Spiess y Florian, 1989; Nguyen y Pallotino, 1988) o con los modelos de

equilibrio deterministas (Cominetti y Correa, 2001; Cepeda et al., 2006), donde se resuelve un conjunto

de ecuaciones generalizadas de Bellman, las cuales podr��an llegar a ser no triviales de resolver.

3.2. Modelo STE: L��neas Comunes

En esta secci�on, se formula el modelo STE para el caso de l��neas comunes, es decir, para un s�olo

par OD conectado por un conjunto de l��neas. Dentro de la formulaci�on, se incluye el concepto de

random incidence (Larson y Odoni, 1981), redundando en una formulaci�on general para el tiempo

medio de espera que experimenta un pasajero en una parada, dado que para computar este valor basta

con conocer la esperanza y la varianza del intervalo entre llegadas de buses.

Consideremos una red simple, formada por un nodo de origen O y un destino D, conectados por

un conjunto �nito de l��neas o arcos A, como se muestra en la �g. 3.1. Cada arco a 2 A representa

una l��nea de bus que sirve aquel �unico par OD, y es posible caracterizarlo por dos elementos. El

primero es el tiempo de viaje �jo ta 2 R+. El segundo es la frecuencia nominal de servicio de la l��nea,

�a. Sin embargo, hay casos en donde la capacidad limitada de los buses impide a algunos pasajeros

abordar un determinado veh��culo. Para modelar esta situaci�on, se asume que la frecuencia de cada

l��nea es posible representarla mediante una funci�on de frecuencia efectiva, denotada por fa, la cual es

continua y decreciente en el 
ujo total de la l��nea a, denotado por va. Luego, fa : [0;ca[! ]0;�a[, con

la propiedad de que es igual a la frecuencia nominal de la l��nea cuando no hay 
ujo en aquel arco, y

tiende a cero cuando se alcanza la capacidad ca de la l��nea, es decir, fa ! �a cuando va ! 0; y fa ! 0

cuando va ! ca (Cominetti y Correa, 2001).

O Do

o

o

a1

a2

an

Figura 3.1: Problema de L��neas Comunes

El modelo estoc�astico incorpora la probabilidad condicional pa de que un pasajero aborde un bus

de la l��nea a en el paradero, dado que aquel bus lleg�o a la parada:

pa = P(pasajero aborde bus de l��nea ajbus de la l��nea a est�a en la parada):
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Cada pasajero que desee viajar desde O hasta D compara el tiempo de viaje si es que aborda el bus

que est�a en la parada, respecto del tiempo total esperado si no aborda el bus, y se mantiene esperando

en el paradero hasta la llegada del pr�oximo bus:

si pasajero aborda el bus  tiempo de viaje ta;

si pasajero no aborda el bus  tiempo de viaje T .

Un supuesto fuerte detr�as de esta formulaci�on es que el proceso de llegadas se renueva completa-

mente cuando un bus llega a una parada en particular. Luego, bajo este supuesto, el tiempo esperado

total de viaje �d puede ser calculado como la suma entre el tiempo medio de espera en el paradero

hasta la llegada del primer bus Tw y el tiempo esperado de viaje Tv .

El t�ermino del tiempo medio de espera Tw est�a relacionado con el fen�omeno de random incidence.

Supongamos que llega un pasajero a un paradero, y que la llegada de buses a la misma parada es una

variable aleatoria Y con una distribuci�on gen�erica. Es posible demostrar que el tiempo medio de espera

Tw , medido como el lapso desde que llega el pasajero al paradero hasta que llega el primer bus -y que

en la literatura es denominado como random incidence- est�a dado por la expresi�on (Larson y Odoni,

1981):

Tw =
�2Y + E2[Y ]

2E[Y ]
(3.1)

donde E[Y ] y �2Y son la esperanza y la varianza de la variable aleatoria Y respectivamente.

El tiempo medio de viaje Tv considera la posibilidad de que un pasajero no aborde un bus en el

paradero, en cuyo caso aquel pasajero ocupar�a un tiempo medio extra T en completar su viaje. Si se

denota por pa a la probabilidad de que llegue un bus de la l��nea a antes que cualquier otro al paradero,

el tiempo esperado de viaje que transcurre desde que el primer bus abandona el paradero hasta que el

pasajero llega a destino es:

Tv =
∑
a

pa(pata + (1� pa)T ): (3.2)

Luego, el tiempo medio total de viaje T es la suma del tiempo de espera Tw y el tiempo de viaje

Tv .

T = Tw +
∑
a

pa(pata + (1� pa)T )

) T =
Tw∑
a papa

+

∑
a papata∑
a papa

: (3.3)

La expresi�on (3.3) representa el tiempo estoc�astico esperado total de viaje, desde el origen O hasta

el destino D, y depende mayoritariamente de la distribuci�on de las llegadas de los buses al paradero.

Esta es la formulaci�on gen�erica del modelo STE. Pueden asumirse distintas distribuciones para el

intervalo entre llegadas de buses: en la literatura exsistente, com�unmente se asume una distribuci�on

con intervalos constantes (Spiess y Florian, 1989) o distribuci�on exponencial negativa para aquel in-

tervalo (Cominetti y Correa, 2001; Cepeda et al., 2006) por su facilidad para incluirla anal��ticamente.

Sin embargo, tambi�en pueden incluirse otras distribuciones como una Cowan M3, que es similar a

una exponencial negativa, pero incluyendo t�erminos adicionales para representar apelotonamiento de
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buses. Una comparaci�on entre algunas distribuciones se analiza profundamente en la secci�on 3.4.

En lo que sigue, se asumir�a una distribuci�on de llegadas Poisson de buses -�o, lo que es lo mismo,

una distribuci�on exponencial negativa para el intervalo entre llegadas-, en donde para cada l��nea se

tiene un proceso de llegadas a tasa fa(va). Luego, es posible modelar la llegada de buses al paradero

como un solo proceso de llegadas Poisson a tasa
∑

a fa(va). La media y la varianza de este proceso

est�an dadas por:

E[Y ] =
1∑

a fa(va)
�2Y =

1(∑
a fa(va)

)2 : (3.4)

Reemplazando las expresiones de (3.4) en la ecuaci�on (3.1) de random incidence, resulta en un

tiempo medio de espera de un pasajero hasta la llegada del primer bus Tw dado por:

Tw =
1∑

a fa(va)
: (3.5)

Por �ultimo, considerando llegadas Poisson de buses al paradero, el tiempo medio de viaje T en la

expresi�on (3.3) desde O hasta D se transforma en:

T (v ;p) =
1∑

a fa(va)pa
+
∑
a

ta
fa(va)pa∑
a0 fa0(va)pa0

: (3.6)

Es posible reinterpretar la ecuaci�on (3.6) de la siguiente forma: 1∑
a fa(va)pa

es el tiempo medio de

espera que incorpora el elemento estoc�astico al momento de abordar el bus, mientras que el t�ermino
fa(va)pa∑
a0 fa0(va)pa0

es la probabilidad (absoluta) de abordar la l��nea a.

Ahora, considerando un 
ujo de pasajeros x > 0 que desea viajar desde O hasta D, notar que

este 
ujo se divide entre todas las lineas, tal que x =
∑

a2A va. Dado que la probabilidad absoluta

de abordar un bus de la l��nea a est�a dada por
fa(va)pa∑
a0 fa0(va)pa0

, entonces la asignaci�on de pasajeros en un

paradero puede calcularse mediante la siguiente expresi�on:

va = x
fa(va)pa∑
a0 fa0(va)pa0

8a 2 A: (3.7)

La formulaci�on desarrollada en (3.6) y la expresi�on (3.7) determinan un conjunto de ecuaciones

para v = (va)a2A y p = (pa)a2A. La soluci�on a este sistema resulta ser el equilibrio en transporte

p�ublico para una red simple conformada por un par OD. La demostraci�on de la existencia de este

equilibrio est�a contenida en Cort�es et al. (2013).

Por otro lado, la inclusi�on del factor de estocasticidad en el modelo, dada por la probabilidad

pa, determina dos casos que se estudiar�an a continuaci�on, seg�un cual sea la caracterizaci�on de este

elemento: el caso determinista y el caso estoc�astico.

Caso Determinista

Si la decisi�on de subirse o no a un bus, dado que ese bus est�a en el paradero, se toma en forma

determinista, entonces se tendr�a la siguiente expresi�on para pa:

pa =

{
0 si ta > �d

1 si ta � �d
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Es decir, los pasajeros hacen la comparaci�on entre el tiempo que se demorar�an hasta el destino

si se suben al bus, y el tiempo medio de viaje si se quedan en el paradero y esperan el siguiente.

Esta formulaci�on conduce al cl�asico paradigma de l��neas comunes (Chriqui y Robillard, 1975; De Cea

y Fern�andez, 1993). Este mismo caso, pero incluyendo congesti�on, fue desarrollado por Cominetti y

Correa (2001) y extendido por Cepeda et al. (2006).

Caso Estoc�astico

En este caso, la decisi�on de subirse al bus no se toma en forma determinista. Esto quiere decir que

existe una probabilidad condicional pa de subirse a un bus de la l��nea a, dado que un bus de esa l��nea

se encuentra en la parada. Se modelar�a esta probabilidad de la siguiente forma: sea pa una funci�on 'a
continua y estrictamente decreciente, que depende de la diferencia entre el tiempo de viaje de la l��nea

a y el tiempo medio de viaje �d , 'a : R!]0;1[:

pa � 'a(ta � �d): (3.8)

Introduciendo este tipo de formulaci�on para la probabilidad pa, ya no es posible obtener el tiempo

medio de viaje T como funci�on de (v ;p) tal como se demostr�o en (3.6). Luego, se de�nen las

condiciones de equilibrio en funci�on de la variable � , que representa el tiempo esperado de viaje

en equilibrio desde O hasta D. Agregando a lo anterior el sistema de ecuaciones (3.7), es posible

de�nir formalmente las condiciones de equilibrio del modelo STE.

De�nici�on 3.1 Un equilibrio estoc�astico de l��neas comunes es un par (v�;��) 2
∏

a2A[0;ca[�R+, tal

que

�� = T (v�;p);

v�a = x
fa(v

�
a )pa∑

a0 fa0(v
�
a0)pa0

8a 2 A;

pa = 'a (ta(v
�
a )� �

�) 8a 2 A:

3.3. Modelo STE: Formulaci�on General

En esta secci�on se formular�a el modelo de equilibrio estoc�astico en transporte p�ublico para una red

general, descrito tambi�en en Cort�es et al. (2013). Supongamos un grafo G = (N;A) que representa

una red gen�erica. Se denota ia y ja a los nodos cola y cabezal del arco a 2 A respectivamente; y se

denota A+
i = fa 2 A : ia = ig y A�i = fa 2 A : ja = ig a los conjuntos de arcos salientes y entrantes

del (al) nodo i 2 N.

El conjunto de destinos se denota D � N, y para cada d 2 D y para cada nodo i 6= d existe una

demanda �ja gid � 0 dada. El conjunto V := R
jAj�jDj
+ denota el espacio de los vectores de 
ujos arco-

destino, con componentes no negativas vad � 0, mientras que V0 es el conjunto de los 
ujos factibles

v 2 V tal que vad = 0 para todo a 2 A+
d y que satisface la siguiente restricci�on de conservaci�on de


ujo:

gid +
∑
a2A�

i

vad =
∑
a2A+

i

vad 8i 6= d: (3.9)

La formulaci�on propuesta admite que los tiempos de viaje a bordo ta y la frecuencia efectiva fa
dependan del vector de 
ujos v de la red, generalizando el modelo. En el primer caso, el tiempo a
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bordo podr��a no solo depender del 
ujo en el propio arco, sino tambi�en de los 
ujos aguas abajo en

la red. En el segundo, los tiempos de espera -caracterizados por la frecuencia de las distintas l��neas-

pueden verse afectados tanto por el 
ujo que aborda un bus como el que viene a bordo, consumiendo

parte de la capacidad de la l��nea.

Precisando la idea, se asume que cada arco a 2 A se caracteriza por una funci�on de tiempo a

bordo ta : V ! [0;ta[, donde ta es la cota superior, conocido como tiempo a 
ujo libre; y una funci�on

de frecuencia efectiva fa : V ! [0;+1[ que puede ser igual a +1 o �nita. En este �ultimo caso, para

cada arco se asume que fa ! 0, cuando se alcanza la capacidad de la l��nea, i.e., va =
∑

d vad ! ca
con fa(v) estrictamente decreciente con respecto a va cuando este valor es positivo.

El principio fundamental detr�as de la noci�on de equilibrio estoc�astico en transporte p�ublico es

similar al de�nido en los modelos deterministas de Cominetti y Correa (2001) y Cepeda et al. (2006)

en cuanto al procedimiento de elecci�on de arcos para conformar una ruta. Consideremos un pasajero

que viaja hacia el destino d y alcanza el nodo intermedio i en su viaje, como en la �g. 3.2. Para salir

desde el nodo i , el pasajero puede usar cualquier arco a 2 A+
i para alcanzar el pr�oximo nodo ja. Si el

pasajero toma el tiempo de viaje en el arco ta(v) y el tiempo esperado �jad desde el pr�oximo nodo ja
hasta d como �jos, entonces la decisi�on que enfrenta el pasajero en el nodo i es un problema de l��neas

comunes con un tiempo de viaje ta(v) + �jad y frecuencias efectivas fa que corresponden a cada l��nea

a 2 A+
i . La soluci�on de este problema estoc�astico de l��neas comunes determina el tiempo esperado

�id desde i hasta d . Esto genera un sistema lineal a trav�es de los nodos de la red, que resuelve los

tiempos �id 8i 2 N, dado un destino d . Luego, el modelo de equilibrio estoc�astico es un conjunto de

problemas estoc�asticos de l��neas comunes -uno para cada par id-, en conjunto con restricciones de

conservaci�on de 
ujos (ec. 3.9).

i do

o

o

ja

�jad

�id

ta(v)

Figura 3.2: Problema de L��neas Comunes en una Red General

Se de�ne el 
ujo entrante en el nodo i con destino d como:

xid(v) := gid +
∑
a2A�

i

vad : (3.10)

Para mantener consistente el modelo en cuanto a la continuidad de 
ujo, se �ja:

gdd = �
∑

i2D:i 6=d
gid (3.11)
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.

Con estos elementos, se indica a continuaci�on la de�nici�on formal del equilibrio STE.

De�nici�on 3.2 Un par de vectores de 
ujos factible y de tiempos esperados de viaje (v�;��) 2∏
a2A[0;ca[�R

jNj�jDj
+ es un Equilibrio Estoc�astico de Transporte P�ublico si 8d 2 D y 8i 2 N, con

i 6= d , se tiene:

��id =
1 +

∑
a2A+

i
pda fa(v

�)
(
ta(v

�) + ��jad
)

∑
a2A+

i
fa(v�)pda

;

v�ad = xid(v
�)

fa(v
�)pda∑

a2A+

i
fa(v�)pda

; 8a 2 A+
i ;

pda = '(ta(v
�)� ��jad � �

�
id) 8a 2 A+

i :

Las condiciones de equilibrio aqu�� expuestas son una adaptaci�on de las condiciones deterministas

desarrolladas en Cominetti y Correa (2001) y Cepeda et al. (2006). Sin embargo, una de las diferencias

principales del modelo determinista con respecto al modelo STE, es que este �ultimo no utiliza el

c�omputo de la estrategia �optima entre cada par OD previo a realizar la asignaci�on, pues todas las

l��neas tienen una probabilidad de ser escogidas -a�un en el caso en que los niveles de servicio de alguna

de ellas sea muy bajo con respecto a las otras, esta l��nea tendr�a una probabilidad pa baja, pero

mayor a 0-. Adicionalmente, debe notarse que no es necesario utilizar un enfoque de programaci�on

din�amica para el c�omputo de los tiempos esperados �id , pues la de�nici�on 3.2 determina un sistema

de ecuaciones lineales para la resoluci�on de estos valores, como se ver�a en mayor profundidad en el

cap��tulo 4, haciendo que la b�usqueda del equilibrio sea m�as simple.

3.4. An�alisis del Tiempo de Espera en Paraderos

En esta secci�on, se analizar�a el t�ermino del tiempo de espera en paraderos dentro del modelo STE.

Como ya se se~nal�o en la secci�on 3.2, el tiempo medio de espera de un pasajero que desea abordar

un bus est�a relacionado con el fen�omeno de random incidence. Este valor, denotado por Tw , queda

establecido por la expresi�on (3.2). Luego, el tiempo de espera estoc�astico T st
w que se obtiene desde

el modelo STE para una distribuci�on gen�erica de llegada de buses al paradero puede determinarse a

partir de la ec. (3.3):

T st
w =

Tw∑
a �papa

: (3.12)

Si bien el modelo STE se desarroll�o en un principio asumiendo una distribuci�on Poisson para la

llegada de buses, el modelo es su�cientemente 
exible para adoptar otras distribuciones, a partir de la

ecuaci�on anterior. Por ejemplo, es posible asumir una distribuci�on Cowan M3 para el intervalo entre

llegadas, cuya funci�on de distribuci�on acumulativa (cdf) es:

F (t) =

{
0 si t < �

1��e��(t��) si t � �
(3.13)

donde � es un par�ametro de tiempo m��nimo entre buses consecutivos -headway de seguridad-, � es

la proporci�on de los veh��culos no apelotonados -veh��culos libres-, y � es la tasa de llegada de buses
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al paradero. Luego, la distribuci�on Exponencial es un caso particular de la Cowan M3, que se obtiene

cuando no ocurre apelotonamiento de buses (� = 1) y el headway de seguridad es inexistente (� = 0).

Ahora, si cada una de las l��neas a tuvieran una distribuci�on de llegada Ya  Cowan(fa;�a;�),

entonces la llegada de buses al paradero entre un conjunto acotado de l��neas atractivas, dado que

un pasajero llega en un instante aleatorio, sigue una distribuci�on Y  Cowan
(∑

a fa;
∏

a�a;�
)
(ver

anexo A.1).

La esperanza y la varianza de la variable aleatoria Y est�an dadas por (Vasconcellos et al., 2012):

E[Y ] = � +

∏
a�a∑
a fa

�2Y =

∏
a�a(2�

∏
a�a)

(
∑

a fa)
2

: (3.14)

Adem�as, la probabilidad �pa de que llegue un bus de la l��nea a antes que cualquier otro al paradero

es (ver anexo A.2):

�pa =
∏
a0

�a0
�a∑
a0 �a0

(3.15)

Reemplazando las expresiones (3.14) y (3.15) en el tiempo de espera Tw de la ec. (3.2), y a su

vez, en el tiempo de espera estoc�astico de la ec. (3.12), se obtiene la siguiente expresi�on para T st
w :

T st
w =

2(
∏

a�a)(1 + �
∑

a fa) + (�
∑

a fa)
2

2(�
∑

a fa +
∏

a�a)
∏

a�a︸ ︷︷ ︸
!

�
1∑
a fapa

(3.16)

Luego, cuando el intervalo del tiempo entre llegadas de las l��neas de buses se asume Cowan M3,

el tiempo de espera estoc�astico di�ere en un factor ! de aquel escenario en donde tal intervalo dis-

tribuye Exponencial. Este factor puede ampli�car o disminuir el tiempo de espera con respecto a la

distribuci�on de llegadas Poisson original del modelo STE, como se discute m�as adelante en esta secci�on.

Para validar el tiempo de espera estoc�astico obtenido en la ec. (3.16), se realizaron dos tipos de

simulaciones. En la primera, se simula la operaci�on de un paradero aislado, con dos l��neas de buses, al

cual los pasajeros llegan seg�un una distribuci�on Poisson a tasa v . La capacidad residual de cada bus

que llega al paradero es una variable aleatoria uniforme entre 0 y C, y cada pasajero aborda un bus de

la l��nea a con una probabilidad condicional pa �ja, dado que un bus de aquella l��nea se detuvo en la

parada. Entonces, se calcula el tiempo promedio emp��rico de espera T sim
w entre todos los pasajeros, y

la partici�on entre l��neas �̂a.

En la segunda simulaci�on, se calcula el tiempo promedio estimado de espera de la l��nea a, T est
w;a ,

mediante la simulaci�on de cada l��nea por separado, en las mismas condiciones que la primera simulaci�on,

pero ahora la llegada de pasajeros distribuye Poisson a tasa va = �̂av seg�un sea la l��nea simulada. Por

�ultimo, se obtiene el tiempo promedio estimado de espera T est
w como:

T est
w =

(
1

T est
w;1

+
1

T est
w;2

)�1
(3.17)

Se �jaron distintas combinaciones para los par�ametros de frecuencia nominal �a, probabilidad

condicional de abordar pa y capacidad total de los buses C, haciendo un total de 126 instancias de

simulaci�on para cada una de las distribuciones se~naladas en la tabla 3.1, donde en cada instancia
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se simularon 10.000 llegadas de pasajeros. Se obtuvo una diferencia entre los tiempos simulados y

estimados de solo un 2,1% en promedio, validando la estimaci�on del tiempo de espera estoc�astico en

el modelo STE.

Tabla 3.1: Distribuciones Simuladas y Diferencia Promedio

entre Tiempo de Espera Simulado y Estimado

Distribuci�on � [min] � Diferencia Promedio

T sim
w y T est

w

Exponencial M1 0 1 1,79%

Cowan M3 2 1 2,13%

Cowan M3 2 0,9 1,92%

Cowan M3 2 0,8 1,91%

Cowan M3 2 0,6 2,80%

De las 126 instancias simuladas, para efectos de comparaci�on entre las distintas distribuciones, se

escogieron 10 de ellas bajo el criterio de variaci�on en las probabilidades pa. Estas instancias se precisan

en la tabla 3.2, manteniendo la misma frecuencia nominal para ambas l��neas: �a = 12[buses=hr ]. Los

tiempos de espera promedio simulados para estas instancias, con capacidades C iguales a 42, 80 y

160 [pax=bus] se muestran en las �gs. 3.3, 3.4 y 3.5 respectivamente.

Tabla 3.2: Instancias Comparables para Validaci�on de Tiempos de Espera

# Instancia Probabilidad

p1

Probabilidad

p2
1 1 1

2 1 0,8

3 0,8 0,8

4 1 0,5

5 1 0,4

6 0,8 0,5

7 0,8 0,4

8 0,5 0,5

9 0,5 0,4

10 0,4 0,4

De estos resultados, se desprende que el factor ! que modi�ca el tiempo de espera estoc�astico en

el modelo STE para las distribuciones Cowan M3 puede ser mayor o menor a 1, dependiendo de los

par�ametros que se le asignen a estas distribuciones, aumentando o disminuyendo el tiempo de espera

con respecto al escenario original con una distribuci�on exponencial para el intervalo de tiempo entre

llegadas de buses.

Imponiendo un headway m��nimo de seguridad y permitiendo una alta proporci�on de veh��culos libres

(Cowan M3 con � = 2, � � 0;8), ning�un bus llegar�a en un intervalo menor a ese headway, y los

tiempos de espera ser�an mayores para la proporci�on de pasajeros que, comparado a la situaci�on base

con distribuci�on exponencial, arriban al paradero cuando el intervalo entre llegadas de buses es igual

o menor al headway de seguridad.
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Por otro lado, dejando �jo el headway de seguridad, pero aumentando el apelotonamiento, -i.e.

disminuyendo el par�ametro � de proporci�on de veh��culos libres- los tiempos de espera son gradual-

mente menores. Esto ocurre porque la proporci�on de veh��culos apelonotonados -cuyos intervalos entre

llegadas tiende a igualarse al headway de seguridad- es mayor, y por tanto, la espera para los pasajeros

disminuye.

Por �ultimo, al realizar una comparaci�on de los tiempos de espera entre las instancias seleccionadas,

se observa una tendencia al alza de este valor mientras las probabilidades condicionales disminuyen.

Esto es totalmente esperable: cuando se introduce el efecto estoc�astico, habr�a pasajeros que aumen-

tar�an sus tiempos de espera porque tomar�an la decisi�on de no subirse al bus que est�a detenido en el

paradero, pre�riendo esperar el pr�oximo.

Los resultados obtenidos en t�erminos generales con las instancias de simulaci�on coinciden con las

ideas intuitivas que existen al modi�car la distribuci�on de llegadas de buses, introduciendo los efectos

de apelotonamiento y headway de seguridad. Adem�as, es evidente el efecto de aumentos en los tiempos

de espera al introducir la componente estoc�astica en la decisi�on de abordar un bus.
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Figura 3.3: Tiempos Medios de Espera

Simulados, Q = 42[pax=bus]
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Cowan M3 (� = 2;� = 0;6)

Figura 3.4: Tiempos Medios de Espera

Simulados, Q = 80[pax=bus]

3.5. Modelos Integrados de Equilibrio (IEM)

En esta secci�on se presentan dos versiones del Modelo Integrado de Equilibrio de Transporte P�ubli-

co y Privado (Integrated Equilibrium Model, IEM), tomando como base el modelo STE por un lado,

y el modelo MTE de Baillon y Cominetti (2008) por otro. Ambos modelos interact�uan a nivel de

infraestructura -pues ambos modos podr��an utilizar el mismo espacio f��sico en el contexto urbano-, y

tambi�en a nivel de partici�on modal, pues existe una parte de la poblaci�on que tiene opci�on de escoger

en cual modo realizar el viaje, o incluso combinar ambos.

En primer lugar, se resolver�a el caso particular en donde los usuarios de transporte privado tienen

la posibilidad de escoger los llamados modos puros, es decir, utilizar solo el autom�ovil para realizar sus

viajes; o dejarlo en sus hogares y utilizar solo el transporte p�ublico. En una segunda parte, el modelo
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Figura 3.5: Tiempos Medios de Espera

Simulados, Q = 160[pax=bus]

previo se extender�a hacia la elecci�on de modos combinados, donde se agrega la opci�on en los cuales

los usuarios con disponibilidad de auto pueden realizar la primera parte de sus viajes en este medio, y

luego, en alg�una estaci�on intermedia de transferencia, realizar la segunda parte del viaje en transporte

p�ublico, como en los sistemas de park & ride que han proliferado en algunas ciudades alrededor del

mundo, como una manera de evitar la congesti�on vehicular dentro de zonas urbanas e incentivar el

uso e�ciente del transporte p�ublico.

3.5.1. Modelo Integrado con Elecci�on de Modos Puros (IEM-PM)

El modelo integrado con elecci�on de modos puros -denotado por la sigla IEM-PM- permite obtener

una asignaci�on de equilibrio entre la red de transporte p�ublico -basado en el modelo STE- y la red de

transporte privado -basado en el modelo MTE-, aprovechando la misma plataforma en la cual est�an

dise~nados ambos modelos.

La idea detr�as del modelo IEM es la siguiente: los usuarios con disponibilidad de autom�ovil realizan

una elecci�on modal en el nodo de or��gen, antes de comenzar el viaje. Estos usuarios tienen la posibilidad

de escoger si utilizar el auto, manteni�endose en esta red, o utilizar el bus, traspas�andose a la red de

transporte p�ublico. A su vez, los usuarios que s�olo tienen disponibilidad de bus son usuarios cautivos

de esta �ultima red.

La elecci�on modal para los usuarios que tienen la opci�on de escoger el modo se realiza mediante

una funci�on logit, que toma en cuenta los costos generalizados de viajar en una u otra red, funci�on

denotada por Um
id para el or��gen i y el destino d en el modo m, con m 2 fB;Cg que representan

los modos bus y auto respectivamente. La funci�on de costo generalizado o funci�on de utilidad modal

puede contener los tiempos de viaje esperados �mid de la red respectiva, los costos monetarios de uti-

lizar cada modo -tarifa, precio del combustible, etc.- y una serie de otros aspectos que involucran la

elecci�on modal, como el confort o hacinamiento en los veh��culos.

Sea GB
id la variable que denota la cantidad de usuarios que solo tienen disponibilidad de bus entre
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el par id , y sea GC
id la variable que denota la cantidad de usuarios que pueden escoger libremente entre

el auto o el bus para realizar el viaje en aquel par. Luego, en el equilibrio, las demandas en ambas

redes que alimentan los modelos STE y MTE respectivamente, son las siguientes:

gB�id = GB
id + G

C
id �

eU
B�
id

eU
B�
id + eU

C�
id

(3.18)

gC�id = GC
id � G

C
id �

eU
B�
id

eU
B�
id + eU

C�
id

(3.19)

Notar que la expresi�on GC
id �

e
UB�
id

e
UB�
id +e

UC�
id

representa la cantidad total de usuarios que, observando los

costos generalizados de viajar en ambas redes, pre�eren utilizar el bus, y traspasarse desde la red de

transporte privado a la de transporte p�ublico. Gr�a�camente, la partici�on modal en las distintas redes

se muestra en la �g. 3.6.

i d Red MTE

Red STE

g
C�

id

g
B�

id

Figura 3.6: Partici�on Modal de IEM-PM en Redes MTE y STE

3.5.2. Modelo Integrado con Elecci�on de Modos Combinados (IEM-CM)

La extensi�on natural del modelo previo es la inclusi�on de modos combinados, en el cual un usuario

que tiene disponibilidad de auto podr��a escoger realizar la primera parte del viaje en este medio, de-

jarlo estacionado en alguna estaci�on intermedia de transferencia dispuesta para ese �n, y desde all��,

completar el viaje en transporte p�ublico hasta el destino �nal. As�� operan los modelos de park & ride

implementados en algunas ciudades, donde las estaciones de transferencia se ubican generalmente en

la periferia de la ciudad, para incentivar la utilizaci�on del transporte p�ublico dentro de ellas y as�� dis-

minuir los niveles de congesti�on de veh��culos en las calles mas c�entricas. Esta extensi�on del modelo

IEM se denotar�a por la sigla IEM-CM.

Alrededor del mundo, una gran cantidad de ciudades cuentan desde hace d�ecadas con esquemas

de park & ride. Por ejemplo, en la ciudad de Oxford, en el Reino Unido, se implement�o un esquema

que conecta cinco estacionamientos en la periferia con un sistema de buses hacia el centro de la

ciudad. Este mismo esquema fue replicado en la d�ecada pasada por la ciudad de Norwich, tambi�en

en el Reino Unido, la cual cuenta con seis sitios de estacionamiento. Tambi�en, el tren ha sido otro

de los modos de transporte p�ublico que han funcionado en forma exitosa en conjunto con sitios de

estacionamiento, como en las ciudades de Bristol, Tiverton y Didcot en el Reino Unido. Y en Estados

Unidos, destaca la ciudad de Boston, la cual cuenta con estacionamientos conectados tanto al sistema

de trenes interurbanos como a la red de metro.
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Para modelar este tipo de elecci�on modal, se utilizar�a la formulaci�on logit jer�arquica de Garc��a

y Mar��n (2005), donde la decisi�on del modo de viaje incluye simult�aneamente la elecci�on del esta-

cionamiento donde hacer la transferencia entre el auto y el sistema de transporte p�ublico, si se ha

escogido realizar el viaje en un modo combinado. Sin embargo, al existir una correlaci�on fuerte entre

las opciones de modos combinados, que comparten ciertos atributos que de�nen la elecci�on modal,

como son la tarifa del estacionamiento o la incomodidad del trasbordo, el supuesto de alternativas

independientes que sustenta el modelo logit multinomial no es aplicable en ese caso. Luego, se justi�ca

utilizar una estructura logit jer�arquica en estos casos de elecci�on modal.

Sea m el modo, con m 2 fB;C;Pg para los modos bus, auto y modo combinado respectiva-

mente, y sea KP � D el conjunto de nodos de transferencia dispuestos en la red vial para realizar el

traspaso desde el autom�ovil hacia el transporte p�ublico. La localizaci�on de los estacionamientos es �ja.

Se denota por gPid;k a la cantidad total de usuarios que viajan entre el or��gen i y el destino d

en el modo combinado P , y que escogen el nodo de transferencia k 2 KP . Esquem�aticamente, la

desagregaci�on de la demanda debido a la elecci�on modal de los usuarios con disponibilidad de auto

entre las diferentes opciones se muestra en la �g. 3.7, donde cada nivel representa una decisi�on que

aquellos usuarios deben tomar.

Elecci�on de Modo

Elecci�on de Estacionamiento

GC
id

gC�
id

gB�

id
gP�
id

...gP�
id;1

gP�
id;k

Figura 3.7: Arbol de Decisi�on entre Distintos Modos y Estaciones de Transferencias

Al igual que en el modelo integrado con modos puros, en el modelo que incorpora los modos combi-

nados se debe realizar una elecci�on primaria del modo a utilizar, considerando los costos generalizados

de cada opci�on. Sea 
mid la probabilidad de escoger el modo m para viajar entre el par id . Entonces:


mid =
eU

m�
id∑

m02fB;C;Pg e
Um0�
id

(3.20)

Los costos generalizados en el caso de los modos puros tienen la misma expresi�on utilizada en el

modelo IEM-PM, donde ac�a solo falta estimar el costo generalizado de escoger el modo combinado.

Sea UP
id;k la funci�on del costo generalizado de utilizar el modo combinado entre el par id y utilizando

el nodo de transferencia k . Esta funci�on puede depender, adem�as de los tiempos de viajes esperados

tanto en auto como en el bus, de otros aspectos como seguridad del estacionamiento, comodidad,

accesibilidad, tarifa, etc. Luego, la estimaci�on del m��nimo de los costos generalizados entre todos

los nodos de transferencia existentes, que �nalmente ser�a el costo generalizado de escoger el modo

combinado, puede hacerse mediante una formulaci�on log-suma de la forma:
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UP�
id =

1

�P
ln

∑
k2Kp

e�P �U
P�
id;k

 (3.21)

donde �P pondera la importancia de la percepci�on del costo generalizado en la elecci�on del nodo de

transferencia, o tambi�en se puede interpretar como el par�ametro de escala de la distribuci�on Gumbel

que rige en el nivel inferior del logit jer�arquico.

Para aquellos usuarios que escogen el modo combinado, la probabilidad de elegir el nodo k como

transferencia es entonces:


Pid;k =
e�P �U

P�
id;k∑

k 02KP
e
�P �UP�

id;k 0

(3.22)

Finalmente, la demanda entre el par id en los modos auto y bus son:

gB�id = GB�
id + 
Bid � G

C
id (3.23)

gC�id = 
Cid � G
C
id (3.24)

y la cantidad total de usuarios que escogen el modo combinado entre el par id y que utilizan el nodo

de transferencia k es:

gP�id;k = 
Pid;k � 

P
id � G

C
id︸ ︷︷ ︸

gP�
id

(3.25)

Gr�a�camente, la partici�on modal en las distintas redes para el modelo IEM-CM se muestra en la

�g. 3.8.

i k d Red MTE

Red STE

g
C�
id

g
P�
id;k

g
B�

id

g
P�
id;k

Figura 3.8: Partici�on Modal Modelo IEM-CM en Redes MTE y STE

En s��ntesis, se desarroll�o un modelo de equilibrio estoc�astico de pasajeros en transporte p�ublico,

introduciendo la incertidumbre que tienen los usuarios frente a las condiciones existentes en un sistema

de transporte p�ublico. Por otro lado, se propusieron dos versiones para conformar un modelo integrado

de equilibrio en transporte p�ublico y privado basado en los modelos STE y MTE respectivamente, los

cuales interact�uan entre s�� a nivel de la demanda: hay una proporci�on de usuarios que pueden escoger

el modo que utilizar�an para sus viajes (IEM-PM) o incluso combinarlos (IEM-CM), por lo que existe

un volumen de demanda que es traspasada desde la red de transporte privado hacia la de transporte
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p�ublico por el modelo integrado. En el pr�oximo cap��tulo, se discutir�an aspectos de implementaci�on,

tanto del modelo STE como del modelo integrado IEM, y se analizar�an resultados en redes peque~nas,

para observar como se comportan los modelos frente a cambios param�etricos; como el rendimiento

en redes de gran tama~no de una ciudad real.
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Cap��tulo 4

Algor��tmos de Soluci�on y Resultados
Emp��ricos

En este cap��tulo se presenta, en primer lugar, el algoritmo de resoluci�on del equilibrio STE, para

luego aplicarlo en ciertos experimentos num�ericos con una red peque~na, para probar el comportamiento

del modelo y la e�ciencia del algoritmo de resoluci�on. Luego, se integra este algoritmo con un m�odulo

de resoluci�on del modelo MTE, para obtener un equilibrio conjunto entre transporte p�ublico y privado

correspondiente al modelo IEM. Adem�as, se analizan algunos resultados emp��ricos y rendimiento de

la implementaci�on de estos algoritmos en redes de gran tama~no.

4.1. Implementaci�on STE

El algoritmo propuesto en esta secci�on permite encontrar el equilibrio de pasajeros para el modelo

estoc�astico en transporte p�ublico. El modelo STE contiene dependencias cruzadas entre los t�erminos

del tiempo esperado de viaje �id , las probabilidades de abordar un bus pa, las frecuencias efectivas

fa, los tiempos en arcos ta y los 
ujos arco-destino vad . Por ello, el algoritmo b�asicamente trata de

resolver de un problema de punto �jo entre estos valores, que est�an interrelacionados entre s�� bajo la

de�nici�on 3.2 de equilibrio estoc�astico y la ecuaci�on (3.9) de conservaci�on de 
ujo.

El algoritmo est�a basado en el M�etodo de Promedios Sucesivos (Method of Sucesive Averages,

MSA), el cual es un m�etodo iterativo (She�, 1985). En cada ciclo n del m�etodo, se genera una

asignaci�on de 
ujo inducido v̂ , y se promedia mediante un ponderador �n 2 [0;1] con la asignaci�on

obtenida en la iteraci�on anterior vn�1, obteniendo un nuevo vector de 
ujos vn. Al �nal de cada

ciclo, se computa la diferencia entre las normas euclidianas normalizadas de los vectores de 
ujos v̂

y vn�1, deteni�endose cuando esta diferencia se encuentre por debajo de un criterio de convergencia

previamente de�nido.

Antes de analizar el algoritmo en forma m�as profunda, se describe en la siguiente subsecci�on una

construcci�on auxiliar de la red, la cual es necesaria para la implementaci�on del algoritmo de equilibrio

STE.

4.1.1. Red Extendida

Para poder implementar en forma consistente el algoritmo STE, adem�as de ser capaces de realizar

un seguimiento a los 
ujos resultantes y veri�car las condiciones de conservaci�on de 
ujo, se debe
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describir en detalle la operaci�on del transporte p�ublico y de los pasajeros al momento de abordar o

descender de un bus. Para ello, es necesario a~nadir nodos y arcos auxiliares a la red original. Esta red

se denota como red extendida.

T��picamente, las codi�caciones de las redes de transporte p�ublico contienen dos tipos de nodo: los

centroides, que representan las zonas urbanas desde donde se genera y se atrae demanda, y los pa-

raderos, que es donde los buses se detienen f��sicamente a recoger y dejar pasajeros. Para los primeros,

en el algoritmo STE se crea un nodo centroide d 2 Nz , y para los segundos, se crea un nodo de parada

s 2 Ns , representando el paradero. Luego, por cada l��nea l que se detenga en el nodo de parada s, se

crea un nodo de l��nea hls 2 Nl adicional. Al conjunto completo de nodos de la red extendida se denota

por N = Nz [ Ns [ Nl .

La topolog��a original de la red contempla arcos de caminata entre los centroides y las paradas

cercanas a �el, con frecuencias efectivas fa = 1, pues estos arcos est�an siempre disponibles una vez

que el pasajero decide ir hasta el paradero, y no tienen tiempo de espera asociado. El tiempo de viaje

en estos arcos es igual al tiempo de caminata entre el centroide y el paradero.

Por otro lado, la red original se extiende agreg�andole arcos de subida (s;hls) y arcos de bajada

(hls ;s) por cada l��nea l que se detenga en la parada s. En los arcos de subida la frecuencia es igual a

la frecuencia efectiva fa que tenga la l��nea correspondiente en aquella parada, mientras que a priori,

el tiempo de viaje ta en estos arcos se asume despreciable e igual a cero, aunque el modelo es

su�cientemente 
exible para poder �jar valores mayores a cero en caso de incluir, por ejemplo, tiempos

de transferencia en paraderos. A su vez, los arcos de bajada tienen tiempos de viaje ta = 0 por la misma

raz�on que en el caso anterior, y frecuencia efectiva fa = 1, pues un pasajero no tendr�a que esperar

para descender de un bus, una vez que �este se ha detenido en un paradero. Por �ultimo, se agrega a

la topolog��a de la red original arcos a bordo (hls ;h
l
s 0) para cada segmento de l��nea existente entre los

nodos consecutivos s y s 0 en la ruta de la l��nea l , con tiempos de viaje correspondientes a aquellos

computados entre paraderos en la red original, y frecuencia efectiva fa = 1. Una representaci�on

gr�a�ca de una parada con una l��nea y conectada a un centroide se muestra en la �g. 4.1.

h
l

s 00 h
l
s

h
l

s 0

sd

Nodo de L��nea

Nodo de ParadaCentroide

A Bordo

fa =1; ta > 0

A Bordo

fa =1; ta > 0

Bajada

fa =1

ta = 0

Subida

fa <1

ta = 0

Caminata

fa =1;ta > 0

fa =1;ta > 0

Figura 4.1: Representaci�on de una Parada en la Red Extendida

Notar que para los nodos de l��nea, todos los arcos salientes -arcos de bajada y a bordo-, tienen

frecuencia efectiva in�nita, al igual que en los nodos centroides, donde los arcos de caminata presentan

tales caracter��sticas. En estos casos, el t�ermino para el tiempo esperado en equilibrio ��id de la de�nici�on
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3.2 se reformular�a de la siguiente forma: se reemplazan los t�erminos fa(v
�) = f1 para todos los arcos

salientes desde ese nodo, y luego se toma el l��mite con respecto a f1 !1. Es decir:

��id = l��m
f1!1

1 +
∑

a2A+

i
pda f1

(
ta(v

�) + ��jad
)

∑
a2A+

i
f1pda

=

∑
a2A+

i
pda

(
ta(v

�) + ��jad
)

∑
a2A+

i
pda

; 8i 2 Nz [ Nl : (4.1)

As�� mismo, la expresi�on de 
ujos arco-destino de la de�nici�on 3.2 tambi�en se reformular�a para los

nodos centroide y de l��nea como sigue:

v�ad = l��m
f1!1

xid(v
�)

f1pda∑
a2A+

i
f1pda

= xid(v
�)

pda∑
a2A+

i
pda
; 8a 2 A+

i ; 8i 2 Nz [ Nl : (4.2)

Por otro lado, los nodos de parada presentan arcos salientes que combinan frecuencias �nitas e

in�nitas. Para utilizar las expresiones de la de�nici�on 3.2, es necesario hacer la siguiente consideraci�on

en el algoritmo: cuando se est�e resolviendo el problema para el destino d , se comprueba en cada nodo

de parada si el centroide d es inmediatamente contiguo. En ese caso, se suprimen los arcos de subida

desde aquel nodo, pues se asume que los pasajeros son racionales y no se subir�an a alg�un otro bus,

sino que caminar�an desde el paradero hacia el centroide de destino. Al contrario, si ninguno de los

centroides contiguos al nodo de parada corresponde al destino d analizado, entonces se suprimen los

arcos salientes de caminata desde este nodo de parada, obligando a los pasajeros a abordar alg�un otro

bus para llegar a destino. Gr�a�camente, estas modi�caciones se muestran en la �g.4.2, con los arcos

suprimidos en color rojo.

Con lo anterior, es posible utilizar las expresiones de la de�nici�on 3.2 si todos los arcos salientes

tienen frecuencia �nita, o las expresiones condensadas (4.1) y (4.2) cuando todos los arcos salientes

tienen frecuencia in�nita.

d

Centroide

xid

Centroide es Destino d

Paradero

L��nea

fa =1

fa =1

fa <1

fa =1

k

Centroide

xid

Centroide NO es Destino d

Paradero

L��nea

fa =1

fa =1

fa <1

fa =1

Figura 4.2: Modi�caci�on de Red para Nodos de Parada

Para efectos de notaci�on en este cap��tulo, [�i j ] denotar�a la matriz de incidencia en la red extendida,

de manera que:

�i j =

{
1 si existe arco a = (i ;j)

0 si no
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Con la de�nici�on de la red extendida ya se~nalada, se describir�a a continuaci�on c�omo computar

el equilibrio para el modelo STE. Para ello, es necesario precisar c�omo se determinan los tiempos

esperados de viaje �id en la red, de�nir formas funcionales para las probabilidades condicionales pda , y

por �ultimo, c�omo se obtiene el vector de 
ujo inducido, dado un par de vectores de tiempos esperados

y de probabilidades.

4.1.2. Resoluci�on de Tiempos Esperados de Viaje

Los tiempos esperados de viaje �id se resuelven mediante un sistema de ecuaciones lineales. En

cada nodo i 2 N de la red extendida, y para cada destino d 2 D, se cuenta con la expresi�on para �id
descrita en la de�nici�on 3.2. En el caso en que i sea un nodo de parada y el destino d no es contiguo

a i , reordenando los t�erminos de la de�nici�on 3.2, se obtiene:∑
i2A+

i

fa(v)p
d
a (�id � �jad) = 1 +

∑
i2A+

i

fa(v)p
d
a ta(v); 8i 2 Ns con �id = 0: (4.3)

Si i es un nodo de l��nea, nodo centroide, o nodo de parada contiguo a d , entonces para todos los

arcos salientes de i se cumple que fa(v) ! 1. Luego, la expresi�on para �id de la de�nici�on 3.2, se

convierte en la ecuaci�on (4.1). Reordenando t�erminos:∑
i2A+

i

pda (�id � �jad) =
∑
i2A+

i

pda ta(v); 8i 2 Nz ;Nl y 8i 2 Ns con i 6= d ^ �id = 1: (4.4)

Para el caso i = d , el modelo exige que �dd = 0. Dado lo anterior, y para evitar una sobredeter-

minaci�on del sistema lineal de ecuaciones para los tiempos esperados, esta relaci�on no se incluye en

su resoluci�on. Entonces. las expresiones (4.3) y (4.4) conforman un sistema lineal de ecuaciones de

tama~no N � 1� N � 1, el que entrega los valores �id con i 6= d , para un vector de 
ujos v dado. El

sistema puede ser resuelto mediante librer��as o paquetes computacionales ya existentes, que obtienen

un vector de soluciones en forma e�ciente. Para efectos de prueba, en esta tesis se utiliz�o una licencia

acad�emica de la librer��a PARDISO (Schenk et al., 2007, 2008) programado en lenguaje C++, y que

puede descargarse en http://www.pardiso-project.org.

4.1.3. Probabilidad Condicional de Abordar un Bus

Como se mencion�o en la secci�on 3.2, el modelo de equilibrio estoc�astico incorpora la probabilidad

de que un pasajero aborde un bus de la l��nea a, dado que un bus de esa l��nea se detuvo en el paradero.

Para el caso de una red general, esta probabilidad denotada por pda , es una funci�on continua y estric-

tamente decreciente ' : R!]0;1[, que depende de la diferencia entre la suma del tiempo de viaje de

la l��nea a, ta, y el tiempo esperado desde el siguiente nodo �jad por un lado; y el tiempo total esperado

de viaje �id por otro, tal como se indica en la de�nici�on 3.2.

Existen varias formas de de�nir las funciones ', siempre que cumplan con las condiciones de

continuidad y decrecimiento estricto. Adem�as, hay una condici�on que asegura existencia del equilibrio

STE en el caso de l��neas comunes, con un par OD y n l��neas paralelas (Cort�es et al., 2013):

s'0a(s) + 'a(s) > 0 8s 2 R (4.5)
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Sin embargo, existen otras de�niciones para la funci�on ' que, aunque no cumplan la condici�on

4.5, igualmente convergen a un equilibrio estoc�astico en transporte p�ublico en el caso general -con

m�as de un par OD-, como se ver�a en la secci�on 4.2. Algunos ejemplos para estas funciones son:

pda � '
d
a (ta + �jad � �id) =

1

1 + e�(ta+�jad��id )
; 8a 2 A; 8d 2 D; � 2 R+; (4.6)

o tambi�en:

pda � '
d
a (ta + �jad � �id) =

1

2
+

arctan(�(ta + �jad � �id))

�
; 8a 2 A; 8d 2 D; � 2 R+: (4.7)

Para efectos de pruebas de los algor��tmos de soluci�on STE, se ocupar�a la formulaci�on (4.6), la

cual es conocida como una formulaci�on de tipo log��stica. En este caso, el par�ametro � representa el

grado de estocasticidad de un pasajero al momento de abordar un bus que est�a actualmente en la

parada, o quedarse en ella y esperar el siguiente. Todo esto, para re
ejar la variabilidad por parte de

los usuarios frente a la elecci�on de rutas en sistemas de transporte p�ublico. En el l��mite, cuando � se

hace muy grande, se recupera el caso determinista, donde pda = f0;1g. Esto se observa en la �g. 4.3,

donde se ha gra�cado la formulaci�on log��stica para distintos valores de �.

�20 �15 �10 �5 0 5 10 15 20

0

0;2

0;4

0;6

0;8

1

ta + �jad � �id [min]

P
ro
b
a
b
ili
d
a
d
p
d a

� = 30

� = 4

� = 1

� = 0;5

� = 0;3

� = 0;2

Figura 4.3: Formulaci�on Log��stica para Probabilidad de Abordar un Bus, pda

Notar que pda ! 1 a medida que la diferencia entre ta + �jad y �id se hace muy negativa; es decir,

si el tiempo promedio al esperar por el proximo bus supera por mucho al tiempo de viaje si se aborda el

bus que est�a actualmente en el paradero. Esto �ultimo es intuitivo: un pasajero no esperar��a el siguiente

bus si el tiempo total esperado de viaje -que incluye el tiempo de espera- es mucho m�as alto que

tomar el bus que est�a en el paradero, y preferir��a entonces tomar este �ultimo para llegar a destino.

Por otro lado, si el tiempo promedio al esperar el pr�oximo bus y el tiempo de viaje si se aborda el bus

que est�a actualmente en el paradero es el mismo, entonces el pasajero es indiferente entre subirse al

bus o quedarse en el paradero esperando el siguiente, por lo que la probabilidad de abordar es 0,5.
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4.1.4. Resoluci�on del Flujo Inducido

En esta secci�on, se analiza la resoluci�on de la asignaci�on de 
ujo resultante o vector de 
ujo

inducido v̂ para un destino d , dado un par de vectores de frecuencias efectivas y de probabilidades

condicionales de abordar un bus en cada arco. Se introduce esta notaci�on para diferenciar estos valores

del vector de 
ujos �nales v de cada iteraci�on del algoritmo MSA (ver alg. 4.1).

Para cualquier nodo i 2 N de la red extendida, se debe cumplir la restricci�on de conservaci�on de


ujo descrita en (3.9). Por otro lado, la asignaci�on inducida en arcos se realiza mediante la siguiente

expresi�on:

v̂ad = x̂id(v)
fa(v)p

d
a∑

a02A+

i
fa0(v)p

d
a0

; 8a 2 A+
i : (4.8)

Reemplazando la ecuaci�on (4.8) en la expresi�on de conservaci�on de 
ujo (3.9), entonces:

x̂id(v) = gid +
∑
a2A�

i

x̂iad
fa(v)p

d
a∑

a02A+

ia

fa0(v)p
d
a0︸ ︷︷ ︸

v̂ad

; 8i 2 N (4.9)

donde el nodo ia es el nodo cola de cada arco entrante a en el nodo i , como se muestra esquem�atica-

mente en la �g. 4.4.

ia i
a

a
0

a
0

Figura 4.4: Esquema Sistema Lineal de Ecuaciones para el Flujo Inducido

Recordar que en el caso de nodos centroide, de l��nea, o de parada contiguo a destino, se debe

tomar l��mite de las expresiones (4.8) y (4.9) con respecto a fa ! 1 para integrarlos al algoritmo

STE. Las expresiones de (4.9) de�nen para cada destino d 2 D un sistema de ecuaciones lineales

de tama~no N � N para el 
ujo saliente inducido desde el nodo i con destino d , x̂id , el cual puede

resolverse mediante los mismos paquetes computacionales descritos en la secci�on anterior. Luego, con

estos valores ya resueltos, se realiza la asignaci�on inducida en arcos v̂ad como indica la ecuaci�on (4.8).

4.1.5. Algoritmo STE

Con la de�nici�on de la red extendida en transporte p�ublico, el c�omputo de los valores esperados del

tiempo de viaje, la caracterizaci�on de la funci�on de probabilidad para abordar un bus, y la resoluci�on del


ujo inducido, se cuenta con los elementos necesarios para presentar el algoritmo STE, que encuentra

el equilibrio de pasajeros en transporte p�ublico, mediante el Algoritmo 4.1.

Cabe destacar que existen diversos m�etodos para de�nir el tama~no del paso �n de MSA en cada

iteraci�on. Es posible asegurar la convergencia del m�etodo MSA en el algoritmo 4.2 si el tama~no del
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Algoritmo 4.1 Implementaci�on del Modelo de Equilibrio Estoc�astico en Transporte P�ublico (STE)

1: Realizar una asignaci�on inicial v0 para cada arco.

2: Fijar n  0.

3: repeat

4: Fijar n  n + 1.

5: Computar frecuencias efectivas f na = fa(v
n�1).

6: Computar tiempos de viaje tna = ta(v
n�1).

7: for all destino d 2 D do

8: Resolver sistema lineal de ecuaciones:

�nid =
1 +

∑
a2A+

i
f na p

d
a � (t

n
a + �

n
jad
)∑

a2A+

i
f na p

d
a

8i 2 Ns con �id = 0

�o bien,

�nid =

∑
a2A+

i
pda � (t

n
a + �

n
jad
)∑

a2A+

i
pda

8i 2 Nz ;Nl y 8i 2 Ns con i 6= d ^ �id = 1

9: Computar probabilidades pda = '(tna + �
n
jad
� �nid).

10: Computar 
ujos inducidos en arcos:

v̂ad = xid
f na p

d
a∑

a02A+

i
f na0p

d
a0

8i 2 Ns con �id = 0

�o bien:

v̂ad = xid
pda∑

a02A+

i
pda0

8i 2 Nz ;Nl y 8i 2 Ns con �id = 1

11: end for

12: Actualizar asignaci�on de 
ujos vn = (1� �n)v
n�1 + �nv̂ .

13: until
jjv̂�vn�1jj

jjv̂ jj < �.

paso �k satisface las siguientes condiciones (She�, 1985):

1∑
n=1

�n =1 (4.10)

1∑
n=1

�2
n <1 (4.11)

Com�unmente, el valor considerado para esta metodolog��a algor��tmica en la literatura es el de

�n = 1
n . Sin embargo, para las diferentes redes evaluadas, se utilizaron distintas formulaciones para

este par�ametro, que si bien no cumplen las condiciones (4.10) y (4.11), igualmente convergen hacia

el equilibrio. Dependiendo del tama~no y la topolog��a de la red, la formulaci�on que alcanza una conver-

gencia m�as r�apida que las otras var��a, como se ver�a en las instancias evaluadas con el algoritmo en la

siguiente secci�on.
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4.2. Experimentos STE

En esta secci�on se describen y analizan algunos experimentos num�ericos que permiten observar el

comportamiento del modelo STE con los correspondientes equilibrios obtenidos. En primer lugar, se

implementa el algoritmo STE en una red simple con l��neas comunes, para realizar una comparaci�on

entre el equilibrio que se obtiene con el modelo estoc�astico y el modelo determinista (Cominetti y

Correa, 2001; Cepeda et al., 2006). Luego, se analizan instancias en una red de tama~no medio,

correspondiente a la ciudad de Sioux Falls, en EE.UU., que permite comparar c�omo cambian las

estrategias y segmentos de ruta escogidos por los usuarios, en base a distintos grados de estocasticidad.

Finalmente, se prueba el algoritmo STE en una red real de transporte p�ublico, perteneciente a la ciudad

de Iquique, Chile.

4.2.1. Experimento STE en L��neas Comunes

La red que se ocupa para la implementaci�on del algoritmo STE en el caso de l��neas comunes ser�a la

misma de Cepeda et al. (2006), para comparar su modelo determinista con el modelo estoc�astico de-

sarrollado en esta tesis. La red se conforma de tres nodos, entre los cuales existe demanda de pasajeros

entre tres pares OD. Se ejecutan dos corridas de ambos modelos: el primero corresponde al caso no

congestionado, con bajos niveles de demanda entre los pares OD y el otro, es el caso congestionado,

donde se aumenta fuertemente el nivel de demanda para uno de esos pares. Ambas redes se ejemplif-

ican en la �g. 4.5, donde en cada arco se registran las demandas gid para cada par OD, en unidades

de [pax=hr ].

A B C

Caso No Congestionado

10 10

100

A B C

Caso Congestionado

10 10

350

Figura 4.5: Volumen de Demandas para Ejemplo STE L��neas Comunes, en [pax=hr ]

La red de Cepeda et al. (2006) cuenta con dos l��neas de transporte p�ublico. Una l��nea expresa que

s�olo sirve el par AC, y otra l��nea local que recorre los tres nodos, tal como se muestra en la �g. 4.6.

Las frecuencias nominales y capacidades de las l��neas, adem�as de los tiempos de viaje en arco en cada

caso -constantes para este ejemplo- se presentan en las tablas 4.1 y 4.2.

A B C
Local AB Local BC

Expreso AC

Figura 4.6: L��neas de Transporte P�ublico para Ejemplo STE L��neas Comunes

La frecuencia efectiva fa(v) para los arcos de subida utilizada es la mostrada en la ecuaci�on (2.7)

de Cepeda et al. (2006), con un exponente � = 0;2, y la formulaci�on para la probabilidad de abordar

un bus pda es la de tipo log��stica (ec. 4.6), para una gama amplia de valores del par�ametro �. La
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Tabla 4.1: Par�ametros de L��neas de Buses para Ejemplo STE L��neas Comunes

L��nea Frecuencia

[buses=hr ]

Capacidad

[pax=hr ]

Expreso 16 320

Local 6 120

Tabla 4.2: Par�ametros de Segmentos para Ejemplo STE L��neas Comunes

Segmento Tiempo de Viaje [min]

Expreso 24

Local AB 20

Local BC 20

precisi�on del algoritmo para esta instancia es de � = 1 �10�9, y el par�ametro MSA utilizado es �n =
1
n .

Los 
ujos en equilibrio del modelo STE y la comparaci�on con el modelo determinista de Cepeda

et al. (2006) se reportan en la tablas 4.3 y 4.4.

Tabla 4.3: Flujos en Equilibrio de Ejemplo STE L��neas Comunes, Caso No Congestionado

Segmento Cepeda et al. (2006) � = 30 � = 10 � = 1 � = 1
4 � = 1

16

Expreso 84.3 84.1 84.0 83.4 82.8 81.0

Local-AB 25.7 25.9 26.0 26.6 27.2 29.0

Local-BC 25.7 25.9 26.0 26.6 27.2 29.0

Tabla 4.4: Flujos en Equilibrio de Ejemplo STE L��neas Comunes, Caso Congestionado

Segmento Cepeda et al. (2006) � = 30 � = 10 � = 1 � = 1
4 � = 1

16

Expreso 260.5 260.5 260.5 260.5 260.5 260.8

Local-AB 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 99.2

Local-BC 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 99.2

En el caso no congestionado, los resultados muestran una cierta in
uencia del par�ametro �: cuan-

do este valor es alto, el modelo STE se acerca al equilibrio obtenido por el modelo determinista, lo

cual es un resultado esperado, pues en el l��mite, cuando � es muy grande, se recupera la formulaci�on

determinista para la probabilidad pda . En cambio, cuando el valor de � es bajo, los pasajeros tienen una

percepci�on distinta a la operaci�on real del sistema, producto del efecto estoc�astico, e incrementando

la asignaci�on de 
ujo en la l��nea local.

Para el caso congestionado, se observa que el valor de � no in
uye mayormente en los resultados,

y el equilibrio STE es pr�acticamente id�entico al obtenido por el modelo determinista.

Luego, con este ejemplo, es posible observar que el modelo estoc�astico produce asignaciones m�as

dispersas que el modelo determinista, para escenarios de baja congesti�on. En cambio, en escenarios
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de alta congesti�on, ambos modelos producen asignaciones similares, independiente del valor de �, lo

cual habla de la generalidad del modelo estoc�astico.

4.2.2. Experimentos STE en Redes de Gran Tama~no

El algoritmo STE tambi�en fue testeado en algunas redes de mayor tama~no. En primer lugar, se

tom�o como base la red de transporte privado de la ciudad de Sioux Falls en el estado de Dakota del

Sur, EE.UU., de Bar-Gera (2011), pero aplicando aquella codi�caci�on de red como si perteneciera a

un sistema de transporte p�ublico de tipo metro. Por otro lado, se prob�o el modelo STE en la red real

de transporte p�ublico de la ciudad de Iquique, en el norte de Chile.

Sioux Falls, SD (EE.UU.)

La red de transporte privado de Sioux Falls tiene 24 nodos y 76 arcos unidireccionales, como se

muestra en la �g. 4.7. Para efectos de pruebas del modelo STE en esta red, se asumi�o la matriz de

viajes de transporte privado contenida en Bar-Gera (2011) como la matriz de transporte p�ublico, que

totalizan 360.600 [v iajes=hr ]. Cada nodo de la red genera y atrae demanda, por lo que cada uno de

ellos es un nodo de parada y centroide a la vez.

Se dise~naron cuatro l��neas bidireccionales de transporte p�ublico. Cada l��nea tiene una frecuencia

nominal de �l = 30[tren=hr ] y una capacidad de cl = 1500[pax=tren]. La red dise~nada, basada en

una red de ferrocarril urbano, se muestra en la �g. 4.8, donde solo se representan los nodos de parada.

1 2

3 4 5 6

9 8 7

12 11 10 16 18

17

14 15 19

23 22

13 24 21 20

Figura 4.7: Red Original de Transporte Privado en

Sioux Falls

1 2

3 4 5 6

9 8 7

12 11 10 16 18

17

14 15 19

23 22

13 24 21 20

Figura 4.8: Dise~no de L��neas de Transporte

P�ublico en Sioux Falls
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Al implementar el algoritmo STE en Sioux Falls, los n�umeros de nodos y arcos utilizados en la

codi�caci�on de la red se muestran en la tabla 4.5. Notar que el t�ermino arcos en la red real se re�ere

a segmentos de l��nea entre dos paraderos consecutivos, mientras que en el caso de la red extendida

de�ne un segmento de l��nea, un arco de subida o bajada, o un arco de caminata.

Tabla 4.5: Tama~no de Red Sioux Falls en Modelo STE

Tipo de Red Centroides Paraderos Nodos Totales Arcos

Real 24 24 48 70

Extendida 24 24 102 210

Se probaron un conjunto de instancias para la red de Sioux Falls, en donde la �unica diferencia

es el parametro � de la funci�on de probabilidad de abordar un bus, pda , utilizando una formulaci�on

log��stica (ec. 4.6). Luego, lo que var��a entre las distintas instancias es la estocasticidad en la toma

de decisiones por parte de los usuarios. La formulaci�on de frecuencia efectiva es la de Cepeda et al.

(2006) (ec. 2.7), con exponente � = 5;0. Adem�as, el criterio de convergencia se �j�o en � = 10�9 y el
ponderador MSA es �n =

1
n . Las instancias probadas alcanzaron el criterio de convergencia en torno

a 250 interaciones, con un tiempo de ejecuci�on de 80 segundos1.

Para el an�alisis de resultados obtenidos en la red de Sioux Falls, es posible realizar comparaciones

entre instancias deterministas y estoc�asticas si se de�nen algunos indicadores de dispersi�on de 
ujos

en equilibrio en la red. En principio, en las instancias altamente deterministas los usuarios tienden a

escoger en forma mayoritaria la hiperruta m��nima, ocasionando que aquellos arcos o segmentos con-

tenidos en esta hiperruta resulten con 
ujos v�ad > 0, mientras que en aquellos arcos que pertenecen

a hiperrutas sub�optimas, v�ad = 0. Entonces, se de�ne el grado de uso de red, denotado  B
d , como el

cociente entre el n�umero de segmentos de l��nea utilizados en la red para alcanzar el destino d , y el

n�umero total de segmentos de l��nea disponibles. No entran en este an�alisis los arcos de caminata o de

subida/bajada, pues lo que interesa es analizar la operaci�on del transporte p�ublico.

Un segmento o arco utilizado es aquel que cumple v�ad > 0. Sin embargo, como se trata de im-

plementaciones y resoluciones num�ericas, se considera para este ejemplo que un segmento utilizado

es aquel que cumple v�ad > � � 0. En el caso de Sioux Falls, � = 0;5[pax=hr ].

Para ejempli�car esto �ultimo, se gra�can los segmentos utilizados para el destino d = 10 en un

caso altamente determinista (� = 30) en la �g. 4.9; y otro caso de alta estocasticidad (� = 0;5) en la

�g. 4.10. En ellos, se aprecia que el uso de la red aumenta fuertemente, pasando de un patr�on basado

en hiperruta m��nima en el caso determinista, con  B
10 = 0;46, hacia el caso estoc�astico en donde el


ujo est�a m�as disperso, utilizando una mayor cantidad de segmentos, pues ahora el grado de uso de

red indica  B
10 = 0;91.

Otro indicador interesante de analizar para observar la dispersi�on de 
ujos es la diferencia relativa

Dd existente entre los vectores de 
ujo en equilibrio del caso determinista con respecto al caso

estoc�astico para el destino d . Este indicador se calcula de la siguiente manera:

Dd =
kvdetd � v insd k

kvdetd k
; (4.12)

1CPU Intel Core 2 Quad Q6600 @ 2.4GHz y RAM 3.5GB
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donde vdetd es el vector de 
ujo-destino en equilibrio para el caso determinista, y v insd es el vector

de 
ujo-destino en equilibrio para cualquier otra instancia comparable, ambos para el destino d en

an�alisis, y cambiando s�olo el nivel de estocasticidad en cada instancia.

Por otro lado, tambi�en es posible aplicar este indicador sobre el vector de 
ujos totales por arco,

para observar variaciones generales en la red:

�D =
kvdet � v insk

kvdetk
(4.13)

Por �ultimo, para observar si las diferencias entre instancias de los vectores 
ujo-destino y tambi�en

de los vectores de 
ujos totales son estad��sticamente signi�cativas, se realiza la prueba estad��stica

t-test para muestras pareadas, comparando los vectores obtenidos en cualquier instancia con respecto

a los vectores de 
ujos en la situaci�on determinista. En esta prueba, la hip�otesis nula indica que la

diferencia componente a componente de los vectores vdetd y v insd tiene una media igual a cero, con una

varianza desconocida, a un nivel de signi�cancia est�andar de 5%. En otras palabras, si con la prueba

estad��stica se obtiene un p-valor mayor a 0,05, se acepta la hip�otesis nula. En caso contrario, se rec-

haza esta hip�otesis, encontr�andose diferencias estad��sticamente signi�cativas entre ambos vectores.

Esta misma idea se aplica a la diferencia de los vectores de 
ujos totales vdet y v ins .

Los resultados obtenidos para distintas instancias en la red de Sioux Falls, junto con los indicadores

se~nalados anteriormente, se muestran en la tabla 4.6 cuando se analizan los resultados para el des-

tino d = 10. Adem�as, a modo de gra�car la in
uencia de la estocasticidad sobre otras variables del

modelo, se incluy�o el valor del tiempo esperado de equilibrio �B�1;10 desde el or��gen 1 hasta el destino

10 de la red, el cual va aumentando progresivamente mientras aumenta la estocasticidad del modelo

STE. El resultado es esperable, pues si se aumenta la estocasticidad, los usuarios integran otras es-

trategias sub�optimas para viajar entre este par OD y que tienen tiempos de viaje mayores al m��nimo,

obtenido en el caso determinista. Por lo tanto, el tiempo esperado recoge este efecto, aumentando

su valor. Por otro lado, con la prueba estad��stica t-test realizada, se encuentra que en el intervalo

� 2 [30;1] no existen diferencias signi�cativas en los 
ujos de equilibrio obtenidos, pudi�endose asegurar

que cuando se �ja el par�ametro � en ese intervalo se replican los resultados obtenidos con la instancia

determinista. Mientras, cuando � < 1;0, los vectores de 
ujo-destino obtenidos en estas instancias

de tipo estoc�asticas tienen diferencias signi�cativas con respecto a la instancia determinista, pues el

t-test arroja p-valores muy bajos -mucho menores a 0,05- en estas instancias probadas. Por �ultimo, la

dispersi�on de 
ujos con respecto al caso determinista tambi�en se re
eja en el aumento de la diferencia

relativa D10 cuando se incrementa la estocasticidad del modelo.

Los resultados e indicadores para la red general, basado en los vectores de 
ujo v , se muestran en la

tabla 4.7. El promedio del grado de uso de la red para todos los destinos � B aumenta progresivamente

mientras se aumenta la estocasticidad, correlacionada con la dispersi�on de 
ujos �D re
ejada en aquellas

instancias. En las instancias altamente estoc�asticas, la dispersi�on de 
ujos es tan alta que, en promedio,

casi la totalidad de los segmentos de l��nea de la red son utilizados por un volumen de 
ujo-destino

mayor a cero. Por �ultimo, al igual que en el an�alisis anterior para el destino d = 10, la prueba estad��stica

t-test arroja que si � � 1 los vectores de 
ujo resultantes no di�eren signi�cativamente del vector

de 
ujo resultante en la instancia determinista, mientras que si � < 1 ya se encuentran diferencias

estad��sticamente signi�cativas.
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Tabla 4.6: Resultados e Indicadores STE para destino d = 10 en Red Sioux Falls

� �B�1;10[min] D10 Estad. t10 p-valor

30,0 28,73 { { {

15,0 28,73 0,00 -0,375 0,709

8,0 28,74 0,01 -0,379 0,706

4,0 28,82 0,01 -0,536 0,594

2,0 29,22 0,03 -0,498 0,621

1,0 30,14 0,06 -0,637 0,526

0,5 32,20 0,11 -2,289 0,025

0,3 35,67 0,21 -4,541 < 0;001

0,2 40,77 0,32 -6,694 < 0;001

Tabla 4.7: Resultados e Indicadores Generales STE en Red Sioux Falls

� � B �D Estad. t p-valor

30,0 0,44 { { {

15,0 0,44 0,00 -0,305 0,761

8,0 0,46 0,00 -0,310 0,758

4,0 0,49 0,01 -0,620 0,538

2,0 0,65 0,05 -0,716 0,476

1,0 0,93 0,09 -1,237 0,221

0,5 0,96 0,14 -4,909 < 0;001

0,3 0,96 0,29 -11,295 < 0;001

0,2 0,96 0,51 -17,982 < 0;001

Iquique, Chile

La red real de transporte p�ublico de la nortina ciudad de Iquique, en Chile, contiene 72 zonas o

centroides y 485 paraderos, adem�as de 2.118 segmentos de l��nea unidireccionales. La red pertenece

al periodo Punta Ma~nana (PM), calibrada para el a~no 1998, con un total de 5.449 viajes/hr en el

periodo entre todos los pares OD. Toda la codi�caci�on y par�ametros de la red fue proporcionada por

la Secretar��a de Plani�caci�on de Transportes (SECTRA), dependiente del Ministerio de Transportes

y Telecomunicaciones del Gobierno de Chile. Algunos indicadores relevantes del tama~no de red para

la ciudad de Iquique se muestran en la tabla 4.8.

Tabla 4.8: Tama~no de Red Iquique PM A~no 1998 en Modelo STE

Tipo de Red Centroides Paraderos Nodos Totales Arcos

Real 72 485 557 2118

Extendida 72 485 2711 7144

En la ciudad de Iquique, se prob�o una instancia del modelo STE, con un valor de � = 0;5 para

la probabilidad condicional pa de abordar un bus, la cual tiene una formulaci�on logistica, y una pre-

cisi�on de � = 10�4. Sin embargo, se impuso un n�umero m�aximo de 100 iteraciones. Los vol�umenes

de 
ujos en equilibrio obtenidos por el algoritmo STE pueden verse gr�a�camente en la �g. 4.11. Cabe
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Figura 4.9: Segmentos de L��nea Utilizados en

Equilibrio Determinista STE en Sioux Falls.

� = 30 y  B
10 = 0;46
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Figura 4.10: Segmentos de L��nea Utilizados en

Equilibrio Estoc�astico STE en Sioux Falls.

� = 0;5 y  B
10 = 0;91

mencionar que todas las zonas codi�cadas est�an conectadas a una o m�as paradas cercanas mediante

arcos de caminata, arcos que no se muestran en la �g. 4.11, as�� como tampoco se muestran los arcos

�cticios de subida/bajada de la red extendida utilizada por el algoritmo STE; s�olo est�an desplegados

los arcos viales de la red, en los cuales se han agregado los 
ujos y tambi�en las capacidades de ca-

da segmento de l��nea entre cada par de nodos adyacentes para gra�car el grado de saturaci�on de la red.

Los mayores vol�umenes de 
ujo se observan en la zona centro de Iquique -zona superior izquierda

del plano de la ciudad-, y tambi�en en los ejes norte-sur. Por otro lado, no se observan grandes aglome-

raciones desde la localidad de Alto Hospicio, n�ucleo suburbano adyacente a Iquique que se encuentra

en la zona oeste de la ciudad.

Para obtener el equilibrio con el algoritmo STE en la red de Iquique, se probaron distintos valores

para el paso �n de MSA. El que tuvo mejores resultados, medidos como la mayor precisi�on en las 100

iteraciones de�nidas previamente, es el par�ametro �n = 1
ln(n) , como se muestra en la �g. 4.12. En

esta instancia, el algoritmo alcanza una norma de 10�12, con un tiempo de ejecuci�on del algoritmo de

40 mins2. Tambi�en se prob�o una instancia en esta red con el parametro MSA �n = 0;125 que, aunque

no cumple con las condiciones de aseguramiento de convergencia expuestas en las ecuaciones (4.10)

y (4.11), el algoritmo de todas formas converge hacia el mismo equilibrio encontrado mediante otros

par�ametros MSA que s�� cumplen con aquellas condiciones.

2CPU Intel Core 2 Quad Q6600 @ 2.4GHz y RAM 3.5GB
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Figura 4.11: Equilibrio STE Red Iquique PM A~no 1998
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Figura 4.12: Evoluci�on de la Norma MSA en Algoritmo STE en Red Iquique PM A~no 1998

4.3. Implementaci�on IEM

Dado que el modelo IEM-PM es una instancia particular del modelo m�as general IEM-CM, la im-

plementaci�on de un algoritmo para resolver el equilibrio en un modelo integrado multimodal se dise~na

para la versi�on m�as gen�erica. La estructura que utiliza la implementaci�on de IEM-CM es la siguiente:
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se trata de un algoritmo iterativo basado en MSA donde en primer lugar, para tiempos esperados de

viaje dados en ambas redes, deben identi�carse cuales son los niveles de demanda en cada una de ellas,

a trav�es de un modelo de partici�on modal, y luego, con aquellas demandas, resolver submodelos de

equilibrio en cada modo. Por un lado, para resolver el subequilibrio de transporte p�ublico, ya se cuenta

con el algoritmo STE descrito y probado en la secci�on 4.1. Por otro, se debe adicionar un m�odulo para

resolver el subequilibrio de transporte privado, para el cual se utilizar�a un algoritmo del modelo MTE

basado en la misma plataforma que el algoritmo STE, pues ambos modelos son bastante similares en

sus elementos caracter��sticos. Gr�a�camente, la implementaci�on del modelo IEM-CM puede observarse

en el diagrama de 
ujo de la �g. 4.13, mientras que la resoluci�on paso a paso del modelo se describe

en el algoritmo 4.2, junto con los m�odulos de resoluci�on de STE y MTE en los algoritmos 4.3 y 4.4

respectivamente. Por supuesto, para implementar el modelo IEM-PM basta con que el subconjunto

de nodos de estacionamiento se de�na como KP = f;g.

Redes Tpte. P�ublico/Privado
Fijar k  0

Asignaci�on Inicial vB;0; vC;0

Fijar k  k + 1

Partici�on Modal gm
id
8m y gP

id;k
8k

Computar frecuencias f ka = fa(vk ) 8a

y tiempos de viaje tka = ta(vk ) 8a

Resolver STE

8d

Resolver MTE

8d

norma < �? vC�
ad

;vB�

ad

si

no

Figura 4.13: Implementaci�on del Algoritmo IEM-CM

Notar que en el paso 5 del algoritmo 4.2, se adiciona un modelo gen�erico de partici�on modal

para ambos modos considerados, y tambi�en para el modo combinado. En el paso 7, se computan los

tiempos de viaje para los veh��culos en la red de transporte privado, los cuales ya contienen los 
ujos

de buses utilizados en la rutas �jas de transporte p�ublico de esta �ultima red. A su vez, el modelo

STE utiliza los tiempos de viaje en arcos de la red MTE, asumiendo que los buses operan en tr�a�-

co mixto. Sin perjuicio de ello, tambi�en es posible adicionar arcos en la red de transporte p�ublico

con tiempos propios, modelando de esta forma los corredores exclusivos del modo bus o adicionando

l��neas de metro o trenes urbanos, los cuales no comparten infraestructura vial con el transporte privado.
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Algoritmo 4.2 Implementaci�on del Modelo de Integrado de Equilibrio con Elecci�on de Modos Combi-

nados (IEM-CM)

1: Realizar una asignaci�on inicial vC;0 y vB;0 en ambas redes

2: Fijar n  0.

3: repeat

4: Fijar n  n + 1.

5: Modelo de Partici�on Modal: gB;nid ; gC;nid ; gP;nid;k

6: Computar frecuencias efectivas f na = fa(v
B;n�1).

7: Computar tiempos de viaje tC;na = ta(v
C;n�1).

8: Resolver equilibrio STE (ver alg. 4.3)

9: Resolver equilibrio MTE (ver alg. 4.4)

10: until

√∑
a(�v

B;n+1
a ��vB;n

a )2
∑

a �v
B;n
a

� � y

√∑
a(�v

C;n+1
a ��vC;na )2

∑
a �v

C;n
a

� �.

Adicionalmente, se debe hacer hincapi�e en que los m�odulos de resoluci�on de STE y MTE -en los

pasos 8 y 9 del algoritmo 4.2- pueden ejecutarse en forma simult�anea, y resolver equilibrios parciales

para ambos modelos en forma separada, en caso de contar con equipamiento computacional que as�� lo

permita.

Nota: en ciertas ocasiones, la convergencia de MSA no es mon�otona. Esto ocurre porque la

direcci�on de descenso puede apuntar en una direcci�on tal que la norma aumenta en algunas iteraciones,

o porque el paso, dado por el valor �n, est�a �jado a priori, y puede exceder la ponderaci�on �optima de

descenso (She�, 1985). Un criterio de convergencia que en general es mon�otonamente decreciente

puede obtenerse si se promedian las medidas de los 
ujos durante las �ultimas q iteraciones. En este

caso, si �vna denota el 
ujo promedio en la iteraci�on n:

�vna =
1

q

(
vna + vn�1a + :::+ vn�q+1

a

)
(4.14)

entonces el criterio de convergencia puede basarse en la similaridad de los 
ujos, por ejemplo:√∑
a(�v

n+1
a � �vna )

2∑
a �v

n
a

� �: (4.15)

Notar que este criterio es utilizable cuando el n�umero de iteraci�on n es mayor al par�ametro q. En

aplicaciones, q = 3 es un valor su�ciente.

Uno de los cambios sustanciales entre el algoritmo que resuelve el equilibrio del modelo STE (al-

goritmo 4.1) y el m�odulo que resuelve este mismo modelo dentro del algoritmo de IEM-CM (algoritmo

4.3), es que en el primero, en cada iteraci�on s�olo se realiza una asignaci�on, en base a un vector de

frecuencias efectivas y tiempos en arco dados al comienzo de la iteraci�on, no estando en equilibrio los

tiempos esperados junto con las probabilidades por arco. En cambio, en el m�odulo STE del algoritmo

IEM-CM se busca un equilibrio parcial en cada iteraci�on. Este cambio, que fue intoducido luego de

las pruebas realizadas en redes de gran tama~no descritas en detalle en la secci�on 4.4.2, posibilita,

en desmedro de aumentar el tiempo de ejecuci�on en cada iteraci�on del algoritmo, encontrar el equi-

librio global del modelo en un menor n�umero de iteraciones, aumentando en t�erminos generales el

rendimiento del algoritmo IEM-CM.
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Algoritmo 4.3 M�odulo STE dentro de Algoritmo IEM-CM

1: for all destino d 2 D do

2: Fijar l  0.

3: Fijar probabilidades p0;da = 'di (t
B;n
a + �B;njad

� �B;nid ).

4: repeat

5: Fijar l  l + 1.

6: Resolver sistema lineal de ecuaciones:

�B;lid =
1 +

∑
a2A+

i
f na p

l�1;d
a � (tB;na + �B;ljad

)∑
a2A+

i
f na p

l�1;d
a

8i 2 Ns con �id = 0

�o bien,

�B;lid =

∑
a2A+

i
pl�1;da � (tB;na + �B;ljad

)∑
a2A+

i
pl�1;da

8i 2 Nz ;Nl y 8i 2 Ns con �id = 1

7: Computar probabilidades pl ;da = 'di (t
n
a + �

B;l
jad
� �B;lid ).

8: until
jj�B;l

id
��B;l�1

id
jj

jj�B;l
id
jj < �.

9: Fijar pn;da = pl ;da
10: Computar 
ujos inducidos en arcos:

v̂ad = xBid
f na p

n;d
a∑

a2A+

i
f na p

n;d
a

8i 2 Ns con �id = 0

�o bien:

v̂ad = xBid
pn;da∑

a2A+

i
pn;da

8i 2 Nz ;Nl y 8i 2 Ns con �id = 1

11: end for

12: Actualizar asignaci�on de 
ujos vB;n = (1� �n)v
B;n�1 + �nv̂ .

4.4. Experimentos IEM

En esta secci�on, se abordan dos experimentos num�ericos para probar el algoritmo IEM realizados

sobre redes ya descritas durante la implementaci�on del algoritmo STE en secciones anteriores de este

cap��tulo. El primer experimento se re�ere a la prueba del algoritmo IEM-PM en la red de Sioux Falls,

donde se analizar�a como se comporta la elecci�on modal de esta red cuando los tiempos esperados de

viaje en los modos puros disponibles -solo auto o solo bus- aumentan su estocasticidad. El segundo

experimento se re�ere a a implementaci�on del algoritmo IEM-CM en la red de Iquique, adicionando

lugares de estacionamientos y por lo tanto, incluyendo modos combinados para esta ciudad.

4.4.1. Experimento IEM-PM

En el experimento de prueba del algoritmo de equilibrio integrado con modos puros IEM-PM

se utiliz�o la red de transporte privado de la ciudad de Sioux Falls (Bar-Gera, 2011), la cual tiene

24 zonas generadoras de viaje, y 76 arcos unidireccionales (ver �g. 4.7). La demanda total en el
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Algoritmo 4.4 M�odulo MTE dentro de Algoritmo IEM-CM

1: for all destino d 2 D do

2: Fijar l  0.

3: Fijar z0ad = tC;na para todos los arcos.

4: Fijar �C;0id = 0 para todos los nodos y destinos.

5: repeat

6: Fijar l  l + 1.

7: Computar �C;lid = 'id(z
l�1
ad )

8: Computar z lad = tC;na + �C;ljad
.

9: until
jj�C;l

id
��C;l�1

id
jj

jj�C;l
id
jj < �.

10: Computar probabilidades:

pn;da =
@'id(z

l
ad)

@z lad

11: Computar 
ujos inducidos en arcos:

v̂ad = xCid
pn;da∑

a2A+

i
pn;da

8i 2 Nz ;Ns

12: end for

13: Actualizar asignaci�on de 
ujos vC;n = (1� �n)v
C;n�1 + �nv̂ .

periodo analizado alcanza los 360:000[veh=hr ]. Los arcos tienen tiempos de viaje ta(va) estrictamente

crecientes y dependientes de los 
ujos, con una formulaci�on tipo BPR:

ta(va) = Ta

(
1 + k

(
va

ca

)b
)

(4.16)

donde Ta es el tiempo a 
ujo libre en el arco a, mientras que k y b son par�ametros de calibraci�on.

Por otro lado, en el caso del transporte p�ublico, la red y los par�ametros de simulaci�on son id�enticos

a los utilizados en las pruebas del algoritmo STE de la secci�on 4.2.2, con un dise~no de metro que cuen-

ta con 24 zonas y 70 segmentos de l��nea, adem�as de una demanda total de 360:000[pax=hr ] en la red.

El objetivo de este experimento es observar la incidencia que tiene el efecto de la estocasticidad

tanto en el modelo STE como en el MTE. Para ello, en el caso del transporte p�ublico, se utiliza la

formulaci�on log��stica para la probabilidad condicional pa (ec. 4.6), variando el parametro �; mientras

que en el caso del transporte privado, se utiliza una formulaci�on log-suma para la esperanza del tiempo

m��nimo de viaje �Cid , y en cuyo caso, se var��a el par�ametro � para alcanzar distintos niveles de esto-

casticidad.

Las funciones de utilidad modal estan basadas solo en los tiempos de viaje de cada red, es decir:

UC
id = ��Cid (4.17)

UB
id = ��Bid : (4.18)
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Los resultados generales obtenidos mediante el algoritmo IEM-PM para la red de Sioux Falls, en

t�erminos de partici�on modal para aquellos usuarios con disponibilidad de elecci�on, y otros indicadores

sobre uso de red y dispersi�on de 
ujos, se presentan en las tablas 4.9, 4.10 y 4.11. Para todos los

an�alisis que siguen, el punto de comparaci�on de cada una de las instancias se realiza con respecto a

una instancia determinista en ambos modelos, la que corresponde a aquella con � = 30;0 en el modelo

STE, y a � = 12;0 en el MTE, y que se muestra al principio de cada tabla de resultados.

Tabla 4.9: Resultados e Indicadores Generales IEM-PM en Red Sioux Falls, Estocasticidad en STE

� STE � MTE Partici�on

Auto

Partici�on

Bus

� B � C �DB

30,0 12,0 67,8% 32,2% 0,43 0,48 |

15,0 12,0 67,8% 32,2% 0,44 0,48 0,00

8,0 12,0 67,8% 32,2% 0,44 0,48 0,00

4,0 12,0 67,8% 32,2% 0,46 0,48 0,01

2,0 12,0 68,2% 31,8% 0,49 0,48 0,03

1,0 12,0 69,4% 30,6% 0,65 0,49 0,06

0,5 12,0 72,3% 27,7% 0,93 0,49 0,10

0,3 12,0 76,9% 23,1% 0,96 0,50 0,20

0,2 12,0 81,7% 18,3% 0,96 0,52 0,36

Tabla 4.10: Resultados e Indicadores Generales IEM-PM en Red Sioux Falls, Estocasticidad en MTE

� STE � MTE Partici�on

Auto

Partici�on

Bus

� B � C �DC

30,0 12,0 67,8% 32,2% 0,43 0,48 |

30,0 6,0 67,9% 32,1% 0,43 0,49 0,00

30,0 3,0 68,0% 32,0% 0,43 0,49 0,00

30,0 1,5 68,0% 32,0% 0,43 0,57 0,02

30,0 1,0 67,8% 32,2% 0,43 0,69 0,03

30,0 0,5 66,6% 33,4% 0,44 0,98 0,14

30,0 0,4 65,8% 34,2% 0,44 1,00 0,19

30,0 0,35 64,9% 35,1% 0,44 1,00 0,23

Es posible observar en la tabla 4.9 que al aumentar el grado de estocasticidad en el modelo STE,

y mantener en forma determinista los tiempos esperados en el modelo MTE, los usuarios tienden a

escoger en mayor proporci�on el autom�ovil. Esto ocurre porque el c�omputo tiempos de viaje en el mo-

delo STE integran estrategias sub�optimas, aumentando estos valores. Esto concuerda con el resultado

intuitivo, pues los usuarios que tienen libre elecci�on modal tienden a escoger aquel modo que sea m�as

predecible en relaci�on a los tiempos de viaje. Por otro lado, desde los mismos resultados se desprende

que el uso de segmentos de l��nea en el modelo STE aumenta fuertemente mientras se aumenta la

estocasticidad, al igual que el grado de dispersi�on de 
ujos: el indicador �DB aumenta progresivamente

hasta llegar a un 36% de diferencia del vector de 
ujos en el caso m�as alto de estocasticidad con

respecto a la instancia determinista.

Un an�alisis similar se puede realizar observando los resultados en la tabla 4.10 cuando se aumenta
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Tabla 4.11: Resultados e Indicadores Generales IEM-PM en Red Sioux Falls,

Estocasticidad en STE y MTE

� STE � MTE Partici�on

Auto

Partici�on

Bus

� B � C �DB �DC

30,0 12,0 67,8% 32,2% 0,43 0,48 | |

3,0 3,0 68,1% 31,9% 0,47 0,49 0,01 0,01

1,5 1,5 68,7% 31,3% 0,53 0,57 0,04 0,02

1,0 1,0 69,4% 30,6% 0,65 0,68 0,06 0,04

0,5 0,5 71,2% 28,8% 0,93 0,96 0,10 0,17

0,2 0,35 80,2% 19,8% 0,96 0,98 0,11 0,25

el grado de estocasticidad del modelo MTE y se mantiene determinista el modelo STE. En este caso,

aumentando la estocasticidad del MTE habr�a una proporci�on mayor de usuarios escogiendo el trans-

porte p�ublico, pues este modo presenta menor variabilidad en los tiempos de viaje esperados, aunque

los cambios en la partici�on modal son menores si se compara con el caso anterior. Por otro lado, la

estocasticidad en el MTE hace aumentar el uso de arcos en la red de transporte privado de tal forma

que, en promedio, para todos los destinos se utilizan todos los arcos disponibles. Y por �ultimo, las

diferencias de la instancia de mayor nivel de estocasticidad presenta un 23% de diferencia en el vector

de 
ujos con respecto a la instancia base determinista.

Si bien es posible aumentar la estocasticidad en el modelo MTE al disminuir el par�ametro �, en la

red de Sioux Falls no es posible seguir disminuyendo este par�ametro m�as all�a de 0,35, pues en ese caso,

la variabilidad es tan alta que podr��an computarse tiempos negativos, resultado que no tiene ning�un

sentido f��sico. No ocurre lo mismo en el modelo STE: podr��a aumentarse el grado de estocasticidad

tanto como sea posible mientras � > 0. En ese caso, el sentido f��sico que tiene el modelo con grados

de estocasticidad tan altos es que cada vez que un bus llega a una parada, los eventos de subirse al

bus o esperar el pr�oximo son equiprobables, asimilable a que los usuarios arrojen una moneda para

tomar una decisi�on. Esto ocasiona que cierto volumen de 
ujo realice ciclos dentro de la red.

4.4.2. Experimento IEM-CM

El escenario de prueba del algoritmo IEM-CM corresponde al de la ciudad de Iquique, donde la red

de transporte p�ublico es id�entica a la utilizada en la secci�on 4.2.2 con el algoritmo STE. A su vez, la

red de transporte privado, que tambi�en fue proporcionada por SECTRA, incluye 72 zonas o centroides,

485 nodos y 2180 arcos viales, los que son id�enticos a los contenidos en la red de transporte p�ublico.

En s��ntesis, ambos sistemas tienen matrices de demanda total GC
id y GB

id correspondientes al periodo

punta ma~nana, con un total de 10.646 veh/hr y 5.449 pax/hr respectivamente, y utilizan la misma

infraestructura vial.

En una primera etapa, para utilizar el algoritmo IEM-CM es necesario de�nir un modelo de par-

tici�on modal que alimente las demandas en cada submodelo. En esta instancia, se utiliza el modelo

de Garc��a y Mar��n (2005) ya mencionado en la secci�on 3.5.2. Luego, se debe de�nir las funciones y

par�ametros de utilidad de cada modo, para obtener la partici�on modal de aquellos usuarios que tienen

disponibilidad de auto, pero que se enfrentan a la decisi�on de escoger una de las siguientes opciones:

modo autom�ovil, bus o el modo combinado. Las siguientes utilidades y par�ametros fueron escogidos
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con el �n de simular un escenario y analizar la convergencia y resultados del modelo IEM-CM, y si bien

se consideran algunos par�ametros calibrados en forma emp��rica para la ciudad de Iquique -como se

se~nalar�a en detalle m�as adelante-, no constituyen en forma alguna resultados aplicables a esta ciudad

en forma real en la actualidad.

Considerando lo anterior, se utiliza entonces la siguiente funci�on de utilidad para el modo autom�ovil:

UC
id = �C + �tgen � �

C
id + �cost �

�Cidcunit

I
+ �ncars � nC (4.19)

donde:

�C constante modal del autom�ovil [�utiles]

�tgen par�ametro de la utilidad para el tiempo generalizado [�utiles/min]

�cost par�ametro de la utilidad para el costo monetario [�utiles/$]

�ncars par�ametro de la utilidad para el n�umero de autom�oviles disponibles en el hogar [�utiles/$]

cunit costo monetario por unidad de tiempo por el uso del autom�ovil [$/min]

I nivel de ingreso [$]

nC n�umero de autom�oviles disponibles en el hogar [autos]

Por otro lado, la funci�on de utilidad para el modo bus en la ciudad de Iquique es:

UB
id = �B + �tgen � �

B
id + �cost �

cbus
I

+ �atrac (4.20)

donde:

�B constante modal del bus [�utiles]

�atrac constante de atractividad del bus [�utiles]

cbus tarifa del transporte p�ublico [$]

Los parametros restantes para la utilidad del modo bus son los mismos de�nidos en el caso del

autom�ovil (ec. 4.19).

Ambas funciones de utilidad modal (ecs. 4.19 y 4.20) son utilizadas por SECTRA, y est�an con-

tenidas dentro de la calibraci�on que esta repartici�on estatal realiz�o para la ciudad de Iquique en el a~no

1998 (Secretar��a de Plani�caci�on de Transporte, 2012).

Para calcular la utilidad representativa del modo combinado UP
id , mediante la formulaci�on log-suma

de la ec. (3.21), es necesario computar primero el valor de la utilidad al hacer el intercambio modal

en el estacionamiento k , UP
id;k . Para esto, se asumir�a que esta utilidad tiene una estructura de costos

y tiempo similar a la que tienen las utilidades de escoger el auto y el bus en cada uno de los tramos

correspondientes, junto con una constante modal que represente el disgusto por el trasbordo modal

en el estacionamiento, que re
eje otras condiciones no recogidas en otras variables como seguridad,

accesibilidad, infraestructura, etc. En el caso de Iquique, esta constante no se encuentra calibrada,

por lo que se asumir�a un valor razonable para poder realizar la simulaci�on y obtener resultados.

Junto con lo anterior, a la utilidad de hacer el intercambio modal en el estacionamiento k se le

agrega el costo monetario por estacionar el automovil, y el tiempo de espera en cola ocasionado por
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los otros veh��culos al entrar al estacionamiento. Este �ultimo t�ermino, denotado por T k
wp, se computa

de la siguiente forma: se considera que la entrada al estacionamiento es una cola del tipo M/G/r,

donde se tienen llegadas markovianas al estacionamiento, con tiempo entre llegadas de tipo expo-

nencial; y un tiempo entre servicios con una distribuci�on gen�erica G en los rk servidores disponibles

en el estacionamiento k . Luego, el tiempo medio de espera en una cola con estas caracter��sticas es

aproximadamente (Larson y Odoni, 1981):

T k
wp �

�k

(
1

(rk�k)2
+

�2
Sk

rk

)
2(1� �k

rk�k
)

+ E[Sk ] (4.21)

donde �k es la tasa de llegada de veh��culos a la cola, E[Sk ] y �
2
Sk

son el tiempo medio de servicio y la

varianza para uno de los rk servidores disponibles en el estacionamiento k respectivamente, mientras

que �k es el tiempo medio entre servicios -considerando los rk servidores- que experimenta un obser-

vador en la cola.

Ahora, si el proceso de servidores en el estacionamiento tiene una distribuci�on G  Exponencial(�k),

entonces la expresi�on T k
wp se reduce a:

T k
wp �

�k

(rk�k)2

1� �k

rk�k

+
1

�k
(4.22)

Esta expresi�on tiene una restricci�on de capacidad impl��cita, pues s�olo es v�alida cuando �k

rk�k
< 1.

En la implementaci�on del algoritmo, la tasa de llegada al estacionamiento es igual a la suma de todos

los 
ujos entrantes al centroide que lo representa, es decir, �k =
∑

a2A�
k
va .

As��, la utilidad de escoger el modo combinado utilizando el estacionamiento k para el interambio

modal tiene la siguiente formulaci�on:

UP
id;k = �P + �tgen � (�

C
ik + T

k
wp + �

B
kd) + �cost �

(�Cikcunit + c
k
park + cbus)

I
(4.23)

donde:

�P constante modal del modo combinado [�utiles]

ckpark tarifa de uso de estacionamiento k [$]

Los par�ametros restantes son los mismos indicados en las ecs. (4.19) y (4.20).

Como se mencion�o anteriormente, para efectos de este experimento num�erico se utilizaron algunos

par�ametros reales calibrados por SECTRA en la ciudad de Iquique, que corresponden a la situaci�on en

el a~no 1998. En particular, estos par�ametros se re�eren a los ponderadores de cada elemento dentro

de las utilidades modales, la tarifa del transporte p�ublico, el ingreso medio por hogar, y la ubicaci�on

y tarifa de uso por estacionamiento. Por otro lado, se indica dentro de la calibraci�on realizada por

SECTRA el costo medio de uso del aut�omovil por unidad de longitud, y la velocidad media de des-

plazamiento dentro de la ciudad. Luego, es posible aproximar el costo medio de uso del autom�ovil por

unidad de tiempo como el cociente entre los dos �ultimos valores mencionados.

Todos los parametros se~nalados anteriormente se explicitan en las tablas 4.12, 4.13 y 4.14.
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Tabla 4.12: Ponderadores Calibrados Utilidad Modal para Red Iquique, A~no 1998

Par�ametro
Modo

Auto Bus Combinado

�m -1,038 0,278 -1,500 3

�tgen -0,023 -0,023 -0,023

�cost -43,800 -43,800 -43,800

�ncars ;�atrac 1,540 0,000 |

Tabla 4.13: Tarifas, Costos e Ingreso Medio para Red Iquique, A~no 1998

Par�ametro Valor

cunit 57 [$=min]

cbus 150 [$]

I 528.123 [$]

Tabla 4.14: Par�ametros de Estacionamientos Red Iquique, A~no 1998

Nodo Tarifa (ckpark) [$] Capacidad Total3

(rk�k) [veh=hr ]

Servidores3 (rk)

37 720 360 2

43 720 360 2

Por �ultimo, para efectos de realizar la simulaci�on, y al no contar con todos los par�ametros calibrados

para un escenario real, se supusieron valores razonables para algunos de ellos: �id de la distribuci�on

Logit del modelo MTE -id�entico para todos los pares OD- y � para la formulaci�on log��stica en la

probabilidad condicional de abordar un bus en el modelo STE. Para el par�ametro estructural del logit

jer�arquico �P en la elecci�on entre estacionamientos del modo combinado, se supuso lo siguiente: al no

contar con una calibraci�on para obtener este par�ametro en forma emp��rica, se impone que el cociente

entre la varianza del nivel inferior del logit jer�arquico -la elecci�on del estacionamiento para el modo

combinado- y el nivel superior -elecci�on del modo- sea � = 0;5. Esta relaci�on toma valores en el rango

]0;1]. Entonces, �p = 1p
� = 1;41. A modo de resumen, la lista de todos par�ametros supuestos se

muestra en la tabla 4.15. Al �nal de esta secci�on, se realiza un an�alisis de sensibilidad para distintos

valores del par�ametro estructural del logit jer�arquico.

En las distintas simulaciones realizadas para la red de Iquique, el ponderador MSA escogido -se~nala-

do en la tabla 4.15- obtiene un mejor rendimiento en t�erminos de convergencia. Otro comportamiento

que se pudo observar en las pruebas del algoritmo IEM-CM es que el par�ametro de precisi�on � in
uye

altamente en la rapidez de la convergencia, y en la consistencia de los 
ujos asignados, particularmente

en el m�odulo MTE. Con valores de � � 10�4, el modelo MTE asigna un gran vol�umen de 
ujos en

ciclos dentro de la red en las primeras iteraciones, lo cual no es realista, aunque progresivamente se va

obteniendo un vector de 
ujos en forma m�as consistente, pero a una velocidad de convergencia lenta.

Esto ocurre porque el problema de resoluci�on del punto �jo de los valores de los tiempos esperados

�id no se realiza con una precisi�on adecuada, por lo que debe elevarse el nivel de precisi�on. Luego, a

3Par�ametro no entregado por SECTRA, de�nido para efectos de simulaci�on
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Tabla 4.15: Par�ametros de Simulaci�on, Red Iquique A~no 1998

Par�ametro Valor

�id (Logit MTE) 12,0

�P (Modo Combinado IEM) 1,41

� (Log��stica STE) 0,5

�n (Ponderador MSA) 1
n

costa de aumentar el tiempo de ejecuci�on en las primeras iteraciones del algoritmo, la velocidad de

convergencia y la consistencia del vector de 
ujos se obtiene m�as r�apidamente. Para esta simulaci�on,

el par�ametro de precisi�on escogido fue de � = 10�5.

Por �ultimo, cabe se~nalar que otro supuesto que se realiz�o para este experimento num�erico es que

cada veh��culo s�olo es ocupado por un pasajero, i.e. nC = 1. Por supuesto, el modelo es su�cientemente


exible para adaptarse a tasas de ocupaci�on del autom�ovil mayores, pero debe contarse con modelos

de estimaci�on de demanda calibrados para la ciudad.

El equilibrio obtenido por el modelo IEM-CM, tanto en la red vial de transporte p�ublico como

transporte privado, se muestran en las �gs. 4.14 y 4.15 respectivamente. En ambos casos, no se

muestran las zonas codi�cadas ni los arcos de acceso a la red.

En la red de transporte p�ublico, se observa un mayor nivel de congesti�on en la zona sur de la

ciudad, en los arcos que rodean a los estacionamientos. En aquellos lugares, los usuarios que escogen

el modo combinado hacen el intercambio modal desde el auto hacia los buses del transporte p�ublico,

los cuales en su mayoria se dirigen a la zona central de Iquique, ubicada en la parte superior izquierda

de la �g. 4.14. Adem�as, en comparaci�on con el equilibrio original en transporte p�ublico obtenido con el

modelo STE en la secci�on 4.2.2, en este caso se observa una red m�as cargada, pues el modo bus ahora

recibe una demanda adicional ocasionada tanto por aquellos usuarios que, teniendo disponibilidad de

auto, escogen el transporte p�ublico para realizar sus viajes, como por aquellos que escogen el modo

combinado, y por tanto, deben realizar un segmento de sus viajes en transporte p�ublico. Num�erica-

mente, ahora la red de transporte p�ublico tiene un 53% m�as de demanda en comparaci�on con la

red original de la secci�on 4.2.2. Las demandas originales para cada tipo de usuario, y las particiones

modales en equilibrio obtenidas para los usuarios con disponibilidad de auto se muestran en las tablas

4.16 y 4.17. Por otro lado, el uso de los dos estacionamientos en la instancia experimental de esta

secci�on se muestran en la tabla 4.18.

Tabla 4.16: Demandas Originales por Tipo de Usuario, Red Iquique A~no 1998

Tipo de Usuario Demanda

Auto Disponible 10.374 [veh=hr ]

Solo Bus 5.449 [pax=hr ]

Por �ultimo, cabe destacar que en 50 iteraciones, el algoritmo alcanza una norma de 2;67 � 10�6

en el modelo STE y de 6;56 � 10�6 en el modelo MTE, con un tiempo de ejecuci�on de 38 minutos,4

logrando una alta precisi�on en un bajo n�umero de iteraciones.

4CPU Intel Core 2 Quad Q6600 @ 2.4GHz y RAM 3.5GB
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Figura 4.14: Equilibrio IEM-CM en Transporte P�ublico, Red Iquique A~no 1998

Adem�as de la simulaci�on ya descrita para la red de Iquique, se realizaron otras pruebas para medir

la sensibilidad que tiene el modelo frente a la variaci�on del par�ametro estructural del logit jer�arquico

en la elecci�on entre estacionamiento del modo combinado. Para ello, si bien originalmente se supuso

una relaci�on media entre las varianzas del t�ermino del error al interior del nido y el nivel superior (i.e.

� = 0;5), se probaron dos valores m�as: � = 0;75 y � = 0;25, obteni�endose variaciones en la elecci�on

del modo combinado, como muestra la tabla 4.19 en el uso de estacionamientos.

Cuando se aumenta la varianza dentro de la elecci�on del estacionamiento en el modo combi-

nado, existe una cantidad mayor de usuarios para los cuales �este es el modo que genera una mayor

utilidad. Luego, la partici�on de mercado del modo combinado aumenta con respecto a los otros modos.

Tabla 4.17: Partici�on Modal Modelo IEM-CM para Usuarios con Disponibilidad de Auto,

Red Iquique A~no 1998

Modo Demanda Porcentaje

Auto 6.955 [veh=hr ] 67,0%

Bus 2.874 [pax=hr ] 27,7%

Combinado 545 [veh=hr ] 5,3%

Total 10.374 [veh=hr ] 100%
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Figura 4.15: Equilibrio IEM-CM en Transporte Privado, Red Iquique A~no 1998

Tabla 4.18: Uso de Estacionamientos, Red Iquique A~no 1998

Nodo Demanda

[veh=hr ]

Capacidad

[veh=hr ]

Grado

Saturaci�on

Tiempo de

Espera Prom.

(T k
wp) [seg]

Largo de Cola

Prom. [veh]

37 291 360 0,81 62 5,0

43 254 360 0,71 44 3,1

En s��ntesis, en este cap��tulo se present�o un algoritmo de resoluci�on para el modelo STE, y se

analizaron diferencias entre este modelo de equilibrio estoc�astico en transporte p�ublico con respecto

a formulaciones de tipo determinista para el mismo problema. Una formulaci�on estoc�astica permite

re
ejar de mejor forma la variabilidad en la percepci�on de los tiempos de viaje que experimentan los

usuarios de transporte p�ublico. Por otro lado, tambi�en se propuso un algoritmo para el modelo con-

junto de equilibrio IEM, el que integra tanto el transporte p�ublico mediante el modelo STE, como el

equilibrio en transporte privado con el modelo MTE de Baillon y Cominetti (2008).

Los algoritmos de STE e IEM fueron probados en redes de tama~no medio para realizar an�alisis

de sensibilidad frente a la variaci�on de par�ametros relevantes de ambos modelos. En particular, se

generaron distintas instancias modi�cando el grado de estocasticidad en las redes, que re
ejaran en

mayor medida la variabilidad en los tiempos de viaje. Los resultados encontrados son consistentes, al

haber una mayor dispersi�on de 
ujos dentro de la red, pues una proporci�on de los usuarios escogen
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Figura 4.16: Norma IEM-CM, Red Iquique A~no 1998

Tabla 4.19: Sensibilidad en el Uso de Estacionamientos Mediante Variaci�on del Par�ametro �P

� �P Nodo Demanda

[veh=hr ]

Capacidad

[veh=hr ]

Grado

Saturaci�on

T k
wp [seg] L [veh]

0,25 2,0
37 263 360 0,73 47 3,4

43 216 360 0,60 35 2,1

0,5 1,41
37 291 360 0,81 62 5,0

43 254 360 0,71 44 3,1

0,75 1,15
37 314 360 0,87 88 7,7

43 285 360 0,79 58 4,6

rutas o estrat�egias sub�optimas para realizar sus viajes, capturando de mejor forma lo que ocurre en

zonas urbanas.

Por �ultimo, cabe mencionar que ambos algoritmos de soluci�on fueron probados en una red de

tama~no real, comprob�andose que es posible encontrar un equilibrio tanto en transporte p�ublico como

privado en tiempos de ejecuci�on y equipamientos computacionales razonables.
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Cap��tulo 5

Conclusiones y L��neas Futuras de
Investigaci�on

Durante las �ultimas d�ecadas, los modelos de asignaci�on y equilibrio de pasajeros en transporte

p�ublico han tenido avances notorios, donde las propuestas comparten en mayor grado los mismos

objetivos. Por un lado, ser capaces de reproducir los 
ujos observados en las calles de extensiones

urbanas y las elecciones que los usuarios hacen al momento de realizar un viaje, decisiones que est�an

in
uidas por el conocimiento que ellos tienen de las caracter��sticas y de la operaci�on de la red, tales

como rutas, tiempos de viaje y frecuencia. Por otro lado, estos modelos deben convertirse en her-

ramientas de plani�caci�on urbana, que ayuden a operadores y autoridades con predicciones certeras

frente a cambios relevantes en el sistema de transporte.

Hasta ahora, los modelos de equilibrio de transporte p�ublico han representado en forma e�ciente

el proceso de elecci�on de los usuarios, mediante la introducci�on del concepto de hiperrutas, la cual es

en s�� misma una estrategia que debe seguir el usuario para realizar un viaje. Luego, aprovechando los

avances en los modelos de equilibrio en transporte privado en t�erminos de resoluci�on e implementaci�on

-altamente estudiados durante los �ultimos 30 a~nos-, fue posible obtener resultados computacional-

mente e�cientes. Sin embargo, en general los modelos de equilibrio en transporte p�ublico adoptan un

supuesto fundamental: los usuarios conocen a la perfecci�on las caracter��sticas y operaci�on de la red.

Luego, siempre adoptan aquella estrategia que minimiza sus tiempos esperados de viaje (Nguyen y

Pallotino, 1988; Spiess y Florian, 1989; De Cea y Fern�andez, 1993; Cominetti y Correa, 2001; Cepeda

et al., 2006). Este supuesto puede ser plausible en ciudades de tama~no intermedio, donde la red de

transporte p�ublico no es demasiado grande, y la variabilidad en tiempos de viaje y frecuencia es m�as

bien baja; sin embargo, no lo es cuando el tama~no de la ciudad obliga a codi�car redes m�as grandes

y densas, y con mayor variabilidad en las variables de operaci�on del sistema.

Por lo anterior, se hace necesario incluir un elemento que re
eje, en primer lugar, un cierto nivel de

incerteza y desconocimiento por parte de los usuarios; y en segundo lugar, el desconocimiento que el

modelador tiene al analizar la conducta y decisiones de viaje por parte de los pasajeros. En esta tesis

se propone un modelo de equilibrio en transporte p�ublico que introduce un elemento de estocasticidad

en las decisiones de los pasajeros, modelo al que se denot�o por la sigla STE. Concretamente, este ele-

mento probabil��stico se re
eja al momento de abordar un bus en una parada determinada, recogiendo

las percepciones que tienen los pasajeros sobre el sistema de transporte, la cual puede diferir en mayor

o menor grado de la real operaci�on del sistema. Este modelo extiende el planteamiento determinista

de Cominetti y Correa (2001) y de Cepeda et al. (2006) al ambito estoc�astico, haci�endolo adaptable
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para ciudades en donde los usuarios tienen informaci�on incompleta. Luego, el modelo de equilibrio

determinista es un caso especial del modelo STE.

Las pruebas realizadas durante el desarrollo de esta tesis son promisorias, pues el modelo STE es

altamente 
exible a las condiciones del sistema de transporte p�ublico que se encuentran en las zonas

urbanas -aspecto tambi�en considerado en los modelos deterministas-, pero integra tambi�en aquella


exibilidad para adaptarse a las percepciones de los usuarios, re
ejando de mejor manera lo que ocurre

en el sistema con las decisiones de viaje. Por otro lado, se propone un algoritmo que encuentra en

forma fehaciente el equilibrio de pasajeros, y que incluso fue probado con datos reales y calibrados

para una ciudad de gran tama~no, no encontr�andose di�cultades en la resoluci�on, aunque para validar

totalmente el modelo, se requieren mediciones y conteos de pasajeros y veh��culos, lo cual se encuentra

fuera del alcance de esta tesis.

Adicionalmente, se desarroll�o la integraci�on del modelo STE con el modelo estoc�astico de equi-

librio en transporte privado MTE propuesto por Baillon y Cominetti (2008), los cuales comparten la

concepci�on del modelo: el modelamiento de las decisiones de los usuarios -pasajeros o automovilistas-

en un punto particular del viaje son similares en ambos casos. Esta integraci�on de ambos modelos

re
eja la interacci�on que existe redes de transporte, pues existe parte de la poblaci�on que tiene la op-

ci�on de escoger entre ambos modos -o combinarlos- y adem�as, en la ciudad autos y buses comparten

infraestructura vial. Para este modelo integrado de equilibrio, denotado por la sigla IEM, tambi�en se

propone un algoritmo de resoluci�on, que converge y encuentra el equilibrio conjunto, tanto en t�erminos

de pasajeros como de veh��culos.

Cabe mencionar que si bien durante el desarrollo de esta tesis se propuso un modelo de partici�on

modal entre ambos sistemas, el modelo IEM es lo su�cientemente 
exible para integrar en forma

simple otros modelos de partici�on modal existentes, no perdiendo con ello los elementos estructurales

del equilibrio estoc�astico integrado.

Por otro lado, se deben indicar algunas l��neas futuras de investigaci�on que surgen como aspectos

fundamentales para seguir mejorando el modelo STE, y el modelo conjunto IEM. Una de ellas tiene

relaci�on con la formulaci�on de la probabilidad de abordar un bus. Esta probabilidad, que tiene ciertos

requerimientos m��nimos que sirvan para el prop�osito de modelar la decisi�on de subirse a un bus o

quedarse en la parada esperando el pr�oximo, admite formulaciones variadas, junto con la inclusi�on

de par�ametros de acuerdo a la incerteza que tengan los pasajeros en el contexto urbano. En esta

tesis, se presentaron dos de ellas, y una se incluy�o en las simulaciones realizadas. Es posible expandir

este �ambito mediante la proposici�on de nuevas formulaciones por un lado; y por otro, desarrollando

metodolog��as para calibrar emp��ricamente los par�ametros necesarios de aquellas formulaciones medi-

ante datos recogidos de la operaci�on en terreno, que permitan utilizar el modelo en condiciones reales.

Adem�as, y como ya se mencion�o anteriormente, el modelo IEM puede robustecerse con otros modelos

de partici�on modal, utilizando formulaciones distintas al logit jer�arquico propuesto.

En t�erminos algor��tmicos, es posible buscar un aumento en la velocidad de convergencia hacia el

equilibrio del modelo conjunto utilizando otros m�etodos distintos al MSA. Por ejemplo, optimizando el

valor del ponderador -o valor del paso- entre el vector de 
ujo inducido y el vector de 
ujo resultante

en la iteraci�on anterior mediante otros m�etodos num�ericos basados en b�usqueda lineal o en el m�etodo

de Newton. Y �nalmente, en t�erminos te�oricos, cabe mencionar que la existencia del equilibrio en el

modelo STE est�a garantizada para el problema de l��neas comunes (Cort�es et al., 2013). Sin embargo,
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queda abierta la demostraci�on de la existencia -y tambi�en unicidad- para el caso de una red general

de transporte p�ublico.
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Anexo A

Tiempos de Espera en Paradero

A.1. Distribuci�on del Tiempo de Espera para Llegadas Cowan M3

Sea Y = m��nfY1;:::;Yng el tiempo de espera de un pasajero que llega a un paradero que tiene n

l��neas atractivas, con Ya  Cowan M3(fa;�a;�) 8a 2 f1;:::;ng independientes entre s��. Entonces, la

funci�on de distribuci�on acumulativa (cdf) de Y puede calcularse como:

FY (t) = P [Y � t]

= 1� P [Y > t]

= 1� P [m��nfY1;:::;Yng > t]

= 1�
∏
a

P [Ya > t]

=

{
0 si t < �

1�
∏

a

(
�a � e

�fa(t��)) si t � �

=

{
0 si t < �

1�
(∏

a�a

)
� e�

∑
a fa(t��) si t � �

) Y  Cowan M3

(∑
a

fa;
∏
a

�a;�

)

A.2. Probabilidad de la Llegada del Primer Bus con Cowan M3

Sean n l��neas, cada con una distibuci�on del intervalo entre llegadas independientes del tipo Ya  

Cowan M3(fa;�a;�) 8a 2 f1;:::;ng. Sea �pa la probabilidad de que la l��nea a sea la primera en llegar

al paradero. Luego:
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�pa = P [Ya = m��nfY1;:::;Yng]

=

∫ 1

0

∏
a0 6=a

P [Ya0 > t] � fYa(t)dt

=

∫ �

0

∏
a0 6=a

P [Ya0 > t] � 0dt︸ ︷︷ ︸
0

+

∫ 1

�

∏
a0 6=a

P [Ya0 > t] ��a�ae
��a(t��)dt

=

∫ 1

�

∏
a0 6=a

(
�a0 � e

��a0(t��)
)
��a�ae

��a(t��)dt

=
∏
a0

�a0 � e
∑

a0 �a0� � �a �

∫ 1

�
e�

∑
a0 �a0 tdt

=
∏
a0

�a0 � e
∑

a0 �a0� � �a �

[
�e�

∑
a0 �a0 t∑

a0 �a

]1
�

=
∏
a0

�a0 � e
∑

a0 �a0� � �a �

[
e�

∑
a0 �a0�∑
a0 �a

]

) �pa =
∏
a0

�a0
�a∑
a0 �a0
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Anexo B

Implementaci�on IEM en C++

La implementaci�on del algoritmo para encontrar el equilibrio conjunto se realiz�o en lenguaje C++,

utilizando el compilador integrado en Microsoft Visual Studio 2010. El c�odigo fuente y la docu-

mentaci�on en forma detallada pueden encontrarse en

http://www.cec.uchile.cl/~crpineda/iem (en ingl�es).

El algoritmo utiliza la librer��a externa PARDISO v4.1.2 (http://www.pardiso-project.org/)

para resolver los sistemas de ecuaciones lineales de tipo sparse, presentes en el c�alculo de los tiempos

esperados de viaje en el modelo STE, y la asignaci�on de 
ujo tanto en este modelo como en el MTE.
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