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UN CRITERIO DE UNICIDAD DE DISTRIBUCIONES CUASI-ESTACIONARIAS
PARA UN PROCESO TRUNCADO DE NACIMIENTO Y MUERTE CON

MUTACIONES

En la presente memoria se estudian las distribuciones cuasi-estacionarias (q.s.d.) de un
proceso Ŷ de nacimiento y muerte a tiempo continuo. Este proceso es absorbido al alcanzar
una cantidad determinada de individuos, los cuales están caracterizados por rasgos feno-
típicos, representados por elementos de un espacio métrico compacto. Cada uno de tales
individuos puede morir o generar un nuevo individuo el cual puede poseer el mismo rasgo
que su padre o mutar a uno de forma aleatoria. Las tasas del proceso pueden depender de la
configuración de la población presente, la cual asumimos que se extingue casi-seguramente.

Para el estudio de las distribuciones cuasi estacionarias de Ŷ se busca la existencia de
una función acotada correspondiente a un vector propio por la derecha del semigrupo de
transición {P̂t}t≥0 del proceso, pues se prueba que en tal caso existe una única q.s.d., la
cual es absolutamente continua respecto a una medida de referencia µ. La función antes
mencionada es obtenida a partir del límite débil de vectores propios por la derecha para
aproximaciones de {P̂t}t≥0, bajo el único supuesto de que estas funciones son uniformemente
acotadas. Además, para tales aproximaciones se prueba la existencia de vectores propios por
la izquierda, los cuales corresponden a medidas de probabilidad que bajo el supuesto anterior
convergen débilmente a la única distribución cuasi-estacionaria de Ŷ .

Se estudia finalmente un proceso Y correspondiente a la versión no absorbida de Ŷ , para el
cual se prueban los mismos resultados bajo el supuesto adicional de que infinito se comporta
como un estado de entrada.
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“Las matemáticas pueden ser definidas como aquel tema en el cual
no sabemos nunca lo que decimos ni si lo que decimos es verdadero”

- Bertrand Russell
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Capítulo 1

Introducción

Los procesos de Markov son utilizados frecuentemente como modelos dentro del área de
las matemáticas aplicadas, siendo el teorema ergódico uno de los resultados más útiles para
su estudio. Esta herramienta permite un análisis simple de las probabilidades de transición al
largo plazo, para las cuales por lo general no se cuenta con expresiones explícitas, permitiendo
así un estudio del comportamiento del sistema cuando éste ha alcanzado su “equilibrio”. Sin
embargo, los procesos para los cuales es posible aplicar el teorema corresponden únicamente
a los procesos recurrentes, y por lo tanto nada se sabe a priori sobre el comportamiento al
largo plazo de procesos transientes.

Una clase especial de procesos transientes son aquellos que dejan el espacio de estados
casi seguramente en tiempo finito, evento al que nos referimos como absorción, y a los cuales
llamamos procesos absorbidos. A pesar de no ser recurrentes, para muchos de tales proce-
sos se observa un comportamiento estacionario previo a la absorción, como se ha descrito
en modelos epidemiológicos (ver [24]). Este fenómeno es descrito mediante la existencia de
equilibrios similares a las distribuciones estacionaras dentro de la teoría ergódica, los cuales
en ciertos casos se comportan como atractores. Los equilibrios mencionados son conocidos
como “distribuciones cuasi-estacionarias” (q.s.d.), y se definen como equilibrios para las pro-
babilidades de transición condicionadas a la no-absorción del proceso, es decir, si X es un
proceso de Markov absorbido y T es el tiempo de absorción de X, entonces π es una q.s.d. si

Pπ(Xt ∈ · | T > t) = π.

El objetivo de la presente memoria es el estudio de las propiedades de las q.s.d. para
un proceso Y de nacimiento y muerte con mutaciones construido en [10], y para el cual la
existencia de tales distribuciones fue probada en [4] bajo supuestos razonables. El proceso Y
es introducido como una extensión de los procesos de nacimiento y muerte sobre N estudiados
principalmente por Van Doorn, agregando al modelo la existencia de rasgos distintivos para
los individuos de una población. De esta forma se otorga al modelo un nuevo grado de
complejidad, ya que no sólo importa el tamaño de la población, sino que además es de interés
saber la composición de la misma.
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Desde el punto de vista matemático el estudio del proceso Y se presenta como un desafío
considerable, pues su estructura es lo suficientemente complicada como para desestimar apro-
ximaciones similares a las realizadas por Van Doorn en [30], y por otro lado, siendo un proceso
de saltos sobre un espacio de estados continuo, no puede existir una medida de referencia
respecto a la cual el semigrupo de transición sea absolutamente continuo, propiedad funda-
mental en buena parte de la literatura.

El enfoque utilizado en este trabajo es novedoso y corresponde a buscar la existencia de
una función acotada que corresponda a un vector propio por la derecha del semigrupo de
transición del proceso. Bajo la existencia de esta función, probamos que existe una única
q.s.d. la cual es absolutamente continua respecto a una medida de referencia µ, y aún más,
si π es la q.s.d. encontrada, y η es un estado inicial cualquiera, entonces

Pη(Yt ∈ · | T > t) −−−→
t→∞

π.

La función antes mencionadas será obtenida a partir del límite débil de una sucesión de
funciones que corresponden a vectores propios por la derecha para procesos aproximados,
bajo el supuesto de que tales funciones son uniformemente acotadas. Además, para tales
procesos encontraremos distribuciones cuasi-estacionarias, las cuales bajo el supuesto anterior
convergerán a la única q.s.d. de Y .

1.1. Organización del trabajo

En el segundo capítulo de esta memoria construiremos el proceso Y a partir de una
cadena de Markov {(Ȳn, τn)}n∈N, en la cual τn representa el tiempo del n-ésimo salto, y Ȳn
representa el valor de Y en ese instante. A continuación introducimos el kernel de transición
Q y el generador infinitesimal G del proceso y mostramos que bajo una serie de hipótesis
adecuadas (utilizadas originalmente en [4]), el proceso no posee explosiones y es absorbido
exponencialmente.

En el tercer capítulo introducimos algunos conceptos elementales sobre distribuciones
cuasi-estacionarias y procesos absorbidos, siendo de especial interés el Teorema 3.3 según el
cual las distribuciones cuasi-estacionarias corresponden a vectores propios por la izquierda
para el semigrupo de transición. Cerraremos este capítulo entregando algunos resultados
básicos de existencia de q.s.d. para procesos con la propiedad de Feller, y su aplicación al
proceso Y .

En el cuarto capítulo introducimos el concepto de ϕ-irreducibilidad, junto con una medida
µ cuya construcción es explícita y que resulta ser una medida maximal de irreducibilidad.
A continuación introducimos el concepto de medidas bien concentradas, las cuales incluyen
a µ y a las q.s.d. y que son de interés pues para tales medidas los elementos del semigrupo
de transición están bien definido como operadores de Lp en sí mismo. Las medidas bien con-
centradas permiten enunciar el Teorema 4.2, que es de carácter fundamental en este trabajo,
pues enuncia la continuidad de tales operadores. Terminaremos este capítulo enunciando los
principales resultados de Λ∗-clasificación, los cuales son una extensión de los resultados de
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Tweedie para procesos a tiempo discreto, y a partir de los cuales deduciremos las consecuen-
cias de la existencia de un vector por la derecha acotado para el semigrupo de transición.

El quinto capítulo está dedicado al estudio del proceso truncado Ŷ , que corresponde a
absorber el proceso una vez que se ha alcanzado una población de cierto tamaño, y para el
cual veremos que se mantienen las propiedades de Y obtenidas en los capítulos anteriores.
Se definirá para Ŷ una partición del espacio de estados que permite la construcción de una
secuencia de procesos Ŵ n cuyas tasas toman valores constantes en cada elemento de la
partición y que “aproximan” a Ŷ .

Veremos que estos procesos se comportan como si el espacio de estados fuese discreto, y por
lo tanto deduciremos mediante el Teorema 5.1 (que es una adaptación del Teorema 1 en [21]),
la existencia y unicidad de distribuciones cuasi-estacionarias πn para ellos. Construiremos
además para cada n una función fn acotada que corresponde a un vector propio por la
derecha para el semigrupo de transición de Ŵ n.

Probaremos a continuación el Teorema 5.2, el cual indica que si la secuencia {fn}n∈N es
uniformemente acotada, entonces ésta converge a la función f buscada, y que además la
secuencia {πn}n∈N converge a la única q.s.d. π de Ŷ . Concluiremos el capítulo presentando
algunos resultados numéricos y una extensión del teorema para el caso en que las tasas de
transición no son continuas.

En el capítulo 6 se introducen algunos resultados básicos para procesos de nacimiento y
muerte en N, obtenidos por Van Doorn en [30], y luego se realiza para Y la misma construcción
de procesos W n bajo el supuesto de que Y vuelve rápido desde infinito. Como consecuencia
se deduce un resultado similar al Teorema 5.2 para este caso.
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Capítulo 2

El proceso Y

En el presente capítulo introducimos el proceso de nacimiento y muerte Y construido en [4],
el cual toma valores en un espacio de estados A cuya estructura se estudia en detalle. Siendo
Y un proceso de saltos, estudiaremos su comportamiento a través de sus tasas de transición,
las cuales asumiremos conocidas y que cumplen un conjunto determinado de hipótesis, el
cual notaremos como (H).

El proceso será construido a partir de una cadena de Markov, la cual definiremos trayec-
torialmente, y utilizando tal definición mostraremos que es la única solución de una ecuación
integral específica. Aunque la construcción de Y resulta algo engorrosa, ésta permite acotar
trayectorialmente el proceso y probar con suficiente formalidad que un cierto operador G
corresponde a su generador débil.

2.1. El espacio de estados

A diferencia de los modelos de nacimiento y muerte estudiados normalmente, donde el
espacio de estados corresponde a la cantidad de individuos observados, en el presente modelo,
este espacio debe ser capaz de almacenar de forma sencilla el tamaño de la población y el
detalle de los rasgos presentes en ella en cada momento. Para ello introduciremos en esta
sección el espacio A construido en [4].

Sea (T, dT,BT) en que T es un conjunto, dT es una métrica en T bajo la cual es compacto y
de diámetro 1, y BT es la σ-álgebra de los Borelianios para la topología generada por dT. Con-
sideramos T como el espacio de rasgos, cuya metrizabilidad y compacidad son restricciones
naturales.

Observación Gracias a su compacidad T es separable, posee una base numerable de abiertos,
BT es numerablemente generada, y podemos construir una relación de orden total ≤ en T
que sea BT-medible (ver [4, Sección 2]).
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Definición 2.1 SeaM(BT) el espacio de medidas sobre BT, definimos el conjunto de estados
del proceso, A ⊆M(BT) como

A :=

{
n∑
i=1

δxi n ∈ N, x1, x2, . . . , xn ∈ T

}
∪ {0},

donde 0 es la medida nula y cada δxi es la delta de Dirac centrada en xi. Llamaremos
configuraciones a los elementos del espacio A e individuos a los elementos de la forma δx
(cuyo rasgo asociado es x).

Los elementos en A permiten una interpretación sencilla de la composición de la población,
por ejemplo un elemento de la forma 2δx + 3δy + δz indica que la población presenta seis
individuos, de los cuales dos presentan el rasgo x, tres el rasgo y y uno el rasgo z.

Aunque los elementos en A resumen la totalidad de la información necesaria respecto a
las configuraciones, en ocasiones será necesario hacer referencia a aspectos específicos de las
mismas, tales como los rasgos presentes y su frecuencia, cuántos individuos presenta un cierto
rasgo, etc. Para manejar estos aspectos se utilizarán las siguientes definiciones, en las cuales
es importante notar que dada una configuración η y un conjunto B ⊆ T, η(B) indica la
cantidad de individuos en η que presentan un rasgo en B.

Definición 2.2 Para cada configuración η ∈ A no vacía y para cada y ∈ T y k ∈ N definimos

1. ηy := η({y}) ∈ N, la cantidad de individuos que presentan el rasgo y;
2. {η} := {y ∈ T, ηy > 0} ⊆ T, el conjunto de rasgos presentes en η;
3. #η := Card({η}) ∈ N, la cantidad de rasgos presentes en η;
4. yη,1 := mı́n{y ∈ {η}} ∈ T, el menor rasgo presente en η;
5. yη,k := mı́n{y ∈ {η}, yη,k−1 < y} ∈ T, el k-ésimo (k ≤ #η) rasgo más pequeño en η;
6. ~η := (yη,1, yη,2, . . . , yη,#η) ∈ T#η, el conjunto ordenado de rasgos presentes en η;
7. η̄ := (ηyη,1 , ηyη,2 , . . . , ηyη,#η) ∈ N#η, el vector de frecuencias de los rasgos ordenados;

8. Sk(η) :=
∑k

i=1 η̄i ∈ N, la frecuencia acumulada hasta el rasgo k.

De la definición anterior serán de particular utilidad los elementos ηy, {η}, ~η y η̄, pues
permiten manejar conceptos fundamentales de una configuración. Notemos que ninguna de
las definiciones anteriores da cuenta de la cantidad total de individuos, la cual manejaremos
mediante la siguiente función.

Definición 2.3 Definimos la función ‖ · ‖ : A → N como ‖η‖ :=
∫

1dη = η(T), la cantidad
de individuos de la configuración η. A partir de esta función se definen

• Am := ‖ · ‖−1({m}), las configuraciones con m individuos;
• A≤m := A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Am, las configuraciones no vacías con m individuos o menos;
• A≥m := Am ∪ Am+1 ∪ · · · , las configuraciones con m individuos o más;
• A−0 := A≥1, el conjunto de configuraciones no vacías.
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Utilizando la función anterior podemos introducir una última expresión ~H(η), la cual
inyecta Am en Tm.

Definición 2.4 Sean η ∈ A y k ∈ N. Se define el vector ~H(η) ∈ T‖η‖ en que cada componente
~Hk(η) es de la forma

~Hk(η) = yj con j ≤ #η y k ∈ (Sj−1(η), Sj(η)].

Es directo verificar que ~H(η) corresponde al vector de los ‖η‖ rasgos presentes en η,
ordenados y repetidos según su frecuencia. A modo de ejemplo, y con el fin de ilustrar
las definiciones anteriores consideremos η = 2δx + 3δy + δz en que x ≤ y ≤ z. Para esta
configuración se tiene

{η} = {x, y, z}, ~η = (x, y, z), η̄ = (2, 3, 1), ‖η‖ = 6 y ~H(η) = (x, x, y, y, y, z).

Ya habíamos comentado que para cada m ∈ N, ~H inyecta de forma natural Am en Tm,
y veremos a continuación que dotando Am de la topología adecuada, estos espacios poseen
propiedades similares. Para ello notemos que para cada n ∈ N, An ⊆ nP(BT) donde P(BT) es
el conjunto de medidas de probabilidad en BT. Podemos dotar entonces a 1

n
An de la métrica

de Lévy-Prokhorov, dP , cuya topología coincide en este caso con la topología débil-* puesto
que T es separable (ver [1, Teorema 6.8]).

Proposición 2.1 Cada conjunto 1
m
Am dotado de la métrica de Lévy-Prokhorov es compacto.

Demostración. Sea {ηk}k∈N una sucesión en 1
m
Am. Por definición la secuencia { ~H(mηk)}k∈N

se encuentra contenida en Tm que es compacto, y por lo tanto posee una subsucesión conver-
gente a algún elemento (x1, x2, . . . , xm). Para mostrar que ηk → η salvo subsucesión, en que
η = 1

m

∑m
i=1 δxi , notemos que para toda f : T→ R continua se tiene∫

T
fdηk =

1

m

m∑
i=1

f
(
~Hi(mηk)

)
−−−→
k→∞

1

m

m∑
i=1

f(xi) =

∫
T
fdη,

en que hemos utilizado la continuidad de f y la convergencia de cada xki a xi para concluir
la convergencia de la suma. Así, por definición de convergencia débil-*, {ηk}k∈N posee subsu-
cesión convergente.

Dado que el conjunto A es la unión numerable y disjunta de los conjuntos Am y {0}
podemos extender dP a una métrica d sobre A cuya topología es equivalente a la de la
convergencia débil-*. En efecto, basta tomar

d(η1, η2) :=

 dP

(
η1

‖η1‖ ,
η2

‖η2‖

)
si ‖η1‖ = ‖η2‖

3
∣∣‖η1‖ − ‖η2‖

∣∣ si ‖η1‖ 6= ‖η2‖
,

bajo la cual A es localmente compacto y cada Am es un abierto y un cerrado. Si dotamos
además a este conjunto de la σ-álgebra de los borelianos, B, es claro que los elementos
introducidos en las Definiciones 2.2, 2.3 y 2.4 son medibles.
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Observación A es completo. En efecto, dada una sucesión {ηn}n∈N de Cauchy, existe N ∈ N
tal que ∀n,m ≥ N, d(ηn, ηm) ≤ 1

2
, luego por definición {ηm}m≥N ⊆ Ak para algún k, y como

este conjunto es compacto, la sucesión converge.

2.2. Las tasas de transición

Ya introducido el conjunto A de estados, definiremos las tasas de transición del proceso
siguiendo [4], en que utilizamos la notación C(B) para referirnos al conjunto de funciones
continuas sobre un conjunto B a valores en R.

Definición 2.5 Sean b,m, y λ tres elementos en C(T × A), a los cuales nos referiremos
como las tasas de transición. Estas tres funciones toman valores estrictamente positivos en
el conjunto T×A−0 y valores nulos fuera de él. Definimos además una medida de probabilidad
σ sobre (BT), la cual no posee átomos y cuyo soporte es T, y la densidad g ∈ C(T2) a valores
estrictamente positivos y tal que

∀y ∈ T,
∫
T
g(y, z)dσ(z) = 1.

El proceso que se busca modelar corresponde a un proceso de saltos a valores en A, en
que los saltos corresponden a eventos en los que cambia la población. Tales eventos pueden
ser el nacimiento de un nuevo individuo (ya sea con el mismo rasgo del padre o no), o la
muerte del mismo. Cada individuo aporta una tasa para el acontecimiento de alguno de tales
eventos de la siguiente manera.

• Cada individuo δy en η aporta una tasa b(y, η) para el nacimiento de un individuo con
su propio rasgo (clonación);

• cada individuo δy en η aporta una tasa λ(y, η) para su propia muerte;

• cada individuo δy en η aporta una tasa m(y, η) para el nacimiento de un individuo con
un rasgo distinto al suyo (mutación).

Si a partir de δy se produce un nacimiento con mutación, el rasgo del nuevo individuo se elige
con distribución de probabilidad dada por la medida g(y, ·)dσ, luego podemos interpretar g
como la distribución de mutaciones respecto a una medida σ que representa la distribución
natural de los rasgos en T.

Para y ∈ T y η ∈ A utilizamos la notación by(η) en lugar de b(y, η). De igual forma
utilizamosmy(η) y λy(η) en lugar dem(η, y) y λ(η, y). El aporte de las tasas de cada individuo
para la ocurrencia de algún evento se ve resumido en el kernel de transición Q que definimos
a continuación.
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Definición 2.6 Se define el kernel de transición Q : A× BA → R+ como

Q(η,B) :=
∑
y∈{η}
η+δy∈B

ηyby(η) +
∑
y∈{η}
η+δy∈B

ηyλy(η) +
∑
y∈{η}

ηymy(η)

∫
η+δz∈B

g(y, z)dσ(z).

Será de particular interés el caso en que B = A, en cuyo caso utilizamos la notación

Q(η) := Q(η,A) =
∑
y∈{η}

ηy[by(η) +my(η) + λy(η)].

Observación Para cada η ∈ A, Q(η, ·) es una medida, y gracias a su construcción utilizando
funciones medibles, para cada B ∈ BA, Q(·, B) es BA-medible, luego Q es efectivamente un
kernel. Además, gracias a la definición 2.5 para cada η 6= 0 se tiene Q(η) > 0 y Q(0) = 0.

Debido a la construcción de Q(·,A) utilizando funciones continuas, es de esperar que tal
función también lo sea. Aplicando el siguiente resultado, probado en [4], a la función b+m+λ
muestra que esto efectivamente ocurre.

Proposición 2.2 [4, Lema 2.6] Sea F : A × T → R una función continua, entonces la
función F̃ : A → R es continua, donde

F̃ (η) :=
∑
y∈{η}

F (η, y)ηy.

2.3. Construcción de Y

En lo que resta del capítulo consideraremos los espacios de medida (R+,BR, µR), (N,BN, µN)
y (T,BT, σ), en que BR es la tribu Boreliana, µR es la medida de Lebesgue, BN es la σ-álgebra
discreta en N, µN es la medida cuentapuntos en N, y (T,BT, σ) es como en la Definición
2.5. Introduciremos a continuación un conjunto de medidas de Poisson sobre un espacio de
intensidades E a partir de las cuales construiremos Y .

Definición 2.7 A partir de los espacios anteriores se definen

• El espacio de intensidades E := R+ × N × T × R+, dotado de la σ-álgebra producto
Σ := BR ⊗ BN ⊗ BT ⊗ BR y la medida producto µE := µR ⊗ µN ⊗ σ ⊗ µR;

• el espacio de probabilidad del proceso (Ω,F ,P);

• las medidas de Poisson Mc,Mm,Md : Ω× Σ→ N ∪ {0} independientes de a pares con
intensidad µE.

Recordemos (ver [9, Definición 3.2]) que N : Ω × Σ → N es una medida de Poisson con
intensidad µE si se cumple,

1. Para cada A ∈ Σ, N(·, A) es una variable aleatoria de Poisson con parámetro µE(A);
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2. para cada ω ∈ Ω, N(ω, ·) es una medida puntual;
3. si A1, A2 ∈ Σ cumplen A1 ∩ A2 = ∅ entonces N(·, A1) y N(·, A2) son independientes.

Dentro del espacio de intensidades reflejamos las tasas definidas en 2,5 a partir de la
construcción de las siguientes ventanas.

Definición 2.8 Sea η ∈ A cualquiera, a partir de esta configuración se definen los siguientes
conjuntos,

• Ec(η) :=
{

(j, z, θ) ∈ N× T× R+ | 1 ≤ j ≤ ‖η‖, 0 ≤ θ ≤ bHj(η)(η)
}
;

• Em(η) :=
{

(j, z, θ) ∈ N× T× R+ | 1 ≤ j ≤ ‖η‖, 0 ≤ θ ≤ mHj(η)(η)g(y, z)
}
;

• Ed(η) :=
{

(j, z, θ) ∈ N× T× R+ | 1 ≤ j ≤ ‖η‖, 0 ≤ θ ≤ λHj(η)(η)
}
.

Un cálculo sencillo muestra que µN⊗ σ⊗µR [Ec(η) ∪ Em(η) ∪ Ed(η))] = Q(η), luego estos
conjuntos efectivamente reflejan la tasa con que ocurrirá el siguiente evento. Utilizando estas
definiciones construimos una cadena de Markov {(Ȳn, τn)}n∈N de la siguiente forma.

Definición 2.9 Sean Y0 : Ω → A un elemento aleatorio independiente de Mc,Mm y Md

introducidas como en la definición 2.7. Se construye la sucesión {(Ȳn, τn)}n∈N ⊆ A × R de
forma recursiva como

− τ0 := 0

− Ȳ0 := Y0

− Ek,t
x := (τk, t]× Ex(Ȳk) con x = c,m, d

− τk+1 := ı́nf{t > τk, Mc(E
k,t
c ) +Mm(Ek,t

m ) +Md(E
k,t
d ) > 0}

− Ek
x := (τk, τk+1]× Ex(Ȳk) con x = c,m, d

− vkx :=
∫
Ekx
δHj(Ȳ k)Mx(dt, dj, dz, dθ) con x = c, d

− vkm :=
∫
Ekx
δzMm(dt, dj, dz, dθ)

− Ȳk+1 := Ȳk + vkc + vkm − vkd

La mayor parte de los elementos introducidos en la definición anterior tienen como única
finalidad abreviar la notación de la construcción de la cadena, cuya interpretación es como
sigue;

• supongamos que Ȳk = η y que τk = s. Se fijan tres fibras en E, las cuales corresponden
a Em(η), Ec(η) y Ed(η);

• una vez fijadas las fibras anteriores se generan las ventanas Ex(η) × (s, t], cada una
asociada a su respectiva medida Mx. Se aumenta el valor de t hasta que en alguna de
ellas, la medida es no nula (esto es, marque un evento);

• el valor de t para el cual se marca un evento corresponde a τk+1. A continuación se
generan los vectores vx cuyo propósito es mostrar qué individuo se agrega o muere a Ȳk
para generar Ȳk+1.
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En general nos interesarán únicamente las variables {τn}n∈N y {Ȳn}n∈N, las cuales forman
una cadena de Markov como se indica en el siguiente resultado, cuya demostración es de
carácter más bien técnico y se encuentra en el Anexo.

Proposición 2.3 1. La sucesión {(Ȳn, τn)}n∈N es cadena de Markov homogénea;

2. las variables ∆τk+1

∣∣
Ȳk

en que ∆τk+1 = τk+1−τk, son independientes de a pares y tienen
distribución exponencial con parámetro Q(Ȳk);

3. los elementos condicionados Ȳn+1

∣∣
Ȳn

tienen como distribución Q(Ȳn,·)
Q(Ȳn)

;

4. para todo n ∈ N las variables Ȳn+1

∣∣
Ȳn

y ∆τn+1

∣∣
Ȳn

son independientes;

5. la sucesión {Ȳn}n∈N es cadena de Markov homogénea.

De esta forma, la cadena {Ȳn}n∈N puede interpretarse como el proceso Y que se busca
construir mirado en los tiempos de salto. En efecto, suponiendo conocido Ȳn = η, δτn+1

corresponde a un tiempo de espera exponencial de parámetro Q(η) y que es independiente
de Ȳn+1, el cual tiene distribución Q(η,·)

Q(η)
. Notemos que las variables τn, correspondientes a

los tiempos de salto, permiten introducir naturalmente la siguiente familia de variables, que
interpretamos como la cantidad de saltos ocurridos en un intervalo de tiempo.

Definición 2.10 Sean {τn}n∈N como en la Definición 2.9. Se define la familia de variables
aleatorias {Nt}t≥0 como

Nt := sup{n ∈ N ∪ {0}, τn ≤ t}.

Utilizando esta familia de variables aleatorias, podemos definir el proceso Yt como sigue:

Definición 2.11 Se define la familia {Yt}t≥0 de elementos aleatorios en A como

Yt := ȲNt ,

y en que Ȳ∞ := 0 donde 0 es la configuración vacía.

La siguiente es una consecuencia directa de la Proposición 2.3 y de [11, Teorema 3.8]:

Proposición 2.4 El proceso {Yt}t≥0 es un proceso de Markov homogéneo cuyos tiempos de
salto corresponden a las variables {τn}n∈N y en que Yτn = Ȳn.

2.4. Hipótesis sobre las tasas

Con el fin de lograr un cierto nivel de control sobre el comportamiento de Y asumiremos
que sus tasas de transición cumplen las siguientes hipótesis, de las cuales se desprenden
propiedades importantes, tales como la absorción casi segura a la configuración nula, la
ausencia de explosiones y la expresión del proceso como única solución de una ecuación
integral.
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Hipótesis 1 (H1).Con el fin de evitar un crecimiento descontrolado de la población, asumi-
mos

sup
y∈T

sup
η∈A

(by(η) +my(η)) < ∞.

Hipótesis 2 (H2). Para controlar las propiedades de martingala, asumiremos que existen
p ≥ 1 y c > 0 tales que ∀η ∈ A

sup
y∈T

λy(η) ≤ c‖η‖p.

Definición 2.12 Introducimos las cotas al largo plazo para las tasas de Y como

λ∗ := ĺım inf
k→∞

ı́nf
‖η‖=k

ı́nf
y∈{η}

λy(η);

Γ∗ := ĺım sup
k→∞

sup
‖η‖=k

sup
y∈{η}

(by(η) +my(η)).

Hipótesis 3 (H3) Con el fin de asegurar la absorción del proceso a la configuración nula
asumiremos que

Γ∗ < λ∗.

Nos referimos al conjunto de hipótesis (H1), (H2) y (H3) sencillamente como (H).

2.4.1. Explosiones del proceso

Como una primera aplicación de las hipótesis (H) mostraremos que el proceso Yt no
posee explosiones, es decir, Nt < ∞ casi-seguramente. Para ello seguiremos los resultados
demostrados en [4], adaptándolos a la construcción de Y realizada en este trabajo. Definimos
entonces la sucesión de variables aleatorias {(Z̄n, τ̄n)}n∈N de forma similar a lo hecho para
{(Ȳn, τn)}n∈N como sigue.

Definición 2.13 Sea k ∈ N cualquiera, definimos el conjunto Ez(k) como

Ez(k) := {1, 2, . . . , k} × T× [0, C∗],

en que hemos tomado C∗ de la forma

C∗ :=

(
sup
η∈A

sup
y∈{η}

(by(η) +my(η))

)(
sup
y,z∈T

g(y, z)

)
,

y que es finito gracias a la hipótesis (H1) y la continuidad de g sobre el compacto T2. Defi-
nimos a continuación la sucesión {(Z̄n, τ̄n)}n∈N como

− Z̄0 = ‖Y0‖ ;

− τ̄0 = 0;

− τ̄n+1 = ı́nf{t > τ̄n, Mc((τ̄n, t]× Ez(Z̄n)) +Mm((τ̄n, t]× Ez(Z̄n)) > 0} ;

− Z̄n+1 = Z̄n + 1.
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De forma similar al caso de {(Ȳn, T̄n)}n∈N se tiene que {(Z̄n, τ̄n)}n∈N es una cadena de
Markov en que las variables ∆τ̄n+1|Z̄n son independientes y con distribución exponencial de
parámetro 2Z̄nC

∗. Definiremos entonces el proceso Z de forma análoga a Y .

Definición 2.14 Dada la sucesión {(Z̄n, τ̄n)}n∈N y t > 0 se define la familia de variables
aleatorias NZ

t como
NZ
t := sup{n ∈ N ∪ {0}, τ̄n ≤ t},

a partir de las cuales se define
Zt := Z̄NZ

t
,

y en que Z̄∞ =∞.

Notemos que este es un proceso de nacimiento puro en N que acota el tamaño de la
población en Y , como veremos en el próximo resultado mencionado en [4].

Proposición 2.5 Para todo t ≥ 0 se cumple P-casi seguramente

‖Yt‖ ≤ Zt .

Demostración. Seam ∈ N cualquiera. Utilizaremos la notación Pm para referirnos a la medida
P condicionada al evento ‖Y0‖ = m, bajo el cual Z̄n = m + n y cada variable ∆τ̄n+1 tiene
distribución exponencial de parámetro 2(m+ n)C∗. Como podemos ver en [18, Corolario 1],
el crecimiento de tales parámetros es suficientemente lento como para asegurar que P-c.s. el
proceso Zt no presente explosiones.

Consideremos ahora una realización de ambos procesos en que Zt no posee explosiones, y
sea (t1, t2, . . .) una enumeración ordenada de los tiempos de salto de los procesos Yt y Zt hasta
el tiempo s. Por definición, tanto Yt como Zt son constantes en los intervalos de la forma
[ti, ti+1), luego basta mostrar por inducción que para cada k ≥ 0 se cumple ‖Ytk‖ ≤ Ztk .

El caso base se tiene trivialmente pues t0 = 0 y por definición ‖Y0‖ = Z0. Para mostrar el
caso k + 1 sabiendo que se cumple el caso k, notemos que hay dos eventos posibles,

1. ‖Ytk+1
‖ ≤ ‖Ytk‖ ;

2. ‖Ytk+1
‖ = ‖Ytk‖+ 1 .

En el primer evento la conclusión es directa, pues por construcción Ztk ≤ Ztk+1
. Para el

segundo evento recordemos que de la Definición 2.9 se tiene

‖Ytk+1
‖ = ‖Ytk‖+ 1 =⇒ Mc((tk, tk+1]× Ec(Ytk)) +Mm((tk, tk+1]× Em(Ytk)) > 0.

Por otro lado, gracias a la elección de C∗ en la Definición 2.13 y la hipótesis de inducción en
que ‖Ytk‖ ≤ Ztk , se deduce

Ec(Ytk), Em(Ytk) ⊆ {1, 2, . . . , ‖Ytk‖} × T× [0, C∗] = Ez(‖Ytk‖) ⊆ Ez(Ztk),

de donde se concluye

0 < Mc((tk, tk+1]× Ez(Ztk)) +Mm((tk, tk+1]× Ez(Ztk)).
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Notemos finalmente que por definición Z no posee saltos en (tk, tk+1), y por lo tanto la
positividad de la expresión anterior indica que tk+1 es un tiempo de salto para Z, y por lo
tanto Ztk+1

= Ztk + 1 de donde se concluye el resultado.

Para procesos de nacimiento puro en N con tasas lineales como Z, se muestra en [7,
Capítulo XVII, sección 3] que si 0 < j < k,

Pj(Zt = k) =

(
m− 1

j − 1

)
e−2C∗jt(1− e−2C∗t)m−j, (2.1)

igualdad que resulta fundamental para el próximo resultado, demostrado originalmente en
[10].

Proposición 2.6 [10, Teorema 3.1] Para todo η ∈ A y p ≥ 1 existen c, b > 0 tales que para
todo t′ > 0,

Eη

(
sup
t∈[0,t′]

‖Yt‖p
)
≤ cebt

′
<∞.

Demostración. Utilizando la Proposición 2.5, se cumple P-casi seguramente

sup
t∈[0,t′]

‖Yt‖p ≤ sup
t∈[0,t′]

Zp
t = Zp

t′ , (2.2)

en que la igualdad se tiene pues Zt es un proceso no decreciente. Gracias a (2.1) y (2.2) se
tiene la desigualdad,

Eη

(
sup
t∈[0,t′]

‖Yt‖p
)
≤ E‖η‖(Zp

t′) =
∞∑

m=‖η‖

mp

(
m− 1

m− ‖η‖

)
e−2‖η‖C∗t′(1− e−2C∗t′)m−‖η‖,

y utilizando la fórmula de Stirling, para m grande podemos aproximar el coeficiente binomial
en la expresión anterior como(

m− 1
m− ‖η‖

)
≈ 1

‖η‖!
(m− 1)‖η‖−1,

de donde existe una constante C > 0 que depende de η y de p, tal que

Eη

(
sup
t∈[0,t′]

‖Yt‖p
)
≤ C

∞∑
m=1

[
(m− 1)‖η‖+p−1

]
e−2‖η‖C∗t′(1− e−2C∗t′)m−‖η‖.

Definiendo una variable aleatoriaG con distribución geométrica de parámetro r := e−2C∗t′ ≤ 1
podemos mayorar la expresión anterior por

E(G‖η‖+dpe−1)Cr‖η‖−1(1− r)1−‖η‖,

pero es fácil verificar que el momento de orden k := ‖η‖ + dpe − 1 de G es de la forma
P (r)/Q(r), en que P es un polinomio de orden k, y Q(r) = rk. Como P está acotado en [0, 1]
por una constante A > 0 que depende de η y p, se deduce

E(G‖η‖+dpe−1)Cr‖η‖−1(1− r)1−‖η‖ ≤ ACe4(‖η‖+dpe−1)C∗t′ ,

luego basta tomar c = AC y b = 4(‖η‖+ dpe − 1)C∗ para concluir el resultado.
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La proposición anterior indica en particular que P-c.s. la cantidad de individuos del proceso
se mantiene acotada sobre intervalos finitos de tiempo, lo que utilizaremos para deducir que
el proceso no posee explosiones.

Proposición 2.7 Para todo t ≥ 0 se cumple P(Nt =∞) = 0.

Demostración. Comenzaremos mostrando que para η ∈ A se cumple Pη(Nt =∞) = 0. Para
ello notemos que de la Proposición 2.6 se deduce que Pη(supt∈[0,t′] ‖Yt‖ =∞) = 0, luego

Pη(Nt =∞) =
∑
n∈N

Pη

(
Nt =∞ ∧ sup

t∈[0,t′]

‖Yt‖ = n

)
.

Por otro lado, sobre el evento {Nt =∞} se tiene

sup
t∈[0,t′]

‖Yt‖ = n ⇐⇒ sup
m∈N
‖Ȳm‖ = n ⇐⇒ ∀m ∈ N, Ȳm ∈ A≤n,

y entonces, utilizando probabilidades totales basta con probar

Pη
(
Nt =∞ ∧ sup

m∈N
‖Ȳm‖ = n

∣∣∣∣ Ȳ1, Ȳ2, . . .

)
= 0. (2.3)

Para deducir la igualdad anterior, notemos que Nt = ∞ ⇐⇒
∑∞

n=1 ∆τn < ∞, y gracias
a la Proposición 2.3, las variables ∆τm+1

∣∣
Ȳm

son independientes de a pares y siguen una
distribución exponencial de parámetro Q(Ȳm). Como Q es una función continua gracias a la
Proposición 2.2, es acotada superiormente sobre el conjunto A≤n que es compacto, digamos,
porQn. De esta forma el evento en que la suma de las variables ∆τn es finita tiene probabilidad
nula, de donde se deduce (2.3) y consecuentemente Pη(Nt = ∞) = 0. Como esto se cumple
para todo η ∈ A, entonces P(Nt =∞) = 0.

La proposición anterior permite deducir para cada t ≥ 0 la existencia de un conjunto de
medida nula tal que en su complemento se cumple Nt < ∞. Como Nt es creciente en t es
sencillo verificar que existe un conjunto de medida nula tal que en su complemento se cumple
Nt <∞ para cualquier valor de t.

2.4.2. Absorción exponencial

Por definición la configuración vacía cumple Q(0) = 0 y por lo tanto una vez que el proceso
llega a esta configuración se cumple que el siguiente tiempo de salto es infinito, es decir, el
proceso es absorbido. Utilizaremos la notación T para referirnos al tiempo de absorción de
Y . El siguiente resultado se desarrolla en detalle en [4].

Proposición 2.8 [4, Lema 2.4] Existen θ0 y c : N → R+ tales que para todo θ < θ0 y todo
η ∈ A−0

Eη(eθT ) ≤ c(‖η‖).
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De acá se deduce directamente que P(T = ∞) = 0, esto es, fuera de un conjunto de
medida nula el proceso es absorbido en tiempo finito. Podemos interpretar este resultado
pensando que Y modela una población destinada a extinguirse.

2.5. Ecuación integral y propiedad de martingala

En la presente sección definiremos débilmente el generador infinitesimal del proceso Y , y
mostraremos formalmente una clase de funciones para la cual este proceso cumple la pro-
piedad de martingala. Para ello resultará fundamental mostrar que Y cumple la siguiente
ecuación estocástica.

Proposición 2.9 Sea Θ un conjunto de probabilidad nula tal que en su complemento se
cumple Nt <∞ para todo t ≥ 0. Definiendo fuera de Θ el proceso I como

It := Y0 +

∫
(0,t]×N×T×R∗

δ ~Hi(Ys− )1{ i≤‖Ys−‖ ∧ θ ≤ b ~Hi(Ys− )
(Ys− )}Mc(ds, di, dz, dθ)

+

∫
(0,t]×N×T×R∗

δz 1{ i≤‖Ys−‖ ∧ θ ≤ m ~Hi(Ys− )
(Ys− )g( ~Hi(Ys− ),z)}Mm(ds, di, dz, dθ)

−
∫

(0,t]×N×T×R∗

δ ~Hi(Ys− )1{ i≤‖Ys−‖ ∧ θ ≤ λ ~Hi(Ys− )
(Ys− )}Md(ds, di, dθ),

se cumple Yt = It para todo t ≥ 0.

Demostración. Mostraremos la igualdad inductivamente.

1. Para el caso t = τ0 := 0 se tiene por definición I0 = Y0(ω) ;

2. Supongamos cierto el resultado para τk y sea t ∈ (τk, τk+1) cualquiera. Utilizando la
hipótesis de inducción se tiene

It = Yτk(ω) +

∫
(τk,t]×N×T×R∗

δ ~Hi(Ȳk)1{ i≤‖Ȳk‖ ∧ θ ≤ b ~Hi(Ȳk)
(Ȳk)}Mc(ds, di, dz, dθ)

+

∫
(τk,t]×N×T×R∗

δz 1{ i≤‖Ȳk‖ ∧ θ ≤ m ~Hi(Ȳk)
(Ȳk)g( ~Hi(Ȳk),z)}Mm(ds, di, dz, dθ)

−
∫

(τk,t]×N×T×R∗

δ ~Hi(Ȳk)1{ i≤‖Ȳk‖ ∧ θ ≤ λ ~Hi(Ȳk)
(Ȳk)}Md(ds, di, dθ),

pues en (τk, τk+1) el proceso Y no presenta saltos, y por lo tanto Ys(ω) = Ytk(ω) = Ȳk(ω)
para s en tal intervalo. Es directo de la construcción de los conjuntos Ek,t

x introducidos
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en la Definición 2.9, que la expresión anterior queda de la forma

It = Yτk +

∫
Ek,tc

δ ~Hi(Ȳk)Mc(ds, di, dz, dθ)

+

∫
Ek,tm

δzMm(ds, di, dz, dθ) −
∫
Ek,td

δ ~Hi(Ȳk)Md(ds, di, dθ) = Yτk ,

pues en (τk, τk+1) no ocurren saltos, luego para x = c,m, d se cumple Mx(E
k,t
x ) = 0.

Deducimos entonces que It = Ytk = Yt;

3. Supongamos ahora que el resultado es cierto para τk y veamos que se cumple también
para τk+1. De forma similar al caso anterior, y recordando la definición de los conjuntos
Ek
x introducidos en la Definición 2.9, se tiene

Iτk+1
= Yτk +

∫
Ekc

δ ~Hi(Ȳk)Mc(ds, di, dz, dθ)

+

∫
Ekm

δzMm(ds, di, dz, dθ) −
∫
Ekd

δ ~Hi(Ȳk)Md(ds, di, dθ)

= Ȳk(ω) + vkc + vkm − vkd = Ȳk+1 = Ytk+1
(ω),

en que hemos utilizado la construcción de las variables Ȳk y que gracias a la Proposición
2.4, son iguales al proceso Y mirado en los tiempos de salto.

2.5.1. Martingalas de cuadrado integrable

El propósito de expresar Yt como una integral estocástica es deducir la propiedad de
martingala del proceso para una clase bien definida de funciones. Para ello presentamos las
siguientes definiciones y resultados que se tratan en detalle en [17].

Definición 2.15 Sean (Ω,F) y (E∗,Σ∗) dos espacios medibles en que el primero es de pro-
babilidad, y B[0,∞) la σ-álgebra de los borelianos en el intervalo [0,∞) ⊆ R. Para cada t > 0
definimos

Σt := B[0,t] ⊗ Σ∗,

y dada M : Ω × (B[0,∞) ⊗ Σ∗) → R, una medida de Poisson, se define Ft ⊆ F como la
σ-álgebra generada por las variables aleatorias

{M(·, B)}B∈Σt .

Es directo de la definición que la familia {Ft}t≥0 es una filtración continua por la derecha.
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Definición 2.16 Sean (Ω,F), (E∗,Σ∗) y M como antes, en que M tiene medida de inten-
sidad µ. Se define qM : Ω× (B[0,∞) ⊗ Σ∗)→ R, la medida compensada de Poisson

qM := M − µ.

En [17] se muestra que para un proceso simple de cuadrado integrable respecto a la medida
de intensidad µ, es posible definir su integral respecto a qM , la cual resulta ser una martingala
respecto a la filtración {Ft}. Para extender esta propiedad a otros procesos definimos la
siguiente norma.

Definición 2.17 Sean T ≥ 0 y ψ : Ω× [0, T ]× E∗ → R un proceso medible. Tomando µ la
medida de intensidad de M se define ‖ψ‖T como

‖ψ‖2
T := E

(∫ T

0

∫
E∗
ψ2(·, s, y)µ(dy)ds

)
.

El siguiente resultado muestra una clase suficientemente grande de procesos para los cuales
su integral respecto a la medida qM es una martingala.

Teorema 2.1 [17, Proposición 1.21] Sea ψ como en la Definición 2.17, en que ψ(·, t, y) es
Ft-medible para cada y ∈ E∗, t ≥ 0. Si ψ(ω, ·, y) es continuo por la izquierda con límite por
la derecha y ‖ψ‖T <∞, entonces el proceso {int(ψ)t}t≤T donde

int(ψ)t :=

∫ t

0

∫
E∗
ψ(·, s, y)qµ(dy)ds,

es una martingala respecto a la filtración {Ft}t≤T .

2.5.2. El generador infinitesimal

Definiremos a continuación un operadorG sobre el espacio de funciones medibles en R+×A
que será fundamental en el resto de este trabajo.

Definición 2.18 Sea f : R+×A → R una función medible y localmente acotada con f(·, 0) =
0. Se define G(f) : R+ ×A → R (que notamos como Gf) de la forma

Gf(t, η) =
∑
y∈{η}

ηyby(η)[f(t, η + δy)− f(t, η)] +
∑
y∈{η}

ηyλy(η)[f(t, η − δy)− f(t, η)]

+
∑
y∈{η}

ηymy(η)

∫
T
[f(t, η + δz)− f(t, η)]g(y, z)dσ(z).

El siguiente resultado, probado en [4], muestra que el operador G corresponde al gene-
rador débil del proceso Y . Para demostrar esta afirmación utilizaremos la notación Tn para
referirnos al tiempo de llegada de Y al conjunto An.
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Proposición 2.10 [4, Proposición 2.5] Sea f : R+×A → R medible tal que f(·, η) es conti-
nuamente diferenciable para cada η. Asumamos ciertas las hipótesis en (H) y que f(·, 0) = 0.
Definiendo el proceso {Mt}t≥0 como

Mt := f(t, Yt)− f(0, Y0)−
∫ t

0

[
∂f

∂x1

(s, Ys) +Gf(s, Ys)

]
ds,

se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si existe una función C : R+ → R+ tal que ∀t ≤ t0 y para η ∈ A cualquiera

|f(t, η)| ≤ C(t0)(1 + ‖η‖p′),
en que p′ > 0, entoncesMt es una martingala en [0, t0];

2. Si f es localmente acotada, entonces para todo n ∈ N,MTn∧t es una martingala, luego
Mt es una martingala local.

Demostración. Sea t ≥ 0 cualquiera y supongamos que Y no posee explosiones (esto ocurre
P-c.s. gracias a la Proposición 2.7). De la construcción de Nt se tiene∫ t

0

∂f

∂x1

(s, Ys)ds =
Nt−1∑
k=0

∫
[τk,τk+1)

∂f

∂x1

(s, Ys)ds +

∫
[τNt ,t)

∂f

∂x1

(s, Ys)ds,

pero en cada uno de estos intervalos, Ys es constante por definición y vale Ytk , de donde∫ t

0

∂f

∂x1

(s, Ys)ds =
Nt−1∑
k=0

[f(τk+1, Yτk)− f(τk, Yτk)] + f(t, Yt)− f(τNt , YτNt ). (2.4)

Ahora, como Y es un proceso de saltos, se tiene Yτ−k+1
:= ĺımt↗τk+1

Yt = Yτk , y entonces
reemplazando (2.4) en la definición deMt se tiene

Mt +

∫ t

0

Gf(s, Ys)ds = f(τNt , YτNt )− f(0, Y0)−
Nt−1∑
k=0

[
f(τk+1, Yτ−k+1

)− f(τk, Yτk)
]

=
Nt∑
k=0

[
f(τk+1, Yτk+1

)− f(τk+1, Yτ−k+1
)
]
.

Abusando entonces de la notación podemos escribir

Mt +

∫ t

0

Gf(s, Ys)ds =
∑
s≤t

[f(s, Ys)− f(s, Ys−)] , (2.5)

y un cálculo sencillo revela que el término de la derecha es igual a∫
(0,t]×N×T×R∗

[
f
(
s, Ys− + δ ~Hi(Ys− )

)
− f(s, Ys−)

]
1{ i≤‖Ys−‖ ∧ θ ≤ b ~Hi(Ys− )

(Ys− )}Mc(ds, di, dz, dθ)

+

∫
(0,t]×N×T×R∗

[f(s, Ys− + δz)− f(s, Ys−)]1{ i≤‖Ys−‖ ∧ θ ≤ m ~Hi(Ys− )
(Ys− )g( ~Hi(Ys− ),z)}Mm(ds, di, dz, dθ)

−
∫

(0,t]×N×T×R∗

[
f
(
s, Ys− − δ ~Hi(Ys− )

)
− f(s, Ys−)

]
1{ i≤‖Ys−‖ ∧ θ ≤ λ ~Hi(Ys− )

(Ys− )}Md(ds, di, dθ).
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Podemos definir entonces de manera natural los procesos

ψc(s, i, z, θ) :=
[
f
(
s, Ys− + δ ~Hi(Ys− )

)
− f(s, Ys−)

]
1{ i≤‖Ys−‖ ∧ θ ≤ b ~Hi(Ys− )

(Ys− )} ;

ψm(s, i, z, θ) := [f(s, Ys− + δz)− f(s, Ys−)]1{ i≤‖Ys−‖ ∧ θ ≤ m ~Hi(Ys− )
(Ys− )g( ~Hi(Ys− ),z)} ;

ψd(s, i, z, θ) :=
[
f
(
s, Ys− − δ ~Hi(Ys− )

)
− f(s, Ys−)

]
1{ i≤‖Ys−‖ ∧ θ ≤ λ ~Hi(Ys− )

(Ys− )},

con los cuales (2.5) queda de la forma

Mt =

∫
(0,t]×N×T×R∗

∑
x=c,d,m

ψx(s, i, z, θ)Mx(ds, di, dz, dθ) −
∫ t

0

Gf(s, Ys)ds. (2.6)

Por otro lado, notemos que Ys es igual a Ys− c.t.p. en s, luego se tiene∫ t

0

Gf(s, Ys)ds =

∫ t

0

Gf(s, Ys−)ds,

y un cálculo sencillo revela que

Gf(s, Ys−) =

‖Ys−‖∑
i=1

b ~Hi(Ys− )(Ys−)[f
(
s, Ys− + δ ~Hi(Ys− )

)
− f(s, Ys−)]

+

‖Ys−‖∑
i=1

m ~Hi(Ys− )(Ys−)

∫
T
[f(s, Ys− + δz)− f(s, Ys−)]g( ~Hi(Ys−), z)dσ(z)

+

‖Ys−‖∑
i=1

λ ~Hi(Ys− )(Ys−)[f
(
s, Ys− − δ ~Hi(Ys− )

)
− f(s, Ys−)]

=

∫
N×T×R+

ψc(s, i, z, θ)didσ(z)dθ +

∫
N×T×R+

ψm(s, i, z, θ)didσ(z)dθ

+

∫
N×T×R+

ψc(s, i, z, θ)didσ(z)dθ.

Reemplazando esta igualdad en (2.6) se deduce finalmente

Mt =

∫
(0,t]×N×T×R∗

∑
x=c,d,m

ψx(s, i, z, θ)qx(ds, di, dz, dθ),

en que qc, qm y qd corresponden a las medidas compensadas deMc,Mm yMd respectivamente.
Así, Mt se descompone en la integral de tres procesos respecto a sus respectivas medidas
compensadas de Poisson. Tales procesos son Ft-adaptados y continuos por la izquierda con
límite por la derecha pues Ys− lo es, luego, si tales procesos tienen norma ‖·‖T finita podemos
utilizar el Teorema 2.1 para concluir el resultado. Utilizaremos entonces las hipótesis sobre
f para mostrar que los procesos ψx cumplen ‖ψx‖T <∞.
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1. Supongamos que existe C tal que para todo T ≥ 0 y todo t ≤ T

|f(t, η)|+ ≤ C(T )(1 + ‖η‖p′).

Por simplicidad mostraremos únicamente que ‖ψd‖T <∞, pues los casos ψc y ψm son
similares. Utilizando la notación

h(θ, i, η) := 1{i≤‖η‖}1{θ≤λ ~Hi(η)
(η)},

podemos acotar ‖ψd‖2
T de la siguiente manera,

‖ψd‖2T = E

(∫
[0,T ]×N×T×R+

[
f(s, Ys− − δHi(Ys− ))− f(s, Ys−)

]2
h(θ, i, Ys−)dθdσ(z)dids

)

≤ E

(∫
[0,T ]×N×T×R+

2
[
f2(s, Ys− − δHi(Ys− )) + f2(s, Ys−)

]
h(θ, i, Ys−)dθdσ(z)dids

)

≤ E

(∫
[0,T ]×N×T×R+

16C2(T )‖Ys−‖2p
′
1{i≤‖Ys−‖}1{θ≤λ ~Hi(Ys− )

(Ys− )}dθdσ(z)dids

)

≤ E

(∫
[0,T ]×N

16C2(T )‖Ys−‖2p
′
1{i≤‖Ys−‖}c‖Ys−‖

pdids

)
,

donde la última desigualdad se tiene como consecuencia de (H2). Utilizando la Propo-
sición 2.6 podemos entonces concluir

‖ψd‖2
t ≤ E

(∫
[0,T ]

16C2(T )c‖Ys−‖2p′+p+1ds

)

≤ T16C2(T )c E

(
sup
s∈[0,T ]

‖Ys‖2p′+p+1

)
< ∞,

de donde se sigue el resultado.

2. Mostraremos que si f es localmente acotada, entonces Mt∧Tn es una martingala. En
efecto, Mt∧Tn corresponde a las integrales de los procesos 1{s≤Tn}ψx respecto a las
medidas qx, y así, es suficiente mostrar que la norma de estos procesos es finita. Desa-
rrollamos únicamente el caso de ψd, pues los otros dos son similares.

Recordemos que A≤n es un conjunto compacto, luego por hipótesis existe M > 0 tal
que f |[0,T ]×A≤n ≤M . De acá se sigue

20



‖1{s≤Tn}ψd‖2
T ≤ E

(∫
[0,T ]×N×T×R+

1{s≤Tn}4M
2h(θ, i, Ys−)dθdσ(z)dids

)
= E

(∫
[0,T ]×N

1{s≤Tn}4M
21{i≤‖Ys−‖}λ ~Hi(Ys− )(Ys−)dids

)
≤ E

(∫
[0,T ]

1{s≤Tn}4M
2c‖Ys−‖p+1ds

)
≤ T4M2cnp+1 < ∞,

de donde se concluye el resultado.

2.6. Continuidad de las tasas y extensiones de la notación

Las tasas de transición introducidas en la Definición 2.5 son consideradas continuas, sin
embargo es importante notar que en ninguna parte de las demostraciones realizadas en este
capítulo se utilizó la continuidad de tales tasas, sino más bien que son funciones acotadas, y
por lo tanto es posible prescindir de esta hipótesis manteniendo los resultados vistos hasta el
momento.

En lo que resta de este trabajo trabajaremos a menudo con procesos de saltos distintos
de Y , todos ellos dentro del contexto de una población con nacimientos y muertes. Estanda-
rizaremos entonces la notación utilizada en este capítulo de la siguiente forma.

Definición 2.19 Sea {Xt}t≥0 un proceso de saltos a tiempo continuo sobre un espacio de
estados X . Utilizaremos la notación

• τXn , el n-ésimo tiempo de salto;

• T XB , el tiempo de la primera llegada del proceso X al conjunto B;

• T Xn , el primer tiempo en que el proceso cuenta con n individuos;

• NX
t , la cantidad de saltos del proceso X hasta el tiempo t.

En general, si el contexto lo permite suprimiremos el índice X en las notaciones anteriores.
Por otro lado, para una función ϕ localmente acotada superior e inferiormente por valores
positivos sobre A, utilizaremos la notación ϕn > 0 y ϕ

n
> 0 para referirnos a las cotas para

esta función sobre A≤n.
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Capítulo 3

Distribuciones cuasi-estacionarias

En el presente capítulo se realizará una breve introducción a la teoría general de distri-
buciones cuasi-estacionarias, también llamadas q.s.d, y estudiaremos un resultado obtenido
en [4] que muestra la existencia de tales objetos para el proceso Y . Comenzaremos enuncian-
do las principales propiedades de las q.s.d, entre las que contamos su caracterización como
vectores propios de algunos operadores, y su relación con las distribuciones cuasi-límites y
los límites de Yaglom. A continuación extenderemos sutilmente un resultado obtenido en [4]
que permite acotar la tasa de absorción de un proceso de saltos, para finalmente concluir el
capítulo con algunos resultados de existencia de distribuciones cuasi-estacionarias, entre los
cuales contamos el resultado mencionado anteriormente para el proceso Y .

3.1. Teoría general

En lo que resta de esta capítulo consideraremos un proceso de Markov {Xt}t≥0 a valores en
un espacio métrico X ∪C dotado de la σ-álgebra B de los borelianos, en que C es un conjunto
especial, disjunto con X , y al cual llamamos cementerio. Dado el semigrupo de transición Pt
del proceso, definido como

Pt(x,A) := P(Xt ∈ A
∣∣ X0 = x),

diremos que el proceso Y es un proceso absorbido en C si

∀t ≥ 0, x ∈ C =⇒ Pt(x, {x}) = 1,

esto es, una vez que el proceso llega a un estado x ∈ C se queda en ese estado P-casi
seguramente para siempre. Entre los procesos absorbidos, merecen especial atención aquellos
procesos X que son absorbidos casi-seguramente, es decir

∀x ∈ X , Px(TC <∞) = 1,

en que hemos utilizado la notación TC como en 2.19. Para los procesos absorbidos casi-
seguramente, el estudio de las distribuciones estacionarias es insuficiente para deducir cual-
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quier tipo de propiedad interesante. En efecto, utilizando la notación

Pπ(Xt ∈ A) :=

∫
X∪C

Px(Xt ∈ A)dπ(x)

para una medida de probabilidad π, deducimos que las únicas distribuciones estacionarias
posibles se concentran en C, pues para A ⊆ X

π(A) = Pπ(Xt ∈ A) ≤ Pπ(Xt ∈ X ) = Pπ(t < TC) −−−→
t→∞

0.

El que π se concentre en C indica que X es absorbido, pero esto no es nada nuevo, y
por lo tanto π no aporta ninguna información interesante. Algunos procesos absorbidos, sin
embargo, presentan una suerte de equilibrio al mediano plazo, que puede entenderse como
un equilibrio en el evento en que el proceso no ha sido absorbido aún. Esta noción gatilla la
definición de las distribuciones cuasi-estacionarias.

Definición 3.1 Sea TC el tiempo de absorción de X en C. Diremos que una medida de
probabilidad π concentrada en X es una distribución cuasi-estacionaria si

Pπ(Xt ∈ A
∣∣ TC > t) = π(A),

para todo t ≥ 0 y todo A ⊆ X medible.

Así, una distribución cuasi-estacionaria representa un equilibrio para el proceso condicio-
nado a la no-extinción. La definición de estas distribuciones para procesos a tiempo discreto
es análoga.

3.1.1. Propiedades básicas

Notemos que para una q.s.d. π se cumple que para todo t ≥ 0 y para todo B ⊆ X

Pπ(Xt ∈ B) = Pπ(Xt ∈ B ∧ TC > t) = π(B)Pπ(TC > t),

y en particular, para s 6= t
Pπ(Xt ∈ B)

Pπ(Xs ∈ B)
=

Pπ(TC > t)

Pπ(TC > s)
,

expresión que no depende de B. Podemos deducir entonces que una q.s.d. mantiene su forma
al evolucionar el proceso, y que va cambiando únicamente su amplitud de acuerdo a la dis-
tribución del tiempo de extinción. El siguiente resultado, desarrollado en [5] y [22] muestra
que tal variable debe distribuirse exponencialmente

Teorema 3.1 [5, Teorema 2.2] Sea π una q.s.d. para X, entonces existe
θ = θ(π) > 0 tal que

Pπ(TC > t) = e−θt.

El parámetro θ en el teorema anterior es llamado comúnmente tasa de decaimiento o de
extinción de la q.s.d. π. De este resultado se obtiene directamente que para tal q.s.d.

Pπ(Xt ∈ B) = π(B)e−θt,
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y que para s < θ(π) se tiene Eπ(esTC ) <∞. En particular se deduce que Ex(esTC ) <∞ π-casi
seguramente, lo que motiva la siguiente definición.

Definición 3.2 Para x ∈ X se define la tasa θ∗x de decaimiento exponencial como

θ∗x := sup{s ≥ 0, Ex(esTC ) <∞}.

La siguiente proposición, desarrollada en [5] da cuenta de la expresión decaimiento expo-
nencial escogida para θ∗x.

Proposición 3.1 [5, Proposición 2.4] Se tiene la igualdad

θ∗x = ĺım inf
t→∞

−1

t
logPx(TC > t).

Si además θ∗x = 0 para todo x ∈ X , entonces no puede existir una q.s.d..

Esta igualdad jugará un rol fundamental en el siguiente capítulo donde, bajo ciertas con-
diciones de irreducibilidad, se tiene que θ∗x = θ∗y casi seguramente para cada par x, y ∈ X .
Notemos que de la proposición anterior podemos deducir que si θ∗x > 0, entonces al comenzar
el proceso en el punto x la absorción ocurre al menos con una rapidez exponencial.

En algunos procesos, al comenzar desde cualquier estado la distribución de los mismos
sobre el evento en que no han sido absorbidos se acerca a un equilibrio. Este tipo de equilibrio,
llamado límite de Yaglom, es más fuerte que el concepto de q.s.d. pues permite un estado
inicial determinista para el proceso.

Definición 3.3 Dado el proceso X, diremos que una medida de probabilidad π es,

1. Distribución cuasi-límite si existe una medida de probabilidad µ tal que ∀A ⊆ X medible

ĺım
t→∞

Pµ(Xt ∈ A
∣∣ TC > t) = π(A);

2. límite de Yaglom si para todo A ⊆ X y todo x ∈ X

ĺım
t→∞

Px(Xt ∈ A
∣∣ TC > t) = π(A).

Es directo notar que una q.s.d. π es siempre una distribución cuasi-límite pues basta tomar
µ = π y entonces

ĺım
t→∞

Pπ(Xt ∈ A
∣∣ TC > t) = ĺım

t→∞
π(A) = π(A).

El recíproco también es cierto, es decir, si π es una q.l.d. también es una q.s.d. y la demos-
tración de ello puede encontrarse en [22, Proposición 1]. Tomando la medida de probabilidad
µ = δx para algún x ∈ X , podemos deducir que un límite de Yaglom siempre es una q.l.d. y
por lo tanto es una q.s.d. A diferencia del caso anterior, no toda q.s.d. es un límite de Yaglom
como puede verse en [30], donde un proceso de nacimiento y muerte en N con tasas lineales
posee una familia infinita de distribuciones cuasi-estacionarias mientras que, de existir, el
límite de Yaglom es único.
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El siguiente resultado, probado originalmente en [20], muestra que tomando como distri-
bución inicial una q.s.d. no importa realmente dónde es absorbido el proceso en C, sino más
bien cuándo es absorbido.

Teorema 3.2 [5, Teorema 2.6] Sea π una q.s.d. para el proceso X, entonces las variables
TC y XTC son Pπ-independientes.

En particular podemos colapsar el conjunto C a un singleton {0} sin perder ningún tipo
de información relevante para el estudio de estas distribuciones y manteniendo la propiedad
de Markov del proceso X. Utilizaremos en adelante la notación T para referirnos a T0.

3.1.2. Enfoque espectral

El primer problema al comenzar a estudiar la existencia de distribuciones cuasi-estacionarias
para el proceso X es que no contamos con una maquinaria adecuada para trabajar con la
Definición 3.1. Es claro que tal definición encierra un concepto de invariabilidad respecto a
un cierto operador, el cual buscamos hacer explícito a partir de la noción de vector propio.
Para ello comenzamos entregando algunas definiciones y notaciones que utilizaremos en lo
que resta de este trabajo.

Definición 3.4 Dado un proceso X absorbido en 0 como antes definimos:

1. Los conjuntos Cb(X ) ⊆Mb(X ) ⊆M(X ) de funciones f : X → R que son continuas y
acotadas, B-medibles y acotadas, y B-medibles respectivamente. Utilizaremos el super-
índice + en estos conjuntos para referirnos al caso en que las funciones tomen valores
no negativos;

2. para una medida µ y f ∈M(X ) integrable utilizaremos la notación 〈µ, f〉 :=
∫
fdµ;

3. dada f ∈M(X )+ utilizaremos la notación Pt(f) ∈M(X ) para referirnos a la función

[Pt(f)](x) := Ex(f(Xt), T0 > t),

lo que permite definir el semigrupo submarkoviano {Pt}t≥0, para el cual diremos que
posee la propiedad de Feller si para todo t ≥ 0

Pt(Cb(X )) ⊆ Cb(X );

4. seaMb(X ) ⊆ D un subespacio deM(X ) y G : D →M(X ) un operador lineal. Diremos
que G es un generador débil de X si para todo f ∈ D el proceso

Mt := f(Xt)− f(X0)−
∫ t

0

Gf(Xs)ds,

es una martingala. Llamaremos a D el dominio de G

Al semigrupo {Pt}t≥0 lo llamaremos semigrupo de transición de X, para el cual, exten-
diendo la función f a X ∪ {0} como f(0) = 0 en el ítem 3 obtenemos la definición usual

[Pt(f)](η) = Eη(f(Xt), T0 > t) = Eη(f(Xt), T0 > t) + Eη(0, T0 ≤ t) = Eη(f(Xt)).
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Utilizando las notaciones y definiciones anteriores desarrollamos el siguiente resultado, cuya
demostración puede encontrarse en parte en [5].

Teorema 3.3 Para el proceso X con semigrupo de transición {Pt}t≥0 se tiene,

1. Una medida de probabilidad π es una q.s.d. ssi existe θ > 0 tal que para todo f ∈Mb(X )
y todo t ≥ 0

〈π, Pt(f)〉 = e−θt〈π, f〉; (3.3.i)

2. [5, Lema 2.9] existe una q.s.d. π ssi existe una medida de probabilidad π′ y θ > 0 tal
que ∀f ∈Mb(X ),

〈π′, P1(f)〉 = e−θ〈π′, f〉; (3.3.ii)

3. si para una medida de probabilidad π existe θ > 0 tal que ∀f ∈ D,

〈π,G(f)〉 = −θ〈π, f〉, (3.3.iii)

entonces π es q.s.d..

Demostración. 1. Sea π una distribución cuasi-estacionaria para el proceso X y tomemos
una función simple de la forma f =

∑n
k=1 ak1Ak . Se tiene

Eπ(f(Xt)
∣∣ T > t) =

n∑
k=1

akPπ(Xt ∈ Ak
∣∣ T > t) =

n∑
k=1

akπ(Ak) = 〈π, f〉,

igualdad que extendemos ∀f ∈Mb(X )+ gracias al teorema de convergencia monótona.
Utilizando entonces el Teorema 3.1 existe θ > 0 tal que

〈π, Pt(f)〉 = Eπ(f(Xt)
∣∣ T > t)Pπ(T > t) = 〈π, f〉e−θt.

Supongamos por otro lado que ∀f ∈Mb(X )+, 〈π, Pt(f)〉 = e−θt〈π, f〉. Tomando f = 1
deducimos Pπ(T > t) = e−θt, y entonces para cada A ∈ B podemos tomar f = 1A con
lo que concluimos

Pπ(Xt ∈ A|T > t) = eθtEπ(f(Xt), T > t) = 〈π, f〉 = π(A).

Extendiendo esta equivalencia a las funciones enMb(X ) se deduce que π es una q.s.d..

2. Supongamos que existe una q.s.d. π, luego basta tomar π′ = π y t = 1 en el Teorema 3.1
para deducir el resultado. Para la otra implicancia sean θ > 0 y π′ tal que 〈π′, P1(f)〉 =
e−θ〈π′, f〉 y definamos

π :=
1

α

∫ 1

0

eθs〈π′, Ps〉ds,

en que hemos utilizado la notación 〈π′, Ps〉 :=
∫
X Ps(x, ·)dπ

′(x) y en que α es tal que π
es medida de probabilidad. Tomando t ∈ [0, 1) y f ∈Mb cualesquiera se tiene

〈απ, Pt(f)〉 =

∫ 1

0

eθs〈π′, Pt+s(f)〉ds =

∫ 1−t

0

eθs〈π′, Pt+s(f)〉ds+

∫ 1

1−t
eθs〈π′, Pt+s(f)〉ds

=

∫ 1

t

eθ(s−t)〈π′, Ps(f)〉ds+

∫ t

0

eθ(s+1−t)〈π′, Ps+1(f)〉ds,
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pero por hipótesis se tiene

eθ〈π′, Ps+1(f)〉 = eθ〈π′, P1(Ps(f))〉 = 〈π′, Ps(f)〉,

y entonces se concluye que 〈απ, Pt(f)〉 = e−θt〈π, f〉. Para el caso general t ≥ 0 existen
n ∈ N y r ∈ [0, 1) tales que t = n+ r, luego

〈π, Pt(f)〉 = 〈π, Pn+r(f)〉 = 〈π, P (n)
1 (Pr(f))〉 = e−θn〈π, Pr(f)〉 = e−θt〈π, f〉,

como esto se cumple para toda función f ∈ Mb(X ) utilizamos el Teorema 3.1 para
deducir que π es q.s.d..

3. Supongamos que 〈π,G(f)〉 = −θ〈π, f〉 para todo f ∈ D y mostremos que π es una
distribución cuasi-estacionaria. Para ello, utilizando la definición de G y el teorema de
Fubini se deduce que para todo f ∈Mb(X ) ⊆ D y t > 0,

〈π, Pt(f)〉 − 〈π, f〉 =

∫ t

0

〈π,GPs(f)〉ds = −θ
∫ t

0

〈π, Ps(f)〉ds.

Definamos la función H : R+ → R+ como H(s) := 〈π, Ps(f)〉, que gracias a la ecuación
anterior cumple

H(t) = H(0) +

∫ t

0

H(s)ds.

Como ‖Ps(f)‖∞ ≤ ‖f‖∞ < ∞ para todo s > 0, se deduce que H es de clase C∞(R+),
luego es de la forma H(s) = H(0)e−θs, y entonces para todo f ∈ Cb(X ) mostramos

〈π, Pt(f)〉 = e−θt〈π, f〉.

El resultado sigue de la igualdad anterior y de el Teorema 3.1.

Utilizando el Teorema 3.3 podemos ver que una q.s.d. π puede entenderse como un vector
propio por la izquierda del semigrupo {Pt}t≥0, de un único kernel de transición P1, y del
generador débil del proceso, G.

En el próximo capítulo mostraremos que la existencia y el comportamiento de los vectores
propios por la derecha del semigrupo de transición facilitan el estudio de las propiedades
de las q.s.d. del proceso, así como su unicidad en algunos casos. Para el proceso Y , sin
embargo, no contamos con una expresión cerrada para el semigrupo, por lo que encontrar tales
vectores directamente resulta engorroso. El siguiente resultado muestra que para encontrar
estos vectores es suficiente encontrar vectores propios por la derecha para el generador débil
del proceso.

Proposición 3.2 Sea G un generador débil de X con dominio D y f ∈ D integrable. Su-
pongamos que existe θ > 0 tal que G(f) = −θf , entonces para todo t ≥ 0

Pt(f) = e−θtf.

27



Demostración. Como G es generador débil, de la definición de {Pt}t≥0 y el teorema de Fubini
se deduce

Pt(f) = f +

∫ t

0

Ps(G(f))ds = f − θ
∫ t

0

Ps(f)ds,

en que para le segunda igualdad hemos usado G(f) = −θf . Similarmente a lo hecho en el
teorema anterior, para x ∈ X podemos definir H(s) como H(s) = [Ps(f)](x), que cumple

H(t) = H(0) +

∫ t

0

H(s)ds

y es de clase C∞(R+), luego [Pt(f)](x) = H(s) = H(0)e−θt = f(x)e−θt.

3.2. Cotas para la tasa de decaimiento

Dada una q.s.d. π podemos calcular directamente su tasa de decaimiento θ como

θ = − log (Pπ(T0 > 1))

Este método, sin embargo, es de poca utilidad en la práctica, donde se desconoce una ex-
presión cerrada del kernel de transición P1. Buscamos entonces una expresión que dependa
únicamente de la q.s.d. π y parámetros conocidos del modelo, en particular aquellos que
forman parte del generador débil L. Para ello asumiremos que X es un proceso de saltos en
X de forma tal que

1. la cadena de Markov {X̄n}n∈N asociada a los tiempos de salto tiene kernel de transición
Q (no relacionado con el kernel utilizado en el capítulo anterior) y los tiempos de salto
∆τn tienen distribución exponencial de parámetro Q(X̄n−1) := Q(X̄n−1,X );

2. X posee la propiedad de Markov fuerte.

Utilizando la cadena {X̄n}n∈N definimos los siguientes conjuntos.

Definición 3.5 Sea A ⊆ X un boreliano cualquiera. Se define {CLn(A)}n≥1 ⊆ B como

CLn(A) = {x ∈ X , Px(X̄n ∈ A) > 0 ∧ ∀k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, Px(X̄k ∈ A) = 0}.

En el caso en que A = {0} utilizamos la notación CLn(0)

Así, cada conjunto CLn(A) corresponde a los puntos que pueden llegar en n saltos al
conjunto A pero no en menos de n pasos. Notando que {X̄n} es un proceso de Markov,
sabemos que para todo conjunto A en los borelianos se cumple que el kernel Pn(·, A) es una
función B-medible, y por lo tanto es directo que cada CLn(A) es medible.

Los conjuntos CLn(0) buscan entregar una noción de distancia entre los elementos de X
y el estado 0, lo que se deduce del siguiente resultado, cuya demostración se encuentra en el
Anexo.
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Proposición 3.3 Sean n,m ∈ N con n > m. Utilizando la notación Tm := TCLm(0) se tiene
que para x ∈ CLn(0),

Px(Tm+1 ≤ Tm) = 1.

A continuación desarrollamos una generalización sutil de [4, Lema 3.2], en que se encuentra
una expresión para la tasa de decaimiento θ de una q.s.d. para el proceso Y . La demostración
del resultado es análoga a la presentada en [4], salvo pequeñas diferencias.

Lema 3.1 [4, Lema 3.2] Sea π una distribución cuasi-estacionaria en (X ,B) y supongamos
que para cada conjunto CLn({0}) existen 0 < sn < Sn tales que sn ≤ Q ≤ Sn, entonces su
tasa de decaimiento θ cumple

θ =

∫
CL1(0)

Q(x, {0})π(dx).

Demostración. Definamos para cada n ∈ N la función an(t) como

an(t) := sup
x∈CLn(0)

Px(T ≤ t).

Supongamos n ≥ 2 y tomemos x ∈ CLn(0) cualquiera. Gracias a la Proposición 3.3 se tiene
Px(T ≤ t) = Px(T2 ≤ T ≤ t), y utilizando la propiedad de Markov fuerte deducimos

Px(T ≤ t) = Ex(1{T2≤t}PXT2 (T ≤ t− T2)) ≤ Ex(PXT2 (T ≤ t)) ≤ a2(t) (3.1)

Supongamos ahora que x ∈ CL2(0), luego por definición para llegar al estado 0 deben haber
ocurrido al menos dos saltos, de donde

Px(T ≤ t) ≤ Ex(1{τ≤t}PX̄1
(T ≤ t))

= Ex(1{τ≤t ∧ X̄1∈CL1(0)}PX̄1
(T ≤ t)) + Ex(1{τ≤t ∧ X̄1 /∈CL1(0)}PX̄1

(T ≤ t)).

Utilizando la definición de a1(t) para acotar y el primer término, y utilizando (3.1) para
acotar el segundo deducimos

Px(T ≤ t) ≤ Ex(1{τ≤t}a1(t)) + Ex(1{τ≤t}a2(t))

=
(
1− e−Q(x)t

)
[a1(t) + a2(t)],

luego, tomando supremo sobre CL2(0) a ambos lados se tiene la desigualdad

a2(t) ≤ sup
x∈CL2(0)

(
1− e−Q(x)t

)
[a1(t) + a2(t)] =

(
1− e−S2t

)
[a1(t) + a2(t)],

y despejando a2(t) deducimos

a2(t) ≤
(
eS2t − 1

)
a1(t). (3.2)

Por otro lado, para x ∈ CL1(0) tenemos la desigualdad Px(T0 ≤ t) ≤ Px(τ ≤ t) ≤ 1−e−S1t,
y tomando supremo en CL1(0) se deduce

a1(t) ≤ 1− e−S1t, (3.3)
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y utilizando (3.3) para acotar (3.2) se obtiene que para x /∈ CL1(0),

0 ≤ ĺım
t→0

Px(T ≤ t)

t
≤ ĺım

t→0

a2(t)

t
≤ ĺım

t→0

(
eS2t − 1

) (
1− e−S1t

)
t

= 0. (3.4)

Para encontrar el valor de este límite cuando x ∈ CL1(0) notemos que

Px(T ≤ t) ≤ Px(X̄1 = 0 ∧ T ≤ t)︸ ︷︷ ︸
p0(t)

+Px(X̄1 ∈ CL1(0) ∧ T ≤ t)︸ ︷︷ ︸
p1(t)

+Px(X̄1 /∈ CL1(0) ∧ T ≤ t)︸ ︷︷ ︸
p2(t)

,

luego, podemos acotar cada término por separado como sigue;

• p0(t) = Px(X̄1 = 0 ∧ T ≤ t) = Px(X̄1 = 0 ∧ τ ≤ t) ≤ (1− e−S1t)Q(x,{0})
Q(x)

;

• utilizando nuevamente la propiedad de Markov fuerte se tiene

p1(t) ≤ a1(t)Px (Xτ ∈ CL1(0) ∧ τ < t) ≤ a1(t)Px (τ < t) ≤
(
1− e−S1t

)2
;

• similarmente al caso anterior, utilizando (3.2) y (3.3),

p2(t) ≤ a2(t)Px (τ < t) ≤
(
eS2t − 1

) (
1− e−S1t

)2
.

Utilizando las tres cotas anteriores se deduce

Px(T ≤ t) ≤
(
1− e−S1t

) Q(x, {0})
Q(x)

+ 2
(
eS2t − 1

) (
1− e−S1t

)2
, (3.5)

y por otro lado (
1− e−S1t

) Q(x, {0})
Q(x)

= Px(τ ≤ t ∧ X̄1 = 0) ≤ Px(T ≤ t), (3.6)

luego podemos dividir (3.5) y (3.6) por t > 0 y tomar límite cuando t → 0 de donde, para
x ∈ CL1(0),

ĺım
t→0

Px(T ≤ t)

t
= Q(x, {0}). (3.7)

Para concluir el lema notemos que de (3.4) y (3.5), para todo 0 < t ≤ 1 y para todo x ∈ X
se tiene

0 ≤ Px(T ≤ t)

t
≤
(
eS2t − 1

) (
1− e−S1t

)
+
(
1− e−S1t

)
t

≤ C

para alguna constante C > 0, luego podemos utilizar el teorema de convergencia dominada,
junto con (3.4) y (3.7) para deducir

ĺım
t→0

∫
X

Px(T ≤ t)

t
π(dx) =

∫
X

ĺım
t→0

Px(T ≤ t)

t
π(dx) =

∫
CL1(0)

Q(x, {0})π(dx).

Falta por ver que el término de la izquierda es igual a θ, pero ello se obtiene de tomar
límite cuando t tiende a cero en la igualdad∫

X

Px(T ≤ t)

t
π(dx) =

1

t
Pπ(T ≤ t) =

1

t
(1− e−θt),

donde hemos utilizado el Teorema 3.1 pues π es q.s.d..
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Utilizando el lema anterior, θ depende de Q y de la q.s.d. π para la cual la mayor parte
de las veces no existirá una expresión cerrada. Sin embargo, es trivial encontrar una cota que
dependa únicamente de Q, que asumimos conocida.

Corolario 3.1 Bajo las condiciones del lema 3.1 se deduce que 0 ≤ θ ≤ S1

3.3. Resultados de existencia

Como ya se había mencionado, el estudio de procesos absorbidos se ha concentrado ma-
yormente en difusiones y en el caso en que el espacio de estados es discreto. En estos trabajos
la demostración de la existencia de distribuciones cuasi-estacionarias depende fuertemente
de la estructura del proceso estudiado y por lo tanto no es posible generalizar tales razo-
namientos a procesos más generales. Es poco lo que se ha logrado decir en general sobre la
existencia de estas distribuciones, destacando los trabajos de Tweedie [27],[28] que veremos
en el siguiente capítulo, y los resultados de Collet, Martínez, Méléard, y San Martín en [4],[5]
que enunciaremos en esta sección.

Los dos resultados que veremos a continuación requieren la existencia de una estructura
topológica en X que sea preservada por el semigrupo Pt del proceso. Bajo esta mirada éstos
pueden parecer muy restrictivos, sin embargo pueden ser aplicados a procesos con espacio de
estados numerable, a difusiones, y en particular, al proceso Y .

3.3.1. Espacio de estados compacto

El primer resultado supone que el espacio de estados es compacto y puede ser demostrado
utilizando el teorema de Krein-Rutman, que provee una maquinaria suficientemente potente
como para concluir en unos cuantos pasos. Sin embargo, la demostración desarrollada a
continuación es similar a lo hecho en [4], donde se utiliza un teorema de punto fijo, pues
de esta manera podemos ilustrar las complicaciones que surgen al considerar un espacio de
estados más general.

Proposición 3.4 [5, Proposición 2.10] Supongamos que X es Hausdorff compacto. Si X
posee la propiedad de Feller, entonces existe una q.s.d. π.

Demostración. Sean {Pt}t≥0 yMb(X ) como en la Definición 3.4, luego, dotanto a este espacio
de la norma del supremo deducimos que P1 : Mb(X ) → Mb(X ) es una función continua y
monótona, es decir

0 ≤ f =⇒ 0 ≤ P1(f).

Gracias a la propiedad de Feller del proceso podemos restringir P1 a Cb(X ) y entonces

P1 : Cb(X )→ Cb(X ).

Sea ahora C∗b (X ) el dual de Cb(X ) y definamos P ∗1 : C∗b (X ) → C∗b (X ) el operador adjunto de
P1, el cual tiene las siguientes propiedades;
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1. como P1 es continuo, P ∗1 es continuo en la topología débil-*;
2. como P1 es monótono, P ∗1 (v) es monótono para cualquier v ∈ C∗b (X ) monótono.

Tomando entonces el conjunto

K := {v ∈ C∗b (X ), v es monótono ∧ v(1X ) = 1},

que es convexo y compacto en la topología débil-*, podemos definir S1 : K → K como

S1(v) :=
P ∗1 (v)

[P ∗1 (v)](1X )
,

que es débil-* continuo. Utilizando el teorema de punto fijo de Kakutani para espacios topo-
lógicos convexos y compactos, debe existir v ∈ C∗b (X ) tal que S1(v) = v, es decir

v[P1(f)] = v[P1(1X )] · v(f) = e−θv(f) ∀f ∈ Cb(X ), (3.8)

que es una igualdad muy similar a (3.1). Finalmente, como el espacio es Hausdorff compacto
podemos utilizar el teorema de representación de Riesz para deducir que existe una medida
π que representa a v, luego, utilizando el Teorema 3.3 se deduce que π es una q.s.d..

Notemos que en esta demostración, hemos utilizado la propiedad de Feller y las propie-
dades del espacio X únicamente para restringir el operador P1 e identificar un elemento de
C∗b (X ) con una medida. La existencia de un punto fijo se obtiene de forma general para
P1 : Mb → Mb aunque en este caso no es necesariamente cierto que tal punto fijo pueda
representarse como una medida σ-aditiva.

3.3.2. Espacio de estados localmente compacto

Vimos en el resultado anterior que para un proceso X con la propiedad de Feller, a valores
en un espacio X Hausdorff compacto siempre existe una distribución cuasi-estacionaria. La
compacidad del espacio, sin mebargo, es una suposición muy fuerte y que no se cumple para
la mayor parte de los modelos que se desean estudiar. Podemos entonces preguntarnos si es
posible relajar las hipótesis de forma que X sea sólo localmente compacto y aún así mantener
la existencia de una q.s.d.

La respuesta a esta pregunta es en general negativa, como puede verse para procesos
de nacimiento y muerte en N. Para estos procesos se demuestra en [8, Teorema 1.1] que la
existencia de tales distribuciones es equivalente a que el tiempo de absorción tenga momentos
exponenciales finitos, condición que no se cumple de forma general.

En la demostración anterior se encontró un punto fijo en C∗b (X ), el cual identificamos
con una medida gracias al teorema de representación de Riesz. En el caso en que X es
localmente compacto, este teorema falla, aunque sí es posible identificar este espacio como
el espacio de medidas finitamente aditivas y regulares en X [6, Teorema IV.6.2]. De esta
forma, para X localmente compacto siempre existe una distribución finitamente aditiva cuasi-
estacionaria, y buscamos por lo tanto condiciones que permitan garantizar σ-aditividad.
Enunciamos entonces el siguiente resultado, probado originalmente en [4]
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Teorema 3.4 [4, Teorema 4.2] Supongamos que X es un espacio de estados Hausdorff lo-
calmente compacto y que X posee la propiedad de Feller. Supongamos además que existen
c, γ, β ∈ R+, 0 < γ < 1 y ϕ0 ∈ C(X ) de forma tal que

1. ϕ0 ≥ 1 y para todo u ≥ 0, ϕ−1
0 ([0, u]) es un conjunto compacto;

2. P1(1X ) ≥ c1X ;

3. para todo h ∈ Cb(X ) con 0 ≤ h ≤ ϕ0 se cumple

P1(h) ≤ γϕ0 + β,

entonces existe una q.s.d. π, la que cumple 〈π, ϕ0〉 <∞.

La demostración de este teorema sigue la misma idea de la demostración de la Proposición
3.4, restringiendo P ∗1 al conjunto KK de los elementos del dual que son monótonos, valen 1
en 1X y que además están acotados por una cierta constante K sobre los elementos menores
que ϕ0.

Se muestra, utilizando las condiciones 2 y 3 que las imágenes bajo S1 de elementos en KK se
mantienen en este conjunto, y como es convexo y débil-* compacto se deduce la existencia de
un punto fijo para S1 en KK . Finalmente, gracias a la condición 1, y utilizando el teorema de
Prokhorov [1, Sección 5] se concluye que este punto fijo es en realidad una medida σ-aditiva.

3.3.3. Existencia en el caso de Y

El principal resultado obtenido en [4] consiste en la demostración del Teorema 3.4, que
es de un carácter más bien general, y su aplicación al proceso Y construido en el capítulo
anterior. Los siguientes resultados permiten verificar que se cumplen las hipótesis del teorema
en este caso.

Proposición 3.5 [4, Proposición 2.8] Asumiendo la continuidad de las tasas de transición
b,m y λ, el proceso Y posee la propiedad de Feller.

Lema 3.2 [4, Lemas 4.3 y 4.6.ii] Sea λ1 una cota superior para λ en A1 como en la Definición
2.19, entonces el generador G definido en la Definición 2.18 satisface

−λ1 ≤ G(1A−0) ≤ 0,

y por lo tanto, para todo t se cumple

e−λ1t ≤ Pt(1A−0) ≤ 1.

Lema 3.3 [4, Lemas 4.5 y 4.6.iii] Sean u, v ∈ R tales que Γ∗ < v < u < λ∗ en que Γ∗ y λ∗ son
como en (H3). Para todo 0 < a0 < log(u/v) y 0 < γ < 1 existen β > 0 y a0 < a1 < log(u/v)
tales que para todo η ∈ A−0

Eη(ea1‖Y1‖, T > 1) ≤ γea1‖η‖ + β.
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El Lema 3.2 muestra que P1 cumple la condición 2 del Teorema 3.4 tomando c := e−λ1 . Por
otro lado, el Lema 3.3 muestra que existe una familia infinita de funciones ϕ0 que cumplen
la condición 3, y que son de la forma

ϕ0 := ea1‖·‖.

Notemos finalmente que estas funciones cumplen la condición 1 del Teorema 3.4, pues 1 ≤
ea1‖·‖ y los conjuntos

[
ea1‖·‖

]−1
([0, u]) son de la forma A≤m que son compactos. Se conclu-

ye que Y cumple las condiciones del Teorema 3.4 y por lo tanto existe una q.s.d. π con
〈π, ea1‖·‖〉 <∞.
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Capítulo 4

ϕ-irreducibilidad y Λ∗-clasificación

En el presente capítulo introducimos el concepto de ϕ-irreducibilidad para procesos de
Markov absorbidos, junto con una medida específica µ que extiende σ al conjunto A, y
que resultará ser maximal dentro de las medidas bajo las cuales Y es irreducible. La ϕ-
irreducibilida es de gran ayuda para probar que el semigrupo de transición de Y está bien
definido sobre los espacios Lp inducidos por una clase específica de medidas, y que además
tales operadores son continuos. Presentamos a continuación los principales resultados de la
teoría de Λ∗-clasificación para procesos absorbidos de Markov con espacios de estados genera-
les, la que permite clasificar tales procesos como transientes, recurrentes nulos y recurrentes
positivos de forma análoga a lo hecho para procesos de Markov irreducibles. Las referencias
que seguiremos en esta última parte corresponden principalmente a los resultados obtenidos
por Breyer en [2] y Tweedie en [27], [28] y [26].

4.1. ϕ-irreducibilidad

Para procesos de Markov sobre espacios discretos la irreducibilidad es entendida como la
capacidad del proceso de comunicar cualquier par de estados, esto es, pasar desde un estado
a otro en una cantidad finita de pasos con probabilidad positiva. Para espacios generales,
la probabilidad de pasar desde un estado x a un estado específico y suele ser nula, y por lo
tanto es necesario ampliar esta definición para incorporar la noción de comunicación entre
conjuntos. La idea detrás de la ϕ-irreducibilidad es que no pueden haber dos conjuntos
grandes incomunicados, y para ello nos apoyamos en las ideas de Orey en [25] para utilizar
una medida ϕ sobre el espacio de estados, la cual refleja precisamente la noción de tamaño
para conjuntos.

Comenzamos introduciendo un operador CL, que para cada conjuntoB entrega el conjunto
de puntos que pueden llegar a B con probabilidad positiva, esto es, todos los estados que se
comunican con el conjunto. Consideraremos entonces, a lo largo de este capítulo un proceso
absorbido de Markov X, a valores sobre un espacio X , dotado de una métrica bajo la cual
es localmente compacto, y al que además dotamos de la σ-álgebra B de los borelianos. El
proceso X puede ser a tiempo discreto o continuo dependiendo del contexto.
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Definición 4.1 Dado el proceso X y B ∈ B se define CLX(B) de la siguiente forma:

• si X es un proceso a tiempo discreto

CLX(B) := {x ∈ X , ∃n ∈ N, Px(Xn ∈ B) > 0};

• si X es un proceso a tiempo continuo

CLX(B) :=

{
x ∈ X ,

∫ ∞
0

Px(Xt ∈ B)dt > 0

}
.

Utilizaremos la notación CL en lugar de CLX cuando el contexto lo permita.

La principal diferencia entre el caso de tiempo discreto y el de tiempo continuo es que,
mientras en el primero se pide únicamente la existencia de un tiempo posible de llegada, en
el segundo se pide un conjunto de medida de Lebesgue positiva de tales tiempos.

Definición 4.2 Dada una medida σ-finita y no nula ϕ sobre X , diremos que X es ϕ-
irreducible si ∀B ∈ B

ϕ(B) > 0 =⇒ CL(B) = X .

Diremos además que una medida con esta propiedad es maximal si

ϕ(B) = 0 =⇒ ϕ(CL(B)) = 0.

Así, el proceso X será ϕ-irreducible si ϕ le asigna medida positiva a todos los conjuntos
grandes, es decir, a los que es posible llegar desde cualquier punto. Una medida de irreduci-
bilidad será maximal si no existen conjuntos pequeños con medida positiva. Es sencillo notar
que toda medida de irreducibilidad es absolutamente continua respecto a una medida de
irreducibilidad maximal (de ahí el nombre maximal), y que por lo tanto todas las medidas
de irreducibilidad maximales son equivalentes.

El siguiente resultado, demostrado en [27] para procesos a tiempo discreto, y que puede
extenderse para procesos a tiempo continuo, muestra que siempre existe una medida de
irreducibilidad maximal.

Proposición 4.1 [27, Lema 1.1] Supongamos que existe una medida ϕ no nula y σ-finita
tal que el proceso X es ϕ-irreducible, entonces existe una medida M σ-finita y no nula tal
que X es M-irreducible y M es maximal.

Una propiedad algo más débil pero fundamental en el contexto de este trabajo para una
medida es la de concentrarse bien, propiedad que definimos a continuación.

Definición 4.3 Dada una medida σ-finita y no nula ϕ, diremos que está bien concentrada
para X si ∀B ∈ B se cumple

ϕ(B) = 0 =⇒ ϕ(CL(B)) = 0.
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Finalmente, la siguiente propiedad permite unir la teoría desarrollada para procesos a
tiempo discreto con lo hecho para procesos a tiempo continuo. En particular esto permitirá
trabajar con un subconjunto numerable del semigrupo de transición:

Definición 4.4 Dado un proceso a tiempo continuo X y una medida ϕ sobre X , diremos
que X es de esqueleto simultaneamente ϕ-irreducible, o abreviadamente ϕ-s.s.i. si para todo
h > 0, el proceso {Xnh}n∈N es ϕ-irreducible.

Notemos que si X es ϕ-s.s.i. entonces es necesariamente ϕ-irreducible.

4.1.1. Propiedades del operador CL para Y

A continuación mostraremos algunas propiedades básicas del operador CLY : B → B, las
cuales permitirán deducir propiedades interesantes sobre el proceso y en particular sobre su
semigrupo de transición.

Proposición 4.2 Dado el proceso Y como en la definición 2.11 y dado B ⊆ A−0 medible,
los siguientes conjuntos son iguales:

1.
{
η ∈ A−0, ∃n ∈ N, Pη(Ȳn ∈ B) > 0

}
;

2. {η ∈ A−0, ∀t > 0, Pη(Yt ∈ B) > 0};

3. {η ∈ A−0, ∃t > 0, Pη(Yt ∈ B) > 0};

4. CL(B).

Notemos que hemos utilizado las variables {Ȳn}n∈N introducidas en la Definición 2.9.

Demostración. Mostaremos 1 ⊆ 2 y 3 ⊆ 1 con lo que se tendrá la igualdad, pues es trivial
notar que 2 ⊆ 4 ⊆ 3.

• 1 ⊆ 2 Sea η ∈ A−0 tal que existe n ∈ N con Pη(Ȳn ∈ B) > 0 y mostremos que
para t > 0 cualquiera se tiene Pη(Yt ∈ B) > 0. Para ello recordemos que gracias a la
Proposición 2.3, las variables

τn
∣∣
Ȳ0,Ȳ1,··· ,Ȳn−1

y τn+1

∣∣
Ȳ0,Ȳ1,··· ,Ȳn

,

corresponden a la suma de n y n+1 variables aleatorias independientes con distribución
exponencial, cada una de parámetro Q(Ȳk). Por otro lado, en cada salto ‖Y ‖ puede
aumentar hasta en una unidad, por lo que para cada 0 ≤ k ≤ n, se tiene Ȳk ∈ A≤m
donde m := ‖η‖+ n. Gracias a ello, los parámetros Q(Ȳk) se encuentran acotados por
Q
m

y Qm, introducidos en la Definición 2.19, y entonces existe ε > 0 tal que

Pη(τn ≤ t ∧ τn+1 > t |Ȳ1, · · · , Ȳn) ≥ ε. (4.1)
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Condicionando sobre la cantidad de saltos de Y podemos acotar Pη(Yt ∈ B) de la forma

Pη(Yt ∈ B) ≥ Pη(Yt ∈ B, Nt = n) = Pη(Ȳn ∈ B, τn ≤ t, τn+1 > t),

en que, condicionando esta última expresión se obtiene∫
An−1
≤m ×B

Pη(τn ≤ t, τn+1 − T̄n > t
∣∣ Ȳ1 ∈ dη1, . . . , Ȳn ∈ dηn)Pη(Ȳ1 = dη1, . . . , Ȳn = dηn).

Utilizando finalmente (4.1) en la expresión anterior se obtiene

Pη(Yt ∈ B) ≥ ε

∫
An−1
≤m ×B

Pη(Ȳ1 = dη1, . . . , Ȳn = dηn) = εPη(Ȳn ∈ B) > 0.

• 3 ⊆ 1 Mostraremos esta inclusión probando 1c ⊆ 3c. Para ello, sea η ∈ A−0 tal que
para todo n ∈ N, Pη(Ȳn ∈ B) = 0 y sea t > 0 cualquiera. Condicionando sobre la
cantidad de saltos se tiene

Pη(Yt ∈ B) =
∞∑
k=0

Pη(Ȳk ∈ B, Nt = k) ≤
∞∑
k=0

Pη(Ȳk ∈ B) = 0,

luego se concluye el resultado.

El resultado anterior formaliza la noción de que el tiempo de llegada no es un factor a
considerar en la comunicación entre conjuntos. La siguiente proposición, cuya demostración
se encuentra en el Anexo, permite un mejor manejo de los operadores CL y CLn, en que
estos últimos fueron introducidos en la Definición 3.5 como

CLn(B) = {η ∈ A−0, Pη(Ȳn ∈ B) > 0 ∧ ∀k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, Pη(Ȳk ∈ B) = 0}.

Proposición 4.3 Para los operadores CL y {CLn}n≥0 se cumple:

1. sean {Bn}n≥0 medibles, entonces CL(∪∞n=1Bn) = ∪∞n=1CL(Bn);

2. sean {Bn}n≥0 medibles, entonces CL1(∪∞n=1Bn) ⊆ ∪∞n=1CL1(Bn);

3. para A ⊆ B medibles, CL(A) ⊆ CL(B);

4. para n ≥ 1 y B medible, CLn(B) = CL
(n)
1 (B) − ∪n−1

j=1CL
j
1(B) en que CL

(n)
1 es la

composición n veces del operador CL1;
5. para A medible se cumple CL(CL(A)) = CL(A).
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4.1.2. La medida µ

En esta sección introduciremos la medida de probabilidad µ sobre A−0, la cual puede
entenderse como una extensión de σ. Veremos que Y es µ-irreducible, que tal medida es
maximal, y más aún, que µ-s.s.i. lo que permitirá utilizar los resultados de Λ∗-clasificación
para este caso. Debido a que σ corresponde a una medida sobre el espacio de rasgos, su
extensión µ debe medir los rasgos presentes en los elementos de A−0, por lo que será necesario
realizar algunas definiciones, las cuales extienden a las introducidas en la Definición 2.2.

Definición 4.5 A partir de los elementos introducidos en la Definición 2.2, utilizaremos las
siguientes notaciones:

• se define el conjunto N∗ como
N∗ =

⋃
n≥1

Nn,

donde consideramos que N no contiene al cero;

• para cada B ⊆ A medible y ~q ∈ N∗ definimos B~q := {η ∈ B, η̄ = ~q}. Dentro de
tales conjuntos cada elemento η está únicamente determinado por ~η, pues a partir de
~q podemos saber cuántos individuos poseen cada rasgo;

• para cada k ∈ N, ~q ∈ Nk y B ⊆ A~q medibe definimos B := {~η, η ∈ B} ⊆ Tk, el conjunto
de vectores de rasgos ordenados asociados a los elementos de B sin sus multiplicidades.

Utilizando estas notaciones, para un conjunto B ⊆ Amedible y un vector ~q ∈ N∗, podemos
referirnos al conjunto B~q como el conjunto de los vectores ~η con η ∈ B y η̄ = ~q. Esto permite
definir la medida µ′ de la siguiente forma.

Definición 4.6 Se define la medida µ′ sobre A−0 como

µ′(B) = σk(B) para B ⊆ A~q y ~q ∈ Nk,

en que σk corresponde a la medida producto de σ sobre Tk. De esta forma, para cada B ⊆ A−0

medible se tendrá:
µ′(B) =

∑
k∈N

∑
~q∈Nk

σk(B~q).

Notemos que σk(Tk) = 1 y para cada n ∈ N hay una cantidad finita de ~q ∈ N∗ tales que
A~q ∩ An 6= ∅, luego µ′(An) <∞. Esto permite definir finalmente la medida µ como sigue.

Definición 4.7 Sea {ak}k≥1 una sucesión de reales positivos tales que
∑∞

k=0 ak = 1. Se define
la medida de probabilidad µ sobre A−0 como

µ(B) =
∞∑
k=1

ak
µ′(Ak)

µ′(B ∩ Ak),

que es una medida de probabilidad equivalente a µ′.
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De la definición de µ′ es directo notar que para ~q ∈ Nk y B ⊆ A~q se tiene

µ(B) > 0 ⇐⇒ σk(B) > 0. (4.2)

Utilizaremos esta equivalencia para deducir el siguiente teorema, el cual indica que µ es
efectivamente una medida de irreducibilidad maximal.

Teorema 4.1 Sea E ⊆ A−0 medible, se tiene:

1. si µ(E) = 0, entonces µ(CL(E)) = 0;

2. si µ(E) > 0, entonces CL(E) = A−0.

Demostración. 1. Notemos que para mostrar el resultado es suficiente probar que para
todo ~q ∈ N∗ y todo E ⊆ A~q se tiene

µ(E) = 0 =⇒ µ(CL1(E)) = 0. (4.3)

En efecto, supongamos cierta esta propiedad y sea E ⊆ A−0 con medida nula. Para
todo ~q ∈ N∗ se tiene µ(E~q) ≤ µ(E) = 0 y entonces, utilizando (4.3) y la propiedad 2 de
la Proposición 4.3 se tiene

µ(CL1(E)) = µ (CL1 (∪~q∈N∗E~q)) ≤
∑
~q∈N∗

µ(CL1(E~q)) = 0.

Por otro lado, gracias a la propiedad 4 de la Proposición 4.3 se deduce que ∀n ∈ N,
CLn(E) = CLn−1(CL1(E)), y entonces se puede probar inductivamente que

∀n ∈ N, ; µ(E) = 0 =⇒ µ(CLn(E)) = 0.

El resultado sigue de verificar que CL(E) = ∪∞n=0CLn(E).

Para mostrar (4.3) supongamos que E ⊆ A~q con ~q ∈ Nk, luego, de (4.2) se deduce
σk(E) = 0. De la estructura del proceso Y es directo verificar que CL1(E) es la unión
de los siguientes conjuntos:

a) el conjunto de las configuraciones que llegan a E mediante la muerte de un indi-
viduo sin la extinción de su rasgo,

DS := {η ∈ A−0, ∃j ≤ #η, η̄j ≥ 2 ∧ η − δyη,j ∈ E};

b) el conjunto de las configuraciones que llegan a E mediante la muerte de un indi-
viduo con la extinción de su rasgo,

DE := {η ∈ A−0, ∃j ≤ #η, η̄j = 1 ∧ η − δyη,j ∈ E};

c) el conjunto de las configuraciones que llegan a E mediante el nacimiento de un
individuo con el mismo rasgo que el padre,

CB := {η ∈ A−0, ∃j ≤ #η, η + δyη,j ∈ E};
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d) el conjunto de las configuraciones que llegan a E con probabilidad positiva me-
diante el nacimiento de un individuo con un rasgo nuevo,

MB :=

η ∈ A−0,
∑
y∈{η}

ηymy(η)

∫
η+δz∈E

g(y, z)dσ(z) > 0

 .

Mostraremos a continuación que cada uno de estos conjuntos tiene medida nula según µ.

a) Sea η ∈ DS cualquiera, luego existe un rasgo z ∈ {η} presente más de una vez
en η y tal que η − δz ∈ E. Como el rasgo z está presente más de una vez en η,
la muerte del individuo δz no produce la extinción de z, y por lo tanto la configu-
ración η′ := η−δz posee los mismos rasgos que η. En particular se tiene que ~η ∈ E.

Por otro lado, sea η′ ∈ E. Es directo que para todo rasgo z ∈ {η′} la configuración
η := η′ + δz presenta tal rasgo más de una vez y posee los mismos rasgos que η′.
En particular, η ∈ DS y por lo tanto ~η′ = ~η ∈ DS. Se concluye entonces que

E = DS

y como σk(E) = 0, utilizando (4.2) se concluye µ(DS) = 0.

b) Por definición, cada configuración η ∈ DE posee un rasgo z presente una única
vez en η y tal que η − δz ∈ E, luego en particular, η posee k + 1 rasgos. Es claro
que el conjunto DE corresponde a la unión de los conjuntos DEj, donde

DEj := {η ∈ A−0, η̄j = 1 ∧ η − δyη,j ∈ E},

es el conjunto de configuraciones tales que al ordenar sus rasgos de menor a mayor,
el rasgo a desaparecer corresponde al j-ésimo. Supongamos que j = 1 y notemos
que η′ ∈ DE1 ssi su primer rasgo está presente una única vez, y al desaparecer la
configuración resultante pertenece a E, lo que escribimos

DE1 = {η + δz, η ∈ E ∧ z < η1}.

De la igualdad anterior podemos deducir

DE1 = {(z, ~η), ~η ∈ E ∧ z < ~η1},

en que hemos abusado ligeramente de la notación (z, ~η) para referirnos a la con-
catenación de z con ~η. Utilizando entonces el teorema de Fubini se tiene

σk+1(DE1) =

∫
E

σ({z < ~η1})dσk(~η) = 0,

pues por hipótesis σk(E) = 0. En particular, gracias a (4.2) se tiene que µ(DE1) =
0, y siguiendo la misma idea para el caso j > 1 se puede demostrar que µ(DEj) = 0
para todo j, de donde µ(DE) = 0.
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c) Notemos primero que si ~qj = 1 para todo 1 ≤ j ≤ k, entonces para las configura-
ciones en E los rasgos están presentes una única vez y por lo tanto CB = ∅, de
donde el resultado es directo. Supongamos entonces que existe j0 tal que ~qj0 > 1
y tomemos η ∈ CB, luego por definición existe un rasgo z presente en η tal que
η + δz ∈ E. Como no se ha agregado ningún rasgo nuevo se tiene {η} = {η + δz}
y por lo tanto CB ⊆ E.

Consideremos ahora η ∈ E ⊆ A~q cualquiera, para el cual se debe tener η̄j = ~qj > 1
y entonces, tomando z su rasgo j-ésimo se cumple η − δz ∈ CB y {η} = {η − δz}
pues la muerte de δz no elimina tal rasgo. Se tiene entonces

E = CB,

y el resultado se concluye como en a).

d) Comencemos definiendo para η ∈MB cualquiera el conjunto F1(η) como

F1(η) := {z ∈ T, η + δz ∈ E ∧ z < η1},

el conjunto de rasgos menores que los presentes en η tales que al añadirlos a esta
configuración se obtiene un elemento de E. Similarmente definimos los conjuntos
Fj(η) para el caso ~ηj−1 < z < ~ηj, y Fk(η) para ~ηk−1 < z. Utilizando entonces estos
conjuntos definimos

MBj :=

η ∈ A−0,
∑
y∈{η}

ηymy(η)

∫
Fj(η)

g(y, z)dσ(z) > 0

 ,

cuya unión es claramente MB. Estos conjuntos representan a los η que llegan a E
con probabilidad positiva introduciendo un rasgo nuevo, el cual debe cumplir la
relación de orden indicada por j, y por lo tanto, si ~qj > 1 se debe tener MBj = ∅.
Por simplicidad trabajaremos con j = 1 asumiendo ~q1 = 1, luego por definición

η ∈MB1 ∧ z ∈ F1(η) =⇒ η + δz ∈ E,

y en particular abusando de la notación como en b), se tiene

{(z, ~η), z ∈ F1(η) ∧ ~η ∈MB1} ⊆ E.

Evaluando σk sobre estos conjuntos y utilizando el teorema de Fubini deducimos∫
MB1

σ[F1(η)]dσk−1(~η) ≤ σk(E) = 0, (4.4)

pero por construcción, sobre MB1 se tiene∑
y∈{η}

ηymy(η)

∫
F1(η)

g(y, z)dσ(z) > 0,

y en particular σ(F1(η)) > 0, por lo que (4.4) indica σk−1(MB1) = 0. El caso
j > 1 es análogo y por lo tanto, utilizando (4.2) se tiene µ(MB) = 0.
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Hemos probado entonces que DS, DE, CB y MB son de medida nula, y por lo tanto
CL1(E) es de medida nula, de donde se sigue (4.3).

2. Para probar µ(E) > 0 =⇒ CL(E) = A−0 es suficiente con mostrar las siguientes pro-
piedades:

i) para todo A ⊆ A1 con µ(A) > 0 se tiene A1 ⊆ CL(A);

ii) CL(A1) = A−0;

iii) para todo A ⊆ A−0 con µ(A) > 0 existe B ⊆ A1 tal que B ⊆ CL(A) y µ(B) > 0.

En efecto, como µ(E) = 0 existe n ∈ N tal que En := E ∩ An tiene medida positiva.
Gracias a iii) existe E ′1 ⊆ A1 medible tal que

µ(E ′1) > 0 y E ′1 ⊆ CL(E),

luego aplicando i) al conjunto E ′1 ⊆ A1, que cumple µ(E ′1) > 0 se tiene

A1 ⊆ CL(E ′1) ⊆ CL(CL(E)) = CL(E),

y gracias a ii) deducimos

A−0 = CL(A1) ⊆ CL(CL(E)) = CL(E),

de donde se tiene el resultado deseado.

Para concluir la demostración probaremos a continuación i), ii) y iii):

i) Sea y ∈ T cualquiera, y tomemos η = δy. Utilizando la Proposición 4.2 es suficiente
con probar Pη(Ȳ2 ∈ A) > 0, pero de las Definiciones 2.9 y 4.5 es directo que

Pη(Ȳ2 ∈ A) ≥ Pη(Ȳ2 ∈ A ∧ Ȳ1 ∈ η + A)

=

∫
A

Pη+δz(Ȳ1 ∈ A)Pη(Ȳ1 ∈ η + dη′)

=

∫
A

λy(η + δz)

Q(η + δz)

my(η)

Q(η + δz)
g(y, z)dσ(z),

luego, utilizando las cotas introducidas en la Definición 2.19 para las tasas de
transición y tomando 0 < g ≤ g se tiene

Pη(Ȳ2 ∈ A) ≥ σ(A)λ2m2g(Q2)−2 > 0,

pues como µ(A) > 0, de (4.5) se deduce σ(A) > 0.
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ii) Este resultado es directo de la propiedad de Markov y de que para todo η ∈ A−0,
Pη(‖Ȳ1‖ = ‖η‖ − 1) > 0.

iii) Sea A ⊆ An con µ(A) > 0 y n ≥ 2. Como los conjuntos A~q particionan A, existen
k ∈ N y ~q ∈ Nk tales que µ(A~q) > 0. Si ~q1 > 1, entonces el conjunto CB estudiado
en c) es no vacío y cumple

σk(CB) = σk(A) > 0.

Se tiene entonces que existe un conjunto CB ⊆ An−1 tal que

µ(CB) > 0 y CB ⊆ CL1(A) ⊆ CL(A).

Supongamos ahora que ~q1 = 1, y consideremos los conjuntos MB1 y F1(η) intro-
ducidos en d). Si definimos el conjunto

MP := {η − δ~η1 , η ∈ A},

es sencillo verificar que para todo η ∈ MP y z ∈ F1(η) se tiene η + δz ∈ A, y en
particular

{(z, ~η), ~η ∈MP ∧ z ∈ F1(η)} = A.

Utilizando entonces el teorema de Fubini y la definición de MB1 se tiene∫
MB1

σ(F1(η))dσk−1(~η) =

∫
MP

σ(F1(η))dσk−1(~η) = σk(A) > 0,

de donde en particular, σk−1(MB1). Nuevamente hemos encontrado un conjunto
MB1 ⊆ An−1 tal que

µ(MB1) > 0 y MB1 ⊆ CL1(A) ⊆ CL(A).

Hemos probado entonces que independientemente de ~q, para A ⊆ An existe
B ⊆ An−1 de medida positiva tal que B ⊆ CL(A). Utilizando finalmente las
propiedades 3 y 5 de la Proposición 4.3 junto con el argumento anterior n − 1
veces, para A ⊆ An existe B ⊆ A1 de medida positiva tal que B ⊆ CL(A).

Es interesante notar que la demostración anterior muestra la complejidad de la estructura
del proceso Y así como la diversidad de los eventos que pueden ocurrir. Un estudio de las
propiedades de las q.s.d. basado en la estructura de Y resulta por lo tanto de una enorme
dificultad y es entonces necesario recurrir a otros métodos más accesibles.

El siguiente resultado es consecuencia directa de la Proposición 4.2 e indica que la irredu-
cibilidad de Y es equivalente a la del proceso {Yn}n∈N.

Corolario 4.1 El proceso Y es µ-s.s.i.
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Demostración. Sea h > 0 cualquiera y tomemos la cadena {Ynh}n∈N, para la cual el operador
CL está definido en la Definición 4.1 como

CLYh(B) := {η ∈ A−0, ∃n ∈ N, Pη(Ynh ∈ B) > 0}.

Utilizando la Proposición 4.2 se tiene que para B ⊆ A−0 medible,

η ∈ CLYh(B) =⇒ ∃n ∈ N, Pη(Ynh ∈ B) > 0

=⇒ η ∈ CLY (B)

=⇒ ∀t > 0, Pη(Yt ∈ B) > 0

=⇒ ∃n ∈ N, Pη(Ynh ∈ B) > 0

=⇒ η ∈ CLYh(B)

Y utilizando el teorema anterior tenemos µ(B) =⇒ CLYh(B) = CLY (B) = A−0 de donde
se concluye el resultado.

En el capítulo anterior vimos que una q.s.d. puede entenderse como un vector propio por
la izquierda del semigrupo de transición del proceso, lo que queda explícito definiendo el
semigrupo de operadores adjuntos.

Definición 4.8 Dados t ≥ 0 y una medida ν sobre A−0 se define el dual de Pt actuando
sobre ν como

P ∗t (ν)(·) :=

∫
A−0

Pη(Yt ∈ ·, T > t)dν(η).

De esta definición y el Teorema 3.3 es directo ver que para una q.s.d. π existe θ > 0 con

P ∗t (π) = e−θtπ. (4.5)

Utilizaremos estos operadores adjuntos, junto con (4.5) para probar la siguiente proposición,
la cual muestra una relación entre las q.s.d. y µ.

Proposición 4.4 Sea π una q.s.d. y µ como en la Definición 4.7, entonces µ << π. En
particular, si π = fdµ para algún f ≥ 0 entonces f > 0 µ-c.s..

Demostración. Sea ν una medida positiva distinta de cero sobre A−0 y mostremos que

µ << P ∗t (ν). (4.6)

Para ello, sea E ⊆ A−0 medible con µ(E) > 0 de donde, gracias al Teorema 4.1 se tiene
CL(E) = A−0 y entonces, para todo η ∈ A−0 y t > 0 se tiene

Pη(Yt ∈ E, T > 0) = Pη(Yt ∈ E) > 0,

de donde se deduce (4.6) pues

P ∗t (ν)(E) =

∫
A−0

Pη(Yt ∈ E, T > 0)dν(η) > 0.
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Si consideramos ahora una q.s.d. π en (4.6), gracias a (4.5) se tiene

µ << e−θtπ

para algún θ > 0, y por lo tanto se tiene µ << π. Como consecuencia, si π << µ, ambas me-
didas son equivalentes y la densidad de Radon-Nikodym debe ser positiva casi-seguramente.

4.2. Medidas bien concentradas

Las medidas bien concentradas, introducidas en la Definición 4.3, extienden a las medidas
de irreducibilidad maximales en el sentido de que los puntos que pueden llegar a un conjunto
pequeño forman otro conjunto pequeño, y su importancia puede apreciarse en el siguiente
resultado.

Proposición 4.5 Sea t > 0 y consideremos el operador Pt y su dual P ∗t . Dada una medida
bien concentrada ν se cumple;

1. Si f es una función nula ν-c.s. entonces Pt(f) = 0, ν-c.s.

2. Si ν ′ es una medida con ν ′ << ν, entonces P ∗t (ν ′) << ν.

Demostración. 1. Sean N := {η ∈ A−0, f(η) 6= 0}, que es de medida nula por hipótesis,
luego por definición de medida bien concentrada se deduce ν(CL(N)) = 0. Probaremos
el resultado mostrando que fuera de CL(N) la función Pt(f) es nula, y para ello notamos
que dado η /∈ CL(N) se cumple

Pt(f)(η) = Eη(f(Yt), T > t)

=

∫
Nc

f(η′)Pη(Yt = dη′) +

∫
N

f(η′)Pη(Yt = dη′),

en que N c corresponde al complemento de N . Por definición de N c, f(η′) = 0 sobre este
conjunto y entonces el primer término en la expresión anterior es nulo. Similarmente,
como η /∈ CL(N) y gracias a la Proposición 4.2 se cumple Pη(Yt ∈ N) = 0 y entonces
el segundo término también es nulo.

2. Sea E ⊆ A−0 medible con ν(E) = 0, luego, como ν está bien concentrada se tiene
ν(CL(E)) = 0. Por otro lado, de la definición de P ∗t se tiene

P ∗t (ν ′)(E) =

∫
CL(E)

Pη(Yt ∈ E)dν ′(η) +

∫
CL(E)c

Pη(Yt ∈ E)dν ′(η),

y como ν(CL(E)) = 0 y ν << µ se tiene ν ′(CL(E)) = 0 de donde el primer término
de la expresión anterior es nulo. Por otro lado, sobre CL(E)c se tiene Pη(Yt ∈ E) = 0
y entonces el segundo término también es nulo, de donde se concluye P ∗t (ν) << µ.
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Notemos que gracias a la primera propiedad en la proposición podemos deducir la im-
portancia de las medidas bien concentradas como una clase de medidas para la cual los
operadores Pt están bien definidos c.s..

Proposición 4.6 Sea ν una medida bien concentrada en A−0, entonces para todo t, Pt está
bien definido sobre Lp(ν).

De su definición es directo notar que una medida de irreducibilidad maximal está particu-
larmente bien concentrada, y gracias al resultado que mostraremos a continuación, cualquier
q.s.d. π posee esta propiedad.

Proposición 4.7 Sea π una q.s.d. sobre A−0, entonces π está bien concentrada.

Demostración. Comencemos notando notemos que para A ⊆ A−0 medible se tiene

signo(Pt(1A)) = 1CL(A),

en que la función signo : R→ {−1, 0, 1} es nula en cero e igual al signo de su argumento en
otro caso, y en que para B medible, 1B corresponde a la función indicatriz de B. En efecto,
signo(Pt(1A)) ≥ 0 pues Pt(1A) ≥ 0 y entonces

signo(Pt(1A))(η) = 1 ⇐⇒ Pt(1A)(η) > 0

⇐⇒ Pη(Yt ∈ A) > 0

⇐⇒ η ∈ CL(A),

en que esta última equivalencia se tiene gracias a la Proposición 4.2. De esta forma, tomando
A ⊆ A−0 medible con π(CL(A)) > 0 se deduce

0 < π(CL(A)) = 〈π, signo(Pt(1A))〉 =⇒ 0 < 〈π, Pt(1A)〉,

y utilizando el Teorema 3.3 sabemos que como π es una q.s.d. existe θ > 0 con

0 < eθt〈π, Pt(1A)〉 = π(A),

luego se concluye π(CL(A)) > 0⇒ π(A) > 0 y entonces π está bien concentrada.

4.2.1. Continuidad del semigrupo

Gracias a la Proposición 4.6 hemos visto que los operadores Pt están bien definidos sobre
los espacios Lp(ν) para medidas ν bien concentradas. Nos preguntamos entonces si para
f ∈ Lp(ν) la función Pt(f) pertenece al mismo espacio, y si es una aplicación continua. Este
resultado no es cierto en general, sin embargo, añadiendo una hipótesis de monotonía para
ν no sólo se tienen estas propiedades sino que además Pt es débil-* continuo como operador
en L∞(ν).
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Teorema 4.2 Sea X un proceso absorbido a valores sobre X y ν una medida de probabilidad
bien concentrada sobre X , entonces para todo t > 0 el operador Pt : L∞(ν) → L∞(ν) está
bien definido, es continuo y es débil-* continuo. Si además

• ı́nfy∈X Pt(y,X ) > 0;

• el operador CL cumple la Proposición 4.2 (para X en lugar de A−0);
• existe θ > 0 tal que

P ∗t (ν) ≤ e−θtν,

entonces para cualquier 1 ≤ p ≤ ∞,

Pt : Lp(ν) −→ Lp(ν)

está bien definido y es un operador continuo.

Demostración. Sea f ∈ Lp(ν) y supongamos primero que p =∞. En este caso, sabemos que
fuera de un conjunto de medida nula N existe una constante c positiva tal que f ≤ c. Como
ν está bien concentrada, ν(CL(E)) = 0, y podemos utilizar un criterio similar al utilizado
en la Proposición 4.5 para deducir

Pt(f)(y) =

∫
X
f(z)Pt(y, dz) =

∫
E

f(z)Pt(y, dz) +

∫
Ec
f(z)Pt(y, dz) ≤ c,

es decir, Pt es un operador lineal continuo en L∞(ν) con constante 1.

Para ver que Pt es débil-* continuo recordemos que una sucesión {fn}n∈N ⊆ L∞(ν) con-
verge en la topología débil-* a f (que notaremos fn

∗
⇀ f) si y sólo si para toda función

g ∈ L1(ν) se cumple ∫
X
g(x)fn(x)dν(x) −−−→

n→∞

∫
X
g(x)f(x)dν(x).

Supongamos entonces que fn
∗
⇀ f y mostremos que Pt(fn)

∗
⇀ Pt(f). Para ello, sea g ≥ 0 con

g ∈ L1(ν) y definamos la medida M como

M(A) :=

∫
A

g(x)dν(x),

que es absolutamente continua respecto a ν. Como ν está bien concentrada podemos utilizar
la segunda propiedad de la Proposición 4.5 para deducir que

M ′ := P ∗t (M) << ν,

luego existe una función h medible tal que dM ′ = hdν. Es directo notar que h debe ser no
negativa, y como g es integrable respecto a ν, M es finita y por lo tanto h es integrable
respecto a ν. De esta forma tenemos que∫

X
g(x)Pt(fn)(x)dν(x) = 〈Pt(fn),M〉 = 〈fn,M ′〉 =

∫
X
fn(x)h(x)dν(x),
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y como h pertenece a L1(ν), por hipótesis se cumple∫
X
g(x)Pt(fn)(x)dν(x) =

∫
X
h(x)fn(x)dν(x) −−−→

n→∞

∫
X
h(x)f(x)dν(x) =

∫
X
g(x)Pt(f)(x)dν(x).

Dado ahora g ∈ L1(ν) cualquiera, se deduce el mismo resultado separando g en su parte
positiva y negativa, de donde se concluye que Pt es débil-* continua.

Sea ahora f ∈ Lp(ν) cualquiera, en que 1 ≤ p <∞. y t ≥ 0. Para mostrar que la función
Pt(f) pertenece a Lp(ν) recordemos que

Pt(f) ∈ Lp(ν) ⇐⇒
∫
X

[Pt(f)(y)]p dν(y) <∞,

y utilizando la desigualdad de Jensen se tiene∫
X

[Pt(f)(y)]p dν(y) =

∫
X

(∫
X
f(z)Pt(y, dz)

)p
dν(y)

≤
∫
X

∫
X
fp(z)

Pt(y, dz)

Pt(y,X )
dν(y)

≤
(

ı́nf
y∈X

Pt(y,X )

)−1

〈Pt(fp), ν〉

≤
(

ı́nf
y∈X

Pt(y,X )

)−1

e−θt〈fp, ν〉,

donde el primer factor es finito por hipótesis y el último también pues f ∈ Lp(ν). De esta
forma no sólo hemos mostrado que Pt(f) ∈ Lp(ν) sino que además Pt es una aplicación
continua sobre este espacio con constante (́ınfy∈X Pt(y,X ))−1e−θt.

Notemos que para el proceso Y se cumple la primera hipótesis del teorema pues

e−Q1t ≤ ı́nf
η∈A1

e−Q(η)t = ı́nf
η∈A1

Pη(τ1 > t) ≤ ı́nf
η∈A1

Pt(η,A−0) ≤ ı́nf
η∈A−0

Pt(η,A−0),

y el primer término es positivo. De esta forma, en el contexto del proceso Y el operador Pt
resultará continuo entre los espacios Lp si la medida está bien concentrada y cumple

P ∗t (ν) ≤ e−θtν,

para algún θ > 0, propiedad que trabajaremos más detalladamente en las siguientes secciones.
Es directo de la Proposición 4.7 que las distribuciones cuasi-estacionarias cumplen ambas
hipótesis, sin embargo nos gustaría encontrar una medida en concreto que también cumpla
con estas hipótesis. Construiremos entonces µs a partir de µ de la siguiente forma.

Definición 4.9 Dada la medida µ de la Definición 4.7 se define µs como

µs(·) :=

∫
A−0

∫ ∞
0

Pη(Yt ∈ ·)dtdµ(η).
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Proposición 4.8 Existe una sucesión {ak}k∈N tal que para µ construido a partir de ella como
en la Definición 4.7, la medida µs es de probabilidad, equivalente a µ, y para todo t ≥ 0,

P ∗t (µs) ≤ µs. (4.7)

Demostración. Gracias a la Proposición 2.8 existen θ > 0 y c : N→ R+ tales que ∀η ∈ A−0∫ ∞
0

Pη(Yt ∈ A−0)dt = Eη(T ) ≤ θ−1
[
Eη
(
eθT
)
− 1
]
≤ θ−1 [c(‖η‖)− 1] .

Luego tomando {ak}k∈N tal que
∑∞

k=1 akc(k) <∞ se tiene que µs(A−0) es finito. Para mostrar
que µs es equivalente a µ notemos que de la definición de µs y CL se tiene∫

CL(E)

∫ ∞
0

Pη(Xs ∈ E)dsdµ(η) =

∫
A−0

∫ ∞
0

Pη(Xs ∈ E)dsdµ(η) = µs(E),

pues de la Definición 4.1 se tiene

η ∈ CL(E) ⇐⇒
∫ ∞

0

Pη(Yt ∈ E)dt > 0,

y en particular µs(E) = 0 ⇐⇒ µ(CL(E)) = 0 ⇐⇒ µ(E) = 0 y esta última equivalencia
se tiene pues µ está bien concentrada. Veamos finalmente que µs cumple la ecuación (4.7),
tomando para ello A ⊆ A−0 medible y notando que para t ≥ 0∫

A−0

Pt(η, A)dµs(η) =

∫
A−0

∫ ∞
0

∫
A−0

Pt(η, A)Ps(η
′, dη)dsdµ(η′),

luego gracias a la propiedad de semigrupo se tiene∫
A−0

Pt(η, A)dµs(η) =

∫
A−0

∫ ∞
0

Pt+s(η
′, A)dsdµ(η′)

≤
∫
A−0

∫ ∞
0

Ps(η
′, A)dsdµ(η′)

= µs(A).

Se concluye que µs cumple (4.7) de donde se sigue el resultado.
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4.3. R-clasificación de procesos a tiempo discreto

En esta sección seguiremos el trabajo desarrollado por Tweedie en [27] y [28] sobre la
R-clasificación de cadenas de Markov absorbidas a tiempo discreto, el cual se basa en las
nociones de Harris-recurrencia y los trabajos de Harris en [12] y Vere-Jones en [31] y [32]. En
este contexto trabajaremos con un proceso de Markov absorbido {Xn}n∈N a valores sobre X y
con semigrupo {Pn}n∈N. Asumiremos queX es ϕ-irreducible para una medida de probabilidad
ϕ maximal.

En el Teorema 3.3 se estudió la equivalencia entre las distribuciones cuasi-estacionarias
y los vectores propios por la izquierda del kernel de transición P1, de ahí el interés por los
vectores propios tanto por la derecha como por la izquierda de este operador. Con el fin de
buscar la existencia de tales vectores propios, estudiaremos una clase más grande de objetos.

Definición 4.10 Sea r > 0 y Q una medida σ-finita no nula sobre X , diremos que Q es
r-subinvariante si para todo A medible

r

∫
X
P (x,A)dQ(x) ≤ Q(A),

y diremos que es r-invariante si la desigualdad se cumple ϕ-c.s. como igualdad. Así mismo,
dada una función medible f ≥ 0 no nula sobre un conjunto de medida ϕ positiva, diremos
que es r-subinvariante si ϕ-casi seguramente

r

∫
X
f(y)P (x, dy) ≤ f(x),

y de igual forma, diremos que es r-invariante si la igualdad se alcanza ϕ-c.s. Si las desigual-
dades son en el sentido contrario, diremos que f y Q son r-superinvariantes.

El estudio de las medidas r-subinvariantes está fuertemente ligado al análisis de la serie
de potencias Gr : X +×BX → R para r ≥ 0 en que

Gr(x,A) :=
∞∑
n=1

rnP (n)(x,A).

Esta serie es análoga a la estudiada por Vere-Jones en [31] para el caso X = Z, y el siguien-
te resultado muestra que bajo la hipótesis de ϕ-irreducibilidad X posee una propiedad de
solidaridad similar a la enunciada en ese trabajo.

Teorema 4.3 [27, Teorema 1] Si X es ϕ-irreducible con ϕ maximal, entonces existe R > 1,
una partición numerable K de X y N ⊆ X con ϕ(N) = 0 tal que

1. para todo x /∈ N , K ∈ K y A ⊆ K medible con ϕ(A) > 0, el radio de convergencia de
la serie G(·)(x,A) es R;

2. si existen x ∈ X y B ⊆ X medible tales que GR(x,B) <∞ entonces para todo A ⊆ X
como antes y x /∈ N se tiene GR(x,A) <∞.
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Llamaremos a R el radio de convergencia del proceso, el cual está bien definido ϕ-c.s.
gracias al teorema anterior. Notemos que la serie G1(x,A) corresponde al tiempo promedio
que pasa el proceso en el conjunto A al comenzar en x, luego, como el proceso es absorbido,
se debe tener que G1(x,A) <∞.

Observación Gracias al teorema anterior, si existen r > 0, A medible y x ∈ X tales que
Gr(x,A) <∞, entonces la función

Gr(·, A) : X −→ R

está bien definida ϕ-c.s. y es r-subinvariante. Así mismo, la medida

Gr(x, ·) : BX −→ R

es σ-finita y r-subinvariante.

De la observación anterior y el Teorema 4.3, para r < R siempre existen funciones y
medidas r-subinvariantes. El siguiente resultado muestra que la conexión entre R y tales
medidas y funciones es aún más fuerte.

Proposición 4.9 [27, Proposición 3.1] Sea r > R, entonces no existen medidas ni funciones
r-subinvariantes.

El caso r = R es mucho más delicado y para poder estudiar este caso es necesario introducir
las siguientes definiciones.

Definición 4.11 Sea R el radio de convergencia de X. Diremos que tal proceso es

1. R-transiente si existen x ∈ X y A medibles con GR(x,A) <∞;

2. R-recurrente si para todo x ∈ X y A medible se cumple GR(x,A) =∞.

Gracias al Teorema 4.3, X debe ser R-recurrente o R-transiente, y en este último caso
gracias a la observación anterior GR define funciones y medidas R-subinvariantes. Uno de los
principales resultados obtenidos por Tweedie en [27] muestra la existencia de tales funciones
y medidas en el caso R-recurrente.

Teorema 4.4 [27, Proposición 3.4 y teorema 4] Si X es R-recurrente, entonces

1. existe una única función (salvo ponderación) f : X → R medible Λ∗-subinvariante. Tal
función es Λ∗-invariante;

2. existe una única medida (salvo ponderación) Q : BX → R σ-finita Λ∗-subinvariante.
Tal medida es Λ∗-invariante y equivalente a ϕ.

A f y Q como en el teorema los llamaremos vectores propios maximales, cuya existencia
está garantizada para el caso R-recurrente. Reciprocamente, veremos que bajo una hipótesis
de integrabilidad, la existencia de vectores propios maximales garantiza la R-recurrencia del
proceso.
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Proposición 4.10 [28, Proposición 10.4] Sea f una función medible r-superinvariante y Q
una medida σ-finita r-subinvariante. Si se cumple∫

X
f(x)dQ(x) < ∞,

entonces R = r y el proceso es R-recurrente, luego gracias al Teorema 4.4, Q es R-invariante
y única salvo ponderación.

La condición de integrabilidad de los vectores propios maximales es suficiente pero no
necesaria para que el proceso sea R-recurrente, y en general existen algunas diferencias in-
teresantes entre aquellos procesos R-recurrentes que la cumplen y aquellos que no. Esto
motiva la siguiente subclasificación.

Definición 4.12 Supongamos que X es R-recurrente con vectores propios maximales f y Q.
Diremos que el proceso es

1. R-recurrente nulo si
∫
X f(x)dQ(x) =∞;

2. R-recurrente positivo si
∫
X f(x)dQ(x) <∞.

El siguiente teorema ilustra la diferencia entre ambos casos.

Teorema 4.5 [27, Teorema 6] Supongamos que X es R-recurrente y aperiódico (ver [25]),
con vectores propios maximales f y Q. Entonces existe una partición K tal que para todo
K ∈ K y todo A ⊆ K medible con ϕ(A) > 0 se cumple

RnP (n)(x,A) −−−→
n→∞

f(x)Q(A)∫
X f(y)dQ(y)

ϕ-c.s. en X ,

en que el término de la derecha es nulo si el proceso es R-recurrente nulo.

De esta forma, para el caso R-positivo es posible hablar de un proceso asintótico, el cual
corresponde al proceso condicionado a la no extinción.

Las medidas r-subinvariantes estudiadas en esta sección son σ-finitas, y por lo tanto ta-
les medidas no corresponden necesariamente a distribuciones cuasi-estacionarias pues estas
últimas son de probabilidad. Nos interesa entonces saber para qué valores de r ≤ R exis-
ten medidas de probabilidad r-subinvariantes, lo que motiva la introducción del parámetro
R1 ≤ R, definido en [2] que adaptamos para procesos a tiempo discreto como

R1 := sup{r ≥ 1, ∃x ∈ X , Gr(x,X ) <∞}.

El siguiente resultado sigue de adaptar lo hecho en [2] a procesos a tiempo discreto, y permite
ilustrar la conexión entre R1 y las q.s.d. de la siguiente forma.

Lema 4.1 [2, Lema 3.5] Para R1 se tienen las siguientes caracterizaciones;

• R1 = sup{r ≥ 1, existe una medida de probabilidad r-subinvariante};

• R1 = sup{r ≥ 1, existe una función f r-subinvariante con 1 ≤ f <∞}.
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Nos interesa particularmente el caso en que X es R1-recurrente, pues en tal caso existe la
posibilidad de que la única medida R1-recurrente sea una medida de probabilidad.

4.4. Λ∗-clasificación de procesos a tiempo continuo

Los resultados que presentamos a continuación siguen muy de cerca lo hecho para procesos
a tiempo discreto, y la totalidad de ellos corresponden a teoremas demostrados o adaptados
por Breyer en [2]. Trabajaremos con un proceso X absorbido a tiempo continuo sobre un
espacio X tal que existe una medida de irreducibilidad maximal ϕ.

Definición 4.13 Sea θ > 0 y ν una medida σ-finita no nula sobre X , diremos que ν es
θ-subinvariante si para todo 0 ≤ f <∞ y todo t ≥ 0 se cumple

〈ν, Pt(f)〉 ≤ e−θt〈ν, f〉,

y diremos que es θ-invariante si la desigualdad se cumple como igualdad para toda f . De
igual forma, diremos que una función medible no negativa, f es θ-subinvariante si ϕ-casi
seguramente sobre X y para todo t ≥ 0

Pt(f) ≤ e−θtf,

y diremos que es θ-invariante si la igualdad se alcanza ϕ-c.s. Si las desigualdades son en el
sentido contrario, diremos que la medida y la función anteriores son θ-superinvariantes.

Estas definiciones son análogas a las hechas en la sección anterior, y no es extraño que al
definir el kernel Vλ : X × BX :→ R de forma análoga a Gr como

Vλ(x,A) :=

∫ ∞
0

eλtPt(x,A)dt,

se tenga el siguiente teorema de solidaridad:

Teorema 4.6 [2, Teorema 3.3] Existe Λ∗ ≥ 0, tal que para todo λ > Λ∗, x ∈ X y A ⊆ X ,

Vλ(x,A) =∞,

y existen N ⊆ X ϕ-nulo y una partición numerable K de X tales que para todo λ < Λ∗,
x /∈ N , K ∈ K y A ⊆ K con medida positiva,

Vλ(x,A) <∞.

Si existen x ∈ X y A ⊆ X tales que Vλ(x,A) < ∞, diremos que Vλ es transiente, y en
caso contrario, que es recurrente. El proceso X se clasifica de acuerdo a lo que ocurre con
VΛ∗ , es decir, si VΛ∗ es transiente X es Λ∗-transiente, y en caso contrario X es Λ∗-recurrente.
El siguiente resultado es una adaptación del Teorema 4.4 para procesos a tiempo continuo.
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Teorema 4.7 [2, Teorema 3.10] Supongamos que X es Λ∗-recurrente, entonces

1. existe una única función (salvo ponderación) 0 ≤ f <∞ medible Λ∗-subinvariante. Tal
función es Λ∗-invariante;

2. existe una única medida σ-finita Λ∗-subinvariante ν. Tal medida es Λ∗-invariante y
equivalente a ϕ.

De igual forma, la siguiente es una adaptación de la Proposición 4.10.

Proposición 4.11 [2, Proposición 3.11] Sea 0 ≤ f <∞ una función medible λ-superinvariante
y ν una medida σ-finita λ-subinvariante. Si se cumple

〈ν, f〉 < ∞,

entonces Λ∗ = λ y el proceso es Λ∗-recurrente positivo.

Tal y como en la sección anterior llamamos a f y ν los vectores propios maximales del
proceso, lo que permite clasificar el proceso como Λ∗-recurrente positivo o Λ∗-recurrente nulo
de forma análoga a lo hecho para procesos a tiempo discreto. Así mismo se define Λ1 como

Λ1 := sup{λ ≥ 0, ∃x ∈ X , Vλ(x,X ) <∞},

para el cual se tiene la versión a tiempo continuo del Lema 4.1.

Lema 4.2 [2, Lema 3.5] Para Λ1 definido como antes se tienen las siguientes caracteriza-
ciones;

• Λ1 = sup{λ ≥ 0, existe una medida de probabilidad λ-subinvariante};

• Λ1 = sup{λ ≥ 0, existe una función f λ-subinvariante con 1 ≤ f <∞}.

4.5. Resultados para el caso ϕ-s.s.i.

En la presente sección mostraremos que la propiedad de ser ϕ-s.s.i. permite clasificar un
proceso absorbido a tiempo continuo mirando únicamente sus esqueletos a tiempo discreto, y
que además esta propiedad proporciona condiciones equivalentes a la Λ∗-positividad que no
involucran el parámetro Λ∗. La totalidad de los resultados aquí enunciados son desarrollados
por Tweedie en [26].

Al igual que en la sección anterior tomamos trabajamos con un proceso absorbido a tiempo
continuo X sobre X , y asumiremos además que X es ϕ-s.s.i. con ϕ maximal. Utilizaremos la
notación P h para referirnos al semigrupo {Pnh}n∈N.
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Teorema 4.8 [26, Teorema 4] Si X es ϕ-s.s.i. con ϕ maximal, entonces para λ ≥ 0,

1. Vλ es λ-recurrente (positivo) si y sólo si para todo h > 0, P h es eλh-recurrente (positivo);

2. Si f es ehλ-subinvariante para P h, entonces f es λ-invariante para X. Similarmente,
si ν es ehλ-subinvariante para P h, entonces ν es λ-invariante para X.

Utilizando este teorema, deducimos que la Λ∗-clasificación de {Xt}t≥0 es igual a la R-
clasificación de {Xn}n∈N y que R = eΛ∗ .

Asumiendo que el proceso X es absorbido casi-seguramente se definen;

a(x,A, t) :=
1

Pt(γ)(x)

∫
A

γ(y)Pt(x, dy) = Px(Xt ∈ A
∣∣ t < T <∞);

s(x,A, t, u) :=
1

Pt+u(γ)(x)

∫
A

Pu(γ)(y)Pt(x, dy) = Px(Xt ∈ A
∣∣ t+ u < T <∞);

b(x, y, t) :=
Pt(γ)(x)

Pt(γ)(y)
=

Px(t < T <∞)

Py(t < T <∞)
,

en que x, y ∈ X , A ∈ BX y t, u > 0. Utilizando estas funciones podemos encontrar una
condición equivalente que el proceso sea Λ∗-recurrente positivo sin la necesidad de conocer el
parámetro Λ∗.

Teorema 4.9 [26, Teorema 7] Supongamos que el proceso X es ϕ-s.s.i. entonces son equi-
valentes:

• existe un conjunto N ϕ-nulo tal que para todo x, y /∈ N , A medible y u > 0 los límites

ĺım
t→0

a(x,A, t) y ĺım
t→∞

s(x,A, t, u)

existen y definen medidas de probabilidad en X , y el límite ĺımt→0 b(x, y, t) existe y no
es cero ϕ-c.s.;

• X es Λ∗-positivo y existe una única medida de probabilidad Λ∗-invariante.

En el caso en que el proceso X es Λ∗-positivo con vectores propios maximales π y f en
que π es de probabilidad, podemos expresar a partir de éstos los límites anteriores como

ĺım
t→∞

a(x,A, t) = π(A),

ĺım
t→∞

ĺım
u→∞

s(x,A, t, u) =
1

〈π, f〉

∫
A

f(z)dπ(z),

ĺım
t→∞

b(x, y, t) =
f(x)

f(y)
.
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Capítulo 5

El proceso truncado

Con el fin de modelar de forma sencilla la evolución de poblaciones, usualmente se asume
que el tamaño de la misma puede ser arbitrariamente grande, sin embargo en muchos casos
este supuesto es un absurdo pues el sistema en el que se encuentran tales individuos tiene
una capacidad limitada. Al llegar al límite de esta capacidad puede ocurrir que el sistema
colapsa, siendo incapaz de sustentar a la población y por lo tanto ésta se extingue, o que los
individuos dejan de reproducirse debido a la falta de recursos. Considerando estos casos, no
es ilógico modelar la evolución de poblaciones de forma tal que la cantidad de individuos se
encuentre acotada, independientemente de los rasgos presentes.

En este capítulo estudiamos el proceso Ŷ , similar a Y salvo en que el espacio de estados
se ve reducido a A≤p para algún p ∈ N. Matemáticamente la ventaja de considerar este
caso particular es que el espacio de estados pasa a ser compacto, luego tanto la cantidad
de individuos como las tasas de transición se encuentran acotadas, lo que proporciona una
condición ideal para aplicar los resultados obtenidos en los capítulos anteriores. Comenzamos
este estudio definiendo el proceso truncado y observando que la mayoría de los resultados
obtenidos en el primer capítulo se mantienen válidos, luego introducimos una familia de
procesos a la que llamamos aproximaciones simples y la cual utilizamos para encontrar un
criterio suficiente que garantice la unicidad de la distribución cuasi-estacionaria para Ŷ .

5.1. Construcción de Ŷ

En la definición 2.5 se definieron las tasas de transición como funciones que toman valores
estrictamente positivos sobre T×A−0 y valores nulos fuera de este conjunto, suposición que
debilitamos ligeramente al permitir la posibilidad de que la función b + m alcance valores
nulos sobre el conjunto T × Ap, y asumiendo que λ es nulo sobre T × Ap+1. Construimos
entonces el proceso Ŷ a partir de Y de la siguiente manera.

Definición 5.1 Dado Tp+1 como en la Definición 2.19 se define Ŷ como

Ŷt := Yt∧Tp+1 .
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Observación Ŷ es un proceso de saltos con la propiedad de Markov, el cual es absorbido
casi-seguramente en {0} ∪A>p. Si suponemos además que Y0 ∈ A≤p, entonces en [0, T Yp+1] se
tiene Ŷt = Yt, luego utilizando la notación introducida en la Definición 2.19 es directo que

• T Ŷp+1 = T Yp+1;

• τ Ŷ = τY ;

• N Ŷ
t ≤ NY

t ,

y si Y0 /∈ A≤p, entonces T Ŷp+1 = 0, τ Ŷ =∞ y N Ŷ
t = 0.

Utilizando la observación anterior, en el caso en que Y0 ∈ A≤p utilizaremos τ y Tn para
referirnos al tiempo del primer salto y de llegada a An tanto para Y como para Ŷ . Notando
que si Y comienza en A≤p, necesariamente se tiene τ ≤ Tp+1 y por lo tanto Ŷτ = Yτ , es
directo que el kernel de transición Q̂ del proceso Ŷ debe cumplir Q̂(Y0, ·) ≡ Q(Y0, ·).

Por otro lado, si Y0 /∈ A≤p entonces τ Ŷ = ∞, de donde necesariamente Q̂(Y0, ·) ≡ 0, y
entonces podemos pensar Q̂ como el kernel de transición de un proceso construido como en
la Definición 2.11 utilizando para ello las tasas b1A≤p , m1A≤p y λ1A≤p .

La flexibilidad que hemos otorgado a la función b + m sobre el conjunto T×Ap permite
desarrollar la teoría sin la necesidad de especificar cómo se trunca Y . Si (b + m)|Ap ≡ 0, se
habla de un proceso con una barrera reflectante en el nivel p, es decir, si se llega a Ap, en el
siguiente salto el proceso vuelve a Ap−1. Por otro lado, si b + m > 0 en Ap se habla de un
proceso que se extingue en Ap+1, el cual representa el caso en que colapsa el medioambiente
debido a la sobrepoblación. La posibilidad de que b+m que tenga tanto valores nulos como
positivos permite considerar casos en que el comportamiento de la población frente a la
sobrepoblación depende de la configuración y los rasgos de los individuos que la componen.

A continuación mostraremos brevemente que las propiedades obtenidas en el segundo
capítulo para Y siguen siendo válidas para Ŷ . Para ello comenzamos observando que Ŷ no
posee explosiones.

Proposición 5.1 Para todo t ≥ 0 se cumple P
(
N Ŷ
t =∞

)
= 0.

Demostración. Utilizando la Proposición 2.7 se tiene que P(NY
t =∞) = 0, y por otro lado,

de la obseración anterior se tiene que N Ŷ
t ≤ NY

t , de donde se concluye

P
(
N Ŷ
t =∞

)
≤ P

(
NY
t =∞

)
= 0.

Para la absorción exponencial de Ŷ la demostración es tan evidente como la anterior. En
efecto, definiendo T Ŷ el tiempo de absorción de Ŷ en su cementerio se tiene

T Ŷ = T Ŷ0 ∧ T Ŷp+1 ≤ T Yp+1 ∧ T Y0 ≤ T Y0 ,

luego el siguiente resultado es evidente.
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Proposición 5.2 Existen θ0 y c > 0 tales que para todo θ < θ0 y todo η ∈ A≤p

Eη
(
eθT

Ŷ
)
≤ c.

Ya hemos visto que Ŷ puede pensarse como el proceso Y pero en que las tasas de transición
se anulan para configuraciones de más de p individuos. Así, lo lógico sería definir débilmente
el generador infinitesimal Ĝ de Ŷ como

Ĝf(η) := 1A≤p(η)

∑
y∈{η}

ηyby(η)[f(η + δy)− f(η)] +
∑
y∈{η}

ηyλy(η)[f(η − δy)− f(η)]

+
∑
y∈{η}

ηymy(η)

∫
T
[f(η + δz)− f(η)]g(y, z)dσ(z)

 ,

para toda función f que se anule fuera de A≤p. Mostraremos a continuación que en efecto se
tiene este resultado.

Proposición 5.3 Sea f : A → R acotada tal que se anula fuera de A≤p, entonces el proceso

Mp
t := f(Ŷt)− f(Ŷ0)−

∫ t

0

Ĝf(Ŷs)ds,

es una martingala.

Demostración. Como la función f está acotada, podemos utilizar la Proposición 2.10 para
deducir que el proceso

Mt∧Tp+1 := f(Yt∧Tp+1)− f(Y0)−
∫ t∧Tp+1

0

Gf(Ys)ds,

es una martingala. Ahora, por definición de Ŷ esta expresión es igual a

f(Ŷt)− f(Ŷ0)−
∫ t∧Tp+1

0

1A≤p(Ŷs)Gf(Ŷs)ds,

donde hemos utilizado que para s < Tp+1 se tiene Ys = Ŷs ∈ A≤p. Por otro lado, para s ≥ Tp+1

se tiene 1A≤p(Ŷs) = 0, luego

Mt∧Tp+1 = f(Ŷt)− f(Ŷ0)−
∫ t

0

1A≤p(Ŷs)Gf(Ŷs)ds = Mp
t ,

y se concluye queMp
t es una martingala.
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Una vez que el proceso Ŷ llega al conjunto cementerio se comporta como una constante y
además , en virtud del Teorema 3.2, el estudio de las q.s.d. para este proceso es independiente
de dónde fue absorbido, lo que motiva colapsar el cementerio en el singleton {0}. Para ello
es necesario adaptar los elementos asociados a Ŷ de la siguiente manera.

Definición 5.2 Para el proceso Ŷ utilizaremos las siguientes notaciones:

1. dado η ∈ A≤p utilizamos la notación Q̂(η, 0) para referirnos a Q(η, {0} ∪ Ap+1);

2. dada f : A≤p → R se define f̄ : A → R la extensión de f que es nula fuera de A≤p;

3. dada f : A≤p → R se define Ĝ(f) como

Ĝ(f) := G(f̄)
∣∣
A≤p

;

4. dados η ∈ A≤p y A ⊆ A≤p se define el semigrupo de transición de Ŷ , {P̂t}t≥0 como

P̂t(η, A) := Pη(Yt ∈ A, Tp+1 > t) = Pη(Yt ∈ A),

en que la igualdad se tiene pues λ es nulo en T×Ap+1, y al igual que para Ĝ utilizamos
la notación P̂t(f) := P̂t(f̄)

∣∣
A≤p

.

Notemos que como A≤p es un abierto y un cerrado, dada f ∈ C(A≤p) se tiene f̄ ∈ Cb(A)
y por lo tanto, gracias a la Proposición 3.5 se tiene el siguiente resultado.

Proposición 5.4 Para toda función f ∈ C(A≤p) y todo t ≥ 0 se tiene P̂t(f) ∈ C(A≤p).

Demostración. Ya habíamos visto en la Definición 5.2 que para η ∈ A≤p y A ⊆ A≤p se tiene
P̂ (η, A) = P (η, A) de donde se deduce

P̂tf̄(η) =

∫
A≤p

f(η′)dP̂t(η, η
′) =

∫
A≤p

f(η′)dPt(η, η
′) = Ptf̄(η),

y como f̄ es continua y acotada, utilizando la Proposición 3.5 se deduce que P̂tf̄ es continua
y acotada luego se concluye el resultado.

Como Ŷ es un proceso que posee la propiedad de Feller y que toma valores sobre un
espacio métrico compacto, podemos utilizar la Proposición 3.4 para concluir la existencia de
distribuciones cuasi-estacionarias para Ŷ .

Proposición 5.5 Existe al menos una distribución cuasi-estacionaria para Ŷ , la cual se
concentra en A≤p.

Hemos probado así que la totalidad de los resultados encontrados para Y en los capítulos
2 y 3 se mantienen al truncar el proceso. Veremos a continuación que esto también es cierto
para los resultados encontrados en el capítulo anterior.
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Proposición 5.6 Dado B ⊆ A≤p medible, los siguientes conjuntos son iguales;

1.
{
η ∈ A≤p, ∃n ∈ N, Pη(Ȳn ∈ B, Tp+1 > τn) > 0

}
;

2.
{
η ∈ A≤p, ∀t > 0, P̂t(η,B) > 0

}
;

3.
{
η ∈ A≤p, ∃t > 0, P̂t(η,B) > 0

}
;

4. CLŶ (B).

Demostración. Ya habíamos visto en la Definición 5.2 que para η ∈ A≤p y B ⊆ A≤p se tiene
P̂t(η,B) = Pt(η,B), y como λ es nulo en T×Ap+1, para todo η /∈ A≤p se tiene Pt(η,B) = 0.
De esta forma deducimos

P̂t(η,B) > 0 ⇐⇒ Pt(η,B) > 0 ∧ η ∈ A≤p,

y equivalentemente

Pη(Ȳn ∈ B, Tp+1 > τn) > 0 ⇐⇒ Pη(Ȳn ∈ B) > 0 ∧ η ∈ A≤p.

Es sencillo ver entonces que los conjuntos 1, 2, 3 y 4 son iguales a los respectivos conjuntos
definidos en la Proposición 4.2, los que son iguales entre sí gracias a la misma proposición.

Concluiremos esta sección enunciando el siguiente resultado, según el cual la medida µ se
mantiene como la medida de irreducibilidad maximal de Ŷ , y cuya demostración omitiremos
pues es idéntica a lo hecho en el Teorema 4.1.

Proposición 5.7 Sea E ⊆ A≤p medible, entonces:

1. si µ(E) = 0, entonces µ(CLŶ (E)) = 0;

2. si µ(E) > 0, entonces CLŶ (E) = A≤p.

La totalidad de las propiedades obtenidas para el proceso Y en el capítulo anterior se
basan en la Proposición 4.2 y el Teorema 4.1, luego las Proposiciones 5.6 y 5.7 permiten
concluir que los mismos resultados pueden aplicarse a Ŷ . Nos interesa especialmente que Ŷ
es µ-s.s.i. y que podemos aplicar el teorema 4.2 al semigrupo {P̂t}t≥0.
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5.2. Aproximaciones para Ŷ

En la sección anterior, gracias a la Proposición 5.5 existe una distribución cuasi-estacionaria
para el proceso Ŷ , sin embargo de la demostración utilizada para su existencia no podemos
desprender nada respecto a las propiedades de tal distribución y por lo tanto es necesario un
enfoque distinto para su estudio. El enfoque utilizado en este capítulo es definir una familia
de procesos {Ŵ n}n∈N que aproximen a Ŷ , y cuyas propiedades podamos extender a este
proceso.

La idea de la construcción de cada Ŵ n consiste en definir una partición finita de clases de
equivalencia de rasgos, la cual induce una partición numerable en A−0, y que iremos tomando
cada vez más finas. Definiremos entonces un proceso Ŵ n cuyas tasas sean constantes en cada
clase de equivalencia y que por lo tanto se comporte como un proceso a espacio de estados
discretos.

Definición 5.3 Se define la familia {Dn}n∈N de particiones finitas de T, la cual cumple:

1. para todo n ∈ N y D ∈ Dn se tiene σ(D) > 0;

2. para todo n ∈ N, D ∈ Dn y todo par y1, y2 ∈ D se cumple dT(y1, y2) ≤ 1
n
.

La existencia de {Dn}n∈N es directa de la compacidad de T y de que el soporte de σ coincide
con este conjunto. Veremos a continuación que {Dn}n∈N define una familia de particiones
numerables sobre A−0.

Definición 5.4 Dada {Dn}n∈N como en la definición anterior se define la familia {Hn}n∈N
de particiones numerables y medibles de A−0 en que para todo n ∈ N y H ∈ Hn existen k ∈ N
y D1, D2, . . . , Dk ∈ Dn no necesariamente distintos con

H =

{
k∑
j=1

δzj , z1 ∈ D1, z2 ∈ D2, . . . , zk ∈ Dk

}
.

De esta manera, cada elemento de Hn es definido por una única secuencia finita de ele-
mentos en Dn, cuyo largo corresponde a la cantidad de individuos en las configuraciones de
H, y como cada Di tiene medida positiva se tiene µ(H) > 0.

Con el fin de facilitar la notación, definiremos para cada n ∈ N un orden en T inducido
por Dn.

Definición 5.5 Sea n ∈ N y D1, D2, . . . , Dk una enumeración de los elementos en Dn. Se
define la relación de orden ≤n como

y ≤n z ⇐⇒ (∃i ≤ j, y ∈ Di, z ∈ Dj) ∨ (∃i, y, z ∈ Di ∧ y ≤ z) ,

en que ≤ corresponde al orden definido en el segundo capítulo. En lo que resta de este trabajo,
para η ∈ A−0 asumiremos siempre que ~η está ordenado según ≤n.
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El orden ≤n será de utilidad para reducir la notación, pues asumiendo que los vectores ~η
están ordenados según esta relación, para cada par ~η1, ~η2 con η1, η2 ∈ H ∈ Hn, y cada j, los
rasgos j-ésimos pertenecen a la misma clase en Dn.

Proposición 5.8 Sean {Hn}n∈N y {Dn}n∈N como en las Definiciones 5.3 y 5.4. Para todo
ε > 0 podemos tomar n suficientemente grande, de forma de que para todo H ∈ Hn y
η1, η2 ∈ H en que ~η1 = (x1, . . . , xk) y ~η2 = (y1, . . . , yk), y para todo 1 ≤ j ≤ k, z ∈ T se
cumple

|bxj(η1)− byj(η2)|+ |mxj(η1)−myj(η2)|+ |λxj(η1)− λyj(η2)|+ |g(xj, z)− g(yj, z)| ≤ εek

Demostración. Sabemos que e−‖·‖b, e−‖·‖m y e−‖·‖λ son continuas sobre T ×A−0 y además,
gracias a las hipótesis (H) se tiene

e−‖·‖(b+m+ λ) −−−−→
‖η‖→∞

0,

luego, para todo p ∈ N existe δ1 > 0 tal que si (y1, η1), (y2, η2) ∈ T×A≤p cumplen la condición
dT(y1, y2) + d(η1, η2) ≤ δ1, entonces ‖η1‖ = ‖η2‖ y

|by1(η1)− by2(η2)|+ |my1(η1)−my2(η2)|+ |λy1(η1)− λy2(η2)| ≤ e‖η1‖ε/2,

y esta cota es válida también si ‖η1‖, ‖η2‖ > p. Por otro lado, como g : T2 → R es uniforme-
mente continua, existe δ2 > 0 tal que

dT(y1, y2) ≤ δ =⇒ |g(y1, z)− g(y2, z)| ≤ ε/2 ≤ e‖η1‖ε/2.

Gracias a estas cotas y como dT(y1, y2) ≤ 1
n
para y1, y2 ∈ D ∈ Dn con n grande, bastará

probar que en tal caso, para η1, η2 ∈ H ∈ Hn con k ≤ p individuos, el valor de d(η1, η2) es
pequeño. Para ello, siguiendo las definiciones introducidas en el segundo capítulo y utilizando
la definición de la métrica de Lévy-Prokhorov, la distancia entre η1 y η2 está definida como

d(η1, η2) = k ı́nf{ε > 0, η1(A) ≤ η2(Aε) + ε ∧ η2(A) ≤ η1(Aε) + ε ∀A ⊆ T medible},

en que Aε corresponde a los y ∈ T tales que ∃x ∈ A con dT(x, y) < ε. Es directo verificar que

η1(A) ≤ η2

(
A

2
n

)
∧ η2(A) ≤ η1

(
A

2
n

)
,

luego d(η1, η2) ≤ 2k/n ≤ 2p/n y tomando n grande se concluye el resultado.

La proposición anterior muestra que para n grande, los elementos dentro de un mismo
conjunto H ∈ Hn tienen tasas muy parecidas, y por lo tanto podemos elegir a un elemento
represententante de cada H.
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Definición 5.6 Para cada n ∈ N se define la secuencia de rasgos representantes de Dn,

{wD}D∈Dn ⊆ T,

en que wD ∈ D para todo D ∈ Dn. A partir de estos rasgos definimos la secuencia

{ζH}H∈Hn ⊆ A−0,

de configuraciones representantes, en que si H está definido por los conjuntos D1, D2, . . . , Dk

entonces
ζH := δwD1

+ δwD2
+ · · ·+ δwDk .

A continuación construiremos las tasas de transición de los procesos {Ŵ n}n∈N utilizando
la definición anterior.

Definición 5.7 Para cada n ∈ N definimos las funciones bn,mn y λn a partir de b,m, λ y
las secuencias {wD}D∈Dn, {ζH}H∈Hn como

bn(y, η) := b(wD, ζH), mn(y, η) := m(wD, ζH) y λn(y, η) := λ(wD, ζH),

en que D y H son tales que y ∈ D y η ∈ H. De igual forma, tomando n ∈ N fijo y dados
y, z ∈ T se define gn(y, z) como

gn(y, z) := g(wD, z),

donde D es tal que y ∈ D.

Es directo ver que las funciones bn,mn, λn y gn de la definición anterior son estrictamente
positivas y localmente acotadas, en que las cotas son las mismas que las de b,m y λ, y
cumplen las hipótesis (H) si b,m, λ y g las cumplen. Utilizando tales funciones podemos
construir finalmente los procesos {Ŵ n}n∈N como sigue.

Definición 5.8 Para cada n ∈ N se define el proceso W n como uno construido a partir de
la variable aleatoria Y0 y las funciones bn,mn, λn y gn como en las Definiciones 2.9 y 2.11.
A partir de W se define Ŵ n análogamente a Ŷ como el proceso

Ŵ n
t := W n

t∧Tp+1

a valores en A≤p ∪ {0}.

Las funciones introducidas en la Definición 5.7 no son necesariamente continuas, sin em-
bargo ya habíamos mencionado que para los resultados que no involucran existencia de q.s.d.
basta con asumir que las tasas son positivas y acotadas, luego Ŵ n presenta las mismas pro-
piedades que Ŷ (no posee explosiones, es µ-s.s.i., etc.) salvo que no es un proceso de Feller.

Utilizaremos la notación Ĝn, Q̂n y P̂ n
t para referirnos al generador infinitesimal, kernel de

transición y semigrupo de transición de Ŵ n respectivamente, en que para los dos primeros
se obtienen las expresiones;
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Ĝnf(η) =
k∑
j=1

b(wDj , ζH)[f(η + δyj )− f(η)] +
k∑
j=1

λ(wDj , ζH)[f(η − δyj )− f(η)] (5.1)

+
k∑
j=1

m(wDj , ηH)

∫
T
[f(η + δz)− f(η)]g(wDj , z)dσ(z),

Q̂n(η,B) :=
∑

1≤j≤k
η+δyj∈B

b(wDj , ζH) +
∑

1≤j≤k
η−δyj∈B

λ(wDj , ζH) +
k∑
j=1

m(wDj , ζH)

∫
η+δz∈B

g(wDj , z)dσ(z),

en que η ∈ H y D1, D2, . . . , Dk ∈ Dn son tales que para ~η = {y1, y2, . . . , yk} se tiene que
cada yj ∈ Dj. Utilizaremos esta expresión del kernel de transición para mostrar que de cierta
forma Ŵ n toma valores sobre Hn que es un conjunto numerable.

Proposición 5.9 Sea n ∈ N cualquiera, entonces para todo par de conjuntos H,H ′ ∈ Hn

con H,H ′ ⊆ A≤p, todo par de configuraciones η1, η2 ∈ H y todo t ≥ 0 se cumple

Pη1(Ŵ n
t ∈ H ′) = Pη2(Ŵ n

t ∈ H ′).

Demostración. El resultado se deduce fácilmente al comprobar que para η1, η2 perteneciente
al mismo H se cumple

Q̂n(η1, H
′) = Q̂n(η2, H

′), (5.2)

con H ′ ∈ Hn. En efecto, asumiendo cierta (5.2) mostraremos por inducción que para todo
m ≥ 0 y para todo H,H ′, η1, η2, t como en el enunciado se tiene

Pη1

(
Ŵ n
t ∈ H ′, Nt = m

)
= Pη2

(
Ŵ n
t ∈ H ′, Nt = m

)
.

Para el caso m = 0, si H 6= H ′ la probabilidad es nula comenzando tanto en η1 como en η2,
y si H = H ′ entonces

Pη1

(
Ŵ n
t ∈ H ′, Nt = 0

)
= e−Q̂n(η1)t = Pη1

(
Ŵ n
t ∈ H ′, Nt = 0

)
,

donde hemos utilizado que Q̂n(η1) = Q̂n(η2) gracias a (5.2). Supongamos ahora que el resul-
tado se tiene para m, luego para probar que también se cumple en el caso m + 1 tomemos
t ≥ 0, H,H ′ ∈ Hn y η1, η2 ∈ H, y utilizando la propiedad de Markov se deduce

Pη1

(
Ŵn
t ∈ H ′, Nt = m+ 1

)
=

∫ t

0
e−Q̂(η1)s

∑
H′′∈Hn

PζH′′
(
Ŵn
t−s ∈ H ′, Nt−s = m

)
Q̂n(η1, H

′′)ds

=

∫ t

0
e−Q̂(η2)s

∑
H′′∈Hn

PζH′′
(
Ŵn
t−s ∈ H ′, Nt−s = m

)
Q̂n(η2, H

′′)ds

= Pη2

(
Ŵn
t ∈ H ′, Nt = m+ 1

)
,

pues por hipótesis de inducción la función η → Pη
(
Ŵ n
t−s ∈ H ′, Nt−s = m

)
es constante sobre

cada conjunto H ′′ ∈ Hn.
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Para mostrar que se cumple (5.2) tomemos η1, η2 ∈ H con ~η1 = (x1, x2, . . . , xk) y ~η2 =
(y1, y2, . . . , yk), luego para cada j ≤ k se tiene xj, yj ∈ Dj con Dj ∈ Dn, y entonces

bn(xj, η1) = b(wDj , ζH) = bn(yj, η2),

y lo mismo ocurre para las tasas m y λ. Como g(xj, z) = g(wDj , z) = g(yj, z), para deducir
(5.2) basta notar que

• cada par xj, yj pertenece al mismo Dj, luego, como η1, η2 ∈ H el par η1 + δxj , η2 + δyj
pertenecen a la misma clase de equivalencia en Hn, y en particular

η1 + δzl,1 ∈ H ′ ⇐⇒ η2 + δzl,2 ∈ H ′;

• de igual forma, como xj, yj ∈ Dj y η1, η2 ∈ H se tiene

η1 − δzl,1 ∈ H ′ ⇐⇒ η2 − δzl,2 ∈ H ′;

• tomando z ∈ T, como η1, η2 ∈ H las configuraciones η1 + δz y η2 ∈ δz pertenecen a la
misma clase de equivalencia en Hn, luego

η1 + δz ∈ H ′ ⇐⇒ η2 + δz ∈ H ′.

Finalmente podemos concluir

Q̂n(η1, H
′) =

∑
1≤j≤k

η1+δxj
∈H′

b(wDj
, ζH) +

∑
1≤j≤k

η1−δxj
∈H′

λ(wDj
, ζH) +

k∑
j=1

m(wDj
, ζH)

∫
η1+δz∈H′

g(wDj
, z)dσ(z)

=
∑

1≤j≤k
η2+δyj∈H

′

b(wDj
, ζH) +

∑
1≤j≤k

η2−δyj∈H
′

λ(wDj
, ζH) +

k∑
j=1

m(wDj
, ζH)

∫
η2+δz∈H′

g(wDj
, z)dσ(z)

= Q̂n(η2, H
′).

5.3. Vectores propios maximales de Ŵ n

Ya se había mencionado que para Ŵ n las tasas de transición no son continuas y por lo
tanto no posee la propiedad de Feller. Debido a que el semigrupo no conserva la estructura
topológica no es posible utilizar la compacidad del espacio para garantizar la existencia de
distribuciones cuasi-estacionarias como en la Proposición 3.4. Sin embargo, la Proposición
5.9 permitirá adaptar el principal resultado obtenido en [21], y que postula la existencia,
unicidad y convergencia exponencial a una distribución cuasi-estacionaria para procesos a
espacio de estados discretos que vuelven rápidamente desde infinito.

Teorema 5.1 [21, Teorema 1] Sea n ∈ N fijo, para Ŵ n existe una única q.s.d. πn y además
existe 0 < γ < 1 tal que para toda medida de probabilidad ν sobre A≤p y t ≥ 1 se cumple

‖Pν(Ŵ n
t ∈ · | T > t)− π‖TV ≤ 2γt−1,

en que ‖ · ‖TV es la norma de variación total y T es el tiempo de absorción de Ŵ n.
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Demostración. Al igual que lo hecho en [21] mostraremos primero que existe una medida no
negativa y no idénticamente nula ρ tal que para todo η ∈ A≤p y s ≥ 1 se cumple

Pη(Ŵ n
1 ∈ · | T > s) ≥ ρ. (5.3)

Para ello probaremos primero las siguientes propiedades:

• existe 0 < α < 1 tal que ∀η ∈ A−0, k ≤ p y A ⊆ Ak medible se cumple

Pη(Ŵ n
1 ∈ A) ≥ αµ(A); (5.4)

• existe una constante κ > 0 tal que para todo η ∈ A≤p y todo t ≥ 0 se cumple

Pη(T > t)

supη′′∈A≤p Pη′′(T > t)
≥ κ. (5.5)

Para mostrar (5.4) supondremos por comodidad que los elementos en A no poseen rasgos repe-
tidos. Tomemos ~η = (y1, y2, . . . , yl), luego, si consideramos los tiempos de salto τ1, τ2, . . . , τk+l

del proceso, la probabilidad del evento Ŵ n
τl+k
∈ A es mayor que la probabilidad del evento en

que;

1. los primeros l − 1 saltos corresponden a la muerte de individuos de η;
2. ocurre una mutación agregando un rasgo presente en A;
3. muere el último individuo original de η;
4. luego de k − 1 mutaciones sucesivas se llega hasta el conjunto A.

La probabilidad de este evento es sencilla de calcular, obteniéndose
l−1∏
j=1

(
λn(yj , ηj−1)

Q̂n(ηj−1)

)∫
A

 k∏
j=2

Θj

 λn(yl, η
′
1 + δyl)

Q̂n(η′1 + δyl)

mn(yl, ηl)

Q̂n(ηl)
gn(yl, z1)

k∏
j=1

dσ(zj), (5.6)

donde hemos utilizado la abreviación

Θj =

(
mn(zj, η

′
j−1)

Q̂n(η′j−1)
gn(zj−1, zj)

)
,

y en que η0 = η, ηj = ηj−1 − δyj , y η′j =
∑j

r=1 δzr . Tomando ahora Q una cota superior de Q
en A≤p y λ,m y g cotas inferiores positivas para λ,m y g, podemos acotar (5.6) inferiormente
por (

λ/Q
)l (

mg/Q
)k
σk(A).

De la definición de µ y recordando que l ≤ p, existe α′ > 0 independiente de η con

Pη(Ŵ n
τl+k
∈ A) ≥ α′µ(A),

luego se tiene

Pη(Ŵ n
t ∈ A) ≥ Pη(Ŵ n

τl+k
∈ A ∧ Nt = l + k) ≥ α′µ(A)Pη(Nt = l + k),

y tomando V1, V2 variables aleatorias con V1 ∼ Γ(2p,Q) y V2 ∼ exp(Q), es sencillo verificar

Pη(Nt = l + k) ≥ P(V1 ≤ 1)P(V2 > 1) > 0,

en que la expresión anterior no depende de η, luego se concluye la propiedad.
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Para mostrar (5.5) sea H ′ ⊆ A≤p un elemento de Hn y tomemos η ∈ H ′. Para t ≥ 0 se
tiene

Pη′(T > t) ≥ Pη′(T > t+ 1) =

∫
A≤p

Pη(T > t)Pη′(Ŵ n
1 ∈ dη),

y por otro lado,

Pη(T > t) = Pη(Ŵ n
t ∈ A≤p) =

∑
H⊆A≤p
H∈Hn

Pη(Ŵ n
t ∈ H),

luego gracias a la Proposición 5.9, Pη(T > t) es una función constante sobre los elementos
de Hn. Podemos acotar entonces tal función de la forma

Pη′(T > t) ≥
∫
A≤p

Pη(T > t)Pη′(Ŵ n
1 ∈ dη)

=
∑

H⊆A≤p
H∈Hn

PζH (T > t)Pη′(Ŵ n
1 ∈ H),

en que la suma es finita, luego existe H0 tal que para todo H ∈ Hn con H ⊆ A≤p,

Pη′(Ŵ n
1 ∈ H) ≥ Pη′(Ŵ n

1 ∈ H0).

Notemos que de la Proposición 5.9, nuevamente la elección de H0 no depende de la configu-
ración η′, luego para todo η′′ ∈ A≤p deducimos

Pη′(T > t) ≥ Pη′(Ŵn
1 ∈ H0)

∑
H⊆A≤p
H∈Hn

PζH (T > t) ≥ Pη′(Ŵn
1 ∈ H0)Pη′′(T > t), (5.7)

en que la última desigualdad se tiene pues existe H ′′ ∈ Hn tal que η′′ ∈ H ′′, y entonces
Pη′′(T > t) = PζH′′ (T > t). Definimos finalmente

κ := mı́n
H⊆A≤p
H∈Hn

mı́n
η′∈A≤p

Pη′(Ŵ n
1 ∈ H),

que es positivo gracias a que hay finitos conjuntos H y finitos valores que puede tomar tal
función para cada H. Acotando por este valor la ecuación (5.7) se deduce el resultado.
Para encontrar la medida ρ de la desigualdad (5.3) tomemos η ∈ A≤p, A ⊆ A≤p medible y
s ≥ 1, luego utilizando la propiedad de Markov y las desigualdades (5.4) y (5.5),

Pη(s < T )Pη(Ŵ n
1 ∈ A | s < T ) = Pη(Ŵ n

1 ∈ A, s < T )

=

∫
A

Pη′(s− 1 < T )Pη(Ŵ n
1 ∈ dη′)

≥ κ Pη(Ŵ n
1 ∈ A) sup

η′′∈A≤p
Pη′′(s− 1 < T )

≥ καµ(A)Pη(s < T ),
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luego basta tomar ρ ≡ ακµ, que cumple con (5.3). Ya definida la medida ρ, el resto de
la demostración es idéntico a lo hecho en [21], por lo que presentamos aquí lo hecho en ese
trabajo sin entrar en demasiados detalles;

1. se define la familia de kernels {RT
t,s}t≤s≤T como RT

t,s := Pη(Ŵ n
t−s ∈ · | T − t < T ).

Utilizando sucesivamente la propiedad de Markov se puede demostrar que para todo
t ≤ s ≤ u ≤ T se cumple RT

t,sR
T
s,u = RT

t,u;

2. para todo s ≥ 1 y toda medida ν de probabilidad se tiene Pν(Ŵ n
1 ∈ · | s < T ) ≥ ρ. En

particular, la medida

νRt+s
t,t+1 − ρ := Pν(Ŵ n

1 ∈ · | s < T0)− ρ,

es no negativa y al evaluarla sobre A≤p obtenemos γ := 1− ρ(A≤p) donde este valor es
estrictamente menor a 1, pues ρ no es idénticamente nula. Tomando ν1, ν2 dos medidas
de probabilidad ortogonales y s ≤ T − 1 se tiene

‖ν1R
T
s,s+1 − ν2R

T
s,s+1‖TV ≤ ‖ν1R

T
s,s+1 − ρ‖TV + ‖ν2R

T
s,s+1 − ρ‖TV

= 2γ ≤ γ‖ν1 − ν2‖TV ;

3. dadas dos medidas de probabilidad distintas ν1 y ν2 podemos separar su resta en la
parte negativa y la parte positiva, que son ortogonales, luego

‖ν1R
T
s,s+1 − ν2R

T
s,s+1‖TV ≤ γ‖ν1 − ν2‖TV .

Utilizando la desigualdad anterior y la propiedad de semigrupo de RT
s,t podemos deducir

inductivamente que

‖ν1R
T
0,T − ν2R

T
0,T‖TV = ‖ν1R

T
0,T−1R

T
T−1,T − ν2R

T
0,T−1R

T
T−1,T‖TV

≤ γ‖ν1R
T
0,T−1 − ν2R

T
0,T−1‖TV ≤ 2γbT c,

y como γ < 1, este último término es menor a 2γT−1. De la definición de RT
0,T hemos

probado entonces que para ν1, ν2 medidas de probabilidad cualesquiera se cumple

‖Pν1(Ŵ n
T ∈ · | T < T )− Pν2(Ŵ n

T ∈ · | T < T )‖TV ≤ 2γT−1; (5.7)

4. Finalmente, para t ≥ 1, s ≥ 0 y una medida de probabilidad ν cualquiera se tiene

Pν(Ŵ n
t+s ∈ · | t+ s < T ) = νRt+s

0,t+s = νRt+s
0,s R

t+s
s,t+s = PνRt+s0,s

(Ŵ n
t ∈ · | t < T ),

y entonces, gracias a la desigualdad anterior,

‖Pν(Ŵ n
t ∈ · | t < T )− Pν(Ŵ n

t+s ∈ · | t+ s < T )‖TV ≤ 2γt−1.

Como γ < 1, la familia de medidas {Pν(Ŵ n
t ∈ · | t < T )}t≥1 es de Cauchy, y como el

espacio es completo, convergen a una medida πn, la cual, de acuerdo a la definición 3.3
es una distribución cuasi-límite, y por lo tanto una q.s.d..

Reemplazando πn en lugar de ν2 en (5.7) y utilizando la definición de q.s.d.,

‖Pν(Ŵ n
T ∈ · | T < T )− πn‖TV ≤ 2γT−1,

de donde además se deduce la unicidad de la distribución cuasi-estacionaria.
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Es interesante notar que una vez encontrada la medida ρ se utilizó únicamente la pro-
piedad de Markov del proceso Ŵ n para deducir la existencia y unicidad de la distribución
cuasi-estacionaria. Podríamos preguntarnos si es posible encontrar con el mismo método una
medida ρ de este tipo para el proceso Ŷ . Para responder esto notemos que fue fundamental
en la demostración poder encontrar una constante κ tal que

Pη1(t < T ) ≥ κPη2(t < T ), (5.8)

donde κ no depende de t, η1 ni η2. Este tipo de desigualdades puede mostrarse para procesos
de salto con espacio de estados finito, sin embargo siendo A≤p un espacio no numerable no
ha sido posible adaptar ninguna de tales demostraciones a este proceso. La existencia de un
κ > 0 tal que se cumpla (5.8) sigue siendo una interrogante.

A partir del teorema anterior sabemos no sólo que existe una q.s.d. πn para Ŵ n, sino
también que esta distribución es única y que bajo cualquier medida de probabilidad inicial
ν las medidas Pν(Ŵ n

t ∈ · | t < T ) convergen exponencialmente a πn. A pesar de ello, nada
sabemos aún sobre el parámetro θn asociado a πn en el Teorema 3.3 o la existencia de alguna
función fn que sea θn-invariante. Con el fin de estudiar tales elementos introducimos la matriz
M de la siguiente manera.

Definición 5.9 Sea k′ la cantidad de elementos de Hn que son subconjuntos de A≤p y
H1, H2, . . . , Hk′ una enumeración de tales elementos. Se define M ∈ R(k′+1)×(k′+1) como

Mi,j :=



Q̂n(ζHi , Hj) si i, j ≤ k′ y i 6= j

−Q̂n(ζHi) si i, j ≤ k′ y i = j

Q̂n(ζHi , 0) si i ≤ k′ y j = k′ + 1

0 si i = k′ + 1.

La matriz −M sin su última fila y columna corresponde a una matriz de Minkowski no
singular y por lo tanto posee un valor propio θn > 0 con vector propio por la izquierda ~q y
vector propio por la derecha ~v, ambos no negativos (ver [13, Sección 2.5]). Además, como M
cumple

∀1 ≤ j ≤ k′ + 1,
k′+1∑
i=1

Mi,j = 0,

esta matriz corresponde al generador infinitesimal de un proceso de Markov a valores en
{1, 2, . . . , k′+ 1} y para el cual {k′+ 1} es un estado cementerio. Como el espacio de estados
es discreto el proceso posee la propiedad de Markov fuerte, luego gracias al lema 3.1 se tiene

θn =
∑

i∈CL1(k+1)

~qiMi,k′+1 ≤ sup
1≤i≤k

Mi,k′+1,

y como Mi,k′+1 = Q(ηn,Hi , 0) ≤ Q se concluye

0 < θn ≤ Q. (5.9)
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Utilizando el vector ~v construiremos a continuación una función θn-invariante para Ŵ n:

Definición 5.10 Sea ~v el vector propio por la derecha de −M asociado a θn con H1, H2, . . . , Hk′

la enumeración de los elementos de Hn contenidos en A≤p utilizada en la Definición 5.9. De-
finimos la función fn : A≤p ∪ {0} → R como

fn(η) :=
k′∑
j=1

vj1Hj(η).

Proposición 5.10 La función fn construida en la definición anterior es θn-invariante para
Ŵ n.

Demostración. Como fn puede tomar una cantidad finita de valores es una función acotada,
y entonces aplicando la Proposición 5.3 a Ŵ n, el proceso

f(Ŵ n
t )− f(Ŵ n

0 )−
∫ t

0

Ĝnf(Ŵ n
s )ds,

es una martingala. Sea entonces η ∈ A≤p, ~η = (y1, y2, . . . , yk) cualquiera y sea 1 ≤ l ≤ k′ tal
que η ∈ Hl, luego por definición de fn se tiene

Ĝnfn(η) =
k′∑
r=1

vr

(
k∑
j=1

bn(yj, η)1Hr(η + δy) +
k∑
j=1

λn(yj, η)1Hr(η − δy)

+
k∑
j=1

mn(yj, η)

∫
T
1Hr(η + δz)gn(yj, z)dσ(z)

)
− ~vlQ̂n(η)

=
k′∑
r=1

~vrQ̂n(η,Hr) − ~vlQ̂n(η),

y gracias a la Proposición 5.9 se tiene Q̂n(η,Hr) = Q̂n(ζHl , Hr), luego, como Q̂n(η,Hl) = 0,

Ĝnfn(η) =
∑
r 6=l

~vrQ̂n(ζHl , Hr) − ~vlQ̂n(η)

=
∑
r 6=l

~vrM l,r + ~vlM l,l = (M · ~v)l,

pero ~v es vector propio de −M y por lo tanto Ĝnfn(η) = −θn~vl = −θnfn(η). Hemos probado
entonces que

Ĝnfn ≡ −θnfn,

y utilizando la Proposición 3.2 deducimos que fn es θn-invariante.
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Hemos encontrado así una función positiva, acotada y θn-invariante para Ŵ n. Notando que
πn obtenido en el Teorema 5.1 induce un vector propio por la izquierda para −M es directo
que su tasa de extinción es θn, y por lo tanto, aplicando la Proposición 4.10, el proceso Ŵ n

es θn-recurrente positivo con vectores propios maximales πn y fn. Es interesante que para πn
conocemos algunas propiedades, y para fn conocemos un método de construcción explícito, y
será de utilidad en la próxima sección tener una cota superior Q para θn, la que no depende
de n.

5.4. Convergencia de los vectores propios maximales

En la presente sección mostraremos un criterio sencillo para determinar la convergencia
de los vectores propios maximales de los procesos Ŵ n a los de Ŷ . Aún más importante es
que bajo tales condiciones existe una única distribución cuasi-estacionaria para Ŷ , la cual
es absolutamente continua respecto a µ y el proceso es Λ1-recurrente positivo. Para ello
comenzamos probando un resultado sencillo que justifica llamar aproximaciones de Ŷ a la
familia {Ŵ n}.

Proposición 5.11 Definamos para cada h : A≤p → R acotada, su norma ‖h‖∞ como

‖h‖∞ := sup
η∈A≤p

|h(η)|,

y para n ∈ N cualquiera notemos {P̂ n
t }t≥0 y {P̂t}t≥0 los semigrupos de transición de los

procesos Ŵ n y Ŷ respectivamente. Para todo ε > 0 existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N y
A ⊆ A≤p medible se cumple

‖P̂ n
t (1A)− P̂t(1A)‖∞ ≤ ε. (5.10)

Demostración. Comencemos mostrando que tomando t ≥ 0 fijo, para todo ε > 0 existe
K ∈ N tal que para todo n ∈ N y η ∈ A≤p,

Pη (Nn
t ≥ K) ≤ ε, (5.11)

en que hemos utilizado la notación Nn
t := N Ŵn

t . Para ello notemos que tal evento equivale a
que el K-ésimo tiempo de salto τK sea menor a t, donde tal tiempo de salto corresponde a la
suma de K variables aleatorias Xj ∼ exp(Q̂n(Ŵ n

τi
)), y como Q̂n está acotado inferiormente

por Q > 0, es directo ver que

Pη (Nn
t ≥ K) ≤ e−Q

∞∑
k=K

(Qk/k!),

que no depende de n ni de η. Como esta expresión tiende a 0 cuando K → ∞, se concluye
(5.11), y como las cotas para las tasas de transición son válidas para Ŷ podemos extender el
resultado a este proceso también.
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Notemos ahora que para todo ε > 0 existe N ∈ N tal que para todo A ⊆ A≤p medible y
n ≥ N se cumple ∥∥∥Q̂n(·, A)− Q̂(·, A)

∥∥∥
∞
≤ ε. (5.12)

En efecto, tomemos η ∈ A≤p con ~η = (y1, y2, . . . , yk) y H ∈ Hn tal que η ∈ H. Para este caso
se tiene

|Q̂n(η, A)− Q̂(η,A)| ≤
∑

1≤j≤k
η+δyj∈A

|b(wDj , ζH)− b(yj, η)| +
∑

1≤j≤k
η−δyj∈A

|λ(wDj , ζH)− λ(yj, η)|

+
k∑
j=1

|m(wDj , ζH)−m(yj, η)|
∫

η+δz∈A

g(wDj , z)dσ(z)

+
k∑
j=1

m(yj, η)

∫
η+δz∈A

|g(wDj , z)− g(yj, z)|dσ(z),

donde yj ∈ Dj para cada j. Gracias a la Proposición 5.8, n suficientemente grande podemos
acotar la expresión anterior de la forma

|Q̂n(η, A)− Q̂(η,A)| ≤ 2kε +
k∑
j=1

 ∫
η+δz∈A

εg(wDj , z)dσ(z) + m(yj, η)

∫
η+δz∈A

εdσ(z)


≤ (3 +m)kε.

en que m es una cota para m en A≤p, de donde se concluye (5.12). Para demostrar (5.10)
tomemos ε > 0 y η ∈ A≤p, luego gracias a (5.11) se tiene∣∣∣P̂ n

t (1A)(η)− P̂t(1A)(η)
∣∣∣ =

∣∣∣Pη(Ŵ n
t ∈ A)− Pη(Ŷt ∈ A)

∣∣∣
≤

K−1∑
j=0

∣∣∣Pη(Ŵ n
t ∈ A, Nn

t = j)− Pη(Ŷt ∈ A, Nt = j)
∣∣∣ + 2ε,

y definiendo Sj := {s1, s2, . . . , sj, 0 ≤ s1 + · · ·+ sj ≤ t}, para cada j se tiene

Pη(Ŵ n
t ∈ A, Nn

t = j) =

∫
Sj

∫
A

∫
Aj−1
≤p

e−
∑j
i=1 Q̂n(ηi−1)siQ̂n(η, dη1) · · · Q̂n(ηj−1, dηj)ds1, . . . dsj,

y una expresión análoga se tiene para Pη(Ŷt ∈ A, Nt = j), luego de (5.12), para cada j
podemos tomar nj independientemente de A de forma tal que∣∣∣Pη(Ŵ n

t ∈ A, Nn
t = j)− Pη(Ŷt ∈ A, Nt = j)

∣∣∣ ≤ ε,

y como hay una cantidad finita de tales j, basta tomar el máximo de los nj para concluir∣∣∣P̂ n
t (1A)(η)− P̂t(1A)(η)

∣∣∣ ≤ (K − 1)ε+ 2ε.
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Como consecuencia directa del resultado anterior y de que el semigrupo de transición es
una contracción obtenemos la siguiente propiedad, que será de particular utilidad para el
estudio de la convergencia de los vectores propios maximales de los procesos {Ŵ n}n∈N.

Corolario 5.1 Para todo ε > 0 y C > 0 existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N y toda
función h : A≤p → R+ con h ≤ C se cumple

‖P̂ n
t (h)− P̂t(h)‖∞ ≤ ε.

Demostración. Gracias a la Proposición 5.11 el resultado se tiene para las funciones de la
forma h = 1A con A medible. Sea entonces h ≤ C cualquiera y tomemos los conjuntos Aj,k
como Aj,k := h−1

(
C
k

[j, j + 1]
)
, con los cuales definimos h′ de la forma

h′ :=
C

k

k−1∑
j=0

j1Aj,k ,

que para k grande cumple ‖h− h′‖∞ ≤ (ε/3), y entonces

‖P̂ n
t (h)− P̂t(h)‖∞ ≤ ‖P̂ n

t (h)− P̂ n
t (h′)‖∞ + ‖P̂ n

t (h′)− P̂t(h′)‖∞ + ‖P̂t(h′)− P̂t(h)‖∞

≤ ‖h− h′‖∞ + C
k∑
j=0

‖P̂ n
t (1Aj,k)− P̂t(1Aj,k)‖∞ + ‖h− h′‖∞,

donde hemos utilizado que ‖P n
t (f)‖∞ ≤ ‖f‖∞, y tomando entonces n grande independiente-

mente de los Aj,k, el término central es menor a ε/3 de donde se deduce que

‖P̂ n
t (h)− P̂t(h)‖∞ ≤ ε.

A continuación se presentan los resultados de convergencia antes mencionados, de entre
los cuales el primero es de carácter general pero no entrega mucha información respecto al
comportamiento de Ŷ . El segundo resultado requiere una hipótesis adicional pero brinda no
sólo la convergencia de los vectores propios maximales, sino además la unicidad de la q.s.d.
para Ŷ y la Λ∗-clasificación de este proceso.

Teorema 5.2 Sea {Ŵ n}n∈N la familia de procesos construidos como en la Definición 5.8,
para los cuales, gracias al Teorema 5.1 existen únicas distribuciones cuasi-estacionarias
{πn}n∈N. Si consideramos {θn}n∈N los parámetros asociados a estas distribuciones y {fn}n∈N
las funciones θn-invariantes construidas en la Definición 5.10, se cumple;

1. existe una distribución cuasi-estacionaria π para Ŷ tal que πn → π débilmente salvo
subsucesión;

2. normalizando las funciones fn de forma tal que

∀n ∈ N,
∫
A≤p

fn(η)u(η)dµ(η) = 1 (5.13)
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para alguna función u : A≤p → R+ µ-integrable, si se cumple la condición

sup
n∈N
‖fn‖∞ <∞ (5.14)

entonces se tienen los siguientes resultados:
• existen θ ∈ R, una medida de probabilidad π y una función f tales que θn → θ,
πn → π débilmente y fn → f en la topología débil-* de L∞(µ);

• π es la única distribución cuasi-estacionaria del proceso Ŷ . Tal medida es equiva-
lente a µ y tiene como parámetro asociado a θ;

• f es una función acotada y θ-invariante y el proceso es θ-recurrente positivo.

Demostración. Para mostrar la primera parte del teorema notemos que como A≤p es com-
pacto, la secuencia de medidas de probabilidad {πn}n∈N posee una subsucesión débilmente
convergente a una medida de probabilidad π, esto es, para toda función h continua,

〈πnk , h〉 −−−→
k→∞

〈π, h〉, (5.15)

y por otro lado, como cada θnk cumple 0 < θnk ≤ Q, esta sucesión converge a algún θ con
0 ≤ θ ≤ Q salvo subsucesión. Mostremos entonces que π es una q.s.d. para Ŷ . En virtud del
Teorema 3.3 es suficiente con mostrar que para todo t ≥ 0 y h : A≤p → R continua se cumple

〈π, P̂t(h)〉 = e−θt〈π, h〉, (5.16)

y para ello notemos que para cada k, como πnk es q.s.d. para Ŵ nk , se tiene∣∣∣〈π, P̂t(h)〉 − e−θt〈π, h〉
∣∣∣ ≤ ∣∣∣〈π, P̂t(h)〉 − 〈πnk , P̂t(h)〉

∣∣∣ +
∣∣∣〈πnk , P̂t(h)〉 − 〈πnk , P̂

nk
t (h)〉

∣∣∣
+
∣∣e−θnk t〈πnk , h〉 − e−θt〈πnk , h〉∣∣ +

∣∣e−θt〈πnk , h〉 − e−θt〈π, h〉∣∣
≤

∣∣∣〈π, P̂t(h)〉 − 〈πnk , P̂t(h)〉
∣∣∣ +

∥∥∥P̂t(h)− P̂ nk
t (h)

∥∥∥
∞

+ ‖h‖∞
∣∣e−θnk t − e−θt∣∣ + e−θt |〈πnk , h〉 − 〈π, h〉| ,

pero P̂t posee la propiedad de Feller, luego P̂t(h) es continua y entonces∣∣∣〈π, P̂t(h)〉 − 〈πnk , P̂t(h)〉
∣∣∣ −−−→
k→∞

0.

Por otro lado, h es continua sobre un compacto, luego es acotada y entonces gracias al
Corolario 5.1 se debe tener

∥∥∥P̂t(h)− P̂ nk
t (h)

∥∥∥
∞
−−−→
k→∞

0, luego se deduce que para ε > 0

tomando k suficientemente grande se tiene∣∣∣〈π, P̂t(h)〉 − e−θt〈π, h〉
∣∣∣ ≤ ε,

y como esto se cumple para todo ε > 0 se deduce el primer resultado.

75



Mostremos ahora que bajo (5.13) y (5.14) se tienen los resultados del enunciado. Para
ello, sea π una distribución cuasi-estacionaria para Ŷ (ya sabemos que Ŷ posee al menos una
de tales distribuciones), y tomemos θ como en la primera parte. Como supn∈N ‖fn‖∞ < ∞
sabemos en particular que la sucesión {fn}n∈N se encuentra acotada en L∞(π), luego posee
una subsucesión {fnk}k∈N débil-* convergente a una cierta función f ∈ L∞(π), esto es, para
toda función h ∈ L1(π) se tiene∫

A≤p
fnk(η)h(η)dπ(η) −−−→

k→∞

∫
A≤p

f(η)h(η)dπ(η).

Es directo notar que f es π-c.s. no negativa, en efecto, como π es una medida de probabilidad
las indicatrices son π-integrables y tomando Bf := {η ∈ A≤p, f(η) < 0} se tiene

0 ≤ ĺım
k→∞

∫
A≤p

fnk(η)1Bf (η)dπ(η) =

∫
Bf

f(η)dπ(η) ≤ 0,

de donde necesariamente π(Bf ) = 0. Por otro lado, de la Proposición 4.4 se desprende que
µ << π, luego, existe una función w positiva y π-integrable tal que dµ = wdπ. Utilizando la
función w, (5.13) queda de la forma∫

A≤p
fn(η)u(η)w(η)dπ(η) = 1,

y como u es µ-integrable, uw es π-integrable, de donde

1 = ĺım
k→∞

∫
A≤p

fnk(η)u(η)w(η)dπ(η) =

∫
A≤p

f(η)u(η)w(η)dπ(η),

y entonces f no puede ser π-c.s. nula.

Mostraremos a continuación que f es θ-invariante para Ŷ , y para ello bastará mostrar que
para toda función h ∈ L1(π) positiva y para todo t ≥ 0 se cumple

〈h, P̂t(f)〉π = e−θt〈h, f〉π, (5.17)

en que para h ∈ L1(π) y f ∈ L∞(π) hemos introducido la notación

〈h, f〉π :=

∫
A≤p

h(η)f(η)dπ(η).

Así, tomando h ∈ L1(π) fija y k ∈ N cualquiera podemos utilizar que fnk es θnk-invariante
para Ŵ nk y deducir∣∣∣〈h, P̂t(f)〉π − e−θt〈h, f〉π

∣∣∣ ≤ ∣∣∣〈h, P̂t(f)〉π − 〈h, P̂t(fnk)〉π
∣∣∣+
∣∣∣〈h, P̂t(fnk)〉π − 〈h, P̂nkt (fnk)〉π

∣∣∣
+
∣∣e−θnk t〈h, fnk〉π − e−θt〈h, fnk〉π∣∣+

∣∣e−θt〈h, fnk〉π − e−θt〈h, f〉π∣∣
≤

∣∣∣〈h, P̂t(f)〉π − 〈h, P̂t(fnk)〉π
∣∣∣+ ‖h‖1

∥∥∥P̂t(fnk)− P̂nkt (fnk)
∥∥∥
∞

+‖h‖1 sup
n∈N
‖fn‖∞

∣∣e−θnk t − e−θt∣∣+ e−θt |〈h, fnk〉π − 〈h, f〉π| ,
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en que hemos utilizado la notación ‖ · ‖1 y ‖ · ‖∞ para referirnos a las normas en L1(π) y
L∞(π) respectivamente. Gracias al Teorema 4.2 el semigrupo P̂t es débil-* continuo como
operador de L∞(π) en sí mismo, luego tenemos∣∣∣〈h, P̂t(f)〉π − 〈h, P̂t(fnk)〉π

∣∣∣ −−−→
k→∞

0,

y por otro lado, gracias al Corolario 5.1 el segundo término tiende a cero, y lo mismo con el
resto de los términos debido a la selección de la subsucesión.

Hemos demostrado que existe una función f ∈ L∞(π) no negativa y no idénticamente
nula tal que π − c.s. para todo t ≥ 0 se cumple P̂t(f) = e−θtf . Sea ahora θ′ > 0 la tasa de
extinción de π y notemos que

〈π, f〉 = eθt〈π, P̂t(f)〉 = e(θ−θ′)t〈π, f〉,

pero como f no es π-c.s. nula y es acotada se debe tener 0 < 〈π′, f〉 <∞, y entonces θ = θ′.
Utilizando la Proposición 4.11 deducimos que Ŷ debe ser θ-recurrente positivo con vectores
propios maximales π y f . En particular hemos mostrado que, de existir una distribución cuasi-
estacionaria, ésta es un vector propio maximal del proceso y entonces, gracias al Teorema 4.7
existe una única q.s.d. la cual, en virtud del mismo teorema, es equivalente a µ.

Falta por ver entonces la convergencia de las secuencias {θn}n∈N, {πn}n∈N y {fn}n∈N.
Para ello, notemos que en la demostración anterior se dedujo que si {θn}n∈N posee una
subsucesión convergente, digamos a θ′, entonces θ′ es el parámetro asociado a los vectores
propios maximales del proceso, y por lo tanto θ′ = Λ∗. Así, toda subsucesión convergente de
{θn}n∈N converge a Λ∗, y como la sucesión es acotada debe tenerse

θn −−−→
n→∞

Λ∗.

De igual forma, en la primera parte de la demostración obtuvimos que si {πn}n∈N posee una
subsucesión débilmente convergente, ésta converge a una distribución cuasi-estacionaria π
para Ŷ , pero tal q.s.d. es única y por lo tanto, como {πn}n∈N vive en un conjunto débil-
compacto se tiene

πn −−−→
n→∞

π,

en que la convergencia es en la topología débil. De manera análoga podemos deducir que

fn −−−→
n→∞

f

en que la convergencia es en la topología débil-* de L∞(µ).

Notemos que gracias al teorema anterior, bajo las condiciones adecuadas el proceso Ŷ
es Λ1-recurrente positivo y su medida Λ1-invariante π es acotada, luego, como es µ-s.s.i.
podemos obtener del Teorema 4.9 que para todo η ∈ A≤p y A ⊆ A≤p medible,

Pη(Ŷt ∈ A | t < T ) −−−→
t→∞

π(A),

y entonces π es un límite de Yaglom.

77



5.5. Resultados numéricos

El Teorema 5.2 entrega un método que permite dar luces respecto a las propiedades de
las distribuciones cuasi-estacionarias en el caso de un espacio de estados continuo. En efecto,
a partir de la discretización del espacio de rasgos podemos construir las matrices M , luego,
calculando los vectores propios asociados al valor propio minimal, y normalizándolos de al-
guna forma podemos calcular el valor máximo que toman. El teorema anterior muestra que
estos valores máximos serán entonces indicadores de convergencia.

Con el fin de entender de forma algo más empírica lo que ocurre con estos indicadores se
han estudiado algunos casos específicos, para los cuales hemos asumido:

1. el espacio de rasgos T será el conjunto [0, 1] ⊆ R y la medida de probabilidad σ
corresponde a la medida de Lebesgue sobre este intervalo;

2. para cada n hemos considerado Dn como la partición de [0, 1] en n intervalos de igual
medida, esto es, todo D ∈ Dn es de la forma [k/n, (k + 1)/n) en que 0 ≤ k ≤ n − 1 y
su rasgo representante wD corresponde al punto medio del intervalo;

3. la normalización de los vectores propios fue elegida como
∫
A≤p

fn(η)1A1(η)dµ(η) = 1,
que en este caso, para cada n queda de la forma

1

n

∑
Dk⊆A1

~vk = 1;

4. debido al rápido crecimiento de las matrices M al aumentar el tamaño de la partición
se decidió tomar p = 3, pues la construcción de tales matrices toma un tiempo de orden
np en que n es el tamaño de la partición.

La diferencia entre los casos estudiados radica entonces en la elección de las tasas b,m y λ,
junto con la elección de g. Para el primer ejemplo se utilizaron las siguientes funciones:

• λw(η) = 4‖η‖;

• mw(η) = ‖η‖;

• bw(η) =


w − w2 + 1 si ‖η‖ = 1

4 si ‖η‖ = 2

6 si ‖η‖ = 3

;

• g(a, b) =
(a+ 1)e−(a+1)b

1− e−(a+1)
.

Se calcularon los máximos de los vectores propios normalizados para un total de 70 matrices
y se obtuvo como resultado el siguiente comportamiento de la sucesión.
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En este caso, la secuencia mn pareciera estabilizarse rápidamente cerca del valor 1.01, en
efecto, realizando un ajuste en matlab para estos datos salvo el primero se obtiene la siguiente
figura.

En que el ajuste corresponde a la función

1,011x+ 2,161

x+ 2,173
,

donde la suma de los errores al cuadrado es de 7,34 × 10−8 y el valor de R2 ajustado es de
0,9997. Podemos asumir entonces con un alto nivel de confianza que los valores máximos
están acotados. En tal caso, del Teorema 5.2 podemos desprender entonces la unicidad de la
distribución cuasi-estacionaria para el modelo y la Λ1-positividad del proceso.
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Graficando los vectores propios (interpolados) en A1 para distintos valores del tamaño de
la partición de T, n, se puede observar claramente su convergencia a una función suave.

La convergencia observada pareciera ser bastante rápida, y la función a la que tienden los
vectores propios pareciera guardar relación directa con la forma de las tasas de transición.

Para ilustrar lo que ocurre al tomar tasas de transición de una mayor complejidad, se
utilizaron para el segundo ejemplo las siguientes funciones, donde se asume siempre que los
rasgos x, y, z cumplen x ≤ y ≤ z.

• λw(η) =


2w si η = δx

w + 2x+ 3y + 2 si η = δx + δy

w + 2x+ 3y − 4z + 5 si η = δx + δy + δz

• mw(η) =


w + 1 si η = δx

w + x+ y + 1 si η = δx + δy

2w + 3x − y − 4z + 5 si η = δx + δy + δz

• bw(η) =


4w2 + 4w + 1 si η = δx

(w + 1)2x−y si η = δx + δy

w2 + x2 − y2 − z2 + 3 si η = δx + δy + δz

• g(a, b) =
1

2

(
z1+a(1− z)2−a

β(2 + a, 3− a)
+ 1

)
Al igual que en el ejemplo anterior se calcularon los máximos de los vectores propios

normalizados para un total de 70 matrices, obteniéndose el siguiente comportamiento de la
sucesión.
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Se realizó una serie de ajustes para estos datos, de entre los cuales destacó la función

22,92x+ 44,09

x+ 57
,

obteniéndose en este caso una suma de errores cuadrados igual a 0,1423 y un valor de R2

ajustado de 0,9998.

Aunque en este caso no se observa la convergencia de estos valores, graficando nuevamente
los vectores propios sobre A1 para distintos tamaños de la partición se observa una tendencia
clara.
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Como puede observarse, los vectores nuevamente parecieran converger a una función f ,
la cual no sabemos si se mantiene acotada para valores cercanos a 0. Para estudiar este
acotamiento se realizaron ajustes para los vectores propios en el caso de una partición de
30 elementos y en el de una partición de 40 elementos, obteniéndose valores de R2 ajustado
iguales a 1 para las funciones

0,2135x+ 0,1562

x+ 0,0024
y

0,2129x+ 0,1553

x+ 0,0035
,

que son ajustes para el caso de 30 y 40 elementos respectivamente. Notando que el valor que
toma la segunda función en 0 es menor que el valor que toma la primera en tal punto, y que
para valores pequeños una suerte de monotonía, no es ilógico pensar que existe convergencia.

5.6. El caso de tasas no continuas

Tal y como se mencionó en la sección 2.6, la continuidad de las tasas es una hipótesis que
hemos utilizado casi en la totalidad de los casos para deducir cotas sobre A≤p, salvo en los
resultados de existencia de q.s.d. del capítulo 3. En este capítulo, sin embargo, no contar
con la continuidad de las tasas significa perder la noción de aproximación de los procesos
Ŵ n, pues la disminución del tamaño para los elementos en Dn no garantiza que podamos
ver las tasas como constantes. Al trabajar con tasas no continuas será necesario introducir
la Proposición 5.8 como un requisito para la construcción de Dn y Hn.

Definición 5.11 Diremos que la familia de particiones {Hn}n∈N inducida por {Dn}n∈N es
una A≤p-aproximación si para todo ε > 0 existe nε ∈ N tal que para n ≥ nε,

|bxj(η1)− byj(η2)|+ |mxj(η1)−myj(η2)|+ |λxj(η1)− λyj(η2)|+ |g(xj, z)− g(yj, z)| ≤ εek

en que η1, η2 y las secuencias {xi}, {yi} son como en la Proposición 5.8.
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La elección de las particionesDn que generanA≤p-aproximaciones puede ser muy compleja,
y a veces hasta imposible de obtener, sin embargo, para aquellos casos en los cuales existan,
podemos construir los procesos Ŵ n tal y como se hizo en la Definición 5.8 (para los cuales
la totalidad de los resultados en la sección 5.3 se mantiene válida) y deducir los siguientes
resultados.

Proposición 5.12 Sea h : A≤p → R medible y acotada, entonces

‖P̂ n
t (h)− P̂t(h)‖∞ −−−→

n→∞
0

Teorema 5.3 Sea {Hn}n∈N una A≤p-aproximación inducida por {Dn}n∈N y tomemos {Ŵ n}n∈N
la familia de procesos construidos como en la Definición 5.8, para los cuales existen únicas
distribuciones cuasi-estacionarias {πn}n∈N, las cuales son absolutamente continuas respecto
a µ y por lo tanto poseen densidades {hn}n∈N respecto a tal medida. Si consideremos {θn}n∈N
y {fn}n∈N como en el Teorema 5.2 entonces se cumple:

1. si existe algún β > 1 tal que

ĺım sup
n→∞

∫
A≤p

[hn(η)]β dµs(η) < ∞,

en que µs es la medida definida en la Proposición 4.8, entonces existe una distribución
cuasi-estacionaria π para Ŷ , la cual es absolutamente continua respecto a µ y tal que
πn → π débilmente salvo subsucesión.

2. normalizando las funciones fn de forma tal que

∀n ∈ N,
∫
A≤p

fn(η)u(η)dµ(η) = 1,

para alguna función u : A≤p → R+ µ-integrable, si se cumple la condición

sup
n∈N
‖fn‖∞ <∞,

entonces se tienen los siguientes resultados:
• existen θ ∈ R, una medida de probabilidad π y una función f tales que θn → θ,
πn → π débilmente y fn → f en la topología débil-* de L∞(µ);

• π es la única distribución cuasi-estacionaria del proceso Ŷ , la cual es equivalente
a µ y tiene como parámetro asociado a θ;

• f es una función acotada y θ-invariante y el proceso es θ-recurrente positivo.

Demostración. La demostración de la segunda parte del teorema es igual a lo hecho para
el Teorema 5.2 y por lo tanto la omitiremos. Para mostrar la primera parte notemos que
las sucesiones {θn}n∈N ⊆ R y {hn}n∈N ⊆ Lβ(µs) están acotadas, luego poseen subsucesiones
convergentes a θ y débil-* convergentes a h.

83



Gracias al Teorema 3.3, para mostrar que la medida hdµs es θ-invariante basta deducir
que para todo w ∈ L∞(µ̂s) se cumple

〈P̂t(w), h〉µs = e−θt〈w, h〉µs .

Gracias a la Proposición 4.8, µs está bien concentrada y es 0-invariante, luego podemos
utilizar el Teorema 4.2 para deducir que para todo 1 ≤ k ≤ ∞ el operador P̂t está bien
definido desde Lk(µs) sobre sí mismo y que es continuo. Similarmente a lo hecho entonces
para el Teorema 5.2 deducimos que∣∣∣〈P̂t(w), h〉µs − e−θt〈w, h〉µs

∣∣∣ ≤ ∣∣∣〈P̂t(w), h〉µs − 〈P̂t(w), hn〉µs
∣∣∣+
∣∣∣〈P̂t(w), hn〉µs − 〈P̂nt (w), hn〉µs

∣∣∣
+
∣∣e−θnt〈w, hn〉µse−θt〈w, hn〉µs∣∣+

∣∣e−θt〈hn, w〉µs − e−θt〈w, h〉µs∣∣
≤

∣∣∣〈P̂t(w), h〉µs − 〈P̂t(w), hn〉µs
∣∣∣+
∥∥∥P̂t(w)− P̂nt (w)

∥∥∥
+‖w‖∞

∣∣e−θt − e−θt∣∣+ e−θt |〈w, hn〉µs − 〈w, h〉µs | .

Notemos que como w ∈ L∞(µs), se tiene Pt(w) ∈ L∞(µs) ⊆ Lα(µs). Así, gracias a la
convergencia débil-* de {hn}n∈N el primer y último término de la expresión anterior deben
ser pequeños para valores grandes de n, y gracias a la Proposición 5.12 y la convergencia de
los θn los términos restantes también serán pequeños. Se deduce que para todo ε > 0∣∣∣〈P̂t(w), h〉µs − e−θt〈w, h〉µs

∣∣∣ ≤ ε,

de donde se deduce el resultado.
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Capítulo 6

Infinito como estado de entrada

En el presente capítulo resumiremos algunos de los principales resultados obtenidos para
procesos de nacimiento y muerte en que el espacio de estados corresponde al conjunto de
los números naturales. Para este caso estudiamos principalmente el trabajo realizado por
Van Doorn en [30], donde se dan condiciones necesarias y suficientes sobre las tasas para la
existencia y unicidad de una distribución cuasi-estacionaria. Es de particular interés el caso
en que infinito es un estado de entrada, esto es, existen t > 0 y m ∈ N tales que

ı́nf
n≥m

Pn(Tm ≤ t) > 0, (6.1)

en que Tm es como en la Definición 2.19. Utilizando esta propiedad podremos mostrar que
para ciertos procesos Y para los cuales infinito es un estado de entrada, sus aproximaciones
{W n}n∈N poseen distribuciones cuasi-estacionarias, las cuales son únicas para cada W n y
convergen salvo subsucesión a una q.s.d. para Y . Mostraremos además que si para estos
procesos existen vectores propios por la derecha {fn}n∈N los cuales son acotados, entonces
existe un resultado análogo al Teorema 5.2 para Y .

6.1. Procesos de nacimiento y muerte en N

En la presente sección enunciamos los principales resultados desarrollados en [30] para
procesos de nacimiento y muerte en N, los cuales conforman una de las familias más estudiadas
de procesos de Markov absorbidos.

Definición 6.1 En la presente sección introducimos un proceso de Markov X a tiempo
continuo y cuyo espacio de estados son los números naturales. X corresponde a un proceso
puro de saltos, en que la tasa de pasar desde n hasta n + 1 es bn y la tasa de pasar desde n
hasta n−1 es λn. Asumiremos que b0 = λ0 = 0 y por lo tanto {0} corresponde a un conjunto
cementerio.
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El estudio de la existencia de distribuciones cuasi-estacionarias y de algunas propiedades de
las mismas se basa principalmente en el estudio de las propiedades de expresiones construidas
a partir de las tasas de transición, las cuales introducimos de la siguiente forma.

Definición 6.2 Dadas las tasas de transición {bn}n∈N y {λn}n∈N se definen:

1. ρ1 := 1 y para cada n ≥ 2, ρn+1 := ρn(bn/λn+1);

2. la serie A definida como A :=
∑∞

n=1(bnρn)−1;

3. la serie S definida como S :=
∑∞

n=1(bnρn)−1
∑∞

i=n+1 ρi.

En [14] se demuestra que la condición A =∞ es equivalente a la absorción casi-segura del
proceso en 0, y en [16], que las funciones pij(t) definidas como

pij(t) := Pi(Xt = j),

corresponden a las únicas soluciones de las ecuaciones

p′ij(t) = λipi−1,j(t)− (λi + bi)pij(t) + bipi+1,j(t) si i ≥ 1, j ≥ 0,

p′0,j(t) = 0 si j ≥ 0.

Karlin y McGregor mostraron en [15] que las funciones pij(t) pueden ser representadas como

pij(t) = ρj

∫ ∞
0

e−xtqi(x)qj(x)dψ(x),

en que las funciones {qi}i∈N corresponden a una familia de polinomios definidos recurrente-
mente de la forma

bnqn+1(x) := (bn + λn − x)qn(x)− λnqn−1(x),

b1q2(x) := b1 + λ1 − x,

y donde q1(x) ≡ 1. Por otro lado, ψ es la única medida de probabilidad en [0,∞) para la
cual los polinomios anteriores son ortogonales entre sí. Es directo notar que para todo x, la
secuencia {qn(x)}n∈N corresponde a un vector propio por la derecha del generador infinitesimal
del proceso, con valor propio asociado x. El siguiente resultado, utilizado por Van Doorn en
[29] permite deducir para qué valores de x tales vectores propios son no negativos.

Proposición 6.1 [29] Para cada n ∈ N el polinomio qn posee exactamente n raíces distintas
y positivas, las cuales notamos como xn,1, xn,2, . . . , xn,n. Estas raíces cumplen además que
para todo i, n ∈ N con i ≤ n

xn+1,i < xn,i < xn+1,i+1.

Es directo entonces deducir que para cada i ∈ N, la secuencia {xn,i}n≥i es decreciente y
acotada inferiormente por 0, luego converge a algún valor ξi ≥ 0. De particular interés resulta
entonces la equivalencia

x ≤ ξi ⇐⇒ ∀n ∈ N, qn(x) > 0,

pues entrega condiciones necesarias y suficientes para la no negatividad de tales vectores
propios.

86



El siguiente teorema muestra que la convergencia o divergencia de la serie S es determi-
nante respecto a la cantidad de distribuciones cuasi-estacionarias del proceso.

Teorema 6.1 [30, Teorema 3.2] Sea S como en la definición 6.2. Se tiene:

• si S diverge, entonces ξ1 = 0 y no existe una q.s.d. para X o ξ1 > 0 y para cada
0 < x ≤ ξ1 existe una q.s.d. asociada al parámetro x;

• si S converge, entonces ξ1 > 0 y existe una única q.s.d., la cual tiene como tasa de
extinción a ξ1.

De esta forma, el estudio de la serie S permite revelar si la q.s.d. es única o no, y la razón
de ello es que su convergencia o divergencia indica si infinito es o no un estado de entrada,
como indica el siguiente resultado, que adaptamos desde el contexto de las difusiones.

Proposición 6.2 [3, Proposiciones 7.6 y 7.10] Supongamos que la serie A diverge, entonces
son equivalentes;

• existen t > 0 y m ∈ N tales que ı́nfn≥m Pn(Tm ≤ t) > 0;

• S <∞;

• supk≥0 Ek(T0) <∞;

• para todo M ∈ R+ existe N ∈ N tal que supn≥N En(eMTN ) <∞.

Una propiedad muy importante y que no queda explícita en la proposición anterior es que
la secuencia {supn≥m En(Tm)}m∈N tiende a cero cuando m tiende a infinito. Esto es directo
de la convergencia de S y de

sup
n≥m

En(Tm) =
∞∑

n=m+1

(bnρn)−1

∞∑
i=n+1

ρi,

cuya demostración podemos encontrar en [23]. En particular, utilizando la desigualdad de
Markov podemos deducir el siguiente resultado.

Proposición 6.3 Para todo t > 0 y m ∈ N se cumple ı́nfn≥m Pn(Tm ≤ t) > 0.

Demostración. Sea t > 0 fijo y tomemos k ∈ N tal que 2 supn≥k En(Tk) ≤ t(1 − ε) en que
0 < ε < 1 es cualquiera. Utilizando la desigualdad de Markov se deduce que para todo n ≥ k
se tiene

ε ≤ Pn
(
Tk ≤

t

2

)
.

Si k ≤ m, se tiene Tm ≤ Tk y entonces se deduce el resultado. Si k > m, entonces para todo
n ≥ k

Pn(Tm ≤ t) ≥
∫ t/2

0

Pk(Tm ≤ t− s)Pn(Tk ∈ ds) ≥ Pk
(
Tm <

t

2

)
ε > 0,

y como para cada m ≤ n < k se tiene Pn(Tm ≤ t) > 0 se deduce el resultado.
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6.2. Distribuciones cuasi-estacionarias para W n

En el capítulo anterior, a partir de las tasas de transición bn,mn, λn y gn, fueron construidos
los procesos W n a valores en A−0, pero que se comportan como procesos a espacio de estados
discreto al considerar particiones apropiadas de tal conjunto. El objetivo de esta sección es
mostrar que bajo la hipótesis adicional de que infinito sea un estado de entrada para Y , es
posible encontrar un resultado similar al Teorema 5.1 para cada W n.

Comencemos notando que para el generador infinitesimal y el kernel de tasas de salto de
W n se tienen expresiones similares a (5.1), en que para f : A → R con f(0) = 0 localmente
acotada, η ∈ A−0 y B ⊆ A se tiene

Gnf(η) =
k∑
j=1

b(wDj , ζH)[f(η + δyj )− f(η)] +
k∑
j=1

λ(wDj , ζH)[f(η − δyj )− f(η)]

+

k∑
j=1

m(wDj , ηH)

∫
T
[f(η + δz)− f(η)]g(wDj , z)dσ(z),

Qn(η,B) :=
∑

1≤j≤k
η+δyj∈B

b(wDj , ζH) +
∑

1≤j≤k
η−δyj∈B

λ(wDj , ζH) +
k∑
j=1

m(wDj , ζH)

∫
η+δz∈B

g(wDj , z)dσ(z),

donde ~η = (y1, y2, . . . , yk) y las notaciones wD y ζH son como en el capítulo anterior. A pesar
de que las tasas de transición de W n no son continuas, éstas son localmente acotadas, luego
los resultados del primer y tercer capítulo se mantienen válidos salvo aquellos relacionados
con la existencia de q.s.d.. Para garantizar la existencia de tales distribuciones asumiremos
una hipótesis adicional sobre las tasas de transición de Y .

Hipótesis 4 (HI) Existen secuencias {b′k}k∈N y {λ′k}k∈N en R+ tales que ∀η ∈ A−0, y ∈ {η},

‖η‖(by(η) +my(η)) ≤ b′‖η‖ y ‖η‖λy(η) ≥ λ′‖η‖,

y que, si son utilizadas para construir S y {ρj}j∈N como en la definición 6.2, entonces S <∞
y b′nρn −−−→

n→∞
0.

Notemos que gracias a la hipótesis (H1) se tiene

sup
η∈A−0

sup
y∈{η}

(by(η) +my(η)) = C <∞,

luego, para que se cumpla (HI) en el caso de Y , basta tomar b′k := Ck y tasas de muerte λ′k
adecuadas. Un cálculo sencillo pero algo extenso muestra que es suficiente que las tasas de
muerte tengan un crecimiento polinomial más rápido que lineal, es decir, λ′k := ckβ en que
β > 1. En tal caso la serie S es convergente y además

b′nπ
′
n = C

(
C

c

)n−1

(n!)1−β −−−→
n→∞

0,

luego en este caso se cumple (HI).
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En lo que resta del capítulo asumiremos que Y cumple las hipótesis (H) junto con (HI)
luego por construcción de los procesos W n, éstos cumplen las mismas hipótesis. El siguiente
resultado muestra que la hipótesis introducida en este capítulo permite acotar tanto ‖Y ‖
como los procesos ‖W n‖ por un proceso de nacimiento y muerte en N para el cual infinito es
un estado de entrada.

Proposición 6.4 Supongamos que Y cumple (HI) y sea X un proceso de nacimiento y
muerte en N con tasas {b′k}k∈N y {λ′k}k∈N como en la hipótesis. En tal caso tanto ‖Y ‖ como
los procesos ‖W n‖ están dominados estocásticamente por X.

Demostración. Realizaremos la demostración de esta proposición únicamente para Y pues
para cada W n la demostración es idéntica. Consideremos un coupling F para los procesos Y
y X tomando valores en el conjunto

G := {(η, k) ∈ A× N, ‖η‖ ≤ k}.

El proceso F es un proceso de Markov de saltos cuyo kernel de tasas de transición J((η,m), B)
está definido como

J((η, k), A× {k}) = 1{k>‖η‖}Q(η, A) si A ⊆ A‖η‖+1;

J((η, k), A× {k + 1}) = 1{k=‖η‖}Q(η, A) si A ⊆ A‖η‖+1;

J((η, k), {η} × {k + 1}) = b′k − 1{k=‖η‖}Q(η,A‖η‖+1);

J((η, k), {η − δy} × {k}) = ηyλy(η)− 1{k=‖η‖}
ηy
k
λ′k si y ∈ {η};

J((η, k), {η − δy} × {k − 1}) = 1{k=‖η‖}
ηy
k
λ′k si y ∈ {η};

J((η, k), {η} × {k − 1}) = 1{‖η‖<k}λ
′
k;

J((0,m), {0} × {m+ 1}) = b′k;

J((0,m), {0} × {m− 1}) = λ′k.

Por hipótesis cada una de estas tasas es no negativa y por lo tanto el proceso está bien
definido. Notemos que para este proceso se tiene

J((η, ‖η‖),A>‖η‖ × {‖η‖}) = 0,

y por lo tanto nunca sale de G. Notando que los kernel de transición marginales corresponden
a los de Y y X se deduce la dominación.

Gracias a la proposición anterior, para toda función f : N→ R creciente se tiene

Eη(f(‖Yt‖)) ≤ E‖η‖(f(Xt)), (6.2)

y por otro lado, como ‖Y ‖ está dominado por X, la variable T Yk está dominada estocástica-
mente por T Xk , en que ambas variables se definen como en la Definición 2.19. Esto es, para
cada función f : R→ R creciente se tiene

Eη(f(T Yk )) ≤ E‖η‖(f(T Xk )). (6.3)
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Para poder encontrar un resultado similar al Teorema 5.1 observamos primero que se tiene
la siguiente proposición cuya demostración omitiremos pues es idéntica a lo hecho para la
Proposición 5.9.

Proposición 6.5 Sea n ∈ N cualquiera, entonces para todo par de conjuntos H,H ′ ∈ Hn,
todo par de configuraciones η1, η2 ∈ H y todo t ≥ 0 se cumple

Pη1(Ŵ n
t ∈ H ′) = Pη2(Ŵ n

t ∈ H ′).

Utilizaremos la proposición anterior para probar el siguiente resultado.

Teorema 6.2 [21, Teorema 1] Sea n ∈ N cualquiera y W n definido como antes. Para este
proceso existe una única q.s.d. πn y además existe 0 < γ < 1 independiente de n tal que para
toda medida de probabilidad ν sobre A−0 y t ≥ 1 se cumple

‖Pν(W n
t ∈ · | t < T )− πn‖TV ≤ 2γt−1,

en que ‖ · ‖TV es la norma de variación total y T es el tiempo de absorción para W n.

Demostración. Al igual que en el Teorema 5.1 mostraremos que existe una medida ρ finita
y no idénticamente nula tal que para todo η ∈ A−0 y s ≥ 1 se cumple

Pη(W n
1 ∈ · | s < T ) ≥ ρ. (6.4)

Para ello realizaremos sutiles variaciones a lo hecho en el Teorema 1 de [21], comenzando por
mostrar las siguientes propiedades.

• Existe α > 0 independiente de n tal que para todo η ∈ A−0 y A ⊆ A1 medible se tiene

Pη(W n
1 ∈ A) ≥ αµ(A). (6.5)

En efecto, utilizando la propiedad de Markov fuerte se tiene

Pη(W n
1 ∈ A) ≥ Pη

(
W n

1 ∈ A ∧ T1 <
1
2

)
≥

∫ 1
2

0

∫
A1

Pη′(W n
1−s ∈ A)Pη (T1 ∈ ds ∧ W n

s ∈ dη′) ,

pero gracias a la desigualdad (5.4) existe α′ independiente de s, η′ y n tal que

Pη′(W n
1−s ∈ A) ≥ α′µ(A),

podemos deducir

Pη(W n
1 ∈ A) ≥ Pη

(
T1 ≤

1

2

)
α′µ(A).

Ahora, tomando f = 1t>1/2 en la ecuación (6.3) se tiene

P‖η‖(T X1 ≤ 1/2) ≤ Pη(T1 ≤ 1/2),

donde el primer término está acotado inferiormente por algún β > 0 independiente de
‖η‖ y de n gracias a la Proposición 6.3. Tomando α = βα′ se deduce (6.4).
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• Existe κ > 0 independiente de t y de n tal que

κ sup
η′∈A−0

Pη′(T > t) ≤ ı́nf
η∈A1

Pη(T > t). (6.6)

Sea Q > 0 una cota positiva para Q sobre A1, para la cual, gracias a las Proposiciones
6.2 y 6.4 existen k ∈ N y c1 tales que

sup
η∈A−0

Eη(eQTk) ≤ sup
n∈N

En(eQT
X
k ) ≤ c1 < ∞, (6.7)

y en que si además consideramos τ1 el primer tiempo de salto de W n entonces

ı́nf
η∈A1

Pη(W n
t ∈ A≤k) ≥ ı́nf

η∈A1

Pη(τ1 > t) = e−Qt. (6.8)

Buscamos acotar superiormente Pη(T > t), dividiéndolo para ello como Pη(Tk > t) +
Pη(Tk ≤ t < T ), donde el primer término es fácil de acotar utilizando la desigualdad
de Chernoff,

Pη(Tk > t) ≤ e−QtEη(eQTk) ≤ ı́nf
η∈A1

Pη(W n
t ∈ A≤k)c1 ≤ ı́nf

η∈A1

Pη(T > t)c1.

Para el segundo término, gracias a la desigualdad (5.6) existe κ′ > 0 independiente de
t tal que

ı́nf
η∈A≤k

Pη(T > t) ≥ κ′ sup
η′∈A≤k

Pη′(T > t),

y entonces, utilizando (6.7), (6.8) y la propiedad de Markov se tiene

Pη(Tk ≤ t < T ) ≤ Eη(eQTk) sup
η′∈A≤k

sup
s∈[0,t]

e−QsPη′(t− s < T )

≤ c1
κ′

sup
s∈[0,t]

ı́nf
η′∈A1

Pη′(W n
s ∈ A≤k) ı́nf

η′′∈A≤k
Pη′′(t− s < T )

= c1
κ′

ı́nf
η′∈A1

Pη′(t < T ),

luego se tiene

Pη(T > t) = Pη(Tk > t) + Pη(Tk ≤ t < T ) ≤ c1

(
1 +

1

κ′

)
ı́nf
η′∈A1

Pη′(t < T ),

y tomando el supremo en A−0 se deduce el resultado.

Para encontrar la medida ρ que cumple (6.4) seguimos el mismo razonamiento utilizado
en el Teorema 5.1, en que para η ∈ A−0, A ⊆ A1 medible y s ≥ 1 se tiene

Pη(s < T )Pη(W n
1 ∈ A | s < T ) = Pη(Ŵ n

1 ∈ A, s < T )

≥ κ Pη(Ŵ n
1 ∈ A) sup

η′∈A−0

Pη′′(s− 1 < T )

≥ καµ(A)Pη(s < T ),

luego, la medida ρ ≡ ακµ(· ∩ A1) cumple la propiedad deseada. El resto de la demostración
es idéntico a lo hecho en el Teorema 5.1.
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Del resultado anterior se desprende la existencia y unicidad de una distribución cuasi-
estacionaria para cada W n, sin embargo nada podemos decir sobre la existencia de un vector
propio por la derecha positivo y acotado, pues ni siquiera para el caso de un proceso de
nacimiento y muerte en N tal existencia es clara. Sin embargo, dentro de tales procesos
existen ciertos casos específicos para los cuales la existencia de tales vectores propios acotados
es conocida, y que permiten pensar que esto ocurre bajo condiciones no muy restrictivas.
Consideremos por ejemplo el caso en que las tasas de transición son de la forma bn := b1n en
que b1 > 0 y

λn :=



θ
[
2nβ − 1

]
+ b1n

[
1−

(
n

n+ 1

)β]
[(

n

n− 1

)β
− 1

] si n ≥ 2

(1− 2−β)b1 + θ si n = 1,

donde θ, β > 0. Un cálculo sencillo muestra que para n grande la función anterior puede
aproximarse por 2θ

β
nβ+1, y que para este proceso la función ψ : N→ R+ definida como

ψ(n) := 2− n−β

es un vector propio por la derecha asociado a θ > 0 y es acotada.

6.3. Convergencia de los vectores propios de W n

En la presente sección buscamos encontrar resultados similares a los de la Sección 5.4,
según los cuales los vectores propios maximales de los procesos Ŵ n convergen a los vectores
propios maximales de Ŷ . Para ello necesitamos primero un resultado similar a la Proposición
5.11, el cual permita ver de qué forma los procesos W n aproximan a Y .

Proposición 6.6 Sean {P̂ n
t }t≥0 y {P̂t}t≥0 los semigrupos de transición de los procesos W n

y Y respectivamente. Para todo ε > 0 y m ∈ N existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N y
A ⊆ A≤p medible se cumple

sup
η∈A≤m

|P n
t (1A)(η)− Pt(1A)(η)| ≤ ε.

Demostración. Comenzaremos mostrando para t > 0 y ε > 0 como en el enunciado existe
un natural k > m tal que para todo n ∈ N,

sup
η∈A≤m

Pη(T nk ≤ t) ≤ ε.

En efecto, utilizando la desigualdad (6.3), para todo η ∈ A≤m y k ∈ N se tiene

Pη (T nk ≤ t) ≤ P‖η‖
(
T Xk ≤ t

)
≤ Pm

(
T Xk <∞

)
,
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pero el último término está acotado por la probabilidad de que existan tiempos de salto
τnm+1 , τnm+2 , . . . , τnk en que para cada τnj , X pasa desde j − 1 al estado j. A su vez, esta
probabilidad está acotada por la expresión

b′mb
′
m+1 · · · b′k−1

(b′m + λ′m)(b′m+1 + λ′m+1) · · · (b′k−1 + λ′k−1)
≤

b′mb
′
m+1 · · · b′k−1

λ′mλ
′
m+1 · · ·λ′k−1

=
b′k−1ρk−1

b′m−2ρm−2

,

y como las tasas b′n y λ′n de X cumplen las condiciones de las hipótesis (HI), esta última
expresión tiende a cero cuando k →∞. De esta forma, si tomamos k suficientemente grande

sup
η∈A≤m

Pη(T nk ≤ t) ≤ Pm
(
T Xk <∞

)
≤ ε,

y la elección de k sólo depende de X, luego es válida para cada W n y para Y .

Notemos ahora que para cada η ∈ A≤m, la expresión |P n
t (1A)(η)− Pt(1A)(η)| es menor a∣∣Pη(W n

t ∈ A ∧ T nk > t)− Pη(Yt ∈ A ∧ T Yk > t)
∣∣+ Pη(T nk ≤ t) + Pη(T Yk ≤ t),

luego, para k ∈ N grande e independiente de n los dos últimos términos son menores a ε.
Por otro lado, en el evento T nk , T Yk > t, los procesos W n e Y toman valores en Ak−1, y por
lo tanto podemos seguir la demostración realizada para la Proposición 5.11 para deducir la
existencia de N ∈ N tal que para n ≥ N se cumple∣∣Pη(W n

t ∈ A ∧ T nk > t)− Pη(Yt ∈ A ∧ T Yk > t)
∣∣ ≤ ε.

Esta cota se obtiene independientemente de la configuración inicial η, luego se concluye el
resultado.

El resultado anterior permite deducir el siguiente Corolario, cuya demostración omitiremos
pues es idéntica a la del corolario 5.1.

Corolario 6.1 Para todo ε > 0, m ∈ N y C > 0 existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N y
toda función h : A−0 → R+ a soporte compacto con h ≤ C se cumple

sup
η∈A≤m

|P̂ n
t (h)− P̂t(h)| ≤ ε.

Finalmente, estamos en condiciones de extender el Teorema 5.2 para procesos Y a valores
en A−0 y que cumplen la hipótesis (HI).

Teorema 6.3 Supongamos que Y cumple con (HI) y sea {πn}n∈N la secuencia de q.s.d.
asociadas a los procesos {W n}n∈N, cuya existencia está garantizada por el Teorema 6.2.
Tomando {θn}n∈N la sucesión de tasas de extinción de tales q.s.d. se tiene;

1. Existe una distribución cuasi-estacionaria π para Y tal que πn → π débilmente salvo
subsucesión.
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2. Supongamos que para cada W n existe una función fn acotada y θn-invariante. Si existe
u : A≤p → R+, µ-integrable tal que

∀n ∈ N,
∫
A≤p

fn(η)u(η)dµ(η) = 1,

y si se cumple la condición
sup
n∈N
‖fn‖∞ <∞,

entonces se tienen los siguientes resultados:
• existen θ ∈ R, una medida de probabilidad π y una función f tales que θn → θ,
πn → π débilmente y fn → f en la topología débil-* de L∞(µ);

• π es la única distribución cuasi-estacionaria del proceso Y , la cual es equivalente
a µ y tiene como parámetro asociado a θ;

• f es una función acotada y θ-invariante y el proceso es θ-recurrente positivo.

Demostración. 1. Siendo los procesos construidos como en la Definición 2.11 generaliza-
ciones de procesos de nacimiento y muerte en N, los resultados encontrados para Y
pueden ser aplicados de igual forma a X, pues este proceso cumple con las hipótesis en
(H). En particular, gracias al Lema 3.3 se deduce que para todo γ > 0 existen a1, β > 0
tales que

∀m ∈ N, Em(ea1X1 , T X > 1) ≤ γea1m + β.

Tomando ψ : N ∪ {0} → R como ψ(m) = ea1m sobre N y ψ(0) = 0 se tiene

∀m ∈ N, Em(ψ(X1)) ≤ γψ(m) + β,

y además ψ es creciente, luego, gracias a la Proposición 6.4, para cada n ∈ N se tiene

∀η ∈ A−0, Eη(ea1‖Wn
1 ‖, T n > 1) = Eη(ψ(‖W n

1 ‖)) ≤ E‖η‖(ψ(X1)) ≤ γea1‖η‖ + β.

Por otro lado, tomando Q una cota superior para Q sobre A1 (y por lo tanto, de Qn),
el Lema 3.2 indica que para cada n ∈ N

e−Q ≤ P n
t (1A−0),

desigualdad que utilizamos para obtener

Eν(ea1‖Wn
1 ‖
∣∣ T n > 1) ≤ eQt

(
γ〈ν, ea1‖·‖〉+ β

)
, (6.9)

donde ν es cualquier medida de probabilidad sobre A−0. En particular, si consideramos
γ < e−Q y K ∈ R∗ tal que β(e−Q−γ)−1 < K, entonces para todo n ∈ N y toda medida
de probabilidad ν,

〈ν, ea1‖·‖〉 ≤ K =⇒ Eν
(
ea1‖Wn

1 ‖
∣∣ T n > 1

)
≤ K. (6.10)

Notemos que utilizando la propiedad de Markov de W n se tiene

Eν
(
ea1‖Wn

m+11‖ ∣∣ T n > m+ 1
)

= Eν∗
(
ea1‖Wn

m‖
∣∣ T n > m

)
,
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donde ν∗ := Eν
(
W n

1 ∈ ·
∣∣ T Wn

0 > 1
)
es una medida de probabilidad, luego utilizando

esta igualdad y (6.9) repetidamente, para todo m ∈ N se tiene

〈ν, ea1‖·‖〉 ≤ K =⇒ Eν
(
ea1‖Wn

m‖
∣∣ T Wn

0 > m
)
≤ K, (6.11)

implicancia que generaliza a (6.10). Sean finalmente m, j ∈ N cualesquiera, y tomemos
πn la distribución cuasi-estacionaria de W n. Dada una medida de probabilidad ν tal
que 〈ν, ea1‖·‖〉 ≤ K y definiendo νn como νn = Eν(W n

m ∈ ·|T n > m) se cumple

〈πn, ea1‖·‖1A≤j〉 = 〈πn − ν∗n, ea1‖·‖1A≤j〉+ 〈ν∗n, ea1‖·‖1A≤j〉

≤ ea1j‖πn − Eν(W n
m ∈ ·|T n > m)‖TV +K,

luego si m es suficientemente grande, utilizando el Teorema 6.2 se tiene

〈πn, ea1‖·‖1A≤j〉 ≤ K + 1,

y como j ∈ N es cualquiera, por teorema de convergencia monótona,

〈πn, ea1‖·‖〉 ≤ K + 1. (6.12)

Para probar entonces que existe una distribución cuasi-estacionaria, notemos que como
0 ≤ θn ≤ Q, la sucesión {θn}n∈N es acotada y posee subsucesión convergente, digamos
a un valor θ. Por otro lado, la sucesión {πn}n∈N es acotada vista como elementos en
el dual de Cb(A−0), introducido en la Definición 3.4. De esta forma {πn}n∈N posee una
subsucesión débil-* convergente a un elemento π ∈ Cb(A−0)∗.

Como ya se había mencionado, A−0 es localmente compacto pero no compacto, y por lo
tanto el dual del espacio anterior corresponde al espacio de las medidas finitamente adi-
tivias y regulares sobre A−0,es decir, a priori π no corresponde a una medida σ-aditiva.
Sin embargo, gracias a (6.12) es sencillo ver que para toda función h : A−0 → R∗ con
h ≤ ea1‖·‖ se cumple π(h) ≤ K + 2, y podemos entonces utilizar [4, Lema 4.1] para
concluir que π es una medida de probabilidad.

Utilizando el Teorema 3.3, para mostrar que π es una q.s.d. basta con ver que para
todo t ≥ 0 y h : A−0 → R continua y acotada se cumple

〈π, Pt(h)〉 = e−θt〈π, h〉.

Para ello, como πn es q.s.d. para W n se tiene∣∣〈π, Pt(h)〉 − e−θt〈π, h〉
∣∣ ≤ |〈π, Pt(h)〉 − 〈πn, Pt(h)〉| + |〈πn, Pt(h)〉 − 〈πn, Pnt (h)〉|

+
∣∣e−θnt〈πn, h〉 − e−θt〈πn, h〉∣∣ +

∣∣e−θt〈πn, h〉 − e−θt〈π, h〉∣∣
≤ |〈π, Pt(h)〉 − 〈πn, Pt(h)〉| + sup

η∈A≤m

∣∣∣P̂t(h)(η)− P̂nt (h)(η)
∣∣∣

+2πn(A>m) + ‖h‖∞
∣∣e−θnt − e−θt∣∣ + e−θt |〈πn, h〉 − 〈π, h〉| ,

y utilizando los mismos argumentos que en el Teorema 5.2 se deduce que para n ∈ N
grande, tanto el primer término como los últimos dos deben ser pequeños. Que el
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segundo término sea pequeño es consecuencia del Corolario 6.1, mientras que para el
tercer término se tiene

πn(A>m) ≤ e−a1m〈πn, ea1‖·‖1A>m〉 ≤ e−a1m(K + 1),

y tomando m grande, se deduce que para ε > 0 cualquiera∣∣〈π, Pt(h)〉 − e−θt〈π, h〉
∣∣ ≤ ε.

Como esto se cumple para todo ε > 0, π es una q.s.d..

2. La demostración de la segunda parte del teorema es análoga a la demostración realizada
para el Teorema 5.2, y la única diferencia con lo hecho ahí consiste en demostrar que

〈h, P̂t(f)〉π = e−θt〈h, f〉π

para toda función h ∈ L∞(π) positiva y a soporte compacto, en lugar de demostrarlo
para funciones h ∈ L1(π), pues de esta forma podemos utilizar el Corolario 6.1 en lugar
del Corolario 5.1.
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Capítulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

En el presente trabajo se determinó que bajo la condición de acotamiento uniforme para las
funciones fn, correspondientes a vectores propios para los procesos Ŵ n, existe convergencia
de tales funciones a un propio por la derecha acotado de Ŷ , y que en tal caso se da una
convergencia similiar para los vectores propios por la izquierda (Teorema 5.2). Además, para
el caso en que Y vuelve rápidamente desde infinito se encontraron condiciones para tener el
mismo resultado (Teorema 6.3). Utilizando estos teoremas se deduce un método con el cual
es posible aproximar los vectores propios del proceso tal y como se hizo en la Sección 5.5.

El enfoque de buscar vectores propios por la derecha utilizado en este trabajo es poco
utilizado en la literatura de distribuciones cuasi-estacionarias, siendo reemplazado por lo
general por un análisis profundo de la estructura del proceso. De esta forma el trabajo
realizado sienta un precedente, donde, si bien no se obtuvo resultados del todo determinantes
para la existencia de la función f buscada, sí se realizó un análisis interesante sobre las
propiedades del semigrupo en el Teorema 4.2, el cual puede extenderse a otros modelos
permitiendo la búsqueda de funciones λ-invariantes acotadas.

En cuanto al trabajo futuro, el principal y más obvio es el de encontrar alguna cota
uniforme para las funciones λ-invariantes. Resulta intuitivo pensar que para un espacio de
estados compacto en que todas las tasas son acotadas, un vector propio por la derecha debiese
ser acotado, sin embargo no se ha encontrado aún algún parámetro del proceso que permita
acotar tales funciones. Una pista para la existencia de tal parámetro puede encontrarse en
la convergencia de la serie S introducida en la Tefinición 6.2, puesto que pareciera ser que
en los procesos de nacimiento y muerte en N, la convergencia de tal serie equivale a que los
vectores propios por la derecha sean acotados. Por otro lado, ya se vió en el Teorema 6.2 que
la convergencia de S implica un comportamiento del proceso similar al caso truncado.

Un último problema abierto es el de la continuidad de la función f encontrada. En la tota-
lidad de las simulaciones numéricas, las funciones fn convergen puntualmente a una función
continua, lo que, junto con la compacidad del espacio en el caso truncado, implicaría que f
es acotada. Esta propiedad se presenta como una alternativa, sin embargo los resultados de
existencia en el espacio de funciones involucran el concepto de equicontinuidad, que pareciera
no ser compatible con la naturaleza del semigrupo de transición.
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Anexo A

Demostraciones

En el presente capítulo demostraremos las Proposiciones 2.3, 3.3 y 4.3, que son de un
carácter más técnico.

Proposición 2.3

1. La sucesión {(Ȳn, τn)}n∈N es cadena de Markov homogénea;

2. las variables ∆τk+1

∣∣
Ȳk

en que ∆τk+1 = τk+1− τk, son independientes de a pares y tienen
distribución exponencial con parámetro Q(Ȳk);

3. los elementos condicionados Ȳn+1

∣∣
Ȳn

tienen como distribución Q(Ȳn,·)
Q(Ȳn)

;

4. para todo n ∈ N las variables Ȳn+1

∣∣
Ȳn

y ∆τn+1

∣∣
Ȳn

son independientes;

5. la sucesión {Ȳn}n∈N es cadena de Markov homogénea.

Demostración. Sean 0 ≤ s1 ≤ s2 y definamos los conjuntos Bs1,s2 como

Bs1,s2 := {B ∈ Σ, ∀(t, j, y, θ) ∈ B, s1 < t ≤ s2} ⊆ Σ,

que utilizaremos para la construcción de Fs1,s2 , la σ-álgebra generada por la familia deele-
mentos aleatorios

{Y0} ∪ {Mc(·, B),Mm(·, B),Md(·, B)}B∈Bs1,s2 .

De la Definición 2.9 es inmediato ver que para k ∈ N, η0, η1, η2, . . . , ηk ∈ A y 0 < t1 < t2 <
· · · < tk, el evento

F := {Ȳ0 = η0, Ȳ1 = η1, τ1 = t1, Ȳ2 = η2, τ2 = t2, . . . , Ȳk = ηk, τk = tk}

es F0,tk-medible, y en este evento las variable Ȳk+1, τk+1 y vkx toman la forma
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τk+1|F = ı́nf{t > tk,
∑

x=c,m,dMx((tk, t]× Ex(ηk, tk, t)) > 0};

vkx|F =
∫

(tk,∞)×Ex(ηk)

1(tk,τk+1](t)δHj(ηk)Mx(dt, dj, dz, dθ) Cuando x = c,m;

vkm|F =
∫

(tk,∞)×Em(ηk)

1(tk,τk+1](t)δzMm(dt, dj, dz, dθ);

Ȳk+1|F = ηk + vkc |F + vkm|F − vkd |F ,

Que son Ftk,∞-medibles, luego, independientes de F0,tk pues tales σ-álgebras están construidas
a partir de medidas de Poisson independientes y sobre ventanas disjuntas. Podemos deducir
entonces que dados B ⊆ A y C ⊆ [0,∞)

P(Ȳk+1 ∈ B ∧ τk+1 ∈ C | F ) = P(Ȳk+1|F ∈ B ∧ τk+1|F ∈ C),

lo que prueba 1). Para calcular la distribución conjunta de estas variables, sean F como antes,
y ∈ {ηk}, z′ /∈ {ηk} y tk+1 > tk. Si consideramos Dc como

Dc := {(t, j, z, θ) ∈ E | t ∈ [tk+1, tk+1 + dt], j ≤ ‖ηk+1‖, 0 ≤ θ ≤ bHj(ηk)(ηk)},

entonces es directo que el evento{
Ȳk+1|F = ηk + δy ∧ T̄k+1|F ∈ [tk+1, tk+1 + dt)

}
es igual a{

Mc(Dc) = 1, Mc(E
k,tk+1
c −Dc) = 0, Mm(Ek,tk+1

m ) = 0, Md(E
k,tk+1

d ) = 0
}
.

Gracias a la independencia de las medidas y el que cada variable Mx sigue una distribución
de Poisson, obtenemos

P
(
Ȳk+1|F = ηk + δy ∧ τk+1|F ∈ [tk+1, tk+1 + dt)

)
= µE(Dc)e

−µE(E
k,tk+1
c ∪E

k,tk+1
m ∪E

k,tk+1
d ),

y es sencillo verificar que

µE(E
k,tk+1
c ∪ Ek,tk+1

m ∪ Ek,tk+1

d ) = Q(ηk)[tk+1 − tk];

µE(Dc) = (ηk)yby(ηk)dt,

luego, obtenemos

P
(
Ȳk+1|F = ηk + δy ∧ τk+1|F ∈ [tk+1, tk+1 + dt)

)
= (ηk)yby(ηk)e

−Q(η)[tk+1−tk]dt,

y análogamente

P
(
Ȳk+1|F = ηk − δy ∧ τk+1|F ∈ [tk+1, tk+1 + dt)

)
= (ηk)yλy(ηk)e

−Q(η)[tk+1−tk]dt;

P
(
{Ȳk+1|F − ηk} ∈ dz′ ∧ τk+1|F ∈ [tk+1, tk+1 + dt)

)
= (ηk)ymy(ηk)g(y, z′)e−Q(η)[tk+1−tk]dtdσ(z′).
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Utilizando las igualdades anteriores deducimos finalmente que

P(Ȳk+1 ∈ B ∧ τk+1 ∈ C | F ) = Q(ηk, B)

∫
C

e−Q(ηk)[t−tk]dt,

en que si tomamos la diferencia de los tiempos, se tiene

P(Ȳk+1 ∈ B ∧ τk+1 − τk ∈ C | F ) = Q(ηk, B)

∫
C

e−Q(ηk)tdt,

que depende únicamente de ηk, y que corresponde a la multiplicación de las probabilidades
condicionales. A partir de esta última igualdad se deducen fácilmente 2), 3), 4) y 5).

Proposición 3.3 Sean n,m ∈ N con n > m. Utilizando la notación Tm := TCLm(0) se tiene
que para todo x ∈ CLn(0),

Px(Tm+1 ≤ Tm) = 1.

Demostración. Mostraremos que el resultado se tiene para todo n > m y x ∈ CLn(0) in-
ductivamente en m. Para ello supongamos que m = 1 y tomemos n > 2 (el caso n = 2 es
trivial). Supongamos que existe x ∈ CLn(0) tal que Px(T2 > T1) > 0, y notemos que el evento
{T2 > T1} es equivalente a

{∃k ∈ N, X̄k ∈ CL1(0) ∧ ∀1 ≤ j < k, X̄j /∈ CL2(0)},

luego es unión numerable de eventos y Px(T2 > T1) > 0 implica que existe k ∈ N mínimo tal
que

Px(X̄k ∈ CL1(0) ∧ ∀1 ≤ j < k, X̄j /∈ CL2(0)) > 0.

Notemos que en particular existe un conjunto A ⊆ X con A ∩ CL2(0) = ∅ tal que

Px(X̄k ∈ CL1(0) ∧ X̄k−1 ∈ A) > 0,

pero utilizando la propiedad de Markov fuerte se tiene∫
A

Py(X̄1 ∈ CL1(0))Px(X̄k−1 = dy) > 0,

luego en particular, sobre A se tiene Py(X̄1 ∈ CL1(0)) > 0, y entonces gracias a la propiedad
de Markov, cada y ∈ A cumple

Py(X̄2 = 0) ≥
∫
CL1(0)

Pz(X̄1 = 0)Py(X̄1 = dy) > 0,

luego, y ∈ CL2(0) o y = 0, pero como Py(X̄1 ∈ CL1(0)) > 0 podemos descartar esta última
opción, de donde se tiene una contradicción.

El caso general es similar, pues suponiendo Px(Tm+1 > Tm) > 0, existe k ∈ N mínimo tal
que

Px(X̄k ∈ CLm(0) ∧ ∀1 ≤ j < k, X̄j /∈ CLm+1(0)) > 0,
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luego existe A ⊆ A con A ∩ CLm+1(0) = ∅ tal que

Px(X̄k ∈ CLm(0) ∧ X̄k−1 ∈ A) > 0,

y utilizando la propiedad de Markov, sobre A se tiene Py(X̄1 ∈ CLm(0)) > 0, luego

Py(X̄m+1 = 0) ≥
∫
CLm(0)

Pz(X̄m = 0)Py(X̄1 = dy) > 0.

Como y /∈ CLm+1(0), necesariamente existe un j ≤ m tal que y ∈ CLj(0). Sea J el máximo
de los j tales que Px(X̄k−1 ∈ A ∩ CLj(0)) > 0, luego, si j = m se viola la minimalidad de k,
y si j < m, el resultado se tiene por hipótesis de inducción, pues

Px(X̄k−1 ∈ CLj(0) ∧ ∀1 ≤ i < k, X̄i /∈ CLj+1(0)) > 0,

de donde Px(Tj+1 > Tj) > 0, lo que es una contradicción.

Proposición 4.3 Para los operadores CL y {CLn}n≥0 se cumple;

1. sean {Bn}n≥0 medibles, entonces CL(∪∞n=1Bn) = ∪∞n=1CL(Bn);

2. sean {Bn}n≥0 medibles, entonces CL1(∪∞n=1Bn) ⊆ ∪∞n=1CL1(Bn);

3. para A ⊆ B medibles, CL(A) ⊆ CL(B);

4. para n ≥ 1 y B medible, CLn(B) = CL
(n)
1 (B) − ∪n−1

j=1CL
j
1(B) en que CL(n)

1 es la
composición n veces del operador CL1;

5. para A medible se cumple CL(CL(A)) = CL(A).

Demostración. 1. ⊆ Sea η ∈ CL(∪∞n=1Bn), luego gracias a la Proposición 4.2 existe t > 0
tal que

0 < Pη(Yt ∈ ∪∞n=1Bn) ≤
∞∑
n=0

Pη(Yt ∈ Bn).

En particular existe k ∈ N tal que 0 < Pη(Yt ∈ Bk), y utilizando nuevamente la Propo-
sición 4.2 se tiene que η ∈ CL(Bk) ⊆ ∪∞n=1CL(Bn).

⊇ Sea η ∈ ∪∞n=1CL(Bn), luego existe k ∈ N tal que η ∈ CL(Bk), es decir ∃t > 0 con

0 < Pη(Yt ∈ Bk) ≤ Pη(Yt ∈ ∪∞n=1Bn),

y gracias a la Proposición 4.2 necesariamente η ∈ CL(∪∞n=1Bn).

2. Tomemos η ∈ CL1(∪∞n=1Bn), luego Pη(Ȳ1 ∈ ∪∞n=1Bn) > 0, y como la unión es numerable,
existe k ∈ N tal que

Pη(Ȳ1 ∈ Bk) > 0.

De esta forma, η ∈ CL1(Bk) ⊆ ∪∞n=1CL1(Bn).
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3. Sea η ∈ CL(A), luego, gracias a la Proposición 4.2 existe t > 0 tal que Pη(Yt ∈ A) > 0,
y como A ⊆ B, Pη(Yt ∈ B) > 0, luego de la Proposición 4.2 se concluye que η ∈ CL(B).

4. Mostremos inductivamente que para todo n ∈ N,

CL
(n)
1 (B) = {η ∈ A, Pη(Yn ∈ B) > 0}.

En efecto, para el caso n = 1 el resultado es trivial, y para el caso n + 1 se tiene ⊆
dado η ∈ CL(n+1)

1 (B) = CL1(CL
(n)
1 (B)) se tiene

Pη(Ȳ1 ∈ CL(n)
1 (B)) > 0,

y por hipótesis de inducción y la propiedad de Markov,

Pη(Ȳn+1 ∈ B) ≥
∫
CL

(n)
1 (B)

Pη′(Ȳn ∈ B)Pη(Ȳ1 = dη′) > 0.

⊆ dado η tal que Pη(Yn+1 ∈ B) > 0, utilizando la propiedad de Markov y la hipótesis
de inducción se tiene

Pη(Yn+1 ∈ B) =

∫
CL

(n)
1 (B)

Pη′(Ȳn ∈ B)Pη(Ȳ1 = dη′) > 0,

de donde Pη(Ȳ1 ∈ CL(n)
1 (B)) > 0, es decir, η ∈ CL1(CL

(n)
1 (B)).

5. ⊆ Sea η ∈ CL(CL(A)), luego, gracias a la Proposición 4.2 existe n ∈ N tal que
Pη(Ȳn ∈ CL(A)) > 0, y por otro lado, para cada η′ ∈ CL(A) existe un m ∈ N tal que
Pη(Ȳm ∈ A) > 0. Como hay una cantidad numerable de tales m, en particular, existe
m tal que

Pη(Ȳn ∈ CL(A) ∩ Jm) > 0,

donde Jm se compone de los η ∈ CL(A) que llegan en m saltos a A. De esta forma,

Pη(Ȳn+m ∈ A) ≥
∫
CL(A)

Pη′(Ȳm ∈ A)Pη(Ȳn = dη′) > 0.

⊇ Notemos que A ⊆ CL(A), en efecto, como el proceso es de saltos, para η ∈ A
se tiene Pη(Yt ∈ A) ≥ Pη(τ1 > t) > 0, y entonces, utilizando la propiedad 3) aquí
demostrada se tiene el resultado.
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