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PROF. GUIA: JAIME ORTEGA P.

IDENTIFICACION DE UN CUERPO INMERSO EN UN FLUIDO USANDO EL
METODO LEVEL SET

El objetivo central de esta memoria es estudiar un problema inverso geométrico en mecé-
nica de fluidos y realizar un procedimiento de reconstruccion numérica que permita recuperar
distintos cuerpos rigidos inmersos en un fluido viscoso, siendo de especial interés el caso de
cuerpos no convexos. Para llevar a cabo esta reconstruccion numérica se utiliza el llamado
método level set. El método level set fue introducido por S. Osher[2] y J. A. Sethian|3] co-
mo un método simple y verséatil para calcular y analizar el movimiento de una interface I'
bajo un campo de velocidades V', en dos y tres dimensiones, donde I' es la frontera de una
region (). Por otra parte en los problemas inversos geométricos, es decir, problemas donde
la incognita es una forma geométrica, el enfoque estandar para la solucion de estos consiste
en parametrizar la forma geométrica y aplicar métodos de regularizacion directamente a la
parametrizacion. Este enfoque sufre de la limitacion que para obtener aproximaciones con-
vergentes se tiene que tener un conocimiento a priori de la estructura y topologia de la forma
geométrica buscada. Por esta razon, recientemente se han considerado enfoques alternativos
para la solucion de problemas de reconstruccion de formas geométricas, entre ellos el método
level set, el cual fue utilizado inicialmente en el procesamiento de imégenes digitales.

La presente memoria esta estructurada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se realiza
una introduccion al trabajo realizado. En el Capitulo 2 se hace una introduccion a los proble-
mas inversos, se define el problema inverso geométrico de deteccion de obstaculos dentro de
un fluido y se muestran los resultados de identificabilidad y estabilidad para este problema.
En el Capitulo 3 se estudia el método de los elementos finitos y la resolucion del problema
de Stokes usando dicho método, en donde se muestran el algoritmo de Uzawa y el algorit-
mo numérico para Stokes usado en esta memoria. En el Capitulo 4 se presenta el método
de diferenciacion con respecto al dominio, el cual resulta fundamental para posteriormente
realizar el calculo de la primera derivada local del funcional de costo asociado al problema
inverso geométrico en estudio. En el Capitulo 5 se presenta el método level set, estudiando
los movimientos por curvatura media y en direccion normal, la ecuaciéon de reinicializacion y
la extension del campo de velocidades. Ademas, se muestra su aplicacion a la optimizacion
de formas y se utiliza la diferenciaciéon con respecto al dominio para deducir la expansiéon de
primer orden del funcional de costo asociado al problema. En el Capitulo 6 se muestran los
principales resultados numeéricos obtenidos al usar el método level set, recuperando diferen-
tes obstéculos (incluyendo algunos de geometria no convexa), para lo cual se ha utilizado el
programa FreeFem. Finalmente, se presentan las principales conclusiones obtenidas de este
trabajo de titulo.
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Capitulo 1

Introduccion

El método level set fue introducido por S. Osher[2] y J. A. Sethian[3] para geometrias en
evolucion, con el objetivo principal de obtener algoritmos eficientes que permitieran hacer
evolucionar curvas bajo un campo de velocidades determinado. En esta memoria se pretende
usar el método level set en un problema inverso geométrico, con la finalidad de crear un
método de reconstruccion numeérica que permita recuperar distintos cuerpos inmersos en un
fluido viscoso.

Teniendo esto en mente, la presente memoria parte introduciendo la teoria de los proble-
mas inversos, ilustrdndolos mediante el problema inverso de conductividad eléctrica, también
conocido como el problema de Calderén. Ademas se muestran los problemas que surgen al
abordar un problema inverso, que corresponden a los problemas de identificabilidad, estabili-
dad, caracterizacion, reconstruccion y reconstruccion numérica. Luego se presenta de manera
formal el problema inverso geométrico que se aborda en esta memoria, el cual consiste en re-
cuperar un cuerpo rigido inaccesible inmerso en un fluido viscoso, cuya fisica esta gobernada
por el sistema de Stokes. Ademaés se presentan los resultados de identificabilidad y estabilidad
para este problema inverso. Despues se estudia la resoluciéon del sistema de Stokes, usando
para ello el método de los elementos finitos. A continuacion se estudia el método de diferen-
ciacion con respecto al dominio o “shape differentiation”; el cual permite obtener la primera
derivada local del funcional de costo asociado al problema inverso en estudio. Posteriormente
se presenta el método level set y se obtiene el campo de velocidades bajo el cual se movera
la curva I' que representa a la frontera del cuerpo que estd siendo deformado. Finalmente
se muestra el procedimiento de reconstrucciéon numérica utilizado, junto con los resultados
obtenidos para distintas formas geométricas, entre ellas obstaculos no convexos.

1.1. Motivaciéon

La principal motivacion para realizar esta memoria es poder implementar un método
numérico que permita recuperar obstaculos dentro de un fluido con una forma geométrica
mas general, ya que anteriormente sélo se habia hecho esto para circunferencias y elipses,
donde estos estaban parametrizados y el método de minimizaciéon buscaba recuperar estos



parametros. La gracia del método level set es que permite ir deformando una curva cerrada sin
parametrizarla, por lo que en particular permite recuperar objetos que en principio son muy
dificiles de parametrizar. Ademas, con este método se pretende abordar un caso especial de
este problema que resulta de mucho interes, y que es la recuperacion de cuerpos no convexos.

1.2. Objetivos

La realizaciéon de esta memoria tiene varios objetivos. Por una parte realizar un analisis
teorico del problema inverso geométrico de deteccion de obstaculos dentro de un fluido, es-
tudiando los resultados de identificabilidad y estabilidad de este problema. Por otra parte
analizar la resolucion del problema de Stokes mediante el método de los elementos finitos
y estudiar el método de diferenciaciéon con respecto al dominio, para asi poder entender el
concepto de derivabilidad local de una funcién definida en un conjunto variable. Finalmen-
te, se encuentra el objetivo principal de esta memoria, que es estudiar el método level set,
mostrar su aplicacion a los problemas de optimizacién de formas, y dar a conocer los resulta-
dos del proceso de reconstruccién numérica obtenidos mediante este método, para distintos
obstéaculos con distintas formas geométricas, incluyendo obstaculos no convexos.

1.3. Introducciéon al problema inverso geométrico de de-
teccion de obstaculos inmersos en un fluido

En esta memoria, el problema de interés consiste en la reconstruccién numérica de un
cuerpo rigido inaccesible D inmerso en un fluido viscoso, de forma tal que D juega el rol
de un obstaculo sobre el cual circula un fluido en un dominio acotado mas grande 2 C RY.
Luego, lo que se desea es determinar D o alguna informacion geométrica (como su forma o
su volumen), mediante mediciones de los esfuerzos de Cauchy y la velocidad del fluido sobre
una parte de la frontera exterior.

Sea p € HY?2(0)N una condicién de borde Dirichlet no homogénea satisfaciendo la
condicién de compatibilidad estandar

/89g0~nds =0, (1.1)

y sea (v,p) € H'(Q\ D) x L}(Q\ D) la tinica solucién del sistema de Stokes

div o(v,p) =0 en O\ D

div v =0 en O\ D
V=1 sobre 0f) (12)

v=20 sobre 0D



donde o es el tensor de esfuerzos definido como o(v,p) = —pl + 2ve(v), donde I es la
matriz identidad, v > 0 es una constante representando la viscosidad cinemaética del fluido y
e(v) es el tensor de deformaciones linealizado definido por e(v) = (Vv + (Vo)?).

Se pretende encontrar el obstaculo D dentro de la siguiente familia de cuerpos geométricos
admisibles:

Dod = {D CC Q: D es un subconjunto abierto conexo suave de €2, tal que '\ D es conexo

Lo
oD H
Fmi ] Fout
— Da -
r

Figura 1.1: Representacion grafica del problema inverso de deteccion de obstaculos dentro de
un canal.

Luego, se define el operador de borde o “boundary map”, del tipo velocidad-tensor de
esfuerzos, como sigue:

A:D— Ap, Ap(p)=oc(v,p)n sobre 0

actuando de HY2(9Q)N en H~Y2(0Q)N, donde (v,p) es la tinica solucion del sistema de
Stokes (1.2). Por lo tanto, en este caso el problema inverso consiste en desarrollar un algoritmo
numeérico que permita recuperar D a partir del operador de borde anterior. Para hacer esto se
introduce un funcional de costo de la siguiente manera. Sea 0, una medicién de la componente
normal del tensor de esfuerzos sobre I',,, C 0f). El funcional de costo esta dado por

5w = [ lotnpn - ol (13

m

donde (vy,p,) es la solucién del sistema de Stokes (1.2), pero definido sobre el dominio
perturbado (Q\ D) + u.

Luego, el problema inverso se reduce a minimizar este funcional, el cual, por el resultado
de identificabilidad que se muestra en el capitulo 2, tiene un tinico minimo global, en donde
el funcional se anula, y que corresponde justamente al valor del funcional cuando se ha
encontrado el obstaculo objetivo.



1.4. El método level set

El método level set corresponde a la parte central de esta memoria, ya que es el método
utilizado para llevar a cabo el proceso de reconstrucciéon numérica de obstaculos inmersos
en un fluido. Este método fue introducido por Osher[2] y Sethian[3] como un método sim-
ple y versatil para calcular y analizar el movimiento de una interface I' bajo un campo de
velocidades V', en dos y tres dimensiones, donde I' es la frontera de una regiéon (). Por otra
parte en los problemas inversos geométricos, es decir, problemas donde la incégnita es una
forma geométrica, el enfoque estandar para la solucién de estos consiste en parametrizar la
forma geométrica y aplicar métodos de regularizacion directamente a la parametrizacion. Es-
te enfoque sufre de la limitacion que para obtener aproximaciones convergentes se tiene que
tener un conocimiento a priori de la estructura y topologia de la forma geométrica buscada.
Por esta razon, recientemente se han considerado enfoques alternativos para la solucién de
problemas de reconstruccion de formas geométricas, entre los cuales se encuentra el método
level set.

Una de las principales ventajas del método level set es que puede representar contornos de
topologia compleja e incluso permite realizar cambios topolégicos como divisiones y uniones
de contornos, en forma natural y eficiente. Mientras que otra de las caracteristicas favorables
de este método es que no requiere una parametrizacion de los puntos sobre el contorno,
pudiendo ser procesado sobre una grilla cartesiana fija.

La teorfa matematica que permite comprender y desarrollar el método level set es pre-
sentada en el capitulo 5. En este capitulo se estudian las funciones implicitas y funciones
de distancia signada, el movimiento en un campo de velocidades generado externamente, la
diferenciacion Upwind, los movimientos por curvatura media y en la direcciéon normal, algu-
nos métodos numéricos para la resolucién de ecuaciones tipo Hamilton-Jacobi, la ecuaciéon
de reinicializacion, la extension del campo de velocidades y su aplicacion a la evolucion de
interfaces.

Ademas, el método level set juega un rol importante en la optimizacion de formas. Es por
eso que dicho capitulo tiene una seccion dedicada al uso del método level set en la construccién
de métodos eficientes para la optimizacion de formas. La idea es representar la forma a ser
optimizada como el nivel cero de una funciéon continua ¢ y elegir una velocidad V,, que haga a
esta forma evolucionar hacia la forma 6ptima. La eleccion de la velocidad juega el mismo rol
que la eleccion de la direccion de buisqueda en los problemas de optimizacion (en el caso de
espacios vectoriales). Ademas, se analizan métodos tipo gradiente y métodos tipo Newton.

Por ultimo, en la figura 1.2 se muestra una ilustraciéon del método level set, en donde se
puede ver que se produce un cambio topolégico, dado que el cuerpo inicial es dividido en dos
partes.



Figura 1.2: Ilustracion del método level set, en donde se produce un cambio topoldgico.

1.5. Reconstruccion numérica de obstaculos inmersos en
un fluido

El proceso de reconstrucciéon numérica se lleva a cabo mediante el método level set, con el
cual se realiza la perturbacion del obstéaculo inicial, deformandolo hasta alcanzar el obstaculo
objetivo. Todo esto se puede ver en detalle en el capitulo 6, donde se muestran los resultados
obtenidos del proceso de reconstruccion numérica usado para resolver el problema inverso
geométrico en estudio para diferentes cuerpos inmersos en un fluido (incluyendo obstéaculos
no convexos), utilizando para ello el método level set.

Para realizar esta implementacion nimerica se ha utilizado el programa FreeFem, el cual
permite resolver ecuaciones en derivadas parciales mediante el método de los elementos finitos
y permite realizar una enorme cantidad de simulaciones numeéricas, por lo que resulta una
gran herramienta para este tipo de problemas.

Para realizar la simulacion se considera un canal (en 2 dimensiones) con extremos abiertos,
de 28 cm x 14 c¢m, con un fluido viscoso que va de izquierda a derecha y que por simplicidad
se considera de viscosidad 1, en donde la velocidad del fluido en la entrada satisface un
perfil parabélico, mientras que las condiciones de borde en la salida son las de frontera libre
(que equivalen a una condicion de tipo Neumann). Para la implementacion numeérica de este
problema inverso, se debe resolver en cada iteraciéon el problema de Stokes y el problema de
Stokes adjunto, para lo cual ademas en cada iteracion se debe remallar el dominio pada poder
asi imponer las condiciones de borde correspondientes. Ademas la implementacion del método
level set esta dividida en dos partes, la primera consiste en la traslacion de la funciéon ¢ hasta
que esta encuentra la posicion del obstaculo (su centro de masas), y la segunda consiste en la



deformacion del obstaculo mediante la evolucion de la funcion ¢ hasta determinar la forma
del obstaculo.

Por otra parte, un punto sumamente importante dentro de la implementaciéon numérica
es la obtencion de la velocidad con la que sera realizada la deformacion del obstaculo ininial,
la cual tiene que ser calculada en cada iteracion. Con respecto a esto ultimo, se tiene que la
velocidad usada en el método level set (en FreeFem) para deformar el obstaculo esta dada
por

V= (axulNl + ayulNg)(axwlNl + 8yw1N2)
+(8IU2N1 + 8yu2N2)((9xw2N1 + angNg)

en donde (u1,us) y (wy,ws) son las velocidades del fluido para el problema de Stokes y su
problema adjunto, respectivamente.

Por dltimo, mencionar que con este método de reconstrucciéon numérica se realiza de forma
exitosa la recuperacion de 3 tipos de obstaculo, siendo estos un obstaculo con forma circular,
un obstaculo no convexo (una especie de “ocho”) y un obstaculo con forma de media luna,
que por cierto también es no convexo.

1.6. Estructura de la memoria

La presente memoria esta estructurada de la siguiente manera:
En el Capitulo 1 se realiza una introduccion al trabajo realizado.

En el Capitulo 2 se hace una introduccion a los problemas inversos, se define el problema
inverso geométrico de deteccion de obstaculos dentro de un fluido y se muestran los resultados
de identificabilidad y estabilidad para este problema.

En el Capitulo 3 se estudia el método de los elementos finitos y la resolucion del problema
de Stokes usando dicho método, en donde se muestran el algoritmo de Uzawa y el algoritmo
numérico para Stokes usado en esta memoria.

En el Capitulo 4 se presenta el método de diferenciacion con respecto al dominio o “shape
differentiation”, el cual resulta fundamental para posteriormente realizar el calculo de la
primera derivada local del funcional de costo asociado al problema inverso geométrico en
estudio.

En el Capitulo 5 se presenta el método level set, estudiando los movimientos por curvatura
media y en direccion normal, la ecuaciéon de reinicializacion y la extension del campo de
velocidades. Ademas, se muestra su aplicacion a la optimizacion de formas y se utiliza la
diferenciacion con respecto al dominio para deducir la expansion de primer orden del funcional
de costo asociado al problema.



En el Capitulo 6 se muestran los principales resultados numéricos obtenidos al usar el
método level set, recuperando diferentes obstaculos (incluyendo algunos de geometria no
convexa), para lo cual se ha utilizado el programa FreeFem.

Finalmente, se presentan las principales conclusiones obtenidas de este trabajo de titulo.



Capitulo 2

Definicion del problema inverso
geométrico de deteccion de obstaculos
dentro de un fluido

En este capitulo se hace una breve introduccion a los problemas inversos, se ve su aplicacion
a la optimizacion de formas geométricas, y se presenta de manera formal el problema inverso
geométrico que se estudia a lo largo de esta memoria, que corresponde a la reconstruccion de
un cuerpo rigido inmerso en un fluido, mostrando ademaés los resultados de identificabilidad
y estabilidad del problema inverso.

2.1. Problemas inversos

Un problema inverso es un problema en el que uno quiere encontrar ciertos parametros
o ciertos coeficientes de un modelo y el acceso que uno tiene a estos es restringido, luego
no es posible acceder directamente a obtener dichos coeficientes, por lo que uno debe tomar
mediciones indirectas de las cuales se pueda recuperar estos coeficientes. Los problemas inver-
sos surgen en diversas disciplinas tales como inspeccion geolégica, sensores remotos, imagenes
médicas, prospeccion actstica y electromagnética en geofisica y tomografia actstica oceanica,
entre otros. Ademas un problema inverso se dice geométrico si lo que se quiere recuperar es
una forma geométrica, especificamente la posicion y la forma de un cierto cuerpo geométrico
que es inaccesible y que se encuentra inmerso dentro de un dominio mas grande, sobre cuya
frontera es posible realizar ciertas mediciones.

Llamamos “problema directo” o también “operador de mediciones” a la aplicacién A que a
cada valor z € X del parametro, le asocia las observaciones del modelo y € Y (X, Y espacios
de Banach o Hilbert)

y=Azx), reX,yey. (2.1)



Se define entonces el problema inverso como aquel que busca determinar x a partir de las
mediciones y tal que se tenga (2.1).

Para entender la teoria de los problemas inversos se estudia a continuacién uno de los
problemas inversos mas famosos que existen, que es el problema inverso de conductividad
eléctrica, también conocido como el problema de Calderoén.

Para ello se supone que Q2 C RY, N > 2, es un dominio acotado con frontera suave que
representa un cuerpo conductor eléctrico. La conductividad del cuerpo se representa por una
matriz simétrica y definida positiva v = (v¥) en €. Si se supone que no existen sumideros o
fuentes de corriente, por la ley de Ohm la ecuaciéon para el potencial u en €2 estd dada por

N
0 , . 0u

Z 8:0(7]%) =0 en() (2.2)

ij=1"" J

Si se conoce el potencial f en 0, el potencial inducido u en € satisface el problema de
Dirichlet

N 0 ij Ou
{ 2 ij-1 a_xi(V]%j) 0 en (2.3)

u=f sobre 0f)

La aplicaciéon voltaje a corriente o Dirichlet a Neumann A, mide el flujo de corriente
generado en la frontera por un potencial aplicado sobre la misma. Se define dicha aplicacion
por

N s Ou
A (f) = Z VJVi%bQ (2.4)

5,j=1

donde u es la solucion de (2.3) y v; es la componente i-ésima del vector unitario normal
exterior a d€). El problema inverso de conductividad eléctrica corresponde a la determinaciéon
de v a partir del conocimiento de A,.

El primero que plante6 este problema fue Calder6n, quien considerd este problema para
conductividades isotropicas, es decir, aquellas que no dependen de la direccion. Si se supone
que 7(x) es una funcion real y positiva y se considera la matriz real vy(x)I, (2.2) se reduce a
la ecuacion en forma de divergencia

div(yVu) =0 en Q (2.5)

y la aplicacion Dirichlet a Neumann (2.4) a

M) =5 (26)



Calderon demostré que la derivada Fréchet en conductividades constantes de la aplicacion
7 — @, donde @), es la forma cuadratica asociada a A, es inyectiva.

Si bien este problema es mas bien de caracter tedrico, tiene aplicaciones en tomografia por
impedancia eléctrica y en prospeccion de la tierra, entre otras.

Al abordar un problema inverso surgen varias preguntas, las cuales se pueden ilustrar con
el problema de Calderén. Para este problema, en el que se busca recuperar v a partir del
operador A : v — A, los problemas que aparecen son los siguientes:

Inyectividad de A (Identificabilidad).
Continuidad de A y de su inversa A™', si existe (Estabilidad).
Encontrar el rango de A (Caracterizacion).

Formula para recuperar v a partir de A, (Reconstruccion).

Obtener un algoritmo para encontrar una aproximacion de v (Reconstruccion Numéri-
ca).

Comenzando con el trabajo de Calderén en 1980, el problema inverso de conductividad
eléctrica ha sido ampliamente estudiado. En el caso donde n > 3 y todas las conductividades
estan en C?(02), se han obtenido los siguientes resultados.

Teorema 2.1 (Sylvester-Uhlmann 1987[15]) Si A, = A,,, entonces y1 = 2 en Q.

Teorema 2.2 (Nachman 1988[20]) Hay un algoritmo convergente para reconstruir v a partir
de A\,.

Teorema 2.3 (Alessandrini 1988[21]) Sea ~; € H*() para s > § + 2, y asumamos que
Vil ) S M y 55 <7 <M (j =1,2). Entonces

71— 72HL°°(Q) < W(HAm - szHH1/2(69)%H—1/2(69))7

donde w(t) = C|log t|~7 para t > 0 pequeno, con C = C(2, M,n,s) >0, 0 =o(n,s) € (0,1).

Teorema 2.4 (Kenig-Sjdstrand-Uhlmann 2007]22]) Asumamos que S es convero y I' es
cualquier subconjunto abierto de 0Q. Si A, flr = A, flr Vf € Hl/z(é?Q), y s1 v1|aa = Yeloq,
entonces y1 = Yo en €.

Por iltimo se mencionan algunos de los trabajos més importantes que se han realizado en
el area de problemas inversos geométricos relacionados con el sistema de Stokes. En [17] G.
Alessandrini, A. Morassi y E. Rosset prueban cotas superiores e inferiores para el tamano de
una cavidad desconocida, en un conductor eléctrico, en términos de mediciones de voltaje y
corriente en la frontera. En [I2] A. Ballerini obtiene una estimacion de estabilidad de tipo
log-log para el problema de un cuerpo inmerso en un fluido de Stokes estacionario. En [18] O.
Imanuvilov y M. Yamamoto prueban la unicidad global para las ecuaciones de Navier-Stokes
y para el sistema de Lamé isotropico en 2 dimensiones. En [7] C. Alvarez, C. Conca, L. Friz,
O. Kavian y J. Ortega prueban resultados de identificabilidad y estabilidad para el problema
inverso de un cuerpo inmerso en un fluido regido por el sistema de Stokes. Por tultimo, en
[23] R. Lai, G. Uhlmann y J. Wang prueban en 2 dimensiones la identificabilidad global de la
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viscosidad en un fluido incompresible haciendo mediciones sobre el borde, para las ecuaciones
de Stokes y de Navier-Stokes.

2.2. Problemas inversos y de optimizacion involucrando
geometrias

Existe una variedad de problemas inversos y problemas de diseno 6ptimo, donde la variable
desconocida es un objeto geométrico, cuya topologia es desconocida. La configuracién basica
de tales problemas es resolver

J(2) = min J(Q), (2.7)

Qelqa

donde J : K,q — R es un funcional de forma adecuada sobre una clase K,q C K(D),
siendo KC(D) la clase de subconjuntos compactos de algun dominio fijo D. Problemas similares
surgen en el campo de los problemas inversos, donde el objetivo es reconstruir una forma
desconocida a partir de mediciones indirectas. Aqui, el funcional objetivo es usualmente de
la forma

J(Q) = SIF(Q) — z|* (2.8)

donde F : K,qg — H es un operador no lineal con valores en un espacio de Hilbert H.

2.3. Reconstruccion de un cuerpo rigido inmerso en un
fluido

En esta memoria, el problema de interés consiste en la reconstruccion numérica de un
cuerpo rigido inaccesible D inmerso en un fluido viscoso (siendo de especial interés el caso en
que D es no convexo), de forma tal que D juega el rol de un obstaculo sobre el cual circula
un fluido en un dominio acotado mas grande 2 C R¥. Luego lo que se desea es determinar
D o alguna informacion geométrica (como su forma o su volumen), mediante mediciones de
los esfuerzos de Cauchy y la velocidad del fluido sobre una parte de la frontera exterior.

Sea ¢ € HY?(9Q)" una condicién de borde Dirichlet no homogénea satisfaciendo la
condicién de compatibilidad estandar

/89 w-nds =0, (2.9)
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y sea (v,p) € H'(Q\ D) x L?>(Q\ D) la tinica soluciéon del sistema de Stokes:

div o(v,p) =0 en Q\ D
divv =0 en O\ D
v=¢ sobre 02 (2.10)
v=20 sobre 0D
donde o es el tensor de esfuerzos definido como o(v,p) = —pl + 2ve(v), donde I es la

matriz identidad, v > 0 es una constante representando la viscosidad cinemaética del fluido y
e(v) es el tensor de deformaciones linealizado definido por e(v) = (Vv + (Vo)?).

Se pretende encontrar el obstaculo D dentro de la siguiente familia de cuerpos geométricos
admisibles:

Dod = {D CC Q: D es un subconjunto abierto conexo suave de 2, tal que '\ D es conexo

Ly,

Figura 2.1: Representacion grafica del problema inverso en un canal.

Luego, se define el operador de borde o “boundary map”, del tipo velocidad-tensor de
esfuerzos, como sigue:

A:D— Ap, Ap(p)=oc(v,p)n sobre 0f

actuando de HY/2(0Q)N en H=/2(9Q)"N, donde (v, p) es la tinica solucién del sistema de Stokes
(2.10). Por lo tanto, en este caso el problema inverso consiste en desarrollar un algoritmo
numérico que permita recuperar D a partir del operador de borde anterior. Para hacer esto se
introduce un funcional de costo de la siguiente manera. Sea 0, una mediciéon de la componente
normal del tensor de esfuerzos sobre I'),, C 0f2. El funcional de costo esta dado por

J(u):/ 0 (Vy, pu) — O | (2.11)

m

donde (vy,py) es la solucion del sistema de Stokes (2.10), pero definido sobre el dominio
perturbado (2 \ D) + u.
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Luego, el problema inverso se reduce a minimizar este funcional, el cual, por el resultado
de identificabilidad que se muestra a continuacion, tiene un Ginico minimo global, en donde
el funcional se anula, y que corresponde justamente al valor del funcional cuando se ha
encontrado el obstaculo objetivo.

2.4. ldentificabilidad y estabilidad del problema inverso

A continuacion se muestran los resultados de identificabilidad y estabilidad para el proble-
ma inverso en estudio probados en [7]. El primer resultado, que trata sobre la identificabilidad
de D, establece que dada una condiciéon de borde Dirichlet no homogénea ¢ fija, para dos
cualesquiera geometrias admisibles diferentes Dy # Dy € Z,q corresponden dos operadores
de Steklov-Poincaré distintos Ap, # Ap, .

Teorema 2.5 [7, pdig 3/ Sea Q C RN, N = 2,3, un dominio Lipschitz acotado, y T un sub-
conjunto abierto no vacio de 9S). Sean Dy, D1 € Doq y ¢ € H2(0Q)N, v # 0, satisfaciendo
la condicion de flujo (2.9). Para j = 0,1, sea (vj,p;) la solucidn de

div o(vj,pj) =0 en Q\ D;
div v; =0 en Q\ D;

v = sobre OS2 (2.12)
v; =0 sobre 0D,

Si se tiene que (vj,p;) son tal que
U(UO7p0)n = U(Ulapl)n sobre F7

entonces Do = D;.

Por otra parte, estudiar la estabilidad de este problema inverso se reduce a estudiar las
propiedades de continuidad de la inversa del operador de borde. Dada una configuracion
admisible inicial €y := Q\ Dy, se considera una perturbacién suave de Dy a la que llamamos
Dy, y un operador Lipschitz biyectivo ¥ : Q@ — Q, tal que ! es también Lipschitz y U = [
en una vecindad de la frontera OS2, con

\IJ(D0> = D1 y \I/(Qo> = Ql = Q\El

Claramente se necesita que €2; sea también admisible, es decir, que D; € Z,4 de forma tal
que el nuevo cuerpo rigido Dy, asi como Dy, sean ambos Lipschitz y esten incluidos en un
abierto fijo O satisfaciendo

DoUD, CcCc O ccq.
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En este contexto, estudiar la estabilidad del problema inverso puede ser visto como estudiar
propiedades de continuidad de la aplicacion ¥ — A;%DO). En la préactica, es suficiente

probar la continuidad en ¥ = I, es decir, que para cualquier ¢ € H*?(9Q)"N dado, cuando
[Ap,(©) — Aw(ny) (@) es pequeiio, entonces ||1 — W||y1.00(qry) €5 también pequeio.

En realidad, el siguiente resultado sobre estabilidad es mas debil que la anterior propie-
dad de continuidad deseada, pues aqui se muestra un tipo de continuidad direccional de la
aplicacion ¥ — Ag,l(DO). Mas precisamente, se consideran deformaciones admisibles del
tipo ¥, = [ + 7V, donde 7 es un pequeno parametro real, y para un entero m > 1y una
constante C' > 0, ambas dependientes de W, # 0, se prueba que

1ADy (¢) = A0y (9) | = Clr[™, (2.13)

siempre que V. (Dg) # Dy. Para ser mas especifico, el desarrollo formal es como sigue.
Para cada cambio de variables ¥ : Qq — Q, := Q,(Q), sea (v,,p,) € H ()N x L3(,) la
tnica solucién del sistema de Stokes en el dominio deformado, es decir,

div o(v,,p;) =0 en (),
div v, =0 en ),

Ur = sobre 02

vy =0 sobre 0D,

(2.14)

Notar que para 7 = 0, Vg = [ vy ), = (. Se tiene el siguiente resultado de estabilidad
(continuidad direccional):

Teorema 2.6 [7, pdg 4] Sea Dy € Dug, ¥y := [ y U1 € WH(RY RY) tal que ¥, = 0
en una vecindad de la frontera O y Wy #Z 0 en Dy. Se denota por V. = I + 794, (v, p;)
la solucion de (2.14) (incluyendo el caso T = 0), y por 7 > 0 un nidmero positivo tal que
T — o(vr, pr)n es analitica en (—7, 7). Si se asume que para algin T. € (—71,71) se tiene
V. (Dg) # Dy entonces existe una constante estrictamente positiva C = C(V1,Q, Do, ) y
un entero positivo m = m(Vq,Q, Dy, ) tal que para algun o > 0 y V7 € [—79, To] se cumple

1ADy (#) = Aw.(po) ()| =172y = Cl7[™, (2.15)

donde Ay, (py) := o(v-,p;)n sobre I,
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Capitulo 3

Estudio del problema de Stokes usando
el método de los elementos finitos

En este capitulo se estudia el problema de Stokes y se resuelve usando el método de
los elementos finitos. Para esto primero se muestra el método de los elementos finitos en
dimension N =1y N > 2, asi como los principales resultados de convergencia del método,
luego se estudia el problema de Stokes con elementos finitos, y finalmente se muestra el
algoritmo de Uzawa y el método niimerico usado en este trabajo.

3.1. El método de los elementos finitos

El método de los elementos finitos es un método numérico creado para la aproximacion de
soluciones de ecuaciones en derivadas parciales ampliamente utilizado en diversos problemas
de ingenierfa y fisica, y que esta basado en la formulacion variacional del problema.

La idea base del método de los elementos finitos es reemplazar el espacio de hilbert V' sobre
el cual se establece la formulacién variacional por un subespacio V), de dimension finita. El
problema aproximado puesto sobre V} se reduce a la simple soluciéon de un sistema lineal,
cuya matriz es llamada la matriz de rigidez. Ademaés, se puede elegir la construccion de Vj,
de forma tal que este subespacio sea una buena aproximacion de V' y que la solucion uy, € Vj,
de la formulacién variacional este cerca a la solucion exacta u € V.

Dado un espacio de Hilbert V', una forma bilineal continua y coerciva a(u, v), y una forma

lineal continua L(v), se considera la formulacion variacional siguiente:

Encontrar u € V' tal que a(u,v) = L(v) Yv eV, (3.1)

el cual se sabe que tiene una tnica solucién por el teorema de Lax-Milgram. La aproxi-
macion interior de (3.1) consiste en reemplazar el espacio de Hilbert V' por un subespacio de
dimensioén finita V},, i.e. buscar la solucion del siguiente problema:

15



Encontrar u, € Vj, tal que a(up,vy) = L(vy) Yo, € V. (3.2)

La solucion de la aproximacion interior (3.2) es simple como se muestra en el siguiente
lema.

Lema 3.1 Sea V un espacio de Hilbert real, y V}, un subespacio de dimension finita. Sea
a(u,v) una forma bilineal continua y coerciva sobre V', y L(v) una forma lineal continua
sobre V. Entonces la aprozimacion interior (3.2) tiene una unica solucion. Ademds, esta
solucion puede ser obtenida resolviendo un sistema lineal con una matriz definida positiva (y
simétrica si a(u,v) es simétrica).

3.2. Elementos finitos en dimensiéon N =1

Para empezar, se presenta el método de los elementos finitos en dimensiéon N = 1. Sin per-
dida de generalidad se escoge el dominio 2 =0, 1[. En dimension 1 una malla es simplemente
una coleccién de puntos (z;)o<j<nt1 tal que

ro=0<m <..<mH < Ty = 1.

Por simplicidad, se considera para empezar el siguiente problema modelo:

{ —u"=f en]0,1] (3.3)

el cual se sabe que tiene una tnica solucion en H}(Q) si f € L?(Q). En lo que sigue, se
denota por P el conjunto de polinomios con coeficientes reales, de una variable real y con
grado < k.

3.2.1. Elementos finitos P;

El método de los elementos finitos P; usa el espacio discreto de funciones globalmente
continuas que son lineales afin sobre cada elemento

Vi, = {v e C([0,1]) tal que vz, 4, EP1 VO <j <n}, (3.4)
y sobre su subespacio
Vor = {v € V}, tal que v(0) = v(1) =0}. (3.5)
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El método de los elementos finitos P; es entonces simplemente el método de aproximaciéon
variacional interior aplicado a los espacios V}, o Vi, dados por (3.4) y (3.5). Se pueden repre-
sentar las funciones de Vj, y Vo, que son lineales afin por trozos, con la ayuda de funciones
base. Se introduce la funcion ¢ definida por

1—|z| silz| <1,

o) = { 0 si|z| > 1. (36)

Si la malla es uniforme, para 0 < j < n + 1 se definen las funciones base

$—Ij

h)'

¢j(x) = o( (3.7)

Se tiene el siguiente

Lema 3.2 Fl espacio V},, definido por (3.4), es un subespacio de H'(0,1) de dimension n+2,
y todo vy, € V}, esta definido unicamente por sus valores en los vértices (;)o<j<n+1

vp(z) = th(xj)¢j(x) V€ [0,1]. (3.8)

J=0

La base (¢;) definida por (3.7) permite caracterizar las funciones de V}, por sus valores en
los nodos de la malla. En este caso se habla de elementos finitos de Lagrange.

A continuacién se muestra la solucion préactica del problema Dirichlet (3.3) usando el
método de los elementos finitos P;. La formulacién variacional de la aproximacion interna es
la siguiente:

1 1
Encontrar uy, € Vy, tal que / up, (z)vy,(x)de = / f(x)vp(x)de Vv, € Vip. (3.9)
0 0

Se descompone uy, en la base (¢;)1<j<n ¥ se toma v, = ¢; con lo que se llega a
n 1 1
> e [ S@de= [ f@o (3.10)
j=1 0 0

1
Denotando por Uy, = (up(x}))1<j<n, b = (/ f(z)¢i(x)dr)1<i<n, € introduciendo la matriz
0
de rigidez

Kn = (/0 ¢ (2)¢i() dr)1<ij<n, (3.11)
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la formulaciéon variacional en Vg, se reduce a resolver en RY el sistema lineal

’ChUh = bh'

3.2.2. Convergencia y estimacion del error

Para probar la convergencia del método de los elementos finitos P; en una dimensién lo
primero es definir un operador de interpolacién ry,.

Definicién 3.3 El operador de interpolacion Py es el operador lineal v, de H*(0,1) en V,
definido por

n+1

(rpv)(z) = vaquj(z), Yo e H(0,1). (3.12)

La convergencia del método de los elementos finitos IP; se basa en el siguiente

Lema 3.4 (interpolacion) Sea ry, el operador de interpolacion Py. Para todo v € H'(0,1) se
tiene

}LIE{(I) ||U — rhUHHl(O,l) =0. (313)

Ademds, si v € H*(0,1), entonces existe una constante C independiente de h tal que

||U — Thv”Hl(O,l) S ChHU”||L2(071). (314)

Teorema 3.5 [0, pdg 160] Sean u € H}(0,1) y u, € Vi las soluciones de (3.3) y (3.9),
respectivamente. Entonces, el método de los elementos finitos Py converge, es decir,

}ILI/E}%)HU—U}LHHl(OJ) = 0. (315)

Ademds, siuw € H*(0,1), entonces eriste una constante C independiente de h tal que

HU - uh||H1(O,1) S ChHUHHLQ(O,l) = Cth||L2(0,1)~ (316)

3.2.3. Elementos finitos P,

El método de los elementos finitos Py usa el espacio discreto
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Vi, = {v e C([0,1]) tal que v|z; 4,,,] EP2 VO <j<n}, (3.17)

y su subespacio

Vor = {v € V}, tal que v(0) = v(1) =0}. (3.18)

El método de los elementos finitos Py es el método de aproximacion variacional interior
aplicado a estos espacios. Estos estan compuestos de funciones continuas, cuadraticas por
trozos que pueden ser representadas con la ayuda de funciones base muy simples.

Se introducen los puntos medios de los intervalos [z;, x,41] definidos por 41/ = 2; + 5
para 0 < 7 < n. Se definen las siguientes funciones de referencia

(14+x)(1+22) si —1<z<0,

dplr)=¢9 (I1—2)(1—22) si 0<z<1, (3.19)
0 si |z| > 1,
y
[ 1—42? sifz| < 4,
via) = { 0 si 2] > 1. (3.20)

Si la malla es uniforme, para 0 < j < n+ 1 se definen las funciones base ¢;(z) = ¢(=52),
0<j<ntlytple)=0v(322),0<j<n

3.3. Elementos finitos en dimensiéon N > 2
Ahora se estudia brevemente el caso N > 2 (en la practica, N = 2,3). Por simplicidad
algunos resultados se muestran sélo para N = 2 pero estos se pueden extender a N = 3.

Se considera el siguiente problema modelo

{ —Au=f en( (3.21)

u=0 sobre 0,

el cual se sabe que tiene una tnica solucion en H}(Q), si f € L*(Q).

En lo que sigue se asume que el dominio 2 es un poliedro (poligono si N = 2), es decir, Q
es una union finita de poliedros de RY.
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3.3.1. Elementos finitos triangulares

Aqui se ve la definicion de una malla del dominio €2 formada por tridngulos en N = 2
dimensiones y por tetraedros en N = 3 dimensiones. Se agrupan los tridngulos y los tetraedros
en la familia mas general de N-simplices. Se dice que K es un N-simplex de R” si es la
envoltura convexa de N + 1 puntos (a;)1<j<n+1 de RY, llamados los vértices de K.

Definicion 3.6 Sea §2 un poliedro abierto conezo de RY. Una malla triangular o una trian-
gulacion de Q es un conjunto Ty, de N-simplices (K;)1<i<n que satisface lo siguiente:

2. La interseccion K; N K; de dos N-simplices distintos es un m-simpler, con 0 < m <
N — 1, cuyos vértices son también vértices de K; y K;.

Por convencion, el parametro h denota el mdazrimo didmetro de los N-simplices K;.

3.3.2. Convergencia y estimaciéon del error

A continuacion se estudia la convergencia del método de los elementos finitos P para
el problema modelo (3.21). Se nesecitan algunas hipotesis geométricas sobre la calidad de
la malla. Para cada N-simplex K se introducen dos pardmetros geométricos: El didmetro
diam(K) y el didmetro de la bola mas grande contenida en K, p(K),

diam(K) = max [|lz —y||,  p(K) = méx(2r).

Definiciéon 3.7 Sea (Ty,) una sucesion de mallas de ). Se dice que esta es una sucesidn de
mallas requlares si:

1. La sucesion h = maxy,er, diam(K;) tiende a 0.
2. Existe una constante C' tal que, Vh >0 y VK € Ty,
diam(K) <C
p(K)

El teorema que se presenta a continuacion establece la convergencia del método de los
elementos finitos P, y da una estimaciéon de la tasa de convergencia si la solucion es regular.

Teorema 3.8 [0, pdg 185] Sea (Th)n>o una sucesion de mallas regqulares de Q. Seaw € H}(Q)

la solucion del problema modelo y u, € Von, su aproximacion interior por elementos finitos
Py. Entonces el método de los elementos finitos P, converge, es decir,
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Ademds, siu € H*(Q) y k+1 > %, entonces se tiene la estimacion del error siguiente

Hu—uhHHl(Q) < CthUHHk-»-l(Q), (323)

donde C' es una constante independiente de h y de .

3.4. Elementos finitos para el problema de Stokes

Se sabe que la generalizaciéon del método de los elementos finitos a sistemas de ecuaciones
en derivadas parciales (como por ejemplo el sistema de elasticidad lineal) no pone problemas
particulares. Pero este no es el caso del sistema de ecuaciones de Stokes debido a la condicion
de incompresibilidad sobre el fluido, o lo que es lo mismo, la condicién de divergencia nula
sobre la velocidad. La gran importancia practica de simulaciones numéricas en mecanica de
fluidos ha hecho que este problema haya sido ampliamente estudiado, por lo que ahora se
procede a estudiar el sistema de Stokes usando este método.

En un dominio acotado  C RY, en la presencia de fuerzas exteriores f(x), y con condi-
ciones de borde que describen la adherencia del fluido a la frontera, el sistema de Stokes es
el siguiente:

Vp — pAu = f en {2
divu=0 en ) (3.24)
u=>0 sobre 0f2

donde p > 0 es la visosidad del fluido.

En principio, se podria plantear como una formulacion variacional de (3.24) la siguiente:

Encontrar v € V tal que / uNVu - Vodr = / f-vde YveV, (3.25)
Q Q

donde V es el espacio de Hibert definido por

V ={ve Hy(Q)" tal que divv =0 c.t.p. en Q}. (3.26)

Como V' contiene la restriccion de incompresibilidad div v = 0, es dificil en la préctica
construir aproximaciones variacionales interiores de (3.25) como las que se mencionaron an-
teriormente. Luego, no se usa la formulacion variacional (3.25) para definir un método de
elementos finitos. En la practica, se introduce otra formulacién variacional del problema de
Stokes la cual consiste en no forzar la incompresibilidad en la definiciéon del espacio y man-
tener la presion como una incognita en la formulaciéon variacional. Multiplicando la primera
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ecuacion de (3.24) por una funcion test v € H}(Q)Y y la segunda ecuacién por otra funcion
test ¢ € L*(Q), se obtiene despues de la integracion por partes el siguiente problema:

Encontrar (u,p) € Hy}(Q)N x L*(Q)/R tal que

/uVu-Vvda:—/pdivvdx:/f-vd:v
Q Q Q

/qdiv udr =0,
Q

V(v,q) € HY} Q)N x L2(Q)/R.

(3.27)

Luego es facil construir una aproximacion variacional interior de (3.24). Se introducen los
espacios discretos

Vor = {U = C(Q)N tal que v|x, € P VK; € T, y v =0 sobre 8@}
_ (3.28)
Qh:{QGC(Q)/RtaI que q|k, € Py VKz'E'ﬁL}

de forma que Vo, x @, es un subespacio de Hj(Q)Y x L?(Q)/R de dimension finita.

La aproximacion variacional interior de (3.27) es

/ uNuy, - Vupdr — / prdiv v, dr = / f-opdx
Q Q Q

</) ¢, div updr = 0,
Q

V(vn, qn) € Vo X Qp. A continuacion se explica como resolver (3.24) en la practica. De-
notando por ny y ng las dimensiones de Vi, y @ respectivamente, se introduce la base
(#5)1<j<ny, de Vou y la base (1)) 1<j<n, de @y construidas con las funciones base de elementos
finitos. Se descompone uy, y p, en estas bases

(3.29)

up(z) = Zuh(dj)¢j<x)7 pr(z) = Zuh(&;)%(fﬁ)-

Denotando por Uy, = (un(a@;))1<j<ny ¥ Pr = (ph(&;))lgjgw, se obtiene el siguiente sistema

lineal
A, B; U, B by,
G 0 G)-6) (320
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donde Bj es la matriz adjunta (o traspuesta) de By, by, = (/ f-oidr)i<icn,, ¥
Q

Ay, = (M/ Vo;-Vo;dr)i<ij<n,, Bn= (—/%’ div ¢;)dr1<icng,1<j<ny -
Q Q

La matriz A es simétrica definida positiva de orden ny, la matriz B, es rectangular de
tamaflo ng X ny y, si la matriz global de (3.30) es simétrica de orden ny + ng, esta no es
definida positiva. De todas maneras, se tiene el siguiente

Lema 3.9 El sistema lineal (3.30) siempre tiene una solucion (Uy, P,) € R™ x R"e. Kl
vector Uy, es unico, mientras que Py, es inico salvo la adicion de un elemento de KerB;.

El problema es que el kernel KerB; nunca esta reducido al vector nulo y algunas veces es
muy grande. Todo depende de la eleccion de los ordenes k y k' de los elementos finitos para
la velocidad y la presion.

Lema 3.10 FEl kernel KerBj, contiene al menos el vector 1 de R"? con puros unos. En otras
palabras, la presion discreta py, estd en el mejor caso definido salvo una constante.

Lema 3.11 Cuando k = 2 y k' = 1 (elementos finitos Py para la velocidad y Py para la
presion), el kernel KerBj: tiene dimensidn uno, generado por el vector 1 (en otras palabras,
la presion discreta pp, es uinica salvo una constante). Cuando k = k' = 1 (elementos finitos
Py para la velocidad y la presion), el kernel KerB;; es en general de dimension estrictamente
mas grande que uno (es decir, la presion discreta p, no es inica, incluso salvo una constante).

En la préctica, si la dimension de KerB; es estrictamente mas grande que uno, el co-
rrespondiente método de los elementos finitos es inutilizable. En efecto, si dimKerB; > 1,
el calculo numérico de las soluciones del sistema lineal (3.30) lleva a oscilaciones numeéricas
de la presion: el algoritmo no puede elegir entre varias presiones discretas P, cuya diferencia
pertenece a KerBj, es decir, el método es inestable.

Por otra parte, se sabe que el sistema de Stokes es equivalente a un problema de minimiza-
cion de una energia. De la misma manera, la solucion del sistema lineal (3.30) es equivalente
al siguiente problema de minimizacion con restricciones:

1
J(Uh) = min J(Vh), con J(Vh) = EAth . Vh — bh . Vh.

ViweKerBy

el cual puede ser resuelto usando el algoritmo de Uzawa.

3.4.1. Algoritmo de Uzawa

A continuacion se estudia en algoritmo de Uzawa, para lo cual primero se recuerda el
conocido teorema de Kuhn-Tucker.
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Definiciéon 3.12 Sea K ={v €V, F;j(v) <0 para 1l < i< M}. Se dice que las restricciones
dadas en K estan calificadas en uw € K si y solo si existe una direccion w € V tal que se
tiene Vi € I(u) (el conjunto de restricciones activas en u) una y sélo una de las siguientes:

A\
o

) =0, y F; es afin.
Teorema 3.13 (Kuhn-Tucker)[6, pig 319] Se asume que las funciones J, Fi,..., Fy son

convexas, continuas sobre V' y diferenciables sobre el conjunto K. Se introduce el Lagrangeano
asocitado L dado por

Lv,q)=Jw)+q-Fv) V(v,q) €V x R)M (3.31)

Sea uw € K un punto de K donde las restricciones estan calificadas en el sentido de la
definicion (3.12). Entonces u es un minimo global de J sobre K si y solo si existe p € (R.)M
tal que (u,p) es un punto silla del Lagrangeano L sobre V x (R, )M o, de forma equivalente,
tal que

M
F(u) <0, p>0, p- F(u) =0, J'(u)+ > piFj(u) =0.
i=1
Ahora se considera el problema de minimizacién convexa

F(lzI)l)ng J(v) (3.32)

donde J es un funcional convexo definido sobre V' y F una funcién convexa de V sobre
RM,

Bajo las hipotesis del teorema de Kuhn-Tucker (3.13), la solucion de (3.32) se reduce a
encontrar un punto silla (u, p) del Lagrangeano

L(v,q) = J(v) +q- F(v),

sobre V x (R, )M,

Luego el algoritmo de Uzawa es el siguiente: comenzando de un elemento arbitrario p° €
R.)M se construyen las suceciones (u" ") determinadas por las iteraciones
+ y y \p

P = Py (p" + pF (u)),
(3.33)
E(un,pn) = 1/nfvé\/ ,C(U,pn)7
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con p un pardmetro positivo fijo.

Teorema 3.14 [6, pdg 339] Se asume que J es a-convezo y diferenciable, que F' es convezo
y Lipschitz de V en RM | es decir, existe una constante C tal que

|F(v) — F(w)|| < Cllv—w| Yv,weV,

y que eziste un punto silla (u,p) del Lagrangeano (3.31) sobre V x (R, )™. Entonces, si

0<pu< %, el algoritmo de Uzawa converge, es decir, para cualquier elemento inicial p°, la

susesion (u") definida por (3.33) converge a la solucidn u del problema (3.32).

3.4.2. Algoritmo numérico para Stokes usado en esta memoria

A continuacién se muestra el algoritmo numérico usado para resolver el sistema de Stokes
como parte del procedimiento de reconstrucciéon numeérica implementado en esta memoria.
Para esto se considera que el dominio €2 corresponde a un canal por el cual circula un fluido
de izquierda a derecha. Las etiquetas de los bordes inferior, derecho, superior e izquierdo del
canal son 1, 2, 3 y 4, respectivamente, mientras que 5 corresponde a la frontera del obstaculo
inicial (que seré perturbado hasta alcanzar el obstaculo objetivo). Ademas, se define la funcion
g como:

real Y2 = ((ymax - ymin)2>/4
func g = (y - ymin)(ymax - y)/yQ

que corresponde a un perfil paraboélico para la entrada del canal. El algoritmo implemen-
tado para resolver el problema de Stokes en FreeFem es el siguiente:

solve Stokes ([uy,ug, pl, [v1, V2, ¢, solver=Crout) =

&mlﬁzvl + (9yu18yvl + 8qu(9x112 + (9yuQ8yv2
Th

+ pge — pOyv1 — pOyva + Opurq + Oyusq
+ on(4,u; = g,us = 0)
+ on(1,3,u; = 0,uy = 0)
+ on(5,u; = 0,us = 0)

en donde (u1,us) y p corresponden a la velocidad y la presion del fluido, respectivamente,
mientras que (vq,vy) v g corresponden a las funciones test usadas en la formulacién variacio-
nal.
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Aqui se puede observar que para resolver el sistema de Stokes en FreeFem primero este
debe ser pasado a su forma variacional y solo despues de esto puede ser resuelto por el
programa.

Ademaés, se puede observar que sobre el borde derecho de Q (borde ntimero 2) que corres-
ponde a la salida del canal no se impone ninguna condicion de borde, es decir, corresponde a
una condiciéon de borde natural, dejando el borde libre (lo que es equivalente a una condicion
de borde de tipo Neumann).

Por dltimo, en las figuras 3.1 y 3.2 se muestran el campo de velocidades y la presion del
fluido en un canal con un obstaculo, respectivamente, obtenido mediante la resolucién del
sistema de Stokes en FreeFem, usando el algoritmo que se acaba de describir.

Fec Valur
m

W0.257E06
|
Mo so0zzs

Figura 3.1: Campo de velocidades del fluido con un obstaculo, obtenido con Stokes.
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Figura 3.2: Presion del fluido con un obstaculo, obtenido con Stokes.
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Capitulo 4

Diferenciacién con respecto al dominio

Por el analisis realizado en el capitulo 2, se sabe que el problema inverso de deteccién de
obstaculos dentro de un fluido puede ser formulado como un problema de optimizacién de
formas, en donde lo que se busca es encontrar la forma del dominio 2\ D que minimize el
funcional de costo J asociado al problema. Es por eso que en este capitulo se presenta el
método de diferenciacién con respecto al dominio o “shape differentiation”, el cual resulta
muy Ttil en la teoria de optimizacion de formas.

El problema de diferenciacién con respecto al dominio que se estudia a continuacion tiene
su origen en los problemas de disenio 6ptimo.

Dado un abierto acotado Q de RY (N= 2 6 3), se considera el estado del sistema, z({2),
que es la solucién de un problema de contorno en €:

{ Az(Q) =0 en () (41)

Bz(2) =0 sobre 0}

y se define un costo real por alguna de las funciones

Ji(Q) = /Q Oy (2(Q))dw (4.2)

2O = | oo(a()dr (4.3)



donde A, B,C;,Cy y C5 son operadores en derivadas parciales definidos en todo RY y D
es un abierto fijo de RV tal que D C Q. Se supone que bajo ciertas hipotesis de regularidad
sobre €2, el problema de contorno anterior tiene solucién tnica, suficientemente regular para
que tengan sentido las funciones de costo anteriores (4.2), (4.3) y (4.4). El problema de disefio
6ptimo consiste en encontrar un abierto 0* en una familia €2,, de abiertos admisibles tal que

JQ) < JQ) YV E Qg

donde J es una de las funciones de costo anteriores. El problema anterior, al ser un
problema de optimizacion, conduce a los tres siguientes: (a) Existencia de un dominio 6ptimo,
(b) Caracterizacion del o de los dominios ¢ptimos y (c¢) Construccion de un algoritmo que
calcule uno de los dominios 6ptimos

Se sabe que los problemas (b) y (c) estan intimamente ligados al conocimiento de una
derivada de la aplicacién

Qe Quq— J(Q) eR

El objetivo del desarrollo que se hace a continuacién es la definicion y estudio de la
existencia de una derivada de la aplicacién anterior. La primera dificuldad que aparece es
que (2,4 carece de estructura vectorial, que es el marco usual para la derivabilidad. Lo que se
hace a continuacion es transformar el problema inicial de la siguiente forma:

Se parte de un dominio inicial € Q.4 v se consideran funciones u : RN — R suficien-
temente regulares, asi como los nuevos dominios de la forma

Q+u={r+uz):zeQt=(1+u)(N).

Ademaés se considera un espacio vectorial normado W, de funciones u : RY — RY, tal
que para cada u € W se tenga que Q + u € €),4. Para cada u € W se cosidera el problema
de contorno

en Q+u
sobre ) 4+ u

o O

{ Az(u) (4.5)

Bz(u) =

y se define el costo real por Jy(u) = /

QWAWMOAW%i/@deWO
Q+u D
J3(u) = /am Cs(u, z(u))dx.

Se tiene asi una aplicacion

ueW — J(u) eR
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y el concepto de derivada que se utilizara sera el de la derivada-Fréchet de la aplicacion
anterior.

4.1. Definiciones basicas y derivada local

En esta seccion se presentan algunas definiciones bésicas, especificamente los espacios de
funciones Lipchitzianas y los espacios de las variaciones, para luego estudiar la nociéon de
derivabilidad local de una funcién definida en un conjunto variable.

4.1.1. Espacios de funciones Lipchitzianas

Sea ) un abierto de R (eventualmente, ) puede coincidir con todo RY).

Definicion 4.1 Sea f: Q C RY — RP. Se dice que f pertenece a (Lip(Q2))P si f es acotada
y globalmente lipschitziana, es decir

1f(z)| < C Vo € () (46)
|f(z) = f(@)| < Cilz — 2/ Vz,2' €Q :

Se tiene el siguiente

Lema 4.2 Sea f: Q) — R una funcion medible. Se tiene que f € Lip(QQ) si y sdlo si grad f
€ L)Y, donde grad f denota el gradiente de f entendido en el sentido de las distribuciones
sobre €.

Asi pues, como conjuntos, Lip(Q) y el espacio de Sobolev W1(Q) coinciden.

Tambien se tiene la siguiente

Definicion 4.3 Se dice que una funcion f : Q C RY — RP estd en (C*,(Q))?, k > 0 entero,
stV 0 < |a| <k, existe un representante de la clase D®f que es una funcion uniformemente
continua y acotada en todo ).

4.1.2. Espacios de las variaciones

Ya se mencion6 que las variaciones de un dominio inicial 2 pueden conseguirse intro-
duciendo unas funciones u : RY — R suficientemente regulares y los nuevos dominios
asociados ) + w.

Dado que los dominios considerados seran de clase Lip*, k > 1, parece logico tomar el
espacio para las funciones u de forma que € + u siga siendo de clase Lip".
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Para k > 2 es suficiente tomar u € Lip*(RY;RY) y asi Q + u es de nuevo de clase Lip*.
Sin embargo, si 2 es de clase Lip* y u € Lip'(RY; RY), no siempre se verifica que Q + u sea
de clase Lip'. Si se tiene, no obstante, que para u € C,(RY;RY), Q + u es de clase Lip'.

Con respecto a la invertibilidad de I 4 u se tiene el siguiente

Lema 4.4 Sea u € Lip*(RY;RY) tal que ||ul|, < B (con B < 1). Entonces [ +u es invertible
y ademds (I +u)™' = I +v para una funcion v € Lip"(RY;RY), con ||v||x < Cllullx, donde
Cy es una constante independiente de u.

Ademas, el siguiente lema muestra la derivabilidad en 0 de u — Jac(I+u) = |det [0;(I + u),] |.

Lema 4.5 Sea k > 1. La aplicacion

u — Jac(I +u) = |det [0;(1 + u),] |, definida de
Lip"(RY;RY) en Lip" Y (RY) si k > 1 (4.7)
y de Lip"(RY;RY) en Lip™(RY) si k=1,

es derivable en 0. Su derivada en la direccion u es div u.

4.1.3. Derivada local de una funcién definida en un conjunto varia-
ble

Dado un abierto  C RY, se quiere estudiar la diferenciabilidad en el origen de la aplicacion
u — z(u), con z(u) definida en el abierto 2 + u, para cada u € Lip"(RY;RY), (k > 1).
Una funciéon de este tipo no puede ser derivada respecto de u en la forma habitual, debido
a que su dominio de definicién varia con u. Por ello, se estudiara la diferenciabilidad de sus
restricciones a determinados abiertos w en los que esté definida z(u) para todo u de norma
||u||x suficientemente pequena. A partir de estas restricciones es posible definir la derivada
local en el origen (en todo £2).

4.1.4. Definicion de la derivada local

Sea 2 un abierto de RY. Para todo u € Lip"(RY;RY), (k > 1), de norma suficientemente
pequena, Q + u es un abierto de RY. Sea u — z(u) verificando lo que sigue:

{ Para cada u € Lip"(RY;RY) tal que ||ul|y es suficientemente pequefia , (4.8)

z(u) e W™ (Q+u), conk>m>1y1<r<oo

Dado w CC (2, se toma u € Lipk(RN; RY) de norma suficientemente pequefia para que
w CC Q+u. Entonces z(u) estara definida en w y tendra sentido hablar de la diferenciabilidad
en el origen de la funcion u — z(u)|,.
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Definiciéon 4.6 Se dice que la aplicacion w — z(u) tiene una derivada local en el origen
st, para cada abierto w CC Q, la correspondiente aplicacion u — z,(u) = z(u)l,, que estd
definida en un entorno de 0 en Lip*(RN;RY) y toma valores en W™"(w) es diferenciable-
Fréchet en el origen. En tal caso, la derivada local en 0 en la direccion u que serd denotada
por 2'(u), estd definida en todo el dominio Q2 para cualquier u € Lip®(RY;RY) por:

d
2 (u) = Dz,(0)u = Ezw(tu)]tzo en w, Yw CC 9,

donde Dz,(0) es la derivada Fréchet en el origen de u — z,(u).

4.1.5. Una condiciéon suficiente de deribavilidad local

Con v — z(u) verificando (4.8), se presenta a continuaciéon un teorema que dice que si
la aplicaci6on

u — 2(u) o (I +u), definida de un entorno de 0 en Lip*(RY;R")
en W™ (Q), es derivable en 0, (4.9)
con derivada en la direccion u denotada Z(u),

entonces u — z(u) es localmente derivable en el origen.

Teorema 4.7 (Ezxistencia de la derivaba local)[l, pig 49] Si se tiene (4.8) y (4.9),
entonces para cada w CC €2, la aplicacion

u — z(u)|w, considerada como aplicacion definida de
un entorno de 0 en Lip*(RN; RY) en W17 (w), (4.10)
es derivable en 0.

su derivada en la direccion u estd dada por:

Z'(u) = Z(u) —u - grad z(0). (4.11)

4.2. Diferenciacién de un problema de contorno

Se mencioné anteriormente que, habitualmente z(u) es solucién de un problema de con-
torno definido en 2 + u. Partiendo de este hecho y de la existencia de derivada local en el
origen, se deduce en esta seccion el problema de contorno del cual es solucion 2'(u) para cada
u.
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4.2.1. Diferenciacion de una ecuacion en €2 + u

Teorema 4.8 [1, pdg 53] Se supone que se tiene (4.8) y (4.9). Sean f € D'(RN) y A un
operador que aplica de forma lineal y continua W™ " (w) en D'(w) para cada abierto w C RY
y verifica la condicion siguiente:

Vu € LipF(RY; RY),
tal que ||ull es suficientemente pequna, (4.12)

Az(u) = f en Q+u (i.e. en D'(Q2+u)).

Entonces la derivada local en el origen de u — z(u) en la direccion u, denotada por 2’ (u),
verifica:

AZ'(u) =0 en Q.

4.2.2. Diferenciacion de una condicion de contorno

Se supondra ahora que se cumplen las hipotesis (4.8) y (4.9) con m = r = 1. Entonces se
tiene el siguiente

Teorema 4.9 [1, pdg 54/ Sea Q un dominio de clase Lip*. Se supone que se verifican (4.8)
y (4.9) con m =r =1y que ademds,

2(0) € WHH(Q),

Vu € Liph(RY;RYN), & > 1
tal que ||ul| es suficientemente pequena, (4.13)
z(u) = 0 sobre 02 + u.

Entonces para cada w CC 2, la aplicacion

u — z,(u) = z(u)|y, definida de
un entorno de 0 en Lip"(RY;RY) en L'(w), (4.14)
es derivable en 0.

En consecuencia, u — z(u) es localmente derivable en 0 y su derivada local en 0 en la
direccion u, denotada por Z'(u), verifica:

Z'(u) € WHH(Q),
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2(u) = —unag—glo) sobre ) (en L'(09)).

4.3. Diferenciaciéon de una integral

El objetivo de la teoria de control geométrico es la determinacion de un dominio 2 + u
para el cual una funciéon

u — J(u, z(u)), (4.15)

definida en una parte de Lip®*(RY;RY), k > 1 y con valores reales, alcanza un minimo.
Luego, para resolver un problema de control geométrico, resulta ttil hallar la derivada de
la funcion (4.15) respecto de u, suponiendo que esta existe. En esta seccion se estudia la
derivabilidad en el origen cuando

J(u, z(u)) = C(u, z(u))dx (4.16)

Q+u

y cuando

J(u, z(u)) = /asz+ G(u, z(u))dS, (4.17)

con C'y G operadores en derivadas parciales definidos en todo RY.

4.3.1. Diferenciacién de una integral definida en el dominio

El siguiente teorema trata sobre la derivabilidad en 0 de ©v — z(u)dz.
Q+u

Teorema 4.10 [I, pdg 62/ Sea Q un dominio de clase Lip' y ademds se tiene

u — z(u), estd definida de un entorno de 0 en (4.18)
Lip"(RY;RY), (k > 1), en (LY(Q+u)), '

u — z(u) o (I +u), definida de

un entorno de 0 en Lip*(RY;RY) en L1(), (4.19)

es derivable en 0,
con derivada en la direccion u denotada (u),
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2(0) € WHH(Q). (4.20)

Entonces, si k' > max{2,k}, para cada abierto w CC 2, se tiene

{ u — 2z(u)l,, definida de un entorno de 0 en Lip* (RY;RY) (4.21)

en (C*(w)), es derivable en 0.

(luego, u — z(u) es localmente derivable en 0). La correspondiente derivada local en 0 en
la direccion u esta dada por (4.11). Ademds, 2'(u) € L*(Q) Yu € Lip® (RV;RYN) y la funcion

u— z(u)dx, definida de
un entorno de 0 en Lip"!(RY;RY) en R, es derivable en 0.

Su derivada en la direccion u es
/ 2 (u)dx —i—/ unz(0)dS. (4.23)
Q a0

4.3.2. Algunos resultados técnicos

Se enuncian a continuacién algunos resultados que permitiran derivar respecto de u fun-
ciones de la forma

u —> z(u)dS.
oQ4u

Definicion 4.11 (Jacobiano tangencial) Dados Q) un dominio acotado de clase Lip' y u
con ||ul|y suficientemente pequena tal que 2 + u es un nuevo abierto de clase Lip', se llama
Jacobiano tangencial de I+u a la funcion Jacao(I + ), definida por:

Jacoo(I +u) = |1 [0;(I + )" - n|Jac(I 4 u) sobre OQ.

Se tiene

Jacgo (I + u) € L>(09).

A continuacion se presenta un lema de cambio de variables que permite pasar de una
integral definida en 02 + v a una integral definida en 0f).
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Lema 4.12 (Cambio de variables en una integral de superficie)[l, pig 66/ Si Q es
un abierto de clase Lip* y acotado, u € CL(RN;RY) y f € LY(0Q + u), entonces

foll+u)eL'09)

y ademds

/ fds = fo(I+u)Jacsa(I + u)dS. (4.24)
0N+u o0

Definicion 4.13 (Divergencia tangencial) Sea 2 un abierto acotado de clase Lip* y sea
v € (WLROMN - Geq i € (WEHS(RN)N una extension de v a todo RYN. Se llama divergencia

tangencial de v a la funcion divggv, dada por:

divgqu = divd — (*9,0] - 77) - & sobre 0.

Ademds, divgqu estd bien definida (es decir, no depende de la extension v elegida) y

divgov € L™ (69)

Lema 4.14 (Diferenciacion del Jacobiano tangencial) Sea §) un abierto acotado de
clase Lip*(k > 1). La aplicacion

u — Jacga(I + u) estd definida de

un entorno de 0 en Ck (RY;RY) en WF12(0w), sik > 1
(respectivamente en L>(0) si k = 1)

y es derivable en 0.

(4.25)

Su derivada en la direccion u es divgau.

Por 1ltimo, se tiene el siguiente

Teorema 4.15 [1, pdg 68] Sea Q C RN un abierto acotado de clase Lip*, f € W>1(Q) y
u € CL(RN;RN). Se tiene la formula

/ (u-grad f+ fdivgqu)dS = un(ﬁ + Hf)dS, (4.26)
o9 s On

donde H es la curvatura media de OS).
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4.3.3. Diferenciacién de una integral de superficie
El siguiente teorema trata sobre la derivabilidad en 0 de v — z(u)dS.
9Q+u
Teorema 4.16 [1, pdg 68/ Se supone que Q C RN es un abierto acotado de clase Lip', que
u —> 2(u), estd definida para u € C} (RY;RY)

con ||ul|y suficientemente pequena (4.27)
y toma valores en WH(Q + u),

u—> z(u)o (I 4+ u), definida de
un entorno de 0 en CL(RN;RY) en WH1(Q),

es derivable en 0, (4.28)
con derivada en la direccion u denotada (u),
Yy que
2(0) € WH(Q). (4.29)

Entonces, para cada abierto w CC (),

u — z,(u) = z(u)|w, definida de
un entorno de 0 en C}, (RY;RY) en L'(w), (4.30)

es dertwable en 0.

En consecuencia, u — z(u) es localmente derivable en 0. Para cada u € CL,(RY;RY), la
derwada local 2'(u) en la direccion u verifica (4.11) y 2'(u) € LY(09Q). Ademds,

u —>/ 2(u)dS definida de
0Q+u

un entorno de 0 en CL (RY;RY) en R, (4.31)
es derivable en 0
y su deriwvada en la direccion u esta dada por
/ 2 (u)dS + / (u-grad z(0) + z(0)divgqu)dS. (4.32)
o9 o0

Este ultimo resultado serd de gran utilidad al momento de obtener la expansiéon de primer
orden del funcional de costo asociado al problema inverso en estudio.
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Capitulo 5

El método level set y su aplicacion al
problema inverso geométrico de

deteccion de obstaculos dentro de un
fluido

En este capitulo se parte estudiando toda la teoria matemética que permite comprender
y desarrollar el método level set, luego se muestra su aplicacion a la optimizaciéon de formas
geométricas, y por ultimo, se estudia la aplicacion del método level set al problema inverso
geométrico de deteccion de un obstéculo inmerso en un fluido viscoso, regido por el sistema
de Stokes.

Antes de empezar con el desarrollo de este capitulo, es importante mencionar que una de
las principales ventajas del método level set es que puede representar contornos de topologia
compleja e incluso permite realizar cambios topologicos como divisiones y uniones de contor-
nos, en forma natural y eficiente. Mientras que otra de las caracteristicas favorables de este
método es que no requiere una parametrizacion de los puntos sobre el contorno, pudiendo ser
procesado sobre una grilla cartesiana fija.

5.1. Funciones implicitas y funciones de distancia signada

En una representacién explicita de una interface se escriben explicitamente los puntos
que pertenecen a la interface, por ejemplo, al decir que 092 = {—1, 1}, considerando que
1 = [—1,1]. Por otra parte, una representacion de interface implicita define la interface
como el isocontorno de alguna funcion, que se conoce como funciéon implicita. Por ejemplo, el
isocontorno cero de ¢(x) = 22 —1 es el conjunto de todos los puntos tal que ¢(x) = 0, es decir,
este es exactamente 0{2 = {—1,1}, como se puede ver en la figura 5.1. Ademas, las funciones
implicitas permiten distinguir el interior del exterior del conjunto que representan mediante
el signo, pues toman valores negativos en el interior y positivos en el exterior. Las funciones

38



implicitas incluyen algunas herramientas geométricas muy poderosas. Por ejemplo, con una
representacion explicita de una interface puede ser dificil saber si un punto esta dentro o
fuera de la interface, mientras que con las funciones implicitas basta con ver su signo.

Por otra parte, una funcion de distancia signada es una funcion implicita ¢ con |¢(Z)| =
d(Z) V. Luego, ¢(¥) = d(Z) =0 VZ € I, ¢(¥) =—d(Z) VF¥e Q y @) =d¥) Ve
Q" es decir, una funcion de distancia signada indica la distancia a la que se encuentra un
punto del borde de un conjunto dado, pero también permite saber si dicho punto pertenece
o no al conjunto, ya que esta funciéon toma valores negativos para puntos pertenecientes al
conjunto y valores positivos para puntos que estan fuera del conjunto.

Las funciones de distancia signada comparten las propiedades de las funciones implicitas
que se acaban de explicar. Ademés, hay nuevas propiedades que s6lo poseen las funciones de
distancia signada. Por ejemplo, si ¢ es una funcion de distancia signada, entonces |Vo| = 1,
lo cual simplifica varios cilculos en donde aparece |Vo|.

o(x) =2*—1
O T o
¢ >0 ¢ ¢ >0
exterior interior exterior v
%% e
inter?ace inter face

Figura 5.1: Funcién implicita ¢(z) = 2* — 1 definiendo las regiones 2~ y Q7F, asi como la
frontera Of).

A continuacion se muestran algunos ejemplos para aclarar ideas. En dimension uno, si
se tiene que 02 = {—1,1}, entonces una funciéon de distancia signada a este conjunto es
o(z) = |x| — 1. Aqui se puede ver que |Vo¢| =1 VYV # 0 (en = = 0 la derivada no esta
definida). En dimension dos, si se tiene que 02 = {Z] |Z| = 1} (el circulo unitario), entonces
una funciéon de distancia signada a este conjunto es ¢(z) = /22 + y? — 1. Por tltimo, en
dimension tres, si se tiene que 02 = {Z| |Z| = 1} (la superficie de la esfera unitaria), entonces
una funcion de distancia signada a este conjunto es ¢(z) = /x> + y2 + 22 — 1.
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5.2. Movimiento en un campo de velocidades generado
externamente

Se asume que la velocidad en cada punto & de la supercifie implicita esta dado por \7(5), es
decir, que ‘7(92”) es conocida V¥ tal que ¢(Z) = 0. Dado este campo de velocidades V= (u, v, w)
se desea mover todos los puntos de la superficie con esta velocidad. La forma més simple de
hacer esto es resolver la EDO

i
— = V(@ (5.1)

Vi con ¢(Z) = 0. Esta se conoce como formulacion Lagrangiana de la ecuacion de evolucion
de la interface.

Para evitar problemas de inestabilidad y posibles deformaciénes de los elementos de super-
ficie, se usa la funcion implicita ¢ tanto para representar la interface como para evolucionarla
en el tiempo. Para definir la evolucion de la funcion implicita ¢ se usa la ecuacion de convec-
cion

¢+ V- V=0 (5.2)

Esta EDP define el movimiento de la interface, donde ¢(Z) = 0. Esta es una fomulacion
Euleriana de la evolucion de la interface, pues la interface es capturada por la funcion implicita
¢. La ecuacion (5.2) se conoce como la ecuacion de level set y fue introducida para la evolucion
numérica de interfaces por Osher [2] y Sethian [3]. Se observa que sobre una malla puede
ser complicado resolver la ecuacion (5.2) si el campo de velocidades esta definido sélo en la
interface. Luego, usualmente se asume que V no esta definido solo en la interface, sino que
fuera de la interface también.

5.3. Diferenciacién Upwind

Una vez que ¢ y V estan definidas en cada punto de la malla, se pueden aplicar métodos
numeéricos para evolucionar ¢ en el tiempo moviendo la interface sobre la malla.

Un método de primer orden bastante simple para la discretizacion en tiempo de la ecuacion
es el método “forward Euler” dado por

¢n+l _ ¢n

A TV Vet =0, (5.3)

donde V" es el campo de velocidades externo al tiempo t" y V¢" evalua el gradiente
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usando los valores de ¢ al tiempo ¢". Primero se escribe la ecuacion (5.3) en forma expandida
como

At T Yy z :

Por simplicidad, se trabaja solo con el término u"¢! ya que los otros dos términos se
pueden aproximar de la misma manera. Luego, se considera la version uno-dimensional de
(5.4), es decir,

n+1 n
it i — 9 e =0 (5.5)
donde el signo de u" indica si los valores de ¢ se estan moviendo a la derecha o a la
izquierda. Si u; > 0, los valores de ¢ se estan moviendo de izquierda a derecha, y el método
de las caracteristicas dice que hay que mirar a la izquierda de x; para determinar que valor
de ¢ habra en el punto z; al final de la iteracion (si u; < 0, es todo lo contrario). Luego la
discretizacion upwind se resume como sigue. En cada punto x; se define ¢, como D™ ¢ y ¢
como Dt¢. Si u; > 0, se aproxima ¢, con ¢, y si u; < 0, se aproxima ¢, con ¢, . Cuando
u; = 0, el término u;(¢,); se anula, y ¢, no necesita ser aproximado.

La combinacién de la discretizacién en tiempo “forward Euler” con el esquema de dife-
renciacién upwind es una aproximacién de diferencias finitas consistente para la ecuacién
(5.2), pues el error de aproximacion converge a 0 cuando At — 0y Az — 0. De acuerdo
con el teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer una aproximaciéon de diferencias finitas a
una EDP lineal es convergente, es decir, converge a la solucién correcta cuando At — 0y
Ax — 0, si y s6lo si esta es estable y consistente. La estabilidad garantiza que pequenos
errores en la aproximacion no son amplificados cuando la solucién se hace evolucionar en el
tiempo. La estabilidad puede ser forzada usando la condicion CFL, que afirma que las ondas
numéricas deberian propagarse al menos tan rapido como las ondas fisicas. Esto significa que
la velocidad de la onda numérica A debe ser al menos tan grande como la velocidad de la

onda fisica |ul, es decir > |u|. Con esto se llega a la restriccion de paso de tiempo CFL
de

’At

A

max {|ul}’

donde méx {|u|} es escogido como el valor mas grande de |u| sobre toda la malla. La
ecuacion (5.6) es usualmente forzada escogiendo un numero CFL « con

e (L) -

yO0<a<l.
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5.4. Movimiento por curvatura media

Ya se discutié el movimiento de una interface en un campo de velocidades generado exter-
namente \7(:?, t). Ahora se discute el movimiento de interfaces para un campo de velocidades
auto-generado 1% que depende directamente en la funcion de level set ¢. En particular, se
considera el movimiento por curvatura media donde la interface se mueve en la direccién
normal con una velocidad proporcional a su curvatura, es decir, V= —bliﬁ, donde b > 0
es una constante y k es la curvatura. Cuando b > 0, la interface se mueve en la direccion
de concavidad y cuando b < 0, en la direcciéon de convexidad. El campo de velocidades para
el movimiento por curvatura media contiene sélo una componente en la direccion normal,
es decir, la componente tangencial es nula. Como N y V¢ apuntan en la misma direccion,
T - V¢ = 0 para cualquier vector tangente T por lo cual los componentes de la veloci-
dad tangenciales se anulan al introducirlos en la ecuacién de level set. Por ejemplo, en dos
dimensiones con V = Va N + VtT la ecuacion de level set

¢+ (VuN + ViT) -V =0 (5.8)

es equivalente a

¢+ VuN - Vo =0, (5.9)

pues T- V¢ = 0. Ademas, como

~ Vo Vol
N-Vé=—2 . ve= Vo 5.10
vol VO Twer VO 10
se puede reescribir la ecuacion (5.9) como
¢+ ValVo| =0 (5.11)

donde V,, es la componente de la velocidad en la direcciéon normal.

Tomando V,, = —bk en la ecuacion de level set (5.11) se obtiene

¢y = br| V. (5.12)

Se tiene que bk|V¢| es un término parabolico que no puede ser discretizado con un enfoque
upwind. Cuando ¢ es una funcion de distancia signada, (5.12) se convierte en la ecuacion del
calor

¢r = bAY, (5.13)
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donde ¢ es la temperatura y b es la conductividad térmica.

Por otra parte, también estdn las ecuaciones de conveccion-difusion, que son de la forma

¢+ V-V =0bA¢ (5.14)

y que incluyen tanto los efectos de un campo de velocidades externo como un término de
difusion. Escrita como ecuacion de level set queda

¢+ V -V = br|Ve|, (5.15)

y las dos pueden ser usadas como una misma ecuacién si se mantiene una aproximacion de
distancia signada para ¢ fuera de la interface. Estas ecuaciones pueden ser resueltas usando los
métodos upwind sobre el término V - V¢ y diferenciacion central sobre el término parabélico

bAG 0 br|V ).

5.5. Movimiento en la direcciéon normal

A continuacion se estudia el movimiento de una interface bajo un campo de velocidades
generado internamente para un movimiento constante en la direcciéon normal. Este campo
de velocidades se define como V = aN o V, = a, con a una constante. La correspondiente
ecuacion de level set es

¢ +alVo| =0, (5.16)

donde a puede ser positivo o negativo. Cuando a > 0 la interface se mueve en la direccion
normal, y cuando a < 0 la interface se mueve en la direccion contraria. Cuando ¢ es una
funcion de distancia signada, la ecuacion (5.16) se reduce a ¢; = —a, y los valores de ¢
crecen o decrecen, dependiendo del signo de a. La discretizacion en tiempo “Forward Euler”
de esta ecuacion es ¢"! = ¢" — aAt. Cuando a > 0, el isocontorno ¢ = 0 se convierte en el
isocontorno ¢ = —aAt despues de realizar un paso en tiempo. Andlogamente, el isocontorno
¢ = —alt se convierte en el isocontorno ¢ = 0. Es decir, la interface se estd moviendo en la
direccion normal con velocidad a.

Cuando ¢g es una funcion de distancia signada, la solucion exacta de (5.16) esta dada por
o(t) = ¢o — at. En cambio, cuando ¢y no es una funcion de distancia signada, la ecuacion
(5.16) tiene que ser resuelta numéricamente tratdndola como una ecuaciéon tipo Hamilton-
Jacobi.
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5.5.1. Discretizaciéon numeérica

Para realizar la discretizacion numérica, se toma V' = aN en (5.2) y se utiliza un enfoque
de diferenciacion upwind, es decir, se discretiza

gy agy  ag.

oot (g e o) 70 =0 47

con diferenciacion upwind. Se considera el primer término espacial a¢,|Vé|'¢,, donde
ag.|Vo|™! es la velocidad en la direccion x. Como la diferenciacion upwind esta basada solo
en el signo de la velocidad, se puede ignorar el denominador positivo |V¢|, asumiendo que
este no es nulo. Luego, el signo de a¢, puede ser usado para decidir si ¢, o ¢ deberia
ser usado para aproximar ¢,. Cuando ¢, y ¢ tienen el mismo signo, no importa cual de
estos es reemplazado en ag,, pues solo el signo de este término determina si se usa ¢, o ¢F.
Este simple enfoque upwind funciona bien cuando ¢, y ¢ tienen el mismo signo, pero no
ocurre lo mismo cuando estos son de distinto signo. Por ejemplo, cuando ¢, < 0y ¢ > 0,
ap, < 0, indicando que se deberia usar ¢, mientras que a¢; > 0, indicando que se deberia
usar ¢, . Esta situacion corresponde a una region con forma de “V” donde cada lado de ésta
deberia moverse hacia afuera. La dificultad en aproximar ¢, surge debido a que uno esta en
la vecindad de un punto sénico, donde ¢, = 0. Luego en este caso el método upwind deja
de funcionar, pero se puede usar otro método conocido como el método Roe-Fix, el cual se
puede consultar en la mayoria de los libros de EDP numérico.

5.6. Meétodos numéricos para la resolucién de ecuaciones
tipo Hamilton-Jacobi

A continuacion se estudian métodos numéricos para la resoluciéon de ecuaciones tipo
Hamilton-Jacobi de la forma

¢+ H(Vg) =0, (5.18)

donde H puede depender del espacio y del tiempo. En tres dimensiones se puede escribir

La ecuacién de conveccidén en un campo de velocidades generado externamente es una
ecuacion tipo Hamilton-Jacobi con H(V¢) = V- V. Si se considera la ecuacion de Hamilton-
Jacobi uno-dimensional

¢ + H(o,) =0, (5.20)
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despues de aplicar una derivada espacial en la ecuacion se obtiene

(2)e + H(¢s)o =0 (5.21)

Tomando u = ¢, se llega a

w + H(u), =0, (5.22)

que es una ley de conservacion escalar. Luego, en dimension uno hay una correspondencia
entre las ecuaciones de Hamilton-Jacobi y las leyes de conservacion. La solucién u de una
ley de conservacion es la derivada de una solucién ¢ de una ecuaciéon de Hamilton-Jacobi.
Inversamente, la solucion ¢ de una ecuaciéon de Hamilton-Jacobi es la integral de una solucion
u de una ley de conservacion.

5.6.1. Discretizaciéon numeérica

Una discretizacion en tiempo “forward Fuler” de una ecuacion tipo Hamilton-Jacobi se
puede escribir como

O O Bgr, 6ty 05 67, 01) = O (529
At YTy Ty vy Tz fz - 9 .

donde H(¢;, o7 Gy, Oi; @7, #F) es una aproximacion numérica de H(¢., @y, ¢.). La con-
dicion CFL para la ecuacion (5.23) es

(5.24)

Hy| |Hy|  |H
stmix { 1 T POy

Ax Ay Az

donde Hy, Hy y Hs son las derivadas parciales de H con respecto a ¢,, ¢, ¥ ¢., respectivamen-

te. Una conocida aproximacion numérica del hamiltoniano H es el esquema de Lax-Friedrichs
(LF) dado por

2 2 2 2

donde o y a¥ son coeficientes de disipacion que controlan la cantidad de viscocidad numérica
y estan dados por

o =max |Hi(¢z, ¢y)|, ¥ = max|Ho(¢s, dy)l.
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5.7. La ecuacion de reinicializacion

En 1992 Rouy y Tourin [19] propusieron un método numérico para resolver la ecuacion
|IVo| = f(Z). En el caso en que f(#) = 1, la solucion ¢ es una funcion de distancia signada.
Ellos agregaron f(Z) al lado derecho de la ecuacién (5.16) como un término fuente para
obtener

¢+ Vo = f(T), (5.26)

la cual se hace evolucionar en el tiempo hasta que se alcanza un estado estable. En este
estado estable los valores de ¢ dejan de cambiar, por lo que ¢; = 0. Luego (5.26) se reduce a
V| = f(&), como se queria. La ecuacion (5.26) propaga informacion en la direccion normal,
luego la informacion fluye de valores pequenos de ¢ a valores mas grandes. Esta ecuacion
es de poco uso al momento de reinicializar la funcién de level set, pues la localizacion de la
interface esta influenciada por los valores negativos de ¢, es decir, el isocontorno ¢ = 0 no
necesariamente permanece fijo, ya que este se movera al ser influenciado por la informacion
fluyendo de los valores negativos de ¢. Una forma de evitar esto es calcular la funcién de
distancia signada para todos los nodos de la malla adyacentes a la interface a mano. Luego
o1 + |Vo| = 1 puede ser resuelto en Q para actualizar ¢ basado en estos puntos adyacentes
a la interface. Finalmente la ecuacion de reinicializacion esta dada por

¢+ 5(¢0)(IVe] — 1) =0, (5.27)

donde S(¢g) es una funcion signo que vale 1 en Q1 —1 en Q~ y 0 sobre la interface, donde
se quiere que ¢ permanezca identicamente nula. Tipicamente la aproximacién numérica con
la que se trabaja es

Po
S = 5.28
= T ey 529
aunque también se trabaja con
S(9) 0 (5.29)

T VP + Vo (Ba)

que resulta ser una mejor opcién, especialmente cuando la funcién inicial ¢g es una mala
aproximacion de distancia signada, es decir, cuando |V¢y| esté lejos de 1. En (5.29) es im-
portante actualizar S(¢) continuamente a medida que se van realizando las iteraciones del
método para que | V| tenga el efecto deseado. Por el contrario, la ecuacion (5.28) es evaluada
s6lo una vez usando la funcion inicial ¢y.
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5.8. Extension del campo de velocidades

En todo el analisis que se ha hecho hasta ahora, se ha asumido que el campo de velocidades
V esta definido no solo en la interface, sino que en todo el dominio de trabajo, pero muchas
veces esto no es asi. Luego es necesaria una extension de la velocidad, la cual partiendo con
una velocidad dada en la interface, construya una extension de esta a todo el dominio de
trabajo.

En el método level set, se considera que una interface propagandose con velocidad V' esta
inyectada como el nivel cero de una funcion de dimension superior ¢, obteniendo

i+ VIV =0. (5.30)

Pero aqui se encuentra escondido el hecho que se asume que V esta definido en todos
los conjuntos de nivel y no s6lo en el nivel cero donde esté definida la interface. Luego, no
esta s6lo la interface inyectada en una funcion de dimension superior, sino que también la
velocidad V de la interface esta inyectada en una funciéon de dimensién superior. Luego, se
deberia escribir

1+ Veur| V| = 0, (5.31)

donde ‘7‘% es un campo de velocidades tal que en la interface coincide con la velocidad 1%
dada. Ademas, se pide que

lim V() = V(a), (5.32)

r—a

donde a es un punto de la interface.

Cabe preguntarse cuales son las propiedades deseables de una extension de velocidad.
Primero, esta deberia coincidir con la velocidad dada en la interface. Segundo, es deseable que
dicha velocidad mueva los conjuntos de nivel vecinos de forma tal que la funciéon de distancia
signada sea preservada. Se considera una funcion de distancia signada inicial ¢(z,t = 0), y
se construye una extension de la velocidad que satisface

—

Vit - Vo = 0. (5.33)

Si se supone que inicialmente |V¢(z,t = 0)] = 1, y el movimiento se realiza bajo la
ecuacion de level set ¢y + Vout| V| = 0, entonces se tiene

dvel d
dt dt

d
(V- Vo) =2Vo- Vo
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= =2V - Ve |V — 2V - V|V | Ve

5.9. El método level set para interfaces en evolucion

A continuacioén se estudia el método level set para movimientos geométricos. Si un conjunto
Q(t) se esta moviendo con velocidad normal V,, (pues un movimiento en la direccion tangencial
no cambia la forma) en su frontera, entonces se tiene por un resultado estandar para la
derivada de integrales dependientes de parametros

i wdzr :/ wV, dH" !
dt Jo 20(t)

para toda funcion suave w con soporte compacto. Ahora se asume que se tiene dada una
velocidad V,, sobre R tal que cada conjunto de nivel de la funcién continua ¢ se esta mo-
viendo con velocidad normal V,, es decir, la anterior igualdad se tiene con Q(t) = ¢(-,t) <n,
Vn € R. Luego se puede tomar el valor medio sobre todos los 1 y obtener a partir de las
formulas de area y co-area

0 d d
/ —gbwdx = — owdr = ——// wdxdn
RN at dt RN dt R {¢(-,t)<7]}

:—// andHn_ldn:—/ \Vo|V,wdz.
R JOQ(t) RN

Como la funcion test es arbitraria, esto implica que ¢ tiene que satisfacer la ecuacion de
level set

% +V, Vg =0 enRY xR, (5.34)

En aplicaciones tipicas de movimientos geométricos, la velocidad normal V,, se obtiene a
partir de principios fisicos, y puede depender de campos y de cantidades geométricas tales
como la normal n o la curvatura . Estas cantidades se expresan en términos de ¢ como

Vo
Vel

Vo

ol

k= div n = div(

En general, (5.34) no tiene solucion clasica, sino que sélo una solucion viscosa, la cual
existe bajo condiciones de regularidad apropiadas en la velocidad. Al calcular soluciones
viscosas para las ecuaciones de level set, se obtienen cambios topologicos tales como division
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y unién de componentes conexas de forma automaética, pues estos cambios no son reconocidos
ni siquiera por la ecuacion de level set. Incluso si no se espera un cambio topolégico, uno se
beneficia al usar el método level set en lugar de métodos basados en parametrizaciones, pues
la discretizacion de la parametrizaciéon no permite controlar la presiciéon en la resolucion de
una curva o superficie.

5.10. Level set en el calculo sobre formas

El anélisis de sensibilidad de formas es un tema clasico en optimizacion de formas y define
un célculo natural sobre formas. Para formas suficientemente regulares (con frontera de clase
C1) hay dos formas equivalentes de introducir sensibilidades de formas, que son el método
de deformacién y el método de velocidad. Este dltimo método esté intimamente relacionado
con el método level set por lo que a continuacion se estudia su aplicaciéon al célculo sobre
formas.

5.10.1. CAlculo sobre formas usando el método de velocidad

Dado un conjunto €2, se puede definir una evolucion en tiempo de conjuntos €2(¢) en un
campo de velocidades V' con

200 = {4(0): 50) € 2. 1) = Vly(r) en 0.0)}.

La sensibilidad de forma de un funcional J en direccion de una perturbacion V e C%(RN)
esta dada por

41 V) = IO (5.35)

si la derivada del lado derecho existe, y dJ(§2,) es llamada la diferencial de forma.

5.11. Optimizacion de formas basada en level set

En esta secciéon se muestra el uso del método level set en la construccion de métodos
eficientes para la optimizacion de formas. La idea es representar la forma a ser optimizada
como el nivel cero de una funciéon continua ¢ y elegir una velocidad V,, que haga a esta forma
evolucionar hacia la forma 6ptima. La eleccion de la velocidad juega el mismo rol que la
eleccion de la direccion de busqueda en los problemas de optimizacion (en el caso de espacios
vectoriales). Se analizan métodos tipo gradiente y métodos tipo Newton.

49



5.11.1. Meétodos tipo gradiente

Los algoritmos tipo gradiente fueron los primeros en aparecer en la optimizacion basada en
level set y siguen siendo los méas usados. La idea en lineas generales es elegir la actualizacion
como un miltiplo del gradiente negativo del funcional a minimizar y elegir un paso de tiempo
suficientemente pequeno que garantice una disminucion del funcional objetivo. La dificultad
en los métodos de optimizacién basados en level set es la relacion entre la actualizacion
(la velocidad) y el gradiente (la sensibilidad de forma), pues no hay estructura de espacio
vectorial inherente. Un enfoque clésico en este método es trabajar con problemas donde la
sensibilidad de formas esta dada por

J(QV, = / VopadH™ !,
o0

con pg una funcion de densidad (dependiente de €2). En este caso se puede interpretar po
como el gradiente de forma y la velocidad normal puede ser escogida como una extension de

Vo(-5t) = —pa(t)  sobre 0f2.

De esta forma se obtiene

d

FHOUO) = TQUNVlt) = = [ |0

y luego la evolucion en el tiempo disminuye el funcional objetivo y se detiene solo si el
gradiente de forma se anula.

Es importante mencionar que una prueba de convergencia general de métodos tipo gra-
diente basados en level set es aun un problema abierto, pero se puede mostrar al menos que
el funcional objetivo esta disminuyendo durante las iteraciones y que el método para so6lo en
un punto estacionario (J'(2) = 0).

Otro asunto importante que siempre surge en los métodos de optimizacion es el de escoger
el tamano del paso, ya que si bien la evoluciéon dada por el método del gradiente en tiempo
continuo produce un descenso del funcional objetivo, en la practica no se puede desarrollar
una evolucién continua sino mas bien una evoluciéon con pequenos pasos de tiempo. Para
determinar el paso de tiempo tal que el funcional objetivo disminuya se pueden usar los
métodos clasicos como las reglas de Armijo-Goldstein o de Wolfe. Sin embargo algunos resul-
tados numéricos indican que en algunos casos podria ser conveniente violar estas reglas para
escoger el paso e incluso permitir que el funcional objetivo crezca, pues esto generalmente es
seguido de una disminucién del funcional mas pronunciado en las siguientes iteraciones, lo
cual en particular es usado en la implementaciéon numérica de esta memoria.
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5.11.2. Meétodos tipo Newton

Si el funcional de forma admite sensibilidades de forma de segundo orden, se puede intentar
usar un método tipo Newton basado en level set. De forma andloga al método de Newton
estandar en espacios métricos, se puede definir un “paso de Newton” como la minimizacién
de una aproximacion cuadratica (ahora en el sentido del calculo de formas) con respecto a la
actualizacion (que ahora es la velocidad), es decir

P ,
yomin T Vo, Va) + TV + J(8) (5.36)

A partir de este problema variacional cuadratico se obtiene la ecuacion de Newton

J'( Q) (Vo W) = =T (QQW, VW, € V(Q) (5.37)

para la velocidad V,, que minimiza (5.36). Como para el método de Newton clasico, este
entrega una direccién de descenso si la forma bilineal J” es definida positiva, pues en este
caso

LIO) = JOOW, =~ (V.. V,) < BVl (539)

con 8 < 0.

5.12. Expansion de primer orden del funcional de costo

Para obtener el desarrollo de primer orden del funcional de costo J se utilizaran las
herramientas del capitulo 4 de diferenciaciéon con respecto al dominio. Pero ademas se debe
introducir el problema adjunto asociado al problema inicial, por lo que para entender como
se hace esto 1dltimo, primero se procede a estudiar el caso mas sencillo del problema del
laplaciano.

5.12.1. Calculo de (V.J(0),u) para el caso del problema del laplaciano

A continuacion se realiza el calculo de (V.J(0),u) para el problema del laplaciano con
condiciones de borde Dirichlet y Neumann.

Se tiene un dominio €2, un obstéculo inaccesible en su interior D y una funciéon u que es
solucion del siguiente problema del laplaciano
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Au=0 Q\D
u=gq I'p
u—0 Iy
u=>0 oD

(5.39)

con 0X2 = I'p UT'y, donde en I'p se impone una condicién de borde Dirichlet y en I'y
una condicién de borde Neumann. Ademas se considera I',, C I'p que es la porcion donde
se realiza la medicién que permitird encontrar el obstaculo. Como se mide sobre el borde
Dirichlet, lo que se mide es el dato Neumann, denotado por m.

Dado que la letra u ya ha sido usada como la solucion del problema (5.39), se utiliza ¢
para denotar la variacion del dominio (lo cual sélo se hace para este caso particular por lo
que no deberia prestarse para confusion).

El funcional de costo esta dado por:

1 Ju 1
OEE /F g midr (5.40)

donde u corresponde a la solucion del problema (5.39), pero en el dominio perturbado
Q+ .

Luego

VJ(0)[6] = /F m (% _ m) g—?:;da (5.41)

Es decir, se considera una perturbaciéon ¢ del dominio inicial, obteniendose el mismo
problema (5.39), pero ahora en Q + ¢. Tomando u,(Z) = u(Z, 7 + Ap(Z)) y derivando se
obtiene u/,(7) = u'(¥) + Vu - #(Z) = 0, con lo que se llega a

wW=-Vu-¢ endD (5.42)

Ahora, considerando el problema del laplaciano (5.39) pero en el nuevo dominio perturbado
Q2 4 ¢ y derivandolo se obtiene:

Au' =0 en Q\ D+ ¢
u' =0 sobre I'p + ¢
%1;: =0 sobre I'y + ¢ (5.43)

u =—-Vu-¢ sobre 0D + ¢
Por otra parte, al hacer la integracion por partes, aparecen varios términos que uno necesita

que se anulen, por lo cual al imponer estas condiciones se obtiene un problema auxiliar,
conocido como problema adjunto y que es el siguiente:
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en Q\ D
p=20 sobre I'p \ I'),
g—ﬁ 0 sobre 'y (5.44)
p= % —m sobre I',,
p= sobre 0D

donde p es la variable asociada al problema adjunto.

Luego, se toma la ecuacion Au’ = 0, se multiplica por p y se hace la integracion por partes
sobre Q\ D:

/ Au'p =0
o\D

(5.45)
/ Vu'-ﬁp—i—/ Vu'-ﬁp—i—/ V' - np — Vu'-Vp=0 (5.46)
T p\T'm m oD Q\D
/ a_lblp+/ 8_u’p+/ a—u,p—/ u/Vp n
o\l on T'm on ap On Lo\l
—/ u’Vp-ﬁ—/ u’Vp-fz—/ u’Vp-fL+/ WAp=0 (5.47)
T, I'y oD Q\ D
ou’ ou’ ,Op Op
- = = = S p— 5.48
/Fm 8np+ /BD 8np /aDu on oD Vu ¢8n ( )
ou’ op
—p=— Vu - p—. 5.49
= T 3np oD ¢ ¢3n ( )
Luego, si se hace p = % — m sobre I',,, se tiene
ou’ ou' du
pero también se tiene
ou’ dp
= — Vu - op—= 5.51
T 3np oD Y ¢87’l ( )

Luego, de (5.50) y (5.51) se llega a
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(VI0),6) = VIO = — [ vu-oZ = [ 2 ap__/ Ou 9P s (559

oD 371_ 8D%.n' 8_71— D an an
ou Jp .

Finalmente, para este problema particular del laplaciano (5.39) se tiene que la direccion
de maximo descenso, es decir, —V.J(0), esta dada por —V.J(0) = g—:‘z . g—g -, que corresponde
a la direccion normal y de magnitud % . %, recordando que esta es la velocidad deseada so6lo
sobre 0D y que para usar el método level set es necesario extenderla a toda la malla o por

lo menos en una banda en torno a esta interface.

5.12.2. Calculo de (VJ(0),u) para el funcional de costo J asociado
al problema inverso en estudio

Lo que se pretende hacer a continuacion, es usar el metodo de diferenciacién con respecto
al dominio para obtener el desarrollo de primer orden del funcional de costo .J, con el fin de
obtener la velocidad V' que se usara en el método level set.

Para empezar, notar que se tiene que Yu € W»*(Q RY) de norma suficientemente pe-
quena,

v(u) =0 sobre 0D + u, (5.54)
asi, la primera derivada local de v en u = 0, en la direccion u, denotada por v'(u), verifica

0v(0)

n

V() = — (u ‘n ) sobre AD. (5.55)

Se asume que el dominio deformado tiene la forma Q* +u = Q\ D + u. El objetivo de los
calculos que se hacen a continuacién es obtener la expansion asintotica de Ap,, en torno a
u = 0. Primero se tiene que para todo u en el espacio de deformaciones admisibles se puede
escribir el siguiente sistema de Stokes

—div o(vy,pu) =0  en Q" +u
diveo,=0 enQ*+u
v, =@  sobre 0f2

v, =0  sobre 9D +u

(5.56)

A continuacion se define el funcional de costo a ser minimizado como sigue. Sea o, una
medicion dada de la componente normal del tensor de esfuerzos sobre I',,, C 0f2, correspon-
diente al obstéaculo objetivo. Luego, el funcional de costo estd dado por

o4



J(U)Z/ |0 (v, Pu) — O (5.57)

m

De esta forma, el problema inverso geométrico se convierte en el problema de minimizaciéon

min J(u), (5.58)

UEU 44

donde Z,q C WH(Q,RY) es el conjunto de deformaciones tal que D + u € Pyq, es
decir, tal que D + u es una geometria admisible. Se puede ver que gracias al resultado de
identificabilidad, el funcional J tiene un tinico minimo global, el cual es alcanzado cuando el
funcional de costo J se anula.

Recordando la expresion (4.32), la cual nos entrega la derivada de u — z(u)dS en
0S+u
0 y en la direccion u, se tiene el siguiente desarrollo de primer orden:

/as+u z(u)dS = /as Z(O)ds+/<95 z’(u)dS+/95(u-grad 2(0) + z(0)divgsu) dS + o(u), (5.59)

donde z'(u) es la primera variacion local de z(u) en w = 0 y en la direccion u. Ademas,
como sop(u) CC €, u = 0 en una vecindad de 992. Luego, considerando S =T, y

2(u) = |0(Vu, pu) — om[*  sobre Ty, (5.60)
al reemplazar en (5.59) se llega a

t/)laﬁm,@J-—UmFdS-—j/ 10/t po) — o[2dS

:/‘%dmm@—aw-dwwxﬂwwms+mw7 (5.61)

m

donde (v'(u),p'(u)) es la solucion de

—div o(v'(u),p'(u)) =0 en Q\ D
div v'(u) =0 en Q\ D

v'(u) =0 sobre 0} (562)
v'(u) = —(u- n)% sobre 0D

Por otra parte, se considera el siguiente problema auxiliar que corresponde al problema
adjunto del original
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enQ\E

—div o(w,q) =0
divw =0 en Q\ D
w=0 sobre OQ\ T, (5.63)
w=0 sobre 0D

w = 2(co(vy,po)n — o) sobre T'y,

Luego, multiplicando la primera ecuacion de (5.62) por w e integrando por partes, se

obtiene
/ o(v'(u),p'(u))n - wdS = / V' (u) - o(w, g)ndS (5.64)
2QUAD 8QUAD
luego se tiene
/ o/ (), p (W) - wdS = [ o' (u) - o(w, g)ndS (5.65)
F’UL BD
es decir
[ o) wn - 2ot pin - o) ds
= / —(u - n)% ~o(w,q)ndS (5.66)
Finalmente, se llega a la siguiente expresion
01)0
J(u) = J(0) — (u-n)—— ) - o(w,q)ndS + o(u) (5.67)
oD on

la cual entrega la expansion de primer orden del funcional de costo J.
Ahora, gracias a (5.67) se tiene que
0 0
(VJ(0),u) = —/ ((u : n)ﬂ) (o(w,q)n)dS = —/ {u ((ﬂ . a(w,q)n> n) } ds
D n oD on

7]

Ademaés, dado que

(5.69)



se deduce que

v

—VJ(0) = ( o ~0(w,q)n) n (5.70)

es decir, —VJ(0), que corresponde a la direccion de maximo descenso de J en 0, es un

vector que apunta en la direccién normal y su magnitud esta dada por |% -o(w, q)n|, ademas
mn

el signo de % - o(w,q)n nos da el sentido en que apunta el vector normal en cada punto,

apuntando hacia afuera de la curva si es positivo y hacia adentro si es negativo.

Dado que el método level set que se pretende utilizar para minimizar el funcional objetivo
es un método tipo gradiente, con el calculo de —V.J(0) que se acaba de realizar, mas el
desarrollo tedrico del método level set llevado a cabo en este capitulo, se tienen todos los
elementos para realizar la implementaciéon numeérica del método de reconstruccion, la cual se
presenta en detalle en el siguiente capitulo.
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Capitulo 6

Implementacion numérica del proceso de
reconstruccion de obstaculos inmersos en
un fuido usando el método level set

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos del método de reconstruccion numé-
rica utilizado para resolver el problema inverso en estudio, el cual permite recuperar diversos
cuerpos inmersos en un fluido viscoso regido por el sistema de Stokes (incluyendo obstéculos
no convexos), utilizando para ello el método level set.

Para realizar esta implementacion nimerica se ha utilizado el programa FreeFem, el cual
permite resolver ecuaciones en derivadas parciales mediante el método de los elementos finitos
y permite realizar una enorme cantidad de simulaciones numéricas, por lo que resulta una
gran herramienta para este tipo de problemas.

6.1. Implementacién numeérica del proceso de reconstruc-
ciéon usando el método level set

En esta seccidén se muestra en términos generales la implementacion numérica realizada
con el programa FreeFem.

Para realizar la simulacion se considera un canal (en 2 dimensiones) con extremos abiertos,
de 28 cm x 14 cm, con un fluido viscoso que va de izquierda a derecha y que por simplicidad
se considera de viscosidad 1, en donde la velocidad del fluido en la entrada satisface un
perfil parabolico, mientras que las condiciones de borde en la salida son las de frontera libre
(que equivalen a una condicion de tipo Neumann). Para la implementacion numérica de este
problema inverso, dada la estrategia a utilizar, que ya ha sido explicada, se debe resolver en
cada iteracion el problema de Stokes y el problema de Stokes adjunto, para lo cual ademas
en cada iteracion se debe remallar el dominio pada poder asi imponer las condiciones de
borde correspondientes. Ademés la implementacion del método level set esta dividida en dos
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partes, la primera consiste en la traslacion de la funcion ¢ hasta que esta encuentra la posicion
del obstéculo (su centro de masas), y la segunda consiste en la deformacion del obstaculo
mediante la evolucion de la funcién ¢ hasta determinar la forma del obstéculo.

Las etiquetas de los bordes inferior, derecho, superior e izquierdo del canal son 1, 2, 3 y
4, respectivamente, mientras que 5 corresponde a la frontera del obstaculo inicial (que sera
perturbado hasta alcanzar el obstaculo objetivo). Ademas, se define la funciéon g como:

real Yo = ((ymax - ymin)Q)/4
func g = (y - ymin)(yméx - y)/yQ

que corresponde a un perfil parabolico para la entrada del canal.

Por otra parte, como se mostro en el capitulo 3, el algoritmo implementado para resolver
el problema de Stokes en FreeFem es el siguiente:

solve Stokes ([uq,uz, pl, [v1, V2, ¢, solver=Crout) =

aﬂil&ﬂ}l + 8yu18yv1 + 8$U28IU2 + 0yuQ8yv2
Tr

+ pge — pOv1 — pOyva + Opu1q + Oyuaq
+ on(4,u; = g,us = 0)
+ on(1,3,u; = 0,uy = 0)
+ on(5,u; = 0,uy =0)

siendo la resolucion del problema adjunto analoga a la anterior.

Ademas, la ecuacién de reinicializaciéon para ¢, usada para reinicializar ¢ de forma que
esta siga siendo una funciéon de distancia signada, esta dada por

Vi b1 = Niriangte
real h = hy.méax
for (dinit = 1; init < Ninit; finit = Gnie + 1)
{ V=1(0:07+(9,0)

S =6/(\/¢* + V)
M, = 0,6/(VV +£2)
Mz = 9,6/ (VV +¢?)
Ginis = convect([—SMy, —SMs|, T, ¢)
Ginit = Pinit + T'S
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¢ = gbinit }

Otro punto importante es la definicion del campo de normales, ya que en principio este
estd definido solo en la frontera del cuerpo que se estd deformando, por lo que es necesario
extenderlo para tenerlo definido sobre toda la malla de trabajo. Para hacer esto, se define
el campo de normales en cada punto como la normal de la funciéon ¢ en dicho punto, cuya
implementacion es muy simple y estd dada por

V = (0:0)" + (9,0)°
Ny = 0,0/(VV + 2)
Ny = 0,0/ (VV + &%)

Ademas, la velocidad usada en el método level set para deformar el obstaculo esta dada
por

V = (&CulNl + 8yu1N2)(8xw1N1 + 0yw1N2)
+(855U2N1 + (9yu2N2)((9xw2N1 -+ 3yw2N2)

en donde (u1,us) y (wy,ws) son las velocidades del fluido para el problema de Stokes y su
problema adjunto, respectivamente.

Posteriormente, a esta velocidad se le aplica un proceso de regularizacion, el cual esta
dado por

problem smoothing (Vieg, vr) =

/ E(ax‘/;egarvr + ay‘/reg;ayvr) + V;egvr - VUT'
Th Th

smoothing

V:V;eg

Por otra parte, las figuras que se muestran a continuacién corresponden a imagenes que
ilustran los principales procesos que forman parte de esta implementaciéon numérica.

En la figura 6.1 se muestra como fue realizado el mallado sobre el dominio €2 con un
obstaculo D en su interior, es decir, sobre Q \ D.
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Figura 6.1: Malla sobre el dominio con un obstéculo.

En la figura 6.2 se muestra el campo de velocidades del fluido con un obstaculo, obtenido
mediante la resolucion del sistema de Stokes.

Fec Valur

W76

Figura 6.2: Campo de velocidades del fluido con un obstéculo, obtenido con Stokes.

En la figura 6.3 se muestran los campos de velocidades del fluido, obtenidos al resolver el
sistema de Stokes y su problema adjunto asociado.
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(a) Campo de velocidades del fluido con un obstéaculo, obtenido con Stokes.
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(b) Campo de velocidades del fluido con un obstéaculo, obtenido con el problema adjunto.

Figura 6.3: Campo de velocidades del fluido con un obstaculo para el problema de Stokes

el problema adjunto asociado.

En la figura 6.4 se muestra la presion del fluido con un obstaculo, obtenido mediante la

resolucién del sistema de Stokes.
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Figura 6.4: Presion del fluido con un obstaculo, obtenido con Stokes.

En la figura 6.5 se muestra la magnitud de la velocidad con la que se debe mover la
funcion de level set ¢ en esa iteracion, en 2 y 3 dimensiones. En esta parte se debe notar que
en principio, la velocidad obtenida para realizar la evolucion de ¢, esta definida sélo en la
frontera del cuerpo que se tiene en la iteracion correspondiente, que es la velocidad obtenida
mediante la expansion de primer orden del funcional de costo J. Luego, para poder realizar
la evolucion de la funcion de level set ¢ se ha realizado la extension del campo de velocidades
a todo el dominio, es decir, a la malla sin agujero.
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(a) Magnitud de la velocidad con la que se debe mover ¢, en 2 dimensiones.

IsoValue

0048202

H
£

115052

135274

b3
25
2%

165606

135628

(b) Magnitud de la velocidad con la que se debe mover ¢, en 3 dimensiones.

Figura 6.5: Magnitud de la velocidad con la que se debe mover la funciéon de level set ¢, en
2 y 3 dimensiones.

En la figura 6.6 se muestra la funcion de level set ¢ en esa iteraciéon, en 2 y 3 dimensiones.
Aqui se puede notar, de mejor manera en la imagen en 3 dimensiones (aunque también se
aprecia bien con las curvas de nivel en la imagen en 2 dimensiones), que la funcion de level set
¢ es una funcion de distancia signada, pero en principio esta es s6lo una funcion de distancia
signada al inicio del proceso, por lo que para que siga siéndolo despues de cada iteracion,
ha sido necesario introducir una ecuaciéon de reinicializacion con el fin de que ¢ se mantenga
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como una funcién de distancia signada y asi el método level set siga siendo valido.
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(a) Funcion ¢, en 2 dimensiones.
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~ f

| /
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(b) Funcién ¢, en 3 dimensiones.

Figura 6.6: Funcion de level set ¢, en 2 y 3 dimensiones.

6.2. Recuperacion de un obstaculo con forma circular

A continuacién se muestran los resultados numéricos obtenidos al usar el método level set
para encontrar un obstaculo con forma circular.
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En la figura 6.7 se muestra el funcional de costo asociado al problema de recuperacion
de un obstaculo con forma circular, mientras que en la figura 6.8 se muestra este mismo
funcional de costo, pero en escala logaritmica.

FUNCION OBJETIVO PARA ENCONTRAR UN CIRCULO
14
T T T

YALOR FUNCION OBJETIVO

o I I I I 4 L 4 L 4
0 2 4 3 B 10 12 14 15 18 20
NUMERO DE ITERAGIONES

Figura 6.7: Funcional de costo para el obstaculo con forma circular.

FUNCION OBJETVG PARA ENCONTRAR UN CIRCULO (ESCALA LOG1D)
0
T T T T T

05— —

WALOR FUNCION OBJETIVO

25 -

a5 I I \ \ I I \ I I
1} 8 12

10
NUMERQ DE ITERACIONES

Figura 6.8: Funcional de costo para el obstaculo con forma circular (en escala logaritmica).

Ademés, en la figura 6.9 se muestra la evolucion del nivel cero de ¢, desde su configuracion
inicial hasta que esta encuentra el circulo.
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(a) Configuracion inicial

(b) Tteracién 4

(c) Iteracion 10

(d) Tteracién 17.

Figura 6.9: Evolucion del nivel cero de ¢ para el caso del circulo.
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6.3. Recuperacion de un obstaculo no convexo

A continuacién se muestran los resultados numéricos obtenidos al usar el método level set

para encontrar un obstaculo no convexo.

En la figura 6.10 se muestra el funcional de costo asociado al problema de recuperacién
de un obstaculo no convexo, mientras que en la figura 6.11 se muestra este mismo funcional

de costo, pero en escala logaritmica.

WALOR FUNCION OBJETIVO

FUNCION OBJETIVO PARA ENCONTRAR UN OBSTACULD NO COMVEXO

Figura 6.10: Funcional de costo para el obstaculo no convexo.

FUNCION OBJETIVO PARA ENCONTRAR UM OBSTACULD NO COMVEXO (ESCALA LOGTD)

058

25

WALOR FUNCION OBJETIVO

35

45
0

Figura 6.11: Funcional de costo para el obstaculo no convexo (en escala logaritmica).
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Ademas, en la figura 6.12 se muestra la evolucién del nivel cero de ¢, desde su configuracion
inicial hasta que esta encuentra el obstaculo no convexo.

En este caso, las imagenes ilustran la evoluciéon del nivel cero de ¢, la cual esta dividida
en dos partes. Se observa que primero se realiza la traslacion de la funciéon ¢, sin deformarla,
con lo cual el nivel cero de ¢, que corresponde a un circulo, se traslada hasta encontrar
la posicion del obstaculo objetivo (su centro de masas). Posteriormente, la funcion ¢ es
deformada, consiguiendo asi que su nivel cero adopte poco a poco la forma del obstaculo
objetivo que se desea encontrar.
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(a) Configuracion inicial.

(b) Iteracion 5.

(c) Tteracion 10.

(d) Tteracién 18.

Figura 6.12: Evolucion del nivel cero de ¢ para el caso del obstéculo no convexo.
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6.4. Recuperaciéon de un obstaculo con forma de media
luna

A continuacién se muestran los resultados numéricos obtenidos al usar el método level set
para encontrar un obstaculo con forma de media luna, que también es no convexo.

En la figura 6.13 se muestra el funcional de costo asociado al problema de recuperacion de
un obstaculo con forma de media luna, mientras que en la figura 6.14 se muestra este mismo
funcional de costo, pero en escala logaritmica.

Ademas, la figura 6.14 ilustra una de las estrategias utilizadas en la implementacién nu-
mérica, que es el hecho de que se ha probado que muchas veces el permitirle al funcional
objetivo aumentar su valor en ciertas iteraciones, produce un descenso del funcional mas
pronunciado en iteraciones posteriores, que es justamente la estrategia usada para el caso de
la recuperacion del obstaculo con forma de media luna.

FUNCIOM OBJETIVO PARA ENCONTRAR UNA MEDIA LUNA
&0
T T T T

50

=
=]

WALOR FUNCION OBJETIVO
w
=]

o L
] 15
NUMERO DE ITERACIONES

20 25 30

Figura 6.13: Funcional de costo para el obstaculo con forma de media luna.
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FUNCION OBJETIVO PARA ENCONTRAR UNA MEDIA LUNA (ESCALA LOG10)
0
T T T T

02— —

0B —
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WALOR FUNCION OBJETIVG
T
|

2 | I I I I

15
NUMERO DE ITERACIONES

Figura 6.14: Funcional de costo para el obstaculo con forma de media luna (en escala loga-
ritmica).

Ademas, en la figura 6.15 se muestra la evoluciéon del nivel cero de ¢, desde su configuracion
inicial hasta que esta encuentra la media luna.
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(a) Configuracion inicial.

(b) Tteracién 12.

(c) Tteracion 19.

(d) Tteracién 27.

Figura 6.15: Evolucion del nivel cero de ¢ para el caso de la media luna.
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Por ultimo, mencionar que en la primera etapa del método level set, en la que so6lo se
realiza un movimiento de traslacion de la funcién ¢ para encontrar la posicion del obstaculo
objetivo, el desplazamiento era mucho mas grande en la direccion y, es decir, la funcién ¢
encontraba rapidamente la posicion en el eje y del obstaculo objetivo, y luego se encargaba
de encontrar la posicion en el eje x, lo cual resultaba ser mas lento. De todas formas, para

los casos recien presentados, el método level set encontro el obstaculo objetivo en no més de
30 iteraciones.
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Conclusiones

A lo largo de esta memoria se ha estudiado el problema inverso geométrico de deteccion de
obstéculos inmersos en un fluido viscoso, y su reconstruccion numérica mediante el método
level set. Para empezar, se ha definido de manera formal el problema inverso geométrico en
estudio, revisando los resultados de identificabilidad y estabilidad de dicho problema. Luego,
dado que la fisica del fluido que aparece en este problema estd gobernada por el sistema
de Stokes, se ha presentado el método de elementos finitos y se ha abordado la resolucion
del problema de Stokes usando dicho método. A continuaciéon se ha estudiado el método de
diferenciacion con respecto al dominio, el cual permite definir el concepto de derivabilidad
local de una funcion definida en un conjunto variable, obteniendo de esta forma el desarrollo
de primer orden del funcional de costo asociado al problema inverso. Posteriormente se ha
estudiado el método level set, haciendo énfasis en su aplicacion a la optimizacién de formas,
con lo cual se ha establecido ademés la estrategia a ser utilizada, con el fin de perturbar el
obstéculo inicial, deforméandolo hasta alcanzar el obstaculo objetivo que se desea encontrar.
Finalmente, se ha presentado el proceso de reconstruccion numérica de obstaculos, el cual
ha sido implementado mediante el método level set, con el objetivo de recuperar diferentes
cuerpos inmersos en un fluido viscoso. Se ha llevado a cabo con éxito la recuperacion de un
obstéculo con forma circular, otro no convexo (una especie de “ocho”) y otro con forma de
media luna, que por cierto también es no convexo. Para esto, el proceso de reconstruccion
numérica ha sido dividido en dos partes, en donde la primera parte consiste en trasladar
el obstéaculo inicial hasta encontrar la posicion del obstéaculo objetivo (su centro de masas),
mientras que la segunda parte corresponde a la deformaciéon del cuerpo hasta alcanzar la
forma del obstaculo que se desea encontrar.

Por otra parte, los resultados obtenidos mediante la implementaciéon numeérica realizada
con el método level set, permiten concluir que efectivamente es posible reconstruir obstaculos
con forma geométrica mas general que circunferencias y elipses, en donde s6lo se recuperaban
los parametros que definian a estos cuerpos. Especificamente, se ha mostrado que es posible
recuperar obstaculos con geometria no convexa, siendo el método level set la herramienta
fundamental para llevar esto a cabo.
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